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ПРЕДИСЛОВИЕ 

 

Материал пособия соответствует 

программе второго курса обучения и 

включает раздел «Операционное исчисле-

ние».  

Пособие содержит необходимый 

теоретический материал по рассматри-

ваемому разделу, примеры решения типо-

вых задач и индивидуальный типовой рас-

чет, включающий 30 вариантов, для са-

мостоятельного выполнения (с последую-

щей его защитой во время рейтинговой 

недели). 

Обозначения и терминология, ис-

пользуемые в пособии, являются общеупо-

требительными и не нуждаются в специ-

альных пояснениях. Отметим, что посо-

бие ни в коей мере не призвано заменить 

более подробные курсы по операционному 

исчислению, изложенные в классических 

учебниках и монографиях. Работа с изда-

нием предполагает параллельное изучение 

этой темы по книгам, указанным в биб-

лиографическом списке. 
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1. ПОНЯТИЕ ОРИГИНАЛА И ИЗОБРАЖЕНИЯ 

 

В XIX столетии многие математики занимались так называемым 

символическим исчислением, в основе которого лежит построение ма-

тематического анализа как системы формальных операций над симво-

лом 
dt

d
p  . 

Обоснование символического, или как его стали теперь называть, 

операционного метода было дано в 20-х гг. XX столетия Бромвичем и 

Карсоном, связавшими этот метод с известным из теории функций 

комплексного переменного методом интегральных преобразований. 

При этом символ p получил новое толкование как комплексная пере-

менная isp  . 

Определение. Функцией-оригиналом называется любая комплексная 

функция )(tf  действительного аргумента t, удовлетворяющая следую-

щим условиям: 

1) )(tf  интегрируема на любом конечном интервале оси t (локально 

интегрируема); 

2) 0)( tf  для всех отрицательных t; 

3) )(tf  возрастает не быстрее показательной функции, то есть по-

стоянные 0M , 0
0
s  такие, что для любого t  

ts

eMtf 0)(  . 

Число 
0

s  называется показателем роста функции )(tf  ( ss inf
0
 ,

stetf )(  остается ограниченным при t ). Для ограниченных ори-

гиналов можно принять 0
0
s . 

 Простейшей функцией-оригиналом является так называемая еди-

ничная функция Хевисайда: 









.0,0

0,1
)(

t

t
t  

Очевидно, умножение функции )(t  на )(t  «гасит» эту функцию для 

0t  и оставляет без изменения для 0t : 











,0,0

0),(
)()(

t

tt
tt


   

так, что если функция )(t  удовлетворяет условиям 1) и 3), то и функ-

ция )()( tt    удовлетворяет всем условиям 1)-3). 
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В дальнейшем для сокращения записи будем писать )(tf  вместо 

)()( ttf   считая, что рассматриваемые функции продолжены нулем 

для отрицательных t . 

Определение. Изображением функции )(tf  по Лапласу называется 

функция )(pF  комплексного переменного isp  , определяемая ра-

венством dtetfpF pt




0

)()( .                                                                (1) 

Тот факт, что )(pF  есть изображение )(tf  будем символически запи-

сывать )()( pFtf  . 

Теорема 1.1. Для всякого оригинала )(tf  изображение )(pF  опреде-

лено в полуплоскости 
0

Re sp  , где 
0

s  показатель роста )(tf  и явля-

ется в этой полуплоскости аналитической функцией.  

Замечание 1. Интеграл Лапласа (1), вообще говоря, определяет изобра-

жение )(pF  лишь в полуплоскости 
0

Re sp  . В большинстве практиче-

ских задач область определения изображения значительно шире этой 

полуплоскости. 

Замечание 2. Если точка p  стремится в бесконечности так, что sp Re  

неограниченно возрастает, то 0)( pF : 0)(lim 


pF
s

. 

Доказательство. Имеем  

0

)(

0
0

0)(
ss

M
dteMdtetf

tsspt









. Отсюда вытекает требуемое. 

Пример. Пользуясь определением, найти изображение функции 
tetf 2)(  . 

Решение.  

2

1

2
)(

0

)2(

0

)2(

0

2














pp

e
dtedteepF

tp
tpptt .         ( )2Re  sp  

Таким образом, 
2

1
)(




p
pF , она аналитическая при 2Re p  и, кроме 

того, аналитическая всюду, за исключением точки 2p . 
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 Перед тем, как перейти к изучению основных свойств преобразо-

вания Лапласа, поясним основную идею его применения. Преобразо-

вание Лапласа устанавливает соответствие между оригиналами )(tf  и 

их изображениями )(pF : )()( pFtf  . 

Оказывается, что определенным действиям, производимым над 

оригиналами, будут соответствовать некоторые действия, производи-

мые над их изображениями, причем, как правило, действия над изоб-

ражениями будут проще, чем над оригиналами. В этом проявляется 

полная аналогия с основной идеей применения логарифмов в элемен-

тарной математике. Роль оригиналов там играют числа, а роль изобра-

жений – их логарифмы. Действию умножения чисел соответствует сло-

жение их логарифмов, действию возведения числа в степень соответ-

ствует умножение логарифма этого числа на показатель степени и т.д. 

Таким образом, более сложные действия над числами заменяются бо-

лее простыми действиями над их логарифмами.  

Если имеется некоторое сложное соотношение между оригина-

лами, то при помощи преобразования Лапласа мы будем получать зна-

чительно более простое соотношение между изображениями. Напри-

мер, вместо дифференциального уравнения относительно оригинала 

будет получаться алгебраическое уравнение относительно изображе-

ния. Решив это уравнение и перейдя затем от изображения назад к ори-

гиналу, мы и получим решение исходного дифференциального уравне-

ния.  

После того как в следующем пункте мы установим основные пра-

вила действия над преобразованиями Лапласа и составим таблицу со-

ответствия  между оригиналами и изображениями, нам уже не при-

дется больше вычислять интеграл Лапласа для различных оригиналов 

)(tf , и переход от оригинала к изображению и обратно – от изображе-

ния к оригиналу будет осуществляться при помощи этой таблицы. 

Таким образом интеграл Лапласа (1) нужен главным образом для 

установления основных свойств и правил преобразования Лапласа, 

или, как мы чаще будем говорить, свойств и правил операционного ис-

числения. 

Вообще под операционным исчислением понимают методы ре-

шения задач, основанные на следующих этапах: 

1) от искомых функций переходят к некоторым другим функ-

циям – их изображениям; 
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2) над изображениями производят операции, соответствующие 

заданным операциям над самими функциями (отсюда назва-

ние – операционное исчисление); 

3) произведя действия над изображениями и получив некоторый 

результат, возвращаются к самим функциям. 

 

 

2. СВОЙСТВА ПРЕОБРАЗОВАНИЯ ЛАПЛАСА 

 

 Отметим два простых примера преобразования Лапласа:  

                                     
p

1
1 , 

0

10

pp
e

tp


 ,                                        (2) 

которые получаются непосредственно из определения. 

Далее будем всюду обозначать через )(tf , )(tg ,… оригиналы, че-

рез )(pF , )(pG ,… их изображения: dtetfpF pt




0

)()( , 

dtetgpG pt




0

)()( ,… 

 Непосредственно из свойств интегралов получаем: 

1) Свойство линейности. 

Для любых комплексных постоянных  и   

)()()()( pGpFtgtf   . 

На основании этого свойства из (2) сразу получаем соотношения 

22

11

2

1

2
sin




































pipipii

ee
t

titi

,                                

аналогично, 
22

11

2

1

2
cos
































p

p

ipip

ee
t

titi

,       (3) 

22

11

2

1

2 


































ppp

ee
tsh

tt

, 

22

11

2

1

2 






























p

p

pp

ee
tch

tt

. 
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2) Теорема подобия. Для любого постоянного 0  имеем 



















p
Ftf

1
)( . 

Доказательство. Полагая  t , имеем  


 dtetftf pt

0

)()(   



















 






p

Fdef

p
1

)(
1

0

. Теорема доказана. 

3) Дифференцирование оригинала. 

Если функция )(tf  непрерывна при 0t  и )(tf , )(tf  ,…, )()( tf n  явля-

ются оригиналами, )()( pFtf  , то  

),0()()( fppFtf   

),0()0()()( 2 fpfpFptf   

… 

),0()0()0()()( )1(21)(   nnnnn ffpfppFptf   

где под )0()(kf  понимается )(lim )(

0

tf k

t 

. 

Доказательство. Переходя к изображениям и интегрируя по частям, по-

лучаем: 

)()0()()()()(

0
0

0

ppFfdtetfpetfdtetftf ptptpt  





 . 

Применив эту формулу дважды, получим 

    )0()0()()0()()0()()( 2 fpfpFpfppFfptftf    и т.д.  

В частности, если 0)0( f , то )()( ppFtf   и дифференцирование 

оригинала сводится к умножению на р его изображения. 

Пример. Пользуясь теоремой о дифференцировании оригинала, найти 

изображение функции ttf 2sin)(  . 

Решение. Пусть )()( pFtf  , тогда )()0()()( ppFfppFtf  , так 

как 0)0( f . Далее, 

4

2
2sincossin2)(

2 


p
ttttf , следовательно, 


)(

4

2
2

ppF
p
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t
pp

pF 2

2
sin

4

2
)( 












. 

4) Дифференцирование изображения. 

Дифференцирование изображения сводится к умножению на )( t  ори-

гинала: )()( tftpF   или, вообще, )()1()()( tftpF nnn  .             (4) 

Доказательство. Так как )( pF  является в полуплоскости 
0

Re sp   ана-

литической функцией, то ее можно дифференцировать по p и мы полу-

чим dtetftpF pt


 

0

)()( , dtetftpF pt


 

0

2 )()( ,…,  

dtetftpF ptnnn 


 

0

)( )()1()( , что равносильно (4).  

В качестве примера применения свойства 4 отметим, что из (2) выте-

кает: 
1

!



n

n

p

n
t , 

1

0
)(

!
0




n

tp
n

pp

n
et , а из (3) вытекает: 

2
22

2
sin








 








p

p
tt , 

2
22

22

cos








 









p

p
tt . 

5) Интегрирование оригинала. 

Интегрирование оригинала сводится к делению изображения на p: 

p

pF
dttf

t
)(

)(

0

 . 

Доказательство. Легко проверить, что функция dttftg
t


0

)()(  вместе с 

)(tf  является оригиналом, то есть удовлетворяет условиям 1-3. Тогда 

в силу формулы )()( ppFtf  , которая применима, ибо 0)0( g , 

имеем )()()( ppGtgtf  . Таким образом, для изображения )(tf  

имеем )()( ppGpF  , откуда 
p

pF
pG

)(
)(  ,  что и требуется. 
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Пример. Найти изображение функции de
t


0

.  

Имеем 
1

1



p

et , тогда 
)1(

11

1

0






ppp

p
de

t

 . 

6) Интегрирование изображения.  

Если dppF

p




)(  сходится, то он служит изображением функции 
t

tf )(
. 

Доказательство. dppF

t

tf

p




 )(
)(

, то есть интегрирование изображе-

ния равносильно делению на t оригинала. 

Пример. Найти изображение функции 
t

tsin
. 

Известно, что 
1

1sin
2 


p

t , поэтому 


 


p
p

dp

t

t

1

sin

2
 

parcctgparctgparctg
p

 

2


. 

С помощью теоремы об интегрировании изображения легко вычисля-

ются некоторые несобственные интегралы. Пусть )()( pFtf   и схо-

дится несобственный интеграл dt
t

tf



0

)(
, тогда   dppFdt

t

tf





00

)(
)(

, 

где интеграл справа можно вычислять по положительной полуоси. 

Пример. 

  






 

 

 













0

00

lnln
11

)0,0( bpapdp
bpap

badt
t

ee btat

 

a

b

b

a

bp

ap
lnlnln

0









. 
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7) Теорема запаздывания. 

Если )()( pFtf  , то для любого положительного   имеем 

)()( pFetf p  . 

Доказательство. Так как 0)( tf  при t , то делая замену перемен-

ной 
1
tt  , получим    




dtetftf
pt



 )(  

)()(
1

)(

1

1 pFedtetf p
tp








 

  . 

Теорему запаздывания удобно использовать при отыскании изображе-

ния функций, которые на разных участках задаются разными аналити-

ческими выражениями. 

Пример. Найти изображение )( pF  функции )(tf , которая задана сле-

дующим графиком (рис. 1) 

 

 
Рис.1 

 

Найдем аналитическое выражение для функции )(tf : 































),4(,0

)4,3(,4

)3,2(,2

)2,(,0

),0(,1

)(

at

aat
a

t

aat
a

t

aat

at

tf . 
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Для ),0( at  имеем 1)( tf . Найдем функцию )(
1

t  такую, чтобы при 

at   выполнялось соотношение 0)(1
1

 t , откуда )(1)(
1

att   .  

Теперь находим функцию )(
2

t  такую, чтобы при всех at 2  было 

справедливо 
a

at
t

2
)(0

2


 , отсюда )2(

2
)(

2
at

a

at
t 


  . Анало-

гично находим функцию )(
3

t  такую, чтобы при всех at 3  было 

справедливо 
a

at
t

a

at 4
)(

2
3





, отсюда )3(

62
)(

3
at

a

at
t 


  . 

Наконец находим функцию )(
4

t  такую, чтобы при всех at 4  было 

справедливо 0)(
4

4



t

a

at
, отсюда )4(

4
)(

4
at

a

at
t 


  .Таким 

образом, 

)4(
4

)3(
3

2)2(
2

)()()( at
a

at
at

a

at
at

a

at
atttf 








  .  

Пользуясь свойством линейности и теоремой запаздывания, получим 

apapapap e
ap

e
ap

e
ap

e
pp

pF 4

2

3

2

2

2

12111
)(   . 

8) Теорема смещения. 

Для любого комплексного 
0

p  имеем )()(
0

0 ppFtfe
tp

  («смещение» 

изображения на 
0

p  равносильно умножению оригинала на 
tp

e 0 ). 

Доказательство. Имеем   )()(
0

0

)(
00 ppFdtetftfe

tpptp
 

 

. 

Теорема позволяет по известным изображениям функций находить 

изображения тех же функций, умноженных на экспоненту: 

  22
sin








p
te t ,

  22
cos











p

p
te t ,  

  1

!







n

nt

p

nte


 . 

9) Теорема умножения. 

Особое место в операционном методе занимают предложения, выража-

ющие связь между оригиналами и изображениями произведения функ-

ций. 
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Теорема умножения (теорема о свертке) 

Произведение двух изображений )( pF  и )( pG  также является изобра-

жением, причем  dtgfpGpF
t

 

0

)()()()( .  

Интеграл в правой части последнего равенства называется сверткой 

функций )(tf  и )(tg  и обозначается  dtgfgf
t

 

0

)()()*( . 

Эта теорема утверждает, что умножение изображений равно-

сильно свертыванию оригиналов: )()()*( pGpFgf  . 

В приложениях полезно следствие теоремы умножения, которое 

относится к случаю, когда нужно найти оригинал произведения 

)()( pGppF  . Пользуясь правилом дифференцирования оригинала и 

теоремой умножения, получим интеграл Дюамеля: 
   )()0()()0()()()0()()( tgfpGfppFpGfpGppF  

 dtgf
t

 

0

)()( . 

На основании свойства симметрии свертки )*()*( fggf  этот инте-

грал переписывается также в виде: 

 dtfgtgfpGppF
t

 

0

)()()()0()()( , а перемена ролей функций 

)( pF  и )( pG  приводит к формуле: 

 dtgftfgdtfgtfgpGppF
tt

 

00

)()()()0()()()()0()()( . 

Пример. Найти изображение функции  dett
t

 

0

)()( . 

Функция )(t  есть свертка функций ttf )(  и tet )( . По теореме 

умножения 
)1(

1

1

11
)()()(

22 





pppp
ppFt . 
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10) Теоремы разложения. 

Первая теорема разложения. 

Если )(pF аналитическая функция в окрестности бесконечно удален-

ной точки и равна в ней нулю, имеет в ее окрестности Rp   лоранов-

ское разложение 






1

)(

k

k

k

p

a
pF , то оригиналом )( pF  служит функция 

1

1
)!1(

)( 







 k

k

k t
k

a
tf . 

Пример. Рассмотрим функцию 
1

)(
2 


p

p
pF . Она аналитична в окрест-

ности бесконечно удаленной точки p (так как функция 

11
1

11
)(

2

2


































z

z

z
z

z
Fzf  аналитична в нуле). 

Ее лорановское разложение в окрестности этой точки имеет вид: 



































n

n

pppp

p
p

p
pF

242

2

2

1
)1(

11
1

1

1
1

)(  








0

121253

1
)1(

1
)1(

111

n
n

n
n

n

ppppp
 . 

Тогда tt
n

tf n

n

n

cos
)!2(

)1(
)( 2

0




 




. 

 

Отыскание оригинала по изображению 

 

Для нахождения оригинала )(tf  по известному изображению )(pF  

применяют следующие приемы: 

1. Если 
)(

)(
)(

pR

pQ
pF   есть правильная рациональная дробь, то рас-

кладывают эту дробь на сумму простейших дробей, находят ори-

гиналы для каждой простой дроби, используя свойства преобра-

зования Лапласа. 
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Пример. Найти оригинал для функции 








 




54)4(

1
)(

2 ppp

p
pF . 

Решение. Разложим дробь на сумму простейших дробей методом не-

определенных коэффициентов: 

54454)4(

1
22 


















 pp

CBp

p

A

ppp

p
, 

)4)((541 2  






 pCBxppAp , 

при ,1,55:4  АAp  

при ,1,0:2  BВAp  

при .1,441:  CCВAp  

Тогда 


























1)2(

2

4

1

1)2(

12

4

1

1)2(

1

4

1
)(

222 p

p

pp

p

pp

p

p
pF  

)(sincos
1)2(

1 224

2
tftetee

p

ttt 


 . 

2. Вторая теорема разложения. При определенных условиях, нало-

женных на )(pF , оригиналом для )(pF  служит функция 

 








)(

)()(

k
p

pt
epFrestf , где сумма вычетов берется по всем осо-

бым точкам 
k

p функции )(pF . 

Следствие. Если 
)(

)(
)(

pR

pQ
pF   есть правильная рациональная дробь, то 

ее оригиналом служит функция 

 
























 k
n

k

pt

k
n

k
n

k
pp

l

к k

ppepF

pd

d

n
tf )(lim

)!1(

1
)(

1

1

1

,                             (5) 

где 
k

p  полюсы функции )(pF  кратности 
k

n  и сумма берется по всем 

полюсам. 
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Если все полюсы )(pF  простые, то формула (5) упрощается и прини-

мает вид .
1

)(

)(
)( 





l

к

t
k

p

k

e
pR

k
pQ

tf  

В приложениях важна разновидность этой формулы, когда 

)(

)(
)(

ppR

pQ
pF  , )(deg)(deg pRpQ  , )(pR  имеет простые корни, отлич-

ные от нуля. В этом случае .
1

)(

)(

)0(

)0(

)(

)(






l

к

t
k

p

kk

e
pRp

k
pQ

R

Q

ppR

pQ
 

Пример. Дано изображение 
2

2 1

)(








 



p

p
pF . Найти оригинал )(tf . 

Решение. Функция )(pF  имеет полюсы 1
2,1

p  второго порядка. По 

формуле (5) имеем: 

 













 
































3
1

2
1

2
1 )1(

2)1)(1(
lim

)1(
lim

)1(
lim)(

p

pppte

p

pe

p

pe
tf

pt

p

pt

p

pt

p

 

 
tsht

ee
t

tete

p

pppte ttttpt

p










 




2

1

28

2

8

2

)1(

2)1)(1(
lim

3
1

. 

 

 

 

3. ПРИЛОЖЕНИЯ ОПЕРАЦИОННОГО ИСЧИСЛЕНИЯ  

К РЕШЕНИЮ ОБЫКНОВЕННЫХ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ 

УРАВНЕНИЙ И СИСТЕМ 
 

Операционный метод особенно просто применяется к решению 

линейных дифференциальных уравнений с постоянными коэффициен-

тами и систем таких уравнений. 

 Пусть дано дифференциальное уравнение:  

),()(
1

)1(

1

)(

0
tfxaxaxaxaxL

nn

nn 


                                          (6) 

с начальными условиями: 

 
0

)0( xx  , 
10

)0( xx  ,…, 
0)1(

)1( )0(


 
n

n xx .                                                                   (7) 
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Будем считать, что 0
0
a , а функция )(tf  и решение )(tx  вместе с его 

производными до n-го порядка являются оригиналами: обозначим 

)()( txpX  , )()( tfpF  .  

По правилу дифференцирования и свойству линейности вместо диф-

ференциального уравнения (6) с начальными условиями (7) получим 

операторное уравнение: 

,)()(
1

2

1

1

00

1

10
 




















n

nn

n

nn apapaxpFpXapapa 

00)1(2

3

1

2

010
axapapax

nn

nn



  






   

или )()()()( pBpFpXpA  , где )(pA  и )(pB  - известные  многочлены. 

Решая это уравнение, найдем операторное решение 

)(

)()(
)(

pA

pBpF
pX


 . 

Если уравнение (6) с начальными условиями (7) допускает решение 

)(tx , удовлетворяющее условиям, наложенным на оригиналы, то это 

решение является оригиналом )(pX . 

Примеры.1) Найти решение задачи Коши: 

,223 teyyy   0)0( y , 1)0( y . 

Решение. Имеем )()( pYty  ,  

),()0()()( ppYyppYty   

1)()0()0()()( 22  pYpypypYpty .  

Тогда получаем операторное уравнение 

1

2
)(2)(31)(2




p
pYppYpYp , 1

1

2
23)( 2 


 









p
pppY , 

)1)(2)(1(

1
)(






ppp

p
pY , 

)2)(1(

1
)(




pp
pY , 

21)2)(1(

1







 p

B

p

A

pp
,  

)1()2(1  pBpA , 

при ,
3

1
,31:2  BBp  

при 
3

1
,31:1  AAp . 
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Тогда )(
3

1

)2(3

1

)1(3

1
)( 2 tfee

pp
pY tt 





 







 
. 

2) Найти решение задачи Коши: 

,660726 2  ttyy  0)0( y , 0)0( y , 0)0( y . 

Решение. Имеем )()( pYty  ,  

),()0()()( ppYyppYty   

)()0()0()()( 22 pYpypypYpty  , 

)()0()0()0()()( 323 pYpyypyppYpty  . 

Тогда получаем операторное уравнение 

ppp
pYppYp

660144
)(6)(

23

23  ,  

   

































 5455

2

233

2 246

6

)6)(4(6

6

10246

6

660144
)(

pppp

pp

pp

pp

ppp

pp
pY  

)(
!4

24

!3

6 4343 tftttt  . 

Требование, чтобы начальные условия были заданы в точке 0t  

несущественно, так как линейной заменой независимой переменной t 

задача Коши при 0
0
 tt  сводится к задаче с начальными условиями 

в точке 0t . 

Действительно, пусть требуется найти решение уравнения  

),()()()(
210

tftxatxatxa                                                                                                        (8) 

удовлетворяющее условиям 
00

)( xtx  , 
10

)( xtx  , где 0
0
t .                (9) 

Положим 
0
tt  , )(~)()(

0
 xtxtx  , )(

~
)()(

0
 ftftf  . Тогда 

)(~)()(
0

 xtxtx  , )(~)()(
0

 xtxtx   и уравнение (8) с началь-

ными условиями (9) примут вид:  

),(
~

)(~)(~)(~
210

 fxaxaxa       
0

)0(~ xx  , 
1

)0(~ xx  . 

Мы получили задачу Коши для уравнения с начальными услови-

ями, заданными в точке 0 . 

Пример. Найти решение задачи Коши: ,)()( ttxtx   1)1( x , 0)1( x . 

Решение. Положим 1t , )(~)1()(  xxtx  . Тогда ,1 xx  

1)0(~ x , 0)0(~ x . 
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Пусть )()(~ pXtx  , тогда 

,1)()0(~)()(~  ppXxppXtx  

ppXpxxppXptx  )()0(~)0(~)()(~ 22 . Тогда получаем оператор-

ное уравнение: 
pp

ppXppXp
11

1)()(
2

2  , 

1
1

)(
2

2 


 






 p
p

p
pppX , 

)(~1
2

11
)(

2

3



x

pp
pX  . Следовательно, 

2

)1(
1)(

2


t
tx . 

Отметим особо роль интеграла Дюамеля. Пусть требуется решить 

линейное дифференциальное уравнение с постоянными коэффициен-

тами )()( tfxL         (10) 

при нулевых начальных условиях. Если известно )(
1

tx  решение урав-

нения 1)( xL    (11) с той же левой частью и правой частью 1, также 

при нулевых начальных условиях, то интеграл Дюамеля позволит 

написать решение уравнения (10) без всяких вычислений. 

 Действительно, операторные уравнения, соответствующие урав-

нениям (10) и (11) имеют вид: 

       )()()( pFpXpA  ,     
p

pXpA
1

)()(
1

 , 

где )()( tfpF  , откуда )()(
)(

)(
)(

1
pFpXp

pA

pF
pX  . Таким образом, 

согласно формуле Дюамеля,  

 dtxftx
t

)()()(
1

0

   (учитываем, что 0)0(
1

x ) или  

 dtfxftxtx
t

)()()0()()(

0

11
  . 

Пример. С помощью формулы Дюамеля найти решение Задачи Коши: 

,
21

4
2

2

4

t

t

e

e
yy


  0)0( y , 0)0( y . 

Решение. Рассмотрим вспомогательную задачу: ,12  xx  0)0( x , 

0)0( x . 
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Пусть )()( pXtx  , тогда ),()0()()( ppXxppXtx   

)()0()0()()( 22 pXpxpxpXptx  . Тогда получаем операторное 

уравнение:
p

ppXpXp
1

)(2)(2  , 
p

pppX
1

2)( 2  






 , 
)2(

1
)(

2 


pp
pX

. 

Разложим последнюю дробь на сумму простейших дробей методом не-

определенных коэффициентов: 

2)2(

1
22 


 p

C

p

B

p

A

pp
, 

2)2()2(1 CppBpAp  , 

при 
2

1
,21:0  BBp , 

при 
4

1
,41:2  CCp , 

при 
4

1
,0:2  ACAp . 

Тогда  

)(
4

1

2

1

4

1

)2(4

1

2

1

4

1
)( 2

2
txet

ppp
pX t 


 , tetx 2

2

1

2

1
)(  . 

Решение исходной задачи имеет вид    dtxfty
t

0

)()()(  






























































dedz

ez
d

e

eee
de

e

e
t tt

t

2

2

0

2

222

0

)(2

2

4

2

1

1

)(
2

2

1

2

1

1

4
 

ttt
e

t
e t

eeezzedz
z

ze
tt

222
1

2

2
1

2

2

12ln)1ln()1(ln)1(
)1(

22




 

















  

 Решение систем линейных дифференциальных уравнений с по-

стоянными коэффициентами операционным методом производится по 

той же схеме, что и решение одного дифференциального уравнения. 

 Пусть нужно решить систему дифференциальных уравнений вто-

рого порядка: 
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)(

1

2

2

tfxc
dt

dx
b

dt

xd
a

i

n

k

kik

k

ik

k

ik



















,  ni ,1                                                               (12) 

где constcba
ikikik
,,  при начальных условиях 

kk
x )0( , 

kk
x  )0( . 

Обозначая через )(pX
k

 и )(pF
i

 изображения )(tx
k

и )(tf
i

 от системы 

(12) с учетом начальных условий, получим операторную систему: 

 


 







n

k

kikkikikik

n

k

ikikik
abpapFpXcpbpa

11

2 )()()(  ,                     (13) 

ni ,1 . 

Решая (13) как линейную алгебраическую систему уравнений относи-

тельно )(pX
k

, найдем )(pX
k

, а затем их оригиналы )(tx
k

 ( nk ,1 ). Эти 

последние будут решениями задачи Коши для системы (12). 

Пример. Решить систему 










.0)0(

2)0(,43

yyxy

xyxx
 

Решение. Пусть )()( pXtx  , тогда ,2)()0()()(  ppXxppXtx  

)()( pYty  , тогда )()0()()( ppYyppYty  . Получаем оператор-

ную систему: 













)()()(

4
)(3)(2)(

pYpXppY

p
pYpXppX

,  












0)1)(()(

4
2)(3)1)((

ppYpX

p
pYppX

, 





















)1)(()(

4
24)( 2

ppYpX

p
ppY

,                 





















)2(

)1(2
)(

)2(

2
)(

pp

p
pX

pp
pY

. 

Разложим каждую из дробей на сумму простейших дробей методом не-

определенных коэффициентов: 

2)2(

2




 p

B

p

A

pp
, 

BppA  )2(2 , 

при 1,22:0  AAp , 

при 1,22:2  BBp . 
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Тогда )(1
1

2

1
)( 2 tye

pp
pY t 


 . 

Аналогично, 
2)2(

)1(2








p

B

p

A

pp

p
, 

BppAp  )2(22 , 

при 1,22:0  AAp , 

при 3,26:2  BBp . 

Тогда )(13
1

2

3
)( 2 txe

pp
pX t 


 . 

 

 

4. РЕШЕНИЕ ИНТЕГРАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ ВОЛЬТЕРРА 

С ЯДРАМИ СПЕЦИАЛЬНОГО ВИДА 

 

Определение. Интегральным уравнением называется уравне-

ние, содержащее искомую функцию под знаком интеграла. Например, 

решение задачи Коши: ),( yxfy  , 
00

)( yxy  сводится к решению ин-

тегрального уравнения:  dxxyxfyy
x

x



0

)(,
0

. 

Если искомая функция )(xy  входит в уравнение линейно, то интеграль-

ное уравнение называется линейным. 

Уравнение вида   dttytxKxfxy
b

a

  ),()()( ,                                       (14) 

где constba ,  называется линейным интегральным уравнением Фред-

гольма второго рода. Здесь ),( txK  и )(xf заданные функции, )(xy  ис-

комая функция. Функцию ),( txK  называют ядром уравнения (14).  

Уравнение вида   dttytxKxfxy
x

a

  ),()()(                                         (15) 

называют линейным уравнением Вольтерра второго рода. 

Если в уравнениях (14) и (15) 0)( tf , то уравнения называются одно-

родными. Если искомая функция )(xy  входит только под знак инте-

грала, то имеем соответственно уравнения Фредгольма или Вольтерра 

первого рода: 
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  )(),( xfdttytxK
b

a

           или       )(),( xfdttytxK
x

a

 . 

Уравнение вида   )()()(

0

xfdtttxKx
x

    с ядром )( txK  , завися-

щим лишь от разности аргументов, представляют собой важный класс 

уравнений Вольтерра. Они иногда называются уравнениями свертки. 

 Пусть имеем уравнение Вольтерра типа свертки 

                                  )()()(

0

xfdtttxKx
x

   .                                               (16) 

Будем предполагать, что функции )(xf  и )(xK  достаточно гладкие 

функции и имеют конечный порядок роста при 0x . В этом случае и 

функция )(x  при 0x  имеет конечный порядок роста, а значит может 

быть найдено изображение функций )(xf , )(xK  и )(x . Пусть 

)()( pFxf  , )()( pLxK  , )()( px  . Применяя к обеим частям 

(16) преобразование Лапласа и пользуясь формулой свертки, будем 

иметь: )()()()( ppLpFp  , откуда 
)(1

)(
)(

pL

pF
p


 , 1)( pL . 

Для )( p  находим оригинал )(x  решение интегрального уравнения 

(16). 

Пример. Решить интегральное уравнение  dtttxxx
x

 

0

)(sin)(  / 

Решение. Переходя к изображениям и рассматривая интеграл как 

свертку функций t  и )(t , получим на основании правила изображения 

свертки: 

)(
1

1

1
)(

22
p

pp
p 


 , 

11111
)(

222

2






























 p

D

p

C

p

BAp

pp

p
p , 

      1)1(1)1(1 2222  ppDppCpBApp , 

при 
4

1
,41:1  CCp , 

при 
4

1
,41:1  DDp , 
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при 0,0:3  ADCAp , 

при 
2

1
,1:2  BDCBp . 

Тогда 

tshteet
ppp

p tt

2

1
sin

2

1

4

1

4

1
sin

2

1

)1(4

1

)1(4

1

12

1
)(

2









 









. 

Заменим t  на x  и получим окончательный ответ xshxx
2

1
sin

2

1
)(  . 

 

ТИПОВОЙ РАСЧЕТ    

1. Найти изображение функции. 

1. tettf t 11sin)( 5                                    2. tettf t 15cos)( 4  

3. tettf t 4sin)( 3                                       4. tettf t 8cos)( 3  

5. tettf t 6sin)( 2                                       6. tettf t 12cos)( 5  

7. tettf t 13sin)( 4                                   8. tettf t 10cos)( 11  

9.  tettf t 7sin)( 14                                  10. tettf t 5sin)( 2  

11. tettf t 2sin)( 3                                     12. tettf t 2sin)( 3  

13. tettf t 2cos)( 7                                    14. tettf t 5sin)( 2  

15. tettf t 7cos)( 3                                  16. tettf t 4cos)( 4  

17. tettf t 3sin)( 7                                  18. tettf t 11cos)(   

19. tettf t 9cos)( 11                                 20. tettf t 10cos)( 9  

21. tettf t 7cos)( 5                                  22. tettf t 6sin)( 5  

23. tettf t 9sin)( 10                                  24. tettf t 10cos)( 3  

25. tettf t 10sin)( 3                                 26. tettf t 10sin)( 8  

27. tettf t 10cos)( 8                                   28. tettf t 5sin)( 8  

29. tettf t 7cos)( 8                                  30. tettf t 3sin)( 2  

 

2. Вычислить интеграл 

1. dt
t

te t


 

0

2 3sin
                                          2. dt

t

te t


 

0

2 4sin
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3. dt
t

te t


 

0

3 2sin
                                          4. dt

t

te t


 

0

3 4sin
 

5. dt
t

te t


 

0

2 5sin
                                          6. dt

t

te t


 

0

2 7sin
                  

7. dt
t

te t


 

0

4 3sin
                                          8. dt

t

te t


 

0

4 5sin
 

9. dt
t

te t


 

0

5 3sin
                                           10. dt

t

te t


 

0

5 4sin
        

11. dt
t

tt





0

3cos5cos
                                    12. dt

t

tt





0

3cos7cos
 

13. dt
t

tt





0

7cos4cos
                                    14. dt

t

tt





0

5cos7cos
        

15. dt
t

tt





0

5cos2cos
                                    16. dt

t

tt





0

4cos5cos
 

17. dt
t

tt





0

7cos5cos
                                    18. dt

t

tt





0

9cos5cos
    

19. dt
t

tt





0

11cos7cos
                                    20. dt

t

tt





0

7cos9cos
 

21. dt
t

tt





0

8cos9cos
                                      22. dt

t

tt





0

6cos10cos
 

23. dt
t

tt





0

3sin5sin
                                         24. dt

t

tt





0

4sin5sin
 

25. dt
t

tt





0

7sin5sin
                                         26. dt

t

tt





0

6sin5sin
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27. dt
t

tt





0

10sin7sin
                                        28. dt

t

tt





0

9sin8sin
      

29. dt
t

tt





0

6sin9sin
                                         30. dt

t

tt





0

13sin10sin
 

 

3. По данному графику )(tf  найти изображение )(pF  
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4. Найти оригинал по заданному изображению. 

1. 








 




54)2(

56
)(

2 ppp

p
pF                      2. 








 


22)1(
)(

2 ppp

p
pF  

3. 








 




84)1(

83
)(

2 ppp

p
pF                         4. 








 




1)1(

12
)(

2

2

ppp

pp
pF  

5. 








 




32

3
)(

2 ppp

p
pF                                6. 








 


54)1(

2
)(

2 ppp

p
pF  

7. 
8

6
)(

3 


p
pF                                              8. 

8

12
)(

3 


p
pF  

9. 
















 


91

8
)(

22 pp
pF                             10. 








 




54

5
)(

2 ppp

p
pF  

11. 
















 


41

3
)(

22 pp

p
pF                           12. 








 




54)1(

102
)(

2 ppp

p
pF  

13. 








 


12

1
)(

2 ppp
pF                             14. 








 




54)1(

46
)(

2 ppp

p
pF  

15. 








 


1

1
)(

22 pp
pF                                   16. 








 


4

4
)(

2pp
pF  

17. 
















 


21
)(

22 pp

p
pF                           18. 








 


1

2
)(

2pp
pF  

19. 
















 


21

2
)(

22 pp
pF                           20. 








 


54)1(

10
)(

2 ppp
pF  

21. 








 


22)2(

10
)(

2 ppp
pF                    22. 








 


52)2(

13
)(

2 ppp
pF  

23. 








 




84

8
)(

2 ppp

p
pF                            24. 








 




32

3
)(

2 ppp

p
pF  
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25. 








 


22)1(

5
)(

2 ppp
pF                    26. 








 




54)2(

178
)(

2 ppp

p
pF  

27. 








 




12)1(

2311
)(

2 ppp

p
pF                     28. 








 




52

5
)(

2 ppp

p
pF  

29.  








 


22)1(

2
)(

2 ppp
pF                   30. 








 




54)4(

1
)(

2 ppp

p
pF  

 

5. Найти решение дифференциального уравнения, удовлетворяющее 

начальным условиям 0)0( y , 0)0( y . 

1. tyy                                                 2. tyy 84   

3. tyy 279                                           4. tyy 6416   

5. tyy 12525                                       6. tyy 21636   

7. 22  yy                                            8. 33  yy  

9. 44  yy                                            10. 55  yy  

11. tyy 2                                            12. tyy 324   

13. tyy 279                                         14. tyy 6416   

15. tyy 12525                                      16. tyy 4  

17. tyy 164                                          18. tyy 549   

19. tyy 12816                                       20. tyy 25025   

21. tyy 2                                             22. tyy 164   

23. tyy 549                                          24. tyy 43236   

25. tyy 25025                                      26. tyy 12816   

27. tyy sin2                                       28. tyy 2sin44   

29. tyy 3sin69                                     30. tyy 4sin816    

 

6. Найти решение дифференциального уравнения, удовлетворяющее 

заданным начальным условиям  

1. teyy  2 ,  0)0( y , 1)0( y . 

2. tyy  ,  0)0( y , 1)0( y . 

3. tyy 2 ,  0)0( y , 1)0( y . 

4. tyy 3 ,  0)0( y , 1)0( y . 

5. teyy 62  ,  0)0( y , 6)0( y . 
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6. tyyy 212  ,  0)0( y , 1)0( y .  

7. tyy 3sin69  ,  0)0( y , 3)0( y . 

8. teyy 32  ,  0)0( y , 3)0( y . 

9. teyy 36 ,  0)0( y , 2)0( y . 

10. teyy  32 ,  0)0( y , 3)0( y . 

11. tyy  ,  0)0( y , 1)0( y . 

12. teyyy 244  ,  0)0( y , 1)0( y . 

13. teyyy  23 ,  0)0( y , 1)0( y . 

14. teyy 43  ,  0)0( y , 4)0( y . 

15. 332  yyy ,  0)0( y , 3)0( y . 

16. tyy 44  ,  0)0( y , 1)0( y . 

17. tyy 99  ,  0)0( y , 9)0( y . 

18. tyy 255  ,  0)0( y , 1)0( y . 

19. tyy 2sin84  ,  3)0( y , 1)0( y . 

20. 26  yyy ,  0)0( y , 1)0( y . 

21. teyyy  223 ,  0)0( y , 1)0( y . 

22. tyy 2cos124  ,  0)0( y , 1)0( y . 

23. tetyyy 2344  ,  1)0( y , 2)0( y . 

24. 2103  yyy ,  0)0( y , 1)0( y . 

25. teyyy  22 ,  0)0( y , 1)0( y . 

26. teyyy  2 ,  0)0( y , 1)0( y . 

27. teyy 32  ,  2)0( y , 2)0( y . 

28. tyy cos2 ,  0)0( y , 1)0( y . 

29. tyy sin4 ,  0)0( y , 2)0( y . 

30. teyyy 31223  ,  2)0( y , 6)0( y . 

    

7. Найти решение дифференциального уравнения, удовлетворяющее 

заданным начальным условиям  

1. 61812 2  ttyy ,  0)0( y , 0)0( y , 0)0( y . 

2. 636242 2  ttyy ,  0)0( y , 0)0( y , 0)0( y . 
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3. 127363 2  ttyy ,  0)0( y , 0)0( y , 0)0( y . 

4. 630124 2  ttyy ,  0)0( y , 0)0( y , 0)0( y . 

5. 624155 2  ttyy ,  0)0( y , 0)0( y , 0)0( y . 

 6. 222  ttyy ,  0)0( y , 0)0( y , 2)0( y . 

7. 4222 2  ttyy ,  0)0( y , 0)0( y , 2)0( y . 

8. 18463 2  ttyy ,  0)0( y , 0)0( y , 6)0( y . 

9. 4244 2  ttyy ,  0)0( y , 0)0( y , 1)0( y . 

10. 32 100605 ttyy  ,  0)0( y , 0)0( y , 0)0( y . 

11. teyy  ,  0)0( y , 1)0( y , 2)0( y . 

12. teyy 242  ,  0)0( y , 1)0( y , 4)0( y . 

13. teyy 393  ,  0)0( y , 1)0( y , 6)0( y . 

14. teyy 4164  ,  0)0( y , 1)0( y , 8)0( y . 

15. teyy 5255  ,  0)0( y , 1)0( y , 10)0( y . 

16. teyy 2 ,  0)0( y , 1)0( y , 2)0( y . 

17. teyy 284  ,  0)0( y , 1)0( y , 4)0( y .                                     

18. teyy 3189  ,  0)0( y , 1)0( y , 6)0( y .  

19. teyy 43216  ,  0)0( y , 1)0( y , 8)0( y .                                          

20. teyy 55025  ,  0)0( y , 1)0( y , 10)0( y . 

21. tetyy )64(  ,  0)0( y , 0)0( y , 2)0( y .                                       

22. tetyy 2)1216(4  ,  0)0( y , 0)0( y , 2)0( y . 

23. teyyy 22  ,  0)0( y , 0)0( y , 2)0( y .                                   

24. teyyy 2444  ,  0)0( y , 0)0( y , 2)0( y .     

25. tetyyy )86(2  ,  0)0( y , 0)0( y , 2)0( y .                                                     

26. tetyyy 2)1012(2  ,  0)0( y , 0)0( y , 2)0( y .     

27. tetyyy )108(32  ,  0)0( y , 0)0( y , 2)0( y .                                              

28. tetyyy 2)1624(82  ,  0)0( y , 0)0( y , 2)0( y .     

29. teyy  ,  0)0( y , 1)0( y , 2)0( y .                                         

30. teyy 242  ,  0)0( y , 1)0( y , 4)0( y .     
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8. Решить систему дифференциальных уравнений  

1. 










.2)0(,1

,1)0(,23

yyxy

xyxx
                2. 











.2)0(,

,1)0(,13

yyxy

xyxx
                  

3. 










.0)0(,92

,1)0(,4

yyxy

xyxx
              4. 











.1)0(,4

,0)0(,12

yyxy

xyxx
 

5. 










.1)0(,22

,1)0(,52

yyxy

xyxx
               6. 











.2)0(,12

,0)0(,152

yyxy

xyxx
 

7. 










.0)0(,235

,2)0(,3

yyxy

xyxx
              8. 











.2)0(,32

,0)0(,143

yyxy

xyxx
              

9. 










.0)0(,22

,0)0(,162

yyxy

xyxx
              10. 











.1)0(,24

,0)0(,132

yyxy

xyxx
 

11. 










.5)0(,12

,0)0(,2

yyxy

xyxx
             12. 











.0)0(,44

,1)0(,22

yxy

xyxx
 

13. 










.0)0(,5,1

,1)0(,12

yyxy

xyxx
             14. 











.1)0(,3

,0)0(,653

yyxy

xyxx
 

15. 










.0)0(,25,2

,0)0(,23

yyxy

xyxx
           16. 











.0)0(,32

,1)0(,2

yxy

xyx
 

17. 










.0)0(,43

,0)0(,182

yyxy

xyxx
           18. 











.1)0(,4

,0)0(,222

yyy

xyxx
 

19. 










.0)0(,14

,1)0(,

yyxy

xyxx
              20. 











.1)0(,3

,0)0(,12

yxy

xyxx
 

21. 










.1)0(,2

,0)0(,23

yyxy

xyx
              22. 











.0)0(,32

,0)0(,14

yyxy

xyxx
 

23. 










.0)0(,132

,2)0(,2

yyxy

xyx
             24. 











.0)0(,13

,1)0(,2

yxy

xyxx
  

25. 










.0)0(,2

,0)0(,34

yyxy

xxx
              26. 











.0)0(,2

,1)0(,3

yxy

xyx
 

27. 










.1)0(,

,0)0(,13

yyxy

xyxx
              28. 











.1)0(,

,0)0(,13

yyxy

xyxx
  

29. 










.0)0(,13

,2)0(,3

yxy

xyx
              30. 











.0)0(,

,2)0(,43

yyxy

xyxx
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9. Решить систему дифференциальных уравнений с начальными 

условиями 0)0( x , 0)0( y . 

1. 












.92012

,102011

t

t

eyxy

eyxx
                     2. 













.14820

,131223

2

2

t

t

eyxy

eyxx
 

3. 












.121324

,101221

t

t

eyxy

eyxx
                    4. 












.1412

,2017 2

yxy

eyxx t

    

5. 












.21112

,66

t

t

eyxy

eyxx
                           6. 

















.31712

,42014

2

2

t

t

eyxy

eyxx
                                                              

7. 
















.31012

,267

t

t

eyxy

eyxx
                       8. 

















.376

,41210

2

2

t

t

eyxy

eyxx
                                      

9. 












.22320

,3128

t

t

eyxy

eyxx
                      10. 













.51724

,31217

2

2

t

t

eyxy

eyxx
,  

11. 












.62320

,73026

3

3

t

t

eyxy

eyxx
                  12. 

















.6712

,5610

t

t

eyxy

eyxx
                

13. 












.71612

,86

3

3

t

t

eyxy

eyxx
                   14. 

















.61924

,41215

2

2

t

t

eyxy

eyxx
                    

15. 











.1720

,1214 3

yxy

eyxx t

                    16. 
















.8312

,7614

t

t

eyxy

eyxx
 

17. 











.1412

,2017

3teyxy

yxx
                     18. 

















.71420

,61217

t

t

eyxy

eyxx
                 

19. 












.51012

,467

3

3

t

t

eyxy

eyxx
                   20. 

















.102312

,122411

t

t

eyxy

eyxx
 

21. 
















.101220

,91219

2

2

t

t

eyxy

eyxx
               22. 












.912

,2022

2teyxy

yxx
 

23. 












.266

,31211

2

2

t

t

eyxy

eyxx
                24. 

















.112512

,13249

2

2

t

t

eyxy

eyxx
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25. 












.92512

,11249

4

4

t

t

eyxy

eyxx
                 26. 













.62312

,82411

6

6

t

t

eyxy

eyxx
 

27. 












.5312

,4614

4

4

t

t

eyxy

eyxx
                      28. 












.25

,5

5teyxy

yxx
 

29. 












.754

,427

4

4

t

t

eyxy

eyxx
                                   30. 













.252

,1047

5

5

t

t

eyxy

eyxx
 

 

10. Решить систему дифференциальных уравнений  

 

1. 
















.1)0(,

,2)0(,

,1)0(,

zyxz

yzxy

xzyx

             2. 
















.5)0(,3

,5)0(,3

,0)0(,

zyxz

yzxy

xzyx

         

3. 
















.0)0(,3

,1)0(,

,0)0(,2

zzyxz

yzxy

xyxx

               4. 
















.0)0(,725

,0)0(,22

,1)0(,422

zzyxz

yzyxy

xzyxx

 

5. 
















.2)0(,22

,0)0(,3

,0)0(,24

zzyxz

yzyxy

xzyxx

              6. 
















.2)0(,2

,0)0(,2

,0)0(,2

zzyxz

yyxy

xyxx

  

7. 
















.2)0(,2

,0)0(,2

,2)0(,2

zzyz

yzyy

xzyxx

               8. 
















.0)0(,4

,2)0(,4

,2)0(,4

zzyz

yzyy

xzyxx

 

9. 
















.0)0(,2

,1)0(,2

,2)0(,2

zzxz

yzyxy

xzxx

            10. 
















.0)0(,4

,1)0(,4

,1)0(,4

zzyxz

yyxy

xyxx

 

11. 
















.0)0(,32

,1)0(,22

,1)0(,445

zzxz

yzyxy

xzyxx

         12. 
















.1)0(,2

,1)0(,3

,3)0(,222

zzyz

yyy

xzyxx

 

13. 
















.1)0(,

,0)0(,252

,0)0(,67

zzz

yzyxy

xzxx

       14. 
















.1)0(,

,0)0(,434

,0)0(,67

zzz

yzyxy

xzxx
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15. 
















.2)0(,3

,0)0(,6

,0)0(,6

zzz

yzyxy

xzyxx

          16. 
















.2)0(,

,0)0(,4

,0)0(,4

zzz

yzyxy

xzyxx

  

17. 
















.1)0(,4

,0)0(,252

,2)0(,67

zzz

yzyxy

xzxx

        18. 
















.1)0(,52

,0)0(,47

,1)0(,2215

zzyz

yzyy

xzyxx

  

19. 
















.1)0(,5

,1)0(,2

,1)0(,2

zzyxz

yyxy

xyxx

          20. 
















.2)0(,3

,0)0(,3

,0)0(,

zzyz

yzyy

xzyxx

 

21. 
















.3)0(,6

,0)0(,6

,0)0(,6

zzz

yzyxy

xzyxx

          22. 
















.0)0(,6

,1)0(,6

,1)0(,6

zzz

yzyxy

xzyxx

 

23. 
















.4)0(,52

,0)0(,47

,0)0(,22

zzyz

yzyy

xzyxx

          24. 
















.4)0(,4

,0)0(,4

,1)0(,9

zzyz

yzyy

xzyxx

 

25. 
















.0)0(,4

,0)0(,4

,1)0(,11

zzyz

yzyy

xzyxx

           26. 
















.0)0(,5

,4)0(,5

,1)0(,

zzyz

yzyy

xzyxx

  

27. 
















.2)0(,92

,0)0(,29

,0)0(,2213

zzyz

yzyy

xzyxx

        28. 
















.0)0(,562

,0)0(,292

,1)0(,2613

zzyxz

yzyxy

xzyxx

  

29. 
















.0)0(,322

,1)0(,232

,1)0(,667

zzyxz

yzyxy

xzyxx

         30. 
















.1)0(,326

,2)0(,236

,1)0(,227

zzyxz

yzyxy

xzyxx

  

 

11. С помощью формулы Дюамеля найти решения уравнений, удовле-

творяющие начальным условиям 0)0( y , 0)0( y . 

1. 
te

yy



1

1
               2. 

te
yy




2

1
         3. 

te
yy

21

4
2


                                       

4. 
te

yy
32

4
2


                    5. 

te
yy

31

9
3


              6. 

te
yy

33

9
3


   
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7. 
te

yy
41

16
4


              8. 

te
yy

44

16
4


          9. 

te
yy




1

1
               

10. 
te

yy



2

1
             11. 

te
yy

21

4
2


         12. 

te
yy

22

4
2


   

13. 
te

yy
31

9
3


           14. 

te
yy

33

9
3


          15. 

te
yy

41

16
4


                                    

16. 
te

yy
44

16
4


          17. 

t

t

e

e
yy




1
             18. 

t

t

e

e
yy




2
 

19. 
t

t

e

e
yy

2

2

1

4
2


           20. 

t

t

e

e
yy




2

4
2

2

          21. 
t

t

e

e
yy

3

3

1

3
3


                                        

22. 
t

t

e

e
yy

3

3

3

9
3


           23. 

t

t

e

e
yy

4

4

1

16
4


          24. 

t

t

e

e
yy

4

4

4

16
4


  

25. 
t

t

e

e
yy

3

2

1
            26. 

t

t

e

e
yy




2

2

             27. 
t

t

e

e
yy

2

4

1

4
2


                                         

28. 
t

t

e

e
yy

2

4

2

4
2


         29. 

t

t

e

e
yy

3

6

1

9
3


           30. 

t

t

e

e
yy

3

6

3

9
3


  

 

12. Решить интегральное уравнение Вольтерра. 

1.  dtttxxx
x

 

0

)(42sin)(                  2.  dtttxxx
x

 

0

)(93sin)(          

3.  dtttxxx
x

 

0

)(164sin)(               4.  dtttxxx
x

 

0

)(255sin)(      

5.  dtttxxx
x

 

0

)(366sin)(                6.  dtttxxx
x

 

0

)(497sin)(   

7.  dtttxxx
x

 

0

)(42cos)(                 8.  dtttxxx
x

 

0

)(93cos)(   

9.  dtttxxx
x

 

0

)(164cos)(             10.  dtttxxx
x

 

0

)(255cos)(    
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11.  dtttxxx
x

 

0

)(366cos)(           12.  dtttxxx
x

 

0

)(497cos)(   

13.  dtttxxx
x

 

0

2)(4)(                              14.  dtttxxx
x

 

0

2)(
2

27
)(   

15.  dtttxxx
x

 

0

2)(32)(                   16.  dtttxxx
x

 

0

2)(
2

125
)(   

17.  dtttxxx
x

 

0

2)(108)(                          18.  dtttxxx
x

 

0

2)(
2

343
)(   

19.  dtttxxx
x

 

0

)(4sin4)(                     20.  dtttxxx
x

 

0

)(3sin3)(   

21.  dtttxxx
x

 

0

)(2sin2)(               22.  dtttxxx
x

 

0

)(5sin5)(   

23.  dtttxxx
x

 

0

)(6sin6)(                      24.  dtttxxx
x

 

0

)(7sin7)(   

25.  dttexx
x

tx






0

)(2
22cos)(              26.  dttexx

x
tx






0

)(3
33cos)(    

27.  dttexx
x

tx






0

)(4
44cos)(               28.  dttexx

x
tx






0

)(5
55cos)(   

29.  dttexx
x

tx






0

)(6
66cos)(                     30.  dttexx

x
tx






0

)(7
77cos)(   

 

 

13. Решить систему дифференциальных уравнений. 

1. 










.17)0(,13149

,2)0(,2221

yyxy

xyxx
            2. 











.1)0(,916

,0)0(,1623

yyxy

xyxx
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3. 










.1)0(,20113

,0)0(,210

yyxy

xyxx
            4. 











.1)0(,1317

,0)0(,1721

yyxy

xyxx
    

5. 










.9)0(,1153

,2)0(,27

yyxy

xyxx
            6. 











.1)0(,1725

,0)0(,913

yyxy

xyxx
 

 

7. 










.5)0(,1650

,0)0(,514

yyxy

xyxx
          8. 











.1)0(,6

,0)0(,410

yyxy

xyxx
  

 

9. 










.2)0(,2352

,0)0(,59

yyxy

xyxx
         10. 











.1)0(,15

,0)0(,17

yyxy

xyxx
    

 

11. 










.3)0(,2339

,0)0(,1525

yyxy

xyxx
         12. 











.0)0(,85

,1)0(,518

yyxy

xyxx
 

 

13. 










.0)0(,102

,2)0(,46

yyxy

xyxx
              14. 











.0)0(,25

,3)0(,24

yyxy

xyxx
  

 

15. 










.1)0(,22

,1)0(,46

yyxy

xyxx
             16. 











.0)0(,64

,2)0(,510

yyxy

xyxx
 

 

17. 










.0)0(,42

,3)0(,56

yyxy

xyxx
            18. 











.1)0(,42

,1)0(,48

yyxy

xyxx
 

 

19. 










.5)0(,85

,2)0(,44

yyxy

xyxx
         20. 











.4)0(,45

,0)0(,510

yyxy

xyxx
 

21. 










.1)0(,85

,4)0(,812

yyxy

xyxx
              22. 











.1)0(,85

,2)0(,210

yyxy

xyxx
 

 

23. 










.3)0(,102

,0)0(,58

yyxy

xyxx
            24. 











.1)0(,142

,0)0(,410

yyxy

xyxx
 

 25. 










.3)0(,45

,5)0(,510

yyxy

xyxx
          26. 











.3)0(,13289

,0)0(,21

yyxy

xyxx
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27. 










.1)0(,661

,0)0(,850

yyxy

xyxx
           28. 











.1)0(,617

,0)0(,1740

yyxy

xyxx
 

 

29. 










.1)0(,4

,1)0(,913

yyxy

xyxx
             30. 











.2)0(,5

,3)0(,913

yyxy

xyxx
 

 

 

 

КОНТРОЛЬНЫЕ ВОПРОСЫ ПО КУРСУ  

«ОПЕРАЦИОННОЕ ИСЧИСЛЕНИЕ»  

 

1. Понятие оригинала и изображения.  

2. Свойство линейности. 

3. Теорема подобия. 

4. Дифференцирование оригинала. 

5. Дифференцирование изображения. 

6. Интегрирование оригинала. 

7. Интегрирование изображения. 

8. Теорема запаздывания. 

9. Теорема смещения. 

10. Теорема умножения. Интеграл Дюамеля. 

11. Теоремы разложения.  

12. Приложения операционного исчисления к решению обыкно-

венных дифференциальных уравнений и систем. 

13. Решение интегральных уравнений Вольтерра с ядрами специ-

ального вида. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 42 

ПРИЛОЖЕНИЕ 

№ п/п Оригинал )(tf  Изображение )( pF  

1 1 
p

1
 

2 te   p

1
 

3 atsin  22 ap

a


 

4 atcos  
22 ap

p


 

5 atsh  
22 ap

a


 

6 atch  
22 ap

p


 

7 ate t sin  22)( ap

a


 

8 ate t cos  22)( ap

p








 

9 nt  1

!
np

n
 

10 tnet   1)(

!
 np

n


 

11 attsin  2
22

2








  ap

pa
 

12 attcos  2
22

22








 



ap

ap
 

13 atsht  2
22

2








  ap

pa
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14 atcht  2
22

22








 



ap

ap
 

15  atatat
a

cossin
2

1
3

  2
22

1








  ap

 

 

 

 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

 

 Учебно-практическое пособие отражает опыт работы автора со 

студентами очной формы обучения технических специальностей. Ма-

териал пособия содержит раздел высшей математики «Операционное 

исчисление», изучаемый в третьем семестре.   

 Опыт показал, что для студентов очной формы обучения значи-

тельную трудность представляет усвоение теоретического материала. 

Поэтому в пособии большое внимание уделено доступному изложе-

нию теоретического материала, подробному доказательству основных 

теорем курса. Также студенты второго курса сталкиваются с пробле-

мами решения типовых задач. В связи с этим в пособии детально разо-

браны все примеры и задачи из индивидуальных типовых расчетов. 

Подробные объяснения к решениям направлены на формирование у 

обучающихся научного стиля изложения, умения выражать свои 

мысли.  

 В настоящее время будущие инженеры, экономисты, строители 

нуждаются в серьёзной математической подготовке. Этим и определя-

ется место математики в системе высшего образования. Изучение ма-

тематики способствует усвоению современного стиля научного мыш-

ления и является условием его применения в конкретных науках.   
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