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ПРЕДИСЛОВИЕ

В учебном пособии рассмотрены наиболее известные модели ди-
намики популяции, заданные автономными разностными уравнениями.
Исследуются притягивающие и отталкивающие циклы, а также вопро-
сы сосуществования циклов разной длины. Приведен материал по ли-
нейным системам разностных уравнений, рассматриваются матричные
модели динамики популяции Лесли и Лефковича, а также проблема оп-
тимальной добычи возобновляемого ресурса для популяций, заданных
системами разностных уравнений.

В издании использован материал учебных пособий [2; 12; 13] и ста-
тей [5; 7; 11; 16; 23], а также приведены новые задачи, решение кото-
рых описано подробно и доступно для студентов. Многие из них сопро-
вождаются иллюстрациями, которые помогают читателям освоить ос-
новные математические закономерности поведения различных биологи-
ческих популяций.

Материал изложен в доступной форме, понятной читателю, знако-
мому с математикой на уровне обычного вузовского курса.
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1. ПРОСТЕЙШИЕ РАЗНОСТНЫЕ УРАВНЕНИЯ КАК
МОДЕЛИ ДИНАМИКИ ПОПУЛЯЦИЙ

Считается, что все модели роста популяций условно можно разде-
лить на дискретные (дискретная логистическая модель, модель Маль-
туса, Костицына, Скеллама, Морана–Риккера) и непрерывные (модель
Мальтуса, Ферхюльста, Гомпертца, Базыкина, Лотки–Вольтерры и мно-
гие другие (см. [9], [12, с. 37-44]), заданные системой дифференциальных
уравнений

ẋ = f(t, x), t > 0, x ∈ Rn.

Также существуют модели с непрерывно-дискретным поведением тра-
екторий, которые описываются дифференциальными уравнениями с им-
пульсными воздействиями. Примеры таких моделей приведены в рабо-
тах [3, с. 183-229], [9, с. 68-76], [10], [19]. В данном пособии будем рассмат-
ривать дискретные модели однородных популяций (содержащих особей
одного вида) и структурированных популяций, то есть популяций, состо-
ящих из нескольких видов или разделенных на возрастные группы.

Наиболее известные модели однородных популяций.

Рассмотрим простейшие дискретные моделей изменения численно-
сти однородных популяций [12, c. 45]. Предположим, что размер популя-
ции xn в момент времени n зависит от численности популяции в некото-
рые предшествующие моменты времени, тогда для описания динамики
численности популяции можно применить аппарат разностных уравне-
ний. Если при этом внешние и внутренние факторы, определяющие раз-
витие популяции, не меняются с течением времени, то размер популяции
в момент n определяется разностным уравнением:

xn = F (xn−1, xn−2, . . . , xn−k), n = 0, 1, . . . . (1.1)

Здесь функция F зависит от численности популяции в k предшествую-
щие моменты времени.

Разностное уравнение выглядит особенно просто в случае, когда
размер каждого следующего поколения в популяции xn+1 зависит только
от размера предыдущего поколения xn. Это справедливо для некоторых
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видов насекомых, рыб, зоопланктона, однолетних растений. Про эти ви-
ды можно сказать, что поколения в них не перекрываются во времени и
уравнение (1.1) может быть записано в виде

xn+1 = f(xn), n = 0, 1, . . . , (1.2)

где функция f отображает отрезок [a, b] ⊂ [0,∞) или интервал [0,∞)

в себя. Предполагаем, что функция f неотрицательная и непрерывно-
дифференцируемая (или кусочно дифференцируемая). В зависимости от
поведения данной функции в системе могут возникать различные дина-
мические режимы: монотонное или колебательное приближение к рав-
новесию, циклы различной длины и квазистохастическое поведение —
хаос.

Обозначим через x0 начальный размер популяции, то есть количе-
ство ее особей в момент времени n = 0. Решением уравнения (1.2) на-
зывается любая последовательность {xn}∞n=0, удовлетворяющая данному
разностному уравнению при любом n = 0, 1, 2, . . . . Разным начальным
значениям x0 соответствуют разные решения.

Рассмотрим известные простейшие разностные уравнения.

Модель Мальтуса как модель роста по закону геометри-
ческой прогрессии.

Томас Роберт Мальтус (1766–1834) — английский священник и уче-
ный, демограф и экономист, автор теории, согласно которой неконтро-
лируемый рост населения должен привести к голоду на земле.

Предположим, что численность некоторой популяции в следующем
поколении (или в другой момент времени) прямо пропорциональна раз-
меру популяции в текущем поколении (в данный момент времени), то
есть

xn+1 = axn, n = 0, 1, . . . ,

где a — коэффициент пропорциональности, который определяет темпы
роста. Тогда, если мы знаем размер популяции x0 в начальный момент
времени, то можем вычислить последовательно:

x1 = ax0, x2 = ax1 = a2x0,
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x3 = ax2 = a3x0, . . . ,

xn = axn−1 = anx0,

то есть популяция размножается по закону геометрической прогрессии.

Пусть x0 > 0. Если a > 1, то размер популяции неограниченно
увеличивается, так как

lim
n→∞

an =∞.

Если a < 1, то популяция вымирает, поскольку lim
n→∞

an = 0. Наконец,
если a = 1, то размер популяции не изменяется, потому что xn = x0.

Эта модель хорошо работает для небольших популяций в крупных
средах и мы должны изменить эту модель для ограниченной среды.

Модель ограниченного роста (дискретная логистическая
модель).

Предположим, что существует максимальный уровень K размера
популяции такой, что при его достижении в следующий момент произой-
дет исчезновение данной популяции. Параметр K называют параметром
аннигиляции или емкостью среды.

Модель, которая отражает это предположение, может быть запи-
сана в виде

xn+1 = axn

(
1− xn

K

)
.

Отметим, что если xn близко к нулю, то значение 1 − xn
K

близко к 1 и
популяция размножается приблизительно по геометрической прогрессии
xn+1 ≈ λxn. Если xn > K, то xn+1 < 0, то есть размер популяции отри-
цательный. Чтобы избежать этого, будем считать, что если xn > K, то
xn+1 = 0.

Для удобства в дальнейшем будем предполагать, что величина x
представляет долю от размера всей популяции, принимая максимальное
значение K = 1 и полагая, что x ∈ [0, 1]. Таким образом, мы приходим
к модели, заданной уравнением

xn+1 = axn(1− xn), n = 0, 1, . . . , (1.3)
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которое называется дискретным логистическим уравнением. Параметр
a ∈ (0, 4] зависит от специфики вида популяции и отвечает за темпы
роста. Отметим, что при a ∈ (0, 4] функция f(x) = ax(1− x) переводит
отрезок [0, 1] в отрезок

[
0, a4
]
⊆ [0, 1].

Опр е д е л е н и е 1.1. Точка x∗ называется положением равно-
весия (неподвижной точкой) уравнения (1.2), если f(x∗) = x∗.

Чтобы найти неподвижные точки логистического уравнения, ре-
шим уравнение ax(1− x) = x :

ax− ax2 − x = 0,

x(a− ax− 1) = 0,

следовательно, x∗1 = 0 и x∗2 =
a− 1

a
. Вторая точка x∗2 положительная,

если a > 1.

Неподвижные точки также можно найти графически. Для этого
нарисуем график функции xn+1 = axn(1 − xn) и найдем его точки пе-
ресечения с биссектрисой первого координатного угла xn+1 = xn (рис.
1). Отметим, что графиком xn+1 = axn(1−xn) является парабола, ветви
которой направлены вниз, эта парабола пересекает ось Oxn в точках 0,

1 и имеет вершину в точке
(1

2
,
a

4

)
.

На рисунке 1 также показано, как находить значения xn в последо-
вательные моменты времени. Пусть начальный размер популяции равен
x0 > 0, тогда x1 = f(x0) задает значение численности этой популяции
в момент времени n = 1. Следующее значения численности популяции
x2 находится из равенства x2 = f(x1), то есть величина x1 из значения
функции f(x0) должна стать аргументом функции. Чтобы показать это
на графике, проведем перпендикуляр от точки (x0,f(x0)) до пересече-
ния с биссектрисой — получим точку на биссектрисе (x1, x1). По вели-
чине x1 находим значение x2 = f(x1), проводим перпендикуляр от точки
(x1, f(x1)) до пересечения с биссектрисой — точки (x2, x2) и так далее.

На рисунке 1 а) изображен случай, когда траектория решения схо-
дится к равновесному состоянию, совершая затухающие колебания, на
рисунке 1 б) решение приближается к циклу длины два. Описанный здесь
графический метод построения траектории решения называют лестни-
цей Ламерея.
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Рис. 1. Различные типы поведения решений дискретного
логистического уравнения: а) решение приближается к равновесному

состоянию x∗2, б) решение приближается к циклу длины два.

Модель Морана–Риккера.

Говорят, что логистическое уравнение биологически некорректно,
поскольку, если x0 > 1, то значение x1 отрицательно. Чтобы исправить
положение, в дискретном логистическом уравнении, в качестве f(x) нуж-
но взять функцию, стремящуюся к нулю при x → +∞. Такая зависи-
мость была предложена Мораном в 1950 г. для численности насекомых
и Риккером в 1952 г. для рыбных популяций:

xn+1 = xn exp
{
r
(

1− xn
K

)}
. (1.4)

Несложно проверить, что в данной модели неподвижными точками явля-
ются x∗1 = 0 и x∗2 = K. По рис. 2 видно, что траектория любого решения,
выходящая из точки x0 > 0, с течением времени приближается к непо-
движной точке x∗2 = K (такое поведение решений будет в случае, когда
уравнение не имеет периодических точек).

Кроме перечисленных выше моделей, к наиболее известным
дискретным моделям можно отнести следующие (см. [11]):

1) Модель Костицына — модель, заданная разностным уравнением
xn+1 =

axn
1 + bxn

;

2) Модель Скеллама — xn+1 = a(1− e−bxn);
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3) Модель Морриса–Варли–Градуэлла — xn+1 = ax1−b
n .

В данных моделях параметры a и b положительные.
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Рис. 2. Определение равновесного состояния в дискретной модели
Морана–Риккера и лестница Ламерея.

Опр е д е л е н и е 1.2. Положение равновесия x∗ называется ус-
тойчивым по Ляпунову, если для любого ε > 0 найдется δ > 0 такое,
что для всех |x0−x∗| < δ неравенство |xn−x∗| < ε выполнено при любых
n = 0, 1, . . .

Если, кроме того, найдется такое ∆ > 0, что

lim
n→∞

(xn − x∗) = 0

для всех |x0 − x∗| < ∆, то положение равновесия x∗ называется асимп-
тотически устойчивым.

Обозначим через O∆(x∗) = (x∗ −∆, x∗ + ∆) окрестность точки x∗

радиусом ∆ > 0.

Опр е д е л е н и е 1.3.Положение равновесия x∗ называется неус-
тойчивым, если существует ∆ > 0 такое, что каждая точка из
O∆(x∗)\{x∗} покидает данную ∆-окрестность за конечное время, то есть
для каждого x ∈ O∆(x∗) \ {x∗} найдется номер N = N(x), при котором
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fN(x) 6∈ O∆(x∗).

Все остальные положения равновесия, которые не являются ни
устойчивыми, ни неустойчивыми, будем называть полуустойчивыми (по-
луустойчивое положение равновесия изображено на рис. 6). Отметим,
что мы рассмотрели одну из простейших классификаций неподвижных
точек, другая классификация приведена в работе [17, c. 107-110].

Те о р ем а 1.1. (см. [12]). Если |f ′(x∗)| < 1, то x∗ — асимптоти-
чески устойчивое положение равновесия; причем, если 0 < f ′(x∗) < 1,

то отклонения от положения равновесия монотонно затухают, а если
−1 < f ′(x∗) < 0, то отклонения затухают и траектория совершает
затухающие колебания.

Если |f ′(x∗)| > 1, то x∗ — неустойчиво; причем, если f ′(x∗) > 1,

то отклонения монотонно нарастают, а если f ′(x∗) < −1, то траек-
тория совершает колебания с нарастающей амплитудой.

Док а з а т е л ь с т в о. Пусть |f ′(x∗)| < 1. Тогда из непрерывности
функции f ′(x) следует, что найдутся постоянные ∆ > 0 и C ∈ (0, 1)

такие, что |f ′(x)| 6 C < 1 для всех x ∈ O∆(x∗). Возьмем x0 ∈ O∆(x∗)

и обозначим через I(x0, x
∗) интервал с концами x0 и x∗. По формуле

конечных приращений, найдется точка x̂ ∈ I(x0, x
∗) такая, что

|x1(x0)− x∗| = |f(x0)− f(x∗)| = |f ′(x̂)| · |x0 − x∗|.

Поскольку x̂ ∈ O∆(x∗), то

|x1(x0)− x∗| = |f ′(x̂)| · |x0 − x∗| 6 C|x0 − x∗|.

Так как x1 = x1(x0) ∈ O∆(x∗), то существует точка x̂1 ∈ O∆(x∗) такая,
что

|x2(x0)− x∗| = |f(x1)− f(x∗)| = |f ′(x̂1)| · |x1(x0)− x∗| 6 C|x1(x0)− x∗|,

тогда |x2(x0) − x∗| 6 C|x1(x0) − x∗| 6 C2|x0 − x∗|. Аналогично можно
показать, что для всех n ∈ N выполнено неравенство

|xn(x0)− x∗| 6 Cn|x0 − x∗|.
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Следовательно, |xn(x0)− x∗| < |x0 − x∗|, поэтому положение равновесия
x∗ устойчиво по Ляпунову. Так как C ∈ (0, 1), то Cn → 0 при n → ∞,
тогда lim

n→∞
(xn(x0) − x∗) = 0 для всех |x0 − x∗| < ∆, то есть положение

равновесия x∗ асимптотически устойчиво.
Рассмотрим случай, когда |f ′(x∗)| > 1. Из непрерывности функ-

ции f ′(x) следует, что найдутся постоянные ∆ > 0 и D > 1 такие,
что неравенство |f ′(x)| > D > 1 выполнено для всех x ∈ O∆(x∗).

Пусть x0 ∈ O∆(x∗). По формуле конечных приращений найдется точ-
ка x̂ ∈ I(x0, x

∗) такая, что

|x1(x0)− x∗| = |f(x0)− f(x∗)| = |f ′(x̂)| · |x0 − x∗|.

Поскольку x̂ ∈ O∆(x∗), то

|x1(x0)− x∗| = |f ′(x̂)| · |x0 − x∗| > D|x0 − x∗|.

Так как D > 1, то точка x1(x0) = f(x0) может не содержаться в окрест-
ности O∆(x∗). Если же x1(x0) ∈ O∆(x∗), то

|x2(x0)− x∗| > D|x1(x0)− x∗| > D2|x0 − x∗|.

Рассуждая таким же образом, получаем, что для каждого натурального
n либо найдется m 6 n такое, что xm(x0) = fm(x0) 6∈ O∆(x∗), либо

|xn(x0)− x∗| > Dn|x0 − x∗|.

Так как Dn → ∞ при n → ∞, то расстояние от точки xn(x0) до x∗

неограниченно увеличивается, поэтому найдется номер N = N(x0), при
котором fN(x0) 6∈ O∆(x∗), то есть положение равновесия x∗ неустойчиво.

Пусть f ′(x∗) > 0, тогда f ′(x) > 0 для всех x ∈ O∆(x∗) при некото-
ром ∆ > 0 и существует точка x̂ ∈ I(x0, x

∗) такая, что

x1(x0)− x∗ = f ′(x̂) · (x0 − x∗).

Тогда, если x0 > x∗, то x1(x0) > x∗. Аналогично получаем, что

xn(x0) > x∗

11



для всех n ∈ N. Если же x0 < x∗, то xn(x0) < x∗ для всех n ∈ N, это
и означает, что отклонения от положения равновесия монотонны. Если
f ′(x∗) < 0, то знаки xn(x0) − x∗ чередуются, то есть траектория совер-
шает колебания (затухающие или с нарастающей амплитудой). Теорема
доказана.

Если |f ′(x∗)| = 1, то положение равновесия может быть как устой-
чивым, так и неустойчивым и требуется дополнительное исследование
для определения устойчивости. В этом случае положение равновесия мо-
жет быть также полуустойчивым (см. рис. 6 и пример 1.7).

Пример 1.1. Найти неподвижные точки уравнения

xn+1 = x3
n, n = 0, 1, . . . , (1.5)

и исследовать их на устойчивость.

Р еш е н и е. Здесь f(x) = x3 и неподвижные точки являются реше-
ниями уравнения x3 = x, то есть это точки

x∗1 = 0, x∗2 = 1, x∗3 = −1.

Производная функции f(x) равна f ′(x) = 3x2. Найдем значения произ-
водной в неподвижных точках:

f ′(0) = 0, f ′(1) = f ′(−1) = 3.

По теореме 1.1 точка x∗1 = 0 устойчива, точки x∗2 = 1 и x∗3 = −1 неустой-
чивы, причем для траекторий, выходящих из окрестности точки x∗2 или
x∗3, отклонения от положения равновесия монотонно нарастают.
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2. ПЕРИОДИЧЕСКИЕ ТОЧКИ РАЗНОСТНЫХ
УРАВНЕНИЙ И СОСУЩЕСТВОВАНИЕ ЦИКЛОВ

Обозначим через fk(x) = f
(
f(f(. . . f(x))) . . .

)
суперпозицию функ-

ции f(x), берущуюся k раз. Например, если f(x) = x3, то

f 2(x) = f(f(x)) = f(x3) = (x3)3 = x9,

f 3(x) = f
(
f(f(x))

)
= f(x9) = (x9)3 = x18.

Опр е д е л е н и е 2.1. Точка β0 ∈ I называется периодической
точкой периода k ∈ N для уравнения (1.2), если

fk(β0) = β0 и fm(β0) 6= β0 при m = 1, . . . , k − 1.

Если k > 2, то каждая из точек βm = fm(β0), m = 1, . . . , k−1, так-
же является периодической точкой периода k, то есть точки β0, . . . , βk−1

образуют периодическую траекторию или цикл

B = {β0, . . . , βk−1}

периода k. Отметим, что положение равновесия x∗ образует цикл пери-
ода k = 1.

Пример 2.1. Найти неподвижные точки уравнения

xn+1 = x2
n − 2, n = 0, 1, . . . ,

и точки, периодические с периодом 2.

Р еш е ни е. Неподвижные точки можно найти аналитическим или
графическим способом. Чтобы найти эти точки графическим способом,
нарисуем график функции f(x) = x2 − 2 и найдем его точки пересече-
ния с биссектрисой первого координатного угла. При пересечении полу-
чились точки x∗1 = −1, x∗2 = 2 (см. рис. 3).

Чтобы найти неподвижные точки аналитическим способом, решим
уравнение f(x) = x, то есть x2 − 2 = x. Это квадратное уравнение, оно
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Рис. 3. Неподвижные точки x∗1 = −1, x∗2 = 2 и цикл
B = {β0, β1} длины два.

имеет решения x∗1 = −1 и x∗2 = 2. Для нахождения точек периода два
решим уравнение f 2(x) = x, где f(x) = x2 − 2.

Найдем

f 2(x) = (x2 − 2)2 − 2 = x4 − 4x2 + 2

и решим уравнение x4 − 4x2 + 2 = x, которое сводится к уравнению
x4−4x2−x+2 = 0.Мы уже знаем два решения этого уравнения (x1 = −1,

x2 = 2), так как неподвижные точки обязательно являются точками
периода два (и любого другого периода). Чтобы найти остальные корни
уравнения, разложим многочлен x4 − 4x2 − x+ 2 на множители:

x4 − 4x2 − x+ 2 = x2(x2 − 4)− (x− 2) =

= x2(x− 2)(x+ 2)− (x− 2) = (x− 2)(x2(x+ 2)− 1) =

= (x− 2)(x3 + 2x2 − 1) = (x− 2)(x3 + x2 + x2 − 1) =

= (x− 2)
(
x2(x+ 1) + (x+ 1)(x− 1)

)
= (x− 2)(x+ 1)(x2 + x− 1).

Уравнение x2 + x− 1 = 0 имеет корни

β0 =
−1−

√
5

2
, β1 =

−1 +
√

5

2
.
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Проверим, что эти точки образуют цикл B = {β0, β1} периода два:

f(β0) =
(−1−

√
5

2

)2

− 2 =
−1 +

√
5

2
= β1,

f 2(β0) = f(f(β0)) = f(β1) =
(−1 +

√
5

2

)2

− 2 =
−1−

√
5

2
= β0.

Вопрос о сосуществовании циклов различного периода для
разностного уравнения (1.2) впервые решен в работе А.Н. Шарковского
[16]. Чтобы сформулировать основной результат, введем упорядочение
натуральных чисел, которое называют порядком Шарковского:

3 � 5 � 7 � . . . �
� 2 · 3 � 2 · 5 � 2 · 7 � . . . �
� 22 · 3 � 22 · 5 � 22 · 7 � . . . �
� 23 · 3 � 23 · 5 � 23 · 7 � . . . �

� . . . �
� . . . � 25 � 24 � 23 � 22 � 2 � 1.

(2.1)

Здесь в первой строке выписаны в порядке возрастания все нечетные
числа, кроме единицы, во второй строке — произведения нечетных чисел
(кроме 1) на 2, в k-й строке сверху записаны произведения нечетных
чисел на 2k−1, а в нижней строке представлены только степени двойки в
порядке убывания.

Те о р ем а (А.Н. Шарковский [16]). Пусть f : I 7→ I — непре-
рывная функция и пусть уравнение (1.2) имеет цикл длины k. Тогда
уравнение (1.2) имеет цикл длины m для всех таких m, что k � m в
указанном выше порядке (2.1).

Из теоремы А.Н. Шарковского следует, что если уравнение (1.2) не
имеет циклов длины два, то оно не имеет никаких циклов (кроме цикла
длины один); а если это уравнение имеет цикл длины три, то оно имеет
цикл любой длины.

Ут в е ржд е н и е 2.1. Пусть функция f(x), задающая уравне-
ние (1.2), возрастает на интервале (a, b). Тогда уравнение (1.2) не име-
ет ни одного цикла длины k > 2.
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Док а з а т е л ь с т в о. Проведем доказательство методом от против-
ного. Пусть существует цикл B = {β0, β1} длины два и пусть для опре-
деленности β0 < β1. Функция f(x) возрастающая, поэтому

β1 = f(β0) < f(β1) = β0.

Получили противоречие с неравенством β0 < β1, поэтому уравнение (1.2)
не имеет цикла длины два. По следствию из теоремы А.Н. Шарковского,
это уравнение не имеет ни одного цикла длины k > 2. Утверждение
доказано.

Нашей целью также является разобраться в ситуации, когда пове-
дение решения очень нерегулярно. Один из основных результатов (см.
[23]) говорит о том, что если существует периодическая точка периода
три, то существует несчетное подмножество точек x ∈ I, которые даже
не являются «асимптотически периодическими». Эти точки называются
хаотическими точками отображения f.

Опр е д е л е н и е 2.2. Точка x0 называется апериодической точ-
кой отображения f : I → I, если решение xn(x0) уравнения (1.2) огра-
ничено и для каждого натурального k предел

lim
n→∞

xnk(σ, x0)

не существует. Траектория, порожденная апериодической точкой отоб-
ражения f : I → I, называется хаотической.

Пример 2.2. Пусть

f(x) =

{
ax, если x ∈ [0, 1/2],

a(1− x), если x ∈ (1/2, 1],
(2.2)

где a ∈ (0, 2]. Доказать, что уравнение (1.2) имеет цикл длины 2, если

a > 1 и цикл длины 3, если a >
1 +
√

5

2
. Найти неподвижные точки и

циклы длины 2 и 3. Построить график функции f(x) при
a = 2, изобразить на нем цикл длины 3 и решение с начальным условием

x0 =

√
2

2
≈ 0.707.
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Решени е. Сначала найдем неподвижные точки разностного урав-
нения (1.2) с заданной функцией f(x). При a < 1 отрезок прямой y = ax,

x ∈ [0, 1/2], а следовательно, и весь график функции y = f(x), находит-
ся ниже биссектрисы первого координатного угла и имеет с ней только
одну общую точку x∗1 = 0. Поэтому, если a < 1, уравнение (1.2) имеет
неподвижную точку x∗1 = 0. Если a = 1, то отрезок y = x, x ∈ [0, 1/2]

полностью лежит на биссектрисе, поэтому неподвижными точками яв-
ляются все точки этого отрезка.

-

6

6
-

6
-

?�

�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�A
A
A
A
A
A
A
A
A
A
A
A
A
A
A
A
A�

�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�

β0 β2β1 xn0

xn+1

а)

-

6

�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�A
A
A
A
A
A
A
A
A
A
A
A
A
A
A
A
A

6
-

?�

6
-

?�
6
-

6
-

6
-

?�

6
-

?�

6
-

6

�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
��

xnx00

xn+1

б)

Рис. 4. График функции (2.2) при a = 2:
а) цикл B = {β0, β1, β2} =

{
2
9
, 4
9
, 8
9

}
длины три; б) решение с

начальным условием x0 =
√

2/2, это решение хаотическое.

График функции y = f(x) при a = 2 изображен на рис. 4, при-
мерно такой же график будет при всех a > 1, то есть (кроме точки
x∗1 = 0) этот график пересекает биссектрису по отрезку прямой
y = a(1 − x), x ∈ [1/2, 1]. Следовательно, неподвижную точку будем
находить из уравнения

a(1− x) = x, x ∈ [1/2, 1].

Решая это уравнение, получаем x∗2 =
a

a+ 1
.

Если a 6 1, то f(x) 6
a

2
6

1

2
, поэтому

17



f 2(x) = af(x) =

{
a2x, если x ∈ [0, 1/2],

a2(1− x), если x ∈ (1/2, 1].

Уравнение f 2(x) = x имеет решения x∗1 = 0 при a < 1 и x∗ ∈ [0, 1/2],

если a = 1, которые являются неподвижными точками функции f(x),

поэтому не могут быть точками цикла длины два (и цикла любой длины
больше, чем два).

Найдем цикл B = {β0, β1} длины два при a > 1. Пусть β0 < β1 и
β0 ∈ [0, 1/2], тогда β1 = f(β0) = aβ0. Если β1 6 1/2, то

β2 = f(β1) = a2β0 > β0;

в этом случае равенство β2 = β0 не может быть выполнено, то есть цикла
длины два не существует. Пусть теперь β0 ∈ [0, 1/2], β1 > 1/2, тогда

β2 = f(β1) = a(1− β1) = a(1− aβ0).

Уравнение f 2(β0) = β0 имеет вид a(1− aβ0) = β0, его решение

β0 =
a

a2 + 1
.

Тогда β1 = aβ0 =
a2

1 + a2
и

B =
{ a

1 + a2
,

a2

1 + a2

}
.

Если 1/2 < β0 < β1, то

f 2(β0) = f(β1) = f(a(1− β0)) = a(1− a(1− β0)).

Уравнение f 2(β0) = β0 имеет решение β0 =
a

a+ 1
, которое совпа-

дает с неподвижной точкой функции f(x), поэтому не является точкой
цикла длины два.

Цикл B = {β0, β1, β2} длины три при a > 1 будет при β0 < β1 <
1
2 ,

β2 >
1
2 (см. рис. 4). При этом β1 = aβ0, β2 = aβ1 = a2β0 и β0 = a(1− β2),

тогда
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β0 = a(1− a2β0).

Из последнего уравнения получаем β0 =
a

1 + a3
. Следовательно, цикл

длины три имеет вид

B =
{ a

1 + a3
,

a2

1 + a3
,

a3

1 + a3

}
.

Решая неравенства β1 <
1
2 , β2 >

1
2 (которые равносильны неравенствам

a3 − 2a2 + 1 > 0 и a > 1), получаем, что цикл длины три существует,

если a >
1 +
√

5

2
.

Известно, что если существует цикл длины три, то существует
несчетное подмножество точек x ∈ [0, 1], которые являются хаотиче-
скими точками отображения f (см. статью американских математиков
Т. Ли и Дж. Йорка [23]). Траектория хаотического решения изображена
на рис. 4 б).
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3. ПРИТЯГИВАЮЩИЙ И ОТТАЛКИВАЮЩИЙ ЦИКЛЫ
РАЗНОСТНОГО УРАВНЕНИЯ

Опр е д е л е н и е 3.1. Цикл B = {β0, . . . , βk−1} уравнения (1.2)
называется притягивающим, если существует окрестность U этого цик-
ла такая, что f(U) ⊂ U и

⋂
n>0

fn(U) = B.

В этом случае для каждой точки x0 ∈ U траектория {fn(x0)}∞n=0

распадается на k различных последовательностей, сходящихся к точкам
β0, . . . , βk−1 соответственно.

Опр е д е л е н и е 3.2. Цикл B называется отталкивающим, ес-
ли существует его окрестность U, которую каждая точка из множества
U \ B покидает за конечное время, то есть для каждого x ∈ U \ B най-
дется номер N = N(x), при котором fN(x) 6∈ U.

Если отображение f дифференцируемо, существуют простые до-
статочные условия для различения притягивающих и отталкивающих
циклов. Для этого нужно вычислить величину

λ(B) = f ′(β0) · . . . · f ′(βk−1),

называемую мультипликатором цикла B.

Ут в е ржд е н и е 3.1. Если |λ(B)| < 1, то цикл B притягива-
ющий, а если |λ(B)| > 1, то цикл B отталкивающий.

В случае |λ(B)| = 1 цикл может быть как притягивающим, так и
отталкивающим, может иметь место и более сложное поведение траек-
торий в его окрестности.

Пример 3.1. Для уравнения

xn+1 = x2
n − 1, n = 0, 1, . . . (3.1)

найти точки, периодические с периодом два и исследовать их на устой-
чивость.

Р еш е н и е. Рассмотрим функцию f(x) = x2 − 1, определяющую
данное уравнение. Сначала найдем неподвижные точки уравнения (3.1)
— это корни уравнения x2 − 1 = x, то есть точки
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x∗1,2 =
1±
√

5

2
.

Чтобы найти точки, периодические с периодом два, решим уравнение
f 2(x) = x, то есть (x2 − 1)2 − 1 = x. Последнее уравнение равносильно
уравнению четвертой степени

x4 − 2x2 − x = 0,

которое можно решить, разложив на множители многочлен в левой ча-
сти:

x(x3 − 2x− 1) = 0,

x(x3 − x− x− 1) = 0,

x
(
x(x2 − 1)− (x+ 1)

)
= 0,

x
(
x(x+ 1)(x− 1)− (x+ 1)

)
= 0,

x(x+ 1)(x(x− 1)− 1) = 0,

x(x+ 1)(x2 − x− 1) = 0.

Следовательно, решениями уравнения являются числа

x1,2 =
1±
√

5

2
, x3 = 0, x4 = −1.

Так как точки x1,2 совпадают с неподвижными точками x∗1,2, то цикл
длины два содержит точки x3 и x4, то есть B = {0,−1}.

Производная функции f(x) = x2 − 1 равна f ′(x) = 2x, поэтому
мультипликатор цикла

λ(B) = f ′(0) · f ′(−1) = 0.

Так как |λ(B)| < 1, то цикл B притягивающий.

Пример 3.2. Для логистического уравнения

xn+1 = axn(1− xn), a ∈ (0, 4], n = 0, 1, . . . (3.2)
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найти периодические точки периодов 1 и 2 и исследовать их на устойчи-
вость.

Р еш е н и е. Правая часть уравнения задается функцией

f(x) = ax(1− x) = ax− ax2,

производная которой f ′(x) = a(1− 2x).

Пусть a ∈ (0, 1], тогда единственной периодической точкой пери-
ода один (положением равновесия) является точка x∗ = 0, в которой
f ′(0) = a 6 1, поэтому из теоремы 1.1 следует, что это положение равно-
весия асимптотически устойчиво при a ∈ [0, 1). Отметим, что при a = 1

данная теорема не дает ответа на вопрос об устойчивости, положитель-
ный ответ здесь можно получить графическим способом так же, как в
примере 1.5 при β = 1.

При a ∈ (1, 3] существуют две периодические точки периода 1, это
точки x∗1 = 0 и x∗2 = 1− a−1. Найдем производную функции f(x) в этих
точках:

f ′(x∗1) = a,

f ′(x∗2) = a− 2a(1− a−1) = −a+ 2.

Так как |f ′(x∗1)| > 1 при a ∈ (1, 3], то положение равновесия x∗1 = 0

неустойчиво. Далее, |f ′(x∗2)| < 1 при a ∈ (1, 3), то есть x∗2 асимптотически
устойчиво. При a = 3 положение равновесия x∗2 также асимптотически
устойчиво, это можно показать графическим способом.

При a ∈ (3, 4], кроме точек периода один, есть еще две периодиче-
ские точки периода два. Чтобы найти их, решим уравнение f 2(x) = x :

a2x(1− x)(1− ax(1− x)) = x,

x(a2(1− x)(1− ax(1− x))− 1) = 0,

x(ax− a+ 1)(a2x2 − a2x− ax+ a+ 1).

Последнее уравнение имеет решения x∗1 = 0 и x∗2 = 1 − a−1, которые
являются неподвижными точками, а также решения

β0 =
a+ 1−

√
a2 − 2a− 3

2a
,
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β1 =
a+ 1 +

√
a2 − 2a− 3

2a
,

образующие цикл B = {β0, β1} длины два. Чтобы исследовать этот цикл
на устойчивость, найдем мультипликатор цикла:

λ(B) = f ′(β0) · f ′(β1) =

= a2

(
1− a+ 1−

√
a2 − 2a− 3

a

)(
1− a+ 1 +

√
a2 − 2a− 3

a

)
=

=
(
−1 +

√
a2 − 2a− 3

)(
−1−

√
a2 − 2a− 3

)
= −a2 + 2a+ 4.

При a ∈ (3, 1 +
√

6) выполнено неравенство

| − a2 + 2a+ 4| < 1,

поэтому цикл B притягивающий, при a ∈ (1 +
√

6, 4] цикл B отталкива-
ющий.

Пример 3.3. Провести исследование динамики популяции, задан-
ной моделью Костицына

xn+1 =
axn

1 + bxn
, n = 0, 1, . . . (3.3)

где a > 0, b > 0 — постоянные. Доказать, что среди решений уравнения
нет циклических решений.

Р еш е ни е. Правая часть разностного уравнения (3.3) задается функ-
цией

f(x) =
ax

1 + b x
.

Найдем неподвижные точки данного уравнения, то есть решения урав-
нения f(x) = x — это точки

x∗1 = 0 и x∗2 =
a− 1

b
.

Заметим, что при a < 1 значение x∗2 отрицательно, то есть лежит в
«небиологической области», поэтому если a 6 1, то уравнение f(x) = x

имеет одно решение x∗1 = 0. Если a > 1, это уравнение имеет два реше-
ния.
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Найдем производную функции f(x) как производную частного:

f ′(x) =
(ax)′(1 + b x)− ax(1 + b x)′

(1 + b x)2
=

a

(1 + b x)2
,

тогда f ′(x∗1) = a, f ′(x∗2) = a−1. Следовательно, по теореме 1.1, если a < 1,

то для данной популяции существует одно устойчивое положение равно-
весия x∗1 = 0. Если a > 1, то положений равновесия два: x∗1 = 0 —

неустойчивое и x∗2 =
a− 1

b
— устойчивое.
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Рис. 5. Исследование устойчивости положения равновесия
x∗1 = 0 при a = 1.

При a = 1 производная f ′(x∗1) = 1, поэтому теорема 1.1 не дает от-
вета на вопрос об устойчивости положения равновесия x∗1 = 0. Нарисуем
график функции f(x) при a = 1. При построении графика учитываем
следующие свойства (см. рис. 5):

1) f(0) = 0;

2) график касается биссектрисы первого координатного угла в точ-
ке x∗1 = 0 (так как f ′(0) = 1);

3) функция f(x) возрастающая (так как f ′(x) > 0 для всех x > 0);
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4) предел данной функции при x→∞ равен a/b.
На графике нарисуем лестницу Ламерея, выходящую из любой точ-

ки x0 > 0. Из построения видно, что последовательность {xn}∞n=0 стре-
мится к x∗1 = 0 при n → ∞, то есть положение равновесия x∗1 = 0

устойчивое.
Устойчивость положения равновесия x∗1 = 0 при a = 1 можно ис-

следовать также аналитическим способом. Для этого рассмотрим после-
довательность {xn}∞n=0, заданную рекуррентным способом:

xn+1 =
axn

1 + b xn
, n = 0, 1, 2, . . . .

Несложно проверить, что xn+1 < xn для всех n = 0, 1, 2, . . . , то есть
последовательность {xn}∞n=0 убывает. Кроме того, она ограничена снизу
нулем, поэтому имеет предел. Переходя к пределу при n → ∞ в равен-
стве

xn+1 =
axn

1 + b xn
,

получаем, что xn → 0 при n→∞, то есть положение равновесия x∗1 = 0

устойчивое.
Отметим, что производная функции f(x) положительная, поэтому

функция f(x) возрастающая. Согласно утверждению 1.1, уравнение (3.3)
не имеет ни одного цикла длины k > 2.

Пример 3.4. Провести исследование динамики популяции, задан-
ной уравнением

xn+1 =
4x2

n

(1 + xn)2
, n = 0, 1, . . . . (3.4)

Р еш е ни е. Правая часть уравнения (3.4) задается функцией

f(x) =
4x2

(1 + x)2
.

Неподвижными точками данного уравнения являются точки x∗1 = 0 и
x∗2 = 1. Производная функции f(x) равна

f ′(x) =

(
4x2
)′

(1 + x)2 − 4x2
(
(1 + x)2

)′
(1 + x)4

=
8x

(1 + x)3
,
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поэтому f ′(0) = 0, f ′(1) = 1. По теореме 1.1 точка x∗1 = 0 устойчива, но
из этой теоремы нельзя сделать вывод об устойчивости или неустойчи-
вости положения равновесия x∗2 = 1. Нарисуем график функции f(x),

учитывая то, что в точке x∗1 = 0 график касается оси Ox (потому что
f(0) = 0 и f ′(0) = 0), а в в точке x∗2 = 1 график касается биссектрисы
первого координатного угла (так как f(1) = 1 и f ′(1) = 1) (рис. 6).
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Рис. 6. Положение равновесия x∗1 = 0 устойчивое,
а x∗1 = 1 — полуустойчивое.

На графике нарисуем лестницу Ламерея, выходящую сначала из
любой точки x0 ∈ (0, 1); тогда последовательность {xn(x0)}∞n=0 стремит-
ся к x∗1 = 0 при n → ∞. Если же нарисовать лестницу Ламерея, выхо-
дящую из точки x0 > 1, то xn(x0) → x∗2 при n → ∞. Таким образом, в
окрестности точки x∗2 = 1 найдутся точки x0 такие, что xn(x0) → 0, а
также точки x0 такие, что xn(x0) → 1 при n → ∞. Это означает, что
положение равновесия x∗2 = 1 не является устойчивым и не является
неустойчивым, то есть оно полуустойчиво.
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4. ЛИНЕЙНЫЕ СИСТЕМЫ РАЗНОСТНЫХ УРАВНЕНИЙ

Рассматриваются линейные однородные стационарные системы раз-
ностных уравнений порядка k, которые могут служить матричными мо-
делями структурированной популяции, состоящей из k видов или воз-
растных групп. Система такого вида определяется уравнением

x(n+ 1) = Ax(n), n = 0, 1, . . . , (4.1)

где A — заданная квадратная невырожденная матрица порядка k,
x(n) =

(
x1(n), . . . , xk(n)

)∗ — неизвестная вектор-функция с k компо-
нентами, знак ∗ означает, что x(n) ∈ Rk является вектор-столбцом, то
есть

x(n) =
(
x1(n), . . . , xk(n)

)∗
=


x1(n)

x2(n)

. . .

xk(n)

 .

Система (4.1) всегда имеет тривиальное решение

x(n) = 0, n = 0, 1, . . . .

Чтобы найти нетривиальные решения системы, нужно сначала найти
собственные значения и собственные векторы матрицыA.Напомним, что
собственным вектором матрицы A называется такой ненулевой вектор
h ∈ Rk, что для некоторого числа λ выполнено равенство

Ah = λh.

Число λ называется собственным значением матрицы A, соответству-
ющим собственному вектору h. Для нахождения собственных значений
нужно решить характеристическое уравнение

det(A− λE) = 0,

где E — единичная матрица k-го порядка, det(A− λE) — определитель
матрицы A− λE.
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Напомним, что базисом в пространстве Rk называется такой набор
векторов, что любой вектор этого пространства может быть единствен-
ным образом представлен в виде линейной комбинации векторов из этого
набора.

Те о р ем а 5.1. Если в пространстве Rk существует базис из
собственных векторов h1, . . . , hk матрицы A и λ1, . . . , λk — соответ-
ствующие им собственные значения, то общее решение системы (4.1)
имеет вид

x(n) = C1λ
n
1h1 + . . .+ Ckλ

n
khk, (4.2)

где C1, . . . , Ck — произвольные постоянные.

Док а з а т е л ь с т в о. Поскольку h1, . . . , hk — базис в Rk, то любое
решение x(n) системы (4.1) может быть представлено в виде

x(n) = C1(n)h1 + . . .+ Ck(n)hk, (4.3)

где коэффициенты C1(n), . . . , Ck(n) находятся подстановкой x(n) в си-
стему (4.1). После подстановки x(n) имеем следующее равенство:

x(n+ 1) = C1(n+ 1)h1 + . . .+ Ck(n+ 1)hk =

= C1(n)Ah1 + . . .+ Ck(n)Ahk = C1(n)λ1h1 + . . .+ Ck(n)λkhk.

Приравнивая коэффициенты при одинаковых векторах базиса, получаем
уравнения

C1(n+ 1) = λ1C1(n), . . . , Ck(n+ 1) = λkCk(n), n = 0, 1, . . . .

Найдем решение первого уравнения:

C1(1) = λ1C1(0), C1(2) = λ1C1(1) = λ2
1C1(0),

C1(3) = λ1C1(2) = λ3
1C1(0), . . . , C1(n) = λn1C1(0).

Аналогично получаем, что Ci(n) = λni Ci(0) для всех i = 2, . . . , k. Тогда из
(4.3) следует, что любое решение x(n) системы (4.1) задается равенством
(4.2), где Ci = Ci(0), i = 1, . . . , k — произвольные постоянные. Теорема
доказана.
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Сл е д с т в и е 5.1. Если все собственные значения λ1, . . . , λk мат-
рицы A различны, то общее решение системы (4.1) имеет вид (4.2).

Док а з а т е л ь с т в о. По теореме 2.1, достаточно доказать, что ес-
ли все λ1, . . . , λk различны, то собственные векторы h1, . . . , hk образуют
базис в пространстве Rk. Предположим, что это не так, тогда существует
собственный вектор hm, m = 2, . . . , k который является линейной ком-
бинацией независимых собственных векторов h1, . . . , hm−1, то есть

hm = C1h1 + . . .+ Cm−1hm−1. (4.4)

Подставим (4.4) в равенство Ahm = λmhm :

C1Ah1 + . . .+ Cm−1Ahm−1 = C1λmh1 + . . .+ Cm−1λmhm−1,

C1λ1h1 + . . .+ Cm−1λm−1hm−1 = C1λmh1 + . . .+ Cm−1λmhm−1.

Следовательно, λ1 = λm, . . . , λm−1 = λm. Получили противоречие с тем,
что все собственные значения матрицы A различны. �

Отметим, что в биологических моделях случай, когда собственные
значения разные, является более распространенным. Действительно, ес-
ли матрица A имеет одинаковые собственные значения, то небольшим из-
менением ее коэффициентов (которые вычисляются приближенно) мож-
но добиться того, что все собственные значения будут различными.

В случае, когда среди собственных значений системы имеются оди-
наковые, формула для общего решения приведена в [13, c. 59].

Чтобы найти решение системы (4.1), удовлетворяющее начально-
му условию x(0), положим n = 0 в равенстве (4.2):

x(0) = C1h1 + . . .+ Ckhk = HC,

где H = (h1, . . . , hk) — матрица, составленная из собственных векторов,
C = (C1, . . . , Ck)

∗ — вектор, координатами которого являются постоян-
ные C1, . . . , Ck. Получаем, что C = H−1x(0).
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Асимптотическое поведение решений линейной однород-
ной системы.

Положением равновесия линейной системы (4.1) называется точ-
ка x∗ ∈ Rk такая, что x∗ = Ax∗.

Отметим, что система (4.1) всегда имеет положение равновесия
x∗ = 0. Это положение равновесия единственно, если 1 не является соб-
ственным значением матрицы A.

Те о р ем а 5.2. Имеют место следующие свойства:
1) если |λi| < 1 для всех i = 1, . . . , k, то x(n)→ 0 при n→∞;

2) если существует хотя бы одно собственное значение λi мат-
рицы A такое, что |λi| > 1, то в любой окрестности точки x∗ = 0

найдется точка x(0) такая, что x(n)→∞ при n→∞.

Док а з а т е л ь с т в о. Докажем теорему в случае, когда в простран-
стве Rk существует базис из собственных векторов h1, . . . , hk матрицы
A. Тогда общее решение системы (4.1) задается формулой (4.2). Если
|λi| < 1, для i = 1, . . . , k, то λni → 0 при n→∞, i = 1, . . . , k. Поэтому

x(n) = C1λ
n
1h1 + . . .+ Ckλ

n
khk → 0 при n→∞.

Если существует собственное значение λi матрицы A такое, что
|λi| > 1, то λni → ∞ при n → ∞. Покажем, что в любой окрестности
точки x∗ = 0 найдется точка x(0) такая, что x(n) → ∞ при n → ∞.
Одной из таких точек является, например, точка x(0) = Cihi, где по-
стоянная Ci достаточно мала. Тогда решение x(n), удовлетворяющее на-
чальному условию x(0) = Cihi, имеет вид x(n) = Ciλ

n
i hi и стемится к

бесконечности при n→∞.
Утверждение теоремы остается верным и в общем случае, доказа-

тельство приведено в [13]. �
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5. МАТРИЧНЫЕ МОДЕЛИ ДИНАМИКИ ПОПУЛЯЦИИ
ЛЕСЛИ И ЛЕФКОВИЧА

Классическая модель Лесли.

Модели динамики популяций с дискретной возрастной структурой
и дискретным временем исторически связаны с именем П. Лесли, ко-
торый исследовал простейшие варианты подобных моделей ( [21], [22]).
В моделях Лесли используется допущение, что популяция разбита на
конечное число последовательных возрастных классов одинаковой дли-
тельности, а численность всех классов регистрируется в дискретные мо-
менты времени с равномерным шагом, длина которого совпадает с дли-
тельностью класса (например, 1 год). Тогда, если демографические па-
раметры популяции (коэффициенты рождаемости и смертности) посто-
янны во времени, то изменения размеров возрастных классов описыва-
ются системой линейных разностных уравнений с матрицей специальной
структуры, которую принято называть матрицей Лесли.

Перейдем к формулировке основных результатов. Предположим,
что все особи некоторой популяции разделены на k возрастных групп,
тогда структура популяции в моменты времени n = 0, 1, 2, . . . задается
вектор-столбцом

x(n) = (x1(n), . . . , xk(n))∗.

Функция xi(n) определяет количество особей возраста i, i = 1, . . . , k в
момент времени n. Возрастная структура популяции в следующий мо-
мент n+ 1 задается уравнением

x(n+ 1) = Lx(n), n = 0, 1, . . . , (5.1)

где L — матрица Лесли, то есть матрица следующего вида:

L =


b1 b2 . . . bk−1 bk
s1 0 . . . 0 0

0 s2 . . . 0 0

. . . . . . . . . . . . . .

0 0 . . . sk−1 0

 .
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Здесь bi — коэффициент рождаемости i-ой возрастной группы, bi > 0,

i = 1, . . . , k, si — коэффициент выживаемости i-ой возрастной группы,
si ∈ (0, 1], i = 1, . . . , k − 1. Предполагается, что за единичный промежу-
ток времени особи i-ой группы переходят в группу i + 1, от некоторых
групп появляются потомки и часть особей от каждой группы погибает.

Потомство, которое появляется за единицу времени от всех групп,
поступает в первую группу, тогда

x1(n+ 1) =
k∑
i=1

bixi(n).

Количество особей во второй группе x2(n+ 1) получается с учетом двух
процессов. Первый процесс — переход особей x1(n) во вторую группу,
второй — возможная гибель части этих особей. Поэтому

x2(n+ 1) = s1x1(n).

Аналогично, x3(n+ 1) = s2x2(n) и так далее.

Найдем x(1) = Lx(0), тогда

x(2) = Lx(1) = L2x(0),

x(n) = Lnx(0), n = 1, 2, . . . .

Если матрица L имеет простую структуру, то есть имеет k различных
собственных значений, то общее решение системы (5.1) можно записать
в виде (4.2).

По теореме Перрона-Фробениуса, матрица L имеет единственное
положительное собственное значение λ1 = λmax, от которого зависит
асимптотическое поведение решения системы (5.1). Если для остальных
собственных значений матрицы L выполнено неравенство |λi| < λmax,

i = 2, . . . , k, то матрица L является примитивной.

Те о р ем а 6.1. Пусть λmax — положительное собственное зна-
чение матрицы L. Выполнены следующие свойства:

1) если λmax < 1, то x(n)→ 0 при n→∞;

2) если λmax > 1, то x(n)→∞ при n→∞;
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3) если λmax = 1 и матрица L примитивная, то x(n)→ C1h1 при
n→∞.

Если λmax = 1 и матрица L не примитивная, то уравнение (5.1) име-
ет периодические решения (циклы). Чтобы понять, является ли матрица
примитивной, не вычисляя ее собственные значения, удобно воспользо-
ваться следующим критерием.

Критерий примитивности матрицы.

Обозначим через

k > k1 > k2 > . . . > kq > 0

степени всех ненулевых членов характеристического многочлена матри-
цы L, располагая их в порядке убывания.

Ут в е ржд е н и е 6.1. Матрица L является примитивной то-
гда и только тогда, когда наибольший общий делитель чисел

k − k1, k1 − k2, . . . , kq−1 − kq

равен единице.

Например, пусть характеристический многочлен матрицы L равен

λ3 + λ2 − 4,

тогда k = 3, k1 = 2, k2 = 0. Наибольший общий делитель чисел

k − k1 = 1, k1 − k2 = 2

равен единице, поэтому матрица L примитивная.

Пример 6.1. Найти решение уравнения (5.1) для популяции из
трех возрастных групп, если исходная популяция состоит из одной самки
старшего возраста. Каждое животное старшего возраста успевает произ-
вести в среднем 18 потомков, любое животное среднего возраста, преж-
де чем перейти в следующий класс (с вероятностью 2/3), производит в
среднем 14 потомков. Молодые животные не производят потомства и с
вероятностью 1/2 попадают в среднюю группу.
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Решени е. Из условия примера следует, что матрица Лесли для
данной популяции имеет следующий вид:

L =

 0 14 18

1/2 0 0

0 2/3 0

 .

Найдем характеристический многочлен матрицы L, то есть определи-
тель матрицы L− λE, где E — единичная матрица:

det(L− λE) =

∣∣∣∣∣∣∣
−λ 14 18

1/2 −λ 0

0 2/3 −λ

∣∣∣∣∣∣∣ = −λ3 + 7λ+ 6.

Тогда собственные значения этой матрицы (корни характеристического
многочлена −λ3 + 7λ+ 6) равны λ1 = 3, λ2 = −2, λ3 = −1.

Собственный вектор h1, отвечающий собственному значению
λ1 = 3, найдем из равенства Ah1 = 3h1. Поскольку достаточно найти
один из бесконечного множества собственных векторов, будем искать h1

в виде h1 = (x, y, 1)∗ (обычно ищут собственный вектор h1 = (1, y, z)∗,

но из-за специфики матрицы Лесли предпочтительнее первый вариант).
Тогда уравнение Ah1 = 3h1 или эквивалентное ему (A−3E)h1 = 0 имеет
вид 

−3x+ 14y + 18 = 0,

x/2− 3y = 0,

2y/3− 3 = 0.

Решениями системы являются x = 27 и y = 4.5, поэтому

h1 = (27, 4.5, 1)∗.

Найдем собственный вектор h2, отвечающий собственному значе-
нию λ2 = −2, из равенства Ah1 = −2h1. Вектор h2 также будем искать
в виде h1 = (x, y, 1)∗, поэтому
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2x+ 14y + 18 = 0,

x/2 + 2y = 0,

2y/3 + 2 = 0.

Решая систему, находим

x = 12, y = −3, h2 = (12,−3, 1)∗.

Для нахождения собственного вектора h3 = (x, y, 1)∗, отвечающего λ3 = −1,

найдем решение системы:
x+ 14y + 18 = 0,

x/2 + y = 0,

2y/3 + 1 = 0.

Следовательно, h3 = (3,−1.5, 1)∗.

По формуле (4.2) найдем общее решение уравнения (5.1):

x(n) =
k∑
i=1

Ciλ
n
i hi = C13

n

27

4.5

1

+ C2(−2)n

12

−3

1

+ C3(−1)n

 3

−1.5

1

.
Так как исходная популяция состоит из одной самки старшего возраста,
то x(0) = (0, 0, 1)∗. Подставляя n = 0 в последнее равенство, получаем
систему уравнений относительно неизвестных C1, C2, C3 :

27C1 + 12C2 + 3C3 = 0,

4.5C1 − 3C2 − 1.5C3 = 0,

C1 + C2 + C3 = 1.

Решениями системы являются C1 = 0.1, C2 = −0.6, C3 = 1.5. Подстав-
ляя эти значения в общее решение, получаем

x(n) = 3n

 2.7

0.45

0.1

+ (−2)n

−7.2

1.8

−0.6

+ (−1)n

 4.5

−2.25

1.5

.
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Пример 6.2.Исследовать асимптотическое поведение решений урав-
нения (5.1) для популяции из трех возрастных групп с матрицей Лесли

L =

 0 2 4

1/3 0 0

0 1/4 0


(не находя решение в явном виде). Показать, что матрица L является
примитивной.

Р еш е ни е. Найдем характеристический многочлен матрицы L :

det(L− λE) =

∣∣∣∣∣∣∣
−λ 2 4

1/3 −λ 0

0 1/4 −λ

∣∣∣∣∣∣∣ = −λ3 +
2

3
λ+

1

3
.

Решая уравнение det(L − λE) = 0, находим собственные значения мат-
рицы:

λ1 = 1, λ2 =
−3−

√
3i

6
, λ3 =

−3 +
√

3i

6
.

Отметим, что данная матрица примитивная, так как

|λ2| = |λ3| =
1

6

√
(−3)2 + (

√
3i)2 =

1√
6
< λmax = 1,

Это также следует из того, что степени всех ненулевых членов характе-
ристического многочлена

det(L− λE) = −λ3 +
2

3
λ+

1

3

равны k = 3, k1 = 1, k2 = 0; поэтому наибольший общий делитель чисел

k − k1 = 2, k1 − k2 = 1

равен единице.
Собственный вектор h1 = (x, y, 1)∗, отвечающий собственному зна-

чению λ1 = 1, найдем из системы уравнений
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−x+ 2y + 4 = 0,

x/3− y = 0,

y/4− 1 = 0.

Следовательно, h1 = (12, 4, 1)∗. Таким образом,

x(n)→ C1

12

4

0

 при n→ +∞.

Репродуктивный потенциал — величина, которая по заданным
значениям параметров bi и si, i = 1, . . . , k позволяет исследовать асимп-
тотическое поведение системы без вычисления наибольшего собственного
значения λmax :

R = b1 + b2s1 + b3s1s2 + . . .+ bks1s2 . . . sk−1.

Величина R является обобщенным параметром скорости воспроизвод-
ства всей популяции.

Лемма 6.1. Имеют место следующие свойства:
1) если R < 1, то λmax < 1;

2) если R > 1, то λmax > 1;

3) если R = 1, то λmax = 1.

Док а з а т е л ь с т в о. Из теоремы Фробениуса о свойствах собствен-
ных значений неотрицательной матрицы и теоремы Декарта о числе по-
ложительных корней многочлена следует, что матрица L имеет ровно
одно положительное собственное значение λmax и для всех остальных
собственных значений выполнено неравенство |λi| 6 λmax.

Пример 6.3. С помощью репродуктивного потенциала исследо-
вать устойчивость положения равновесия для популяции из трех воз-
растных групп с матрицей Лесли из примера 2.1:

L =

 0 14 18

1/2 0 0

0 2/3 0

 .
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Решени е. В данной матрице

b1 = 0, b2 = 14, b3 = 18, s1 =
1

2
, s2 =

2

3
,

поэтому репродуктивный потенциал равен

R = b1 + b2s1 + b3s1s2 = 0 + 14 · 1
2

+ 18 · 1
2
· 2

3
= 13.

По лемме 6.1, если R > 1, то λmax > 1. Следовательно, X(n) → ∞ при
n→∞, то есть положение равновесия x∗ = 0 неустойчиво.

Модель динамики популяции Лефковича.

Постулаты классической модели Лесли [21] существенно ограни-
чивают сферу ее применения. Это связано с тем, что на практике на-
блюдению и регистрации поддается часто не возраст особи, а лишь ста-
дия развития организма, причем длительность стадий может быть раз-
ной. Поэтому целесообразно рассматривать более общую модель, впер-
вые рассмотренную Лефковичем в [20]. Результаты, приведенные в этом
разделе, более подробно описаны в работах [6], [7].

Рассмотрим модель динамики популяции организмов, жизненный
цикл которых разбит на конечное число стадий развития, на примере па-
шенного червя (см. [7]). После спаривания у червей происходят процессы
образования и сбрасывания кокона, внутри которого начинается разви-
тие червей. Из кокона выходят ювенильные особи, которые через неко-
торое время становятся половозрелыми и производят коконы несколько
раз в течение своего жизненного цикла. У зрелых особей выделяются
четыре последовательные стадии, которые обозначим a1, a2, a3, a4. Пусть

c(n), d(n), a1(n), a2(n), a3(n), a4(n)

— число коконов, ювенилов и зрелых особей на стадиях a1, a2, a3, a4 в
момент времени n = 0, 1, 2, . . . . Эти шесть компонент образуют вектор
X(n) численности популяции в момент n.

Определим параметры 0 6 bi 6 1, i = 1, 2, 3, 4 и 0 < sj 6 1,

j = c, d, a1, a2, a3, a4 следующим образом. Коэффициент bi показывает,
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какая доля червей, находящихся в стадии ai, i = 1, 2, 3, 4 отложила ко-
коны. Коэффициент sj равен доле числа особей стадии j, перешедших в
следующую стадию за 1 шаг по времени. Предполагается, что за 1 шаг
особь может «повзрослеть», но остаться в той же стадии. Это учитывает-
ся в модели при помощи дополнительных коэффициентов задержки rj,
где rj > 0, rj + sj 6 1.

Число коконов в момент времени n + 1 зависит от того, какая до-
ля половозрелых особей отложила коконы за единицу времени во всех
зрелых стадиях:

c(n+ 1) = b1a1(n) + b2a2(n) + b3a3(n) + b4a4(n).

Ювенилов будет столько, сколько их выйдет из коконов, плюс те, кто
задержался в ювенильной стадии:

d(n+ 1) = scc(n) + rdd(n).

Половозрелыми особями в стадии a1, a2, a3, a4 считаются те, кто перешел
из d, a1, a2, a3 или задержался в a1, a2, a3, a4 :

a1(n+ 1) = sdd(n) + ra1a1(n),

ai(n+ 1) = sai−1
ai−1(n) + raiai(n), i = 2, 3, 4.

Таким образом, получили уравнение в векторно-матричной форме

X(n+ 1) = AX(n), n = 0, 1, 2, . . . , (5.2)

где A — матрица Лефковича:

A =



0 0 b1 b2 b3 b4

sc rd 0 0 0 0

0 sd ra1 0 0 0

0 0 sa1 ra2 0 0

0 0 0 sa2 ra3 0

0 0 0 0 sa3 ra4


.
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Эта матрица сводится к классической матрице Лесли, если все коэффи-
циенты r нулевые, то есть переход из стадии в стадию происходит без
задержек.

Асимптотическое поведение траекторий системы (5.2) повторяет
поведение системы с матрицей Лесли.

Те о р ем а 6.2. Имеют место следующие свойства:
1) если λmax > 1, то X(n)→ +∞ при n→ +∞;

2) если λmax < 1, то X(n)→ 0 при n→ +∞;

3) если λmax = 1 и матрица A примитивная, то X(n) → C1h1

при n→ +∞.

Для матрицы Лефковича также можно определить репродуктив-
ный потенциал, то есть такую величину R, которая по заданным зна-
чениям демографических параметров позволяет установить, какой из пе-
речисленных выше случаев имеет место, не прибегая к вычислению λmax.

Рассмотрим матрицу Лефковича в общем виде:

A =



r1 + b1 b2 b3 . . . bk−1 bk
s1 r2 0 . . . 0 0

0 s2 r3 . . . 0 0

0 0 s3 . . . 0 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . .

0 0 0 . . . rk−1 0

0 0 0 . . . sk−1 rk


.

Пусть p(λ) — характеристический многочлен матрицы A с коэффициен-
том 1 при старшей степени p(λ). Аналогично модели Лесли, определим

R(A) = 1− p(1).

Вычисляя p(1), получим явное выражение репродуктивного потенциала
через параметры популяции:

R(A) = 1−
n∏
j=1

(1− rj) +
k∑
i=1

`ibi

k+1∏
j=i+1

(1− rj),

где `i = s1 . . . si−1, rk+1 = 0.
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Справедлива следующая теорема о репродуктивном потенциале [7]:

Те о р емма 6.3. Имеют место следующие свойства:
1) если R(A) > 1, то максимальное собственное значение мат-

рицы Лефковича λmax > 1;

2) если R(A) < 1, то λmax < 1;

3) если R(A) = 1, то λmax = 1.

Таким образом, для моделей популяций Лесли и Лефковича по
заданным значениям параметров матриц с помощью репродуктивного
потенциала можно исследовать асимптотическое поведение системы без
вычисления наибольшего собственного значения λmax.
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6. ВОПРОСЫ ОПТИМАЛЬНОЙ ДОБЫЧИ
ВОЗОБНОВЛЯЕМОГО РЕСУРСА

На протяжении многих лет человечество стремилось к рациональ-
ному использованию природных ресурсов, что потребовало разработки
оптимальных стратегий их эксплуатации. Вместе с этим возникла необ-
ходимость изучения популяционной структуры эксплуатируемых видов,
а именно возрастной структуры. Изменение численности популяции, вы-
живание и рост неполовозрелых особей, переходы в старшие возрастные
классы — эти и другие характеристики являются сложными процесса-
ми, на которые промысел оказывает различное влияние. Методы мате-
матического моделирования позволили разработать различные страте-
гии промысла и изучить их последствия для развития всей популяции.
Современное состояние работ по вопросам оптимальной добычи ресурса
для различных моделей эксплуатируемых популяций подробно описано
в [8, 15].

Рассмотрим модели динамики неоднородной эксплуатируемой по-
пуляции, состоящей из особей отдельных видов, либо разделенной на воз-
растные группы. В частности, можно предполагать, что мы исследуем
добычу k различных видов рыб, между которыми существуют отноше-
ния конкуренции за пищу или места обитания, или отношения хищник–
жертва. Рассматриваются вопросы оптимального сбора ресурса для дан-
ной популяции на конечном и бесконечном промежутках времени при
различных ограничениях на условия промысла. Основная задача заклю-
чается в вычислении средней временной выгоды от извлечения возобнов-
ляемого ресурса и построения управления, при котором данная функция
является максимальной.

Определение средней временной выгоды для моделей по-
пуляций, заданных нормальной автономной системой разност-
ных уравнений.

Приведем общее описание данных моделей. Предполагаем, что ис-
следуемая популяция является неоднородной, то есть либо состоит из
отдельных видов x1, . . . , xk, либо разделена на k > 2 возрастных групп.
Обозначим через xi(n), i = 1, . . . , k, количество ресурса каждого из k
видов или возрастных классов в момент времени n = 0, 1, 2, . . .. Пусть
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развитие популяции при отсутствии эксплуатации описывается системой
разностных уравнений

x(n+ 1) = F
(
x(n)

)
, n = 0, 1, 2, . . . , (6.1)

где x(n) = col
(
x1(n), . . . , xk(n)

)
, то есть x(n) — вектор-столбец с коорди-

натами x1(n), . . ., xk(n), F (x) = col
(
f1(x), . . . , fn(x)

)
. Предполагаем, что

fi(x), i = 1, . . . , k, — вещественные неотрицательные функции, заданные
для всех

x ∈ Rk
+
.
= {x ∈ Rn : x1 > 0, . . . , xk > 0},

удовлетворяющие условию fi(0) = 0, причем fi ∈ C2(Rk
+), то есть обла-

дают непрерывными производными до второго порядка включительно и

матрица Якоби
( ∂fi
∂xj

)
i,j=1,...,k

является невырожденной для всех x ∈ Rk
+.

Отметим, что в скобках мы обозначаем временные, а нижними
индексами — пространственные параметры; например, через ui(n) обо-
значается доля ресурса i-го вида, извлеченного из популяции в момент
n ∈ {0, 1, 2, . . .}. Обозначим также

U
.
=
{
u : u =

(
u(0), u(1), . . . , u(n), . . .

)}
,

где u(n) =
(
u1(n), . . . , uk(n)

)
∈ [0, 1]k, и будем рассматривать последо-

вательность u ∈ U как управление, которым можно варьировать для
достижения лучшего результата сбора ресурса. Пусть теперь xi(n) — ко-
личество ресурса i-го вида в момент n до сбора, тогда оставшееся после
сбора количество ресурса данного вида равно

(1− ui(n))xi(n), i = 1, . . . , k,

и модель эксплуатируемой популяции имеет вид

x(n+ 1) = F
(
(1− u(n))x(n)

)
, n = 0, 1, 2, . . . , (6.2)

где (1− u(n))x(n)
.
= col

(
(1− u1(n))x1(n), . . . , (1− uk(n))xk(n)

)
. Предпо-

лагаем, что решение x(n), n = 0, 1, 2, . . ., системы (6.2) продолжаемо для
всех u ∈ U ; для этого будем дополнительно полагать, что для функций
fi(x), заданных в области I ⊂ Rk

+, выполнено включение
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⋃
u∈[0,1]k

F
(
(1− u)I

)
⊆ I.

Пусть x̃(n)
.
= (1−u(n))x(n), тогда систему (6.2) можно записать в виде

x̃(n+ 1) = (1− u(n+ 1))F
(
x̃(n)

)
, n = 0, 1, 2, . . . .

Неоднородность ресурса может сказываться на стоимости добыва-
емой продукции, поэтому будем считать, что стоимости условной едини-
цы каждого из классов равны положительным постоянным C1, . . . , Ck.
Следовательно, стоимость всей продукции в момент n равна

z(n) =
k∑
i=1

Cixi(n)ui(n).

Опр е д е л е н и е 6.1. Для любых u ∈ U и x(0) ∈ Rk
+ введем в

рассмотрение функцию

H∗
(
u, x(0)

) .
= lim

n→∞

1

n

n−1∑
j=0

z(j) = lim
n→∞

1

n

n−1∑
j=0

k∑
i=1

Cixi(j)ui(j), (6.3)

которую назовем средней временной выгодой от извлечения ресурса. Ана-
логично, с заменой нижнего предела на верхний, определим H∗

(
u, x(0)

)
и, если выполнено равенство

H∗
(
u, x(0)

)
= H∗

(
u, x(0)

)
,

то общий предел будем обозначать H
(
u, x(0)

)
.

Опр е д е л е н и е 6.2. Под стационарным режимом эксплуата-
ции популяции, заданной системой (6.2), будем понимать такой способ
добычи ресурса, при котором

u(n) = u = (u1, . . . , uk) ∈ [0, 1]k для всех n = 0, 1, 2, . . .

При данном режиме система (6.2) имеет вид

x(n+ 1) = F
(
(1− u)x(n)

)
, n = 0, 1, 2, . . . . (6.4)
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Обозначим через x(n, u, x0) = col
(
x1(n, u, x0), . . . , xk(n, u, x0)

)
ре-

шение системы (6.4), удовлетворяющее начальному условию x(0) = x0.

Пусть ‖x‖ =
√
x2

1 + . . .+ x2
k.

Опр е д е л е н и е 6.3 (см. [14, с. 44]). Решение x̂(n, u, x∗0) систе-
мы (6.4) называется устойчивым по Ляпунову, если для любого ε > 0

найдется δ = δ(ε) > 0 такое, что как только ‖x0 − x∗0‖ < δ, то

‖x(n, u, x0)− x̂(n, u, x∗0)‖ < ε

для всех n > 1. Решение x̂(n, u, x∗0) называется асимптотически устой-
чивым, если оно устойчиво по Ляпунову и для любого начального усло-
вия x0 из некоторой окрестности точки x∗0 имеет место равенство

lim
n→∞

∥∥x(n, u, x0)− x̂(n, u, x∗0)
∥∥ = 0.

Если существует решение системы (6.4) вида

x(n) ≡ const = x(u) = col
(
x1(u), . . . , xk(u)

)
,

то оно называется неподвижной точкой данной системы; это решение
удовлетворяет уравнению

x(u) = F
(
(1− u)x(u0)

)
.

Если решение x(n) ≡ x(u) устойчиво (асимптотически устойчиво), то его
называют устойчивой (асимптотически устойчивой) неподвижной точ-
кой.

Опр е д е л е н и е 6.4. Множество начальных точек x(0) = x0,

для которых

lim
n→∞

∥∥x(n, u, x0)− x(u)
∥∥ = 0, (6.5)

называется множеством притяжения точки x(u), обозначим это мно-
жество A

(
x(u)

)
.

Ут в е ржд е н и е 6.1. Предположим, что система (6.4) име-
ет асимптотически устойчивую неподвижную точку x(u). Тогда для
любой начальной точки x(0) ∈ A

(
x(u)

)
выполнено равенство
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H
(
u, x(0)

)
=

k∑
i=1

Cixi(u)ui, где u = (u, . . . , u, . . .). (6.6)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Из равенства (6.5) получаем, что

lim
n→∞

xi(n, u, x0) = xi(u)

для всех i = 1, . . . , k и любого x(0) = x0 ∈ A
(
x(u)

)
. Далее, u(n) = u,

n = 0, 1, 2, . . . , поэтому

lim
n→∞

z(n) = lim
n→∞

k∑
i=1

Cixi(n)ui(n) =

= lim
n→∞

k∑
i=1

Cixi(n, u, x0)ui =
k∑
i=1

Cixi(u)ui.

Следовательно, предел lim
n→∞

1

n

n−1∑
j=0

z(j) существует (как предел среднего

арифметического) и равен
k∑
i=1

Cixi(u)ui. Таким образом,

H
(
u, x(0)

) .
= lim

n→∞

1

n

n−1∑
j=0

z(j) = lim
n→∞

1

n

n−1∑
j=0

z(j) =
k∑
i=1

Cix̂i(u)ui,

то есть (6.6) выполнено для любой начальной точки x(0) = x0 ∈ A
(
x(u)

)
.

Утверждение доказано.

Приведем равенство для вычисления средней временной выгоды в
случае, когда система (6.4) имеет устойчивый цикл длины ` > 2. Обо-
значим n-ю итерацию функции F через F n, то есть

F 1 = F, F n = F (F n−1), n = 2, 3, . . . .

Опр е д е л е н и е 6.5. Точка β0(u) называется периодической точ-
кой периода ` ∈ N для системы (6.4), если F `(β0(u)) = β0(u) и

Fm(β0(u)) 6= β0(u) при m = 1, . . . , `− 1.
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Если ` > 2, то каждая из точек

βm(u) = Fm(β0(u)), m = 1, . . . , `− 1

также является периодической точкой периода `, то есть точки

β0(u), . . . , β`−1(u)

образуют периодическую траекторию или цикл

B(u) =
{
β0(u), . . . , β`−1(u)

}
периода `.

Опр е д е л е н и е 6.6 (см. [17, c. 9]). Цикл B(u) системы (6.4) на-
зывается притягивающим (устойчивым), если существует окрестность
V (область притяжения цикла) такая, что

F (V ) ⊂ V и
⋂
k>0

F k(V ) = B(u).

Ут в е ржд е н и е 6.2. Предположим, что система (6.4) при
стационарном режиме эксплуатации u = (u, . . . , u, . . .) имеет устой-
чивый цикл

B(u) =
{
β0(u), . . . , β`−1(u)

}
длины ` > 2. Тогда для любой начальной точки x(0) из области при-
тяжения V данного цикла выполнено равенство

H
(
u, x(0)

)
=

1

`

k∑
i=1

Ci
(
β0
i (u) + . . .+ β`−1

i (u)
)
ui. (6.7)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Так как система (6.4) обладает устойчивым
циклом B(u), то для каждой начальной точки x(0) = x0 ∈ V траекто-
рия решения x(k, u, x0) данной системы распадается на ` последователь-
ностей, сходящихся к точкам β0(u), . . . , β`−1(u) соответственно (см. [18,
c. 9]). Это означает, что
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lim
p→∞

xi(p`+m,u, x0) = βmi (u), m = 0, 1, . . . , `− 1, i = 1, . . . , n.

Следовательно, так как u(k) = u для всех k = 0, 1, 2, . . . , то

lim
p→∞

z(p`+m) = lim
p→∞

n∑
i=1

Cixi(p`+m,u, x0)ui(p`+m) =
n∑
i=1

Ciβ
m
i (u)ui.

Таким образом,

lim
p→∞

`−1∑
m=0

z(p`+m) =
`−1∑
m=0

n∑
i=1

Ciβ
m
i (u)ui =

=
n∑
i=1

Ci
(
β0
i (u) + . . .+ β`−1

i (u)
)
ui,

H
(
u, x(0)

) .
= lim

k→∞

1

k

k−1∑
j=0

z(j) = lim
k→∞

1

k

k−1∑
j=0

z(j) = lim
p→∞

1

p`

p`−1∑
j=0

z(j) =

=
1

`
lim
p→∞

1

p

p−1∑
q=0

`−1∑
m=0

z(q`+m) =
1

`

n∑
i=1

Ci
(
β0
i (u) + . . .+ β`−1

i (u)
)
ui.

Таким образом, равенство (6.7) выполнено для любой точки x(0) = x0

из области притяжения V данного цикла. Утверждение доказано.

Оптимальный режим эксплуатации популяции на конеч-
ном промежутке времени.

Обозначим u(n)
.
= (u(0), . . . , u(n− 1)), где

u(j) = (u1(j), . . . , uk(j)) ∈ [0, 1]k, j = 0, 1, . . . , n− 1.

Для любого n = 1, 2, . . . рассмотрим функцию

h
(
u(n), x(0)

) .
=

n−1∑
j=0

z(j) =
n−1∑
j=0

k∑
i=1

Cixi(j)ui(j), (6.8)
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равную стоимости ресурса, извлеченного за n изъятий. Доказательство
приведенных ниже утверждений опубликовано в [5].

Введем в рассмотрение функцию

D(x)
.
=

k∑
i=1

Ci
(
fi(x)− xi

)
.

Те о р ем а 6.1. Пусть функция D(x) достигает максимального
значения в единственной точке x∗ ∈ Rk

+ и x∗i 6 fi(x
∗) 6= 0 для любого

i = 1, . . . , k. Тогда для любого x(0) ∈ Rk
+ такого, что xi(0) > x∗i , i =

1, . . . , k, функция h
(
u(n), x(0)

)
достигает наибольшего значения

h
(
u∗(n), x(0)

)
= (n− 1) ·D(x∗) +

k∑
i=1

Cixi(0) (6.9)

на множестве [0, 1]nk при следующем режиме эксплуатации:
(1) если n = 1, то u∗(0) = (1, . . . , 1);

(2) если n = 2, то u∗(2) =
(
u∗(0), u∗(1)

)
, где

u∗(0) =
(

1− x∗1
x1(0)

, . . . , 1− x∗k
xk(0)

)
, u∗(1) = (1, . . . , 1);

(3) если n > 3, то u∗(n) =
(
u∗(0), . . . , u∗(n− 1)

)
, где

u∗(0) =
(

1− x∗1
x1(0)

, . . . , 1− x∗k
xk(0)

)
;

u∗(j) =
(

1− x∗1
f1(x∗)

, . . . , 1− x∗k
fk(x∗)

)
при j = 1, . . . , n− 2;

u∗(n− 1) = (1, . . . , 1).

Построение режима эксплуатации для достижения наи-
большей средней временной выгоды.

Напомним, что стоимость ресурса, извлеченного за n изъятий, за-
дается равенством

h
(
u(n), x(0)

) .
=

n−1∑
j=0

z(j) =
n−1∑
j=0

k∑
i=1

Cixi(j)ui(j),

где u(n)
.
= (u(0), . . . , u(n− 1)),
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u(j) = (u1(j), . . . , uk(j)) ∈ [0, 1]k, j = 0, 1, . . . , n− 1, n = 1, 2, . . . .

Тогда из (6.3) следует, что

H∗
(
u, x(0)

)
= lim

n→∞

1

n
h
(
u(k), x(0)

)
.

Те о р ем а 6.2. Предположим, что функция

D(x)
.
=

k∑
i=1

Ci
(
fi(x)− xi

)
достигает максимального значения в точке x∗ ∈ Rk

+ и x∗i 6 fi(x
∗) 6= 0

для любого i = 1, . . . , k. Тогда для любого x(0) ∈ Rk
+ такого, что xi(0) >

x∗i , i = 1, . . . , k, функция H
(
u, x(0)

)
достигает наибольшего значения

H
(
u∗, x(0)

)
= D(x∗) =

k∑
i=1

Ci
(
fi(x

∗)− x∗i
)

на множестве U при следующем режиме эксплуатации:

u∗(0) =
(

1− x∗1
x1(0)

, . . . , 1− x∗k
xk(0)

)
;

u∗(n) =
(

1− x∗1
f1(x∗)

, . . . , 1− x∗k
fk(x∗)

)
, n > 1.

Те о р ем а 6.3. Предположим, что выполнены следующие усло-
вия:

(1) функция D(x)
.
=

k∑
i=1

Ci
(
fi(x) − xi

)
достигает максимального

значения в точке x∗ ∈ Rk
+ и x∗i 6 fi(x

∗) 6= 0 для любого i = 1, . . . , k;

(2) при u = u∗ =
(

1− x∗1
f1(x∗)

, . . . , 1− x∗k
fk(x∗)

)
система (6.4) имеет

асимптотически устойчивую неподвижную точку F (x∗).

Тогда для любого x(0) из некоторой окрестности точки F (x∗)

функция H
(
u, x(0)

)
достигает максимального значения

H
(
u∗, x(0)

)
= D(x∗)
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на множестве U при стационарном режиме эксплуатации
u∗ = (u∗, . . . , u∗, . . .).

Оптимальный режим эксплуатации однородной популя-
ции для достижения наибольшей средней временной выгоды

Рассмотрим теперь однородную популяцию, развитие которой при
отсутствии эксплуатации определяется разностным уравнением

x(n+ 1) = f
(
x(n)

)
, n = 0, 1, 2, . . . , (6.10)

где x(n) ∈ R+, f ∈ C2(R+) — вещественная неотрицательная функция,
удовлетворяющая условию f(0) = 0. Также рассматриваем функции
f ∈ C2(I), I = [0, a], такие, что f(0) = 0 и f(I) ⊆ I. Модель экс-
плуатируемой однородной популяции соответственно имеет вид

x(n+ 1) = f
(
(1− u(n))x(n)

)
, n = 0, 1, 2, . . . ,

где x(n) — количество ресурса до сбора в момент n.
В случае k = 1 без ограничения общности можем полагать C1 = 1,

тогда стоимость ресурса, извлеченного за n изъятий, равна

h
(
u(n), x(0)

)
=

n−1∑
j=0

x(j)u(j)

и средняя временная выгода равна

H
(
u, x(0)

)
= lim

n→∞

1

n

n−1∑
j=0

x(j)u(j).

Сл е д с т в и е 6.1. Предположим, что d(x)
.
= f(x)−x достигает

максимального значения в единственной точке x∗ > 0. Тогда для лю-
бого x(0) > x∗ функция h

(
u(n), x(0)

)
достигает наибольшего значения

h
(
u∗(n), x(0)

)
= (n− 1) · d(x∗) + x(0)
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на множестве [0, 1]n при следующем режиме эксплуатации:
(1) если n = 1, то u∗(0) = 1;

(2) если n = 2, то u∗(0) = 1− x∗

x(0)
, u∗(1) = 1;

(3) если n > 3, то u∗(0) = 1 − x∗

x(0)
; u∗(j) = 1 − x∗

f(x∗)
при

j = 1, . . . , n− 2; u∗(n− 1) = 1.

Сл е д с т в и е 6.2. Пусть d(x)
.
= f(x)−x достигает максималь-

ного значения в единственной точке x∗ > 0. Тогда для любого x(0) из
некоторой окрестности точки f(x∗) максимальное значение функции
H
(
u, x(0)

)
равно

H
(
u∗, x(0)

)
= f(x∗)− x∗

и достигается при стационарном режиме эксплуатации

u∗(n) = 1− x∗

f(x∗)
, n = 0, 1, . . . .

Пример 6.1. Исследуем оптимальный режим эксплуатации одно-
родной популяции, заданной уравнением

x(n+ 1) = 4(1− u(n))x(n)
(
1− (1− u(n))x(n)

)
, n = 0, 1, 2, . . . ,

где x(0) ∈ [0, 1].

Решени е. Здесь f(x) = 4x(1− x); функция

d(x) = f(x)− x = 3x− 4x2

достигает наибольшего значения в точке x∗ = 0.375. Согласно следствию
6.2, максимальное значение функции H

(
u, x(0)

)
равно

H
(
u∗, x(0)

)
= f(x∗)− x∗ = 0.5625

и достигается при стационарном режиме эксплуатации

u∗(k) = 1− x∗

f(x∗)
= 0.6
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для всех n = 0, 1, 2, . . . и для всех x(0) из некоторой окрестности точки
f(x∗) = 0.9375.

Отметим, что то же самое значение u∗ = 0.6 мы получим, если
будем исследовать оптимальную эксплуатацию популяции только при
стационарных режимах. Действительно, если u < 0, 75, то уравнение

x(n+ 1) = 4(1− u)x(n)
(
1− (1− u)x(n)

)
, n = 0, 1, 2, . . .

имеет две неподвижные точки — неустойчивую точку x = 0 и асимпто-
тически устойчивую

x(u) =
3− 4u

4(1− u)2
,

областью притяжения которой является (0, 1] (если u > 0.75, данное
уравнение имеет одну асимптотически устойчивую неподвижную точку
x = 0 и популяция вырождается). Следовательно, в силу утверждения
6.1, для любой начальной точки x(0) ∈ (0, 1] при u < 0, 75 выполнено
равенство

H
(
u, x(0)

)
= x(u)u =

u(3− 4u)

4(1− u)2
, где u = (u, . . . , u, . . .).

Несложно посчитать, что данная функция достигает наибольшего зна-
чения 0, 5625 при u = u∗ = 0, 6. Таким образом, H

(
u∗, x(0)

)
= 0, 5625

для любой начальной точки x(0) ∈ (0, 1].

Оптимизация дисконтированного дохода для структури-
рованной популяции, подверженной промыслу

Рассмотрим структурированную популяцию, состоящую из k > 2

видов или возрастных групп x1, . . . , xk. Напомним, что через ui(n) мы
обозначаем долю ресурса i-го вида, добытого в момент n ∈ {0, 1, 2, . . .}.
Полагая, что xi(n) — количество ресурса i-го вида перед сбором в мо-
мент n, а (1−ui(n))xi(n) — количество ресурса, оставшееся после сбора,
запишем модель популяции, подверженной промыслу, в виде системы

x(n+ 1) = F
(
(1− u(n))x(n)

)
, n = 0, 1, 2, . . . , (6.11)

где (1− u(n))x(n)
.
= col

(
(1− u1(n))x1(n), . . . , (1− uk(n))xk(n)

)
.
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Будем предполагать, что стоимости единицы каждого из классов
добываемой продукции постоянны и равны Ci > 0, i = 1, . . . , k (есте-
ственно считаем, что одновременно все Ci не могут обращаться в 0).
Стоимость всей продукции в момент времени j будем определять фор-
мулой

hα(j) =
k∑
i=1

Cixi(j)ui(j)e
−αj,

где α > 0 — коэффициент дисконтирования.

Опр е д е л е н и е 6.7 (см. [4]). Функция

Hα

(
u, x(0)

) .
=

∞∑
j=0

hα(j) =
∞∑
j=0

k∑
i=1

Cixi(j)ui(j)e
−αj , (6.12)

аргументов u ∈ U и x(0) ∈ Rk
+ называется дисконтированным доходом

от извлечения ресурса.

Сначала опишем оптимальный режим промысла структурирован-
ной популяции на конечном промежутке времени. Обозначим

u(n)
.
= (u(0), . . . , u(n− 1))

для всех n = 1, 2, . . ., где, как и выше, полагаем

u(j) = (u1(j), . . . , un(j)) ∈ [0, 1]k, j = 0, ..., n− 1.

Определим функцию

Hα

(
u(n), x(0)

)
=

n−1∑
j=0

k∑
i=1

Cixi(j)ui(j)e
−αj, (6.13)

равную стоимости ресурса, полученного в результате n сборов.
Следующая теорема определяет оптимальный режим сборов для

достижения максимума функции Hα

(
u(n), x(0)

)
. Доказательство теорем

6.4 и 6.5 приведено в работе [4]. Введем в рассмотрение функцию

V (x)
.
=

k∑
i=1

Ci
(
fi(x)− xieα

)
.
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Теорема 6.4. Пусть функция V (x) достигает максимального
значения в точке x∗ ∈ Rk

+, координаты которой удовлетворяют нера-
венству x∗i 6 fi(x

∗) 6= 0, i = 1, . . . , k. Тогда для любого x(0) ∈ Rk
+

такого, что xi(0) > x∗i , i = 1, . . . , k, функция Hα

(
u(n), x(0)

)
достигает

наибольшего значения

Hα

(
u∗(n), x(0)

)
= V (x∗)

e−α(k−1) − 1

1− eα
+

k∑
i=1

Cixi(0) (6.14)

на множестве [0, 1]kn при следующем значении u∗(n) (определяющем
режим эксплуатации) :

если n = 1, то u∗(1) = (u∗(0)), где u∗(0) = (1, . . . , 1);

если n = 2, то u∗(2) =
(
u∗(0), u∗(1)

)
, где

u∗(0) =
(

1− x∗1
x1(0)

, . . . , 1− x∗k
xk(0)

)
, u∗(1) = (1, . . . , 1);

если n > 3, то u∗(n) =
(
u∗(0), . . . , u∗(n− 1)

)
, где

u∗(0) =
(

1− x∗1
x1(0)

, . . . , 1− x∗k
xk(0)

)
,

u∗(j) =
(

1− x∗1
f1(x∗)

, . . . , 1− x∗k
fk(x∗)

)
при j = 1, . . . , n− 2,

u∗(n− 1) = (1, . . . , 1).

Опишем оптимальный режим промысла структурированной попу-
ляции для достижения наибольшего дисконтированного дохода на бес-
конечном промежутке времени.

Как и выше, полагаем, что стоимость ресурса, извлеченного за n
изъятий, задается равенством

Hα

(
u(n), x(0)

)
=

n−1∑
j=0

k∑
i=1

Cixi(j)ui(j)e
−αj ,

где u(n)
.
= (u(0), . . . , u(n−1)), u(j) = (u1(j), . . . , un(j)) ∈ [0, 1]k для всех

j = 0, 1, . . . , n− 1 и n = 1, 2, . . . . Тогда из (6.12) следует, что
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Hα

(
u, x(0)

)
= lim

n→∞
Hα

(
u(n), x(0)

)
.

Теорема 6.5. Предположим, что V (x) достигает максимально-
го значения в точке x∗ ∈ Rk

+, координаты которой удовлетворяют
неравенству x∗i 6 fi(x

∗) 6= 0, i = 1, . . . , k. Тогда для любого x(0) ∈ Rk
+

такого, что xi(0) > x∗i , i = 1, . . . , k, функция Hα

(
u, x(0)

)
достигает

наибольшего значения

Hα

(
u∗, x(0)

)
=
V (x∗)

eα − 1
+

k∑
i=1

Cixi(0)

на множестве U при следующем режиме эксплуатации:

u∗(0) =
(

1− x∗1
x1(0)

, . . . , 1− x∗k
xk(0)

)
;

u∗(n) =
(

1− x∗1
f1(x∗)

, . . . , 1− x∗k
fk(x∗)

)
для всех n > 1.
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7. ОПТИМИЗАЦИЯ ХАРАКТЕРИСТИК ДОХОДА ОТ
ДОБЫЧИ РЕСУРСА НА БЕСКОНЕЧНОМ

ПРОМЕЖУТКЕ ВРЕМЕНИ

Рассматривается новый способ определения максимальных значе-
ний характеристик дохода от добычи возобновляемого ресурса на бес-
конечном промежутке времени. Данная глава является продолжением
главы 6, поэтому здесь будем использовать основные обозначения и опре-
деления предыдущей главы, не повторяя их заново.

Рассматриваются как однородные популяции, состоящие из одного
вида, так и неоднородные, которые содержат несколько отдельных видов
x1, . . . , xk, либо разделены на k > 2 групп по возрасту или другому при-
знаку. Обозначим через xi(n), i = 1, . . . , k, количество ресурса каждого
из k видов или возрастных классов в момент времени n = 0, 1, 2, . . ..
Предполагаем, что развитие популяции при отсутствии эксплуатации
описывается системой разностных уравнений

x(n+ 1) = F
(
x(n)

)
, n = 0, 1, 2, . . . , (7.1)

где x(n) = col
(
x1(n), . . . , xk(n)

)
, то есть x(n) — вектор-столбец с коор-

динатами x1(n), . . ., xk(n), F (x) = col
(
f1(x), . . . , fk(x)

)
.

Первой характеристикой сбора ресурса будем считать среднюю вре-
менную выгоду от извлечения ресурса, введенную в работе [5], см. также
определение 6.1:

H∗
(
u, x(0)

) .
= lim

n→∞

1

n

n−1∑
j=0

z(j) = lim
n→∞

1

n

n−1∑
j=0

k∑
i=1

Cixi(j)ui(j) (7.2)

(здесь X(0) ∈ Rk
+ — начальный размер популяции до сбора, u ∈ U). Если

при n→∞ существует предел выражения

1

n

n−1∑
j=0

k∑
i=1

Cixi(j)ui(j),

то среднюю временную выгоду будем обозначать H
(
u, x(0)

)
.
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Опр е д е л е н и е 7.1. Определим характеристику сбора ресурса,
которую назовем эффективностью сбора возобновляемого ресурса. По-
ложим ее равной нижнему пределу при n → ∞ отношения собранного
ресурса за n сборов к сумме приложенных для этого управлений (усилий
сбора):

E∗
(
u, x(0)

) .
= lim

n→∞

n−1∑
j=0

k∑
i=1

Cixi(j)ui(j)

n−1∑
j=0

k∑
i=1

ui(j)

; (7.3)

для избежания неопределенности будем считать, что
k∑
i=1

ui(0) > 0. В

случае, если в (7.3) существует предел при n → ∞, эффективность
сбора ресурса будем обозначать E

(
u, x(0)

)
.

Отметим, что в [1] определен подобный показатель эффективности
сбора для распределенного ресурса.

Обозначим через A
(
x(u)

)
множество притяжения точки x(u),

то есть множество начальных точек x(0), для которых имеет место (6.5).

Ут в е ржд е н и е 7.1. Предположим, что при стационарном
режиме эксплуатации u(k) ≡ u система (7.1) имеет асимптотиче-
ски устойчивую неподвижную точку x(u). Тогда для любой начальной
точки x(0) ∈ A

(
x(u)

)
выполнено равенство

E
(
u, x(0)

)
=

k∑
i=1

Cixi(u)ui

( k∑
i=1

ui

)−1

. (7.4)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Из (6.5) получаем, что для любой начальной
точки x(0) ∈ A

(
x(u)

)
равенство lim

k→∞
xi(n, u, x0) = xi(u) выполнено для

всех i = 1, . . . , k. Пусть z(n) =
k∑
i=1

Cixi(n, u, x0)ui(n), тогда при стацио-

нарном режиме эксплуатации u(k) ≡ u имеет место

lim
n→∞

z(n) = lim
n→∞

k∑
i=1

Cixi(n, u, x0)ui =
k∑
i=1

Cixi(u)ui.
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Следовательно, предел lim
n→∞

1

n

n−1∑
j=0

z(j) существует и, как предел среднего

арифметического, равен
k∑
i=1

Cixi(u)ui. Таким образом, при u(k) ≡ u

E
(
u, x(0)

)
= lim

n→∞

1

n

n−1∑
j=0

z(j)
( n∑
i=1

ui

)−1

=
k∑
i=1

Cixi(u)ui

( k∑
i=1

ui

)−1

.

Утверждение доказано.

Ут в е ржд е н и е 7.2. Предположим, что система (6.4) при
стационарном режиме эксплуатации u = (u, . . . , u, . . .) имеет устой-
чивый цикл

B(u) =
{
β0(u), . . . , β`−1(u)

}
длины ` > 2. Тогда для любой начальной точки x(0) из области при-
тяжения V данного цикла выполнено равенство

E
(
u, x(0)

)
=

k∑
i=1

Ci
(
β0
i (u) + . . .+ β`−1

i (u)
)
ui

`
k∑
i=1

ui

. (7.5)

Определение устойчивого цикла приведено в шестой главе. Утвер-
ждение доказывается аналогично утверждению 6.2.

Оптимальные стационарные режимы эксплуатации одно-
родной популяции для достижения наибольшей эффективно-
сти сбора и средней временной выгоды

Рассмотрим сначала однородную популяцию, количество ресурса
которой в момент времени n обозначим через x(n), n = 0, 1, 2, . . .. Пусть
развитие популяции при отсутствии эксплуатации описывается автоном-
ным разностным уравнением

x(n+ 1) = f(x(n)), n = 0, 1, 2, . . . , (7.6)
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где f(x) — вещественная неотрицательная функция, заданная для всех
x ∈ R+

.
= [0,+∞) и f(x) ∈ C2(R+), то есть обладает непрерывными

производными до второго порядка включительно. Также будем рассмат-
ривать функции f(x) ∈ C2(R+), заданные на отрезке I = [0, a], причем
f(I) ⊆ I, тогда решение уравнения (7.6) продолжаемо.

Предполагаем, что в каждый момент времени n = 0, 1, 2, . . . из по-
пуляции извлекается некоторая доля ресурса u(n) ∈ [0, 1]. Пусть теперь
x(n) — количество ресурса в момент n до сбора, тогда оставшееся после
сбора количество ресурса равно (1 − u(n))x(n), и модель эксплуатируе-
мой популяции имеет вид

x(n+ 1) = f((1− u(n))x(n)), n = 0, 1, 2, . . . . (7.7)

Отметим, что для однородной популяции средняя временная выго-
да от извлечения ресурса, задается функцией

H∗
(
u, x(0)

) .
= lim

n→∞

1

n

n−1∑
j=0

x(j)u(j). (7.8)

Если существует предел, то среднюю временную выгоду будем обозначать

H
(
u, x(0)

) .
= lim

n→∞

1

n

n−1∑
j=0

x(j)u(j).

Эффективность сбора ресурса для однородной популяции равна
следующему нижнему пределу

E∗
(
u, x(0)

) .
= lim

n→∞

n−1∑
j=0

x(j)u(j)

n−1∑
j=0

u(j)

, (7.9)

где для избежания неопределенности считаем, что u(0) > 0. Если суще-
ствует предел в правой части (7.9), то этот предел также будем называть
эффективность сбора ресурса и обозначать E

(
u, x(0)

)
.

Приведем условия, при которых пределы средней временной выго-
ды и эффективности существуют и найдем наибольшие значения данных
характеристик при стационарном режиме эксплуатации.
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Запишем следствия утверждений 7.1, 7.2 для однородной популя-
ции.

Сл е д с т в и е 7.1. Предположим, что уравнение (6.4) при ста-
ционарном режиме эксплуатации u = (u, . . . , u, . . .) имеет асимпто-
тически устойчивую неподвижную точку x(u). Тогда для любой на-
чальной точки x(0) ∈ A

(
x(u)

)
выполнены равенства

H
(
u, x(0)

)
= x(u)u, E

(
u, x(0)

)
= x(u). (7.10)

Сл е д с т в и е 7.2. Предположим, что уравнение (6.4) при стаци-
онарном режиме эксплуатации u = (u, . . . , u, . . .) имеет устойчивый цикл

B(u) =
{
β0(u), . . . , β`−1(u)

}
,

Тогда для любой начальной точки x(0) из области притяжения данного
цикла выполнены равенства

H
(
u, x(0)

)
=
u

`

(
β0(u) + . . .+ β`−1(u)

)
,

E
(
u, x(0)

)
=

1

`

(
β0(u) + . . .+ β`−1(u)

)
.

Сначала рассмотрим задачу нахождения максимальной эффектив-
ности сбора ресурса. Согласно следствию 7.1, для этого нужно найти
наибольшее значение функции x(u), где x(u) является устойчивой непо-
движной точкой уравнения (6.2).

Ут в е ржд е н и е 7.3. Предположим, что функция f(x) дости-
гает наибольшего значения в точке x∗. Если x(0) > f(x∗), то наиболь-
шее значение E∗

(
u, x(0)

)
на множестве U равно x(0).

Док а з а т е л ь с т в о. Отметим сначала, что эффективность дости-
гает значения x(0) при управлении u = (1, 0, . . . , 0, . . .). Покажем, что
если X(0) > f(x∗), то для любого u ∈ U выполнено неравенство

E∗
(
u, x(0)

)
6 x(0).

Действительно, из уравнения (6.4) следует, что x(j) 6 f(x∗) для любого
j = 1, 2, . . . , поэтому
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n−1∑
j=0

x(j)u(j)

n−1∑
j=0

u(j)

6

x(0)u(0) + f(x∗)
n−1∑
j=1

u(j)

u(0) +
n−1∑
j=1

u(j)

6 x(0).

Отсюда при переходе к нижнему пределу получаем E∗
(
u, x(0)

)
6 x(0).

Теорема 7.1. Предположим, что функция f(x) достигает мак-
симального значения в точке x∗ > 0, x∗ 6 f(x∗) и x(0) 6 f(x∗). Тогда
для любого x(0) ∈ A

(
f(x∗)

)
функция E

(
u, x(0)

)
достигает наибольшего

значения

E
(
u∗, x(0)

)
= f(x∗)

на множестве всех управлений U.

Док а з а т е л ь с т в о. Сначала найдем наибольшее значение функ-
ции E

(
u, x(0)

)
на множестве стационарных управлений. Для этого до-

статочно отметить, что при u∗ = (u∗, . . . , u∗, . . .), где u∗ = 1 − x∗

f(x∗)
,

уравнение (6.4) принимает вид

x(n+ 1) = f
( x∗

f(x∗)
x(k)

)
, n = 0, 1, 2, . . . (7.11)

и имеет неподвижную точку f(x∗). Из следствия 7.1 получаем, что

E
(
u, x(0)

)
= f(x∗).

Данное значение является максимальным среди всех значений непо-
движных точек x(u) уравнения (6.4), так как x(u) не может превосхо-
дить наибольшего значения функции f(x). Отметим, что в точке f(x∗)

функция

f
( x∗

f(x∗)
x
)

достигает наибольшего значения и ее производная равна нулю. Следова-
тельно, неподвижная точка f(x∗) асимптотически устойчивая.

Покажем, что если X(0) 6 f(x∗), при любом u ∈ U выполнено
неравенство E∗

(
u, x(0)

)
6 f(x∗). Последнее неравенство получается при
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переходе к нижнему пределу:

k−1∑
j=0

X(j)u(j)

k−1∑
j=0

u(j)

6

X(0)u(0) + f(x∗)
k−1∑
j=1

u(j)

u(0) +
k−1∑
j=1

u(j)

6 f(x∗).

Теорема доказана.

Теорема 7.2. Предположим, что функция d(x)
.
= f(x)−x в точ-

ке x∗ достигает максимального значения d(x∗) > 0. Тогда для любого
x(0) ∈ A

(
f(x∗)

)
функция H

(
u, x(0)

)
достигает наибольшего значения

H
(
u∗, x(0)

)
= d(x∗)

на множестве стационарных управлений.

Док а з а т е л ь с т в о. Поскольку x∗ — точка максимума функции
d(x) = f(x) − x, то f(x∗) − x∗ = d(x∗) > 0, поэтому f(x∗) > x∗ и,
следовательно u∗ = 1− x∗

f(x∗)
∈ (0, 1].

Пусть x(u) — произвольная неподвижная точка уравнение (6.4) при
u ∈ (0, 1], тогда для z(u)

.
= ux(u) выполнено равенство

z(u) = uf((u−1 − 1)z(u)), (7.12)

поэтому z(u) является неподвижной точкой разностного уравнения, за-
данного функцией

K(z)
.
= uf((u−1 − 1)z).

Чтобы найти наибольшую неподвижную точку данного уравнения, най-
дем максимальное значение функции K(z). Приравнивая к нулю произ-
водную K(z), получаем

f((u−1 − 1)z)− z

u
f ′
(
(u−1 − 1)z

)
= 0. (7.13)

Теперь из (7.12) и (7.13) следует

z − zf ′
(
(u−1 − 1)z

)
= 0,
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откуда получаем, что f ′
(
(u−1− 1)z

)
= 1 при z 6= 0. Последнее равенство

равносильно f ′((1− u)x(u)) = 1; оно достигается в точке максимума x∗
функции f(x)− x, поэтому (1− u)x(u) = x∗. Далее, из (7.7) следует, что
x(u) = f(x∗) и u = 1− x∗

f(x∗)
. Данное значение является максимальным

среди всех значений неподвижных точек z(u), так как z(u) не может
превосходить наибольшего значения функции K(z). Покажем, что урав-
нение (6.4) при стационарном режиме эксплуатации

u∗ = (u∗, . . . , u∗, . . .), u∗ = 1− x∗
f(x∗)

,

имеет асимптотически устойчивую неподвижную точку f(x∗). Это сле-
дует из неравенства

f
( x∗

f(x∗)
x
)′
· x∗
f(x∗)

= f ′(x∗) ·
x∗

f(x∗)
< 1.

Отметим, что теорема 7.2. доказана в [5] другим методом при по-
мощи очень громоздких вычислений.

Пример 7.1. Рассмотрим однородную популяцию, которая при
стационарном режиме эксплуатации u(n) ≡ u ∈ (0, 1], n = 0, 1, 2, . . . ,

задана разностным уравнением

x(n+ 1) = 3, 2(1− u)x(n)
(
1− (1− u)x(n)

)
, n = 0, 1, 2, . . . . (7.14)

Найти значение эффективности при стационарном режиме эксплуатации
для любого u ∈ (0, 1] и наибольшее значение E

(
u, x(0)

)
.

Решени е. Пусть x̃(n) = (1 − u)x(n) — размер популяции после
извлечения ресурса. Тогда

x̃(n+ 1) = 3, 2(1− u)x̃(n)
(
1− x̃(n)

)
, n = 0, 1, 2, . . . . (7.15)

Отметим, что при отсутствии эксплуатации поведение траекторий урав-
нения (7.15) описано в монографии [18, c. 8-13], результаты которой мы
используем. В частности, из [18] следует, что при λ = 3, 2(1− u) ∈ (0, 1]

уравнение (7.15) имеет только одну неподвижную точку x̃ = 0 и она
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устойчивая; при λ ∈ (1; 3] неподвижная точка x̃ = 0 теряет устойчи-

вость и появляется еще одна устойчивая неподвижная точка x̃∗ = 1− 1

λ
.

Далее, при переходе λ через значение λ1 = 3 неподвижная точка x̃∗ ста-
новится неустойчивой и при λ ∈ (3; 1+

√
6] от нее рождается устойчивый

цикл периода два, который образуют точки

β1,2 =
λ+ 1±

√
λ2 − 2λ− 3

2λ
.

Отсюда в силу следствия 7.1 получаем, что при u >
11

16
значение эффек-

тивности E
(
u, x(0)

)
равно нулю; при u ∈

( 1

16
,
11

16

)
выполнено равенство

E
(
u, x(0)

)
= x(u) =

x̃(u)

1− u
=

11− 16u

16(1− u)2
.

При λ > 3, то есть при u ∈
(

0,
1

16

)
получаем

E
(
u, x(0)

)
=
β1 + β2

1− u
=

21− 16u

16(1− u)2
.

Несложно посчитать, что наибольшее значение эффективности равно 4/5

и достигается при u = 3/8.

Отметим также, что наибольшее значение эффективности в силу
теоремы 7.1 можно найти сразу как наибольшее значение функции

f(x) = 3, 2x(1− x)

(несложно посчитать, что оно достигается в точке x = 1/2 и равно 4/5).

Пример 7.2. Рассмотрим однородную популяцию, которая при
стационарном режиме эксплуатации u(n) ≡ u ∈ (0, 1], n = 0, 1, 2, . . . , за-
дана разностным уравнением (7.14). Найти значение средней временной
выгоды при стационарном режиме эксплуатации для любого u ∈ (0, 1] и
наибольшее значение H

(
u, x(0)

)
.

Решени е. Из результатов примера 7.1 следует, что при u >
11

16
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значение средней временной выгоды равно нулю; при u ∈
( 1

16
,
11

16

)
вы-

полнено равенство

H
(
u, x(0)

)
= x(u)u =

x̃(u)u

1− u
=

11u− 16u2

16(1− u)2
.

При λ > 3, то есть при u ∈
(

0,
1

16

)
получаем

H
(
u, x(0)

)
=

(β1 + β2)u

1− u
=

21u− 16u2

16(1− u)2
,

следовательно, наибольшее значение средней временной выгоды равно
121/320 и достигается при u = 11/21.

Наибольшее значение средней временной выгоды в силу теоремы
7.2 можно также найти как наибольшее значение функции

d(x) = 3, 2x(1− x)− x.

Для данной функции наибольшее значение достигается в точке x =

11/32 и равно 121/320.

Оптимальные стационарные режимы эксплуатации
структурированной популяции

Напомним, что структурированной популяцией мы называем по-
пуляцию, которая содержит несколько отдельных видов x1, . . . , xk, либо
разделена на k > 2 групп по возрасту или другому признаку. Обозна-
чаем через xi(n), i = 1, . . . , k, количество ресурса каждого из k видов
или возрастных классов в момент времени n = 0, 1, 2, . . .. Тогда развитие
популяции при отсутствии эксплуатации задается системой разностных
уравнений (7.1):

x(n+ 1) = F
(
x(n)

)
, n = 0, 1, 2, . . . ,

где x(n) = col
(
x1(n), . . . , xk(n)

)
, то есть x(n) — вектор-столбец с коор-

динатами x1(n), . . ., xk(n), F (x) = col
(
f1(x), . . . , fk(x)

)
.
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Теорема 7.3. Предположим, что выполнены следующие условия:

(1) функция D(x)
.
=

k∑
i=1

Ci
(
fi(x) − xi

)
достигает максимального

значения в точке x∗ ∈ Rk
+ и x∗i 6 fi(x

∗) 6= 0 для любого i = 1, . . . , n;

(2) точка F (x∗) является асимптотически устойчивым положе-

нием равновесия системы (6.4) при u = u∗ =
(

1− x∗1
f1(x∗)

, . . . , 1− x∗k
fk(x∗)

)
.

Тогда для любого x(0) ∈ A
(
F (x∗)

)
функция H

(
u, x(0)

)
достигает

максимального значения

H
(
u∗, x(0)

)
= D(x∗) =

k∑
i=1

Ci
(
fi(x

∗)− x∗i
)

(7.16)

при стационарном режиме эксплуатации u∗ = (u∗, . . . , u∗, . . .).

Док а з а т е л ь с т в о. В силу утверждения 7.1, нужно найти наи-
большее значение функции

z(u)
.
=

k∑
i=1

Cixi(u)ui =
k∑
i=1

Cifi(x(u))ui,

где x(u) = (x1(u), . . . , xn(u)) является неподвижной точкой уравнения
(7.1). Тогда

z(u) =
k∑
i=1

Cifi(x(u))−
k∑
i=1

Ci(1− ui)fi(x(u)) =

=
k∑
i=1

Ci(fi(x(u))− xi(u)) = D(x(u)).

Следовательно, наибольшее значение z(u) совпадает с наибольшим зна-
чениемD(x) и достигается при x(u) = x∗. И так как x(u) — неподвижная
точка уравнения (7.1), то

u∗ =
(

1− x∗1
f1(x∗)

, . . . , 1− x∗k
fk(x∗)

)
.
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Теорема доказана.

Введем в рассмотрение функцию

E(x)
.
=

k∑
i=1

Ci
(
fi(x)− xi

)(
k −

k∑
i=1

xi
fi(x)

)−1

.

Теорема 7.4. Предположим, что выполнены следующие условия:

(1) функция E(x) достигает максимального значения в точке
x∗ ∈ Rk

+ и x∗i 6 fi(x
∗) 6= 0 для любого i = 1, . . . , k;

(2) точка F (x∗) является асимптотически устойчивым положе-
нием равновесия системы (6.4) при

u = u∗ =
(

1− x∗1
f1(x∗)

, . . . , 1− x∗k
fk(x∗)

)
.

Тогда для любого x(0) ∈ A
(
F (x∗)

)
функция E

(
u, x(0)

)
достигает

максимального значения

E
(
u∗, x(0)

)
= E(x∗) (7.17)

при стационарном режиме эксплуатации u∗ = (u∗, . . . , u∗, . . .).

Док а з а т е л ь с т в о. В силу утверждения 7.1, нужно найти наи-
большее значение функции

W (u)
.
=

k∑
i=1

CiXi(u)ui

k∑
i=1

ui

=

k∑
i=1

Cifi(x(u))ui

k∑
i=1

ui

,

где x(u) = (x1(u), . . . , xn(u)) является неподвижной точкой уравнения
(7.1). Тогда
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W (u) =

k∑
i=1

Cifi(x(u))−
k∑
i=1

Ci(1− ui)fi(x(u))

k −
k∑
i=1

(1− ui)
=

=

k∑
i=1

Ci(fi(x(u))− xi(u))

k −
k∑
i=1

xi(u)

fi(x(u))

= E(x(u)).

Следовательно, наибольшее значение функции W (u) совпадает с наи-
большим значением E(x) и достигается при x(u) = x∗. И так как x(u) —
неподвижная точка уравнения (7.1), то

u∗ =
(

1− x∗1
f1(x∗)

, . . . , 1− x∗k
fk(x∗)

)
.

Теорема доказана.
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ЗАДАЧИ

К главам 1, 2 и 3

1. Пусть x0 = 0, 5. Рассмотреть решения логистического уравнения
(1.3) при значениях параметра роста a = 0, 5; 1, 5; 2; 3; 3, 5; 3, 9 и описать
особенности поведения этих решений.

2. Найти положения равновесия уравнения

xn+1 = x2
n, n = 0, 1, . . .

и исследовать их на устойчивость. Доказать, что это уравнение не имеет
циклов периода k > 2.

3. Найти положения равновесия уравнения

xn+1 =
4xn − x3

n

3
, n = 0, 1, . . .

и исследовать их на устойчивость. Нарисовать график функции, за-
дающей данное уравнение и лестницу Ламерея, выходящую из точек
x0 = 0.2, x0 = 2.2, x0 = 3. Показать по графику, что точки периода
два существуют.

4. Привести пример уравнения (1.2), которое имеет одну неподвиж-
ную точку и бесконечно много точек периода два. Каким свойством об-
ладают графики функций f(x), задающих данное уравнение?

5. Пусть в уравнении (1.2) функция f : [0, 4]→ [0, 4] такая, что

f(0) = 2, f(1) = 4, f(2) = 3, f(3) = 1, f(4) = 0

и на каждом отрезке [n, n+ 1], 0 6 n 6 3 функция f линейна. Доказать,
что f имеет точки периода 5, а точек периода 3 не имеет.

6. Доказать, что в модели Риккера

xn+1 = xn exp
{
r
(

1− xn
K

)}
, n = 0, 1, . . .

цикл длины два существует, если r > 2.

70



7. Исследовать динамику популяции, заданной моделью Скеллама

xn+1 = a
(
1− e−bxn

)
, n = 0, 1, . . . ,

где a > 0, b > 0 — постоянные. При каких условиях положение рав-
новесия x∗ = 0 устойчиво? Доказать, что если x∗ = 0 неустойчиво, то
существует устойчивое положение равновесия x∗2 > 0.

8. Провести исследование динамики популяции, заданной уравне-
нием

xn+1 =
mx2

n

x2
n + b

, n = 0, 1, . . . ,

где параметр m > 0 характеризует воспроизводительную способность
вида, b > 0 определяет внутривидовую конкуренцию при малых числен-
ностях. Рассмотреть общий случай и случаи m = 4, b = 3; m = 3, b = 4.

9. Провести исследование динамики плотности популяции, задан-
ной уравнением

xn+1 =
(
1− σ + µe−cxn

)
xn, n = 0, 1, . . . ,

где постоянная σ ∈ (0, 1) является коэффициентом смертности; пара-
метр c > 0 характеризует экологическую емкость среды; постоянная
µ > 0 — коэффициент рождаемости. Предполагается, что численность
пополнения, приходящегося на одну взрослую особь, выражается функ-
цией

h(x, µ) = µe−cx.

10. Провести исследование динамики плотности популяции, задан-
ной уравнением

xn+1 =
axn

(1 + bxn)β
, n = 0, 1, . . . ,

где постоянные a, b, β положительные. Данное уравнение хорошо опи-
сывает динамику численности 28 видов сезонно размножающихся насе-
комых с неперекрывающимися поколениями.
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11. Для контроля численности насекомых существует стратегия
добавления стерильных насекомых в общую популяцию, при этом число
стерильных насекомых должно поддерживаться на постоянном уровне.
В результате получается следующая математическая модель, отобража-
ющая динамику данной популяции:

xn+1 =
rx2

n
r−1
m x2

n + xn + S
, n = 0, 1, . . . ,

где r > 1, m > 0, постоянная S > 0 — размер популяции стерильных
насекомых. Найти положения равновесия и исследовать их на устойчи-
вость. Найти критическое значение Sc численности стерильных насеко-
мых такое, что если S > Sc, то популяция вымирает.

12. Провести исследование динамики плотности популяции, задан-
ной уравнением

xn+1 =
axn

1 + bxn
, n = 0, 1, . . . ,

где постоянные a и b положительные. Рассмотреть общий случай и част-
ные случаи a = 1, b = 3 и a = 2, b = 0, 5. Какие популяции может
описывать данное уравнение?

К главам 4 и 5

1. Найти решение уравнения

x(n+ 1) = Lx(n), n = 0, 1, . . . ,

для популяции из трех возрастных групп с матрицей Лесли

L =

 0 2 4

1/3 0 0

0 1/4 0

 ,

если исходная популяция состоит из 5 самок среднего возраста и 10 самок
старшего возраста.
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2. Провести исследование динамики возрастной структуры попу-
ляции, заданной следующими матрицами Лесли и начальным распреде-
лением X(0) :

1) L =

(
1, 6 1, 2

0, 4 0

)
, X(0) = (10, 10).

2) L =

1/4 5/2 2

1/4 0 0

0 1/4 0

 , X(0) = (15, 15, 0).

3) L =

5/4 11/4 4

1/2 0 0

0 1/8 0

 , X(0) = (45, 15, 0).

4) L =

 0 1 2

0, 125 0 0

0 0, 25 0

 , X(0) = (10, 10, 1).

Найти репродуктивный потенциал и установить предельную возрастную
структуру популяции.

3. Предположим, что особи популяции живут три года и оставляют
потомство только на второй год жизни. Половина особей первой возраст-
ной группы и третья часть особей второй группы через год переходят в
следующую возрастную группу. Особи-двухлетки производят за год 12
новых. Установить предельную возрастную структуру популяции.

4. Доказать, что собственный вектор матрицы Лесли, соответству-
ющий собственному значению λi, может быть найден следующим обра-
зом:

hi =
(

1,
s1

λi
,
s1s2

λ2
i

, . . . ,
s1s2 . . . sn−1

λn−1
i

)
.

5. С помощью репродуктивного потенциала исследовать предель-
ное поведение X(k) при k →∞ для уравнения (5.2) с матрицей Лефко-
вича
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A =



0 0 2 4 4 3

0, 5 0, 2 0 0 0 0

0 0, 6 0, 3 0 0 0

0 0 0, 5 0, 4 0 0

0 0 0 0, 5 0, 2 0

0 0 0 0 0, 4 0, 3


.

6. Рассмотрим модель популяции мучного жука Tribolium. Насе-
комое повреждает в основном муку, а также рис, пшеницу, кукурузу,
горох, фасоль, арахис, сухофрукты. Жук Tribolium имеет три стадии
развития — личинки, куколки и взрослые насекомые. Только что от-
ложенная личинка проводит около двух недель до вступления в фазу
куколки, которая имеет примерно ту же продолжительность. Поэтому
в следующей модели естественно принять 2 недели за единицу времени.
Получаем уравнение (5.2) с матрицей

A =

 0 0 b3

s1 0 0

0 s2 r3

 .

Здесь b3 — коэффициент рождаемости, то есть среднее количество ли-
чинок, отложенных одним взрослым насекомым за единицу времени, ко-
эффициенты s1 и s2 равны доле числа личинок и куколок, перешедших
в следующую стадию за 1 шаг по времени. Доля взрослых насекомых,
не погибших за 2 недели, равна коэффициенту r3. Отметим, что дан-
ная модель хорошо описывает динамику популяции жука только при
небольших размерах данной популяции. Численность популяции жуков
ограничивается их каннибализмом, когда жуки и личинки поедают яйца
и куколок собственного вида. Причем каннибализм усиливается с увели-
чением плотности популяции насекомых.

Найти репродуктивный потенциал матрицы A. Исследовать пре-
дельное поведение X(k) при k → ∞, если b3 = 60, s1 = 0.25, s2 = 0.4,

r3 = 0.5.
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УКАЗАНИЯ И ОТВЕТЫ

К задачам глав 1, 2 и 3

1. Указание. Найдите последовательно значения x1, x2, . . . из ра-
венства xn+1 = axn(1 − xn), n = 0, 1, . . . . Например, если x0 = 0, 5,

a = 0, 5, то x1 = 0, 53 = 0, 125, x2 = 0, 5 · 0, 125 · 0, 875 = 0, 0546875,

решение стремится к нулю при n→∞.

2. Указание. Чтобы доказать, что уравнение не имеет циклов пе-
риода два, решим уравнение f 2(x) = x, которое равносильно уравнению
x4 = x и имеет решения x1 = 0, x2 = 1. Эти решения совпадают с
неподвижными точками, поэтому цикл периода два не существует. По
теореме А. Н. Шарковского, уравнение не имеет циклов никакого пери-
ода, кроме периода один.

Ответ. Уравнение имеет два положения равновесия x∗1 = 0 (устой-
чивое) и x∗2 = 1 (неустойчивое).

3. Ответ. Уравнение имеет три положения равновесия x∗1 = 0 (неус-
тойчивое), x∗2 = 1, x∗3 = −1 (устойчивые).

4. Ответ. Уравнение (1.2), например, может быть задано функцией

f(x) =
1

x
, x > 0 или f(x) = C − x, x ∈ [0, C], где C > 0 — посто-

янная. Графики функций, задающих данное уравнение, должны быть
симметричными относительно биссектрисы первого координатного угла
или содержать бесконечно много пар точек, симметричных относительно
этой биссектрисы.

5. Указание. Найдем последовательно f 5(0) : f(0) = 2,

f 2(0) = f(2) = 3, f 3(0) = f(3) = 1, f 4(0) = f(1) = 4, f 5(0) = f(4) = 0,

поэтому точка 0 является периодической с периодом пять. Точки 1, 2, 3, 4

также периодические с периодом пять. Чтобы показать, что функция
f точек периода 3 не имеет, нужно нарисовать графики функций f(x)

и f 3(x) и показать, что f 3(x) имеет только одну неподвижную точку
x = 7/3, которая является неподвижной точкой функции f(x).

6. Указание. Докажите, что цикл длины два существует, если для
производной функции f 2(x) выполнены неравенства (f 2(0))′ > 1,

(f 2(K))′ > 1. Так как (f 2(0))′ = e2r, (f 2(K))′ = (1 − r)2, то цикл цикл
длины два существует при r > 2.
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7. Ответ. Положение равновесия x∗ = 0 устойчиво, если ab 6 1.

8. Ответ. Если m2 < 4b, то уравнение имеет одно положение рав-
новесия x∗ = 0, которое является асимптотически устойчивым. Если
m2 > 4b, то существует три положения равновесия:

x∗1 = 0, x∗2 =
m−

√
m2 − 4b

2
, x∗3 =

m+
√
m2 − 4b

2
,

причем x∗1 и x∗3 — устойчивые и x∗2 — неустойчивое. Если m2 = 4b,

то уравнение имеет два положения равновесия x∗ = 0 (устойчивое) и
x∗2 = m/2 (полуустойчивое). При m = 4, b = 3 уравнение имеет три
положения равновесия x∗1 = 0, x∗2 = 1, x∗3 = 3; при m = 3, b = 4 — одно
положение равновесия x∗ = 0.

9. Ответ. Уравнение имеет одно положение равновесия x∗1 = 0, если

µ 6 σ и два положения равновесия x∗1 = 0, x∗2 =
lnµσ

c
, если µ > σ. Если

µ 6 σ, то положение равновесия x∗1 = 0 асимптотически устойчиво; от-
сюда следует, что xn → 0 при n→∞, то есть популяция вымирает. Если
σ < µ 6 σe1/σ, наблюдается монотонный рост до устойчивого стационар-
ного состояния x∗2. Если σe1/σ < µ 6 σe2/σ, то происходят затухающие
колебания относительно стационарного состояния. Если µ > σe2/σ, ста-
ционарное состояние становится неустойчивым и тип динамики зависит
не только от µ, но и от начального размера популяции.

10. Ответ. Если a 6 1, то уравнение имеет одно устойчивое по-
ложение равновесия — x∗1 = 0. Если a > 1, существует два положения

равновесия — x∗1 = 0 (неустойчивое) и x∗2 =
a

1
β − 1

b
(устойчивое).

11. Ответ. Если S >
m(r − 1)

4
, то существует одно устойчивое по-

ложение равновесия — x∗1 = 0. Если S =
m(r − 1)

4
, то положений рав-

новесия два — x∗1 = 0 (устойчивое) и x∗2 = m/2 (полуустойчивое). Если

S <
m(r − 1)

4
, существует три положения равновесия — x∗1 = 0 (устойчи-

вое), x∗2 =
m

2
− m

√
D

2(r − 1)
(неустойчивое), x∗3 =

m

2
+

m
√
D

2(r − 1)
(устойчивое),

D = (r − 1)2 − 4S(r − 1)

m
. Sc =

m(r − 1)

4
.
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К задачам глав 4 и 5

2. Ответ. 2) X(k) = 2h1 − 5(−2)−kh2 + 3(−4)−kh3, где
h1 = (16, 4, 1)∗, h2 = (4, 6, 1)∗, h3 = (1,−1, 1)∗, L(k) = (32, 8, 2)∗.

3) X(k) =
3

4
2kh1−

3

4
(−2)−kh2, где h1 = (64, 16, 1)∗, h2 = (4,−4, 1)∗,

L(k) =
3

4
2kh1.

4) X(k) = C1λ
k
1h1 + C2λ

k
2h2 + C3λ

k
3h3, где λ1 =

1

2
, λ2 =

−1 + i

4
,

λ3 =
−1− i

4
, h1 = (8, 2, 1)∗, h2 = (4,−1 − i, i)∗, h3 = (4,−1 + i,−i)∗.

L(k) = C1λ
k
1h1.

6. Ответ. λmax = 2, X(k) ≈ C1(λmax)
kh1, h1 =

(
1,

1

8
,

1

30

)
.
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Теория разностных уравнений находит свое применение во многих
областях естествознания при моделировании поведения систем различ-
ной природы.

В пособии рассматриваются разностные уравнения, описывающие
биологические процессы, а также проанализированы наиболее известные
модели, такие как модель Мальтуса, модель ограниченного роста, модель
Морана-Риккера и другие.

Одна из важнейших задач математической биологии – задача эф-
фективного управления возобновляемыми природными ресурсами. В по-
собии указанная проблема рассматривается с экологической и экономи-
ческой точек зрения: необходимо построить управление промысловым
изъятием возобновляемого ресурса, при котором значение средней вре-
менной выгоды будет наибольшим.

Автор надеется, что пособие вызовет научный интерес у студентов
и будет полезно преподавателям при проведении занятий.
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