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Ââåäåíèå

Â ïîñîáèè ïîäðîáíî ðàññìàòðèâàåòñÿ îäíà èç ôóíäàìåíòàëüíûõ è óíè-
âåðñàëüíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ êîíñòðóêöèé � àëãåáðà ìàòðèö. Ýòà àëãåáðà
èìååò ìíîãî÷èñëåííûå ïðèìåíåíèÿ è ÷àñòî èñïîëüçóåòñÿ âî âñåõ ðàçäå-
ëàõ ìàòåìàòèêè.

Ïàðàëëåëüíî ñ èçëîæåíèåì ìàòåðèàëà ïðåäëàãàåòñÿ ðåøèòü çàäà÷è êàê
òåîðåòè÷åñêîãî, òàê è ïðàêòè÷åñêîãî ïëàíà.

Ïîñîáèå ïî àëãåáðå ìàòðèö âêëþ÷àåò â ñåáÿ ñëåäóþùèå ðàçäåëû: ïðåäâà-
ðèòåëüíûå ñâåäåíèÿ (ëèíåéíûå ïðîñòðàíñòâà, ëèíåéíûå îïåðàòîðû, ïî-
íÿòèå ìàòðèöû, îïåðàöèè íàä ìàòðèöàìè), îïðåäåëèòåëè ìàòðèö (îïðå-
äåëèòåëè ìàëûõ ïîðÿäêîâ, ñâîéñòâà îïðåäåëèòåëåé, îïðåäåëèòåëü ñ óã-
ëîì íóëåé, îïðåäåëèòåëü Âàíäåðìîíäà), ðàçëîæåíèÿ ìàòðèö, ñîáñòâåí-
íûå ÷èñëà è ñîáñòâåííûå âåêòîðû êâàäðàòíûõ ìàòðèö, ðàíã ìàòðèöû,
ïðèëîæåíèÿ ê ðåøåíèþ ñèñòåì ëèíåéíûõ óðàâíåíèé.

Öåëü ïîñîáèÿ � êðàòêî, íî òî÷íî è ïîñëåäîâàòåëüíî èçëîæèòü âñå îñ-
íîâíûå ðåçóëüòàòû è ïîíÿòèÿ, âõîäÿùèå â ïåðå÷åíü, ïðèâåäåííûé âû-
øå. Äàíî ìíîãî êîììåíòàðèåâ è ðàçúÿñíÿþùèõ ïðèìåðîâ, ïðåäëîæåíî
ìíîæåñòâî çàäà÷. Ïîýòîìó ïîñîáèå íå ïðåòåíäóåò íà ðîëü ó÷åáíèêà ïî
ìàòåìàòèêå; îíî ñêîðåå áëèæå ê ñïðàâî÷íèêó ïî êóðñó àëãåáðû ìàòðèö.

Â ïîñîáèè íå ïðèâîäÿòñÿ ñâåäåíèÿ èñòîðè÷åñêîãî õàðàêòåðà è çà÷àñòóþ
íå óêàçûâàåòñÿ àâòîðñòâî òåîðåì. Ñâÿçàíî ýòî ñ òåì îáñòîÿòåëüñòâîì,
÷òî â íåì èçëàãàþòñÿ òîëüêî êëàññè÷åñêèå, äàâíî óñòîÿâøèåñÿ ôàêòû, î
êîòîðûõ íàïèñàíî íåìàëî èñòîðè÷åñêèõ òåêñòîâ.

Â ïîñîáèè èñïîëüçóþòñÿ îáùåïðèíÿòûå îáîçíà÷åíèÿ:

• êîíåö äîêàçàòåëüñòâà èëè åãî îòñóòñòâèå îáîçíà÷àåòñÿ çíàêîì �;

• ñîîòíîøåíèå a := b îçíà÷àåò, ÷òî a ïî îïðåäåëåíèþ èëè ïî ñîãëàøå-
íèþ ðàâíî b;

• Z � êîëüöî öåëûõ ÷èñåë;

• Q � ïîëå ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë;

• R � ïîëå äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë;
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• C � ïîëå êîìïëåêñíûõ ÷èñåë;

• A ⊆ B � ìíîæåñòâî A åñòü ÷àñòü ìíîæåñòâà B; â òî âðåìÿ êàê
A ⊂ B îáîçíà÷àåò ñîáñòâåííóþ ÷àñòü, íå ñîâïàäàþùóþ ñ B.

Íóìåðàöèÿ çàäà÷, îïðåäåëåíèé, òåîðåì, ïðåäëîæåíèé, ëåìì è ïðèìåðîâ
ñïëîøíàÿ â ïðåäåëàõ âñåãî òåêñòà ïîñîáèÿ.

6



Ìàòðèöû

Ìàòðèöåé ðàçìåðà m × n (êðàòêî m × n-ìàòðèöåé) íàçûâàþò òàáëèöó
ýëåìåíòîâ, ñîñòîÿùóþ èç m ñòðîê è n ñòîëáöîâ.

A =


a11 a12 a13 .... a1n
a21 a22 a23 .... a2n
a31 a32 a33 .... a3n
...
am1 am2 am3 .... amn

 . (0.1)

Ìàòðèöû áóäåì îáîçíà÷àòü ïðîïèñíûìè ëàòèíñêèìè áóêâàìè � A,B,C
è ò.ä. Áîëåå êîìïàêòíàÿ çàïèñü ìàòðèöû (0.1) ñëåäóþùàÿ: A = (aij)m×n.
Çäåñü èíäåêñ i ïðîáåãàåò îò 1 äîm, à j èçìåíÿåòñÿ îò 1 äî n íåçàâèñèìî îò
i. Ýëåìåíòû ìàòðèöû ìîãóò áûòü ðàçíîé ïðèðîäû: ÷èñëà, ìíîãî÷ëåíû,
ôóíêöèè è äàæå ñàìè ìàòðèöû.

(
−3 1 2
7 0 2.5

)
;

(
λ2 + 1 2
−λ 5

)
; (ex, sinx, cosx, 1)(

A B
C D

)
, ãäå A = D =

(
1 0
0 1

)
; B = C =

(
0 −1
−1 0

)
Îáðàòèì âíèìàíèå íà äâîéíîé èíäåêñ (i, j), óêàçûâàþùèé â êàêîé ñòðîêå
è â êàêîì ñòîëáöå ñòîèò ýëåìåíò aij � â i-îé ñòðîêå è j-îì ñòîëáöå. Äëÿ
çàïîëíåíèÿ m × n-ìàòðèöû òðåáóåòñÿ m · n ýëåìåíòîâ. Òîò ôàêò, ÷òî
èíäåêñ i ïðîáåãàåò îò 1 äî m, à j ïðîáåãàåò îò 1 äî n íå ïðèíöèïèàëåí.
Íóìåðàöèþ ìîæíî íà÷èíàòü, íàïðèìåð, ñ íóëÿ êàê ýòî ÷àñòî äåëàåòñÿ â
ïðîãðàììèðîâàíèè. Çàìåòèì, åñëè ïîëàãàòü 0 ≤ i ≤ m, 0 ≤ j ≤ n, òî
ýòî óæå áóäåò (m + 1) × (n + 1)-ìàòðèöà, ñîäåðæàùàÿ mn + m + n + 1
ýëåìåíòîâ.

Îïèøåì íåñêîëüêî ñèòóàöèé, êîãäà ìàòðèöû âîçíèêàþò åñòåñòâåííûì
îáðàçîì. Ðàññìîòðèì ïðåîáðàçîâàíèå ïëîñêîñòè Oxy. Â îáùåì ñëó÷àå
ýòî ïðåîáðàçîâàíèå çàäàåòñÿ äâóìÿ ôóíêöèÿìè äâóõ ïåðåìåííûõ{

u = f(x, y);

v = g(x, y)
(0.2)

è ìîæåò áûòü óñòðîåíî âåñüìà ñëîæíî.
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1 . Íàéòè îáðàç åäèíè÷íîãî êâàäðàòà 0 ≤ x, y ≤ 1, åñëè u = xy, à
v = x+ y.

Êàê ïðèáëèæåíèå ïåðâîãî ïîðÿäêà ê îáùåìó ñëó÷àþ (0.2) ìîæíî ðàñ-
ñìàòðèâàòü àôèííî-ëèíåéíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ïëîñêîñòè{

u = ax+ by + f0

v = cx+ dy + g0,
(0.3)

ãäå a, b, c, d, f0, g0 êîíêðåòíûå ÷èñëà. Ïðåîáðàçîâàíèå (0.3) ïîëíîñòüþ çà-
äàåòñÿ 2× 3-ìàòðèöåé (

a b f0
c d g0

)
,

êîòîðóþ óäîáíî ðàçäåëèòü íà äâå ïîäìàòðèöû:(
a b

c d

)
;

(
f0
g0

)
,

ïåðâàÿ èç êîòîðûõ � êâàäðàòíàÿ, à âòîðàÿ � ñòîëáåö âûñîòû 2. Ïðåîáðà-
çîâàíèå (0.3) îñòàâëÿåò íà÷àëî êîîðäèíàò, òî÷êó O(0; 0), íà ìåñòå, åñëè
f0 = g0 = 0. Â ýòîì ñëó÷àå ïðåîáðàçîâàíèå (0.3) íàçîâåì ëèíåéíûì. Ñ
äðóãîé ñòîðîíû, åñëè a = b = c = d = 0, òî ïðåîáðàçîâàíèå u = x + f0,
v = y + g0 çàäàåò ïàðàëëåëüíûé ïåðåíîñ ïëîñêîñòè íà âåêòîð f0i + g0j.
Çäåñü è äàëåå i, j � åäèíè÷íûå âåêòîðà ñîíàïðàâëåííûå ñ îñÿìè Ox è Oy
ñîîòâåòñòâåííî.

2 . Íàéòè îáðàç åäèíè÷íîãî êâàäðàòà 0 ≤ x, y ≤ 1, åñëè 1) u = x+ 2y, à
v = y; 2) u = 1√

2
(x− y), à v = 1√

2
(x+ y).

Ðàññìîòðèì äâà ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèÿ

F :

{
u = a1x+ b1y

v = c1x+ d1y,
; G :

{
z = a2u+ b2v

w = c2u+ d2v

Íàéäåì çàêîí ïðåîáðàçîâàíèÿ G ◦ F , êîãäà ñíà÷àëà ìû ïðèìåíÿåì F ,
à ïîòîì G. Äëÿ ýòîãî âî âòîðóþ ñèñòåìó ïîäñòàâèì u è v èç ïåðâîé
ñèñòåìû:{
z = a2(a1x+ b1v) + b2(c1x+ d1y)

w = c2(a1x+ b1y) + d2(c1x+ d1y)

{
z = (a2a1 + b2c1)x+ (a2b1 + b2d1)y

w = (c2a1 + d2c1)x+ (c2b1 + d2d1)y

(0.4)
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Êàê ìû âèäèì, ïîñëåäîâàòåëüíîå ïðèìåíåíèå îòîáðàæåíèÿ F , à çàòåì G
ñíîâà áóäåò ëèíåéíûì è çàäàåòñÿ ìàòðèöåé(

a2a1 + b2c1 a2b1 + b2d1
c2a1 + d2c1) c2b1 + d2d1

)

êîòîðóþ ëîãè÷íî íàçâàòü ïðîèçâåäåíèåì ìàòðèöû

(
a2 b2
c2 d2

)
íà ìàòðèöó(

a1 b1
c1 d1

)
(èìåííî â ýòîì ïîðÿäêå!).

3 . Íàéòè ïðîèçâåäåíèÿ

1)

(
4 1
−3 2

)
·
(

0 7
2 −2

)
2)

(
cosφ sinφ
− sinφ cosφ

)
·
(

cosψ sinψ
− sinψ cosψ

)
; 3)

(
1 1
0 1

)n
Ëèíåéíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ïðîñòðàíñòâàOxyz çàäàþòñÿ óæå 3×3-ìàòðèöàìè:

u = a1x+ b1y + c1z

v = c = a2x+ b2y + c2z,

t = a3x+ b3y + c3z

→

a1 b1 c1
a2 b2 c2
a3 b3 c3

 (0.5)

4 . Âûâåñòè çàêîí óìíîæåíèÿ 3×3-ìàòðèö òàêæå, êàê ýòî ñäåëàíî âûøå
äëÿ 2× 2-ìàòðèö. Ïåðåìíîæèòü 2 1 3

−1 2 5
3 0 1

 ·
 3 1 1
−4 1 2
0 1 3


Åñòåñòâåííûì îáîáùåíèåì ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïëîñêîñòè è òðåõ-
ìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå ïðîñòðàíñòâà
ñòðîê Rn = {(x1, x2, . . . , xn) | xj ∈ R} äëèíû n, êîòîðîå çàäàåòñÿ ìàòðè-
öåé âèäà (0.1) ñ óñëîâèåì m = n.

Âñïîìíèì ïðÿìî ïðîïîðöèîíàëüíóþ çàâèñèìîñòü y = kx çàäàþùóþ ëè-
íåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå ïðÿìîé Ox. Çäåñü â ðîëè ìàòðèöû âûñòóïàåò ÷èñ-
ëî k � êîýôôèöèåíò ïðîïîðöèîíàëüíîñòè. ×èñëî ìîæíî ðàññìàòðèâàòü
êàê ìàòðèöó ðàçìåðà 1 × 1. Òàêóþ "ìàòðèöó" â ñêîáêè çàêëþ÷àòü íå
îáÿçàòåëüíî.

Ïîñòàâèì ðÿä âîïðîñîâ, êîòîðûå âîçíèêàþò â ñâÿçè ñ ëèíåéíûìè ïðåîá-
ðàçîâàíèÿìè ïëîñêîñòè è ïðîñòðàíñòâà.
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• Åñëè çàäàí îáðàç u = u0, v = v0, t = t0 â ñîîòíîøåíèè (0.5), òî
êàê íàéòè ïðîîáðàç x, y, z è ïðè êàêèõ óñëîâèÿõ ñóùåñòâóåò ýòîò
ïðîîáðàç. Èíûìè ñëîâàìè ðå÷ü èäåò î ðåøåíèè ëèíåéíîé ñèñòåìû
(0.5) îòíîñèòåëüíî x, y, z.

• Ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå (0.3) ìåíÿåò, âîîáùå ãîâîðÿ, ïëîùàäè ôè-
ãóð. Êàêèì îáðàçîì (âî-ñêîëüêî ðàç)? Àíàëîãè÷íûé âîïðîñ îòíî-
ñèòåëüíî èçìåíåíèÿ îáúåìîì òåë ïðè ïðèìåíåíèè ïðåîáðàçîâàíèÿ
(0.5).

• Ïðè êàêîì óñëîâèè ñóùåñòâóåò îáðàòíîå ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå
è êàê åãî íàéòè.

• Åñëè ìàòðèöû ðàññìàòðèâàòü êàê îáîáùåíèå ÷èñåë, òî êàê äàëå-
êî ìîæíî ðàçâèòü àëãåáðó ìàòðèö? Ìîæíî ëè íàõîäèòü çíà÷åíèÿ
ôóíêöèé îò ìàòðèö?

• Ìàòðèöà ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ â äðóãîé ñèñòåìå êîîðäèíàò ìî-
æåò âûãëÿäåòü èíà÷å. Êàê íàéòè "õîðîøóþ" ñèñòåìó êîîðäèíàò, â
êîòîðîé ìàòðèöà ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ âûãëÿäåëà áû íàèáîëåå
ïðîñòî.

Ðàçíîîáðàçíûå ìàòðèöû âîçíèêàþò è ïðè èçó÷åíèè ãðàôîâ, óæå íà ïåð-
âîíà÷àëüíîì ýòàïå. Ãðàô ïî îïðåäåëåíèþ åñòü ìíîæåñòâî òî÷åê {v1, v2, . . . , vn}
(âåðøèíû ãðàôà), íåêîòîðûå ïàðû èç êîòîðûõ ñîåäèíåíû äóãàìè (ðåá-
ðàìè). Ñîïîñòàâèì òàêîìó ãðàôó n × n-ìàòðèöó ñìåæíîñòè A = (aij),
ãäå aij = 1, åñëè âåðøèíû vi, vj ñìåæíû, ò.å. ñîåäèíåíû äóãîé è ïîëàãàåì
aij = 0 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå. Íàïðèìåð, ïîëíîìó ãðàôó (ëþáàÿ ïàðà âåð-
øèí ñìåæíà) ñîïîñòàâëÿåòñÿ ìàòðèöà, ó êîòîðîé âñå ýëåìåíòû ðàâíû 1,
êðîìå ãëàâíîé äèàãîíàëè, ãäå ñòîÿò íóëè. À öèêëó C4 : v1−v2−v3−v4−v1
ñîïîñòàâëÿåòñÿ ìàòðèöà 

0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1
1 0 0 0

 (0.6)

5 . Ïîñòðîèòü ìàòðèöó ñìåæíîñòè ãðàôà "òðè äîìà, òðè êîëîäöà" c øå-
ñòüþ âåðøèíàìè h1, h2, h3, w1, w2, w3 ãäå êàæäûé "äîì" hi ñîåäèíåí ñ
êàæäûì "êîëîäöåì" wj òðîïèíêîé (=äóãîé).

Ïðè èçó÷åíèè ïîâåäåíèÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ (0.2) ïëîñêîñòè â ìàëîé îêðåñò-
íîñòè òî÷êè (a, b) åñòåñòâåííî ïîñòàâèòü âîïðîñ î ïðèáëèæåíèè ýòîãî
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ïðåîáðàçîâàíèÿ ëèíåéíûì. Îáîçíà÷èì ∆x = x − a, ∆y = y − b � ïðè-
ðàùåíèå àðãóìåíòîâ è ∆f = f(a + ∆x, b + ∆y) − f(a, b), ∆g = g(a +
∆x, b + ∆y) − g(a, b) � ïðèðàùåíèå ôóíêöèé f, g. Â àíàëèçå ôóíêöèé
ìíîãèõ ïåðåìåííûõ äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî òîãäà{

∆f ≈ ∂f
∂x∆x+ ∂f

∂y∆y;

∆g ≈ ∂g
∂x∆x+ ∂g

∂y∆y
(0.7)

ñ òî÷íîñòüþ äî îøèáêè � áåñêîíå÷íî ìàëîé âûñøåãî ïîðÿäêà ïî ñðàâíå-
íèþ ñ

√
∆x2 + ∆y2. Íàïðèìåð, ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå àïïðîêñèìèðó-

þùåå u = x2 + y2; v = xy â òî÷êå a = 3; b = 4 áóäåò èìåòü âèä{
∆f ≈ 6∆x+ 8∆y;

∆g ≈ 4∆x+ 6∆y

÷òî ìîæíî çàïèñàòü â ìàòðè÷íîì âèäå ñëåäóþùåì îáðàçîì:(
∆f
∆g

)
=

(
6 8
4 6

)
·
(

∆x
∆y

)
.

Ìàòðè÷íàÿ àëãåáðà

Ïåðåéäåì ê ôîðìàëüíûì îïðåäåëåíèÿì ìàòðèöû, åå ÷àñòåé, âèäîâ ðàç-
ëè÷íûõ ìàòðèö è àðèôìåòè÷åñêèì îïåðàöèÿì íàä ìàòðèöàìè.

Ôîðìàëüíî, íî ñòðîãî, ìàòðèöåé ðàçìåðà m × n íàä êîëüöîì R (ñì.
äîïîëíåíèå 1) íàçûâàåòñÿ îòîáðàæåíèå [1;m]N × [1;n]N → R. Ýëåìåíò,
ñîîòâåòñòâóþùèé ïàðå èíäåêñîâ (i, j), è ðàâíûé aij ∈ R, ñòîèò íà (i, j)-
îì ìåñòå. Ñëåäóþùèå "ïîäìàòðèöû" ìàòðèöû (0.1)

(ai1, ai2, . . . , ain);


a1j
a2j
...
amj


íàçûâàþòñÿ i-îé ñòðîêîé è j-ûì ñòîëáöîì ìàòðèöû A. Åñëè ìàòðèöà A
ñîäåðæèò ðîâíî îäíó ñòðîêó (îäèí ñòîëáåö), A íàçûâàåòñÿ ñòðîêîé (ñî-
îòâåòñòâåííî ñòîëáöîì), à ÷èñëî n íàçûâàåòñÿ åå äëèíîé (ñîîòâåòñòâåííî
÷èñëî m íàçûâàåòñÿ âûñîòîé). Êðàéíèé ñëó÷àé, êîãäà m = n = 1, ò.å.
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òàêàÿ ìàòðèöà ñîñòîèò è èç îäíîé ñòðîêè è èç îäíîãî ñòîëáöà. Òîãäà
åå åäèíñòâåííûé êîýôôèöèåíò â êðóãëûå ñêîáêè ìîæíî íå çàêëþ÷àòü, è
òàêóþ ìàòðèöó ìîæíî îòîæäåñòâëÿòü ñ ýëåìåíòîì êîëüöà R. Ìíîæåñòâî
ìàòðèö ôèêñèðîâàííîãî ðàçìåðà m× n îáîçíà÷àåòñÿ Mat(m× n;R).

Ïóñòü A = (aij) è B = (bij) � äâå m× n-ìàòðèöû. Òîãäà ñóììîé ìàòðèö
A è B íàçûâàåòñÿ m×n-ìàòðèöà A+B, (i, j)-ûé êîýôôèöèåíò êîòîðîé
ðàâåí aij+bij. Ïðîèçâåäåíèå ìàòðèöû A íà ýëåìåíò r ∈ R îïðåäåëÿåòñÿ
òàêæå ïîêîìïîíåíòíî: rA = (raij), Ar = (aij)r. Èíûìè ñëîâàìè, rA òàê
æå êàê è Ar � ìàòðèöû òîãî æå ðàçìåðà m×n è íà (i, j)-îì ìåñòå ó íèõ
ñòîÿò ýëåìåíòû raij è aijr ñîîòâåòñòâåííî.

Ìàòðèöà, ó êîòîðîé ÷èñëî ñòðîê è ñòîëáöîâ ñîâïàäàþò íàçûâàåòñÿ êâàä-
ðàòíîé. Ýëåìåíòû a11, a22, a33 è ò. ä. íàçûâàþòñÿ ãëàâíîé äèàãîíàëüþ
ìàòðèöû (0.1).

Ïðèâåäåì ïðèìåð ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ ìàòðèö íà ÷èñëî:

2 ·
(
−3 1
0 2

)
−
(

1 1
3 −2

)
=

(
−7 −1
−1 6

)

Òðàíñïîíèðîâàíèå ìàòðèö

Ïóñòü R � êîììóòàòèâíîå êîëüöî. Òðàíñïîíèðîâàíèå ìàòðèö � îïåðàöèÿ
íàä m × n-ìàòðèöåé A = (aij) (ñì. (0.1) ïðåâðàùàþùàÿ åå â m × n-
ìàòðèöó A>, ó êîòîðîé (i, j)-ûé êîýôôèöèåíò ðàâåí (j, i)-îìó êîýôôè-
öèåíòó ìàòðèöû A. Ñâîéñòâà îïåðàöèè òðàíñïîíèðîâàíèÿ ñëåäóþùèå:

(A+B)> = A> +B>; (rA)> = rA>r;
(
(A>)

)>
= A (0.8)

Ýòè ðàâåíñòâà âûïîëíÿþòñÿ äëÿ ëþáûõ ìàòðèö A,B ∈ Matm×n(R) è
ëþáîãî ýëåìåíòà r ∈ R.

6 . Âû÷èñëèòü 2A− 3B>, åñëè

A =

(
−3 1 2
7 0 2

)
; B =

2 0
1 2
3 −1


7 . Ñêîëüêî áèíàðíûõ (ñîäåðæàùèõ ëèøü 0 è 1) ìàòðèö ðàçìåðà 4× 5?
Ñêîëüêî ìàòðèö ðàçìåðà m× n íàä êîëüöîì èç k ýëåìåíòîâ?
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Ïðîèçâåäåíèå ìàòðèö

Îïðåäåëèì ïðîèçâåäåíèå ñòðîêè äëèíû n íà ñòîëáåö âûñîòû n êàê ñóììó
ïðîèçâåäåíèé ïåðâûõ, âòîðûõ è ò. ä. ïîñëåäíèõ êîìïîíåíò:

(a1, a2, . . . , an)


b1
b2
...
bn

 = a1b1 + a2b2 + · · ·+ anbn.

Â ÷àñòíîñòè, ïðîèçâåäåíèå ñòðîêè äëèíû 1 íà ñòîëáåö äëèíû 1 åñòü ïðî-
èçâåäåíèå ýòèõ äâóõ ýëåìåíòîâ â êîëüöå R.

Ïóñòü òåïåðü ó íàñ êðîìå m × n-ìàòðèöû A = (aij) èìååòñÿ åùå n × k-
ìàòðèöà B = (bij), ó êîòîðîé ÷èñëî ñòðîê (= n) ñîâïàäàåò ñ ÷èñëîì
ñòîëáöîâ ìàòðèöû A. Òîãäà ïðîèçâåäåíèå AB � ýòî ìàòðèöà D = (dij)
ðàçìåðà m× k, (i, j)-ûé êîýôôèöèåíò êîòîðîé ðàâåí ïðîèçâåäåíèþ i-îé
ñòðîêè ìàòðèöû A íà j-ûé ñòîëáåö ìàòðèöû B:

dij =
n∑
k=1

aikbkj = ai1b1j + ai2b2j + ...+ ainbnj = (ai1 + . . .+ ain)

b1j...
bnj

 .

Ìîòèâèðîâêà òàêîãî îïðåäåëåíèÿ ñîäåðæèòñÿ â ïîäñ÷åòå êîìïîçèöèè äâóõ
ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé, ñì. (0.4).

8 . Âû÷èñëèòü 0 1 2
0 0 1
0 0 0

3

;


0 1 2 3
0 0 1 2
0 0 0 1
0 0 0 0


3

Äèñòðèáóòèâíîñòü óìíîæåíèÿ ïî îòíîøåíèþ ê ñëîæåíèþ: äëÿ
ëþáîé m × n-ìàòðèöû A è ëþáûõ ìàòðèö B, C ðàçìåðà n × k èìååò
ìåñòî ðàâåíñòâî

A(B + C) = AB + AC

Åñëè æå ìàòðèöà A èìååò ðàçìåð k × n, à ìàòðèöû B è C êàê è âûøå,
òî

(B + C)A = BA+ CA.
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Ñâîéñòâî äèñòðèáóòèâíîñòè ëåãêî ñëåäóåò èç ëèíåéíîñòè îïåðàöèè ñóì-
ìèðîâàíèÿ:

n∑
j=1

(aj + bj) =
n∑
j=1

aj +
n∑
j=1

bj;
n∑
j=1

k · aj = k ·
n∑
j=1

aj. (0.9)

Îïðåäåëèì ìàòðè÷íóþ åäèíèöó eij êàê m × n-ìàòðèöó, ó êîòîðîé íà
ìåñòå (i, j) ñòîèò åäèíèöà êîëüöà R, à íà îñòàëüíûõ ìåñòàõ íóëè. Ëþáóþ
m× n-ìàòðèöó A = (aij) ìîæíî ðàçëîæèòü â ñóììó

A =
∑

1≤i≤m;1≤j≤n
aijeij

Âåðíî ðàâåíñòâî
eijekl = δjkeil (0.10)

ãäå

δij =

{
1, åñëè i = j

0, åñëè i 6= j

òàê íàçûâàåìûé ñèìâîëîì Êðîíåêåðà.

Àññîöèàòèâíîñòü ïðîèçâåäåíèÿ ìàòðèö. Äëÿ ëþáûõ ìàòðèö A, B,
C ðàçìåðîâ m×n, n×k, k×l ñîîòâåòñòâåííî èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî:

A(BC) = (AB)C. (0.11)

Ýòî òîæäåñòâî â ñèëó äèñòðèáóòèâíîñòè äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü äëÿ ìàò-
ðè÷íûõ åäèíèö:

eij(eklepq) = (eijekl)epq ⇔ δjkδlpeiq = δjkδlpeiq,

÷òî âåðíî.

ÌíîæåñòâîMatn×n(R) âñåõ n×n-ìàòðèö îáðàçóåò êîëüöî (ñì. �). Êîðî÷å
åãî áóäåì îáîçíà÷àòü òàê: Matn(R). Êîëüöî Matn(R) èìååò íåéòðàëü-
íûé ýëåìåíò îòíîñèòåëüíî óìíîæåíèÿ � åäèíè÷íóþ ìàòðèöó. Êâàäðàò-
íóþ n × n-ìàòðèöó E íàçîâåì åäèíè÷íîé, åñëè ó íåé íà ãëàâíîé äèàãî-
íàëè ñòîÿò åäèíèöû, à îñòàëüíûå ýëåìåíòû � íóëè.

9 . Åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà � íåéòðàëüíûé ýëåìåíò ïî îòíîøåíèþ ê ïðîèç-
âåäåíèþ ìàòðèö, òî åñòü EA = A, AE = A äëÿ ëþáîé ìàòðèöû A. Êðîìå
òîãî,

n∑
i=1

eii = E (eii ∈Mat(n× n;R)). (0.12)
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Ìàòðèöà A = (aij) ∈ Matn×n(K) íàçûâàåòñÿ âåðõíåòðåóãîëüíîé, åñ-
ëè íèæå ãëàâíîé äèàãîíàëè ìàòðèöû A ñòîÿò íóëè. Àíàëîãè÷íî, A �
íèæíåòðåóãîëüíàÿ ìàòðèöà, åñëè âûøå ãëàâíîé äèàãîíàëè ìàòðèöû A
ñòîÿò íóëè. Ìàòðèöà A òðåóãîëüíàÿ, åñëè îíà ëèáî âåðõíåòðåóãîëüíàÿ,
ëèáî íèæíåòðåóãîëüíàÿ.

10 . Ïðîèçâåäåíèå è ñóììà âåðõíåòðåóãîëüíûõ ìàòðèö ñíîâà âåðõíåòðå-
óãîëüíàÿ ìàòðèöà. Òîæå ñàìîå âåðíî äëÿ íèæíåòðåóãîëüíûõ ìàòðèö.
Äðóãèìè ñëîâàìè, âåðõíåòðåóãîëüíûå (íèæíåòðåóãîëüíûå) ìàòðèöû îá-
ðàçóþò ïîäêîëüöî êîëüöà Mat(n× n;R)

11 Ïðåäëîæåíèå. Äëÿ ëþáûõ ìàòðèö A, B íàä êîììóòàòèâíûì êîëü-
öîì (ñì. �), ïðîèçâåäåíèå êîòîðûõ îïðåäåëåíî, èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî:

(AB)> = B>A>.

Äåéñòâèòåëüíî, (j, i)-ûé êîýôôèöèåíò ìàòðèöû B>A> ðàâåí

(bj1, bj2, . . . , bjn) · (a1i, a2i, . . . , ani)> = bj1a1i + bj2a2i + . . .+ bjnani,

÷òî ñîâïàäàåò ñ (i, j)-ûì ýëåìåíòîì ìàòðèöû AB.

Ýëåìåíòàðíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ

Ýëåìåíòàðíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè ñòðîê ìàòðèöû (íå îáÿçàòåëüíî êâàä-
ðàòíîé) íàçûâàåòñÿ

(1 òèï) ïðèáàâëåíèå ê i-îé ñòðîêå j-îé, óìíîæåííîé ïðåäâàðèòåëüíî ñëå-
âà íà êàêîé- ëèáî ýëåìåíò èç K;

(2 òèï) ïåðåñòàíîâêà äâóõ ñòðîê;

(3 òèï) óìíîæåíèå ñòðîêè ñëåâà íà îáðàòèìûé ýëåìåíò èç R. Àíàëî-
ãè÷íî îïðåäåëÿþòñÿ ýëåìåíòàðíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ñòîëáöîâ ìàòðèöû,
òîëüêî âñþäó ñëîâî "ñëåâà" íàäî çàìåíèòü íà ñëîâî "ñïðàâà".

n × n-Ìàòðèöà D íàçûâàåòñÿ îáðàòíîé ê n × n-ìàòðèöå A, åñëè AD =
DA = E. Îáðàòíàÿ ìàòðèöà åäèíñòâåííà, åñëè îíà ñóùåñòâóåò, è â ýòîì
ñëó÷àå îíà îáîçíà÷àåòñÿ êàê A−1.

12 . Ïðîâåðèòü ñïðàâåäëèâîñòü ðàâåíñòâ(
1 a

0 1

)−1
=

(
1 −a
0 1

)
;

(
a b

c d

)
=

1

ad− bc

(
d −b
−c a

)
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Îïðåäåëèì òåïåðü ýëåìåíòàðíûå ìàòðèöû:

1 òèï: E + k · eij, ãäå k ∈ R è i 6= j;

2 òèï: ìàòðèöà sij = E − eii − ejj + eij + eji, ïîëó÷åííàÿ èç åäèíè÷íîé
ìàòðèöû ïåðåñòàíîâêîé i-îé è j-îé ñòðîêè;

3 òèï: ìàòðèöà E − eii + k · eii, ãäå ýëåìåíò k � îáðàòèì.

13 . Ýëåìåíòàðíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ñòðîê (ñòîëáöîâ) ìàòðèö îáðàòèìû.
Ýëåìåíòàðíûå ìàòðèöû îáðàòèìû, è îáðàòíàÿ ìàòðèöà ê ýëåìåíòàð-
íîé ìàòðèöå ñàìà ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòàðíîé. Ýëåìåíòàðíûå ïðåîáðàçîâà-
íèÿ ñòðîê ìàòðèö 1-ãî, 2-ãî è 3-ãî òèïîâ � ýòî òî æå ñàìîå, ÷òî óìíîæå-
íèå ñëåâà íà ýëåìåíòàðíûå ìàòðèöû 1-ãî, 2-ãî è 3- ãî òèïà. Aíàëîãè÷íîå
óòâåðæäåíèå èìååò ìåñòî äëÿ ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ñòîëáöîâ
ìàòðèö.

14 . Óêàæèòå âMat3(Q) êàêóþ-ëèáî ìàòðèöóX ñ óñëîâèåìX3 =

8 16 32
0 8 16
0 0 ∗ 8


15 . Ðåøèòå â Mat2(Q) óðàâíåíèÿ à) X2 = 0, á) X3 = 0, â) X2 = X, ã)
X2 = E, ä) X2 = −E

Ðåøèì óðàâíåíèå X2 = 0, ò.å.

(
x y

z t

)2

=

(
0 0
0 0

)
. Âîçâîäÿ â êâàäðàò è

ïðèðàâíèâàÿ ê ñîîòâåòñòâóþùåìó ýëåìåíòó ïðàâîé ÷àñòè, ïîëó÷èì ñè-
ñòåìó 

x2 + yz = 0

xy + yt = 0

zx+ tz = 0

zy + t2 = 0

Åñëè x + t 6= 0, òî y = z = 0 è èç êðàéíèõ óðàâíåíèé ñèñòåìû ñëåäóåò,
÷òî x = t = 0, òåì ñàìûì x + t = 0 � ïðîòèâîðå÷èå ñ ïðåäïîëîæåíèåì.
Èòàê, äîêàçàíî, ÷òî x+t = 0 è òîãäà âñå ñâîäèòñÿ ê îäíîìó ñîîòíîøåíèþ

yz = −t2. Ëèáî z 6= 0 è òîãäà X =

(
−t −t2/z
z t

)
, ëèáî z = 0 è òîãäà

X =

(
0 y
0 0

)
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Ìåòîä Ãàóññà ðåøåíèÿ ñèñòåì ëèíåéíûõ óðàâíåíèé

Âñþäó äàëåå K îáîçíà÷àåò íåêîòîðîå ïîëå. Ïîä ïîëåì K ìîæíî ïîäðà-
çóìåâàòü ëèáî ïîëå âåùåñòâåííûõ ÷èñåë, ëèáî ïîëå êîìïëåêñíûõ ÷èñåë.
Ñèñòåìîé m ëèíåéíûõ óðàâíåíèé c n íåèçâåñòíûìè x1, x2, . . . , xn íà-
çûâàþò ñèñòåìó âèäà


a11x1 + a12x2 + . . .+ a1nxn = b1,

a21x1 + a22x2 + . . .+ a2nxn = b2,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

am1x1 + am2x2 + . . .+ amnxn = bm.

(0.13)

Çäåñü aij-ûå è bj-ûå � êîýôôèöèåíòû ñèñòåìû, ò.å. êàêèå-ëèáî ýëåìåíòû
ïîëÿK. Ëèíåéíàÿ ñèñòåìà (0.13) íàçûâàåòñÿ ñîâìåñòíîé, åñëè îíà èìååò
õîòÿ áû îäíî ðåøåíèå è íàçûâàåòñÿ íåñîâìåñòíîé â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.
Ñîâìåñòíàÿ ñèñòåìà íàçûâàåòñÿ îïðåäåëåííîé, åñëè îíà èìååò â òî÷íîñòè
îäíî ðåøåíèå è íàçûâàåòñÿ íåîïðåäåëåííîé, åñëè ñèñòåìà èìååò áîëåå
îäíîãî ðåøåíèÿ.

Ïóñòü èìåþòñÿ äâå ñèñòåìû óðàâíåíèé (íå îáÿçàòåëüíî ëèíåéíûõ) ñ îä-
íèì è òåì íàáîðîì íåèçâåñòíûõ � "íîâàÿ" è "ñòàðàÿ". Íîâàÿ ñèñòåìà
åñòü ñëåäñòâèå ñòàðîé, åñëè âñÿêîå ðåøåíèå ñòàðîé ñèñòåìû îäíîâðå-
ìåííî åñòü ðåøåíèå íîâîé ñèñòåìû. Äâå òàêèõ ñèñòåìû óðàâíåíèé íàçû-
âàþòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè èõ ìíîæåñòâà ðåøåíèé ñîâïàäàþò, èíûìè
ñëîâàìè, åñëè êàæäàÿ èç íèõ åñòü ñëåäñòâèå îñòàâøåéñÿ.

Ðåøàòü ñèñòåìó (0.13) áóäåì ìåòîäîì ïîñëåäîâàòåëüíîãî èñêëþ÷åíèÿ
íåèçâåñòíûõ èëè èíà÷å ìåòîäîì Ãàóññà.

Ýëåìåíòàðíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè ëèíåéíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé íàçû-
âàåòñÿ:

(1 òèï) ïðèáàâëåíèå ê îäíîìó óðàâíåíèþ äðóãîãî, óìíîæåííîãî íà êàêîå-
ëèáî ÷èñëî;

(2 òèï) ïåðåñòàíîâêà äâóõ óðàâíåíèé;

(3 òèï) óìíîæåíèå êàêîãî-ëèáî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû íà íåíóëåâîé ýëå-
ìåíò ïîëÿ K;
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(4 òèï) îòáðàñûâàíèå èëè äîïèñûâàíèå íóëåâîãî óðàâíåíèÿ.

16 Ïðåäëîæåíèå. Ëþáîå ýëåìåíòàðíîå ïðåîáðàçîâàíèå îáðàòèìî, òî
åñòü ñóùåñòâóåò ýëåìåíòàðíîå ïðåîáðàçîâàíèå, ïðèìåíåíèå êîòîðîãî
ê ïîëó÷åííîé ñèñòåìå, âîçâðàùàåò åå â èñõîäíîå ñîñòîÿíèå.

Êàê ñëåäñòâèå ïîëó÷àåì: ïðè ýëåìåíòàðíîì ïðåîáðàçîâàíèè ïîëó÷àåòñÿ
ñèñòåìà, ýêâèâàëåíòíàÿ èñõîäíîé.

Ïðîöåññ ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé èìååò êîíå÷íóþ öåëü � ñòóïåí÷à-
òûé âèä ñèñòåìû. Ñèñòåìà (0.13) èìååò ñòóïåí÷àòûé âèä , åñëè ïåðâîå
íåíóëåâîå ñëàãàåìîå êàæäîãî ïîñëåäóþùåãî óðàâíåíèÿ ñòîèò ïðàâåå ÷åì
ïåðâîå íåíóëåâîå ñëàãàåìîå ïðåäûäóùåãî óðàâíåíèÿ.

17 Òåîðåìà. Ëþáóþ ñèñòåìó ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ýëåìåíòàðíûìè ïðå-
îáðàçîâàíèÿìè 1-ãî è 2-ãî òèïîâ ìîæíî ïðèâåñòè ê ñòóïåí÷àòîìó âè-
äó.

J Ñ÷èòàåì, ÷òî îäèí èç êîýôôèöèåíòîâ, ñòîÿùèõ â ïåðâîì ñòîëáöå, íå
ðàâåí 0. Èíà÷å ïåðåõîäèì ê ñëåäóþùåìó ñòîëáöó è òàê äàëåå ïîêà íå
íàòêíåìñÿ íà ñòîëáåö, èìåþùèé õîòÿ áû îäèí, îòëè÷íûé îò íóëÿ êîýô-
ôèöèåíò. Åñëè òàêîâîãî íå îêàæåòñÿ, òî åñòü âñå aij = 0 è âñå bj = 0, òî
äîêàçûâàòü íå÷åãî � ñèñòåìà óæå èìååò ñòóïåí÷àòûé âèä. Èòàê, ïóñòü
ai1 6= 0 äëÿ íåêîòîðîãî èíäåêñà i. Ñîâåðøèâ, åñëè íóæíî, (ò.å. åñëè
a11 = 0), ýëåìåíòàðíîå ïðåîáðàçîâàíèå òðåòüåãî òèïà � ïåðåñòàíîâêà
ïåðâîãî è i-ãî óðàâíåíèÿ, äîáüåìñÿ òîãî, ÷òî íà ìåñòå (1, 1) áóäåò ñòî-
ÿòü íå ðàâíûé íóëþ êîýôôèöèåíò. Ïåðåîáîçíà÷èì êîýôôèöèåíòû òàê,
÷òî èìåííî a11 6= 0. Òîãäà, ïðèáàâëÿÿ ê âòîðîìó óðàâíåíèþ ïåðâîå, óìíî-
æåííîå íà −a21

a11
, "çàíóëèì" êîýôôèöèåíò, ñòîÿùèé íà ìåñòå (2, 1). Àíàëî-

ãè÷íûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè çàíóëèì êîýôôèöèåíòû, ñòîÿùèå íà ìåñòàõ
(3, 1), ..., (m, 1). Ïîëó÷èì ñëåäóþùóþ ñèñòåìó:


a11x1 + a12x2 + a13x3 + ...+ a1nxn = b1,

a22
′x2 + a23

′x3 + ...+ a2n
′xn = b2

′,

................................... ...

am2
′x2 + am3

′x3 + ...+ amn
′xn = bm

′.

(0.14)

Ïðèìåíèì ïðåäïîëîæåíèå èíäóêöèè ê ïîñëåäíèì n− 1 � óðàâíåíèþ ñè-
ñòåìû (0.14) è ïðèâåäåì ýòó "ïîäñèñòåìó" ê ñòóïåí÷àòîìó âèäó. Òîãäà è
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âñÿ ñèñòåìà (0.14) ïðèìåò ñòóïåí÷àòûé âèä. I

Èññëåäîâàíèå ñèñòåìû ïî ñòóïåí÷àòîìó âèäó. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî
ñèñòåìà ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ïðèâåäåíà ê ñòóïåí÷àòîìó âèäó:


a11x1 + akx2 + · · ·+ a1nxn = b1,

a2kxk + · · ·+ a2nxn = b2,

.......................... ...

ampxp + . . . = bm.

(0.15)

Çäåñü x1, xk, . . . , xp � íåèçâåñòíûå, ñòîÿùèå â óãëàõ ñòóïåí÷àòîãî âèäà.
Èõ ìû áóäåì íàçûâàòü ãëàâíûìè. Îñòàëüíûå íåèçâåñòíûå (èõ ìîæåò è íå
áûòü) íàçûâàþòñÿ ñâîáîäíûìè. Ïî îïðåäåëåíèþ ñòóïåí÷àòîãî âèäà èìå-
åì: 1 < k < ... < p. Âîîáùå-òî â ñòóïåí÷àòîì âèäå ìîãóò ïðèñóòñòâîâàòü
íóëåâûå óðàâíåíèÿ, òî åñòü óðàâíåíèÿ âèäà 0 ·x1 +0 ·x2 + ...0 ·xn = 0. Íî
èõ ìîæíî îòáðîñèòü (ñì. ýëåìåíòàðíîå ïðåîáðàçîâàíèå ÷åòâåðòîãî òèïà).

Îáñóäèì ñíà÷àëà ñëó÷àé, êîãäà ñèñòåìà íå èìååò ðåøåíèÿ.

Åñëè â ïðîöåññå ïðèâåäåíèÿ ê ñòóïåí÷àòîìó âèäó èëè â ñàìîì ñòóïåí-
÷àòîì âèäå âñòðåòèëîñü óðàâíåíèå

0 · x1 + 0 · x2 + ...0 · xn = b, (0.16)

ãäå b 6= 0, òî ýòî óðàâíåíèå íå èìååò ðåøåíèÿ, à, çíà÷èò, è èñõîäíàÿ
ñèñòåìà íåñîâìåñòíà.

Ñ÷èòàåì äàëåå, ÷òî óðàâíåíèå âèäà (0.16) íàì íå âñòðåòèëîñü. ×èñëî
íåíóëåâûõ óðàâíåíèé ìîæåò áûòü ìåíüøå èëè ðàâíî ÷èñëó íåèçâåñòíûõ,
íî íå ìîæåò ïðåâîñõîäèòü n. Äåéñòâèòåëüíî, êàæäàÿ ñòóïåíüêà èìååò
øèðèíó ≥ 1, ñëåäîâàòåëüíî îáùàÿ øèðèíà ñòóïåíåê áîëüøå ÷åì ÷èñëî
íåíóëåâûõ óðàâíåíèé, à ñ äðóãîé ñòîðîíû îáùàÿ øèðèíà ñòóïåíåê âìåñòå
ñ ïîñëåäíåé íå ìîæåò ïðåâîñõîäèòü n.

Çàâåðøàåò ðåøåíèå ñèñòåìû îáðàòíûé ïðîöåññ. Ýòî ñåðèÿ ýëåìåíòàðíûõ
ïðåîáðàçîâàíèé, óðàâíåíèé ñèñòåìû (0.14), íà÷èíàÿ ñ ïîñëåäíåãî, ïîçâî-
ëÿþùàÿ çàïèñàòü ãëàâíûå íåèçâåñòíûå ÷åðåç ñâîáîäíûå â âèäå ëèíåéíîé
êîìáèíàöèè. Ñíà÷àëà âûðàæàþò xp ÷åðåç âñå ïîñëåäóþùèå íåèçâåñòíûå,
ïîëüçóÿñü ïîñëåäíèì, m-ûì óðàâíåíèåì:

xp = bm/amp − amp+1/ampxp+1 − ...− amn/ampxn.
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(Åñëè p = n, òî ýòî âûðàæåíèå èìååò âèä: xn = bm/amn). Äàëåå, ïðèìå-
íÿÿ ýëåìåíòàðíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ 1 òèïà, çàíóëÿþò âñå êîýôôèöèåíòû
â (0.14), ñòîÿùèå íàä êîýôôèöèåíòîì amp òî÷íî òàêæå êàê ìû ýòî äåëà-
ëè â "ïðÿìîì" ïðîöåññå ïðèâåäåíèÿ ñèñòåìû ê ñòóïåí÷àòîìó âèäó (ñì.
äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 17). Òîãäà èç ïîëó÷èâøåãîñÿ ïîñëåäíåãî óðàâ-
íåíèÿ âûðàæàþò ïðåäïîñëåäíåå ãëàâíîå íåèçâåñòíîå ÷åðåç îñòàâøèåñÿ
ñâîáîäíûå íåèçâåñòíûå è òàê äàëåå ïîêà íå äîáåðåìñÿ äî ïåðâîãî ãëàâ-
íîãî íåèçâåñòíîãî è íå âûðàçèì åãî ÷åðåç ñâîáîäíûå íåèçâåñòíûå. Èòàê,
ìû âèäèì, ÷òî

åñëè â ñòóïåí÷àòîì âèäå âñå íåèçâåñòíûå ãëàâíûå (m = n),
òî ñèñòåìà îïðåäåëåíà. Åñëè æå èìåþòñÿ ñâîáîäíûå íåèç-
âåñòíûå, òî ñèñòåìà íåîïðåäåëåíà, è îáùåå ðåøåíèå ïîëó÷à-
åòñÿ îáðàòíûì ïðîöåññîì, âûðàæàþùèì ãëàâíûå íåèçâåñò-
íûå ÷åðåç ñâîáîäíûå.

Ïðè ýòîì ñâîáîäíûå íåèçâåñòíûå èãðàþò ðîëü ïàðàìåòðîâ, "ñâîáîäíî" è
íåçàâèñèìî äðóã îò äðóãà ïðîáåãàþùèõ ìíîæåñòâî ýëåìåíòîâ ïîëÿ K. Â
ýòîì ñëó÷àå ñèñòåìà íåîïðåäåëåíà. Ôîðìóëû, âûðàæàþùèå íåèçâåñòíûå
x1, x2, . . . , xn ÷åðåç ïàðàìåòðû çàäàþò îáùåå ðåøåíèå ñèñòåìû, è ÷èñëî
ïàðàìåòðîâ íàçûâàåòñÿ ðàçìåðíîñòüþ ïðîñòðàíñòâà ðåøåíèé.

Èññëåäîâàíèå ñèñòåìû ïî ñòóïåí÷àòîìó âèäó êàê è èçëîæåíèå ìåòîäà
Ãàóññà çàêîí÷åíî.

Ðàññìîòðèì òåïåðü âàæíûé ÷àñòíûé ñëó÷àé îäíîðîäíîé ñèñòåìû, ò.å.
ñëó÷àé êîãäà âñå bi-ûå â ïðàâîé ÷àñòè (0.13) ðàâíû 0. Òàêàÿ ñèñòåìà
çàâåäîìî ñîâìåñòíà, ïîñêîëüêó ñòðîêà èç íóëåé � (0, 0, . . . , 0) ÿâëÿåòñÿ
ðåøåíèåì. Êðèòåðèé ñóùåñòâîâàíèÿ íåíóëåâîãî ðåøåíèÿ äàåò ñëåäóþ-
ùàÿ òåîðåìà ïðåäñòàâëÿþùàÿ èç ñåáÿ íåïîñðåäñòâåííîå ñëåäñòâèå ìåòî-
äà Ãàóññà.

18 Òåîðåìà. Îäíîðîäíàÿ ñèñòåìà èìååò íåíóëåâîå ðåøåíèå, ò.å. ÿâ-
ëÿåòñÿ íåîïðåäåëåííîé â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, êîãäà ïîñëå ïðè-
âåäåíèÿ ê ñòóïåí÷àòîìó âèäó ÷èñëî íåíóëåâûõ óðàâíåíèé ìåíüøå ÷åì
÷èñëî íåèçâåñòíûõ. Â ÷àñòíîñòè ýòî òàê, åñëè èçíà÷àëüíàÿ îäíîðîä-
íàÿ ñèñòåìà èìåëà ÷èñëî óðàâíåíèé ìåíüøå ÷åì ÷èñëî íåèçâåñòíûõ.
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19 . Ðåøèòü ÑËÀÓ
2x+ 2y − z + t = 4

4x+ 3y − z + 2t = 6

8x+ 5y − 3z + 4t = 12

3x+ 3y − 2z + 2t = 6

;


6x+ 5y − 2z + 4t = 0

9x− y + 4z − t = 0

3x+ 4y + 2z − 2t = 0

3x− 9y + 2t = 0

Äëÿ âòîðîé ñèñòåìû íàéòè ðàçìåðíîñòü è áàçèñ ïðîñòðàíñòâà ðåøåíèé.

Îïðåäåëèòåëè

Äàëåå ìàòðèöû ðàññìàòðèâàþòñÿ íà íåêîòîðûì ïîëåì K (ñíîâà ìîæíî
ñ÷èòàòü K = R, ëèáî K = C). Ïóñòü A = (aij) � n×n-ìàòðèöà íàä ïîëåì
K. Îïðåäåëèòåëåì ìàòðèöû A íàçûâàåòñÿ ýëåìåíò ïîëÿ K, êîòîðûé
âû÷èñëÿåòñÿ ïî ñëåäóþùåìó ïðàâèëó

detA =
∑
σ∈Sn

sgnσ a1σ(1)a2σ(2) . . . anσ(n). (0.17)

Çäåñü ñòîèò ñóììà n! ñëàãàåìûõ ñî çíàêàìè ïëþñ èëè ìèíóñ. Ïðîèçâå-
äåíèå

a1σ(1)a2σ(2) . . . anσ(n)

ïîñòðîåíî òàê, ÷òî â êàæäîé ñòðîêå è â êàæäîì ñòîëáöå ìàòðèöû A ñòîèò
ðîâíî îäèí ñîìíîæèòåëü èç ýòîãî ïðîèçâåäåíèÿ.

20 Òåîðåìà. Îïðåäåëèòåëü òðåóãîëüíîé ìàòðèöû ðàâåí ïðîèçâåäåíèþ
ýëåìåíòîâ íà ãëàâíîé äèàãîíàëè. Â ÷àñòíîñòè, detE = 1.

J Ïóñòü A = (aij) � âåðõíåòðåóãîëüíàÿ n× n-ìàòðèöà. Òîãäà

a1σ(1)a2σ(2) . . . anσ(n) = 0,

åñëè õîòÿ áû äëÿ îäíîãî èíäåêñà i èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî σ(i) < i.
Ðàññìîòðèì îñòàâøèéñÿ ñëó÷àé: äëÿ ëþáîãî i âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî
σ(i) ≥ i. Òîãäà σ(n) = n; äàëåå σ(n−1) = n−1 è ò.ä. âïëîòü äî σ(1) = 1.
Èòàê, â îñòàâøåìñÿ ñëó÷àå èìååòñÿ òîëüêî îäíà ïîäñòàíîâêà � åäèíè÷-
íàÿ. Òîãäà detA = a11a22 . . . ann. Äëÿ íèæíåòðåóãîëüíîé ìàòðèöû íàäî
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çàìåíèòü â ðàññóæäåíèÿõ âûøå çíàêè íåðàâåíñòâ íà ïðîòèâîïîëîæíûå.
I

Ïðîñòðàíñòâî ñòðîê äëèíû m íàä ïîëåì K áóäåì îáîçíà÷àòü Km, â òî
âðåìÿ êàê ïðîñòðàíñòâî ñòîëáöîâ òîé æå äëèíû îáîçíà÷àåì êàê mK.
Ïóñòü F (x1,x2, . . . ,xn) � ôóíêöèÿ ñòðîê äëèíû m (xi ∈ Km), ò.å. ëþáî-
ìó íàáîðó n ñòðîê äëèíû m ñîïîñòàâëÿåòñÿ ýëåìåíò èç ïîëÿ K. Òàêîâîé
ôóíêöèåé ÿâëÿåòñÿ îïðåäåëèòåëü detA, åñëè n×n-ìàòðèöó A ïðåäñòàâ-
ëÿòü êàê ñîâîêóïíîñòü ñâîèõ ñòðîê: A = (x1,x2, . . . ,xn)

>, ïðè ýòîì â
äàííîì ñëó÷àå m = n. Ôóíêöèÿ F íàçûâàåòñÿ ïîëèëèíåéíîé, åñëè äëÿ
ëþáûõ ýëåìåíòîâ λ, µ ∈ K è ëþáîãî èíäåêñà i èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

F (. . . λx′i + µx′′i . . .) = λF (. . .x′i . . .) + µF (. . .x′′i . . .)

(òî÷êàìè îáîçíà÷åíû àðãóìåíòû ñ íîìåðàìè 6= i). Ôóíêöèÿ F íàçûâàåòñÿ
êîñîñèììåòðè÷íîé, åñëè ïðè ïåðåñòàíîâêå äâóõ àðãóìåíòîâ åå çíà÷åíèå
ìåíÿåò çíàê:

F (. . .xi . . .xj . . .) = −F (. . .xj . . .xi . . .) (0.18)

Åñëè â ïîëå K äâîéêà íå ðàâíà íóëþ, òî èç êîñîñèììåòðè÷íîñòè ñðàçó
ñëåäóåò ðàâåíñòâî

F (. . .xi . . .xj . . .) = 0 â ñëó÷àå xi = xj. (0.19)

Åñëè æå â ïîëå K äâîéêà ðàâíà íóëþ (íàïðèìåð, K = Z2) , òî îïðåäå-
ëåíèå êîñîñèììåòðè÷íîñòè ñëåäóåò ïîäïðàâèòü: ïîëèëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ
íàçûâàåòñÿ êîñîñèììåòðè÷íîé, åñëè îíà ðàâíà 0 â ñëó÷àå ñîâïàäåíèÿ
êàêèõ-ëèáî äâóõ àðãóìåíòîâ.

Èç âòîðîãî îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò êîñîñèììåòðè÷íîñòü â ñìûñëå ïåðâîãî
îïðåäåëåíèÿ. Äåéñòâèòåëüíî, èç ðàâåíñòâ

0 = F (. . .xi + xj . . .xi + xj . . .) =

= F (. . .xi . . .xi . . .) + F (. . .xi . . .xj . . .) + F (. . .xj . . .xi . . .)+

+F (. . .xj . . .xj . . .) = F (. . .xi . . .xj . . .) + F (. . .xj . . .xi . . .)

ñðàçó âûòåêàåò ñîîòíîøåíèå (0.18).

21 Òåîðåìà. Îïðåäåëèòåëü åñòü ïîëèëèíåéíàÿ è êîñîñèììåòðè÷íàÿ
ôóíêöèÿ ñòðîê ìàòðèöû.
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J Îãðàíè÷èìñÿ äîêàçàòåëüñòâîì ëèíåéíîñòè ïî ïåðâîé ñòðîêå ìàòðèöû:∣∣∣∣∣∣∣∣
λa′11 + µa′′11 λa′12 + µa′′12 . . . λa′1n + µa′′1n

a21 a22 . . . a2n
. . . . . . . . . . . .
an1 an2 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣ =

=
∑
σ∈Sn

sgnσ (λa′1σ(1) + µa′′1σ(1))a2σ(2) . . . anσ(n) =

= λ
∑
σ∈Sn

sgnσ a′1σ(1)a2σ(2) . . . anσ(n) + µ
∑
σ∈Sn

sgnσ a′′1σ(1))a2σ(2) . . . anσ(n) =

= λ

∣∣∣∣∣∣∣∣
a′11 a′12 . . . a′1n
a21 a22 . . . a2n
. . . . . . . . .
an1 an2 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣+ µ

∣∣∣∣∣∣∣∣
a′′11 a′′12 . . . a′′1n
a21 a22 . . . a2n
. . . . . . . . .
an1 an2 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣ .
Ìû âèäèì, ÷òî ëèíåéíîñòü ïî ëþáîé ñòðîêå ìàòðèöû ñëåäóåò èç ëèíåé-
íîñòè îïåðàòîðà ñóììèðîâàíèÿ. Äàëåå, ïóñòü â ìàòðèöå A = (aij) ìû
ïåðåñòàâèëè t-óþ è s-óþ ñòðîêó è ïîëó÷èëè ìàòðèöó B = (bij). Â ýòîé
ìàòðèöå

bij =


aij, åñëè i 6= t, i 6= s;

asj, åñëè i = t;

atj, åñëè i = s.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç τ òðàíñïîçèöèþ (ts). Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî
ñ÷èòàòü, ÷òî t < s. Îòîáðàæåíèå Sn → Sn, ñîïîñòàâëÿþùåå ïîäñòàíîâêå
σ ïîäñòàíîâêó στ , åñòü áèåêöèÿ, èáî îíî îáðàòèìî, è ρ → ρτ−1 = ρτ
ñëóæèò îáðàòíûì. Òîãäà

detB =
∑
σ∈Sn

sgnσ b1σ(1) . . . btσ(t) . . . bsσ(s) . . . bnσ(n) =

=
∑
σ∈Sn

sgn(στ) b1στ(1) . . . btστ(t) . . . bsστ(s) . . . bnστ(n) =

= −
∑
σ∈Sn

sgnσ b1σ(1) . . . btσ(s) . . . bsσ(t) . . . bnσ(n) =

= −
∑
σ∈Sn

sgnσ a1σ(1) . . . asσ(s) . . . atσ(t) . . . anσ(n) = − detA,
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÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü. Çäåñü ó÷òåíî, ÷òî ïðè óìíîæåíèè íà òðàíñ-
ïîçèöèþ ÷åòíîñòü ïîäñòàíîâêè ìåíÿåòñÿ (ñì. ëåììó 228). I

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà � öåíòðàëüíîå óòâåðæäåíèå â òåîðèè îïðåäåëèòå-
ëåé. Ïî ñóùåñòâó îíà õàðàêòåðèçóåò îïðåäåëèòåëü àêñèîìàòè÷åñêè äâó-
ìÿ ñâîéñòâàìè � ïîëèëèíåéíîñòüþ è êîñîñèììåòðè÷íîñòüþ.

22 Òåîðåìà. Ëþáàÿ ïîëèëèíåéíàÿ è êîñîñèììåòðè÷íàÿ ôóíêöèÿ ñòðîê
ìàòðèöû

D : Matn×n(K)→ K

ïðîïîðöèîíàëüíà îïðåäåëèòåëþ, à èìåííî èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî D(A) =
D(E) detA äëÿ ëþáîé n × n-ìàòðèöû A. Åñëè, êðîìå òîãî, D(E) = 1,
òî ôóíêöèÿ D ñîâïàäàåò ñ îïðåäåëèòåëåì.

J Ïðîèçâîëüíàÿ n× n-ìàòðèöà A = (aij) ìîæåò áûòü çàïèñàíà êàê A =∑
1≤i,j≤n aijeij. Ïîëüçóÿñü ïîëèëèíåéíîñòüþ, ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî

D(A) =
∑

1≤j1,...,jn≤n
a1j1 . . . anjnD(e1j1 + . . .+ enjn).

Íî D(e1j1 + . . .+enjn) = 0, åñëè íàéäóòñÿ èíäåêñû i 6= i′ òàêèå, ÷òî ji = ji′

(ñì. ñîîòíîøåíèå (0.19)). Åñëè æå èíäåêñû j1, j2, . . . , jn âñå ðàçëè÷íû, òî

D(e1j1 + . . . enjn) = sgn (j1, j2, . . . , jn)D(e11 + . . .+ enn) =

= sgn (j1, j2, . . . , jn)D(E),

êàê ñëåäóåò èç êîñîñèììåòðè÷íîñòè. Îáîçíà÷èâ ïîäñòàíîâêó (j1, j2, . . . , jn)
÷åðåç σ, ìû ïðèõîäèì ê ðàâåíñòâó

D(A) = D(E)
∑
σ∈Sn

sgnσ a1σ(1) . . . anσ(n) = D(E) detA.

Îòñþäà è ñëåäóåò óòâåðæäåíèå òåîðåìû. I

Îòìåòèì òåïåðü íåêîòîðûå ñâîéñòâà îïðåäåëèòåëåé

23 Ñâîéñòâî Îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû ðàâåí îïðåäåëèòåëþ òðàíñïîíè-
ðîâàííîé ìàòðèöû.

J Ïóñòü ìàòðèöà B = (bij) ïîëó÷àåòñÿ èç n × n-ìàòðèöû A òðàíñïîíè-
ðîâàíèåì. Ó÷òåì ñîâïàäåíèå çíàêîâ ó ïîäñòàíîâîê σ è σ−1 (ñì. òåîðå-
ìó 229). Òîãäà
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detA =
∑
σ∈Sn

sgnσ a1σ(1)a2σ(2) . . . anσ(n) =
∑
σ∈Sn

sgnσ aσ−1(1)1aσ−1(2)2 . . . aσ−1(n)n =

=
∑
µ∈Sn

sgnµ aµ(1)1aµ(2)2 . . . aµ(n)n =
∑
µ∈Sn

sgnµ b1µ(1)b2µ(2) . . . bnµ(n) = detB,

÷òî çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî ñâîéñòâà. I

Â ñèëó ðàâåíñòâà detA = detA> âñå ñâîéñòâà, äîêàçàííûå äëÿ ñòðîê,
àâòîìàòè÷åñêè ïåðåíîñÿòñÿ íà ñòîëáöû è íàîáîðîò. Â ÷àñòíîñòè: îïðåäå-
ëèòåëü � ïîëèëèíåéíàÿ è êîñîñèììåòðè÷íàÿ ôóíêöèÿ ñòîëáöîâ ìàò-
ðèöû.

24 Ñâîéñòâî Îïðåäåëèòåëü ðàâåí íóëþ, åñëè êàêèå-ëèáî äâå ñòðîêè
(äâà ñòîëáöà) ñîâïàäàþò.

Ýòî ñâîéñòâî ìû îòìå÷àëè ðàíåå â áîëåå îáùåì ñëó÷àå äëÿ ïîëèëèíåéíîé
ôóíêöèè. Ñëåäóþùåå ñâîéñòâî òàêæå ñëåäñòâèå ïîëèëèíåéíîñòè.

25 Ñâîéñòâî Îïðåäåëèòåëü ñ íóëåâîé ñòðîêîé (ñòîëáöîì) ðàâåí íó-
ëþ.

26 Ñâîéñòâî Îïðåäåëèòåëü íå èçìåíèòñÿ, åñëè íàä ñòðîêàìè (ñòîëá-
öàìè) ñîâåðøèòü ýëåìåíòàðíîå ïðåîáðàçîâàíèå ïåðâîãî òèïà, ò.å. ê
îäíîé ñòðîêå ïðèáàâèòü äðóãóþ, óìíîæåííóþ íà êàêîå-ëèáî ÷èñëî.

J Ýòî óòâåðæäåíèå � ñëåäñòâèå ïîëèëèíåéíîñòè è ñâîéñòâà 24:

F (. . .xi + λxj . . .xj . . .) = F (. . .xi . . .xj . . .) + λF (. . .xj . . .xj . . .) =

= F (. . .xi . . .xj . . .)

Çäåñü F � ëþáàÿ ïîëèëèíåéíàÿ è êîñîñèììåòðè÷íàÿ ôóíêöèÿ ñòðîê. I

Ïðåæäå, ÷åì ôîðìóëèðîâàòü ñëåäóþùåå ñâîéñòâî, ïðèâåäåì îïðåäåëåíèå
ìèíîðà ìàòðèöû. (i, j)-ûì ìèíîðîì ìàòðèöû A íàçûâàåòñÿ îïðåäåëè-
òåëü ìàòðèöû, ïîëó÷àþùåéñÿ èç A âû÷åðêèâàíèåì i-îé ñòðîêè è j-ãî
ñòîëáöà. Îáîçíà÷àåòñÿ ýòîò ìèíîð � Mij. Àëãåáðàè÷åñêèì äîïîëíåíèåì
(i, j)-ãî ýëåìåíòà ìàòðèöû A íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíà Aij = (−1)i+jMij.

27 Ëåììà. Ïóñòü a1, . . . , ak−1, b � ñòðîêè äëèíû k. Îáðàçóåì äâå k×k-
ìàòðèöû Bi è Bj, âñòàâèâ ñòðîêó b â (k−1)×k-ìàòðèöó (a1, . . . , ak−1)

>
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ñíà÷àëà íà i-îì ìåñòå, à çàòåì íà j-îì ìåñòå (1 ≤ i, j ≤ k). Òîãäà
detBi = (−1)j−i detBj.

J Ñ÷èòàåì i < j. ÌàòðèöàBj ïîëó÷àåòñÿ èç ìàòðèöûBi ïåðåñòàíîâêàìè-
òðàíñïîçèöèÿìè i-îé ñòðîêè (êîòîðàÿ ðàâíà b) ñ íèæå ðàñïîëîæåííûìè
(j− i)-ñòðîêàìè. Ïðè êàæäîé ïåðåñòàíîâêå çíàê îïðåäåëèòåëÿ ìåíÿåòñÿ,
è âñåãî ïðîèñõîäèò j − i ñìåí çíàêîâ. I

28 Ñâîéñòâî (ðàçëîæåíèå îïðåäåëèòåëÿ ïî ñòîëáöó (ñòðîêå)) Äëÿ
i-ñòðîêè è äëÿ j-ãî ñòîëáöà èìååò ìåñòî ðàçëîæåíèå îïðåäåëèòåëÿ
n× n-ìàòðèöû A:

detA = a1jA1j + a2jA2j + . . .+ anjAnj;

detA = ai1Ai1 + ai2Ai2 + . . .+ ainAin.

J Ôèêñèðóåì èíäåêñ j è ïðîâåðèì óñëîâèÿ òåîðåìû 22 äëÿ ôóíêöèè
D(A) := a1jA1j + a2jA2j + . . .+ anjAnj.

1. Ôóíêöèÿ D(A) ïîëèëèíåéíà.

Ëèíåéíîñòü ïî ñòðîêå ñ íîìåðîì t, êîìïîíåíòû êîòîðîé çàïèøåì êàê ïå-
ðåìåííûå x1, x2, . . . , xn, îçíà÷àåò âîçìîæíîñòü çàïèñàòü D(x1, . . . , xn) â
âèäå x1D1 + x2D2 + . . . + xnDn äëÿ êàêèõ-òî ôèêñèðîâàííûõ ýëåìåí-
òîâ D1, . . . , Dn ∈ K. Ñëàãàåìîå atjAtj ëèíåéíî, òàê êàê xj = atj è
Atj íå çàâèñèò îò xi-ûõ. Îñòàëüíûå ñëàãàåìûå at′jAt′j ïðè t′ 6= t ëè-
íåéíû ïî xi-ûì, òàê êàê ìèíîð Mt′j ëèíååí ïî ñòðîêå, ñîâïàäàþùåé ñ
(x1, . . . , xj−1, xj+1, . . . , xn), à at′j íå ÿâëÿåòñÿ ïåðåìåííîé. Ñóììà ëèíåé-
íûõ ôóíêöèé ëèíåéíà, è ïðîèçâåäåíèå ëèíåéíûõ ôóíêöèé íà ýëåìåíò
ïîëÿ K òàêæå ëèíåéíî. Ïîëó÷àåì óòâåðæäåíèå íàñòîÿùåãî ïóíêòà.

2. Ôóíêöèÿ D(A) êîñîñèììåòðè÷íà.

Ïóñòü ó ìàòðèöû A ñòðîêè ñ íîìåðàìè t è s ñîâïàäàþò (t < s). Òî-
ãäà Aij = 0, åñëè i 6= t è i 6= s, èáî ó ìèíîðà Mij â ýòîì ñëó÷àå áó-
äóò äâå ñîâïàäàþùèå ñòðîêè. Ñëåäîâàòåëüíî îñòàåòñÿ D(A) = atjAtj +
asjAsj = atj(Atj + Asj). Â ñèëó ëåììû 27, èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî Msj =
(−1)(s−1)−tMts. (Ðîëü ñòðîêè b â ëåììå èãðàåò óêîðî÷åííàÿ t-àÿ ñòðîêà
ìàòðèöû A, èç êîòîðîé âûáðîøåí j-ûé êîìïîíåíò; ïðè ýòîì íîìåð ýòîé
ñòðîêè â ìèíîðå Msj áóäåò t, à â ìèíîðå Mtj ýòîò íîìåð áóäåò ðàâåí
s− 1 â ñèëó íåðàâåíñòâà t < s. Ðîëü k èãðàåò ÷èñëî n− 1. Çàìåòèì, ÷òî
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(−1)(s−1)−t = (−1)t−s+1. Òîãäà

Atj + Asj =

= (−1)t+jMtj + (−1)s+jMsj = (−1)t+jMtj + (−1)s+j(−1)t−s+1Mtj =

= (−1)t+jMtj + (−1)t+j+1Mtj = (−1)t+j(Mtj −Mtj) = 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, D(A) = 0 â ýòîì ñëó÷àå. Ïðîâåðêà êîñîñèììåòðè÷íîñòè
çàêîí÷åíà.

3. Íåòðóäíî âû÷èñëèòü D(E) = 1 ·Ajj = 1. Îñòàåòñÿ ïðèìåíèòü òåîðåìó
22. I

Èìåþò ìåñòî òàêæå ëîæíûå ðàçëîæåíèÿ ïî r-îé ñòðîêå è r-îìó ñòîëá-
öó; åñëè r 6= i è r 6= j, òî

0 = ar1Ai1 + ar2Ai2 + . . .+ arnAin,

0 = a1rA1j + a2rA2j + . . .+ anrAnj.

Äåéñòâèòåëüíî, ïðàâàÿ ÷àñòü çäåñü ñîâïàäàåò ñ îïðåäåëèòåëåì ìàòðèöû,
ó êîòîðîé äâå ñòðîêè (äâà ñòîëáöà) ñîâïàäàþò.

29 . Âû÷èñëèòü îïðåäåëèòåëè

a)

 2 3 1
−5 1 2
7 0 4

 ; b)

2 3 4
2 a+ 3 b+ 4
2 c+ 3 d+ 4

 ; c)

999 998 997
996 995 994
993 992 990


30 . Âû÷èñëèòü îïðåäåëèòåëè

a)


1 1 1 . . . 1
0 2 2 . . . 2
. . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 . . . n

 ; b)


2 1 1 . . . 1
1 2 1 . . . 1
. . . . . . . . . . . . . . .
1 1 1 . . . 2

 ; c)(det max {i, j})

31 . Âû÷èñëèòü îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû ñ íóëÿìè íà ãëàâíîé äèàãîíàëè
è åäèíèöàìè íà îñòàëüíûõ ìåñòàõ.

Ðå÷ü èäåò î ìàòðèöå

Dn =


0 1 1 . . . 1
1 0 1 . . . 1
. . . . . . . . . . . . . . .
1 1 1 . . . 0


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Çàìåòèì, ÷òî òàêàÿ ìàòðèöà åñòü íå ÷òî èíîå êàê ìàòðèöà ñìåæíîñòè
ïîëíîãî ãðàôà. Ïðèáàâëÿÿ ê ïåðâîé ñòðîêå âñå îñòàëüíûå ñòðîêè ïîëó-
÷àåì (n − 1, n − 1, . . . , n − 1) â êà÷åñòâå ïåðâîé ñòðîêè. Âûíîñÿ çà çíàê
îïðåäåëèòåëÿ îáùèé ìíîæèòåëü n−1 èç ïåðâîé ñòðîêè è çàòåì âû÷èòàÿ
èç êàæäîé ñòðîêè, íà÷èíàÿ ñî âòîðîé ïåðâóþ ñòðîêó, ïîëó÷àåì

detDn = (n−1)


1 1 1 . . . 1
0 −1 0 . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 . . . −1

 = (−1)n−2(n−1) = (−1)n(n−1)

32 . Äâå ñòðîêè ìàòðèöû 3×3 çàïîëíåíû öåëûìè ÷èñëàìè òàê, ÷òî ÍÎÄ
÷èñåë â êàæäîé èç íèõ ðàâåí åäèíèöå, è ñòðîêè íå ïðîïîðöèîíàëüíû íàä
Q. Âñåãäà ëè âîçìîæíî çàïîëíèòü öåëûìè ÷èñëàìè òðåòüþ ñòðîêó òàê,
÷òî áû îïðåäåëèòåëü îêàçàëñÿ åäèíè÷íûì?

Ïîäñêàçêà. Ðàññìîòðåòü ìàòðèöó

A =

 1 2 3
3 2 1
m k l


è åå ìèíîðû M31,M32,M33. Èëè, ïî-äðóãîìó, ðàññìîòðåòü ñîîòíîøåíèå
AB = E ïî ìîäóëþ 2.

33 . Äâîå ïî î÷åðåäè çàïîëíÿþò öåëûìè ÷èñëàìè êëåòêè ìàòðèöû 3×3.
Ïåðâûé âûèãðûâàåò, åñëè â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èòüñÿ âûðîæäåííàÿ ìàòðè-
öà. Êòî ïîáåäèò?

34 . Ñêîëüêî êâàäðàòíûõ ìàòðèö ïîðÿäêà n ñ åäèíè÷íûì îïðåäåëèòåëåì
íàä ïîëåì èç q ýëåìåíòîâ?

35 . ×èñëà 1, 2, 3, . . . , n2 âñåâîçìîæíûìè ñïîñîáàìè îðãàíèçóþòñÿ â êâàä-
ðàòíûå ìàòðèöû n× n. Íàéäèòå ñóììó îïðåäåëèòåëåé ýòèõ ìàòðèö.

Ìàòðèöà íàçûâàåòñÿ òðåõäèàãîíàëüíîé, åñëè íà ãëàâíîé äèàãîíàëè âñå
÷èñëà îäèíàêîâû, à òàêæå íàä ãëàâíîé è ïîä ãëàâíîé âñå ÷èñëà îäèíà-
êîâû, à âñå îñòàëüíûå êîýôôèöèåíòû ðàâíû 0:

Dn(a, b, c) =


a b 0 0 . . . 0
c a b 0 . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . .

0 0 0 . . . c a

 ;
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36 . Âûâåñòè ðåêóððåíòíîå ëèíåéíîå ñîîòíîøåíèå ñâÿçûâàþùåå detn(a, b, c),
detn−1(a, b, c), detn−2(a, b, c)

37 . Ïîêàæèòå, ÷òî îïðåäåëèòåëü òðåõäèàãîíàëüíîé ìàòðèöû ñ åäèíè-
öåé íà ãëàâíîé äèàãîíàëè è íàä íåé è -1 ïîä íåé ÿâëÿåòñÿ ÷èñëîì Ôè-
áîíà÷÷è, ò. å. ïîä÷èíÿåòñÿ ñëåäóþùåìó ðåêóððåíòíîìó ñîîòíîøåíèþ:
fn+2 = fn+1 + fn è íà÷àëüíûì óñëîâèÿ f0 = f1 = 1.

Âû÷èñëåíèå îïðåäåëèòåëåé íåêîòîðûõ ìàòðèö

Êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà A íàçûâàåòñÿ íåâûðîæäåííîé, åñëè detA 6= 0, è
íàçûâàåòñÿ âûðîæäåííîé â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

38 Òåîðåìà. Îïðåäåëèòåëü ïðîèçâåäåíèÿ ìàòðèö ðàâåí ïðîèçâåäåíèþ
îïðåäåëèòåëåé: det(AB) = detA detB (äëÿ ëþáûõ n × n-ìàòðèö A è
B).

J Ôèêñèðóåì ìàòðèöó B. Òîãäà ôóíêöèÿ D(A) = detAB ïîëèëèíåéíà è
êîñîñèììåòðè÷íà. Ýòî ëåãêî ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ óìíîæåíèÿ ìàòðèö.
Ïî òåîðåìå åäèíñòâåííîñòè ïîëó÷àåì: detAB = D(A) = detA · D(E) =
detA · detB I

Ñëåäñòâèå. Ïðîèçâåäåíèå âûðîæäåííîé ìàòðèöû íà ëþáóþ êâàäðàò-
íóþ ìàòðèöó òîãî æå ðàçìåðà ñíîâà áóäåò âûðîæäåííîé ìàòðèöåé.
Ïðîèçâåäåíèå íåâûðîæäåííûõ ìàòðèö ÿâëÿåòñÿ íåâûðîæäåííîé ìàò-
ðèöåé.

39 Òåîðåìà. (îïðåäåëèòåëü ñ óãëîì íóëåé) Ïóñòü A,B � êâàäðàò-
íûå ìàòðèöû (íå îáÿçàòåëüíî îäèíàêîâîãî ðàçìåðà). Òîãäà∣∣∣∣A C

0 B

∣∣∣∣ = detA · detB (0.20)

äëÿ ëþáîé ìàòðèöû C ïîäõîäÿùåãî ðàçìåðà. Àíàëîãè÷íî,∣∣∣∣A 0
D B

∣∣∣∣ = detA · detB (0.21)

äëÿ ëþáîé ìàòðèöû D ïîäõîäÿùåãî ðàçìåðà.
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J Ëåâàÿ ÷àñòü â (0.20) � ïîëèëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ ñòîëáöîâ ìàòðèöû A è
ñòðîê ìàòðèöû B. Ñëåäîâàòåëüíî, ïî òåîðåìå åäèíñòâåííîñòè,∣∣∣∣A C

0 B

∣∣∣∣ = detA · detB;

∣∣∣∣E C
0 E

∣∣∣∣ = detA · detB.

I

Îïðåäåëèòåëü Âàíäåðìîíäà

Äëÿ ëþáûõ x1, . . . , xn èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî:

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 x1 x21 . . . xn−11

1 x2 x22 . . . xn−12

. . . . . . . . . . . . . . .

1 xn x2n . . . xn−1n

∣∣∣∣∣∣∣∣ =
∏

1≤i<j≤n
(xj − xi) (0.22)

Â ïðàâîé ÷àñòè çäåñü ñòîèò ïðîèçâåäåíèå âèäà

(x2 − x1)(x3 − x1) . . . (xn − x1) · (x3 − x2) . . . (xn − x2) . . . (xn − xn−1)

(âñåãî n(n−1)
2 ñîìíîæèòåëåé.)

J Âû÷òåì èç êàæäîãî ïîñëåäóþùåãî ñòîëáöà ïðåäûäóùèé, óìíîæåííûé
íà x1, à äàëåå ðàçëîæèì ïî ïîëó÷èâøåéñÿ ïåðâîé ñòðîêå � (1,0,0. . . ,0).
Ïðèõîäèì ê îïðåäåëèòåëþ (n− 1)× (n− 1):

∣∣∣∣∣∣∣∣
x2 − x1 x2(x2 − x1) . . . xn−22 (x2 − x1)
x3 − x1 x3(x3 − x1) . . . xn−23 (x3 − x1)
. . . . . . . . . . . .

xn − x1 xn(xn − x1) . . . xn−2n (xn − x1)

∣∣∣∣∣∣∣∣
Äàëåå âûíåñåì èç ñòðîê ìíîæèòåëè (x2 − x1)(x3 − x1) . . . (xn − x1) è
ñâåäåì çàäà÷ó ê âû÷èñëåíèþ òàêîãî æå îïðåäåëèòåëÿ ìåíüøåãî ðàçìåðà.
Ïðèìåíåíèå èíäóêöèè çàêàí÷èâàåò äîêàçàòåëüñòâî. I
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40 . Âû÷èñëèòü îïðåäåëèòåëè∣∣∣∣∣∣∣∣
1 2 4 8
1 −2 4 −8
1 3 9 27
1 −3 9 −27

∣∣∣∣∣∣∣∣ ;
∣∣∣∣∣∣∣∣

1 5 25 125
125 25 5 1
1 7 49 243

243 49 7 1

∣∣∣∣∣∣∣∣
Îáðàòíàÿ ìàòðèöà

Äàëåå â ýòîì ïàðàãðàôå ìàòðèöû ðàññìàòðèâàþòñÿ íàä ïîëåì. n × n-
Ìàòðèöà D íàçûâàåòñÿ îáðàòíîé ê n× n-ìàòðèöå A, åñëè AD = DA =
E. Â ýòîì ñëó÷àå ìàòðèöà A áóäåò îáðàòíîé äëÿ ìàòðèöû D, ò. å. ìîæíî
ãîâîðèòü î âçàèìíî îáðàòíûõ ìàòðèöàõ. Îòìåòèì, ÷òî ýòî îïðåäåëåíèå
â òî÷íîñòè òàêîå æå, êàê è äëÿ ÷èñåë: äâà ÷èñëà a è d âçàèìíî îáðàòíû,
åñëè õ ïðîèçâåäåíèå ðàâíî åäèíèöå. Ìàòðèöà A íå ìîæåò èìåòü áîëåå îä-
íîé îáðàòíîé ê íåé ìàòðèöû. Â ñàìîì äåëå, ïóñòü D∗ åùå îäíà îáðàòíàÿ
ê A ìàòðèöà. Òîãäà

D∗ = D∗E = D∗(AD) = (D∗A)D = ED = D,

÷òî è äîêàçûâàåò óòâåðæäåíèå.

Îáðàòíàÿ ìàòðèöà îáîçíà÷àåòñÿ êàê A−1. Îáîçíà÷åíèå â âèäå äðîáè íå
ïðèìåíÿåòñÿ, òàê êàê óìíîæåíèå ìàòðèö íåêîììóòàòèâíî. Óñòàíîâèòü
ñëåäóþùèå ñâîéñòâà.

1. Åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà îáðàòèìà.

2. Åñëè ìàòðèöà A îáðàòèìà, òî A−1 òàêæå îáðàòèìà è (A−1)−1 = A.

3. Åñëè ìàòðèöû A è B îáðàòèìû, òî ìàòðèöà AB òàêæå îáðàòèìà è
(AB)−1 = B−1A−1.

41 Òåîðåìà. Îáðàòíàÿ ìàòðèöà ê n× n-ìàòðèöå A ñóùåñòâóåò òî-
ãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ìàòðèöà A íåâûðîæäåíà. Â ýòîì ñëó÷àå

A−1 =
1

detA


A11 A21 . . . An1

A12 A22 . . . An2

. . . . . . . . . . . .
A1n A2n . . . Ann

 , (0.23)

ãäå Aij, êàê è ðàíåå, åñòü àëãåáðàè÷åñêîå äîïîëíåíèå ê (i, j)-òîìó ýëå-
ìåíòó ìàòðèöû A.
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J Åñëè ìàòðèöà A âûðîæäåíà, òî è AB âûðîæäåíà (ñì. ñëåäñòâèå ??),
ïîýòîìó ïðîèçâåäåíèå íå ìîæåò áûòü ðàâíî åäèíè÷íîé ìàòðèöå.

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî detA 6= 0. Òîãäà ïðàâàÿ ÷àñòü â (0.23) îïðå-
äåëåíà, è ìîæíî óáåäèòüñÿ íåïîñðåäñòâåííîé ïðîâåðêîé, ÷òî åå ïðîèç-
âåäåíèå íà ìàòðèöó A äàåò åäèíè÷íóþ ìàòðèöó; ïðè ýòîì èñïîëüçóþòñÿ
ñâîéñòâà ðàçëîæåíèÿ è ëîæíîãî ðàçëîæåíèÿ îïðåäåëèòåëÿ ìàòðèöû ïî
ñòîëáöó (ñòðîêå). I

42 Ïðåäëîæåíèå. Èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî detA−1 = 1/ detA äëÿ ëþ-
áîé íåâûðîæäåííîé ìàòðèöû A.

Äåéñòâèòåëüíî, ïðèìåíåíèå òåîðåìû îá îïðåäåëèòåëå ïðîèçâåäåíèÿ ìàò-
ðèö ê A · A−1 = E äàåò ðàâåíñòâî detA detA−1 = 1, îòêóäà è ñëåäóåò
íóæíîå ðàâåíñòâî. I

Îáîçíà÷èì ÷åðåç GL(n,K) ìíîæåñòâî íåâûðîæäåííûõ n×n-ìàòðèö. Èç
âûøå äîêàçàííîãî ñëåäóåò, ÷òî ýòî ìíîæåñòâî � ãðóïïà îòíîñèòåëüíî
óìíîæåíèÿ. Åå íàçûâàþò îáùåé ëèíåéíîé ãðóïïîé. Áîëåå òîãî, îòîáðà-
æåíèå det : GL(n,K)→ K \{0} � ãîìîìîðôèçì îáùåé ëèíåéíîé ãðóïïû
â ãðóïïó íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ ïîëÿ K (îòíîñèòåëüíî óìíîæåíèÿ). ßäðî
ýòîãî ãîìîìîðôèçìà, ò.å. ñîâîêóïíîñòü âñåõ n × n-ìàòðèö ñ åäèíè÷íûì
îïðåäåëèòåëåì, ñîñòàâëÿåò ïîäãðóïïó ãðóïïû GL(n,K), êîòîðàÿ íàçû-
âàåòñÿ ñïåöèàëüíîé ëèíåéíîé ãðóïïîé è îáîçíà÷àåòñÿ SL(n,K).

43 . Íàéòè 
a 1 1 1
0 a 1 1
0 0 a 1
0 0 0 a


−1

ïðè a 6= 0.

44 . Åñëè N ∈Matn(F ) � íèëüïîòåíòíàÿ ìàòðèöà (Nk = 0 äëÿ íåêîòî-
ðîãî k ∈ N), òî

(E −N)−1 = E +N +N 2 + · · ·+Nk−1

Ïîêàçàòü, ÷òî çäåñü ìîæíî ñ÷èòàòü k ≤ n.

45 . Ïîêàçàòü, ÷òî ìàòðèöà E−AB îáðàòèìà â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå,
êîãäà ìàòðèöà E −BA îáðàòèìà.
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46 . Ïóñòü G =

(
A D
0 B

)
� áëî÷íàÿ ìàòðèöà. Çäåñü A,B � êâàäðàòíûå

ìàòðèöû áûòü ìîæåò ðàçíîãî ïîðÿäêà. Äîêàçàòü, ÷òî ìàòðèöà G îáðà-
òèìà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ìàòðèöû A,B îáðàòèìû. Íàéòè â ýòîì
ñëó÷àå G−1.

47 . Íàéòè 
a 1 1 1
0 a 1 1
0 0 a 1
0 0 0 a


−1

ïðè a 6= 0.

48 . Åñëè A,B,C,D ∈ Matn(F ) è

(
A B
C D

)
îáðàòèìû, òî ìàòðèöû A −

BD−1C, C −DB−1A, B − AC−1D, D − CA−1B òîæå îáðàòèìû è(
(A−BD−1C)−1 (C −DB−1A)−1

(B − AC−1D)−1 (D − CA−1B)−1

)
=

(
A B

C D

)−1

Ìàòðè÷íûé ìåòîä ðåøåíèÿ ëèíåéíûõ ñèñòåì

. Ðàññìîòðèì ñèñòåìó n óðàâíåíèé ñ n íåèçâåñòíûìè (0.25), �. Îáîçíà-
÷èì ÷åðåç A = (aij) ìàòðèöó ýòîé ñèñòåìû, B = (b1, b2, . . . , bn)

> � ñòîëáåö
ñâîáîäíûõ ÷ëåíîâ è ÷åðåç X = (x1, x2, . . . , xn)

> îáîçíà÷èì ñòîëáåö íåèç-
âåñòíûõ. Òîãäà ýòà ñèñòåìà ìîæåò áûòü çàïèñàíà â ìàòðè÷íîì âèäå:

AX = B (0.24)

Óìíîæèâ ñëåâà ýòî ñîîòíîøåíèå íà A−1, ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåìó ðå-
çóëüòàòó:

49 Ïðåäëîæåíèå. Åñëè A íåâûðîæäåííàÿ ìàòðèöà, òî ñèñòåìà (0.24)
îïðåäåëåíà, è åå ðåøåíèå íàõîäèòñÿ ïî ôîðìóëå X = A−1B.

Ýòî ïðåäëîæåíèå ïîêàçûâàåò, ÷òî ïðèíöèïèàëüíî óðàâíåíèå (0.24) è ìå-
òîä åãî ðåøåíèÿ â ñëó÷àå íåâûðîæäåííîñòè ìàòðèöû A íè÷åì íå îòëè-
÷àåòñÿ îò óðàâíåíèÿ âèäà ax = b ïðè a 6= 0.
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50 . Ðåøèòü ìàòðè÷íûì ìåòîäîì ñèñòåìó óðàâíåíèé
3x− 5y + 1 = 2

4x+ y − z = 2

x+ 3y − 5z = 9

Ïðàâèëî Êðàìàðà

Ðàññìîòðèì ëèíåéíóþ ñèñòåìó n óðàâíåíèé ñ n íåèçâåñòíûìè:


a11x1 + a12x2 + . . .+ a1nxn = b1

a21x1 + a22x2 + . . .+ a2nxn = b2

. . . . . . . . . . . . . . . . . .

an1x1 + an2x2 + . . .+ annxn = bn

(0.25)

51 Òåîðåìà. (ïðàâèëî Êðàìàðà) Ñèñòåìà (0.25) îïðåäåëåíà òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà ìàòðèöà A íåâûðîæäåíà. Â ýòîì ñëó÷àå ðåøå-
íèå íàõîäèòñÿ ïî ôîðìóëàì:

x1 =
detA1

detA
, x2 =

detA2

detA
, . . . , xn =

detAn

detA
, (0.26)

ãäå Ai � ìàòðèöà, ïîëó÷åííàÿ èç ìàòðèöû A çàìåíîé i-ãî ñòîëáöà íà
ñòîëáåö ñâîáîäíûõ ÷ëåíîâ (b1, b2, . . . , bn)

>.

J Çàìåòèì, ÷òî ïðè ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèÿõ ñèñòåìû 1-3 òèïîâ
ñâîéñòâî íåâûðîæäåííîñòè (âûðîæäåííîñòè) ìàòðèöû ñèñòåìû ñîõðà-
íÿåòñÿ òàê æå, êàê ñîõðàíÿåòñÿ çíà÷åíèÿ ïðàâûõ ÷àñòåé ðàâåíñòâ (0.26).
Ñëåäîâàòåëüíî ïðàâèëî Êðàìàðà (áåç ôîðìóë) äîñòàòî÷íî äîêàçàòü â
ñëó÷àå, êîãäà ìàòðèöà A èìååò ñòóïåí÷àòûé âèä. Åñëè detA 6= 0, òî â
ñòóïåí÷àòîì âèäå íà ãëàâíîé äèàãîíàëè äîëæíû ñòîÿòü íåíóëåâûå ýëå-
ìåíòû (ñì. òåîðåìó 20 îá îïðåäåëèòåëå òðåóãîëüíîé ìàòðèöû), ò. å. ñèñòå-
ìà (0.25) áóäåò îïðåäåëåííîé. Íàîáîðîò, åñëè ñèñòåìà (0.25) îïðåäåëåíà,
òî âñå íåèçâåñòíûå � ãëàâíûå, ñëåäîâàòåëüíî ìàòðèöà ñòóïåí÷àòîãî âèäà
íåâûðîæäåíà, è ïîýòîìó detA 6= 0. Îñòàåòñÿ ïðîâåðèòü ôîðìóëó (0.26)
â ñëó÷àå A = E. Ýòî òðèâèàëüíîñòü. I

52 Çàìå÷àíèå Åñëè detA = 0, íî detAk 6= 0 äëÿ êàêîãî-ëèáî k, òî
ñèñòåìà (0.25) íåñîâìåñòíà.
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Äåéñòâèòåëüíî, ïîâòîðÿÿ äîêàçàòåëüñòâî ïðàâèëà Êðàìàðà è ñâîäÿ âñå
ê ñòóïåí÷àòîé ñèñòåìå ëèíåéíûõ óðàâíåíèé, ìû âèäèì, ÷òî óðàâíåíèå
detA ·xk = detAk ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì ñèñòåìû (0.25). Òàê êàê ýòî ñëåä-
ñòâèå â ñëó÷àå detA = 0, detAk 6= 0 íå èìååò ðåøåíèÿ, òî è èñõîäíàÿ
ñèñòåìà íå èìååò ðåøåíèÿ.

53 Òåîðåìà. Ïóñòü (0.25) � îäíîðîäíàÿ ñèñòåìà, ò. å. b1 = b2 = . . . =
bn = 0. Ýòà ñèñòåìà èìååò íåíóëåâîå ðåøåíèå òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà detA = 0.

J Òàê êàê îäíîðîäíàÿ ñèñòåìà âñåãäà ñîâìåñòíà, òî îñòàåòñÿ äâå âîçìîæ-
íîñòè � ýòà ñèñòåìà ëèáî îïðåäåëåíà (ò. å. èìååò òîëüêî íóëåâîå ðåøåíèå),
ëèáî íåîïðåäåëåíà (ò. å. èìååò íåíóëåâîå ðåøåíèå). Îñòàåòñÿ ïðèìåíèòü
ïðàâèëî Êðàìàðà. I

54 . Ðåøèòü ñëåäóþùèå ñèñòåìû ìåòîäîì Êðàìàðà
2x− y + 3z = 9

3x− 5y + z = −4

4x− 7y5z = 5

;


2x− 5y + 3z + t = 5

3x− 7y + 3z − t = −1

5x− 9y + 6z + 2t = 7

4x− 6y + 3z + t = 8

;

55 . Ïîêàçàòü, ÷òî ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè n âïîëíå îïðåäåëÿåòñÿ åãî çíà÷å-
íèÿìè yj â n+ 1 òî÷êå xj (1 ≤ j ≤ n). Òàêîé ìíîãî÷ëåí èìååò âèä

P (x) =
n=1∑
i=1

∏
j 6=i

x− xj
xi − xj

(ìíîãî÷ëåí Ëàãðàíæà)

56 . Íàéòè êâàäðàòíûé òðåõ÷ëåí P (x), åñëè P (−1) = 9, P (1) = 1,
P (2) = −3.

57 . Íàéòè ìíîãî÷ëåí òðåòüåé ñòåïåíè P (x), äëÿ êîòîðîãî P (−1) = 0,
P (1) = 4, P (2) = 3, P (3) = 16.

58 . Ðåøèòü ñèñòåìó ëèíåéíûõ óðàâíåíèé
−x+ y + z + t = a

x− y + z + t = b

x+ y − z + t = c

x+ y + z − t = d
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59 . Ðåøèòü ñèñòåìó ëèíåéíûõ óðàâíåíèé
2(x+ t) + 3(y + z) = a

4(y + t) + 5(z + x) = b

−3(z + t) + 2(x+ y) = c

x+ y + z + t = d

Ðàíã ìàòðèöû

Ìû ñíîâà âîçâðàùàåìñÿ ê ñèñòåìàì ëèíåéíûõ óðàâíåíèé, èñïîëüçóÿ òå-
ïåðü ðàçâèòûé â ïðåäûäóùèõ ïàðàãðàôàõ àïïàðàò ëèíåéíûõ ïðîñòðàíñòâ.

Äëÿ êâàäðàòíîé ëèíåéíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé ñ âûðîæäåííîé ìàòðèöåé
ìíîæåñòâî ðåøåíèé ìîæåò áûòü áåñêîíå÷íûì. Â ýòîì ñëó÷àå îáùåå ðå-
øåíèå çàïèñûâàåòñÿ â âèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè ñòîëáöîâ ñ èñïîëüçîâà-
íèåì ïàðàìåòðîâ, êîòîðûå åñòü íå ÷òî èíîå êàê ñâîáîäíûå íåèçâåñòíûå.
Ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî êîëè÷åñòâî ïàðàìåòðîâ õàðàêòåðèçóåò ðàçìåðíîñòü
ïðîñòðàíñòâà ðåøåíèé. Êàê óçíàòü ýòó ðàçìåðíîñòü ïî ìàòðèöå ñèñòå-
ìû? Èìååò ñìûñë ââåñòè õàðàêòåðèñòèêó ìàòðèöû � ðàíã.

60 Òåîðåìà. Äëÿ ìàòðèöû èìååò ìåñòî ñîâïàäåíèå ñëåäóþùèõ ÷èñåë:

(à) ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ñòîëáöîâ,

(à') ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà, ïîðîæäåííîãî ñòîëáöàìè,

(á) ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ñòðîê,

(á') ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà, ïîðîæäåííîãî ñòðîêàìè,

(â) ìàêñèìàëüíûé ðàçìåð ìèíîðà, íå ðàâíîãî íóëþ.

J Äîñòàòî÷íî äîêàçàòü ñîâïàäåíèå ÷èñåë, îïðåäåëåííûõ â (á) è (â). Îáî-
çíà÷èì èõ r1 è r2 ñîîòâåòñòâåííî. Ïðè ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèÿõ
ñòðîê ÷èñëà r1 è r2 íå ìåíÿþòñÿ. Ñëåäîâàòåëüíî ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî
ìàòðèöà A ïðèâåäåíà ê ñòóïåí÷àòîìó âèäó ñ åäèíèöàìè â åãî óãëàõ:
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A =



1 a12 a13 . . . a1n
0 1 a23 . . . a2n
. . . . . . . . . . . . . . .
0 0 1 . . . akn
0 0 0 . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 . . . 0


(0.27)

Íî òåïåðü ÿñíî, ÷òî ÷èñëà r1 è r2 ðàâíû ÷èñëó íåíóëåâûõ ñòðîê ìàòðèöû
A. I

61 Îïðåäåëåíèå ×èñëî, îïðåäåëÿåìîå îäíèì èç ýêâèâàëåíòíûõ óñëî-
âèé (à), (á), (â), íàçûâàåòñÿ ðàíãîì ìàòðèöû A è îáîçíà÷àåòñÿ rankA.

62 Ñëåäñòâèå. Ìàòðèöà A ðàçìåðà n×n íåâûðîæäåíà òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà rankA = n.

Ðàíãîì ìíîæåñòâà F ýëåìåíòîâ ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà íàçîâåì ìàêñè-
ìàëüíîå êîëè÷åñòâî ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ýëåìåíòîâ èç F . Â ñèëó òåîðå-
ìû ?? ýòî ÷èñëî ñîâïàäàåò ñ ðàçìåðíîñòüþ ïðîñòðàíñòâà, ïîðîæäåííîãî
F :

rankF := dim

(∑
f∈F

fK

)
(0.28)

63 Ïðåäëîæåíèå. (ìåòîä îêàéìëÿþùèõ ìèíîðîâ) ÏóñòüM � íåíó-
ëåâîé ìèíîð ìàòðèöû A ðàçìåðà r × r è ëþáîé îêàéìëÿþùèé ìèíîð
ðàâåí 0. Òîãäà r = rankA.

JÌîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ìèíîðM ñòîèò â ëåâîé âåðõíåì óãëó è òåì ñàìûì

A =

(
M D

T B

)
.

Óìíîæàÿ ïåðâóþ áëîê-ñòðîêó íà −TM−1 è ïðèáàâëÿÿ êî âòîðîé, ñâîäèì
äîêàçàòåëüñòâî ê ñëó÷àþ T = 0. Òîãäà B = 0, èíà÷å íàõîäèòñÿ íåíóëåâîé
îêàéìëÿþùèé ìèíîð. Íî òîãäà rankA = r. I

64 Ïðåäëîæåíèå. Ñèñòåìà n ñòðîê ai = (ai1, . . . , ain) (1 ≤ i ≤ n)
äëèíû n ëèíåéíî çàâèñèìà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà det(aij) = 0.
Ýòî â ñâîþ î÷åðåäü ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî rank(aij) < n. Áîëåå îáùî,
ñèñòåìà m ñòðîê ai = (ai1, . . . , ain) (1 ≤ i ≤ m) äëèíû n ëèíåéíî
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çàâèñèìà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà rank(aij) < m. Â ÷àñòíîñòè,
åñëè m > n, òî ñòðîêè a1, . . . , am çàâåäîìî çàâèñèìû.

J Äîñòàòî÷íî äîêàçàòü áîëåå îáùåå óòâåðæäåíèå. Íî îíî ñðàçó âûòåêàåò
èç òåîðåìû ï. 60 I

65 Ïðåäëîæåíèå. Ðàíã ïðîèçâåäåíèÿ ìàòðèö íå ïðåâîñõîäèò ðàíãà
êàæäîãî èç ñîìíîæèòåëåé.

J Ïóñòü n = rankA è îïðåäåëåíî ïðîèçâåäåíèå ìàòðèö AB. Êàæäûé
ñòîëáåö ìàòðèöû AB åñòü ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ ñòîëáöîâ ìàòðèöû A;
ïî äðóãîìó AB · Km ⊆ A · Kk (m � ÷èñëî ñòðîê B, à k � ÷èñëî ñòðîê
ìàòðèöû A). Èç îïðåäåëåíèÿ ðàíãà ñëåäóåò, ÷òî rankAB ≤ rankA. Ïðè-
ìåíÿÿ àíàëîãè÷íîå ðàññóæäåíèå ê ñòðîêàì ìàòðèöû B, íàõîäèì, ÷òî
rankAB ≤ rankB I

66 Ñëåäñòâèå. Åñëè â ïðåäëîæåíèè âûøå B � íåâûðîæäåííàÿ êâàä-
ðàòíàÿ ìàòðèöà, òî rank(AB) = rankA

Â ñàìîì äåëå rank(AB) ≤ rankA = rank(AB)B−1 ≤ rank(AB) ñîãëàñíî
ïðåäëîæåíèþ. Îòñþäà ñëåäóåò ðàâåíñòâî rank(AB) = rankA.

67 Ïðåäëîæåíèå. Ðàíã ñóììû ìàòðèö íå áîëüøå ÷åì ñóììà ðàíãîâ
ýòèõ ìàòðèö.

J Äîêàçûâàåì íåðàâåíñòâî rank(A + B) ≤ rankA + rankB. Ïðèìåíÿÿ
ýëåìåíòàðíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ñòðîê è ñòîëáöîâ, äîêàçàòåëüñòâî ñâîäèì
ê ñëó÷àþ A + B = En � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà n. Òîãäà ñòðîêè
ìàòðèöû A âìåñòå ñî ñòðîêàìè ìàòðèöû B îáðàçóþò ïîëíóþ ñèñòåìó
F â n- ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå ñòðîê. Òåì ñàìûì ÷èñëî ëèíåéíî íåçàâè-
ñèìûõ ñòðîê â ñèñòåìå F ðàâíî n. ×àñòü èç ýòèõ ñòðîê â êîëè÷åñòâå k
ÿâëÿåòñÿ ñòðîêàìè ìàòðèöû A, à äðóãàÿ ÷àñòü, â êîëè÷åñòâå n− k áóäåò
ñòðîêàìè ìàòðèöû B. Ýòè ÷àñòè ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíî íåçàâèñèìûìè ïî îò-
äåëüíîñòè (ïîäìíîæåñòâî ëèíåéíîãî íåçàâèñèìîãî ìíîæåñòâà âåêòîðîâ
ñàìî ëèíåéíî íåçàâèñèìî). Òîãäà rankA ≥ k è rankB ≥ n − k, îòêóäà
rankA+ rankB ≥ k + n− k = n = rank(A+B). I

68 Ñëåäñòâèå. Ïðè óìíîæåíèè íà íåâûðîæäåííóþ ìàòðèöó ðàíã íå
ìåíÿåòñÿ.
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J Åñëè B íåâûðîæäåíà, òî rankA = rankABB−1 ≤ rankAB ≤ A, îòêó-
äà ñëåäóåò ñîâïàäåíèå rankA = rankB. I

69 Òåîðåìà. (Êðîíåêåðà-Êàïåëëè) Ñèñòåìà ëèíåéíûõ óðàâíåíèé îá-
ùåãî âèäà (ñì. (0.13)) ñîâìåñòíà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ðàíã
ìàòðèöû A ñîâïàäàåò ñ ðàíãîì ðàñøèðåííîé ìàòðèöû.

J Ïóñòü A∗ � ðàñøèðåííàÿ ìàòðèöà. Åñëè rankA = rankA∗, òî ïîñëåä-
íèé ñòîëáåö ìàòðèöû A∗, ò. å. (b1, b2, . . . , bm)> ïðèíàäëåæèò ëèíåéíîé
îáîëî÷êå ñòîëáöîâ ìàòðèöû A. Ñëåäîâàòåëüíî íàéäóòñÿ ýëåìåíòû x01,
x02,. . . , x

0
n ïîëÿ K òàêèå, ÷òî

n∑
i=1

(a1i, a2i, . . . , ami)
>x0i = (b1, b2, . . . , bm)> (0.29)

Íî ýòî è çíà÷èò, ÷òî
(
x01, x

0
2, . . . , x

0
m

)
� ðåøåíèå ñèñòåìû (0.13). Íàîáîðîò,

åñëè
(
x01, x

0
2, . . . , x

0
m

)
� ðåøåíèå ñèñòåìû (0.13), òî èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

(0.29); ñëåäîâàòåëüíî ëèíåéíûå îáîëî÷êè ñòîëáöîâ ìàòðèö A è A∗ ñîâ-
ïàäàþò, çíà÷èò ñîâïàäàþò è èõ ðàçìåðíîñòè, ò. å. ðàíãè. I

70 . Ïîêàæèòå, ÷òî íàä ïîëåì âñÿêàÿ ìàòðèöà ðàíãà 1 ïðåäñòàâèìà â
âèäå ïðîèçâåäåíèÿ ñòîëáöà è ñòðîêè, à âñÿêàÿ êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà ðàíãà
1 ïðîïîðöèîíàëüíà ñâîåìó êâàäðàòó.

Ðåøåíèå. Ïóñòü ñòðîêè m×n-ìàòðèöû A òàêîâû: a1, a2, . . . , am, à ñàìó
ìàòðèöó áóäåò â ýòîì ñëó÷àå çàïèñûâàòü êàê A = [a1, a2, . . . , am]>. Åñëè
rankA = 1, òî íàéäåòñÿ íåíóëåâàÿ ñòðîêà ai. Ïåðåñòàâëÿÿ ñòðîêè, äî-
áüåìñÿ ÷òîáû ýòà ñòðîêà ñòàëà ïåðâîé. Ïåðåñòàíîâêà ñòðîê ýêâèâàëåíòíà
ïåðåõîäóA→ P∗A, ãäå P íåâûðîæäåííàÿm×m-ìàòðèöà, êîòîðàÿ è ðåà-
ëèçóåò äàííóþ ïåðåñòàíîâêó. Äëÿ ëþáîãî j > 1 íàéäåòñÿ ïîäõîäÿùèé êî-
ýôôèöèåíò kj òàêîé, ÷òî aj = kj ·a1. Ïîëó÷àåì P ∗A = [1, k2, . . . , km]> ·a1,
îòêóäà A = (P−1 · [1, k2, . . . , km]>) · a1 � òðåáóåìîå ïðåäñòàâëåíèå. Îáî-
çíà÷èì (b1, b2, . . . , bm)> = P−1 · [1, k2, . . . , km]> è ïðåäïîëîæèì m = n.
Òîãäà

A2 = ((b1, b2, . . . , bn)
>·a1) = (b1, b2, . . . , bn)

>·(a1(b1, b2, . . . , bn)>)·a1 = k0·(b1, b2, . . . , bn)>·a1 = k0A,

ãäå k0 = a1(b1, b2, . . . , bn)
>.
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71 . Äîêàæèòå, ÷òî íàä ïîëåì ëþáóþ ìàòðèöó ðàíãà r ìîæíî ïðåäñòà-
âèòü â âèäå ñóììû r ìàòðèö åäèíè÷íîãî ðàíãà, íî íåëüçÿ ïðåäñòàâèòü â
âèäå ñóììû ìåíüøåãî ÷èñëà òàêèõ ìàòðèö.

Ðåøåíèå. Ïóñòü rankA = r è A ∈Mat(m×n;F ). Òîãäà ýëåìåíòàðíûìè
ïðåîáðàçîâàíèÿìè ñòðîê ìàòðèöó A ìîæíî ïðèâåñòè ê âèäó [B,O], ãäå
B ∈ Mat(r × n;F ) èìååò ðàíã r. Ýëåìåíòàðíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ñòðîê
ñîîòâåòñòâóþò óìíîæåíèþ ìàòðèöûA ñëåâà íà íåâûðîæäåííóþ ìàòðèöó
D ∈Matm(F ), ò.å. DA = [B,O]. Åñëè b1,. . . , br � ñòðîêè ìàòðèöû B, òî
B = B1 + · · ·+ Br, ãäå Bj ∈Mat(m× n;F ) ìàòðèöà ðàíãà 1, â êîòîðîé
íà ìåñòå j-îé ñòðîêè ñòîèò bj, à îñòàëüíûå ýëåìåíòû íóëè (1 ≤ j ≤ r).
Òàê êàê A =

∑r
j=1D

−1Bj, òî ïåðâîå óòâåðæäåíèå äîêàçàíî. Íåðàâåíñòâî

rank(H1 +H2) ≤ rank(H1) + rank(H2)

îáåñïå÷èâàåò äîêàçàòåëüñòâî âòîðîãî óòâåðæäåíèÿ (ñì. ïðåäëîæåíèå 67).

72 . Äëÿ ìàòðèöû A ∈ Mat(m × n, F ) îáîçíà÷èì ÷åðåç LA ëèíåéíîå
îòîáðàæåíèå F n → Fm ñîïîñòàâëÿþùåå ñòîëáöó X ∈ F n ñòîëáåö AX ∈
Fm. Äîêàæèòå äëÿ ëþáûõ ìàòðèö A ∈Mat(k×l, F ), B ∈Mat(l×m,F ),
C ∈Mat(m× n, F ) íåðàâåíñòâà

• rankA+ rankB − l ≤ rankAB ≤ min {rankA, rankB};

• dim=LB = dim=LALB + dim(=L ∩KerLA);

• (íåðàâåíñòâî Ôðîáåíèóñà) rankAB+rankBC ≤ rankABC+rankB

Çàäà÷è äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ

Ñèñòåìû ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé (ÑËÀÓ)

73 . Ðåøèòü ñèñòåìó ëèíåéíûõ óðàâíåíèé:

à)


x+ 2y − z = 0

2x+ 3y + 2z = 0

3x+ 5y + z = 0

; á)

{
x1 + x3 + x4 + x5 = 6

x2 + x3 + x4 + x5 = 8
;
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â)


5x1 + 4x2 + x3 + 3x4 = −5

2x1 + x2 + x3 + 4x4 = 2

3x1 + 2x2 + x3 + x4 = −3

x1 + 3x2 − 2x3 + 2x4 = −4

; ã)

{√
2x+ y = 3
√
x+
√

2y = 3
;

ä)

{
(cosϕ)x+ (sinϕ)y = tgϕ

− sinϕx+ cosϕy = 1

74 . Èññëåäîâàòü ñèñòåìó ïðè âñåõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà a:

à)

{
ax+ 2y = 1

2x+ ay = −1
; á)


8x1 + 6x2 + 3x3 + 2x4 = 5

−12x1 − 3x2 − 3x3 + 3x4 = −6

4x1 + 5x2 + 2x3 + 3x4 = 3

ax1 + 4x2 + x3 + 4x4 = 2

; â)


ax1 + x2 + x3 = 1

x1 + ax2 + x3 = 1

x1 + x2 + ax3 = 1

.

75 . Íàéòè îáùåå ðåøåíèå è ôóíäàìåíòàëüíóþ ñèñòåìó ðåøåíèé óðàâ-
íåíèé:

x1 − x3 = 0

x2 − x4 = 0

−x1 + x3 − x5 = 0

−x2 + x4 − x6 = 0

−x3 + x5 = 0

−x4 + x6 = 0

76 . Íàéòè îáùåå ðåøåíèå è îäíî ÷àñòíîå ðåøåíèå ñèñòåìû ëèíåéíûõ
óðàâíåíèé, èñïîëüçóÿ ìåòîä Ãàóññà:

à)


5x1 + 3x2 + 5x3 + 12x4 = 10

2x1 + 2x2 + 3x3 + 5x4 = 4

x1 + 7x2 + 9x3 + 4x4 = 2

; á)


−9x1 + 10x2 + 3x3 + 7x4 = 7

−4x1 + 7x2 + x3 + 3x4 = 5

7x1 + 5x2 − 4x3 − 6x4 = 3

;

â)


12x1 + 9x2 + 3x3 + 2x4 = 4

4x1 + 3x2 + x3 + 2x4 = 3

8x1 + 6x2 + 2x3 + 5x4 = 7

; ã)


6x1 + 4x2 + 5x3 + 2x4 + 3x5 = 1

3x1 + 2x2 − 2x3 + x4 = −7

9x1 + 6x2 + x3 + x4 + 2x5 = 2

3x1 + 2x2 + 4x3 + x4 + 2x5 = 3

.

77 . Ðåøèòü ñèñòåìû ñðàâíåíèé:

à)


2x+ y − z = 1

x+ 2y + z = 2

x+ y − z = −1

, ( mod 5); á)


3x+ 2y + 5z = 1

2x+ 5y + 3z = 1

5x+ 3y + 2z = 4

, ( mod 17)
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78 . Ïóñòü AX = B � ÑËÀÓ. Äîêàçàòü, ÷òî ÑËÀÓ (A>A)X = A>B
ñîâìåñòíà.

79 . Äîêàçàòü, ÷òî ðàçíîñòü äâóõ ðåøåíèé íåîäíîðîäíîé ñèñòåìû åñòü
ðåøåíèå ñîîòâåòñòâóþùåé îäíîðîäíîé ñèñòåìû.

80 . Ïóñòü ñòîëáåö èç ñâîáîäíûõ ÷ëåíîâ à) ðàâåí ñóììå ñòîëáöîâ åå îñ-
íîâíîé ìàòðèöû; á) ñîâïàäàåò ñ ïåðâûì ñòîëáöîì åå îñíîâíîé ìàòðèöû.
Óêàçàòü êàêîå-ëèáî ðåøåíèå ñèñòåìû.

81 . Óêàçàòü ïðèìåð ñèñòåìû 2 × 2 ñ íåèçâåñòíûìè x, y , ìíîæåñòâî
ðåøåíèé êîòîðîé çàïîëíÿåò ïðÿìóþ y = x.

82 . Èçâåñòíû äâà ðåøåíèÿ ñèñòåìû � (1, 7, 3) è (5, 1, 9). Óêàçàòü ðåøå-
íèå ýòîé ñèñòåìû, ó êîòîðîãî ïåðâàÿ êîîðäèíàòà ðàâíà 3.

83 . Ìîãóò ëè ñîâïàäàòü ìíîæåñòâà ðåøåíèé äàííîé îäíîðîäíîé ñèñòå-
ìû è åå ñîïðÿæåííîé?

84 . Ïóñòü A � öåëî÷èñëåííàÿ ìàòðèöà è d � íàèìåíüøèé èç ìîäóëåé åå
ýëåìåíòîâ. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè ïðè öåëî÷èñëåííûõ ýëåìåíòàðíûõ ïðåîá-
ðàçîâàíèÿõ ñòðîê è ñòîëáöîâ ìàòðèöû A ÷èñëî d íå óìåíüøàåòñÿ, òî d
äåëèò âñå ýëåìåíòû ýòîé ìàòðèöû A.

85 . Âûÿñíèòü, áóäåò ëè êâàäðàòíàÿ öåëî÷èñëåííàÿ ñèñòåìà ëèíåéíûõ
óðàâíåíèé, ñîâìåñòíàÿ ïî ìîäóëþ ëþáîãî ïðîñòîãî ÷èñëà p, ñîâìåñòíîé
íàä êîëüöîì öåëûõ ÷èñåë.

86 . Äîêàçàòü, ÷òî âñÿêóþ ñèñòåìó ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñ âåùåñòâåííû-
ìè êîýôôèöèåíòàìè ìîæíî ïðèâåñòè ê ñòóïåí÷àòîìó âèäó, èñïîëüçóÿ
ëèøü ýëåìåíòàðíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ II òèïà.

87 . Äîêàçàòü, ÷òî ïðè öåëî÷èñëåííûõ ýëåìåíòàðíûõ ïðåáðàçîâàíèÿõ
ñòðîê è ñòîëáöîâ öåëî÷èñëåííîé ìàòðèöû íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü
åå ìèíîðîâ ôèêñèðîâàííîãî ïîðÿäêà k íå ìåíÿåòñÿ.

88 . Äîêàçàòü, ÷òî öåëî÷èñëåííàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé èìååò öåëî÷èñëåí-
íîå ðåøåíèå â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, êîãäà äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî
÷èñëà k íàèáîëüøèå îáùèå äåëèòåëè âñåõ ìèíîðîâ ïîðÿäêà k â ìàòðèöå
ñèñòåìû è åå ðàñøèðåííîé ìàòðèöå ñîâïàäàþò.
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89 . Ïóñòü çàäàíà ñèñòåìà ëèíåéíûõ êîìïëåêñíûõ óðàâíåíèé AX = b ñ
êâàäðàòíîé íåâûðîæäåííîé ìàòðèöåé A. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóììà ìî-
äóëåé ýëåìåíòîâ êàæäîé ñòðîêè ìàòðèöû E + A ìåíüøå 1. Ïóñòü X0 �
ïðîèçâîëüíûé ñòîëáåö è èíäóêòèâíî îïðåäåëèì Xm+1 = (A+E)Xm− b.
Òîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñòîëáöîâ Xm ñõîäèòñÿ ê ðåøåíèþ óðàâíåíèÿ
AX = b.

90 . Íàéòè âñå âåêòîðû ïðîñòðàíñòâà Rn, ïåðåõîäÿùèå â âåêòîð b ∈ Rm

ïðè ëèíåéíîì îòîáðàæåíèè Rn → Rm, çàäàííîì ìàòðèöåé A:

à) A =


3 2 −5
3 4 −9
5 2 −8
8 1 −7

, b =


7
9
8
12

; á) A =

1 −3 −3 −14
2 −6 −3 −1
3 −9 −5 −6

, b =

 8
−5
−4

;

â) A =


8 6 5 2
3 3 2 1
4 2 3 1
3 5 1 1
7 4 5 2

, b =


21
10
8
15
18

.
91 . Íàéòè êàêîé-íèáóäü áàçèñ ÿäðà ëèíåéíîãî îòîáðàæåíèÿ, çàäàííîãî
ìàòðèöåé:

à)

 3 5 −4 2
2 4 −6 3
11 17 −8 4

; á)


6 9 2
−4 1 1
5 7 4
2 5 3

.
92 . Íàéòè ìíîãî÷ëåí f(x) òðåòüåé ñòåïåíè òàêîé, ÷òî f(1) = f(2) =
f(3) = 1, f(4) = 7.

93 . Íàéòè ìíîãî÷ëåí f(x) òðåòüåé ñòåïåíè, äëÿ êîòîðîãî f(−2) = 1,
f(−1) = 3, f(1) = 13, f(2) = 33

94 . Íàéòè ìíîãî÷ëåí f(x) ÷åòâåðòîé ñòåïåíè, äëÿ êîòîðîãî f(−3) =
−77, f(−2) = −13, f(−1) = 1, f(1) = −1, f(2) = −17
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Ìàòðèöû

95 . Çàïèñàòü n × n � ìàòðèöó ó êîòîðîé à) aij = (−1)i+j; á) aij =
min{i; j};
â) aij = max{i; j}.

96 . Íàéòè ìàòðèöó à) (1, 2)> · (3, 1); á)

(
3 1
2 0

)>
·
(
−1 2
3 1

)
.

97 . Ïåðåìíîæèòü ìàòðèöû.

à)

(
1 n
0 1

)
·
(

1 m
0 1

)
; á)

(
cosα sinα
sinα cosα

)
·
(

cos β sin β
sin β cos β

)
;

â)

3 −4 5
2 −3 1
3 −5 −1

 ·
3 29

2 18
0 −3

; ã)

(
1 5 3
2 −3 1

)
·

 2 −3 5
−1 4 −2
3 −1 1


98 . Âûïîëíèòü äåéñòâèå3 0 2 0

0 1 2 1
2 3 0 0

 ·


1 −2 2
2 −1 1
−1 1 −2
2 2 −1

+

−2 0 −3
0 6 −3
5 −2 8

.
99 . Íàéòè ìàòðèöó (diag(1,−1, 2,−2))5.

100 . Êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà A óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèþ A3 =

(
2 3
0 4

)
.

Íàéòè detA.

101 . Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà t ìàòðèöà

(
cos t sin t
− sin t cos t

)
ÿâëÿåòñÿ

à) åäèíè÷íîé; á) íóëåâîé?

102 . Ñêîëüêî ðàçëè÷íûõ ìàòðèö 2 × 2 íàä ïîëåì Z3? Ñêîëüêî èç íèõ
íåâûðîæäåííûõ?

103 . Âû÷èñëèòü çíà÷åíèå ìíîãî÷ëåíà f(x) îò ìàòðèöû A:

à) f(x) = x2 − 1 è A =

(
1 3
1 2

)
;
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á) f(x) = x3 − 2x2 + 1; A =

2 1 0
0 2 0
1 1 1

.
â) f(x) = x3 − 3x+ 2; A =

2 1 1
1 2 1
1 1 2

; .
104 . Âû÷èñëèòü eA, ãäå

à) A =

(
2 1
−4 −2

)
; á) A =

0 1 2
0 0 6
0 0 0


105 . Ðàññìîòðèì êâàäðàòíóþ ìàòðèöó

H =


0 1 0 ... 0
0 0 1 ... 0
... ... ... ... ...
0 0 0 ... 1
0 0 0 ... 0


Âû÷èñëèòü ñòåïåíè ìàòðèöû H.

106 . Äàíû ìàòðèöû A,B,C. Èõ ðàçìåðû ðàâíû 2×3, 5×2, 3×1 ñîîòâåò-
ñòâåííî. Óêàçàòü, êàêèå èç ïðîèçâåäåíèéABC,BAC,CAB,ACB,BCA,CBA
ñóùåñòâóþò.

107 . Ïóñòü C,A � êâàäðàòíûå ìàòðèöû îäíîãî ðàçìåðà è f(x) � ìíîãî-
÷ëåí. Äîêàçàòü, ÷òî f(CAC−1) = Cf(A)C−1.

108 . Äîêàçàòü, ÷òî ìíîæåñòâî âåðõíåòðåóãîëüíûõ (íèæíåòðåóãîëüíûõ)
n × n � ìàòðèö çàìêíóòî îòíîñèòåëüíî ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ è òåì
ñàìûì ñîñòàâëÿåò ïîäêîëüöî êîëüöà Matn×n(K).

109 . Êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà A íàçûâàåòñÿ íèëüïîòåíòíîé, åñëè An = 0
äëÿ íåêîòîðîãî íàòóðàëüíîãî n. Äîêàçàòü, ÷òî âñÿêàÿ ñòðîãî âåðõíåòðå-
óãîëüíàÿ n× n � ìàòðèöà

A =


0 a12 a13 .... a1n
0 0 a23 .... a2n
...
0 0 0 .... 0


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íèëüïîòåíòíà. Áîëåå òî÷íî, An = 0. Àíàëîãè÷íûé ðåçóëüòàò èìååò ìåñòî
äëÿ ñòðîãî íèæíåòðåóãîëüíûõ ìàòðèö.

110 . Ïóñòü A � êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà, ïðè÷åì EiiA = AEii äëÿ âñåõ i (Eij

� ýëåìåíòàðíûå ìàòðèöû, ó êîòîðûõ íà (ij) ìåñòå åäèíèöà, à îñòàëüíûå
ýëåìåíòû � íóëè). Äîêàçàòü, ÷òî ìàòðèöà A äèàãîíàëüíà.

111 . Äîêàçàòü, ÷òî åñëè C � íåâûðîæäåííàÿ ìàòðèöà, òî äëÿ ëþáîé
ìàòðèöû A òîãî æå ïîðÿäêà TrCAC−1 = TrA. (TrA � ñëåä ìàòðèöû A,
ñóììà åå ýëåìåíòîâ, ñòîÿùèõ íà ãëàâíîé äèàãîíàëè.)

112 . Ìàòðèöà A ñ óñëîâèåì A> = A íàçûâàåòñÿ ñèììåòðè÷íîé, à ñ
óñëîâèåì A> = −A, � êîñîñèììåòðè÷íîé. Äîêàæèòå, ÷òî ñèììåòðè÷-
íûå è êîñîñèììåòðè÷íûå ìàòðèöû êâàäðàòíû è ÷òî ëþáóþ ìàòðèöó íàä
ïîëåì õàðàêòåðèñòèêè íå ðàâíîé äâóì ìîæíî çàïèñàòü â âèäå ñóììû
ñèììåòðè÷íîé è êîñîñèììåòðè÷íîé ìàòðèö.

J Ïóñòü A � m× n-ìàòðèöà. Òîãäà ðàçìåð òðàíñïîíèðîâàííîé ìàòðèöû
åñòü n×m. Åñëè A = ±A>, òî m = n, ò.å. ìàòðèöà A êâàäðàòíà.

Íàä ïîëåì ñ õàðàêòåðèñòèêîé íå ðàâíîé äëÿ ïðîèçâîëüíîé êâàäðàòíîé
ìàòðèöû A ìîæíî ïîñòðîèòü ìàòðèöû A+ := (A + A>)/2 è A− := (A−
A>)/2. Ïåðâàÿ èç ñèììåòðè÷íà, à âòîðàÿ êîñîñèììåòðè÷íà, èáî (A ±
A>)> = A> ± (A>)> = A> ± A. Î÷åâèäíî âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî A =
A+ + A−, êîòîðîå è åñòü èñêîìîå ïðåäñòàâëåíèå. I

113 . Äîêàçàòü, ÷òî à) ïðîèçâåäåíèå äâóõ ñèììåòðè÷åñêèõ èëè êîñîñèì-
ìåòðè÷åñêèõ ìàòðèö ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷åñêîé ìàòðèöåé òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà ýòè ìàòðèöû ïåðåñòàíîâî÷íû; á) ïðîèçâåäåíèå ñèììåòðè÷å-
ñêîé è êîñîñèììåòðè÷åñêîé ìàòðèö ÿâëÿåòñÿ êîñîñèììåòðè÷åñêîé òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà ýòè ìàòðèöû ïåðåñòàíîâî÷íû.

114 . Íàéòè âñå ñèììåòðè÷åñêèå îðòîãîíàëüíûå è êîñîñèììåòðè÷åñêèå
îðòîãîíàëüíûå ìàòðèöû ïîðÿäêà 2

115 . Äîêàçàòü, ÷òî åñëè ìàòðèöà A ðàçìåðà 2 × 2 íèëüïîòåíòíà, òî
A2 = 0.

116 . Ðåøèòü ìàòðè÷íîå óðàâíåíèå AXB = C îòíîñèòåëüíî íåèçâåñò-
íîé ìàòðèöû X. Çäåñü A è B � êâàäðàòíûå íåâûðîæäåííûå ìàòðèöû.

117 . Äîêàçàòü, ÷òî ìàòðèöà E − AB îáðàòèìà òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà îáðàòèìà ìàòðèöà E −BA.
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118 . Ïóñòü A � íèëüïîòåíòíàÿ ìàòðèöà. Äîêàçàòü, ÷òî ìàòðèöà E −A
îáðàòèìà è óêàçàòü îáðàòíóþ äëÿ íåå ìàòðèöó.

119 . Äîêàçàòü, ÷òî ïðîèçâåäåíèå âåðõíåòðåóãîëüíûõ ìàòðèö ÿâëÿåòñÿ
âåðõíåòðåóãîëüíîé.

Îïðåäåëèòåëè

120 . Äîêàçàòü, ÷òî

∣∣∣∣a b
c d

∣∣∣∣ ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå ñîâïàäàåò ñ ïëîùà-

äüþ ïàðàëëåëîãðàììà, ïîñòðîåííîãî íà âåêòîðàõ ai + bj, ci + dj.

121 . Âû÷èñëèòü îïðåäåëèòåëè:

à)

∣∣∣∣3 5
5 3

∣∣∣∣; á)

∣∣∣∣ab ac
bd cd

∣∣∣∣; â)

∣∣∣∣∣∣
1 2 3
5 1 4
3 2 5

∣∣∣∣∣∣; ã)

∣∣∣∣∣∣
−1 5 4
3 −2 0
−1 3 6

∣∣∣∣∣∣;

ä)

∣∣∣∣cosα + i sinα 1
1 cosα− i sinα

∣∣∣∣; å)

∣∣∣∣∣∣
sinα cosα 1
sin β cos β 1
sin γ cos γ 1

∣∣∣∣∣∣; æ)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 0 3 1 2
2 1 2 1 0
6 1 2 0 0
1 3 0 0 0
−1 0 0 0 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
;

ç)

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 1 1
1 2 4 8
1 3 9 27
1 −1 1 −1

∣∣∣∣∣∣∣∣; è)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
0 1 0 ... 0
0 0 1 ... 0
... ... ... ... ...
0 0 0 ... 1
1 2 3 ... n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
;ê)

∣∣∣∣∣∣
1 ε ε2

ε2 1 ε

ε ε2 1

∣∣∣∣∣∣ ãäå (ε = −1
2 + i

√
3
2 ).

122 . Ðàçëàãàÿ ïî âòîðîìó ñòîëáöó, âû÷èñëèòü îïðåäåëèòåëü

∣∣∣∣∣∣∣∣
5 a 2 −1
4 b 4 −3
2 c 3 −2
4 d 5 −4

∣∣∣∣∣∣∣∣.
123 . Ïîëüçóÿñü îïðåäåëåíèåì, âû÷èñëèòü ñëåäóþùèå îïðåäåëèòåëè:

à)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 0 0 ... 0
a21 a22 0 ... 0
a31 a32 a33 ... 0
... ... ... ... ...

an1 an2 an3 ... ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
; á)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 a13 a14 a15
a21 a22 a23 a24 a25
a31 a32 0 0 0
a41 a42 0 0 0
a52 a52 0 0 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.
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124 . Âû÷èñëèòü îïðåäåëèòåëü, ñîñòàâëÿÿ ðåêóððåíòíóþ ôîðìóëó à)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 1 ... 1 1 1
1 1 0 ... 0 0 0
0 1 1 ... 0 0 0
... ... ... ... ... ...
0 0 0 ... 1 1 0
0 0 0 ... 0 1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
;

á)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 2 2 ... 2 2
2 1 2 ... 2 2
... ... ... ... ... ...
2 2 2 ... 1 2
2 2 2 ... 2 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

125 . Âû÷èñëèòü îïðåäåëèòåëè:

à)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

x y 0 ... 0 0
0 x y ... 0 0
0 0 x ... 0 0
... ... ... ... ... ...

0 0 0 ... x y
y 0 0 ... 0 x

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
;

á)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a0 a1 a2 ... an−1 an
−y1 x1 0 ... 0 0

0 −y2 x2 ... 0 0
... ... ... ... ... ...

0 0 0 ... xn−1 0
0 0 0 ... −yn xn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

126 . Ïðè êàêèõ a îïðåäåëèòåëü

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 a a2 a3

1 1 1 1
1 −1 1 −1
1 3 9 27

∣∣∣∣∣∣∣∣ ðàâåí 0?
127 . Âû÷èñëèòü îïðåäåëèòåëè ñ ïîìîùüþ ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâà-
íèé:

à)

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 2 3 4
−3 2 −5 13
1 −2 10 4
−2 9 −8 25

∣∣∣∣∣∣∣∣; á)

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 −1 1 −2
1 3 −1 3
−1 −1 4 3
−3 0 −8 −13

∣∣∣∣∣∣∣∣;
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â)

∣∣∣∣∣∣∣∣
1001 1002 1003 1004
1002 1003 1001 1002
1001 1001 1001 999
1001 1000 998 999

∣∣∣∣∣∣∣∣; ã)

∣∣∣∣∣∣∣∣
1
2

1
3

1
2 1

1
3

1
2 1 1

2
1
2 1 1

2
1
3

1 1
2

1
3

1
2

∣∣∣∣∣∣∣∣.
128 . Âû÷èñëèòü îïðåäåëèòåëü ïóòåì âîçâåäåíèÿ åãî â êâàäðàò.∣∣∣∣∣∣∣∣

a b c d
−b a d −c
−c −d a b
−d c −b a

∣∣∣∣∣∣∣∣
129 . Ïðåäñòàâèòü â âèäå ìíîãî÷ëåíà, ðàñïîëîæåííîãî ïî óáûâàþùèì
ñòåïåíÿì t, îïðåäåëèòåëü∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
−t 0 0 ... 0 a1
a2 −t 0 ... 0 0
... ... ... ... ... ...
0 0 0 ... −t 0
0 0 0 ... an −t

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

130 . Âû÷èñëèòü îïðåäåëèòåëü

∣∣∣∣cE A

A cE

∣∣∣∣, ãäå A =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a 1 0 0 ... 0
1 a 1 0 ... 0
0 1 a 1 ... 0
... ... ... ... ... ...

0 0 0 0 ... a

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

131 . à) Ó 3× 3 � ìàòðèöû êàæäûé ýëåìåíò óâåëè÷èëè â òðè ðàçà. Êàê
èçìåíèòüñÿ îïðåäåëèòåëü ýòîé ìàòðèöû? á) Ó 4 × 4 � ìàòðèöû ñòðîêè
çàïèñàëè â îáðàòíîì ïîðÿäêå. Êàê èçìåíèòüñÿ îïðåäåëèòåëü ýòîé ìàò-
ðèöû?

132 . Ïóñòü A = (aij) � êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà òàêàÿ, ÷òî |aii| >
∑

k 6=i |aik|.
Äîêàçàòü, ÷òî detA 6= 0.

133 . Ïóñòü â îïðåäåëèòåëå 3õ3 âñå ÷èñëà ≤ 1. Îöåíèòü ñâåðõó çíà÷åíèå
ýòîãî îïðåäåëèòåëÿ.

134 . Âûÿñíèòü, êàêèå èç ñëåäóþùèõ ïðîèçâåäåíèé âõîäÿò â ðàçâåð-
íóòîå âûðàæåíèå îïðåäåëèòåëåé ñîîòâåòñòâóþùèõ ïîðÿäêîâ è ñ êàêèìè
çíàêàìè:à) a13a22a31a46a55a64; á) a31a13a52a45a24; â) a34a21a46a17a73a54a62.

135 . Êàê èçìåíèòñÿ îïðåäåëèòåëü ïîðÿäêà n, åñëè
à) ó âñåõ åãî ýëåìåíòîâ èçìåíèòü çíàê íà ïðîòèâîïîëîæíûé;
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á) êàæäûé åãî ýëåìåíò aik óìíîæèòü íà c
i−k(c 6= 0);

â) êàæäûé åãî ýëåìåíò çàìåíèòü ýëåìåíòîì, ñèììåòðè÷íûì îòíîñèòåëü-
íî ïîáî÷íîé äèàãîíàëè;
ã) êàæäûé åãî ýëåìåíò çàìåíèòü íà ñèììåòðè÷íûé îòíîñèòåëüíî "öåí-
òðà"îïðåäåëèòåëÿ;
ä) åãî ïîâåðíóòü íà 900 âîêðóã "öåíòðà"(ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè)?

136 . Êàê èçìåíèòñÿ îïðåäåëèòåëü, åñëè
à) ê êàæäîìó ñòîëáöó, íà÷èíàÿ ñî âòîðîãî, ïðèáàâèòü ïðåäûäóùèé ñòîë-
áåö;
á) ê êàæäîìó ñòîëáöó, íà÷èíàÿ ñî âòîðîãî, ïðèáàâèòü âñå ïðåäûäóùèå
ñòîëáöû;
â) èç êàæäîé ñòðîêè, êðîìå ïîñëåäíåé, âû÷åñòü ñëåäóþùóþ ñòðîêó, à èç
ïîñëåäíåé âû÷åñòü ïðåæíþþ ïåðâóþ ñòðîêó;
ã) ê êàæäîìó ñòîëáöó, íà÷èíàÿ ñî âòîðîãî, ïðèáàâèòü ïðåäûäóùèé ñòîë-
áåö, à ê ïåðâîìó ïðèáàâèòü ïðåæíèé ïîñëåäíèé ñòîëáåö?

137 . ×èñëà 20604, 53227, 25755, 20927 è 289 äåëÿòñÿ íà 17. Äîêàçàòü,

÷òî îïðåäåëèòåëü òîæå äåëèòñÿ íà 17:

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
2 0 6 0 4
5 3 2 2 7
2 5 7 5 5
2 0 9 2 7
0 0 2 8 9

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
138 . ×åìó ðàâåí îïðåäåëèòåëü, ó êîòîðîãî ñóììà ñòðîê ñ ÷åòíûìè íî-
ìåðàìè ðàâíà ñóììå ñòðîê ñ íå÷åòíûìè íîìåðàìè?

139 . Äîêàçàòü, ÷òî åñëè â îïðåäåëèòåëå ïîðÿäêà n íà ïåðåñå÷åíèè íåêî-
òîðûõ k ñòðîê è l ñòîëáöîâ ñòîÿò ýëåìåíòû, ðàâíûå íóëþ, ïðè÷åì k+ l >
n, òî îïðåäåëèòåëü ðàâåí íóëþ.

140 . Äîêàçàòü, ÷òî ñóììà ãëàâíûõ ìèíîðîâ ïîðÿäêà k ìàòðèöû A ·AT

ðàâíà ñóììå êâàäðàòîâ âñåõ ìèíîðîâ ïîðÿäêà k ìàòðèöû A.

141 . Äîêàçàòü, ÷òî ñóììà àëãåáðàè÷åñêèõ äîïîëíåíèé ýëåìåíòîâ ñòðî-
êè îïðåäåëèòåëÿ íå èçìåíèòñÿ, åñëè êî âñåì ýëåìåíòàì ìàòðèöû ïðèáà-
âèòü îäíî è òîæå ÷èñëî.
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Ïðàâèëî Êðàìàðà

142 . Ñ ïîìîùüþ ïðàâèëà Êðàìàðà ðåøèòü ñèñòåìû óðàâíåíèé:

à)

{
2x1 − x2 = 1

x1 + 16x2 = 17
; á)

{
2x1 + 5x2 = 1

3x1 + 7x2 = 2
;

â)

{
x1 cosα + x2 sinα = cos β

−x1 sinα + x2 cosα = sin β
;


x1 + x2 + x3 = 6

−x1 + x2 + x3 = 0

x1 − x2 + x3 = 2

Îáðàòíàÿ ìàòðèöà

143 . Ðåøèòü ìàòðè÷íîå óðàâíåíèå:

à) 2X>+

(
1 2
0 1

)
=

(
3 1
2 5

)
; á)X

(
1 2
0 1

)
=

(
3 1
2 0

)
; â)

(
3 4
2 3

)
X =(

1 0
2 3

)
;

ã)

(
1 3
1 2

)
X =

(
1 1
1 1

)
; ä) X

1 1 −1
2 1 0
1 −1 1

 =

1 −1 3
4 3 2
1 −2 5

.
144 . Ðåøèòü ñèñòåìó ìàòðè÷íûõ óðàâíåíèé:

à) X + Y =

(
1 1
0 1

)
; 2X + 3Y =

(
1 1
0 1

)
;

á) 2X − Y =

(
0 1
−1 0

)
; −4X + 2Y =

(
0 −2
2 0

)
.

145 . Ïóñòü A,B � ìàòðèöû ðàçìåðîâ m × n è m × k. Äîêàçàòü, ÷òî
ìàòðè÷íîå óðàâíåíèå AX = B, ãäå X � ìàòðèöà ðàçìåðà n × k, èìååò
ðåøåíèå òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ðàíã ìàòðèöû A ñîâïàäàåò ñ ðàíãîì
ðàñøèðåííîé ìàòðèöû (A|B)

146 . Ïóñòü A � êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà. Äîêàçàòü, ÷òî ìàòðè÷íîå óðàâíå-
íèå AX = B èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
ìàòðèöà A íåâûðîæäåíà.

147 . Äîêàçàòü, ÷òî ñèñòåìà óðàâíåíèé
∑n

j=1 aijXj = Bi (i = 1, 2, . . . , n),
ãäå Xj è Bi � ìàòðèöû ïîðÿäêà p× q èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà det(aij) 6= 0.
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148 . Íàéòè îáðàòíóþ ìàòðèöó:

à)

(
A 0
B C

)
; á)

(
A B
0 C

)
, ãäå A,C � íåâûðîæäåííûå ìàòðèöû;

â)

1 2 −1
0 2 3
3 −1 0

−1; ã)


1 0 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1
0 1 0 0

; ä)

2 5 7
6 3 4
5 −2 −3

;
å)

3 −4 5
2 3 1
3 −5 −1

; æ)

2 7 3
3 9 4
1 5 3

.
149 . Êàêèå çíà÷åíèÿ ìîæåò ïðèíèìàòü îïðåäåëèòåëü à) îðòîãîíàëüíîé
ìàòðèöû; á) óíèòàðíîé ìàòðèöû?

150 . Êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà A óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèþ A3 = E. Âû-
ðàçèòü A−1 ÷åðåç A.

151 . Äîêàçàòü, ÷òî â êîëüöå ìàòðèö íàä ïîëåì à) îáðàòèìàÿ ìàòðè-
öà íå ÿâëÿåòñÿ äåëèòåëåì íóëÿ; á) ëþáàÿ ìàòðèöà ëèáî îáðàòèìà, ëèáî
ÿâëÿåòñÿ ëåâûì è ïðàâûì äåëèòåëåì íóëÿ.

152 . Êàê èçìåíèòñÿ ìàòðèöà A−1, åñëè â A
à) ïåðåñòàâèòü i-óþ è j-óþ ñòðîêè;
á) ê i-îé ñòðîêå ïðèáàâèòü j-óþ, óìíîæåííóþ íà c;
â) óìíîæèòü i-óþ ñòðîêó íà ÷èñëî c 6= 0;
ã) ïðåîáðàçîâàíèÿ à) � â) ñîâåðøèòü ñî ñòîëáöàìè.

Ñîáñòâåííûå ÷èñëà è ñîáñòâåííûå âåêòîðû

Èíâàðèàíòíûå ïîäïðîñòðàíñòâà

153 Îïðåäåëåíèå Ïóñòü H ïîäïðîñòðàíñòâî ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà
L, è ψ � ëèíåéíûé îïåðàòîð íà L. Ïîäïðîñòðàíñòâî H íàçûâàåòñÿ èí-
âàðèàíòíûì îòíîñèòåëüíî ëèíåéíîãî îïåðàòîðà ψ, åñëè ψ(a) ∈ H äëÿ
âñÿêîãî ýëåìåíòà a ∈ H.

Íóëåâîå ïîäïðîñòðàíñòâî, à òàêæå âñå ïðîñòðàíñòâî èíâàðèàíòíû îò-
íîñèòåëüíî ëþáîãî îïåðàòîðà. Èìåííî â ñëó÷àå èíâàðèàíòíîãî ïîäïðî-
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ñòðàíñòâà èìååòñÿ âîçìîæíîñòü ñóçèòü äåéñòâèå îïåðàòîðà ψ íà H, ïðè
ýòîì ïîëó÷àåòñÿ óæå îïåðàòîð ïðîñòðàíñòâà H.

154 Ïðåäëîæåíèå. Ïóñòü F - áàçèñ ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà L ðàç-
ìåðíîñòè n òàêîé, ÷òî âåêòîðà f1, . . . , fk ñîñòàâëÿþò áàçèñ ïîäïðî-
ñòðàíñòâà H, èíâàðèàíòíîãî îòíîñèòåëüíî îïåðà-òîðà ψ. Òîãäà ìàò-
ðèöà îïåðàòîðà ψ â áàçèñå F èìååò "áëî÷íûé" âèä:(

B D
0 C

)
,

ãäå B � k × k-ìàòðèöà, à áëîê íóëåé èìååò ðàçìåð (n− k)× k.

J Òàê êàê ψ(H) ⊆ H, òî ψ(fi) äëÿ i = 1, . . . , k ðàñêëàäûâàåòñÿ ëèøü ïî
ýëåìåíòàì (f1, f2, . . . , fk). Äàëåå ïðèìåíÿåì îïðåäåëåíèå ìàòðèöû ëèíåé-
íîãî îïåðàòîðà. I

Âèä ìàòðèöû îïåðàòîðà åù¼ áîëåå óïðîñòèòñÿ, êîãäà ïðîñòðàíñòâî L
ðàçëîæèìî â ïðÿìóþ ñóììó èíâàðèàíòíûõ îòíîñèòåëüíî îïåðàòîðû ψ

ïîäïðîñòðàíñòâ H è T . Â ýòîì ñëó÷àå, âçÿâ áàçèñ F = (f1, f2, . . . , fn) òàê,
÷òî H = f1K + . . . + fkK è T = fk+1K + . . . + fnK ïîëó÷èì áëî÷íî-

äèàãîíàëüíóþ ìàòðèöó

(
B 0
0 C

)
îïåðàòîðà ψ â áàçèñå F . Ýòî ñëåäñòâèå

ïðåäëîæåíèÿ 154.

Ñðåäè âñåõ âîçìîæíûõ ñîáñòâåííûõ èíâàðèàíòíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ ôèê-
ñèðîâàííîãî îïåðàòîðà ψ âûäåëèì òå, êîòîðûå èìåþò íàèìåíüøóþ âîç-
ìîæíóþ ðàçìåðíîñòü � åäèíèöà. Ýòî òîò ñëó÷àé, êîãäà ψ(aK) ⊆ aK
äëÿ íåêîòîðîãî íåíóëåâîãî ýëåìåíòà a. Íà ãåîìåòðè÷åñêîì óðîâíå ýòî
çíà÷èò, ÷òî âåêòîð a ëèøü ðàñòÿãèâàåòñÿ èëè ñæèìàåòñÿ âî ñêîëüêî-òî
ðàç, îñòàâàÿñü ëåæàòü íà òîé æå ñàìîé "ïðÿìîé" aK. Òàê ìû ïðèõîäèì
ê ñëåäóþùåìó îïðåäåëåíèþ.

155 Îïðåäåëåíèå Ïóñòü ψ � ëèíåéíûé îïåðàòîð ëèíåéíîãî ïðîñòðàí-
ñòâà L. Íåíóëåâîé ýëåìåíò a ∈ L íàçûâàåòñÿ ñîáñòâåííûì ýëåìåíòîì ñ
ñîáñòâåííûì ÷èñëîì λ, åñëè ψ(a) = λa.

Ýëåìåíò a ∈ L ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì îïåðàòîðà ψ â òîì è òîëüêî òîì
ñëó÷àå, êîãäà "ïðÿìàÿ"aK = {λa | λ ∈ K} ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòíûì ïîä-
ïðîñòðàíñòâîì.
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156 Ïðèìåð à) Äëÿ îïåðàòîðà ãîìîòåòèè ñ êîýôôèöèåíòîì k (a→ ka)
ëþáîé íåíóëåâîé âåêòîð áóäåò ñîáñòâåííûì ñ ñîáñòâåííûì ÷èñëîì k

á) Ðàññìîòðèì ïðîñòðàíñòâî âåêòîðîâ íà ïëîñêîñòè. Ëèíåéíûé îïåðàòîð
ñèììåòðèè S` îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé ` îáëàäàåò ñîáñòâåííûìè âåêòîðàìè
äâóõ âèäîâ: òå, êîòîðûå ëåæàò íà ïðÿìîé `; îíè íåïîäâèæíû: S`(a) =
a äëÿ a ‖ ` è òåì ñàìûì èìåþò ñîáñòâåííîå ÷èñëî ðàâíîå åäèíèöå è
òå, êîòîðûå ïåðïåíäèêóëÿðíû ïðÿìîé `; äëÿ íèõ S`(b) = −b, ÷òî äàåò
ñîáñòâåííîå ÷èñëî ðàâíîå−1. Çàìåòèì, åñëè âûáðàòü áàçèñ e1, e2 òàê, ÷òî
e1 ‖ ` è e2⊥`, òî ìàòðèöà îïåðàòîðà S` â ýòîì áàçèñå áóäåò äèàãîíàëüíîé
diag(1;−1).

Âñå, ÷òî ñêàçàíî âûøå îòíîñèòåëüíî îïåðàòîðà ñèììåòðèè ïðèìåíèìî è
ê îïåðàòîðó îðòîãîíàëüíîé ïðîåêöèè Pr` íà ïðÿìóþ ` ñ òîé ëèøü ðàçíè-
öåé, ÷òî âåêòîðà ïåðïåíäèêóëÿðíûå ` èìåþò íóëåâîå ñîáñòâåííîå ÷èñëî
è ìàòðèöà Pr` â óêàçàííîì âûøå áàçèñå e1, e2 èìååò âèä diag(1; 0).

â) Ïðîäîëæèì ïðèìåð á) è ðàññìîòðèì îïåðàòîð ïîâîðîòà Rφ Íà óãîë
φ ∈ [0; 2π) ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî ðàññìàòðèâàåòñÿ âåùåñòâåííîå ïðîñòðàí-
ñòâî. Òîãäà â ñëó÷àå φ 6= 0, π îïåðàòîð Rφ âîâñå íå èìååò ñîáñòâåííûõ
âåêòîðîâ.

ã) Ïóñòü L � ïðîñòðàíñòâî âñåõ áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíê-
öèé íà âåùåñòâåííîé ïðÿìîé, D � îïåðàòîð äèôôåðåíöèðîâàíèÿ f(x)→
D(f)(x). Òîãäà äëÿ êàæäîãî ÷èñëà λ ∈ R ñîáñòâåííîå ïðîñòðàíñòâî
Lλ := {f ∈ L | D(f) = λf} îäíîìåðíî è ïîðîæäàåòñÿ ýêñïîíåíòîé eλx,
ò.å. Lλ =

{
Ceλx | C ∈ R

}
.

Îïåðàòîð D2 äâîéíîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ (f → f ′′) äëÿ êàæäîãî îòðè-
öàòåëüíîãî ÷èñëà λ := −µ2 èìååò äâóìåðíîå ñîáñòâåííîå ïîäïðîñòðàí-
ñòâî sin(µx)R + cos(µx)R îòâå÷àþùåå ñîáñòâåííîìó ÷èñëó −µ2.

Ëèíåéíûå ìíîãî÷ëåíû R + xR ñîñòàâëÿþò ïðîñòðàíñòâî ñîáñòâåííûõ
ôóíêöèé îïåðàòîðà D2 ñ íóëåâûì ñîáñòâåííûì ÷èñëîì, à äëÿ λ = µ2 > 0
òàêîâûì ñîáñòâåííûì ïðîñòðàíñòâîì áóäåò sh(µx)R + ch(µx)R.

Ñîáñòâåííûì ïðîñòðàíñòâîì ñ íóëåâûì ñîáñòâåííûì ÷èñëîì îïåðàòîðà
Dn áóäóò âñåâîçìîæíûå ìíîãî÷ëåíû ñòåïåíè ≤ n.

Îáîáùèì ïðèìåð á)
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157 Ïðåäëîæåíèå. A.) Ïóñòü ψ2 = ψ äëÿ íåêîòîðîãî îïåðàòîðà ψ
ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà L. Òîãäà à) âñå ñîáñòâåííûå ÷èñëà îïåðàòîðà
ψ ëèáî 0, ëèáî 1, á) L ðàçëîæèìî â ïðÿìóþ ñóììó ïîäïðîñòðàíñòâ
H = Kerψ è T = Ker(Id−ψ), â) ψ åñòü ïðîåêöèÿ íà H âäîëü T .

Á.) Ïóñòü ψ2 = Id äëÿ íåêîòîðîãî îïåðàòîðà ψ ëèíåéíîãî ïðîñòðàí-
ñòâà L. Òîãäà à) âñå ñîáñòâåííûå ÷èñëà îïåðàòîðà ψ ëèáî −1, ëèáî
1, á) ïðîñòðàíñòâî L ðàçëîæèìî â ïðÿìóþ ñóììó ïîäïðîñòðàíñòâ
H = Ker(Id−ψ) è T = Ker(Id +ψ), â) ψ åñòü ñèììåòðèÿ îòíîñèòåëü-
íî H âäîëü T .

158 Òåîðåìà. Ïóñòü A � ìàòðèöà ëèíåéíîãî îïåðàòîðà ψ n-ìåðíîãî
ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà îòíîñèòåëüíî áàçèñà F = (f1, f2, . . . , fn) è

a = a1f1 + a2f2 + . . .+ anfn ∈ L

� êàêîé-ëèáî íåíóëåâîé ýëåìåíò. Ýëåìåíò a áóäåò ñîáñòâåííûì ñ ñîá-
ñòâåííûì ÷èñëîì λ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà λ ÿâëÿåòñÿ êîðíåì
õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ:

det(A− λE) = 0, (0.30)

à ñòîëáåö (a1, a2, . . . , an)
> - íåíóëåâîå ðåøåíèå ñëåäóþùåé îäíîðîäíîé

ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé:

(A− λE)X = 0 (0.31)

J Ñîîòíîøåíèå ψ(a) = λa íà ìàòðè÷íîì ÿçûêå îçíà÷àåò, ÷òîA (a1, a2, . . . , an)
> =

λ (a1, a2, . . . , an)
>. Ïåðåíîñÿ âñå â ëåâóþ ÷àñòü, ïîëó÷àåì îäíîðîäíóþ ñè-

ñòåìó (0.31). Ýòà îäíîðîäíàÿ ñèñòåìà èìååò íåíóëåâîå ðåøåíèå òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà det(A− λE) = 0 (ñì. ïðàâèëî Êðàìàðà). I

Çàìåòèì, ÷òî ëåâàÿ ÷àñòü ðàâåíñòâà (0.30) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ìíîãî÷ëåí
ñòåïåíè n ñ êîýôôèöèåíòîì (−1)n ïðè ñòàðøåé ñòåïåíè. Îí íàçûâàåòñÿ
õàðàêòåðèñòè÷åñêèì ìíîãî÷ëåíîì îïåðàòîðà ψ èëè ìàòðèöû A.

159 Ïðåäëîæåíèå. Â õàðàêòåðèñòè÷åñêîì ìíîãî÷ëåíå ñâîáîäíûé ÷ëåí
ðàâåí detA, à êîýôôèöèåíò ïðè λn−1 ðàâåí (−1)n−1 TrA, ãäå TrA �
ñëåä ìàòðèöû A, ïî îïðåäåëåíèþ ðàâíûé ñóììå äèàãîíàëüíûõ êîýô-
ôèöèåíòîâ.

Äîêàæåì, ÷òî
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160 Ïðåäëîæåíèå. Õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí íå çàâèñèò îò âû-
áîðà áàçèñà.

Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü F ′ = (f ′1, f
′
2, . . . , f

′
n) � äðóãîé, íîâûé áàçèñ ïðî-

ñòðàíñòâà L, ñâÿçàííûé ñî ñòàðûì áàçèñîì ìàòðèöåé ïåðåõîäà C. Òîãäà
ìàòðèöà îïåðàòîðà ψ â íîâîì áàçèñå ðàâíà A′ = C−1AC (ïðåäëîæåíèå
???) è

det(A′−λE) = det(c−1AC−λE) = det(C−1AC−λC−1C) = detC−1(A−λE)C =

= detC−1 det(A−λE) detC = detC−1 detC det(A−λE) = det(A−λE),

÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

161 Ëåììà. Ñîáñòâåííûå ýëåìåíòû, îòâå÷àþùèå ðàçëè÷íûì ñîáñòâåí-
íûì çíà÷åíèÿì, ëèíåéíî íåçàâèñèìû.

J Ïóñòü b1, . . . ,bn � ñîáñòâåííûå âåêòîðà ëèíåéíîãî îïåðàòîðà ψ : L→
L ñ ñîáñòâåííûìè ÷èñëàìè λ1, . . . , λn. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî x1b1 + . . . +
xnbn = 0 äëÿ íåêîòîðûõ xi ∈ K. Ïîäåéñòâóåì íà ëåâóþ è ïðàâóþ ÷àñòü
ýòîãî ñîîòíîøåíèÿ n−1 ðàç îïåðàòîðîì ψ. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ψi(bj) = λijbj,
ïîëó÷èì ñèñòåìó



x1b1 + . . .+ xnbn = 0,

λ1x1b1 + . . .+ λnxnbn = 0,

λ21x1b1 + . . .+ λ2nxnbn = 0,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

λn−11 x1b1 + . . .+ λn−1n xnbn = 0,

Ïåðåïèøåì ýòó ñèñòåìó â ìàòðè÷íîì âèäå


1 1 . . . 1
λ1 λ2 . . . λn
λ21 λ22 . . . λ2n
. . . . . . . . . . . .
λn−11 λn−12 . . . λn−1n

 ·

x1b1

x2b2

. . .

xnbn

 =


0
0
. . .

0

 (0.32)
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Îïðåäåëèòåëü Âàíäåðìîíäà, ñòîÿùèé â ëåâîé ÷àñòè (0.32) íå ðàâåí 0,
òàê êàê λi-ûå ïîïàðíî ðàçëè÷íû (ñì. "Îáùàÿ àëãåáðà, �Îïðåäåëèòåëè
ñïåöèàëüíîãî âèäà). Ñëåäîâàòåëüíî, ýòà ìàòðèöà îáðàòèìà. Óìíîæåíèå
ñëåâà ñîîòíîøåíèÿ (0.32) íà îáðàòíóþ ê íåé ìàòðèöó äàåò ðàâåíñòâà
x1b1 = x2b2 = . . . = xnbn = 0. Îòñþäà x1 = x2 = . . . = xn = 0, òàê êàê
âåêòîðà bi ïî îïðåäåëåíèþ íåíóëåâûå. I

162 Òåîðåìà. (äèàãîíàëèçàöèÿ ëèíåéíîãî îïåðàòîðà â ñëó÷àå ïðîñòîãî ñïåêòðà)
Ïóñòü ψ � ëèíåéíûé îïåðàòîð n-ìåðíîãî ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà, è
õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå îïåðàòîðà ψ èìååò n ðàçëè÷íûõ êîðíåé.
Òîãäà îïåðàòîð ψ äèàãîíàëèçèðóåì: ñóùåñòâóåò áàçèñ èç ñîáñòâåííûõ
âåêòîðîâ.

J Äåéñòâèòåëüíî, òàêîâûì áàçèñîì áóäóò ñîáñòâåííûå âåêòîðà f1, . . . , fn
îòâå÷àþùèå n ïîïàðíî ðàçëè÷íûì ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì λ1, . . . , λn �
êîðíÿì õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ. Ñîáñòâåííûå âåêòîðà ñóùåñòâó-
þò ïî òåîðåìå 158, ëèíåéíî íåçàâèñèìû ïî ëåììå 161 è îáðàçóþò áàçèñ
ïî òåîðåìå ?? î ðàçìåðíîñòè. Ìàòðèöà îïåðàòîðà ψ â áàçèñå {fi} èìååò
âèä diag (λ1, λ2, . . . , λn). I

163 Ïðèìåð Ðàññìîòðèì îïåðàòîð r ïîâîðîòà ïëîñêîñòè e1R + e2R íà

900, èìåþùèé ìàòðèöó

(
0 −1
1 0

)
â ñòàíäàðòíîì áàçèñå. Ýòîò îïåðàòîð

íå äèàãîíàëèçèðóåì. Ïðîäîëæèì äåéñòâèå r íà êîìïëåêñíîå äâóìåðíîå
ïðîñòðàíñòâî e1C+ e2C ñ òîé æå ìàòðèöåé. Ïðîäîëæåíèå îáîçíà÷èì rC.
Îí óæå áóäåò èìåòü ñ. âåêòîðà (i, 1), (−i, 1) è â ýòîì áàçèñå åãî ìàòðèöà
èìååò äèàãîíàëüíûé âèä diag(i;−i).

164 . Èç n2-ìåðíîãî êóáà [−R,R]n
2

(R > 0 � ôèêñèðîâàíî) íàóäà÷ó âû-
áèðàåòñÿ n2 ÷èñåë è ñòðîèòñÿ ìàòðèöà A = (aij) ∈ Rn). Äîêàçàòü, ÷òî
ñ âåðîÿòíîñòüþ åäèíèöà ýòà ìàòðèöà èìååò ïðîñòîé ñïåêòð íàä ïîëåì
êîìïëåêñíûõ ÷èñåë, ò. å. èìååò n ðàçëè÷íûõ (êîìïëåêñíûõ êîðíåé).

Òåîðåìó 162 ìîæíî îáîáùèòü, ïðåäâàðèòåëüíî çàìåòèâ, ÷òî ìíîæåñòâî
âñåõ ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ, îòâå÷àþùèõ ôèêñèðîâàííîìó ñîáñòâåííî-
ìó ÷èñëó λ, âìåñòå ñ íóëåâûì âåêòîðîì îáðàçóþò ïîäïðîñòðàíñòâî.
Äåéñòâèòåëüíî, ýòî ìíîæåñòâî íå ÷òî èíîå êàê ÿäðî îïåðàòîðà ψ− λ Id,
à ÿäðî ÿâëÿåòñÿ âñåãäà ïîäïðîñòðàíñòâîì (ñì. ïðåäëîæåíèå ???).

165 Òåîðåìà. Ïóñòü λ1, . . . λk � âñå ðàçëè÷íûå êîðíè õàðàêòåðèñòè÷å-
ñêîãî ìíîãî÷ëåíà îïåðàòîðà ψ, äåéñòâóþùåãî íà ëèíåéíîì ïðîñòðàí-
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ñòâå L ðàçìåðíîñòè n. Îáîçíà÷èì ni = dim Ker(ψ − λi Id). Òîãäà îïå-
ðàòîð ψ äèàãîíàëèçèðóåì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíÿåòñÿ
ðàâåíñòâî n1 + n2 + . . . + nk = n. Â ñâîþ î÷åðåäü, ðàçìåðíîñòü ïðî-
ñòðàíñòâà Ker(ψ − λi Id) ðàâíà n− rank(ψ − λi Id).

J Âî-ïåðâûõ îòìåòèì, ÷òî ñóììà H =
∑k

i=1 Ker(ψ − λi Id) ïðÿìàÿ, ò. å.
ëþáîé ýëåìåíò èç H åäèíñòâåííûì îáðàçîì ðàçëîæèì â ñóììó ñëàãàå-
ìûõ èç Ker(ψ−λi Id). Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî dimH = n1+n2+. . .+nk. Åñ-
ëè òåïåðü ïðåäïîëîæèòü, ÷òî èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî n1+n2+· · ·+nk = n,
òî H = L èç ñîîáðàæåíèé ðàçìåðíîñòè. Çíà÷èò, ó îïåðàòîðà ψ åñòü áàçèñ
èç ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ; îí ìîæåò áûòü ïîëó÷åí îáúåäèíåíèåì áàçèñîâ
ïîäïðîñòðàíñòâ Ker(ψ− λi Id). Â ýòîì áàçèñå ìàòðèöà îïåðàòîðà ψ äèà-
ãîíàëüíà.

Íàîáîðîò, ïóñòü ψ îáëàäàåò áàçèñîì {fi}, â êîòîðîì ìàòðèöà ψ äèàãî-
íàëüíà � diag(µ1, µ2, . . . , µn). Çàìåòèì, ÷òî òîãäà âñå fi-å áóäóò ñîáñòâåí-
íûìè âåêòîðàìè. Ïåðåíóìåðàöèåé áàçèñíûõ ýëåìåíòîâ ìîæíî äîáèòüñÿ
òîãî, ÷òîáû

λ1 = µ1 = . . . = µs, λ2 = µs+1 = . . . = µt, . . . , λk = µq = . . . = µn.

Îáîçíà÷èì H1 = f1K + . . . + fsK,. . . ,Hk = fqK + . . . + fnK. Òàê êàê
çàâåäîìî Hj ⊆ Ker(ψ − λj Id), òî ñóììà H1 + · · · + Hk ïðÿìàÿ. Íî ýòà
ñóììà ðàâíà L, èáî îíà ñîäåðæèò âñå áàçèñíûå ýëåìåíòû. Òîãäà

n1 + . . .+ nk ≥ dimH1 + · · ·+ dimHk = dimL = n

Íåðàâåíñòâî
∑k

i=1 ni ≤ n âåðíî âî âñåõ ñëó÷àÿõ. Èç ýòèõ äâóõ îöåíîê
ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî

∑k
i=1 ni = n. I

Ìàòðèöà A íàçûâàåòñÿ ïîäîáíîé ìàòðèöå B, åñëè ñóùåñòâóåò íåâûðîæ-
äåííàÿ ìàòðèöà T òàêàÿ, ÷òî B = T−1AT . Ïîêàçàòü, ÷òî îòíîøåíèå
ïîäîáèÿ îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè

• A ∼ A;

• åñëè A ∼ B, òî B ∼ A;

• åñëè A ∼ B è B ∼ C, òî A ∼ C

58



Äîêàçàòü, ÷òî åñëè õîòÿ áû îäíà èç ìàòðèö A,B íåâûðîæäåíà, òî ìàò-
ðèöû AB, BA ïîäîáíû.

166 . Ïóñòü ìàòðèöà B ïîëó÷åíà èç A ïåðåñòàíîâêîé i-é è j-é ñòðîê,
à òàêæå i-ãî è j-ãî ñòîëáöîâ. Äîêàçàòü, ÷òî A è B ïîäîáíû è íàéòè
íåâûðîæäåííóþ ìàòðèöó T , äëÿ êîòîðîé B = T−1AT .

Ïóñòü A = (aij) ∈Matn(F ), B = (bij) ∈Matm(F ). Êðîíåêåðîâñêèì ïðî-
èçâåäåíèåì ìàòðèöû A íà ìàòðèöó B íàçûâàåòñÿ êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà
ïîðÿäêà mn 

a11B a12B . . . a1nB
a21B a22B . . . a2nB
. . . . . . . . . . . .
a11B a12B . . . a1nB


167 . Äîêàçàòü, ÷òî åñëè äâå ìàòðèöû A è B ïîäîáíû äèàãîíàëüíûì
ìàòðèöàì, òî èõ êðîíåêåðîâñêîå ïðîèçâåäåíèå òàêæå ïîäîáíî äèàãîíàëü-
íîé ìàòðèöå

Ìàòðè÷íûå íîðìû

Ñíà÷àëà íàïîìíèì ïîíÿòèå âåêòîðíîé íîðìû. Ïóñòü âåùåñòâåííîìó èëè
êîìïëåêñíîìó n-âåêòîðó x = (x1, . . . , xn)

> ((..)> � îïåðàöèÿ òðàíñïîíè-
ðîâàíèÿ) ïîñòàâëåíî â ñîîòâåòñòâèå âåùåñòâåííîå ÷èñëî ‖x‖, òàêîå, ÷òî
âûïîëíåíû ñëåäóþùèå àêñèîìû:

1) ‖x‖ > 0 , åñëè x 6= 0, ‖0‖ = 0,

2) ‖αx‖ = |alpha| ‖x‖ (àêñèîìà àáñîëþòíîé îäíîðîäíîñòè)

3) ‖x+ y‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖ (àêñèîìà (íåðàâåíñòâî) òðåóãîëüíèêà)

äëÿ ëþáîãî ÷èñëà α è ëþáîãî âåêòîðà y. Òîãäà ÷èñëî ‖x‖ íàçûâàåòñÿ
íîðìîé âåêòîðà ‖x‖.

Íàèáîëåå óïîòðåáèòåëüíûìè íà ïðàêòèêå ÿâëÿþòñÿ ñëåäóþùèå âåêòîð-
íûå íîðìû:
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• àáñîëþòíàÿ íîðìà (íîðìà l1, èëè 1-íîðìà)

‖x‖1 =
n∑
i=1

|xi|;

• åâêëèäîâà íîðìà (íîðìà l2, èëè 2-íîðìà)

‖x‖2 = |(x, x)| = x>x =

(
n∑
i=1

x2i

)1/2

,

ãäå ÷åðåç ( , ) îáîçíà÷åíî ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ;

• ìàêñèìàëüíàÿ íîðìà (íîðìà l∞, èëè ∞-íîðìà)

‖x‖∞ = max
1≤i≤n

|xi|.

Ýòè íîðìû ÿâëÿþòñÿ ÷àñòíûìè ñëó÷àÿìè íîðìû Ãåëüäåðà (èëè íîðìû
lp) ñ ïîêàçàòåëåì p, p ≥ 1:

‖x‖p =

(
n∑
i=1

xpi

)1/p

,

Äëÿ åâêëèäîâîé âåêòîðíîé íîðìû èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî Êîøè�Áóíÿêîâñêîãî:

|(x, y)| = |x>y| ≤ ‖x‖2 ‖y‖2 .

Äâå âåêòîðíûå íîðìû ‖..‖I è ‖..‖II íàçûâàþòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè
ñóùåñòâóþò òàêèå ïîëîæèòåëüíûå âåùåñòâåííûå ÷èñëà c1 è c2, ÷òî äëÿ
ëþáîãî âåêòîðà x âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà (ñîîòíîøåíèÿ ýêâèâàëåíò-
íîñòè)

c1 ‖x‖I ≤ ‖x‖II ≤ c2 ‖x‖I
ïðè÷åì c1 è c2 íå çàâèñÿò îò âûáîðà x. Ðàññìîòðåííûå âûøå íîðìû ýê-
âèâàëåíòíû.

Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèö. ×èñëî λ íàçûâàåòñÿ ñîáñòâåííûì
çíà÷åíèåì êâàäðàòíîé ìàòðèöû A, åñëè ñóùåñòâóåò òàêîé íåíóëåâîé âåê-
òîð x, ÷òî Ax = λx. Ëþáîé âåêòîð x 6= 0, óäîâëåòâîðÿþùèé ýòîìó óðàâ-
íåíèþ, íàçûâàåòñÿ ñîáñòâåííûì âåêòîðîì ìàòðèöû A, ñîîòâåòñòâóþùèì
ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ λ. Ñîâîêóïíîñòü âñåõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé íà-
çûâàåòñÿ ñïåêòðîì ìàòðèöû, à ìàêñèìàëüíûé èç ìîäóëåé åå ñîáñòâåí-
íûõ çíà÷åíèé íàçûâàåòñÿ ñïåêòðàëüíûì ðàäèóñîì. Ñîáñòâåííûå çíà÷å-
íèÿ λ (â îáùåì ñëó÷àå êîìïëåêñíûå) ÿâëÿþòñÿ íóëÿìè õàðàêòåðèñòè÷å-
ñêîãî ìíîãî÷ëåíà det(A−λE), ò.å. íóëÿìè (êîðíÿìè) âåêîâîãî óðàâíåíèÿ
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det(A−λE) = 0. Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèö A è A> ñîâïàäàþò. Åñëè
ìàòðèöà A íåâûðîæäåííàÿ è λ � ëþáîå åå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå, òî λ 6= 0
è λ−1 ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì ìàòðèöû A−1. Åñëè λ ñîáñòâåííîå
çíà÷åíèå ìàòðèöû A, òî ÷èñëî λ − µ ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì
ìàòðèöû A− µE. ×èñëî λ2 � ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå ìàòðèöû A2.

Ñèíãóëÿðíîå ðàçëîæåíèå ìàòðèö. Äëÿ ëþáîé âåùåñòâåííîé (n ×
m)-ìàòðèöà ðàíãà r ñóùåñòâóþò îðòîãîíàëüíàÿ (n × n)-ìàòðèöà U è
îðòîãîíàëüíàÿ (m×m)-ìàòðèöà V , òàêèå, ÷òî

U>AV = Σ,

ãäå Σ � ïðÿìîóãîëüíàÿ äèàãîíàëüíàÿ (n×m)-ìàòðèöà ñ íåâîçðàñòàþùè-
ìè íåîòðèöàòåëüíûìè ýëåìåíòàìè σi (i = 1, . . . ,m) íà äèàãîíàëè. Ýòî
ðàçëîæåíèå ìàòðèöû A íàçûâàåòñÿ ñèíãóëÿðíûì, à ýëåìåíòû σi � ñèí-
ãóëÿðíûìè ÷èñëàìè, ïðè÷åì

σ1 ≥ σ2 ≥ . . . ≥ σr > 0σr+1 = . . . = σm = 0.

Êâàäðàòû íåíóëåâûõ ñèíãóëÿðíûõ ÷èñåë ìàòðèöû A ñîâïàäàþò ñ íåíó-
ëåâûìè ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè ìàòðèö A>A è AA> , à êîëè÷åñòâî
íåíóëåâûõ ñèíãóëÿðíûõ ÷èñåë ðàâíî ðàíãó ìàòðèöû A. Ñèíãóëÿðíîå ðàç-
ëîæåíèå åäèíñòâåííî ñ òî÷íîñòüþ äî ìàòðèö U è V .

Ìàòðè÷íûå íîðìû. Ïóñòü âåùåñòâåííîé èëè êîìïëåêñíîé (n × m)-
ìàòðèöå A ïîñòàâëåíî â ñîîòâåòñòâèå íåêîòîðîå âåùåñòâåííîå ÷èñëî ‖A‖,
òàêîå, ÷òî âûïîëíåíû ñëåäóþùèå àêñèîìû:

‖A‖ > 0, åñëè A 6= 0, ‖0‖ = 0,

‖αA‖ = |α| ,
‖A+B‖ ≤ ‖A‖+ ‖B‖ ,

‖AC‖ ≤ ‖A‖ ‖C‖ ( àêñèîìà ìóëüòèïëèêàòèâíîñòè )

äëÿ ëþáîãî ÷èñëà α è ëþáûõ ìàòðèö B è C, äëÿ êîòîðûõ ñîîòâåòñòâó-
þùèå îïåðàöèè èìåþò ñìûñë. Òîãäà ÷èñëî ‖A‖ íàçûâàåòñÿ íîðìîé ìàò-
ðèöû A.

Åñëè ‖A‖ óäîâëåòâîðÿåò òîëüêî ïåðâûì òðåì àêñèîìàì, òî òàêóþ íîð-
ìó íàçûâàþò àääèòèâíîé (îáîáùåííîé) ìàòðè÷íîé íîðìîé. Åñëè óäî-
âëåòâîðÿþòñÿ âñå ÷åòûðå àêñèîìû, òî òàêàÿ íîðìà ìàòðèöû íàçûâàåòñÿ
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ìóëüòèïëèêàòèâíîé. Âñÿêóþ àääèòèâíóþ íîðìó óìíîæåíèåì íà äîñòà-
òî÷íî áîëüøóþ ïîëîæèòåëüíóþ êîíñòàíòó ìîæíî ïðåâðàòèòü â ìóëüòè-
ïëèêàòèâíóþ. Âåçäå, ãäå íå îãîâîðåíî ïðîòèâíîå, ïîä ìàòðè÷íîé íîðìîé
áóäåì ïîíèìàòü ìóëüòèïëèêàòèâíóþ ìàòðè÷íóþ íîðìó. Íàèáîëåå óïî-
òðåáèòåëüíûìè íà ïðàêòèêå ÿâëÿþòñÿ ñëåäóþùèå ìàòðè÷íûå íîðìû:

• ïåðâàÿ íîðìà (ñòîëáöîâàÿ íîðìà, èëè 1-íîðìà)

‖A‖1 = max
1≤j≤m

n∑
i=1

|aij| ;

• ñïåêòðàëüíàÿ íîðìà (âòîðàÿ íîðìà, èëè íîðìà Ãèëüáåðòà)

‖A‖ = max
1≤i≤m

σi =

(
max
1≤i≤m

λi(A>A)

)1/2

=

(
max
1≤i≤n

λi(AA>)

)1/2

,

ãäå σi � ñèíãóëÿðíûå ÷èñëà ìàòðèöû A, λi(A>A) � ñîáñòâåííûå çíà-
÷åíèÿ ìàòðèöû A>A è λi(AA>) � ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèöû
AA>;

• áåñêîíå÷íàÿ íîðìà (ñòðî÷íàÿ íîðìà, èëè ∞-íîðìà)

‖A‖∞ = max
1≤i≤n

n∑
j=1

|aij| ;

• ñôåðè÷åñêàÿ íîðìà (íîðìà Ôðîáåíèóñà èëè åâêëèäîâà íîðìà)

‖A‖F = ‖A‖E = N(A) =

(
n∑
i=1

m∑
j=1

|aij|2
)1/2

=

(
m∑
j=1

σ2j

)1/2

=

(
m∑
j=1

λj(A
>A)

)1/2

=
√

tr(A>A)

Âûïèñàííûå ìàòðè÷íûå íîðìû ýêâèâàëåíòíû.

Ìàòðè÷íàÿ íîðìà ‖.‖M íàçûâàåòñÿ ñîãëàñîâàííîé ñ âåêòîðíûìè íîðìà-
ìè ‖.‖V , åñëè

‖Ax‖V ≤ ‖A‖M ‖x‖V
äëÿ ëþáîé ìàòðèöû A è âñåõ âåêòîðîâ x. Âñÿêàÿ íîðìà ìàòðèöû ñîãëà-
ñîâàíà ñ êàêèìè-íèáóäü âåêòîðíûìè íîðìàìè.

Ïóñòü çàäàíà âåêòîðíûìè íîðìà ‖.‖V . Òîãäà ÷èñëîâàÿ ôóíêöèÿ

‖A‖ = sup
‖x‖V 6=0

‖Ax‖V
‖x‖V

= sup
‖x‖V=1

‖Ax‖V
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ÿâëÿåòñÿ ìàòðè÷íîé íîðìîé è íàçûâàåòñÿ íîðìîé ìàòðèöû, ïîä÷èíåííîé
âåêòîðíîé íîðìå ‖.‖V .

Ñðåäè âñåõ ìàòðè÷íûõ íîðì, ñîãëàñîâàííûõ ñ çàäàííîé âåêòîðíîé íîð-
ìîé, ïîä÷èíåííàÿ íîðìà ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíîé â òîì ñìûñëå, ÷òî â
íåðàâåíñòâå ‖Ax‖V ≤ ‖A‖M ‖x‖V ÷èñëî ‖A‖M íåëüçÿ óìåíüøèòü. Ñïåê-
òðàëüíàÿ, 1- è∞-íîðìû ìàòðèö ÿâëÿþòñÿ ïîä÷èíåííûìè ïî îòíîøåíèþ,
ñîîòâåòñòâåííî, ê åâêëèäîâîé, 1- è ∞-íîðìàì âåêòîðîâ, à çíà÷èò è ñî-
ãëàñîâàííûìè ñ íèìè.

Îðòîãîíàëüíî ïîäîáíûå ìàòðèöû. Ìàòðèöà A íàçûâàåòñÿ îðòîãî-
íàëüíî ïîäîáíîé ìàòðèöå B, åñëè ñóùåñòâóåò òàêàÿ îðòîãîíàëüíàÿ ìàò-
ðèöà Q, ÷òî A = Q>BQ. Îðòîãîíàëüíî ïîäîáíûå ìàòðèöû èìåþò îäè-
íàêîâûå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ.

Çàäà÷è

1. Íàéòè ñîîòíîøåíèÿ ýêâèâàëåíòíîñòè, ñâÿçûâàþùèå âåêòîðíûå íîðìû
‖x‖∞, ‖x‖1, ‖x‖2. 2. Íàéòè ìàòðè÷íóþ íîðìó, ïîä÷èíåííóþ åâêëèäîâîé
âåêòîðíîé íîðìå ‖.‖2

3. Ïóñòü A � âåùåñòâåííàÿ (n×m)-ìàòðèöà, x � âåùåñòâåííûé m-âåêòîð
è y � âåùåñòâåííûé n-âåêòîð. Äîêàçàòü ñëåäóþùèå òðè ñâîéñòâà ñïåê-
òðàëüíîé íîðìû

‖A‖2 = max
‖x‖2=1,‖y‖−2=1

∣∣y>Ax∣∣ , ∥∥A>∥∥
2

= ‖A‖2 ,
∥∥A>A∥∥

2
=
∥∥AA>∥∥

2
= ‖A‖22

4. Ïóñòü A � âåùåñòâåííàÿ ïðÿìîóãîëüíàÿ ìàòðèöà. Ïîêàçàòü, ÷òî óìíî-
æåíèå åå ñïðàâà èëè ñëåââà íà îðòîãîíàëüíóþ ìàòðèöó Q íå ìåíÿåò åå
ñïåêòðàëüíóþ íîðìó.

5. Ïîêàçàòü ñïðàâåäëèâîñòü íåðàâåíñòâà

‖A‖22 ≤ ‖A‖1 ‖A‖∞
6. Ïóñòü A � êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà n. Íàéòè ñîîòíîøåíèå ýêâè-
âàëåíòíîñòè, ñâÿçûâàþùåå íîðìóM(A) = nmaxi,j=1,...,n |aij| ñ∞-íîðìîé
ìàòðèöû.

7. Ïîêàçàòü, ÷òî ∞-íîðìà âåêòîðà x ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì íîðìû
Ãåëüäåðà ñ ïîêàçàòåëåì p =∞.

8. Ïîêàçàòü, ÷òî íîðìà Ãåëüäåðà óäîâëåòâîðÿåò àêñèîìå òðåóãîëüíèêà èç
îïðåäåëåíèÿ âåêòîðíîé íîðìû: ‖x+ y‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖.
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Ñàìîñîïðÿæåííûå îïåðàòîðû

Â ýòîì ïàðàãðàôå L � âåùåñòâåííîå ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî ñî ñêàëÿð-
íûì ïðîèçâåäåíèåì.

Îïåðàòîð ψ : L→ L íàçûâàåòñÿ ñàìîñîïðÿæåííûì, åñëè ðàâåíñòâî

a · ψ(b) = ψ(a) · b (0.33)

âûïîëíÿåòñÿ äëÿ ëþáûõ a,b ∈ L.

168 Ïðåäëîæåíèå. Ïóñòü F = (f1, f2, . . . , fn) � îðòîíîðìèðîâàííûé
áàçèñ ïðîñòðàíñòâà L. Îïåðàòîð ψ ñàìîñîïðÿæåí òîãäà è òîëüêî òî-
ãäà, êîãäà ìàòðèöà A îïåðàòîðà ψ â áàçèñå F ñèììåòðè÷íà: A> = A.

J Â ìàòðè÷íîì âèäå ðàâåíñòâî (0.33) âûãëÿäèò òàê:

(a1, a2, . . . , an)A (bn, . . . , bn)
> = (b1, b2, . . . , bn)A (an, . . . , an)

> (0.34)

Ëåâàÿ è ïðàâàÿ ÷àñòü â (0.34) � ëèíåéíûå ôóíêöèè àðãóìåíòîâ a1, . . . , an, b1, . . . , bn.
Ñëåäîâàòåëüíî, (0.34) âûïîëíÿåòñÿ äëÿ ëþáûõ ñòðîê (a1, a2, . . . , an)è (b1, b2, . . . , bn),
åñëè è òîëüêî åñëè îíî âåðíî äëÿ ýëåìåíòîâ ei è ej ñòàíäàðòíîãî áà-
çèñà ñòðîê. Ïîäñòàâëÿÿ â (0.34) ei âìåñòî (a1, a2, . . . , an) è ej âìåñòî
(b1, b2, . . . , bn), ïîëó÷èì ñîîòíîøåíèå aij = aji. Ýòî ñîîòíîøåíèå, âåðíîå
äëÿ âñåõ ïàð èíäåêñîâ (i, j), è õàðàêòåðèçóåò ñèììåòðè÷íûå ìàòðèöû. I

169 Ïðåäëîæåíèå. Ïóñòü H � èíâàðèàíòíîå ïîäïðîñòðàíñòâî ñàìî-
ñîïðÿæåííîãî îïåðàòîðà ψ. Òîãäà îðòîãîíàëüíîå äîïîëíåíèå H⊥ òàê-
æå èíâàðèàíòíî.

J Ïóñòü a ∈ H, b ∈ H⊥ � ïðîèçâîëüíûå ýëåìåíòû. Òîãäà

ψ(b)a = bψ(a) = 0,

òàê êàê ψ(a) ∈ H è b ⊥ H. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ψ(b) ⊥ H, ò. å. ψ(b) ∈
H⊥. I

Ñëåäóþùåå ïðåäëîæåíèå ïîíàäîáèòñÿ ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû î äèà-
ãîíàëèçàöèè ñàìîñîïðÿæåííîãî îïåðàòîðà. Ôîðìàëüíî, îíî ÿâëÿåòñÿ ÷àñò-
íûì ñëó÷àåì ýòîé òåîðåìû.
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170 Ïðåäëîæåíèå. Ñàìîñîïðÿæåííûé îïåðàòîð íà ïëîñêîñòè èìååò
îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ èç ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ.

J Ïóñòü

(
a b
b c

)
� ìàòðèöà ñàìîñîïðÿæåííîãî îïåðàòîðà íà ïëîñêîñòè

îòíîñèòåëüíî ñòàíäàðòíîãî áàçèñà ñî ñòàíäàðòíûì ñêàëÿðíûì ïðîèçâå-
äåíèåì. Ýòà ìàòðèöà ñèììåòðè÷íà â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 168. Å¼ õàðàê-
òåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí ðàâåí λ2 − (a + c)λ + ac − b2. Äèñêðèìèíàíò
ýòîãî êâàäðàòíîãî òðåõ÷ëåíà íåîòðèöàòåëåí:

D = (a+ c)2 − 4ac+ b2 = (a− c)2 + b2.

Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò êîðåíü λ1 è ñîîòâåòñòâóþùèé åìó ñîáñòâåí-
íûé âåêòîð f1 åäèíè÷íîé äëèíû. Âûáåðåì åäèíè÷íûé âåêòîð f2, ïîðîæ-
äàþùèé îðòîãîíàëüíîå äîïîëíåíèå (f1R)⊥. Òîãäà f2 � ñîáñòâåííûé âåêòîð
â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 168. Òåì ñàìûì f1, f2 � èñêîìûé îðòîíîðìèðîâàííûé
áàçèñ. I

Èç ïðåäëîæåíèÿ 170 âûòåêàåò ïðîñòîå ãåîìåòðè÷åñêîå è ìåõàíè÷åñêîå
îïèñàíèå ïðîèçâîëüíîãî ñàìîñîïðÿæåííîãî îïåðàòîðà íà ïëîñêîñòè: íàé-
äóòñÿ äâå âçàèìíî ïåðïåíäèêóëÿðíûå îñè, ïî êîòîðûì ïðîèñõîäèò ðàñ-
òÿæåíèå â λ1 è λ2 ðàç. Îêàçûâàåòñÿ, òî æå ñàìîå âåðíî è äëÿ áîëüøåé
ðàçìåðíîñòè.

171 . Äèàãîíàëèçèðîâàòü îïåðàòîð íà ïëîñêîñòè, çàäàííûé ìàòðèöåé(
5 2
2 2

)
Ðåøåíèå. Íàõîäèì ñîáñòâåííûå ÷èñëà îïåðàòîðà:∣∣∣∣5− λ 2

2 2− λ

∣∣∣∣ = 0 ⇒ λ1 = 1; λ2 = 6

Äëÿ êàæäîãî ñ. ÷èñëà íàõîäèì ñ. âåêòîð(
5− 1 2

2 2− 1

)
(p, q)T = (0; 0)T ⇒ f ′1 = i− 2j(

5− 6 2
2 2− 6

)
(p, q)T = (0; 0)T ⇒ f ′2 = 2i + j

Êàê è ïðåäïèñàíî òåîðèåé, ýòè âåêòîðà îðòîãîíàëüíû: f ′1 · f ′2 = 0. Íîðìè-
ðóÿ èõ, ïîëó÷àåì îðòîãîíàëüíûé áàçèñ f1 = 1√

5
(i−2j), f2 = 1√

5
(2i+j) â êî-

òîðîì ìàòðèöà çàäàííîãî îïåðàòîðà èìååò äèàãîíàëüíûé âèä diag(1, 6).
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172 Òåîðåìà. Ñàìîñîïðÿæåííûé îïåðàòîð åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà äèà-
ãîíàëèçèðóåì. Áîëåå òîãî, ñóùåñòâóåò îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ, ñî-
ñòîÿùèé èç ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ.

J Ïóñòü ψ � ñàìîñîïðÿæåííûé îïåðàòîð åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà L ñ
îðòîíîðìèðîâàííûì áàçèñîì (f1, f2, . . . , fn) . Äîêàçàòåëüñòâî áóäåì âåñòè
èíäóêöèåé ïî ðàçìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâà L. Ñëó÷àé dimL = 1 òðèâèà-
ëåí. Ïðåäïîëîæèì òåîðåìà âåðíà äëÿ ðàçìåðíîñòåé ïðîñòðàíñòâà ìåíü-
øå, ÷åì n, è ñåé÷àñ dimL = n. Ïóñòü z ∈ C � êàêîé-ëèáî êîðåíü õàðàê-
òåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ f(λ) = 0. Îí ñóùåñòâóåò ïî îñíîâíîé òåîðå-
ìå àëãåáðû òåîðèè êîìïëåêñíûõ ÷èñåë. Äîêàæåì â íà÷àëå, ÷òî z ∈ R.
Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå; òîãäà ñîïðÿæåííîå êîìïëåêñíîå ÷èñëî z òàêæå
áóäåò êîðíåì õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ, òàê êàê

∑
aiz

i = 0 ⇒
∑

aizi = 0 ⇒
∑

aiz
i = 0

(çäåñü ai ∈ R). Äîïóñêàÿ â êà÷åñòâå êîýôôèöèåíòîâ ëþáûå êîìïëåêñíûå
÷èñëà, íàéäåì ñîáñòâåííûå âåêòîðà b = b1f1 + . . . + bnfn ∈

∑
fiC è b =

b1f1+. . .+bnfn îòâå÷àþùèå ñîáñòâåííûì ÷èñëàì z è z. Çàâåäîìî b /∈ L, íî
a := b + b ∈ L è c := 1/i(b− b) ∈ L. Òîãäà äâóìåðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî
H = aR + cR èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî ψ, èáî

ψ(H) ⊆ ((bC + bC) ∩ L) = H.

Îòñþäà ïîëó÷àåì, ÷òî îãðàíè÷åíèå ψ íà H, áóäó÷è ñàìîñîïðÿæåííûì
îïåðàòîðîì, íå èìååò íà H ñîáñòâåííîãî âåêòîðà, èáî åãî õàðàêòåðèñòè-
÷åñêèé ìíîãî÷ëåí (λ − z)(λ − z) íå èìååò äåéñòâèòåëüíûõ êîðíåé. Ýòî
ïðîòèâîðå÷èò óòâåðæäåíèþ ïðåäëîæåíèÿ 3. Ïðîòèâîðå÷èå ïîêàçûâàåò,
÷òî õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí îïåðàòîðà ψ èìååò äåéñòâèòåëüíûé
êîðåíü λ1. Ðàññìîòðèì H = Ker(ψ−λ1R). Ýòî ïîäïðîñòðàíñòâî èíâàðè-
àíòíî îòíîñèòåëüíî ψ. Çàâåäîìî H 6= 0. Åñëè H = L, òî ψ � ãîìîòåòèÿ
ñ êîýôôèöèåíòîì λ1. Â ýòîì ñëó÷àå óòâåðæäåíèå òåîðåìû î÷åâèäíûì
îáðàçîì âûïîëíÿåòñÿ äëÿ ëþáîãî îðòîíîðìèðîâàííîãî áàçèñà. Â ïðî-
òèâíîì ñëó÷àå, L = H ⊕H⊥ � ðàçëîæåíèå â ïðÿìóþ ñóììó èíâàðèàíò-
íûõ ñîáñòâåííûõ ïîäïðîñòðàíñòâ (ó÷åñòü ïðåäëîæåíèå 168), ê êàæäîìó
èç êîòîðûõ ìîæíî ïðèìåíèòü èíäóêöèîííîå ïðåäïîëîæåíèå. Îáúåäèíèâ
îðòîíîðìèðîâàííûå áàçèñû ïîäïðîñòðàíñòâ H è H⊥, â èòîãå ïîëó÷àåì
îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ âñåãî ïðîñòðàíñòâà. I
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Ïðîèçâåäåíèå ñàìîñîïðÿæåííûõ îïåðàòîðîâ íå îáÿçàíî áûòü ñàìîñîïðÿ-
æåííûì îïåðàòîðîì. Ïðèâåñòè ïðèìåð.

173 . Ïóñòü ϕ, ψ � ñàìîñîïðÿæåííûå êîììóòèðóþùèå îïåðàòîðû (ò. å.
ϕψ = ψϕ). Òîãäà ñóùåñòâóåò îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ èç ñîáñòâåííûõ
âåêòîðîâ êàê îïåðàòîðà ϕ, òàê è îïåðàòîðà ψ. Â ÷àñòíîñòè, ïðîèçâåäåíèå
ϕψ áóäåò òàêæå ñàìîñîïðÿæåííûì îïåðàòîðîì.

174 . Îáîáùèòü ýòî óòâåðæäåíèå íà ëþáîå ñåìåéñòâî ïîïàðíî êîììóòè-
ðóþùèõ ñàìîñîïðÿæåííûõ îïåðàòîðîâ.???

175 . Äîêàçàòü, ÷òî åñëè A,B � ñèììåòðè÷åñêèå ìàòðèöû, òî AB +BA
òàêæå ñèììåòðè÷åñêàÿ ìàòðèöà

176 . Íàéòè îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ â êîòîðîì ìàòðèöà11 2 −8
2 2 10
−8 10 5

 ;


1 1 1 1
1 1 −1 −1
1 −1 1 −1
1 −1 −1 1



Îðòîãîíàëüíûå îïåðàòîðû

Ëèíåéíûé îïåðàòîð ϕ ïðîñòðàíñòâà L ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì íà-
çûâàåòñÿ îðòîãîíàëüíûì, åñëè îí ñîõðàíÿåò äëèíû âåêòîðîâ, ò. å. |ϕ(x)| =
|x| äëÿ ëþáîãî x ∈ L. Îòñþäà ñðàçó ñëåäóåò, ÷òî îðòîãîíàëüíûé îïåðà-
òîð âçàèìíî-îäíîçíà÷åí, à åñëè ê òîìó æå ïðîñòðàíñòâî L êîíå÷íî-
ìåðíî, òî îðòîãîíàëüíûé îïåðàòîð � áèåêöèÿ. Òàê êàê

2(x,y) = |x + y|2 − |x|2 − |y|2 ,

òî ϕ îðòîãîíàëåí òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ϕ ñîõðàíÿåò ñêàëÿðíîå
ïðîèçâåäåíèå. Ñëåäîâàòåëüíî, îðòîãîíàëüíûé îïåðàòîð ñîõðàíÿåò è óã-
ëû, èáî

cos( ̂ϕ(x), ϕ(y)) =
ϕ(x)ϕ(y)

|ϕ(x)| |ϕ(y)|
=

xy

|x| |y|
= cos(x,y)

äëÿ ëþáûõ íåíóëåâûõ x,y ∈ L.

177 Ïðèìåð 1. Ïîâîðîò ïëîñêîñòè íà óãîë α � îðòîãîíàëüíûé îïåðà-
òîð. Ïîâîðîò ïðîñòðàíñòâà R3 îòíîñèòåëüíî îñè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç íà-
÷àëî êîîðäèíàò, òàêæå îðòîãîíàëüíûé îïåðàòîð.
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2. Îòðàæåíèå ïëîñêîñòè îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé ax + by = 0 � îðòîãî-
íàëüíûé îïåðàòîð. Ñèììåòðèÿ R3 îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé èëè ïëîñêîñòè,
ïðîõîäÿùåé ÷åðåç íà÷àëî êîîðäèíàò, � îðòîãîíàëüíûé îïåðàòîð.

Î÷åâèäíî, ÷òî êîìïîçèöèÿ îðòîãîíàëüíûõ îïåðàòîðîâ � ñíîâà îðòîãî-
íàëüíûé îïåðàòîð è îáðàòíûé îïåðàòîð ê îðòîãîíàëüíîìó áóäåò òàêæå
îðòîãîíàëüíûì. Ñëåäîâàòåëüíî, ìíîæåñòâî O(L) âñåõ îðòîãîíàëüíûõ
îïåðàòîðîâ åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà L îáðàçóåò ãðóïïó.

Ïóñòü F = (f1, f2, . . . , fn) � îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ åâêëèäîâà ïðî-
ñòðàíñòâà L, è A � ìàòðèöà îðòîãîíàëüíîãî îïåðàòîðà ϕ â ýòîì áàçèñå.
Âîçüìåì ïðîèçâîëüíûå ýëåìåíòû x =

∑
i xifi è y =

∑
i yifi ïðîñòðàíñòâà

L. Òîãäà ñîîòíîøåíèå ϕ(x)ϕ(y) = xy ýêâèâàëåíòíî ñëåäóþùåìó

A

x1
x2
. . .

xn



>

· A


y1
y2
. . .

yn

 = (x1, x2, . . . , xn)


y1
y2
. . .

yn


Â ñâîþ î÷åðåäü ýòî ýêâèâàëåíòíî ðàâåíñòâó

A>A = E (0.35)

Ìàòðèöà A ñ óñëîâèåì (0.35) íàçûâàåòñÿ îðòîãîíàëüíîé. Ìíîæåñòâî îð-
òîãîíàëüíûõ ìàòðèö îáðàçóåò ïîäãðóïïó O(n) â ãðóïïå GL(n,R) âñåõ

íåâûðîæäåííûõ ìàòðèö. Îïèøåì ãðóïïó O(2). Ïóñòü A =

(
a b
c d

)
∈

O(2) � ìàòðèöà îðòîãîíàëüíîãî îïåðàòîðà ϕ. Ýòî ýêâèâàëåíòíî ñèñòåìå
ðàâåíñòâ

a2 + b2 = 1, b2 + d2 = 1, ab+ cd = 0.

Ïóñòü óãîë α ∈ [0, 2π) òàêîâ, ÷òî a = cosα è c = sinα. Òîãäà ëèáî
b = − sinα è d = cosα è A � ìàòðèöà ïîâîðîòà íà óãîë α, ëèáî b =
sinα è d = − cosα. Â ýòîì ñëó÷àå A èìååò ñîáñòâåííûå ÷èñëà ±1 è
ñîáñòâåííûå âåêòîðà s1 = cosαf1 + sinαf2 è s2 = − sinαf1 + cosαf2.
Ìàòðèöà îïåðàòîðà ϕ â áàçèñå s1, s2 èìååò äèàãîíàëüíûé âèä diag(1,−1).
Ìû äîêàçàëè ñëåäóþùóþ òåîðåìó
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178 Òåîðåìà. Äëÿ ëþáîãî îðòîãîíàëüíîãî îïåðàòîðà ïëîñêîñòè R2 íàé-
äåòñÿ îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ â êîòîðîì ýòîò îïåðàòîð áóäåò èìåòü
âèä (

cosα − sinα
sinα cosα

)
èëè

(
1 0
0 −1

)
Ïðåæäå ÷åì îïèñûâàòü O(3) äîêàæåì ðÿä ëåìì

179 Ëåììà. Ëþáàÿ êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà íå÷åòíîãî ðàçìåðà èìååò âå-
ùåñòâåííîå ñîáñòâåííîå ÷èñëî.

J Ýòî ñëåäñòâèå èçâåñòíîãî èç àíàëèçà ðåçóëüòàòà � ëþáîé ìíîãî÷ëåí
íå÷åòíîé ñòåïåíè èìååò õîòÿ îäèí âåùåñòâåííûé êîðåíü. I

180 Ëåììà. Ñîáñòâåííûå ÷èñëà îðòîãîíàëüíîãî îïåðàòîðà (îðòîãî-
íàëüíîé ìàòðèöû) ìîãóò áûòü òîëüêî 1 è -1.

J Ïóñòü x � ñîáñòâåííûé âåêòîð îðòîãîíàëüíîãî îïåðàòîðà ϕ ñ ñîáñòâåí-
íûì ÷èñëîì λ. Òîãäà

|x| = |ϕ(x)| = |λx| = |λ| |x|

Îòñþäà ñëåäóåò ðåçóëüòàò, åñëè ó÷åñòü, ÷òî |x| 6= 0. I

181 Ïðåäëîæåíèå. Ïóñòü M � ïîäïðîñòðàíñòâî ïðîñòðàíñòâà L ñî
ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì, ϕ : L→ L � îðòîãîíàëüíûé îïåðàòîð. Åñëè
M � èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî ϕ, òî è îðòîãîíàëüíîå äîïîëíåíèå
M> òàêæå ϕ-èíâàðèàíòíî.

J Ïóñòü a ∈ M , b ∈ M>. Òîãäà ϕ(b)a = bϕ(a) = 0, òàê êàê ϕ(a) ∈ M .
Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ϕ(b) ∈M>. I

182 Òåîðåìà. Äëÿ ëþáîãî îðòîãîíàëüíîãî îïåðàòîðà ϕ òðåõìåðíîãî
åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà íàéäåòñÿ îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ, â êîòî-
ðîì ìàòðèöà ýòîãî îïåðàòîðà èìååò âèä:±1 0 0

0 cosα − sinα
0 sinα cosα

 (0.36)
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J Ïóñòü f1 � åäèíè÷íûé ñîáñòâåííûé âåêòîð îïåðàòîðà ϕ. Òîãäà ïîä-
ïðîñòðàíñòâî M = f1R èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî ϕ. Ñëåäîâàòåëüíî,
ïëîñêîñòüM> òàêæå ϕ-èíâàðèàíòíà (ñì. ïðåäëîæåíèå 1). Âûáåðåì îðòî-
íîðìèðîâàííûé áàçèñ f1, f2 íà ýòîé ïëîñêîñòè, òàê ÷òî ìàòðèöà ñóæåíèÿ
ϕ/M> èìååò âèä êàê â òåîðåìå 1. Â ñëó÷àå ìàòðèöû âðàùåíèÿ, áàçèñ f1, f2,
f3 èñêîìûé. Ðàçáåðåì ñëó÷àé ϕ(f2) = f2, ϕ(f3) = −f3. Åñëè ϕ(f1) = f1, òî
ïåðåíóìåðàöèåé áàçèñà fi ïîëó÷àåì èñêîìûé áàçèñ s1 = f3, s2 = f2, s3 = f1
â êîòîðîì ìàòðèöà îïåðàòîðà ϕ èìååò äèàãîíàëüíûé âèä diag(−1, 1, 1).
Èíà÷å, ìàòðèöà îïåðàòîðà ϕ â áàçèñå fi (i = 1, 2, 3) èìååò äèàãîíàëüíûé
âèä diag(−1, 1,−1). Òîãäà ïåðåíóìåðóåì áàçèñ fi ïî äðóãîìó: s1 = f2,
s2 = f1, s3 = f3. Â áàçèñå si ìàòðèöà îïåðàòîðà ϕ èìååò òðåáóåìûé âèä:±1 0 0

0 cos π − sin π
0 sinπ cosπ


I

Îáîçíà÷èì R(α) 2× 2-ìàòðèöó ïîâîðîòà íà óãîë α.

183 Òåîðåìà. Ïóñòü φ � îðòîãîíàëüíûé îïåðàòîð åâêëèäîâà âåêòîð-
íîãî ïðîñòðàíñòâà L. Òîãäà íàéäåòñÿ îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ ïðî-
ñòðàíñòâà L â êîòîðîì ìàòðèöà îïåðàòîðà φ èìååò îäèí èç äâóõ ñëå-
äóþùèõ áëî÷íî-äèàãîíàëüíûõ âèäîâ

diag(R(α1), . . . ,R(αk)); (dimL = 2k)

èëè
diag(±1,R(α1), . . . ,R(αk)) (dimL = 2k + 1)

J Ïóñòü f1 � åäèíè÷íûé ñîáñòâåííûé âåêòîð îïåðàòîðà ϕ. Òîãäà ïîä-
ïðîñòðàíñòâî M = f1R èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî ϕ. Ñëåäîâàòåëüíî,
ïëîñêîñòüM> òàêæå ϕ-èíâàðèàíòíà (ñì. ïðåäëîæåíèå 1). Âûáåðåì îðòî-
íîðìèðîâàííûé áàçèñ f1, f2 íà ýòîé ïëîñêîñòè, òàê ÷òî ìàòðèöà ñóæåíèÿ
ϕ/M> èìååò âèä êàê â òåîðåìå 1. Â ñëó÷àå ìàòðèöû âðàùåíèÿ, áàçèñ f1, f2,
f3 èñêîìûé. Ðàçáåðåì ñëó÷àé ϕ(f2) = f2, ϕ(f3) = −f3. Åñëè ϕ(f1) = f1, òî
ïåðåíóìåðàöèåé áàçèñà fi ïîëó÷àåì èñêîìûé áàçèñ s1 = f3, s2 = f2, s3 = f1
â êîòîðîì ìàòðèöà îïåðàòîðà ϕ èìååò äèàãîíàëüíûé âèä diag(−1, 1, 1).
Èíà÷å, ìàòðèöà îïåðàòîðà ϕ â áàçèñå fi (i = 1, 2, 3) èìååò äèàãîíàëüíûé
âèä diag(−1, 1,−1). Òîãäà ïåðåíóìåðóåì áàçèñ fi ïî äðóãîìó: s1 = f2,
s2 = f1, s3 = f3. Â áàçèñå si ìàòðèöà îïåðàòîðà ϕ èìååò òðåáóåìûé âèä:
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±1 0 0
0 cos π − sin π
0 sinπ cosπ


I

Æîðäàíîâà ôîðìà

Ïóñòü φ � ëèíåéíûé îïåðàòîð ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà L íàä ïîëåì K.
Äëÿ ýëåìåíòà k ∈ K îïðåäåëèì ñîáñòâåííîå ïîäïðîñòðàíñòâî

Lk = {x ∈ L | (φ− k)m(x) = 0 äëÿ íåêîòîðîãî m ∈ N} (0.37)

184 Ïðåäëîæåíèå. Ñîâîêóïíîñòü (0.37) îáðàçóåò èíâàðèàíòíîå îò-
íîñèòåëüíî φ ïîäïðîñòðàíñòâî.

Äåéñòâèòåëüíî, åñëè (φ−k)m(x) = 0 è (φ−k)n(y) = 0, òî (φ−k)max{m,n}(kx+
k′y) = 0 äëÿ ëþáûõ k, k′ ∈ K. Èíâàðèàíòíîñòü ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî îïå-
ðàòîðû φ è (φ− k)m êîììóòèðóþò.

185 Ïðåäëîæåíèå. Ïóñòü k1, . . . , kn ∈ K � ðàçëè÷íûå ýëåìåíòû. Òî-
ãäà ñóììà Lk1 + · · ·+ Lkn ïðÿìàÿ.

J Ïóñòü xj ∈ Lkj (1 ≤ j ≤ n) òàêèå, ÷òî
∑

j xj = 0. Ìíîãî÷ëåíû h :=
(λ−k1)m è g := (λ−k2)m·. . .·(λ−kn)m âçàèìíî ïðîñòû, ïîýòîìó íàéäóòñÿ
ìíîãî÷ëåíû a è b òàêèå, ÷òî ha + gb = 1. Ñ÷èòàåì, ÷òî m äîñòàòî÷íî
áîëüøîå ÷èñëî, òàêîå, ÷òî h(φ)(x1) = 0 è g(φ)(xj) = 0 äëÿ âñåõ j ≥ 2.

Ïîäåéñòâóåì îïåðàòîðîì g(φ) íà ëåâóþ è ïðàâóþ ÷àñòü ñîîòíîøåíèÿ∑
j xj = 0. Ïîëó÷èì g(φ)(x1) = 0, îòêóäà

x1 = Id(x1) = (h(φ)a(φ) + g(φ)b(φ))(x1) = a(φ)h(φ)(x1) + 0 = 0 + 0 = 0.

Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî âñå îñòàëüíûå xj ðàâíû 0. I

Æîðäàíîâîé êëåòêîé Jm(k) íàçîâåì m×m-ìàòðèöó, èìåþùóþ âèä

Jm(k) =


k 1 0 . . . 0
0 k 1 . . . 0
0 0 k . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . .

0 0 0 . . . k

 = kE +
m−1∑
j=1

ejj+1 (0.38)

71



Çäåñü

N :=


0 1 0 . . . 0
0 0 1 . . . 0
0 0 0 . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 . . . 0


� íèëüïîòåíòíàÿ ìàòðèöà ñ óñëîâèåì Nm = 0, íî Nm−1 = e1m 6= 0. Òîãäà

Jm(k) = kE+N ; (Jm(k))2 = k2E+2kN+N 2; (Jm(k))3 = k3E+3k2N+3kN2+N 3

è ò. ä.

186 Òåîðåìà. Ïóñòü ν � íèëüïîòåíòíûé îïåðàòîð êîíå÷íîìåðíîãî
ïðîñòðàíñòâà L ðàçìåðíîñòè n. Òîãäà L ðàçëîæèìî â ïðÿìóþ ñóì-
ìó ν-èíâàðèàíòíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ, íà êàæäîì èç êîòîðûõ ñóæåíèå
ν äåéñòâóåò êàê æîðäàíîâà êëåòêà, ò.å. ñóùåñòâóåò áàçèñ e1, . . . , em
ýòîãî ïîäïðîñòðàíñòâà òàêîé, ÷òî ν(ej) = ej−1 (j > 1) è ν(e1) = 0.

J Ðàññìîòðèì L êàê ìîäóëü íàä àëãåáðîé ìíîãî÷ëåíîâ K[t], ñ÷èòàÿ
t ·x = ν(x) äëÿ x ∈ L. Òàê êàê ýòîò ìîäóëü êîíå÷íî ïîðîæäåí, òî îí ðàç-
ëîæèì â ïðÿìóþ ñóììó öèêëè÷åñêèõ ïîäìîäóëåé (ññûëêà ???). Òåïåðü
äîñòàòî÷íî ñ÷èòàòü, ÷òî L � öèêëè÷åñêèé K[t]-ìîäóëü, ïîðîæäàåìûé
ýëåìåíòîì en. Ðàññìîòðèì ñåìåéñòâî ýëåìåíòîâ en−1 := ten = ν(en),...,
ej−1 := tej = νn−j+1(en). Óòâåðæäàåì, ÷òî ν(e1) = 0 è e1, . . . , en � áàçèñ
ïðîñòðàíñòâà LK . Äåéñòâèòåëüíî, åñëè êàêîé-ëèáî ej ëèíåéíî âûðàæà-
åòñÿ ÷åðåç ej+1, . . . , en, òî K[t]en = ej+1K + · · · + enK, ÷òî èìååò ðàç-
ìåðíîñòü ìåíüøå n è, ñëåäîâàòåëüíî, íå ñîâïàäàåò ñ L � ïðîòèâîðå÷èå ñ
âûáîðîì en. Èòàê (ej)

n
1 � áàçèñ â L. Äîêàæåì òåïåðü, ÷òî ν(e1) = 0. Äëÿ

ýòîãî çàìåòèì ñíà÷àëà, ÷òî νn = 0. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü νq = 0 è q �
íàèìåíüøåå ñ òàêèì ñâîéñòâîì. Òîãäà

0 ⊂ Ker ν ⊂ Ker ν2 . . . ⊂ Ker νq−1 ⊂ L. (0.39)

Â ñàìîì äåëå, L 6= Ker νq−1 â âèäó νq−1 6= 0. Äàëåå, ñîâïàäåíèå Ker νj =
Ker νj+1 âëåêëî áû äëÿ ýëåìåíòà x ∈ L \Ker νq−1 ñîîòíîøåíèå

0 = νq(x) = νj+1(νq−j−1(x)) ⇒ νq−j−1(x) ∈ Ker νj ⇒ νq−1(x) = 0

� ïðîòèâîðå÷èå ñ âûáîðîì x. Èòàê, öåïî÷êà (0.39) äåéñòâèòåëüíî ñîñòîèò
èç ñòðîãèõ âêëþ÷åíèé è â íåé íå áîëåå n çâåíüåâ. Îòñþäà q ≤ n, ïîýòîìó
νn = 0.
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Çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî ðàâåíñòâî 0 = νn(en) = ν(e1). I

Íàïîìíèì, ÷òî ãåîìåòðè÷åñêîé êðàòíîñòüþ ñîáñòâåííîãî ÷èñëà λ ëè-
íåéíîãî îïåðàòîðà φ íàçûâàåòñÿ ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà Ker(φ−λ Id)
ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ.

Ëèíåéíûé îïåðàòîð jm(k) ïðîñòðàíñòâà ñòîëáöîâ Km, çàäàþùåéñÿ ìàò-
ðèöåé (0.38) èìååò õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí (λ − k)m, îäíî ñîá-
ñòâåííîå ÷èñëî k ãåîìåòðè÷åñêîé êðàòíîñòè 1, ò.å. ðàçìåðíîñòü ñîáñòâåí-
íîãî ïðîñòðàíñòâà {x ∈ Km | jm(k)(x) = kx} ðàâíà 1 è ýòî åñòü e1K. Íà-
îáîðîò,

187 Ñëåäñòâèå. Åñëè îïåðàòîð φ : L → L èìååò îäíî ñîáñòâåííîå
÷èñëî k è àëãåáðàè÷åñêàÿ êðàòíîñòü åãî ðàâíà m := dimL, à ãåîìåò-
ðè÷åñêàÿ ðàâíà 1, òî íàéäåòñÿ áàçèñ, â êîòîðîì ìàòðèöà îïåðàòîðà φ
åñòü æîðäàíîâà êëåòêà Jm(k).

J Èç óñëîâèÿ ñëåäóåò, ÷òî õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí îïåðàòîðà φ
ðàâåí (λ− k)m.

Çàìåíèì φ íà φ− k è ñâåäåì äîêàçàòåëüñòâî ê ñëó÷àþ k = 0. Äîêàæåì,
÷òî òîãäà îïåðàòîð φ íèëüïîòåíòåí. Ïî êðàéíåé ìåðå èìååòñÿ äîïîëíåíèå
U ïîäïðîñòðàíñòâà V := L0 îòâå÷àþùåãî ñîáñòâåííîìó ÷èñëó 0. Òîãäà â
áàçèñå (ej) ïðîñòðàíñòâà L òàêîì, ÷òî e1, . . . , et � áàçèñ V , à îñòàëüíûå
et+1, . . . , em � áàçèñ U , ïîëó÷àåì áëî÷íî òðåóãîëüíóþ ìàòðèöó(

A B
0 C

)
.

Ïðè ýòîì ìàòðèöà C íåâûðîæäåíà, èáî â ïðîòèâíîì ñëó÷àå íàéäåòñÿ
íåíóëåâîé y ∈ U òàêîé, ÷òî φ(y) = 0 è òîãäà U∩V 6= 0, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò
âûáîðó ýòèõ ïîäïðîñòðàíñòâ. Åñëè U 6= 0, òî χφ(λ) 6= λm � ïðîòèâîðå÷èå
ñ óñëîâèåì. Èòàê, φ � íèëüïîòåíòíûé îïåðàòîð.

Ïðèìåíÿÿ òåîðåìó 186 è ó÷èòûâàÿ, ÷òî ïðîñòðàíñòâî ñîáñòâåííûõ âåê-
òîðîâ, îòâå÷àþùèõ ñîáñòâåííîìó ÷èñëó 0, îäíîìåðíî, çàêëþ÷àåì, ÷òî
Km � öèêëè÷åñêèé φ-ìîäóëü, è åãî ìàòðèöà â ïîäõîäÿùåì áàçèñå åñòü
æîðäàíîâà êëåòêà Jm(0). I

188 Òåîðåìà. Ïóñòü ïðîñòðàíñòâî L êîíå÷íîìåðíî, è n = dimL, à
k1, . . . , kt � âñå ïîïàðíî ðàçëè÷íûå ñîáñòâåííûå ÷èñëà îïåðàòîðà φ c àë-
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ãåáðàè÷åñêèìè êðàòíîñòÿìè s1, . . . , st ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà

dimLkj = sj è åñëè
∑
j

sj = n, òî L =
⊕
j

Lkj (0.40)

J Ïåðâîå ðàâåíñòâî äîñòàòî÷íî äîêàçàòü äëÿ îäíîãî êîðíÿ, ñêàæåì k1.
Áîëåå òîãî, ïåðåõîäÿ îò φ ê φ − k1 Id, ñâîäèì äîêàçàòåëüñòâî ê ñëó÷àþ
k1 = 0. Òîãäà õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí ìîæåò áûòü çàïèñàí òàê:
χφ(λ) = λs1g(λ), ãäå g(0) 6= 0. Ïóñòü U � äîïîëíåíèå ïîäïðîñòðàíñòâà
L0. Òîãäà â áàçèñå (ej) ïðîñòðàíñòâà L òàêîì, ÷òî e1, . . . , et � áàçèñ L0, à
îñòàëüíûå et+1, . . . , em � áàçèñ U , ïîëó÷àåì áëî÷íî òðåóãîëüíóþ ìàòðèöó(

A B
0 C

)
.

â êà÷åñòâå ìàòðèöû îïåðàòîðà φ. Ïðè ýòîì ìàòðèöà C íåâûðîæäåíà,
èáî â ïðîòèâíîì ñëó÷àå íàéäåòñÿ íåíóëåâîé y ∈ U òàêîé, ÷òî φ(y) = 0
è òîãäà U ∩ L0 6= 0, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò âûáîðó ýòèõ ïîäïðîñòðàíñòâ. Òàê
êàê

χφ(λ) = χA(λ) · χC(λ) = λt · χC(λ)

è ·χC(0) 6= 0 â ñèëó íåâûðîæäåííîñòè ìàòðèöû C, òî m = t è g(λ) =
χC(λ).

Åñëè
∑

j sj = n, òî ðàâåíñòâî
⊕

j Lkj = L ñëåäóåò èç ñîâïàäåíèÿ ðàçìåð-
íîñòåé ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòåé. I

189 . (Êîñòðèêèí, 41.16) Â ïðîñòðàíñòâå êîìïëåêñíûõ ìíîãî÷ëåíîâ
ñòåïåíè ≤ 2 îò ïåðåìåííûõ x, y äåéñòâóåò îïåðàòîð f(x, y) → f(x +
1, y + 1). Íàéòè æîðäàíîâó ôîðìó è æîðäàíîâ áàçèñ ýòîãî îïåðàòîðà

Ðåøåíèå. Ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà ðàâíà 6. Íàéäåì ñ. ÷èñëà ýòîãî
îïåðàòîðà (îáîçíà÷èì åãî φ)

φ(f) = λf ⇒ λ = 1

Ïåðåéäåì ê íèëüïîòåíòíîìó îïåðàòîðó ∆ = φ− Id. Íàéäåì ñ. ïðîñòðàí-
ñòâî (ÿäðî) îïåðàòîðà ∆:

f(x+ 1, y + 1)− f(x, y) ≡ 0 ⇔ f = C1 + C2(x− y) + C3(x− y)2

Îíî èìååò ðàçìåðíîñòü 3. Íàéäåì ðàçìåðíîñòü ÿäðà ∆2:

∆2(f) = 0 ⇔ f = C1 + C2(x− y) + C3(x− y)2 + C4(x
2 − y2)

74



Èòàê, dim Ker ∆ = 3 è dim Ker ∆2 = 1. Ñëåäîâàòåëüíî, æîðäàíîâ âèä
èñõîäíîãî îïåðàòîðà òàêîâ: diag(J1(1), J2(1), J3(1)).

Æîðäàíîâ áàçèñ: (x − y)2, x − y, 12(x2 − y2), 1, 2x + 1, x2. Íàïðèìåð, íà
ïåðâîì ìåñòå ñòîèò (x−y)2, ñîîòâåòñòâóþùàÿ êëåòêå J1(0) = 0 îïåðàòîðà
∆, òàê êàê íåò ìíîãî÷ëåíà f â çàäàííîì ïðîñòðàíñòâå ñ óñëîâèåì ∆f =
(x− y)2.

190 . (Êîñòðèêèí 41.3) Íàéòè f(Jn(α)), ãäå f� ìíîãî÷ëåí.

Ðåøåíèå. Îáîçíà÷èì N := e12+e23+· · ·+en−1,n � íàääèàãîíàëü ãëàâíîé
äèàãîíàëè. Çàìåòèì, ÷òî Nk = e1k+1 + e2k+2 + · · · � k-àÿ íàääèàãîíàëü
(1 ≤ k ≤ n− 1). Ïðè ýòîì Nk = 0 äëÿ k ≥ n. Ðåøèì ñíà÷àëà çàäà÷ó äëÿ
ìíîãî÷ëåíà f = xk, ó÷èòûâàÿ, ÷òî Jn(α) = αE +N .

(αE +N)k = αkE + kαk−1N + C2
kα

k−2N 2 + C3
kα

k−3N 3 + · · · =

= αkE + f ′(α)N +
1

2!
f ′′(α)N 2 +

1

3!
f ′′′(α)N 3 + · · ·

Èòàê, äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ìíîãî÷ëåíà f ïîëó÷àåì:

f(Jn(α)) =


f(α) f ′(α) 1

2!f
′′(α) 1

3!f
′′′(α) . . . 1

(n−1)!f
(n−1)(α)

0 f(α) f ′(α) 1
2!f
′′(α) . . . 1

(n−2)!f
(n−2)(α)

0 0 f(α) f ′(α) . . . 1
(n−3)!f

(n−3)(α)

. . . . . . . . . . . . . . . . . .

0 0 0 0 . . . f(α)


Çàìåòèì, ÷òî (1, 0, . . . , 0)f(Jn(α)) · (1, x, x2, . . . , xn−1)T � ðàçëîæåíèå ïî
ôîðìóëå Òåéëîðà ìíîãî÷ëåíà f â òî÷êå α äî ÷ëåíîâ ïîðÿäêà n− 1.

191 . Íàéòè æîðäàíîâó ôîðìó ñëåäóþùèõ ìàòðèö 0 1 0
−4 4 0
−2 1 2

 ;

2 6 −15
1 1 −5
1 2 −6

 ;

 1 −3 3
−2 −6 13
−1 −4 8

 ;

192 . Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáîé êâàäðàòíîé λ-ìàòðèöû A(λ) ïîðÿäêà n,
îïðåäåëèòåëü êîòîðîé åñòü ìíîãî÷ëåí îò λ ñòåïåíè n, ñóùåñòâóåò ÷èñëî-
âàÿ ìàòðèöà B ïîðÿäêà n òàêàÿ, ÷òî ìàòðèöà A(λ) ýêâèâàëåíòíà õàðàê-
òåðèñòè÷åñêîé ìàòðèöå B − λE/
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Ëÿìáäà-ìàòðèöû

Ïóñòü A = (aij) - m × n-ìàòðèöà. Çàäàäèìñÿ íàòóðàëüíûì ÷èñëîì k ≤
min{m,n} è âûáåðåì k ñòðîê i1, . . . , ik è k ñòîëáöîâ j1, . . . , jk. Îáðàçóåì
ìàòðèöó (aiαjβ) (1 ≤ α, β ≤ k) îïðåäåëèòåëü êîòîðîé îáîçíà÷èì

A

(
i1 . . . ik
j1 . . . jk

)
(0.41)

è íàçîâåì ìèíîðîì k-ãî ïîðÿäêà. Ìèíîðû (0.41), ó êîòîðûõ i1 = j1; . . . ; ik =
jk íàçûâàþòñÿ ãëàâíûìè.

Ïóñòü K � ïîëå. Ìàòðèöà A(λ) = (aij(λ)), ãäå aij(λ) ∈ K[λ] � ìíîãî-
÷ëåíû, íàçûâàåòñÿ ìàòðè÷íûì ìíîãî÷ëåíîì. Ñîâîêóïíîñòü ìàòðè÷íûõ
ìíîãî÷ëåíîâ ðàçìåðà n×n îáðàçóåò êîëüöî. Ïî îïðåäåëåíèþ, degA(λ) =
max {deg aij(λ)}. Åñëè m = degA(λ) è A(λ) = A0λ

m + ìëàäøèå ÷ëåíû,
òî ìàòðèöó A0 íàçûâàåì ãëàâíûì ìàòðè÷íûì êîýôôèöèåíòîì è îáîçíà-
÷àåì Lt(A).

193 Ïðåäëîæåíèå. Ïóñòü A(λ), B(λ) � äâà ìàòðè÷íûõ ìíîãî÷ëåíà
îäíîãî ïîðÿäêà, ïðè÷åì ìàòðèöà Lt(B) îáðàòèìà. Òîãäà íàéäóòñÿ åäèí-
ñòâåííûå ìàòðè÷íûå ìíîãî÷ëåíû Q(λ);R(λ) (Q̃(λ); R̃(λ)) òàêèå, ÷òî

A(λ) = Q(λ)B(λ) +R(λ); degR < degB (0.42)

A(λ) = B(λ)Q̃(λ) + R̃(λ); deg R̃ < degB (0.43)

Äîêàçàòåëüñòâî òî÷íî òàêîå æå êàê è â ñëó÷àå ìíîãî÷ëåíîâ íàä ïîëåì.
Äåëåíèå âèäà (0.42) íàçûâàåì ïðàâûì, à (0.43) � ëåâûì äåëåíèåì.

Ïóñòü F (λ) = F0λ
m+F1λ

m−1+ · · ·+Fm � ìàòðè÷íûé ìíîãî÷ëåí íàä ìàò-
ðèöàìè ïîðÿäêà n, è � êàêàÿ-ëèáî n×n-ìàòðèöà. Òîãäà ïî îïðåäåëåíèþ
F (A) = F0A

m + F1A
m−1 + · · ·+ Fm; F̃ (A) = AmF0 + Am−1F1 + · · ·+ Fm.

Îáîáùåííàÿ òåîðåìà Áåçó. Ïðè ïðàâîì (ëåâîì) äåëåíèè ìàòðè÷íîãî
ìíîãî÷ëåíà F (λ) íà áèíîì λE − A îñòàòîê ðàâåí F (A) (F̃ (A)).

Îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû λE − A íàçûâàåòñÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèì ìíîãî-
÷ëåíîì ìàòðèöû A è îáîçíà÷àåòñÿ χA(λ). Ïóñòü B(λ) � ïðèñîåäèíåííàÿ
ìàòðèöà ê ìàòðèöå λE − A. Òîãäà

(λE − A)B(λ) = B(λ)(λE − A) = χA(λ)E
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Òåì ñàìûì ìàòðè÷íûé ìíîãî÷ëåí χA(λ)E äåëèòñÿ íà λE−A áåç îñòàòêà.
Ýòî âîçìîæíî ëèøü â ñëó÷àå χA(A) = 0 ïî îáîáùåííîé òåîðåìå Áåçó.
Íàìè äîêàçàíà

Òåîðåìà Ãàìèëüòîíà-Êýëè. Âñÿêàÿ êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà åñòü êî-
ðåíü ñâîåãî õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà.

194 Ïðåäëîæåíèå. Ïóñòü A � êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà n, è λ1, . . . , λn
� ñîáñòâåííûå ÷èñëà ìàòðèöû A ñ ó÷åòîì èõ êðàòíîñòåé. Åñëè g(λ) �
ñêàëÿðíûé ìíîãî÷ëåí, òî g(λ1), . . . , g(λn) � âñå ñîáñòâåííûå ÷èñëà ìàò-
ðèöû g(A).

J Â âèäó òîãî, ÷òî ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî ðàçëîæèìî â ïðÿìóþ ñóì-
ìó ñîáñòâåííûõ ïîäïðîñòðàíñòâ, äîñòàòî÷íî äîêàçàòü ïðåäëîæåíèå äëÿ
ñëó÷àÿ îäíîãî êîðíÿ êðàòíîñòè n. Â ñèëó òåîðåìû î æîðäàíîâîé ôîðìå,
ìîæíî ñ÷èòàòü A âåðõíåòðåóãîëüíîé ìàòðèöåé ñ λ1 íà ãëàâíîé äèàãî-
íàëè. Òîãäà g(A) òàêæå âåðõíåòðåóãîëüíàÿ ìàòðèöà ñ g(λ1) íà ãëàâíîé
äèàãîíàëè. Òîãäà χg(A)(λ) = (λ− g(λ1))

n è çàêëþ÷åíèå ñëåäóåò. I

195 Ïðåäëîæåíèå. Ïóñòü ïîëå K èìååò íóëåâóþ õàðàêòåðèñòèêó è
êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà A ïîðÿäêà n òàêîâà, ÷òî TrAk = 0 äëÿ âñåõ 1 ≤
k ≤ n. Òîãäà A � íèëüïîòåíòíà.

J Ïóñòü φ � îïåðàòîð ïðîñòðàíñòâà L, ìàòðèöà êîòîðîãî åñòü A. Ðàç-
ëîæèì ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî L â ïðÿìóþ ñóììó L = L0 + L∗ èíâà-
ðèàíòíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ, ãäå L0 � ñîáñòâåííîå ïîäïðîñòðàíñòâî, ñî-
îòâåòñòâóþùåå ÷èñëó 0 (âîçìîæíî L0 = 0), à L∗ � ñóììà âñåõ äðó-
ãèõ ñîáñòâåííûõ ïîäïðîñòðàíñòâ. Ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî L∗ 6= 0 ïîëó÷àåì,
÷òî ñóæåíèå φ íà L∗ óäîâëåòâîðÿåò õàðàêòåðèñòè÷åñêîìó óðàâíåíèþ
λk + a1λ

k−1 + · · ·+ ak−1λ+ ak = 0 (ñì. òåîðåìó Ãàìèëüòîíà-Êýëè). Çäåñü
k = dimL∗ ≤ n. Ïðè ýòîì ak 6= 0 (*) â ñèëó òîãî, ÷òî ñóæåíèå φ íà L∗
íåâûðîæäåíî. Òàê êàê ñëåä ñóæåíèÿ φj íà L0 çàâåäîìî 0, òî

0 = Tr 0 = Tr(φk + a1φ
k−1 + · · ·+ ak−1φ+ ak) = ak · k ⇒ ak = 0

� ïðîòèâîðå÷èå ñ (*). Ïðîòèâîðå÷èå ïîêàçûâàåò, ÷òî íà ñàìîì äåëå L∗ = 0
è ïîýòîìó L0 = L. Íèëüïîòåíòíîñòü φ è ìàòðèöû A äîêàçàíà. I

Ïðèìåð. Åñëè

a+ d = Tr

(
a b
c d

)
= 0 è Tr

(
a b
c d

)2

= 0
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òî a = −d è a2 + 2bc+ d2 = 0, îòêóäà bc = −a2 = −d2. Ïîýòîìó(
a b
c d

)2

=

(
a2 + bc ab+ bd
ca+ dc d2 + bc

)
=

(
a2 + bc 0

0 −a2 − bc

)
= 0

Òàêîé òðþê óæå äëÿ 3õ3-ìàòðèö íå ïðîõîäèò (ñëèøêîì òðóäîåìêî!)

A :=

a1 b1 c1
a2 b2 c2
a3 b3 c3

 ;A2 =

 a21 + b1a2 + c1a3 a1b1 + b1b2 + c1b3 a1c1 + b1c2 + c1c3
a2a1 + b2a2 + c2a3 a2b1 + b2b2 + c2b3 a2c1 + b2c2 + c2c3
a3a1 + b3a2 + c3a3 a3b1 + b3b2 + c3b3 a3c1 + b3c2 + c3c3


Äàëåå íàäî âû÷èñëÿòü êóá ìàòðèöû A è ñëåäû ìàòðèö A,A2, A3 ïðèðàâ-
íèâàòü ê 0. Êàê îòñþäà âûâîäèòü, ÷òî A3 = 0 íåïîíÿòíî. Îãðàíè÷èìñÿ
òðåóãîëüíîé 3õ3-ìàòðèöåé ñ ýëåìåíòàìè a, b, c íà ãëàâíîé äèàãîíàëè. Òî-
ãäà çàäà÷ó ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü òàê:

a+ b+ c = 0

a2 + b2 + c2 = 0

a3 + b3 + c3 = 0

⇒ a = b = c = 0

Äåéñòâèòåëüíî, åñëè çàêëþ÷åíèå íå âåðíî, òî îïðåäåëèòåëü Âàíäåðìîíäà∣∣∣∣∣∣
1 1 1
a b c
a2 b2 c2

∣∣∣∣∣∣ = 0 ⇒ a = b ∨ b = c ∨ a = c.

Åñëè a = b, òî c = −2a è c2 = −2a2, îòêóäà 4a2 = −2a2 è a = b = 0, à
äàëåå è c = 0 � ïðîòèâîðå÷èå. Òàê æå ðàçáèðàþòñÿ è îñòàëüíûå ñëó÷àè
àëüòåðíàòèâû. Èòàê, çàêëþ÷åíèå a = b = c = 0 äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ!

196 Ïðåäëîæåíèå. Ïóñòü Aj, Bj, Z � n×n-ìàòðèöû òàêèå, ÷òî Z =∑
[Aj;Bj] è Z êîììóòèðóåò ñ êàæäîé Aj. Òîãäà ìàòðèöà Z íèëüïî-

òåíòíà.

Äåéñòâèòåëüíî,

Zn = Zn−1
∑

[Aj;Bj] =
∑
j

(Zn−1AjBj − Zn−1BjAj).

197 . Ìàòðèöó −2λ2 + 5λ+ 3 −λ2 + 3λ+ 2 −λ+ 6
−3λ2 + 7λ+ 11 −3λ2 + 9λ+ 1 −2λ+ 8
−λ2 + 2λ+ 8 −2λ2 + 5λ+ 3 −λ+ 4


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ðàçäåëèòü ñëåâà íà ìàòðèöó B − λE, ãäå B =

2 1 −1
2 1 2
2 −1 3


198 . Äîêàçàòü, ÷òî åñëè äâå ìàòðèöû A è B ïîäîáíû, òî èõ õàðàêòåðè-
ñòè÷åñêèå ìàòðèöû A − λE, B − λE ýêâèâàëåíòíû. Äîêàçàòü îáðàòíîå
óòâåðæäåíèå è ïðè ýòîì ïîêàçàòü, ÷òî åñëè B − λE = P (A− λE)Q, ãäå
P è Q � óíèìîäóëÿðíûå λ-ìàòðèöû è P0, Q0 � îñòàòêè ïðè äåëåíèè P
ñëåâà, à Q ñïðàâà íà B − λE, òî B = P0AQ0 è P0Q0 = E, ò. å. ìàòðèöà
Q0 îñóùåñòâëÿåò ïîäîáíîå ïðåîáðàçîâàíèå ìàòðèöû A â ìàòðèöó B.

199 . Äîêàçàòü, ÷òî ëþáàÿ êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà A ïîäîáíà ñâîåé òðàíñ-
ïîíèðîâàííîé ìàòðèöå A>

200 . Âûÿñíèòü, ÿâëÿþòñÿ ëè ïîäîáíûìè ìåæäó ñîáîé ñëåäóþùèå ìàò-
ðèöû

A =

3 2 −5
2 6 −10
1 2 −3

 ; B =

6 20 −34
6 32 −51
4 20 −32


201 . Ïîëüçóÿñü ìåòîäîì çàäà÷è 198 äëÿ ìàòðèö

(
5 −1
9 −1

)
è

(
38 −81
16 −34

)
íàéòè íåâûðîæäåííóþ ìàòðèöó T òàêóþ, ÷òî B = T−1AT .

202 . Äîêàçàòü, ÷òî ñóììà õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ÷èñåë ìàòðèöû A ðàâíà
åå ñëåäó, à ïðîèçâåäåíèå ýòèõ ÷èñåë ðàâíî îïðåäåëèòåëþ ìàòðèöû A.

203 . Äîêàçàòü, ÷òî õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ÷èñëà îáðàòíîé ìàòðèöû A−1

ðàâíû (ñ ó÷åòîì èõ êðàòíîñòè) îáðàòíûì âåëè÷èíàì äëÿ õàðàêòåðèñòè-
÷åñêèõ ÷èñåë ìàòðèöû A.

204 . Äîêàçàòü, ÷òî õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ÷èñëà ìàòðèöû Ap ðàâíû (ñ
ó÷åòîì èõ êðàòíîñòè) p-ûì ñòåïåíÿì õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ÷èñåë ìàòðè-
öû A.

Öåïè Ìàðêîâà

Èìååòñÿ ñèñòåìà S ñ äèñêðåòíûìè ñîñòîÿíèÿìè s1, ..., sn. Ïåðåõîäû èç
îäíîãî ñîñòîÿíèÿ â äðóãîå ìîãóò ïðîèñõîäèòü òîëüêî â îïðåäåëåííûå
ìîìåíòû âðåìåíè t0, t1, t2, . . .. Ïåðåõîä èç ñîñòîÿíèÿ si â ñîñòîÿíèå sj â
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ìîìåíò âðåìåíè tk ïðîèñõîäèò ñ âåðîÿòíîñòüþ pij(k) (ïåðåõîäíûå âåðî-
ÿòíîñòè) òàê, ÷òî

n∑
j=1

pij(k) = 1; (i = 1, 2, . . . , n) (0.44)

Ýòîò ñëó÷àéíûå ïðîöåññ íàçûâàåòñÿ ìàðêîâñêîé öåïüþ è ïðåäñòàâëÿåò
ñîáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñîáûòèé âèäà {S(k) = si}. Îí õàðàêòåðèçóåòñÿ
òåì, ÷òî

P(S(k+1) = sj | S(k) = si) = P(S(k+1) = sj | S(k) = si âñ¼, ÷òî áûëî äî ìîìåíòà k).

Íàèáîëåå âàæíàÿ åãî õàðàêòåðèñòèêà � âåðîÿòíîñòè P(S(k) = si).

Çàìå÷àíèÿ. Íàçâàíèÿ ¾ìàðêîâñêàÿ öåïü>, ¾ìàðêîâñêèé ïðîöåññ ñâÿçà-
íû ñ èìåíåì À. À. Ìàðêîâà, êîòîðûé åùå â íà÷àëå 20-ãî âåêà äåðâûì
ñòàë èññëåäîâàòü òàêèå ïðîöåññû.

Öåïü, â êîòîðîé óñëîâíûå âåðîÿòíîñòè ñîñòîÿíèé â áóäóùåì çàâèñÿò
òîëüêî îò ñîñòîÿíèÿ íà äàííîì, ïîñëåäíåì, øàãå è íå çàâèñÿò îò ïðåäû-
äóùèõ, èíîãäà íàçûâàþò ïðîñòîé öåïüþ Ìàðêîâà, â îòëè÷èå îò òàêîé,
ãäå áóäóùåå çàâèñèò îò ñîñòîÿíèé ñèñòåìû íå òîëüêî â íàñòîÿùåì íà
äàííîì øàãå, íî è îò åå ñîñòîÿíèé íà íåñêîëüêèõ ïðåäûäóùèõ øàãàõ;
òàêóþ öåïü íàçûâàþò ñëîæíîé öåïüþ Ìàðêîâà. Ñàì À. À. Ìàðêîâ ðàñ-
ñìàòðèâàë ñëîæíûå öåïè, ïîñòðîåííûå íà ìàòåðèàëå áóêâåííûõ ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòåé, âçÿòûõ èç òåêñòà ïóøêèíñêîãî ¾Åâãåíèÿ Îíåãèíà¿.

Åñëè â êà÷åñòâå ñèñòåìû, â êîòîðîé ïðîèñõîäèò ñëó÷àéíûé ïðîöåññ, ðàñ-
ñìîòðåòü áóêâó, âõîäÿùóþ â òåêñò, êîòîðîé ìîãóò áûòü: à, á, â ù, ú, û,
ü, ý, þ, ÿ, ¾ïðîáåë¿, òî ñðàçó ÿñíî, ÷òî âåðîÿòíîñòü ïîñëåäóþùåé áóêâû
áûòü òîé èëè äðóãîé çàâèñèò îò òîãî, êàêîâà áûëà ïðåäûäóùàÿ (íàïðè-
ìåð, ïîñëåäîâàòåëüíîñòè áóêâ ¾ÿû¿ èëè¾ýü¿ â ðóññêîì ÿçûêå èñêëþ÷å-
íû); íå òàê î÷åâèäíî, íî âñå æå ÿñíî, ÷òî ýòà âåðîÿòíîñòü çàâèñèò íà
òîëüêî îò ïðåäûäóùåé áóêâû, íî è îò äðóãèõ, åé ïðåäøåñòâîâàâøèõ (íà-
ïðèìåð, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü áóêâ ¾òòò¿ â ðóññêîì ÿçûêå åñëè íå èñêëþ-
÷åíà, òî ïðàêòè÷åñêè íåâîçìîæíà, òîãäà êàê ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ¾òò¿
âñòðå÷àåòñÿ äîâîëüíî ÷àñòî). Ìû â äàííîì ýëåìåíòàðíîì èçëîæåíèè áó-
äåì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî ïðîñòûå öåïè Ìàðêîâà.
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Ïåðåõîäíûå âåðîÿòíîñòè â ìîìåíò k ìîæíî çàïèñàòü â âèäå n×n-ìàòðèöû

P (k) = (pij(k)) =

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

p11(k) p12(k) . . . p1j(k) . . . p1n(k)
p21(k) p22(k) . . . p2j(k) . . . p2n(k)
. . . . . . . . . . . . . . . . . .
pi1(k) pi2(k) . . . pij(k) . . . pin(k)
. . . . . . . . . . . . . . . . . .

pn1(k) pn2(k) . . . pnj(k) . . . pnn(k)

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥
Â íåé ñóììà ýëåìåíòîâ ëþáîé ñòðîêè ðàâíà 1. Ìàòðèöó ñ íåîòðèöàòåëü-
íûìè ýëåìåíòàìè è ñ òàêèì ñâîéñòâîì íàçûâàþò ñòîõàñòè÷åñêîé.

205 Îïðåäåëåíèå Öåïü Ìàðêîâà íàçûâàåòñÿ îäíîðîäíîé, åñëè pij(k) íå
çàâèñÿò îò k.

206 Îïðåäåëåíèå Ñîñòîÿíèå si íàçûâàåòñÿ ïîãëîùàþùèì, åñëè pii =
1.

207 Îïðåäåëåíèå Ñîñòîÿíèå si íàçûâàåòñÿ íå ñóùåñòâåííûì, åñëè íàé-
äåòñÿ äðóãîå ñîñòîÿíèå sj òàêîå, ÷òî ïåðåõîä si → sj âîçìîæåí, à îáðàò-
íûé ïåðåõîä íå âîçìîæåí. Ñîñòîÿíèå si íàçûâàåòñÿ ñóùåñòâåííûì, åñëè
îíî íå ÿâëÿåòñÿ íåñóùåñòâåííûì.

Ïóñòü çàäàíî íà÷àëüíîå ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé

p(0) = (p1(0), p2(0), . . . , pn(0))

Òîãäà ïî ôîðìóëå ïîëíîé âåðîÿòíîñòåé

pj(1) =
n∑
i=1

pi(0) ∗ pij

Åñëè îáîçíà÷èòü ìàòðèöó ïåðåõîäíûõ âåðîÿòíîñòåé P , à âåêòîð-ñòðîêó
áåçóñëîâíûõ âåðîÿòíîñòåé íàõîæäåíèÿ ñèñòåìû â ñîñòîÿíèè sj â ìîìåíò
k ÷åðåç p(k), òî p(1) = p(0)P è áîëåå îáùî

p(k + 1) = p(k)P ⇒ p(k) = p(0) ∗ P k (0.45)

Ïðèìåð.

p(0) = (1, 0, 0, 0); P =

∥∥∥∥∥∥∥∥
0.7 0.1 0.1 0.1
0.2 0.6 0 0.2
0.2 0 0.5 0.3
0 0 0 1

∥∥∥∥∥∥∥∥
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Ñòàöèîíàðíûå âåðîÿòíîñòè

Ïðè íèæå ïåðå÷èñëåííûõ óñëîâèÿõ ñóùåñòâóþò ïðåäåëüíûå âåðîÿòíîñòè
pj = lim

k→∞
pj(k)

1. Ìíîæåñòâî âñåõ ñîñòîÿíèé ñèñòåìû S äîëæíî áûòü ýðãîäè÷åñêèì (íåíó-
ëåâàÿ âåðîÿòíîñòü ïåðåõîäà èç ëþáîãî ñîñòîÿíèÿ â ëþáîå äðóãîå)

2. Öåïü äîëæíà áûòü îäíîðîäíîé

3. Öåïü äîëæíà áûòü õîðîøî ïåðåìåøàííîé (ìîìåíòû ïîïàäàíèÿ â îò-
äåëüíûå ñîñòîÿíèÿ èëè ãðóïïû ñîñòîÿíèé íå îáðàçîâûâàëè áû öèêëîâ)

Çàìåòèì, ÷òî ñèñòåìà èç äâóõ ñîñòîÿíèé ñ ìàòðèöåé

∥∥∥∥0 1
1 0

∥∥∥∥ óäîâëåòâî-

ðÿåò óñëîâèÿì 1 è 2, íî íå óäîâëåòâîðÿåò òðåòüåìó óñëîâèþ

Ñòàöèîíàðíûå âåðîÿòíîñòè íàõîäÿòñÿ èç ñèñòåìû

p = p ∗ P ⇔ p ∗ (E − P ) = 0 (0.46)

ñ ó÷åòîì
∑
pj = 1

Âåëè÷èíà pipij íàçûâàåòñÿ ïîòîêîì âåðîÿòíîñòè èç si â sj

Äëÿ ñòàöèîíàðíîãî ðåæèìà ñóììàðíûé ïîòîê âåðîÿòíîñòè â ñîñòîÿíèå
sj ðàâåí ñóììàðíîìó ïîòîêó âûâîäÿùåìó ñèñòåìó èç ñîñòîÿíèÿ sj:

n∑
i=1,i 6=j

pipij = pj ∗
n∑

i=1,i6=j

pji (0.47)

� áàëàíñîâîå óñëîâèå äëÿ ñîñòîÿíèé sj.

Ñïåöèàëüíàÿ ãðóïïà öåëî÷èñëåííûõ ìàòðèö

Ïóñòü A =

(
a b

c d

)
, ãäå a, b, c, d ∈ Z, ïðè÷åì

82



a, d ≡ 1 (mod 4) (0.48)

c, b ∈ 2Z (0.49)

ad− bc = 1 (0.50)

Îáîçíà÷èì ÷åðåç val(A) := |a|+ |b|+ |c|+ |d|. Îáîçíà÷èì òàêæå

e12(λ) =

(
1 λ
0 1

)
; e21(λ) =

(
1 0
λ 1

)
208 Ëåììà. Åñëè A 6= E, òî èìååò ìåñòî â òî÷íîñòè îäíà èç àëü-
òåðíàòèâ

à) val(e12(2)A) < val(A)

á) val(e12(−2)A) < val(A)

â) val(e21(2)A) < val(A)

ã) val(e21(−2)A) < val(A)

J Ñëó÷àé 1. |a| = max {|a|, |b|, |c|, |d|}

Ïîäñëó÷àé À) Çíàêè a è c ñîâïàäàþò.

Òîãäà
|a− 2c|+ |b− 2d| < |a|+ |b| (0.51)

Äîêàæåì ýòî. Åñëè a = c, òî èç ( 0.50) ñëåäóåò, ÷òî a = c = ±1 �
ïðîòèâîðå÷èå ñ ( 0.49). Èòàê, a 6= c. Ñëåäîâàòåëüíî, a > c ≥ 0. Îòñþäà
|a − 2c| < |a| = a. Äàëåå, åñëè çíàêè b è d ðàçëè÷íû, òî sgn(ad) =
sgn(−bc). Èç ( 0.50) ñëåäóåò, ÷òî ýòîò çíàê � ïëþñ è ad = 1, bc = 0. Òîãäà
a = d = 1 (ñì. ( 0.48)) è ëèáî b = 0 ëèáî c = 0. Ýòî ïðîñòûå ñëó÷àè,
òå ñëó÷àè êîãäà A ïðèíàäëåæèò ëèáî gr(e12(2)), ëèáî gr(e21(2)). Èòàê,
ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî çíàêè d è b ñîâïàäàþò. Èìååì

{
b > 0

a > 0
⇒ b ≥ 2 è d = (1+bc)/a = 1/a+bc/a ≤ 1/a+b(a−1)/a = (1−b)/a+b < b

83



{
b < 0

a < 0
⇒ d = (1+bc)/a = 1/a+bc/a ≤ 1/a+b(a+1)/a = (1+b)/a+b < b{

b < 0

a > 0
⇒ b ≤ −2 è d = (1+bc)/a = 1/a+bc/a ≥ 1/a+b(a−1)/a = (1−b)/a+b > b{

b < 0

a < 0
⇒ b ≤ −2 è d = (1+bc)/a = 1/a+bc/a ≥ 1/a+b(a+1)/a = (1+b)/a+b > b

Âî âñåõ ñëó÷àÿõ |d| < |b|, îòêóäà |b − 2d| < |b|. Èòàê, ( 0.51) äîêàçàíî.
Ñëåäîâàòåëüíî, val(e12(−2)A) < val(A).

Ïîäñëó÷àé Á. Çíàêè a è c ðàçëè÷íû.

Òîãäà
|a+ 2c|+ |b+ 2d| < |a|+ |b| (0.52)

Äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî val(e12(2)A) < val(A) òî÷íî òàêæå êàê è â ïîäñëó÷àå
À.

Ñëó÷àé 2. |d| = max {|a|, |b|, |c|, |d|}

Äîêàçûâàåòñÿ òàê æå êàê è â ñëó÷àå 1, ÷òî ëèáî val(e21(2)A) < val(A)
ëèáî val(e21(−2)A) < val(A).

Ñëó÷àé 3. |b| = max {|a|, |b|, |c|, |d|}

Ïîäñëó÷àé À. Çíàêè a è c (à, çíà÷èò è çíàêè b è d ñîâïàäàþò)

Òîãäà îïÿòü |a−2c|+|b−2d| < |a|+|b|, èáî |b−2d| ≤ |b|. Äîêàçàâ, ÷òî |a| >
|c|, ïîëó÷àåì îòñþäà, ÷òî |a− 2c| < |a|. Ñëåäîâàòåëüíî, val(e12(−2)A) <
val(A)

Ïîäñëó÷àé Á. Çíàêè a è c ðàçëè÷íû.

Òîãäà val(e12(2)A) < val(A).

Ïåðâàÿ ÷àñòü ëåììû äîêàçàíà. Åù¼ ðàç ïðîéä¼ìñÿ ïî âñåì ñëó÷àÿì è
ïîäñëó÷àÿì, ÷òîáû óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî àëüòåðíàòèâû à)�ã) íåñîâìåñòè-
ìû. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü ìû íàõîäèìñÿ â ïîäñëó÷àå à) ñëó÷àÿ 1. Òîãäà,
åñëè çíàêè a è c ñîâïàäàþò, òî çíàêè b è d òàêæå ñîâïàäàþò è |b| > |d|.
Ñëåäîâàòåëüíî, |a+2c|+ |b+2d| > |a|+ |b| è |c+2a|+ |d+2b| < |c|+ |d| è
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|c−2a|+|d−2b| > |a|+|b| ≥ |c|+|d|. Ýòî çíà÷èò, ÷òî val(e12(2)A) > val(A)
è val(e21(2)A) > val(A) è val(e21(−2)A) > val(A). Àíàëîãè÷íî ìîæíî
ïðîàíàëèçèðîâàòü âñå îñòàëüíûå ñëó÷àè è ïîäñëó÷àè. I

209 Òåîðåìà. Ìàòðèöû e12(2), e21(2) ÿâëÿþòñÿ ñâîáîäíûìè ïîðîæäà-
þùèìè, è ãðóïïà, èìè ïîðîæä¼ííàÿ ñîñòîèò èç ìàòðèö A, óäîâëå-
òâîðÿþùèì óñëîâèÿì à)-ã) ëåììû 208.

J Ïðÿìî ñëåäóåò èç ëåììû. I

Ìàòðèöû áåñêîíå÷íîãî ïîðÿäêà

Ìàòðèöåé ïîðÿäêà N íàçîâåì îòîáðàæåíèå N2 7→ F (F � êàêîå ëèáî
ïîëå) êîòîðîå çàïèñûâàåì êàê òàáëèöó ýëåìåíòîâ ïîëÿ F ñ áåñêîíå÷íûì
÷èñëîì ñòðîê è ñòîëáöîâ:

A =


a11 a12 a13 . . . . . .

a21 a22 a23 . . . . . .

a31 a32 a33 . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . .

 (0.53)

Ñêàäûâàþòñÿ è óìíîæàþòñÿ íà ýëåìåíòû ïîëÿ F òàêèå ìàòðèöû ïîêîì-
ïîíåíòíî, îäíàêî ïðîèçâåäåíèå îïðåäåëåíî íå äëÿ ëþáûõ N-ìàòðèö. Ïðî-
èçâåäåíèå

∑
n∈N anbn áåñêîíå÷íîé ñòðîêè (an) íà ñòîëáåö (bn)

> áåñêëî-
íå÷íîé âûñîòû îïðåäåëåíî â òîì ñëó÷àå, êîãäà íàéäåòñÿ ëèøü êîíå÷íîå
ìíîæåñòâî èíäåêñîâ n òàêèõ, ÷òî anbn 6= 0. Ýòî óñëîâèå âûïîëíÿåòñÿ, íà-
ïðèìåð, â ñëó÷àÿõ êîãäà ëèáî â ñòðîêå (an) ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî íåíóëå-
âûõ ýëåìåíòîâ, ëèáî ñòîëáåö (bn)

> îáëàäàåò ýòèì ñâîéñòâîì. Ðàññìîòðèì
ïåðâûé ñëó÷àé è ñîâîêóïíîñòü âñåõ N-ìàòðèö, ó êîòîðûõ â êàæäîé ñòðî-
êå ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ îáîçíà÷èì Mat0(N;F ),
ìíîæåñòâî âîîáùå âñåõ N-ìàòðèö îáîçíà÷èì Mat(N;F ). ßñíî, ÷òî ëþ-
áîå ïðîèçâåäåíèå AB, ãäå A ∈ Mat0(N;F ), B ∈ Mat(N;F ) îïðåäåëåíî
è ïðèíàäëåæèò, âîîáùå ãîâîðÿ ìíîæåñòâó Mat(N;F ).

210 Ïðåäëîæåíèå. Åñëè A,A1, A2 ∈ Mat0(N;F ), B,C ∈ Mat(N;F ),
òî

• A1A2 ∈Mat0;
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• (A1A2)B = A1(A2B);

• A(B + C) = AB + AC

Äîêàæåì ïåðâîå ñâîéñòâî (äîêàçàòåëüñòâà îñòàëüíûõ íè÷åì íå îòëè÷à-
þòñÿ îò ñëó÷àÿ "êîíå÷íûõ" ìàòðèö). Ïóñòü A1 = (aij) è A2 = (a′ij).
Äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî â ïåðâîé ñòðîêå ïðîèçâåäåíèÿ A1A2 ëèøü êî-
íå÷íîå ÷èñëî íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ. Ïóñòü a1j = 0 äëÿ âñåõ j ≥ N . Äëÿ
êàæäîãî i = 1, 2, . . . , N − 1 íàéäåì íîìåð Mi òàêîé, ÷òî a

′
ij = 0 Ïðè

óñëîâèè j ≥Mi. Âîçüìåì M = max {M1,M2, . . . ,Mn−1}. Åñëè j ≥M , òî

∞∑
t=1

a1ta
′
tj =

N−1∑
t=1

a1ta
′
tj +

∞∑
t=N

a1ta
′
tj = 0 + 0 = 0

Ïåðâàÿ ñóììà ïîñëå ïåðîâîãî çíàêà ðàâåíñòâà ðàâíà 0, òàê êàê a′tj = 0,
èáî j ≥Mt, à âòîðàÿ ñóììà ðàâíà 0 ïîñêîëüêó a1t = 0 äëÿ t ≥ N .

211 Ñëåäñòâèå. ÌíîæåñòâîMat0(N;F ) îáðàçóåò êîëüöî. Åäèíè÷íûì
ýëåìåíòîì â ýòîì êîëüöå áóäåò ìàòðèöà E, ó êîòîðîé íà ãëàâíîé äèà-
ãîíàëè åäèíèöû, à îñòàëüíûå ýëåìåíòû íóëè.

Áåñêîíå÷íûå ìàòðèöû âîçíèêàþò ïðè ðåøåíèè áåñêîíå÷íîé ñèñòåìû ëè-
íåéíûõ óðàâíåíèé

a11x1 + a12x2 + a13x3 + · · · = b1

a21x1 + a22x2 + a23x3 + · · · = b2

a31x1 + a32x2 + a33x3 + · · · = b3

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

(0.54)

Äëÿ áåñêîíå÷íûõ ìàòðèö âîçíèêàåò ìíîãî ýôôåêòîâ, íå èìåþùèõ ìåñòà
äëÿ îáû÷íûõ êâàäðàòíûõ ìàòðèö. Íàïðèìåð, îáîçíà÷èì X+ N-ìàòðèöó,
ó êîòîðîé íàääèàãîíàëü ñîñòîèò èç åäèíèö, à îñòàëüíûå ýëåìåòíû 0, à
X− = (X+)> ñîäåðæèò åäèíè÷íóþ ïîääèàãîíàëü, à îñòàëüíûå ýëåìåíòû
íóëè. Òîãäà

X+ ·X− = E; X− ·X+ = E − e11
Äëÿ êâàäðàòíûõ ìàòðèö îäíîãî (êîíå÷íîãî) ïîðÿäêà, åñëè AD = E, òî è
DA = E. Êàê ìû âèäèì, äëÿ áåñêîíå÷íûõ ìàòðèö ýòî ñâîéñòâî íàðóøà-
åòñÿ. Îäíàêî åñòü îäíî âàæíîåñ ñâîéñòâî � îáðàòèìîñòü óíèòðåóãîëüíîé
ìàòðèöû, êîòîðîå ïåðåíîñèòüñÿ íà ñëó÷àé áåñêîíå÷íûõ ìàòðèö.
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212 Ëåììà. Åñëè U ∈ Mat0(N;F ) òàêîâà, ÷òî íà ãëàâíîé äèàãîíàëè
è ïîä ãëàâíîé äèàãîíàëüþ íóëè, òî äëÿ íàòóðàëüíîãî k ñòåïåíü Uk

ñîõðàíÿåò ýòè ñâîéñòâà è ïîìèìî òîãî èìååò íóëåâûìè ïåðâûå k− 1
íàääèàãîíàëåé.

213 Òåîðåìà. Ïóñòü U òàêîâà êàê è â ëåììå 212. Òîãäà áåñêîíå÷-
íàÿ ñóììà E + U + U 2 + U 3 + · · · êîððåêòíî îïðåäåëåíà è ÿâëÿåòñÿ
N-ìàòðèöåé îáðàòîé N-ìàòðèöå E − U .

J Èç ëåììû 212 âûòåêàåò, ÷òî ñóììà E+U+U 2 +U 3 + · · · ïðèíàäëåæèò
Mat(N;F ). Êðîìå òîãî, ïðîâåðÿåòñÿ íåïîñðåäñòâåííî ðàâåíñòâà

(E−U)(E+U+U 2+U 3+· · · ) = E+U+U 2+U 3+· · ·−U−U 2−U 3−. . . = E

(E + U + U 2 + U 3 + · · · )(E − U) = E.

IÌàòðèöàE+U+U 2+U 3+· · · íå âñåãäà ïðèíàäëåæèò êîëüöóMat0(N;F ).
Íàïðèìåð, ýòî òàê â ñëó÷àå ìàòðèöû U = X+.

214 Ëåììà. Ìàòðèöà (X+)k ñîäåðæèò åäèíè÷íóþ k-óþ íàääèàãîíàëü,
à îñòàëüíûå ýëåìåíòû ðàâíû 0

Ïðîâåðÿåòñÿ ýòî óòâåðæäåíèå èíäóêöèåé ïî ÷èñëó k.

215 Òåîðåìà. Îòîáðàæåíèå F [x] 7→ F [X+], ñîïîñòàâëÿþùåå ìíîãî-
÷ëåíó f(x) ìàòðèöó f(X+), áóäåò èçîìîðôèçìîì F -àëãåáð.

Äîïîëíåíèå 1: ãðóïïû, êîëüöà, ïîëÿ

Â ýòîì, âåñüìà àáñòðàêòíîì ïàðàãðàôå ïðèâîäÿòñÿ îïðåäåëåíèÿ è ïðî-
ñòåéøèå ñâîéñòâà íåêîòîðûõ àëãåáðàè÷åñêèõ ñèñòåì (ãðóïï, êîëåö, ïî-
ëåé), êîòîðûå äàëåå ÷àñòî âñòðå÷àþòñÿ ïðè èçó÷åíèè àëãåáðû ìàòðèö.

Ãðóïïû

Ìíîæåñòâî G ñ çàäàííîé íà íåì áèíàðíîé îïåðàöèåé, ñîïîñòàâëÿþùåé
ïàðå ýëåìåíòîâ a, b ∈ G ýëåìåíò a ∗ b ∈ G (ðåçóëüòàò îïåðàöèè) íàçûâà-
åòñÿ ãðóïïîé, åñëè âûïîëíåíû ñëåäóþùèå òðè àêñèîìû:
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ÃÐ1 îïåðàöèÿ ∗ àññîöèàòèâíà ò.å. âåðíî òîæäåñòâî a∗ (b∗ c) = (a∗ b)∗ c;

ÃÐ2 íàéäåòñÿ íåéòðàëüíûé ýëåìåíò e ∈ G òàêîé, ÷òî e∗a = a∗e = a äëÿ
ëþáîãî a ∈ G (äîêàçàòü åäèíñòâåííîñòü íåéòðàëüíîãî ýëåìåíòà);

ÃÐ3 äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà a ∈ G íàéäåòñÿ ýëåìåíò ã äëÿ êîòîðîãî a∗ã =
ã ∗ a = e (äîêàçàòü åäèíñòâåííîñòü ýëåìåíòà ã).

Åñëè îïåðàöèÿ ∗ óìíîæåíèå, òî ã íàçûâàåòñÿ îáðàòíûì ýëåìåíòîì ê
ýëåìåíòó a è îáîçíà÷àåòñÿ a−1, ñàìà æå ãðóïïà íàçûâàåòñÿ ìóëüòèïëè-
êàòèâíîé. Åñëè æå îïåðàöèÿ ∗ ñëîæåíèå, òî ã íàçûâàåòñÿ ïðîòèâîïî-
ëîæíûì ýëåìåíòîì ê ýëåìåíòó a è îáîçíà÷àåòñÿ −a, à ãðóïïà G â ýòîì
ñëó÷àå íàçûâàåòñÿ àääèòèâíîé.

216 . Ïóñòü G � ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ ãðóïïà. Äîêàçàòü, ÷òî à) e−1 = e;
á) (ab)−1 = b−1a−1.

217 . Ïðèìåíÿÿ èíäóêöèþ ïî n, äîêàçàòü, ÷òî â ïðîèçâåäåíèè a1 ∗ a2 ∗
. . . ∗ an ýëåìåíòîâ ãðóïïû ðåçóëüòàò íå çàâèñèò îò ðàññòàíîâêè ñêîáîê è
ðàâåí ýëåìåíòó [[. . . [a1 ∗ a2] ∗ a3] ∗ . . . ∗ an].

218 Ïðèìåð Óáåäèòüñÿ, ÷òî ñëåäóþùèå ìíîæåñòâà ñ óêàçàííûìè îïå-
ðàöèÿìè îáðàçóþò ãðóïïû: à) (Z,+); á) (R∗, ·), (R>0, ·); â) (S, ·); ã) {z ∈ C | zn = 1}
(ãðóïïà êîìïëåêñíûõ êîðíåé n-îé ñòåïåíè èç åäèíèöû); ä) ìóëüòèïëèêà-
òèâíàÿ ãðóïïà çíàêîâ {±1}

×èñëî ýëåìåíòîâ â ãðóïïå íàçûâàåòñÿ ïîðÿäêîì ãðóïïû è îáîçíà÷àåòñÿ
|G|. Â ïðèìåðàõ âûøå à), á), â) � ãðóïïû áåñêîíå÷íîãî ïîðÿäêà, ãðóïïà
êîìïëåêñíûõ êîðíåé n-îé ñòåïåíè èç åäèíèöû èìååò ïîðÿäîê n, à ãðóïïà
çíàêîâ âòîðîãî ïîðÿäêà.

Ãðóïïà ïîäñòàíîâîê

Îáîçíà÷èì Sn ìíîæåñòâî âñåõ áèåêöèé n ýëåìåíòíîãî ìíîæåñòâà íà ñå-
áÿ. Â êà÷åñòâå ýòîãî n ýëåìåíòíîãî ìíîæåñòâà âîçüì¼ì {1, 2, . . . , n}. Ýëå-
ìåíò τ ∈ Sn íàçûâàåòñÿ ïîäñòàíîâêîé èëè ïåðåñòàíîâêîé ÷èñåë {1, 2, . . . , n}.
Ïîëíàÿ òàáëè÷íàÿ çàïèñü òàêîãî îòîáðàæåíèÿ ñëåäóþùàÿ

τ =

(
1 2 . . . n
i1 i2 . . . in

)
Ýòà çàïèñü îçíà÷àåò, ÷òî τ(k) = ik äëÿ âñåõ 1 ≤ k ≤ n.
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219 Òåîðåìà. Ìíîæåñòâî Sn îòíîñèòåëüíî êîìïîçèöèè îáðàçóåò ãðóï-
ïó ïîðÿäêà n!.

Íåéòðàëüíûì ýëåìåíòîì â ãðóïïå Sn ñëóæèò åäèíè÷íàÿ ïîäñòàíîâêà

e =

(
1 2 . . . n
1 2 . . . n

)
.

Îáðàòíîé ê ïîäñòàíîâêå τ áóäåò ïîäñòàíîâêà

τ−1 =

(
i1 i2 . . . in
1 2 . . . n

)
,

êîòîðàÿ ïîëó÷àåòñÿ ïåðåñòàíîâêîé ñòðîê òàáëèöû, çàäàþùåé ýëåìåíò τ .

220 . Äàíû ïîäñòàíîâêè ãðóïïû S9

τ =

(
1 2 3 4 5 6 7 8 9
6 1 2 4 7 8 3 9 5

)
; ν =

(
1 2 3 4 5 6 7 8 9
2 1 4 6 9 7 3 8 5

)
;

Âû÷èñëèòü ν · τ è τ · ρ. Óáåäèòüñÿ, ÷òî ðåçóëüòàòû íå ñîâïàäàþò. Íàïðè-
ìåð, τ ·ν(1) = τ(ν(1)) = τ(2) = 1 è òåì ñàìûì ïîäñòàíîâêà τ ·ν îñòàâëÿåò
åäèíèöó íà ìåñòå.

Ïîäñòàíîâêà, êîòîðóþ ìû áóäåì çàïèñûâàòü â âèäå c = (ij . . . k) è êîòî-
ðàÿ ïåðåâîäèò i â j, à j â ñëåäóþùåå ñïðàâà ñòîÿùåå ÷èñëî, à k ïåðåõîäèò
â ïåðâîå ÷èñëî i, íàçûâàåòñÿ öèêëîì, ïðè ýòîì ìíîæåñòâî {i, j, . . . , k} íà-
çûâàåòñÿ ñîäåðæàíèåì öèêëà c è îáîçíà÷àåòñÿ supp c. Êîëè÷åñòâî ÷èñåë
â çàïèñè öèêëà íàçûâàåòñÿ åãî äëèíîé. Öèêë äëèíû 2 íàçûâàåòñÿ òðàíñ-
ïîçèöèåé. Äëÿ òðàíñïîçèöèè (ij) âåðíû ðàâåíñòâà

(ij)2 = e; (ij)−1 = (ij); (ij) = (ji).

221 . Ïåðåìíîæüòå äâà öèêëà â S9:

c = (2, 3, 7, 1) · (1, 9, 3, 4)

Ðåçóëüòàò çàïèøèòå â âèäå ïîëíîé òàáëè÷íîé çàïèñè

222 . Íàéòè ïîðÿäîê öèêëà c = (54321) ∈ S5, ò. å. íàèìåíüøåå íàòó-
ðàëüíîå ÷èñëî n òàêîå, ÷òî cn = e. Âû÷èñëèòü c2021.

Äâà öèêëà íàçûâàþòñÿ íåçàâèñèìûìè, åñëè èõ ñîäåðæàíèÿ íå ïåðåñåêà-
þòñÿ.
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223 Ïðåäëîæåíèå. Äâà íåçàâèñèìûõ öèêëà c1 è c2 êîììóòèðóþò,
ò.å. èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî c1c2 = c2c1.

224 Ïðåäëîæåíèå. Ëþáàÿ ïîäñòàíîâêà ðàñêëàäûâàåòñÿ â ïðîèçâåäå-
íèå íåçàâèñèìûõ öèêëîâ. Òàêîå ðàçëîæåíèå åäèíñòâåííî ñ òî÷íîñòüþ
äî ïåðåñòàíîâêè ñîìíîæèòåëåé.

Íàãëÿäíî ïîäñòàíîâêó ïîñëå ðàçëîæåíèÿ â ïðîèçâåäåíèå íåçàâèñèìûõ
öèêëîâ ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê ñèñòåìó íåçàâèñèìûõ êîëåñèêîâ ñ ÷èñ-
ëàìè, íàïèñàííûìè íà îáîäå, à äåéñòâèå ïîäñòàíîâêè çàêëþ÷àåòñÿ â îä-
íîâðåìåííîì ïîâîðîòå êàæäîãî êîëåñèêà íà óãîë 360o

|c| , ãäå |c| � äëèíà
ñîîòâåòñòâóþùåãî öèêëà.

225 . Íàðèñîâàòü ñîîòâåòñòâóþùèå êîëåñèêè äëÿ ïîäñòàíîâêè

α =

(
1 2 3 4 5 6 7 8 9
7 1 4 2 6 9 8 3 5

)
= (178342)(569)

Ïîëüçóÿñü ýòèì, íàéòè ïîðÿäîê α è âû÷èñëèòü α−999

226 Ïðåäëîæåíèå. Ëþáàÿ ïîäñòàíîâêà ðàñêëàäûâàåòñÿ â ïðîèçâåäå-
íèå òðàíñïîçèöèé.

J Ìû óæå äîêàçàëè, ÷òî ëþáàÿ ïîäñòàíîâêà ðàñêëàäûâàåòñÿ â ïðîèçâå-
äåíèå öèêëîâ. Îñòàåòñÿ óáåäèòüñÿ, ÷òî

(ijp . . . tk) = (ij)(jp) . . . (tk).

I

Äëÿ ïîäñòàíîâêè, êàê è äëÿ ÷èñëà, ìîæíî îïðåäåëèòü çíàê. Ïàðó íàòó-
ðàëüíûõ ÷èñåë (j, k) ñ óñëîâèåì j 6= k íàçîâåì èíâåðñèåé ïîäñòàíîâêè
τ , åñëè (j − k)(τ(j) − τ(k)) < 0, èíà÷å ãîâîðÿ íåðàâåíñòâî j < k âëå-
÷åò τ(j) > τ(k), à íåðàâåíñòâî j > k âëå÷åò íåðàâåíñòâî τ(j) < τ(k).
Ïîäñòàíîâêó τ íàçîâåì ÷åòíîé è áóäåì ïèñàòü sgn τ = 1, åñëè ÷èñëî
âñåõ èíâåðñèé ïîäñòàíîâêè τ ÷åòíî. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ïîäñòàíîâêó τ
íàçîâåì íå÷åòíîé è áóäåì ïèñàòü sgn τ = −1. Îòìåòèì, ÷òî â äàííîì
êîíòåêñòå, sgn � îòîáðàæåíèå èç ãðóïïû Sn â ãðóïïó çíàêîâ. Íàïðèìåð,
sgn e = 1 è sgn(i i+ 1) = −1.

227 . Âû÷èñëèòü çíàê ïîäñòàíîâîê τ, ν çàäà÷è 220.
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Ïóñòü
Vn :=

∏
1≤i<j≤n

(j − i) = (n− 1)! · (n− 2)! · . . . · 1! (0.55)

Äëÿ ïîäñòàíîâêè τ îïðåäåëèì ÷èñëî

τ(Vn) :=
∏

1≤i<j≤n
(τ(j)− τ(i)) (0.56)

Â âèäó áèåêòèâíîñòè τ ïîëó÷àåì: τ(Vn) = sgn τ · Vn. Áîëåå òîãî,∏
1≤i<j≤n

(ρτ(j)− ρτ(i)) = sgn τ ·
∏

1≤i<j≤n
(ρ(j)− ρ(i))

äëÿ ëþáûõ äâóõ ïîäñòàíîâîê ρ, τ ∈ Sn. Äåéñòâèòåëüíî, òàì ãäå τ(j) <
τ(i) ìíîæèòåëü ρτ(j)−ρτ(i) ìû ïåðåïèñûâàåì êàê −(ρτ(i)−ρτ(j)). Ýòèõ
ìèíóñîâ áóäåò ñòîëüêî, ñêîëüêî èíâåðñèé â ïîäñòàíîâêå τ . Ïîñëå âûíå-
ñåíèÿ âñåõ ýòèõ ìèíóñîâ âïåðåä, ïðîèçâåäåíèå ìîæíî ïåðåïèñàòü êàê
sgn τ ·

∏
1≤i<j≤n(ρ(j)− ρ(i)). Êàê ñëåäñòâèå âûøå äîêàçàííîãî ðàâåíñòâà

ïîëó÷àåì:

sgn(ρτ)·Vn = ρ·τ(Vn) =
∏

1≤i<j≤n
(ρτ(j)−ρτ(i)) = sgn τ ·ρ(Vn) = sgn τ ·sgn ρ·Vn

îòêóäà ñëåäóåò ãîìîìîðôíîñòü îòîáðàæåíèÿ çíàêà, ò.å. òîæäåñòâà

sgn(τρ) = sgn τ · sgn ρ. (0.57)

228 Ëåììà. Çíàê òðàíñïîçèöèè ðàâåí −1. Ïðè óìíîæåíèè íà òðàíñ-
ïîçèöèþ ïîäñòàíîâêà ìåíÿåò çíàê.

J Ðàâåíñòâî sgn(i i+ 1) = −1 îòìå÷åíî âûøå. Äëÿ òðàíñïîçèöèè (j k) ñ
j + 1 < k çàìåòèì, ÷òî

(j k) = (k k − 1)(j k − 1)(k − 1 k).

Òåì ñàìûì äîêàçàòåëüñòâî ïåðâîãî óòâåðæäåíèÿ ëåììû çàâåðøàåòñÿ èí-
äóêöèåé ïî ÷èñëó N = |k − j| ñ ïðèìåíåíèåì ãîìîìîðôíîñòè (0.57). Îíà
æå äîêàçûâàåò âòîðîå óòâåðæäåíèå. I

229 Òåîðåìà. (î çíàêå ïîäñòàíîâêè) .

À. Ecëè ïîäñòàíîâêà ðàçëîæåíà â ïðîèçâåäåíèå òðàíñïîçèöèé τ = t1t2 . . . tk,
òî sgn τ = (−1)k. Â ÷àñòíîñòè, ëþáàÿ òðàíñïîçèöèÿ � íå÷åòíàÿ ïåðå-
ñòàíîâêà.
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Á. Äëÿ öèêëà c äëèíû k ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî sgn c = (−1)k−1.

Â. Åñëè τ = c1c2 . . . ct � ðàçëîæåíèå ïîäñòàíîâêè â ïðîèçâåäåíèå íåçà-
âèñèìûõ öèêëîâ (âêëþ÷àÿ öèêëû åäèíè÷íîé äëèíû), òî sgn τ = (−1)n−t

J À. Ïðèìåíÿåì ãîìîìîðôíîñòü (0.57) è ëåììó 228.

Á. Óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç À è èç ôîðìóëû äëÿ ðàçëîæåíèÿ öèêëà â
ïðîèçâåäåíèå òðàíñïîçèöèé �

(ijp . . . tk) = (ij)(jp) . . . (tk),

êîòîðàÿ ïðîâåðÿåòñÿ íåïîñðåäñòâåííî (ñ÷èòàþòñÿ îáðàçû ÷èñåë i, j, p, . . . , t, k
ïðè âîçäåéñòâèè ëåâîé ÷àñòè è ïðàâîé ÷àñòè.

Â. Ïóñòü k1, . . . , kt � äëèíû öèêëîâ c1, . . . , ct. Òîãäà ñîãëàñíî Á è ãîìî-
ìîðôíîñòè, ïîëó÷àåì:

sgn τ = sgn c1·. . .·sgn ct = (−1)k1−1·. . .·(−1)kt−1 = (−1)k1+...+kt−t = (−1)n−t

I

Ïîäìíîæåñòâî H ãðóïïû (G, ∗, g̃, e) íàçûâàåòñÿ ïîäãðóïïîé, åñëè îíî ñî-
äåðæèò íåéòðàëüíûé ýëåìåíò e è çàìêíóòî îòíîñèòåëüíî îïåðàöèé ∗ è
g → g̃, ò . å. åñëè a, b ∈ H, òî a ∗ b, ã ∈ H. Íàïðèìåð, (Z,+) � ïîäãðóï-
ïà (Q,+), à ýòà â ñâîþ î÷åðåäü áóäåò ïîäãðóïïîé àääèòèâíîé ãðóïïû
(R,+).

230 . Ìíîæåñòâî âñåâîçìîæíûé ñòåïåíåé gk, k ∈ Z ýëåìåíòà g ìóëüòè-
ïëèêàòèâíîé ãðóïïû G áóäåò ïîäãðóïïîé. Îáîçíà÷èì ýòó ïîäãðóïïó 〈g〉
è íàçîâåì öèêëè÷åñêîé ãðóïïîé, ïîðîæäåííîé ýëåìåíòîì g

231 Ñëåäñòâèå. Äëÿ n > 1 ïîäìíîæåñòâî An âñåõ ÷åòíûõ ïîäñòàíî-
âîê îáðàçóåò ( çíàêîïåðåìåííóþ) ïîäãðóïïó ïîðÿäêà n!/2 â ãðóïïå ïîä-
ñòàíîâîê.

Êîëüöà, ïîëÿ

Ìíîæåñòâî R ñ äâóìÿ îïåðàöèÿìè � ñëîæåíèåì è óìíîæåíèåì íàçû-
âàåòñÿ êîëüöîì, åñëè îòíîñèòåëüíî ñëîæåíèÿ R îáðàçóåò àáåëåâó ãðóï-
ïó, à óìíîæåíèå àññîöèàòèâíî è äèñòðèáóòèâíî ïî îòíîøåíèþ ê ñëî-
æåíèþ, ò.å. âûïîëíÿþòñÿ òîæäåñòâà a(bc) = (ab)c, a(b + c) = ab + ac,
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(b + c)a = ba + ca. Ïðåäïîëàãàåì äàëåå, ÷òî êîëüöî ñîäåðæèò åäèíèöó
1R. Êîëüöî R íàçûâàåòñÿ êîììóòàòèâíûì, åñëè ab = ba òîæäåñòâåííî.

Ýëåìåíò u êîëüöà R íàçûâàåòñÿ îáðàòèìûì, åñëè íàéäåòñÿ ýëåìåíò v ∈
R ñ óñëîâèåì uv = vu = 1R

232 . Ìíîæåñòâî îáðàòèìûõ ýëåìåíòîâ êîëüöà R îáîçíà÷àåì U(R); îíî
áóäåò ãðóïïîé îòíîñèòåëüíî óìíîæåíèÿ.

Êðàòêî ïîëå � ýòî íåíóëåâîå êîììóòàòèâíîå êîëüöî â êîòîðîì ëþáîé
íåíóëåâîé ýëåìåíò îáðàòèì. Áîëåå ïîäðîáíî, ìíîæåñòâî F âìåñòå ñ äâó-
ìÿ áèíàðíûìè îïåðàöèÿìè � ñëîæåíèå è óìíîæåíèå, óíàðíûìè îïåðàöè-
ÿìè x→ −x è 0 6= x→ x−1 è äâóìÿ ðàçíûìè âûäåëåííûìè ýëåìåíòàìè
0 è 1 òàêèìè, ÷òî

Ï1. îïåðàöèè ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ àññîöèàòèâíû;

Ï2. îïåðàöèè ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ êîììóòàòèâíû;

Ï3. óìíîæåíèå äèñòðèáóòèâíî îòíîñèòåëüíî ñëîæåíèÿ;

Ï4. x+ 0 = x, x · 1 = x;

Ï5. x+ (−x) = 0, x · x−1 = 1.

íàçûâàåòñÿ ïîëåì.

Ïðèìåðû ïîëåé: Q,R,C è êîíå÷íûå ïîëÿ âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ ïðîñòîãî
÷èñëà Zp èç p ýëåìåíòîâ (p � ïðîñòîå ÷èñëî). Åñëè F � ïîëå, òî ïîëåì
áóäåò è ìíîæåñòâî ðàöèîíàëüíûõ äðîáåé F (x) ñ ïåðåìåííîé x, èëè, áîëåå
îáùî, ïîëå ðàöèîíàëüíûõ äðîáåé ñ n ïåðåìåííûìè F (x1, . . . , xn).

Åñëè F � ïîäïîëå ïîëÿ K, òî K áóäåì íàçûâàòü ðàñøèðåíèåì ïîëÿ F .

Ïîëå F íàçûâàåòñÿ êîíå÷íûì, åñëè ÷èñëî åãî ýëåìåíòîâ êîíå÷íî. Â ïðî-
òèâíîì ñëó÷àå ïîëå íàçûâàåòñÿ áåñêîíå÷íûì. Ïðèìåðîì êîíå÷íîãî ïîëÿ
ÿâëÿåòñÿ êîëüöî âû÷åòîâ Zp öåëûõ ÷èñåë ïî ìîäóëþ ïðîñòîãî ÷èñëà p.
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Äîïîëíåíèå 2: ëèíåéíûå ïðîñòðàíñòâà

Ìíîæåñòâî L, íà êîòîðîì îïðåäåëåíû îïåðàöèÿ ñëîæåíèÿ (a,b ∈ L →
a+b ∈ L) è îïåðàöèÿ óìíîæåíèÿ íà ÷èñëà (k ∈ K, a ∈ L→ ka ∈ L (çäåñü
K � ïîëå, íàïðèìåð ïîëå äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî
îïåðàöèè ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ ïîä÷èíÿþòñÿ ñëåäóþùèì àêñèîìàì-
òîæäåñòâàì:

ËÏ1 îòíîñèòåëüíî ñëîæåíèÿ L îáðàçóåò àáåëåâó ãðóïïó

ËÏ2 k(a + b) = ka + kb; (k1 + k2)a = k1a + k2a

ËÏ6 k2(k1a) = (k2k1)a

ËÏ7 1K · a = a

(a,b ∈ L, k, k1, k2 ∈ K). Òîãäà L íàçîâåì ëèíåéíûì ïðîñòðàíñòâîì íàä
÷èñëîâûì ïîëåì K. Ïîäìíîæåñòâî M ⊆ L íàçîâåì ïîäïðîñòðàíñòâîì,
åñëè îíî çàìêíóòî îòíîñèòåëüíî îïåðàöèé ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ. Â ëþ-
áîì ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå åñòü ïî êðàéíåé ìåðå äâà ïîäïðîñòðàíñòâà �
íóëåâîå è âñå ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî åñòü ïîäïðîñòðàíñòâî â ñàìîì ñåáå.
Îñíîâíûì ïðèìåðîì ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà äëÿ íàñ áóäåò ïðîñòðàí-
ñòâî ñòðîê äëèíû n � Kn, ñ ïîêîìïîíåíòíûìè îïåðàöèÿìè ñëîæåíèÿ è
óìíîæåíèÿ íà ýëåìåíòû ïîëÿ K:

(a1, . . . , an)+(b1, . . . , bn) = (a1+b1, . . . , an+bn); λ(a1, . . . , an) = (λa1, . . . , λan)

Àíàëîãè÷íî, ñåìåéñòâî ìàòðèö ôèêñèðîâàííîãî ðàìåðà îáðàçóþò ëèíåé-
íîå ïðîñòðàíñòâî. Â ïðîñòðàíñòâå n × n-ìàòðèö ìîæíî âûäåëèòü ïîä-
ïðîñòðàíñòâî à) äèàãîíàëüíûõ ìàòðèö, á) âåðõíåòðåóãîëüíûõ ìàòðèö,
â) ñèììåòðè÷åñêèõ ìàòðèö, ã) êîñîñèììåòðè÷åñêèõ ìàòðèö.

Ìíîæåñòâî ðåøåíèé îäíîðîäíîé ñèñòåìû ëèíåéíûõ m óðàâíåíèé c n
íåèçâåñòíûìè áóäåò ïîäïðîñòðàíñòâîì â ïðîñòðàíñòâå ñòðîê Kn.

M = {(x, y) | 2x+ 3y = 0}

(a1, b1), (a2, b2) ∈M ; 2a1 + 3b1 = 0;

2(a1+a2)+3(b1+b2) = 2a1+3b1+2a2+3b2 = 0+0 = 0 ⇒ (a1+a2, b1+b2) ∈M
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Íàîáîðîò, ëþáîå ïîäïðîñòðàíñòâîM ïðîñòðàíñòâà ñòðîêKn ìîæåò áûòü
çàäàíî êàê ìíîæåñòâî ðåøåíèé ñèñòåìû m óðàâíåíèé c n íåèçâåñòíûìè,
ïðè÷¼ì ìîæíî âçÿòü m ≤ n. Îäíàêî ýòîò ôàêò äîêàæåì ïîçæå (???)

Ïóñòü a1, a2, . . . , an � ýëåìåíòû ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà L, à λ1, λ2, . . . , λn
� ýëåìåíòû ïîëÿ K. Âûðàæåíèå λ1a1 + · · · + λnan íàçûâàåòñÿ ëèíåéíîé
êîìáèíàöèåé ýëåìåíòîâ a1, a2, . . . , an. Ýòà ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ íàçû-
âàåòñÿ íåòðèâèàëüíîé, åñëè õîòÿ áû îäèí èç λi-ûõ îòëè÷åí îò íóëÿ. Â
ïðîòèâíîì ñëó÷àå ýòà ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ íàçûâàåòñÿ òðèâèàëüíîé; åå
çíà÷åíèå ðàâíî íóëþ. Ñêàæåì, ÷òî ýëåìåíò b ∈ L ðàçëîæèì ïî ýëåìåí-
òàì a1, a2, . . . , an, åñëè b ðàâåí êàêîé-ëèáî ëèíåéíîé êîìáèíàöèè ýòèõ
ýëåìåíòîâ.

Ìíîæåñòâî âñåõ ëèíåéíûõ êîìáèíàöèé îáðàçóåò ïîäïðîñòðàíñòâî ëèíåé-
íîãî ïðîñòðàíñòâà L, îáîçíà÷èì åãî Ka1 +Ka2 + . . .+Kan èëè, èíà÷å,
〈a1, . . . , an〉. Åñëè ýòî ïîäïðîñòðàíñòâî ñîâïàäàåò ñî âñåì ïðîñòðàíñòâîì,
ò. å. ëþáîé ýëåìåíò èç L ïðåäñòàâèì â âèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè ai-õ, òî
íàçîâåì ñèñòåìó ýëåìåíòîâ {ai} ïîëíîé; èíûìè ñëîâàìè â ýòîé ñèòóàöèè
L ïîðîæäåíî ýëåìåíòàìè {ai}.

Ïðåäñòàâëåíèå ýëåìåíòà b ∈ L â âèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè ýëåìåíòîâ
{ai} ìîæåò áûòü íå åäèíñòâåííûì. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ñëåäóþùèå äâà
óñëîâèÿ îòíîñèòåëüíî ñèñòåìû âåêòîðîâ {ai} (i ∈ I) ýêâèâàëåíòíû:

à) ëþáîé ýëåìåíò b ∈ Ka1 + Ka2 + · · · + Kan èìååò åäèíñòâåííîå
ðàçëîæåíèå â âèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè ai-õ.

á) åñëè λ1a1 + λ2a2 + · · ·+ λnan = 0, òî λ1 = λ2 = . . . = λn = 0.

Åñëè âûïîëíåíû ýòè ýêâèâàëåíòíûå óñëîâèÿ, òî ýëåìåíòû a1, a2, . . . , an
íàçûâàþòñÿ ëèíåéíî íåçàâèñèìûìè. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ýëåìåíòû a1, a2, . . . , an
íàçûâàþòñÿ ëèíåéíî çàâèñèìûìè, ò. å. ýëåìåíòû ëèíåéíî çàâèñèìû òî-
ãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò íåòðèâèàëüíàÿ ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ ýòèõ ýëåìåí-
òîâ, ðàâíàÿ íóëþ.

233 . Ñâîéñòâà (íå)çàâèñèìîñòè

À. Åñëè ñèñòåìà ýëåìåíòîâ ñîäåðæèò 0, òî îíà ëèíåéíî çàâèñèìà.

Â ñàìîì äåëå, ðàâåíñòâî 1·0+0a2+. . .+0am = 0 ÿâëÿåòñÿ íåòðèâèàëüíîé
ëèíåéíîé çàâèñèìîñòüþ.
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Ýëåìåíòàðíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè ñèñòåìû âåêòîðîâ íàçîâåì (1 òèï)
ïðèáàâëåíèå ê íåêîòîðîìó âåêòîðó äðóãîãî, óìíîæåííîãî ïðåäâàðèòåëü-
íî íà êàêîé-ëèáî ýëåìåíò ïîëÿ K, (2 òèï) ïåðåñòàíîâêó ìåñòàìè äâóõ
âåêòîðîâ ñèñòåìû, (3 òèï) óìíîæåíèå êàêîãî-ëèáî âåêòîðà ñèñòåìû íà
íåíóëåâîé ýëåìåíò ïîëÿ.

Á. Åñëè ê çàâèñèìîé (íåçàâèñèìîé) ñèñòåìå ýëåìåíòîâ ïðèìåíèòü
ýëåìåíòàðíîå ïðåîáðàçîâàíèå, òî îíà îñòàíåòñÿ ëèíåéíî çàâèñèìîé
(íåçàâèñèìîé).

Â.Ñèñòåìà ýëåìåíòîâ a1, a2, . . . , am çàâèñèìà òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà íàéäåòñÿ èíäåêñ k, 1 ≤ k ≤ m òàêîé, ÷òî ak ëèíåéíî âûðàæà-
åòñÿ ÷åðåç a1, . . . , ak−1.

Ã. Åñëè ñèñòåìà ýëåìåíòîâ çàâèñèìà, òî è âñÿêàÿ íàäñèñòåìà çàâè-
ñèìà. Åñëè ñèñòåìà ýëåìåíòîâ íåçàâèñèìà, òî è âñÿêàÿ ïîäñèñòåìà
íåçàâèñèìà.

Ä. Ñèñòåìà n ñòðîê ai = (ai1, . . . , ain) (1 ≤ i ≤ n) äëèíû n ëèíåéíî
çàâèñèìà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà det(aij) = 0.

Å. Ñèñòåìà m ñòðîê ai = (ai1, . . . , ain) (1 ≤ i ≤ m) äëèíû n ïðè m > n

âñåãäà ëèíåéíî çàâèñèìà.

J Ðàññìîòðèì ñèñòåìó ëèíåéíûõ îäíîðîäíûõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî
λi: (λ1, . . . , λm)A = 0, ãäå A = (aij) � m × n ìàòðèöà. Ñóùåñòâîâàíèå
íåíóëåâîãî ðåøåíèÿ ýòîé ñèñòåìû åñòü â òî÷íîñòè óòâåðæäåíèå î ëèíåé-
íîé çàâèñèìîñòè ñòðîê ai-ûõ. Åñëè m > n, òî íåíóëåâîå ðåøåíèå çàâå-
äîìî ñóùåñòâóåò (ìåòîä Ãàóññà ðåøåíèÿ ÑËÀÓ). Ïóñòü m = n. Òîãäà ïî
òåîðåìå Êðàìàðà ýòà ñèñòåìà èìååò íåíóëåâîå ðåøåíèå òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà det(aij) = 0. I

Æ.Åñëè êàæäûé èç ýëåìåíòîâ a1, . . . , am ëèíåéíî âûðàæàåòñÿ ÷åðåç
ñåìåéñòâî ýëåìåíòîâ f1, f2, . . . , fn è m > n, òî ýëåìåíòû a1, a2, . . . , am
ëèíåéíî çàâèñèìû.

Çàêëþ÷åíèå

Òåîðèÿ ïðåäåëîâ, ðÿäû è äèôôåðåíöèàëüíûé àíàëèç îáîáùàþòñÿ íà ïî-
ëå êîìïëåêñíûõ ÷èñåë. Â êàêîì-òî ñìûñëå ïîëó÷àåòñÿ áîëåå ñîâåðøåííàÿ
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òåîðèÿ àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé. Âîïðîñû, ñâÿçàííûå ñ ãëîáàëüíûìè âå-
ëè÷èíàìè ôóíêöèé (äëèíà êðèâîé, ïëîùàäü, îáúåì è ò.ï.), íàõîäÿòñÿ
òàêæå çà ðàìêàìè äàííîãî ïîñîáèÿ. Àëãåáðàè÷åñêèå êîíñòðóêöèè (ìàò-
ðèöû, îïðåäåëèòåëè, ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé, ëèíåéíûå ïðîñòðàí-
ñòâà) è ãåîìåòðè÷åñêèå îáðàçû (âåêòîðû, ïðÿìûå è ïëîñêîñòè, êðèâûå
è ïîâåðõíîñòè âòîðîãî ïîðÿäêà) äîëæíû óñâàèâàòüñÿ ïàðàëëåëüíî ñ èç-
ëàãàåìûìè â ïîñîáèè îïðåäåëåíèÿìè è òåîðåìàìè. Âñå âìåñòå ýòî ñî-
ñòàâëÿåò ôóíäàìåíò ìàòåìàòè÷åñêîãî îáðàçîâàíèÿ èíæåíåðà. Äàëåå, â
çàâèñèìîñòè îò ñïåöèôèêè áóäóùåé ïðîôåññèè, ìîæíî èçó÷àòü òåîðèþ
âåðîÿòíîñòåé, ìàòåìàòè÷åñêóþ ñòàòèñòèêó, ìíîãîìåðíóþ ãåîìåòðèþ, ëî-
ãèêó, ãàðìîíè÷åñêèé àíàëèç, òåîðèþ êîäèðîâàíèÿ, òåîðèþ ãðàôîâ è ìíî-
æåñòâî äðóãèõ ìàòåìàòè÷åñêèõ äèñöèïëèí.
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