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ПРЕДИСЛОВИЕ 

 

Материал пособия соответствует 

программе второго курса обучения и 

включает раздел «Числовые и функцио-

нальные ряды».  

Пособие содержит необходимый 

теоретический материал по рассматри-

ваемому разделу, примеры решения типо-

вых задач и индивидуальные типовые рас-

четы, включающие 30 вариантов, для са-

мостоятельного выполнения (с последую-

щей их защитой во время рейтинговой не-

дели). 

Обозначения и терминология, ис-

пользуемые в пособии, являются общеупо-

требительными и не нуждаются в специ-

альных пояснениях. Отметим, что посо-

бие ни в коей мере не призвано заменить 

более подробные курсы по теории число-

вых и функциональных рядов, изложенные 

в классических учебниках и монографиях. 

Работа с изданием предполагает парал-

лельное изучение этой темы по книгам, 

указанным в библиографическом списке. 
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1. ЧИСЛОВЫЕ РЯДЫ. ОПРЕДЕЛЕНИЕ РЯДА И СУММЫ 

РЯДА. НЕОБХОДИМОЕ УСЛОВИЕ СХОДИМОСТИ 

 

Рассмотрим произвольную числовую последовательность 

 ,,,,
21 n

aaa  и бесконечную сумму  
n

aaa
21

.  Эта сумма 

называется числовым рядом и обозначается 


 1n

n
a или 

 1n

n
a , 

n
a  называ-

ется общим членом ряда. 

Рассмотрим новую последовательность: 
11

aS  , 
212

aaS  , 

3213
aaaS  ,…, 

nn
aaaS  

21
,…. Эта последовательность 

называется последовательностью частичных сумм ряда. Если суще-

ствует конечный предел SS
n

n




lim , то он называется суммой ряда, а  

сам ряд в этом случае называется сходящимся. Пишут: Sa

n

n




 1

. Если 

предела не существует или он равен бесконечности, то ряд называется 

расходящимся. 

Примеры. 1) Рассмотрим ряд  1111  

Распишем последовательность его частичных сумм: 1
1
S , 0

2
S , 

1
3
S , 0

4
S ,…. То есть 1

12


k
S , a 0

2


k
S , следовательно, 

n
n

S


lim  не 

существует, поэтому ряд расходится.  

2) Рассмотрим ряд геометрической прогрессии: 

  1

0

2

000

nqbqbqbb . 

Имеем 1

0

2

000

 n

n
qbqbqbbS  , n

n
qbqbqbqS

0

2

00
  . Вы-

чтем из первого равенства второе, получим n

nn
qbbqSS

00
 . Отсюда 

q

qb
S

n

n 




1

)1(
0 . Тогда  
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 .1.,

1,

1,
1

1

)1(
limlim

0

0

qеслисущне

qесли

qесли
q

b

q

qb
S

n

n
n

n

 

Если 1q , то получаем ряд с постоянными членами: 

 
0000

bbbb . Его n-ая частичная сумма равна 
0

nbS
n

 

при n , то есть ряд расходится. Таким образом, ряд геометрической 

прогрессии, то есть ряд n

n

qb


 0

0
 сходится, если 1q  и его сумма равна

q

b
qb n

n






1

0

0

0
, и расходится, если 1q . 

3) Найти сумму ряда 





1

2 584

1

n
nn

. 

Разложим знаменатель на множители: )52)(12(584 2  nnnn , а за-

тем общий член разложим на сумму двух дробей методом неопреде-

ленных коэффициентов: 

)52)(12(

)12()52(

5212)52)(12(

1

584

1
2 













 nn

nBnA

n

B

n

A

nnnn
. 

Приравняем числители в левой и правой частях последнего равенства: 

)12()52(1  nBnA . Отсюда при 
2

1
n  находим A61 , 

6
1

A . A при 

2

5
n  находим B61  , 

6
1

B . Тогда n-ая частичная сумма равна 







 













52

1

12

1

13

1

7

1

11

1

5

1

9

1

3

1

7

1
1

6

1

nn
S

n
  
























52

1

32

1

12

1

5

1

3

1
1

6

1

nnn
. Следовательно,  

 


n
n

SS lim
90

23

52

1

32

1

12

1

15

23

6

1









 














nnn
. 
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Теорема 1.1. (необходимый признак сходимости ряда) 

Если ряд 


 1n

n
a сходится , то 0lim 


n

n

a . 

Доказательство. Если ряд сходится, то существует конечный 

SS
n

n




lim , где 
nnnnn

aSaaaaS 
 1121

 . Отсюда 

1


nnn
SSa , следовательно 0)(limlim 1  



SSSSa nn

n
n

n

. Тео-

рема доказана. 

Замечание. С помощью необходимого признака можно доказать только 

расходимость ряда. Если 0lim 


n
n

a , то ряд расходится. 

Пример. Исследовать на сходимость ряд 






1

1
ln

n
n

n
. 

Решение. Найдем 0llimlim
1

1n 












n

n
n

n

a , то есть необходимое усло-

вие выполнено. Найдем n-ую частичную сумму

)1ln(ln)1ln(2ln3ln1ln2ln  nnnS
n

 . Тогда 




)1ln(limlim nS
n

n
n

, то есть ряд расходится. 

 

  

2. СВОЙСТВА СХОДЯЩИХСЯ ЧИСЛОВЫХ РЯДОВ 

Теорема 2.1. Если ряды 


 1n

n
a и 



 1n

n
b сходятся, то сходятся и ряды 

)(

1

n

n

n
ba 





, 


 1n

n
ak причем 















111

)(

n

n

n

nn

n

n
baba , 











11 n

n

n

n
akak . 

Доказательство. Докажем, что 














111

)(

n

n

n

nn

n

n
baba и ряд сходится. 

Частичная сумма первого ряда равна 
nn

aaaS  
21

, второго ряда

nn
bbbS  

21
. По условию SS

n
n




lim , SS
n

n




lim . 
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Поскольку n-ая частичная сумма ряда )(

1

n

n

n
ba 





 равна 

nnnnn
SSbababaS  )()()(

2211
 , отсюда получаем 

SSS
n

n




lim . Теорема доказана. 

Теорема 2.2. Добавление или отбрасывание конечного числа слагае-

мых не влияет на сходимость ряда. 

Доказательство. Доказательство проведем для случая с отбрасыва-

нием. Рассмотрим следующие ряды: 

 
n

aaa
21

 - ряд (1), 

 
 nmmm

aaa
21

 - ряд (2).  

Ряд (2) получен из ряда (1) путем отбрасывания m первых членов. До-

кажем, что они сходятся или расходятся одновременно. Рассмотрим  

n-ые частичные суммы этих рядов: 

nn
aaaS  

21

)1( , 

nmmmn
aaaS


 

21

)2( .  

Очевидно, что )1()1()2(

mmnn
SSS 


 . 

Если ряд (1) сходится, то SS
mn

n






)1(lim , следовательно,  

)1()2(lim
mn

n

SSS 


  (3), следовательно, ряд (2) тоже сходится. Если ряд 

(1) расходится,  то ряд (2)  тоже расходится. Теорема доказана. 

 Обозначим через  
 nmmmm

aaar
21

. Этот ряд называ-

ется m-ым остатком ряда (1). В теореме 2.2. мы доказали, что ряд схо-

дится тогда и только тогда, когда сходится m-ый остаток ряда. 

Теорема 2.3. Ряд сходится тогда и только тогда, когда m-ый остаток 

ряда стремится к нулю при m , то есть 0lim 


m
m

r . 

Доказательство. Пусть ряд 


 1n

n
a  сходится, тогда по теореме 2.2. ряд 









1n

mnm
ar  тоже сходится. Из равенства (3) вытекает, что 
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 )1(

mm
SSr  . Устремим m к бесконечности, тогда SS

m
m




)1(lim  и 

0lim 


m
m

r . Таким образом, если остаток сходится, то и сам ряд схо-

дится. Теорема доказана. 

Пример. Рассмотрим гармонический ряд  



nn

n

1

3

1

2

1
1

1

1

. 

Докажем, что этот ряд расходится. Рассмотрим m-ый остаток ряда:   

2

1

2

11

2

1

1

1

2

1

1

1

















m
m

mmmmmm
r
m

 ,  то есть 

0lim 


m
m

r , следовательно, ряд расходится.                            

 

3. ПРИЗНАКИ СРАВНЕНИЯ РЯДОВ С ПОЛОЖИТЕЛЬНЫМИ 

ЧЛЕНАМИ 

Рассмотрим ряд 


 1n

n
a , 0

n
a . Тогда 

 nnn
aaaaS

121
  

nn
aS 

1
, то есть 

1


nn
SS . Последовательность частичных сумм в 

этом случае возрастает. А возрастающая последовательность имеет 

предел, если она ограничена сверху. Таким образом, доказана  

Теорема 3.1. Ряд с положительными членами сходится тогда и только 

тогда, когда его последовательность частичных сумм ограничена 

сверху. 

Теорема 3.2. (первый признак сравнения) 

Пусть даны два ряда 


 1n

n
a - ряд (1) и 



 1n

n
b - ряд (2), причем 

nn
ba 0 . 

Тогда из сходимости ряда (2) вытекает сходимость ряда (1), а из расхо-

димости ряда (1) следует расходимость ряда (2). 

Доказательство. Пусть 
nn

aaaS  
21

)1( , 
nn

bbbS  
21

)2( . Если 

ряд (2) сходится, то существует 










)2()2( suplim
nn

n

SSS , и SS
n

)2( ,  но 

SSS
nn

 )2()1( , поэтому по теореме 3.1. первый ряд сходится. 
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Пусть ряд (1) расходится, то есть 


)1(lim
n

n

S , тогда  


)2(lim
n

n

S , 

так как )1()2(

nn
SS  . Теорема доказана. 

Теорема 3.3. (второй признак сравнения) 

Пусть заданы два ряда 


 1n

n
a - ряд (1) и 



 1n

n
b - ряд (2), причем 0

n
a , 

0
n

b . Обозначим K
b

a

n

n

n




lim . Тогда: 

1) если K0 ,  то из сходимости ряда (2) следует сходимость 

ряда (1); 

2) если K0 ,  то из расходимости ряда (2) следует расходи-

мость ряда (1). 

Доказательство. Пусть K0 , то есть конечное число. По опреде-

лению предела K
b

a

n

n

n




lim  имеем 0 )(N  такой, что 

 K
b

a
Nn

n

n , или, )()(   KbaKb
nnn

. Воспользуемся 

неравенством )(  Kba
nn

 при Nn . То есть выполнены условия 

теоремы 3.2., правда, начиная с некоторого номера N . Но отбрасыва-

ние конечного числа слагаемых не влияет на сходимость ряда. Таким 

образом, из сходимости ряда (2) следует сходимость ряда (1).  

Пусть теперь K0 . Воспользуемся неравенством )(  Kba
nn

. 

Положим 
2

K
 , тогда 

nn
b

K
a

2
  при Nn . Отсюда и из теоремы 3.2. 

вытекает, что если ряд (2) расходится, то и ряд (1) тоже расходится.  

Пусть K , 


n

n

n b

a
lim , то есть 0E N  такой, что 

E
b

a
Nn

n

n  , или nn Eba  , поэтому из расходимости ряда (2) сле-

дует расходимость ряда (1). Теорема доказана. 

Замечание. Если K0 , то ряды (1) и (2) сходятся или расходятся 

одновременно.  
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Примеры. 1) Исследовать на сходимость ряд 





1
12

1

n
n

. 

Имеем 
nn 2

1

12

1



, ряд 











11

1

2

1

2

1

nn
nn

 расходится, следовательно, по 

первому признаку сравнения исходный ряд тоже расходится.  

2) Исследовать на сходимость ряд 


 1

1

n

nn
.  

Имеем 
nnn 2

11
  начиная с 2n , ряд 



 1
2

1

n

n
 сходится, следовательно, по 

первому признаку сравнения исходный ряд тоже сходится. 
 

 

4. ПРИЗНАК ДАЛАМБЕРА, РАДИКАЛЬНЫЙ ПРИЗНАК КОШИ, 

ПРИЗНАК РААБЕ 

 

Признаки Даламбера и радикальный признак Коши основаны на 

сравнении ряда с положительными членами с рядом геометрической 

прогрессии: ряд 


 0n

nq  сходится, если 1q  и расходится, если 1q . 

Теорема 4.1. (радикальный признак Коши) 

Пусть члены ряда 


 1n

n
a положительные числа и существует 

qan
n

n




lim . Тогда: 

- если 10  q , то ряд сходится; 

- если 1q , то ряд расходится; 

- если 1q , то неизвестно. 

Доказательство. Распишем определение предела qan
n

n




lim : 

0 )(N  такой, что  qaNn n
n

 или   qaq n
n

. 
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Пусть 10  q , тогда найдется 0  такое, что 1
1
 qq  . Сле-

довательно, 
1

qan
n
  или n

n qa
1

   при Nn  , где 1
1
q . Таким образом, 

члены нашего ряда, начиная с некоторого номера N  меньше членов 

геометрической прогрессии со знаменателем 1
1
q , то есть меньше 

членов сходящегося числового ряда, следовательно, по первому при-

знаку сравнения исходный ряд сходится. 

  Пусть 1q , тогда найдется 0  такое, что 1
2
 qq  . Тогда по-

лучим 
2

qan
n
  или n

n qa
2

   при Nn  , где 1
2
q . При этом nq

2
 при 

n , следовательно, na  при n , то есть не выполнено необ-

ходимое условие сходимости и ряд расходится. 

 Пусть 1q . Рассмотрим гармонический ряд 


 1

1

n
n

. Он расхо-

дится. Найдем 





 x

x

x

x

x

n

n

n
n

n

ex

n
a

ln
11

lim

1

lim

1

lim

1
lim  

1
1

)(
1

1
limln

1
lim



 xx

x

xx e

Лопиталяправилупо

e

. 

Рассмотрим ряд 


 1

2

1

n
n

. Он сходится. Найдем для него

1

lim

1

lim

1
lim

22












 n

n

n

n

n
n

n nn

a . Теорема доказана. 

Теорема 4.2. (признак Даламбера) 

Пусть члены ряда 


 1n

n
a положительные числа и существует 

q
a

a

n

n

n





1lim . Тогда: 

- если 10  q , то ряд сходится; 

- если 1q , то ряд расходится; 



 12 

- если 1q , то неизвестно. 

Доказательство. Распишем определение предела q
a

a

n

n

n





1lim : 

0 )(N  такой, что   q
a

a
Nn

n

n 1  или    q
a

a
q

n

n 1 . 

Пусть 10  q , тогда найдется 0  такое, что 1
1
 qq  . Тогда 

1
1 q

a

a

n

n 
  при Nn . Следовательно,  

1
1

2 q
a

a

N

N 


 ,  
1

2

3 q
a

a

N

N 


 , … , 
1

1

q
a

a

mN

mN 


 .  

Перемножим левые и правые части этих неравенств, получим: 

1

1
1





  m

N

mN q
a

a
,  

1

1

1
1

1

11 






 
N

mN

N
m

NmN
q

q
aqaa . 

Отсюда видно, что n
n qCa

1
   при Nn , причем 1

1
q . Таким обра-

зом, члены нашего ряда, начиная с некоторого номера N  меньше чле-

нов геометрической прогрессии со знаменателем 1
1
q , то есть меньше 

членов сходящегося числового ряда, следовательно, по первому при-

знаку сравнения исходный ряд сходится. 

Пусть 1q , тогда найдется 0  такое, что 1
2
 qq  . Тогда получим 

2
1 q

a

a

n

n 
  при Nn  , где 1

2
q . Имеем  

2
1

2 q
a

a

N

N 


 ,  
2

2

3 q
a

a

N

N 


 , … , 
2

1

q
a

a

mN

mN 


 .  

Перемножим левые и правые части этих неравенств, получим: 

1

2
1





  m

N

mN q
a

a
,  1

21


  m
NmN qaa . Отсюда видно, что mNa  при 

m , то есть не выполнено необходимое условие сходимости, по-

этому исходный ряд расходится. 
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Пусть 1q . Рассмотрим гармонический ряд 


 1

1

n
n

. Он расходится. 

Найдем 1
1

limlim 1 







 n

n

a

a

n
n

n

n

. Рассмотрим ряд 


 1

2

1

n
n

. Он схо-

дится. Найдем для него 1
)1(

limlim
2

2
1 








 n

n

a

a

n
n

n

n

. Теорема доказана. 

Теорема 4.3. (признак Раабе) 

Пусть члены ряда 


 1n

n
a положительные числа и существует 

q
a

a
n

n

n

n





















11lim . Тогда: 

- если 1q , то ряд сходится; 

- если 1q , то ряд расходится; 

- если 1q , то неизвестно. 

Примеры. 1) Исследовать на сходимость ряд 


 1

100

2
n

n

n
. 

Применим радикальный признак Коши: 

1
2

1

2
limlim

100












n

n

n
n

n

n
a , следовательно, ряд сходится. 

2) Исследовать на сходимость ряд 


 1
!

100

n

n

n
. 

Применим признак Даламбера: 

10
1

100
lim

100

!

)!1(
100

limlim
1

1 















n

n

na

a

n
n

n

n
n

n

n

, следовательно, ряд 

сходится. 

3) Исследовать на сходимость ряд 







1
)!2)(12(

)!12(

n
nn

n
. 

Применим признак Раабе: 
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 )32()!12()!22(

)12()!2()!12(
1lim1lim 1

nnn

nnn
n

a

a
n

n
n

n

n

 

1
2

3

)32)(22(

56
lim

)32)(22(

)12(
1lim

2












 















nn

n
n

nn

n
n

nn

, следовательно, 

ряд сходится. 

 

5. ИНТЕГРАЛЬНЫЙ ПРИЗНАК КОШИ-МАКЛОРЕНА 

 

Теорема 5.1. Пусть функция )(xf  убывает на );[ k  и 0)( xf , тогда ряд 




 kn

nf )(  и несобственный интеграл 



k

dxxf )(  сходятся или расходятся 

одновременно. 

Доказательство. По определению имеем 






a

k

a

k

dxxfdxxf )(lim)( . Если 

0)( xf , то 



k

dxxf )(  сходится тогда и только тогда, когда 

a

k

dxxf )(  огра-

ничен сверху. Пусть km  , тогда для 1 mxm  имеем                      

)()()1( mfxfmf                                                                                    (4). 

Рассмотрим частичную сумму ряда 


 kn

nf )( : 

1
)()1()(




n
Snkfkfkf  . Из неравенства (4) следует, что  







111

)()()1(

m

m

m

m

m

m

dxmfdxxfdxmf , или, )()()1(

1

mfdxxfmf

m

m

 



. 

При km  имеем )()()1(

1

kfdxxfkf

k

k

 



, 



 15 

при 1 km  имеем )1()()2(

2

1

 





kfdxxfkf

k

k

, 

… 

при nkm   имеем )()()1(

1

nkfdxxfnkf

nk

nk

 





. 

Сложим левые и правые части этих неравенств, получим: 

                        
1

1

2
)()(






  n

nk

k

n
SdxxfkfS .                                         (5) 

Если ряд 


 kn

nf )(  сходится, то SS
n

n





1

lim , SS
n


1

. Из правой части 

неравенства (5) следует, что Sdxxf

nk

k



 1

)( , то есть интеграл  

сходится. Если ряд  расходится, то 
 2n

S . Тогда из левой 

части неравенства (5) следует, что 

 1

)(

nk

k

dxxf , то есть интеграл

 расходится. Теорема доказана. 

Примеры. 1) Исследовать на сходимость ряд 


 1

1

n
n

. 

Функция 
x

xf
1

)(   неотрицательна и монотонно убывает на 

промежутке );1[  , поэтому можно по интегральному признаку Коши 





k

dxxf )(




 kn

nf )(





k

dxxf )(
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можно рассмотреть соответствующий  несобственный интеграл: 




 






 









 1
1

1
limlim

1
lim

1 1

1
1

1

11







 
A

x
dx

x
dx

x A

A

A

A

A

 














.1,

1,
1

1






если

если
 

Если 1 , то 




 Ax
x

dx

x

dx

A

A

A

A

A

lnlimlnlimlim
1

11


. Следова-

тельно, 














1
.1,

1,1

n
еслирасходится

еслисходится

n 




 

2) Исследовать на сходимость ряд 


 2
ln

1

n
nn

. 

Функция 
xx

xf
ln

1
)(   неотрицательна и монотонно убывает на 

промежутке );2[  , поэтому по интегральному признаку Коши можно 

рассмотреть соответствующий  несобственный интеграл: 







A

A

A

A

x
x

xd

xx

dx
2

22

lnlnlim
ln

)(ln
lim

ln
, который расходится, значит 

и ряд расходится. 

 

6. ЗНАКОЧЕРЕДУЮЩИЕСЯ РЯДЫ. ПРИЗНАК ЛЕЙБНИЦА. 

АБСОЛЮТНО СХОДЯЩИЕСЯ РЯДЫ 

 

Определение. Знакочередующимся рядом называется ряд вида 


4321

aaaa  (или 
4321

aaaa ), где 0
i

a . Его можно запи-

сать в виде 






1

1)1(

n

n

n a (или 






1

)1(

n

n

n a ). 

 

 



 17 

Теорема 6.1. (признак Лейбница) 

Пусть задан знакочередующийся ряд 






1

1)1(

n

n

n a , 0
n

a  и последова-

тельность }{ na , убывая, стремится к нулю при n , тогда ряд схо-

дится.  

Доказательство. Рассмотрим последовательность частичных сумм ряда 

с четными номерами: 
212

aaS  , )()(
43214

aaaaS  ,…, 

)()()(
21243212 mmm

aaaaaaS 


 , 
mmmmm

SaaSS
22212222

)( 


, 

то есть эта последовательность возрастает. Докажем, что эта последо-

вательность ограничена сверху: 

121222543212
))()()(( aaaaaaaaaS mmmm
  , так как из 

1
a  вы-

читается положительное число. Мы доказали, что последовательность 

}{
2mS  возрастает и ограничена сверху, следовательно, существует 

SS m
m




2lim . Далее, 
12212 


mmm

aSS , но по условию, 0lim 12 


m
m

а , 

поэтому SaSS
mm

m
m

m









)(limlim
12212

. Последовательности частич-

ных сумм с четными и нечетными номерами имеют одинаковый пре-

дел, следовательно, ряд сходится. Теорема доказана. 

Определение. Ряды, удовлетворяющие признаку Лейбница, называ-

ются рядами Лейбница. 

Оценим остаток ряда Лейбница. 

Теорема 6.2. Для ряда Лейбница модуль n-го остатка не превосходит 

модуля первого из отбрасываемых членов: 
1


nn

ar . 

Доказательство. Распишем n-й остаток ряда Лейбница:  

 


 2
1

1 )1()1( n
n

n
n

n
aar . Рассмотрим два случая: 

1) n=2m, тогда 0)()( 423222122
  mmmmm

aaaar , 

1252423222122
))()((   mmmmmmm

aaaaaar  , то есть 

122
0  mm

ar  и для четных номеров мы формулу доказали. 

2) n=2m+1, тогда  
42322212 mmmm

aaar   

0))()((
52423222




mmmm aaaa , 
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2242322212
))(( 

 mmmmm
aaaar  , то есть 

0
1222 

 mm ra  или по определению модуля 2212 
 mm

ar . 

Теорема доказана. 

Замечание. При доказательстве теоремы мы по-разному расставляли 

скобки, то есть группировали члены. Можно доказать, что для сходя-

щихся рядов это можно делать, при этом сумма ряда не меняется. 

Пример. Исследовать на сходимость ряд 









1

3

1

)12(

1)1(

n

n

n
. 

Проверим выполнение условий признака Лейбница: 

1) 
33 5

1

3

1
1  

2) 0
)12(

1
lim

3


 nn

, то есть ряд сходится. 

Критерий Коши для последовательностей и рядов 

Теорема 6.3. (Критерий Коши для последовательностей) 

Для того чтобы последовательность }{
n

x  была сходящейся необходимо 

и достаточно, чтобы 0 )(N  такой, что Nn  и m  натураль-

ного 
 nmn

xx . 

Доказательство. Необходимость. Дано: последовательность }{
n

x  схо-

дится, то есть ax
n

n




lim . По определению предела имеем 0

)(N  такой, что Nn
2


 ax

n
. Если Nn и m  натуральное 

число, то Nmn  , поэтому 
2





ax

mn
. Тогда  





 22
axaxxaaxxx

nmnnmnnmn
 при Nn  и 

m  натуральном. Необходимость доказана.  
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Достаточность. Дано: 0 )(N  такой, что Nn  и m  натураль-

ного 
 nmn

xx . Докажем, что последовательность }{
n

x ограни-

чена. Возьмем 1 , тогда N  такой, что Nn  и m  натурального

1
 nmn

xx .  

Возьмем 1 Nn , тогда 
 1111 NNmNmN

xxxx  

1111
1




NNNmN
xxxx . Мы доказали, что 

1
1




Nn
xx  для 

1 Nn . При n  имеем 










121

1,,,,max
Nnn

xxxxx  , то есть по-

следовательность }{
n

x ограничена, а из любой ограниченной последо-

вательности можно выделить сходящуюся подпоследовательность 













k
n

x . Пусть ax
k

k

n
n




lim . Вернемся к неравенству 
 nmn

xx . Бу-

дем выбирать m так, чтобы 
k

nmn
xx 


, тогда 

nn
xx

k

. В неравенстве 

можно переходить к пределу. Перейдем к пределу при 
k

n , полу-

чим 


nnn
n

xaxx
k

k

lim  для Nn , а это и означает, что 

ax
n

n




lim . Теорема доказана.  

Теорема 6.4. (Критерий Коши для рядов) 

Для того, чтобы ряд 


 1n

n
a  сходился необходимо и достаточно, чтобы 

0   )(N  такой, что Nn  и m  натурального


 mnnn

aaa 
21

. 

Доказательство. Ряд 


 1n

n
a сходится тогда и только тогда, когда суще-

ствует конечный )(limlim 21 n

n
n

n

aaaS 


 . Применим критерий 



 20 

Коши для последовательности частичных сумм }{
n

S  ряда. Последова-

тельность }{
n

S  сходится тогда и только тогда, когда 0 )(N  такой, 

что Nn  и m  натурального 
 nmn

SS . Но 
 nmn

SS  

mnnn
aaa


 

21
. Теорема доказана. 

Пример. Рассмотрим гармонический ряд 



3

1

2

1
1

1

1n
n

. Приме-

ним критерий Коши для рядов: 0   )(N  такой, что Nn  и m  

натурального 


















mnmnmnmnnn

1111

2

1

1

1
  

mn

m


 . Возьмем nm , тогда 

2

11

2

1

1

1








 mnnn
 , то есть для 

2

1
  критерий Коши не выполняется, значит ряд расходится.  

Теорема 6.5. Если ряд из модулей 


 1n

n
a сходится, то сам ряд 



 1n

n
a  

тоже сходится.  

Доказательство. Так как ряд из модулей 


 1n

n
a сходится, то по крите-

рию Коши 0 )(N  такой, что Nn  и m  натурального


 mnnn

aaa 
21

. Но по свойству модуля 


 mnnnmnnn

aaaaaa 
2121

, то есть опять по 

критерию Коши ряд 


 1n

n
a сходится. Теорема доказана.  
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Определение. Если ряд из модулей 


 1n

n
a  сходится, то будем говорить, 

что сам ряд 


 1n

n
a сходится абсолютно.  Если ряд из модулей расхо-

дится, а сам ряд 


 1n

n
a сходится, то будем говорить, что он сходится 

условно.  

Пример. Исследовать на абсолютную или условную сходимость ряд 








1

)1(

n

n

n
. 

Этот ряд сходится по признаку Лейбница, а ряд из модулей расходится 

как гармонический, следовательно, этот ряд сходится условно. 

Доказанная теорема 6.5. позволяет к любым рядам применять доказан-

ные ранее признаки, например, радикальный признак Коши: если 

qan
n

n




lim , то  

1) если 10  q , то ряд сходится абсолютно; 

2) если 1q , то ряд расходится; 

3) если 1q , то неизвестно. 

 

7. ФУНКЦИОНАЛЬНЫЕ РЯДЫ  
 

 Пусть дана последовательность функций )(
1

xu , )(
2

xu ,…, 

, )(xu
n

,…. 

Предположим, что все они определены на некотором множестве D. 

Если взять любую точку Dx 
0

, то получится числовая последователь-

ность )}({
0

xu
n

. Можно выяснить, существует ли )(lim
0

xu
n

n 

. 
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Определение. Множество тех x, для которых существует предел число-

вой последовательности )}({ xu
n

, называется областью сходимости 

функциональной последовательности.  

Функция )(lim)( xuxu
n

n 

  называется предельной функцией. 

Пример. Рассмотрим последовательность функций }{ nx . 
























.1.,

1,1

1,

1,0

lim

xеслисущне

xесли

xесли

xесли

xn

n

 

Следовательно, областью сходимости является промежуток (-1;1]. 

Предельная функция 











.1,1

1,0
)(

xесли

xесли
xf  

Рассмотрим функциональный ряд )(

1

xu

n

n




. 

Определение. Областью сходимости функционального ряда называется 

множество тех x, для которых ряд сходится, то есть существует конеч-

ный )(lim xS
n

n 

, где . )()()()(
21

xuxuxuxS
nn

  . 

Пример. Рассмотрим функциональный ряд 


 1

2

n

n

n

x
.  

Применим радикальный признак Коши: x

n

x

n

x

n

n

n

n

n













22

lim

lim . 

Следовательно, при 1x  ряд сходится абсолютно, при 1x  ряд расхо-

дится, при 1x  получаем числовой ряд 


 1

2

1

n
n

, который сходится. Та-

ким образом, областью сходимости будет отрезок [-1;1]. 
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Определение. Будем говорить, что последовательность функций 

)}({ xu
n

 сходится равномерно к функции )(xu  на множестве D, если 

0 )(N  такой, что Nn  и Dx   )()( xuxu
n

.  

Примеры. 1) Рассмотрим последовательность функций n

n
xxu )(  на от-

резке 1 qx . Тогда 0lim)( 


n

n

xxu . Докажем, что сходимость бу-

дет равномерной: 0 )(N такой, что Nn  и :x qx   nx . 

Пусть  nn qx . Прологарифмируем последнее неравенство: 

lnln qn , тогда 
q

n
ln

ln
  и в качестве N  возьмем 1

ln

ln
















q
N


. 

2) Рассмотрим последовательность функций 
221

)(
xn

x
xu

n


 . 

Она определена при любых x, 0
1

lim
22


 xn

x

n

. Докажем, что сходи-

мость будет равномерной: 0 )(N такой, что Nn  и x R





221 xn

x  или 
 221 xn

x
. Возьмем );0[ x , тогда нужно ре-

шить неравенство 
 221 xn

x
. Найдем максимум функции 

221
)(

xn

x
xf


  на промежутке );0[  .  

222

22

222

2222

)1(

1

)1(

21
)(

xn

xn

xn

xnxn
xf









 , 0)(  xf  при 01 22  xn , 

2

2 1

n
x  , 

n
x

1
 . Далее, 0)(  xf  при 















n
x

1
;0  , 0)(  xf  при 













 ;

1

n
x , сле-

довательно, 
n

x
1

 точка максимума функции. Поэтому  
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 n

n
n

n

xn

x

2

1

1
1

1

1
2

222
. Отсюда 

2

1
n , тогда 1

2

1
 










N . 

Определение. Функциональный ряд )(

1

xu

n

n




 сходится равномерно на 

множестве D, если его последовательность частичных сумм )}({ xS
n

, 

где )()()()(
21

xuxuxuxS
nn

  , сходится равномерно на этом мно-

жестве.  

Необходимые и достаточные условия равномерной сходимости 

для последовательностей и рядов 

Теорема 7.1. (Критерий Больцано-Коши для последовательностей) 

Для того, чтобы последовательность функций )}({ xu
n

 сходилась рав-

номерно к функции )(xu  на множестве D необходимо и достаточно, 

чтобы 0 )(N  такой, что Nn , m  натурального и Dx  




)()( xuxu
nmn

.  

Доказательство. Необходимость. Пусть последовательность функций 

)}({ xu
n

 сходится равномерно к функции )(xu  на множестве D. По 

определению это означает, что 0 )(N  такой, что Nn  и Dx  

2
)()(


 xuxu

n
.  

Пусть m  натуральное число, тогда Nmn   тоже натуральное число 

и 
2

)()(





xuxu
mn

.  

Рассмотрим 




)()()()()()()()( xuxuxuxuxuxuxuxu
mnnmnnmn

 

 )()( xuxu
n

. Необходимость доказана. 

Достаточность. Дано: 0 )(N  такой, что Nn , m  натураль-

ного и Dx  
2

)()(





xuxu
nmn

. Отсюда следует, что для любого 
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фиксированного Dx  последовательность )}({ xu
n

 удовлетворяет кри-

терию Коши для числовых последовательностей и, следовательно, су-

ществует )()(lim xuxu
n

n




. В неравенстве 
2

)()(





xuxu
nmn

 зафикси-

руем Nn   и Dx . После этого перейдем к пределу при m , 

)()( xuxu
mn




 и мы получим неравенство 



2
)()( xuxu

n
 при 

Nn   и Dx , а это и означает, что последовательность функций 

)}({ xu
n

 сходится равномерно к функции )(xu  на множестве D. Доста-

точность доказана. 

Теорема 7.2. (Критерий Больцано-Коши для рядов) 

Для того чтобы ряд )(

1

xu

n

n




 сходится равномерно на множестве D, 

необходимо и достаточно, чтобы 0 )(N  такой, что Nn , m  

натурального и Dx  


)()()(
21

xuxuxu
mnnn

 .  

Доказательство. Пусть ряд )(

1

xu

n

n




 сходится равномерно на множе-

стве D к функции )(xS . Это означает, что последовательность частич-

ных сумм ряда )}({ xS
n

, где )()()()(
21

xuxuxuxS
nn

  , сходится 

равномерно на этом множестве к функции )(xS . Далее критерий Боль-

цано-Коши для рядов вытекает из критерия Больцано-Коши для после-

довательностей, если учесть, что 

)()()()()(
21

xuxuxuxSxS
mnnnnmn 

  . Теорема доказана. 

Теорема 7.3. (признак Вейерштрасса) 

Пусть члены функционального ряда )(

1

xu

n

n




 удовлетворяют неравен-

ству 
nn

bxu )(  на множестве D  и числовой ряд 


 1n

n
b сходится, тогда 
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функциональный ряд сходится равномерно. Ряд 


 1n

n
b называется ря-

дом мажоранта для ряда )(

1

xu

n

n




. 

Доказательство. Так как ряд 


 1n

n
b сходится, то по критерию Коши для 

числовых рядов 0 )(N  такой, что Nn , m  натурального  

  mnnn bbb 
21  (модуль опускаем, так как члены ряда явля-

ются положительными числами). Поскольку 
nn

bxu )( на множестве D, 

то 


)()()()()()(
2121

xuxuxuxuxuxu
mnnnmnnn

  

  mnnn bbb 21  Nn , m  натурального и Dx . И по 

критерию Больцано-Коши ряд сходится равномерно. Теорема дока-

зана. 

Пример. Доказать, что функциональный ряд 


 1

2

n

n

n

x
 сходится равно-

мерно на отрезке [-1;1]. 

Так как 
22

1

nn

xn

 , а ряд 


 1

2

1

n
n

 сходится, поэтому функциональный ряд 




 1

2

n

n

n

x
 сходится равномерно на отрезке [-1;1] по признаку Вейер-

штрасса. 

Непрерывность предельной функции и суммы ряда 

Теорема 7.4. Пусть все члены последовательности )}({ xu
n

 непрерывны 

на промежутке (a;b) и последовательность сходится равномерно к 

функции )(xu , тогда функция )(xu  непрерывна на промежутке (a;b). 
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Доказательство. Так как последовательность )}({ xu
n

сходится равно-

мерно к функции )(xu  на промежутке (a;b), то 0 )(N  такой, что

Nn  и );( bax  
3

)()(


 xuxu
n

.  

Возьмем Nn  и зафиксируем, тогда функция )(xu
n

 непрерывна в лю-

бой точке );(
0

bax  , то есть 0 )(  такое, что 
0

: xxx  

3
)()(

0


 xuxu

nn
.  

Пусть 
0

xx .  

Рассмотрим  )()()()()()()()(
0000

xuxuxuxuxuxuxuxu
nnnn

 





333
)()()()()()(

000
xuxuxuxuxuxu

nnnn
. Здесь пер-

вое и третье слагаемые меньше 
3


 в силу равномерной сходимости, 

второе – в силу непрерывности )(xu
n

. Теорема доказана. 

Теорема 7.5. Если все члены ряда )(

1

xu

n

n




 непрерывные  функции на 

промежутке (a;b) и ряд сходится равномерно на этом промежутке, то 

сумма ряда )()(

1

xuxS

n

n




  будет функцией, непрерывной на (a;b). 

Доказательство. Так как ряд сходится равномерно, то последователь-

ность частичных сумм ряда )}({ xS
n

, где )()()()(
21

xuxuxuxS
nn

  , 

сходится равномерно на этом множестве к функции )(xS . Функция 

)(xS
n

 будет непрерывной функцией как сумма конечного число непре-

рывных функций. Далее теорема вытекает из теоремы 7.4. Теорема до-

казана. 
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Теорема 7.6. Пусть все члены функционального ряда )(

1

xu

n

n




 инте-

грируемы на отрезке [a;b] и ряд сходится равномерно на этом отрезке, 

тогда сумма ряда )()(

1

xuxS

n

n




  будет интегрируемой на этом отрезке 

и 









1

1

)()(
n

b

a

n

b

a n
n

dttudttu ,  то есть равномерно сходящийся ряд можно 

почленно интегрировать. 

Пример. Рассмотрим ряд 


 1

2

)2sin(

n
n

nx
.  

Так как 
22

1)2sin(

nn

nx
 , а ряд 



 1

2

1

n
n

 сходится, то исходный ряд схо-

дится равномерно по признаку Вейерштрасса. Рассмотрим ряд, состав-

ленный из производных: 










11

2

)2cos(
22

)2cos(

nn
n

nx
n

n

nx
. 

Подставим вместо x , получим числовой ряд 


 1

1
2

n
n

, который рас-

ходится. То есть равномерно сходящиеся ряды почленно дифференци-

ровать нельзя. 

Теорема 7.7. Пусть все члены функционального ряда )(

1

xu

n

n




 имеют 

на отрезке [a;b] непрерывные производные и ряд, составленный их 

производных )(

1

xu

n

n




  сходится равномерно на [a;b] к функции )(xS . 

Ряд без производных сходится в какой-нибудь точке ];[
0

bax  . Тогда: 
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1) ряд )(

1

xu

n

n




 сходится равномерно на [a;b] к функции )(xS ; 

2) сумма этого ряда )(xS  будет функцией дифференцируемой и 

)()(

1

xuxS

n

n




 , то есть ряд можно почленно дифференцировать. 

Пример. Законно ли почленное дифференцирование ряда 


 1

2

n
n

x
arctg . 

Найдем 24

2

2

4

22

1

1

1

xn

n

n

n

xn

x
arctg


















 непрерывная на R. Рассмот-

рим ряд из производных 





1

24

2

n
xn

n
. Имеем 

24

2

24

2 1

nn

n

xn

n



. Ряд 




 1

2

1

n
n

 сходится, следовательно по признаку Вейерштрасса ряд из про-

изводных 





1

24

2

n
xn

n
 сходится равномерно. Исходный ряд сходится, 

например, в точке 1x . Действительно, так как 
22

1
~

1

nn
arctg  при 

n , а 


 1

2

1

n
n

 сходится, поэтому по второму признаку сравнения ис-

ходный ряд сходится. Следовательно, исходный ряд можно почленно 

дифференцировать. 

 

8. СТЕПЕННЫЕ РЯДЫ 
 

Степенные ряды – одни из самых простейших функциональных рядов. 

Определение. Степенным рядом называется ряд вида 






0

0
)(

n

n

n
xxa . 
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Рассмотрим частный случай 


 0n

n

n
xa . 

Теорема 8.1. (Абеля) 

Если ряд 


 0n

n

n
xa  сходится в точке 

1
x , то он сходится равномерно и 

абсолютно на любом отрезке rx  , где 
1

xr  . 

Доказательство. Так как ряд 


 0n

n

n
xa  сходится в точке 

1
x , то 

0lim
1




n
n

n

xa . Мы знаем, что сходящаяся последовательность будет 

ограничена, то есть существует константа М такая, что Mxa n

n


1
 при 

n . Пусть rx  , где 
1

xr  , тогда 















n

n

n

n

n

n

n x

r
xaraxa

1

1
 

n

n

qM
x

r
M 

















1

, где 1

1


x

r
q .  

Таким образом мы доказали, что члены нашего ряда по абсолютной ве-

личине не превосходят членов геометрической прогрессии со знамена-

телем меньше 1, которая сходится. Следовательно, по признаку Вейер-

штрасса исходный ряд сходится равномерно. 

Следствие. Существует число 0R  такое, что при Rx   ряд сходится, 

при Rx   ряд расходится. Число R называется радиусом сходимости. 

В точках R  нужны дополнительные исследования, так как ряд может 

сходиться и расходиться. Промежуток  RR;  называется интервалом 

сходимости. 

Выведем формулы для вычисления радиуса сходимости. 

Применим к ряду 


 0n

n

n
xa  признак Даламбера: 
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.1,

1,
limlim 1

1

1

еслирасходится

еслисходится

a

a
x

xa

xa

n

n

n
n

n

n

n

n

 

При 

1

lim






n

n

n a

a
x  ряд сходится, при 

1

lim






n

n

n a

a
x  ряд расходится. 

Таким образом, 

1

lim






n

n

n a

a
R . 

Теперь применим радикальный признак Коши: 
















.1,

1,
limlim

еслирасходится

еслисходится
axxa n

n

n

n

n
n

n
 

При 
n

n
n

a

x





lim

1
 ряд сходится, при 

n
n

n

a
x




lim

1
 ряд расходится. Та-

ким образом, 
n

n
n

a
R




lim

1
. 

Примеры. 1) Найти область сходимости степенного ряда 


 0
!

n

n

n

x
. 

Имеем 
!

1

n
an  , 

)!1(

1
1




n
an , 







 !

)!1(
limlim

1
n

n

a

a
R

n
n

n

n

 




)1(lim n
n

, то есть ряд сходится на всей числовой оси. 

2) Найти область сходимости степенного ряда 






0

)2(

n

n

n

x
. 

Имеем 
n

an

1
 , 

1

1
1




n
an , 1

1
limlim

1








 n

n

a

a
R

n
n

n

n

. 

Следовательно, при 12 x  ряд сходится, при 12 x  ряд расходится. 

Неравенство 12 x  равносильно 121  x  или  31  x . Иссле-

дуем сходимость ряда в концевых точках: при 3x  получаем числовой 
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ряд 


 0

1

n
n

, который расходится. При 1x  получаем знакочередую-

щийся числовой ряд 






0

)1(

n

n

n
, который сходится по признаку Лейб-

ница. Таким образом, областью сходимости будет промежуток [1;3). 

 

3) Найти область сходимости степенного ряда 


 0

!

n

nxn . 

Имеем !nan  , )!1(1  nna , 






 )!1(

!
limlim

1
n

n

a

a
R

n
n

n

n

 

0
1

1
lim 




 nn

, то есть ряд сходится в одной точке 0x . 

Теорема 8.2. Внутри промежутка сходимости сумма степенного ряда 

будет функцией непрерывной и поэтому интегрируемой. Ряд, получен-

ный путем почленного интегрирования, то есть ряд  


 0 0n

n
x

n
dtta  будет 

сходиться к интегралу  




x

n

n

n
dtta

0 0

. То есть степенной ряд можно 

почленно интегрировать. 

Примеры. 1) Применяя почленное интегрирование, найти сумму ряда 

 32 32 xxx . 

Вынесем x за скобку: )321(32 232   xxxxxx  и рассмот-

рим ряд  2321 xx  . Обозначим его сумму через )(
1

xS . Проинте-

грируем почленно этот ряд, получим 
x

x
xxx




1

32   при 1x . То-

гда 
221

)1(

1

)1(

1

1
)(

xx

xx

x

x
xS



























. Следовательно, сумма исходного 

ряда равна 
2

32

)1(
32

x

x
xxx


  . 
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2) Применяя почленное интегрирование, найти сумму ряда 

 32 433221 xxx . 

Имеем )433221(433221 232   xxxxxx . 

Почленно проинтегрируем ряд  2433221 xx , получим 

 32 432 xxx . Вновь почленно проинтегрируем полученный ряд, 

получим 
x

x
xxx




1

2
432   при 1x . 

Тогда 
2

2

2

22
32

)1(

2

)1(

)1(2

1
432

x

xx

x

xxx

x

x
xxx
































 . 

А сумма ряда 























2

2
2

)1(

2
433221

x

xx
xx   

33

22

4

22

)1(

2

)1(

)2(2)1(2

)1(

)1)(2(2)1)(22(

xx

xxx

x

xxxxx












 . 

Сумма исходного ряда равна
3

32

)1(

2
433221

x

x
xxx


  . 

Теорема 8.3. Пусть степенной ряд 


 0n

n

n
xa  сходится при Rx  , тогда 

внутри интервала сходимости сумма степенного ряда 






0

)(

n

n

n
xaxS  

будет функцией дифференцируемой. Ее производную можно находить 

путем почленного дифференцирования, то есть 






1

1)(

n

n

n
xnaxS . 

Ряд, полученный путем почленного дифференцирования, имеет тот же 

радиус сходимости, что и первоначальный.  

Доказательство. Докажем сначала, что ряды 


 0n

n

n
xa и 







1

1

n

n

n
xna  

имеют одинаковый радиус сходимости. Пусть R – радиус первого ряда, 

R радиус второго ряда из производных. Нужно доказать, что RR  . 
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Пусть Rx  , тогда ряд 






1

1

n

n

n
xna , следовательно, сходится и ряд 




 1n

n

n
xna , полученный путем умножения на x. 

Так как 
n

n
n

n
xanxa  , то первый ряд будет сходиться как ряд с мень-

шими членами. При этом мы доказали, что RR  . Предположим, что 

RR  . Выберем две точки 1x  и 2x такие, что RxxR 
12

, тогда ряд 




 0

1

n

n

n
xa  сходится, следовательно, 0lim

1




n

n
n

xa , поэтому существует 

число M такое, что Мxa n

n


1
 при n . 

Рассмотрим ряд 






1

1

2

n

n

n
xna . Оценим 

1

1

1

1

1

1

21

2

1

x

M
qnxa

xx

x
nxan n

n

n

n

n

n






  , где 1

1

2 
x

x
q . 

Убедимся, что ряд 






1

1

1
n

nnq

x

M
 сходится. Действительно,  

1limlim

1
1

1 









qqnnq nn

n

n n

n

, то есть ряд сходится по радикаль-

ному признаку Коши. Следовательно, ряд 






1

1

2

n

n

n
xna  сходится, но 

2
xR  , где R радиус сходимости любого ряда. В этой точке ряд дол-

жен расходиться. Получили противоречие, то есть RR  . Далее тео-

рема вытекает из соответствующей теоремы для функциональных ря-

дов, так как члены степенного ряда будут функциями дифференцируе-

мыми и на любом отрезке Rrx  оба степенных ряда сходятся рав-

номерно. Теорема доказана. 
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Следствие. Сумма степенного ряда 






0

0
)()(

n

n

n
xxaxS  внутри интер-

вала сходимости будет иметь производные любого порядка, то есть бу-

дет бесконечно дифференцируемой. Производные можно находить пу-

тем почленного дифференцирования.  

Доказательство. Пусть ряд 






0

0
)()(

n

n

n
xxaxS  сходится при 

Rxx 
0

. В предыдущей теоремы мы доказали, что )(xS  дифферен-

цируема и 






0

1

0
)()(

n

n

n
xxanxS  и этот ряд тоже сходится при 

Rxx 
0

. Снова применим теорему. Получим, что )(xS   дифферен-

цируема и 






0

2

0
)()1()(

n

n

n
xxannxS  и этот ряд тоже сходится 

при Rxx 
0

 и т.д. Следствие доказано. 

Пример. Найти сумму ряда 
53

53 xx
x . 

Продифференцируем этот ряд: 
2

42

1

1
1

x
xx


   при 1x . Тогда 

xarctg
x

dxxx
x 


  2

53

153
 . 

 

9. ФОРМУЛА ТЕЙЛОРА. РАЗЛОЖЕНИЕ ФУНКЦИЙ В РЯД 

ТЕЙЛОРА 

 Вспомним теорему Ролля. Пусть функция )(xf  удовлетворяет 

условиям:  

1) непрерывна на отрезке [a,b]; 

2) дифференцируема на (a,b); 

3) )()( bfaf  . Тогда существует точка ),( bac  такая, что 

0)(  сf . 

Теорема 8.1. (формула Тейлора) 
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Пусть на отрезке ],[
00

HxHx  , где 0H , функция )(xf имеет 

производные до )1( n -го включительно, тогда ),(
00

HxHxx   

существует точка ),(
0

xxc  такая, что  







 n

n

xx
n

xf
xx

xf
xx

xf
xfxf )(

!

)(
)(

!2

)(
)(

!1

)(
)()(

0

0

)(

2

0

0

0

0

0


)(
1

xr
n 

 , где )(
!
1)()( )1(10

1
cf

pn
cx

cx

xx
xr nn

p

n
























,  0p остаточ-

ный член. 

Рассмотрим частные случаи: 

1 np , 


 




1

0

)1(

1
)(

)!1(
)(

)( n
n

n
xx

n
cf

xr остаточный член в форме Ла-

гранжа, 

1p , 




n
n

n
сxxx

n
cf

xr ))((
!

)(
)(

0

)1(

1
остаточный член в форме 

Коши. 

Доказательство. Имеем 


)()(
1

xfxr
n

 























 n

n

xx
n

xf
xx

xf
xx

xf
xf )(

!

)(
)(

!2

)(
)(

!1

)(
)(

0

0

)(

2

0

0

0

0

0
 . 

Нужно найти )(
1

xr
n 

. Возьмем Hxxx 
00

 и зафиксируем. Рас-

смотрим следующую функцию: 

n
n

tx
n

tf
tx

tf
tx

tf
tft )(

!

)(
)(

!2

)(
)(

!1

)(
)()(

)(
2 





  , тогда 

)()()(
01

xxfxr
n




. Найдем  










n
n

tx
n

tf
tx

tf
tx

tf
tft )(

!

)(
)(

!2

)(
)(

!1

)(
)()(

)1(
2   

n
n

n
n

tx
n

tf
tx

n

tf
tx

tftf
)(

!

)(
)(

)!1(

)(
)(

!1

)(

!1

)(
)1(

1
)(













 . 

Рассмотрим вспомогательную функцию 

)()()()()( xQtxtxft p  , где 
p

n

xx

xr
xQ

)(

)(
)(

0

1


  . 
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Пусть xtx 
0

. Проверим выполнение условий теоремы Ролля. 

Функция )(t  непрерывна как разность непрерывных функций. Она 

дифференцируема и )()()()( 1 xQtxptt p   . Найдем значения 

этой функции на концах отрезка ],[
0

xx : 

0)()(
)(

)(
)()()()( 11

0

1

000



 

 xrxr
xx

xr
xxxxfx nnp

np , 

0)()()()()(  xfxfxxfx  . Применим теорему Ролля: суще-

ствует точка ),(
0

xxc  такая, что 0)(  c , то есть 

0)()()( 1   xQcxpc p , откуда 
1

)(

)(
)(







p
cxp

c
xQ


. Тогда  

1

0

1

)(

)(

)(

)(











pp

n

cxp

c

xx

xr 
. Отсюда p

pn xx
cxp

c
xr )(

)(

)(
)(

011 








,  

 
1

0
)1(

0

1 )(
)(

!
)(

)(






 























p

p
n

n
p

n cx

xx
cx

pn
cf

cx

xx
xr . 

Запишем по другому остаточный член: )(
00

xxxс   , где 10  , 

тогда форма Лагранжа остаточного члена принимает вид: 

1

0
00

)1(

1
)(

)!1(

))((
)( 









 n

n

n
xx

n

xxxf
xr


,  

а форма Коши: nn
n

n
xx

n

xxxf
xr )1()(

!

))((
)( 1

0
00

)1(

1






 




. Тео-

рема доказана.  

Частный случай, когда 0
0
x , называется формулой Маклорена. 

Пример. Пусть  

n

nn axaxaxf 1

10
)(  многочлен степени n. 

Тогда 0)()( )2()1(   xfxf nn  и формула Тейлора имеет вид  

n

n

xx
n

xf
xx

xf
xx

xf
xfxf )(

!

)(
)(

!2

)(
)(

!1

)(
)()(

0

0

)(

2

0

0

0

0

0






  , 

то есть 0)(
1




xr
n

.  
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Пусть 12)( 23  xxxxf , 1
0
x . Тогда 143)( 2  xxxf , 

46)(  xxf , 6)(  xf . Вычислим 3)1( f , 6)1( f , 10)1( f . 

Следовательно, 32 )1()1(5)1(63)(  xxxxf .  

Задача о разложении функции в ряд Тейлора 

Пусть функция )(xf является суммой сходящегося степенного 

ряда, то есть  




2
02010

0

0
)()()()( xxaxxaaxxaxf

n

n

n
. 

Ряд сходится при Rxx 
0

. Внутри интервала сходимости сумма 

ряда имеет производные любого порядка, которые можно находить пу-

тем почленного дифференцирования: 

 2
03021
)(3)(2)( xxaxxaaxf , 

 2
04032
)(34)(2312)( xxaxxaaxf , 

 )(234123)( 043
xxaaxf , 

… 




)()!1(!)( 01

)( xxananxf
nn

n . 

Подставим вместо 0xx  , получим 00
)( axf  , 

10
)( axf  ,

20
!2)( axf  , 

30
!3)( axf  ,…,

n

n anxf !)(
0

)(  . В дальнейшем считаем, что 0!=1, 

)()()0( xfxf  . Тогда 
!

)(
0

)(

n

xf
a

n

n
 .  

Пусть функция )(xf  имеет в точке 
0

x  производные любого порядка. 

Составим ряд:  


 n

n

xx
n

xf
xx

xf
xf )(

!

)(
)(

!1

)(
)(

0

0

)(

0

0

0
. Этот 

ряд называется рядом Тейлора функции )(xf . В частном случае, ко-

гда 0
0
x , его называют рядом Маклорена. Таким образом, доказана 

Теорема 8.2. Если функция )(xf есть сумма степенного ряда 








0

0
)()(

n

n

n
xxaxf , то 

!

)(
0

)(

n

xf
a

n

n
 , то есть этот ряд является ря-

дом Тейлора функции )(xf . 
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Выясним, всегда ли ряд Тейлора сходится. Покажем, что не всегда. 

По формуле Тейлора имеем  







 n

n

xx
n

xf
xx

xf
xx

xf
xfxf )(

!

)(
)(

!2

)(
)(

!1

)(
)()(

0

0

)(

2

0

0

0

0

0


)(
1

xr
n 

 . Первые n+1 слагаемые представляют собой (n+1)-ую ча-

стичную сумму ряда. Ряд Тейлора будет сходиться к функции )(xf  

тогда и только тогда, когда 0)()()(
11




xrxSxf
nn

 при n . 

Таким образом, доказана следующая теорема. 

Теорема 8.3. Для того чтобы ряд Тейлора сходился к функции необ-

ходимо и достаточно, чтобы остаточный член в формуле Тейлора 

0)(
1




xr
n

 при n . 

Приведем пример функции, для которой ряд Тейлора к ней не схо-

дится. Рассмотрим функцию  















.0,0

0,)(
2

1

xесли

xеслиexf x  

Докажем, что все производные в точке 0x  обращаются в нуль. 

Пусть 0x , тогда 
2

1

32)( xexxf


 ,  

0

2

1
limlim

1

lim
0

lim)0(
22

2

2

)(

1
0

)(

1

0

















 tttt

x

x

x

x tee

t

e

x

x

e
f .  

То есть 0)0( f . Далее 




































t
xx

ex

x

fxf
f

x

xx

10)(2
lim

)0()(
lim)0(

2
)(

1

3

00

 

0
1

lim4

2

2
lim4lim4

2

4
lim2

2222

23


















tttttttt ete

t

e

t

te

t
. 
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Мы получили, что 0)0( f , 0)0( f , 0)0( f . Если использовать 

тот факт, что 0lim
2


 t

n

t e

t
, то можно доказать, что любая производная в 

нуле равна нулю и все коэффициенты ряда Тейлора равны нулю. Если 

бы ряд Тейлора сходился к функции в какой-нибудь точке 0x , то 

0)( xf , а у нас 0
2

1

)( 


 xexf . То есть ряд Тейлора ни в какой точке 

не сходится к функции. 

 Рассмотрим разложение основных элементарных функций в ряд 

Маклорена. 

 

Разложение функции xey   в ряд Маклорена 

Найдем производные функции: xn eyyy  )( . Тогда 

!

1

!

)0(
)(

nn

y
a

n

n
  и ряд Тейлора принимает вид: 








0

2

!!!2!1
1

n

nn
x

n

x

n

xxx
e  . 

Найдем область сходимости ряда: 










)1(lim
!

)!1(
limlim

1

n
n

n

a

a
R

nn
n

n

n

, то есть ряд сходится при 

всех х. Отсюда, в частности, следует, что 0
!

limlim 
 n

x
a

n

n
n

n

. 

Докажем, что ряд Маклорена сходится к функции xey  . Воспользу-

емся формулой Маклорена: 

1
2

)!1(!!2!1
1 


 n

xn
x x

n

e

n

xxx
e



 , 0
)!1()!1(

1
1 









n

ex
x

n

e
xn

n
x 

 при 

n . Таким образом, мы доказали, что 






0
!

n

n
x

n

x
e  для x R. 

Разложение функций xy sin , xy cos в ряд Маклорена 

Найдем производные функции xy sin : 
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2
sincos


xxy , 





















2

2sin
2

cos


xxy ,  






















2

3sin
2

2cos


xxy ,…, 











2
sin)( n

xy n 
, 













2
sin)0()( n

y n 
. Если kn 2 , то   0sin)0()2(  ky k  , если 12  kn , 

то 
kk kky )1(cos

2
sin)0()12(  









 


 . Далее, так как  
!

)0(
)(

n

y
a

n

n
 , 

то находим 0
2


k
a , 

)!12(

)1(
12 




 k
a

k

k
. Поэтому,  


















0

1212
53

)!12(

)1(

)!12(

)1(

!5!3!1
sin

n

n
n

n
n

x
n

x
n

xxx
x  . 

Найдем область сходимости ряда: 












)32)(22(lim
)!12(

)!32(
limlim

1

nn
n

n

a

a
R

nn
n

n

n

, то есть ряд схо-

дится при всех х. 

Докажем, что ряд Маклорена сходится к функции xy sin . Оценим 

остаточный член: 

)!1(2

)1(
sin

)!1(

)(
)(

1
1

)1(

1 













 













n

xn
xx

n

xf
xr

n
n

n

n





, 

0
)!1(

)(
1

1







 n

x
xr

n

n
 при n  для x R. Таким образом, мы дока-

зали, что 











0

12

)!12(

)1(
sin

n

n
n

x
n

x  для x R. 

Продифференцируем левую и правую части предыдущего равенства, 

получим: 












0

22
42

)!2(

)1(

)!2(

)1(

!4!2
1cos

n

n
n

n
n

x
n

x
n

xx
x   для x R. 

Пример. Вычислить 1cos  с точностью до 0,001. 

r
720

1

24

1

2

1
1

!8

1

!6

1

!4

1

!2

1
11cos  , причем 

!8

1
r . Тогда  



 42 

001,0542,0042,05,011cos  . 

Разложение логарифмической функции )1ln( xy   в ряд Макло-

рена 

Найдем производные функции  

1)1(  xy , 2)1(  xy , 3)1(12  xy , 4)4( )1(123  xy , 

…, nnn xny   )1()!1()1( 1)( . Тогда 
nn

y
a

nn

n

1)(
)1(

!

)0( 
 , 

01ln
0

a . То есть  






 





1

11432 )1()1(

432
)1ln(

n

n
n

n
n

x
n

x
n

xxx
xx  . 

Выясним, где ряд сходится: 

1
1

limlim

1








 n

n

a

a
R

n
n

n

n

. При 1x  получаем знакочередующийся 

ряд 






1

1)1(

n

n

n
, который сходится по признаку Лейбница. При 1x  

получаем ряд 











1

1432 1)1(

432
n

n
n

n
x

n

xxx
x  , который 

расходится. Следовательно, область сходимости ]1;1( . 

Докажем, что на всей области он сходится к функции )1ln( xy  . 

Найдем остаточный член: 

)!1(

)1(!)1(

)!1(

)(
)(

1)1(
1

)1(

1 












 n

xxn
x

n

xf
xr

nnn
n

n

n


, 

1

1 11

1
)(



 
















n

n x

x

n
xr


. 

Нужно доказать, что 

1

1



















n

x

x


  ограничена. 
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Если 10  x , то 1
1


 x

x


  и, значит, 0)(

1



xr

n
 при n . То есть на 

этом промежутке мы доказали, что ряд сходится к функции. 

Пусть 01  x . Воспользуемся формулой Коши для остаточного 

члена: 

!

)1()1(!)1(
)1(

!

)(
)(

1)1(
1

)1(

1 n

xxn
x

n

xf
xr

nnn
nn

n

n















,  

x

x

x

x

x

x

x

x
xr

n

nn

n 























 11

)1(

11

)1(
)(

1
. 

При 01  x 1
1

1

1

)1(



















x

x
, так как   11 x , поэтому 

0)(
1




xr
n

 при n . Таким образом,  






 





1

11432 )1()1(

432
)1ln(

n

n
n

n
n

x
n

x
n

xxx
xx   при 

]1;1(x . 

Примеры. 1) Разложить функцию 
x

x
y






1

1
ln  в ряд по степеням x и ука-

зать область сходимости. 

Имеем  
n

xxxx
xx

n

432
)1ln(

432

  при 11  x , то есть 

11  x . Тогда 



 )1ln()1ln(

1

1
ln xx

x

x
y  








n

xxxx
xx

n

xxx
x

n
n

n

432

)1(

432

4321432

 






























0

121253

12
2

1253
2

n

nn

n

x

n

xxx
x   при 11  x . 

2) Вычислить приближенно 3ln . 

Пусть 
x

x






1

1
ln3ln , тогда 3

1

1






x

x
, xx 331  , 24 x , 

2

1
x , следо-

вательно, 
























7128

1

532

1

38

1

2

1
23ln  

099,1)0011,000625,0042,05,0(2   . 
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Биномиальный ряд 

Рассмотрим функцию )1( xy  . Найдем ее производные: 

1)1(   xy , 2)1)(1(   xy , 3)1)(2)(1(   xy …, 

nn xny   )1)(1()1()(  . Тогда  

!

)1()1(

!

)0(
)(

n

n

n

y
a

n

n




 
. 

Пусть m , где m натуральное число. Тогда 0)2()1(   mm yy . 

В этом случае формула Тейлора дает точную формулу: 

mnm xx
n

nmmm
x

mm
mxx 





 




!

)1()1(

!2

)1(
1)1( 2 . 

Пусть   ненатуральное число. Получим биномиальный ряд  









0
!

)1()1(
)1(

n

nx
n

n
x

 
. Выясним, где он сходится. 

Найдем радиус сходимости: 

1
1

lim
!))(1()1(

)!1)(1()1(
limlim

1















 n

n

nnn

nn

a

a
R

nn
n

n

n 






.  

Биномиальный ряд сходится при любом   и 1x . На концах исследо-

вать не будем, так как это зависит от  . 

Докажем, что биномиальный ряд сходится к функции )1( xy  . Оце-

ним остаток ряда в форме Коши: 




 




111
)1(

1
)1()1(

!

)()1(
)1(

!

)(
)( nnnn

n

n
xx

n

n
x

n

xf
xr 




 

n
n

x
xxx

n

n




 









1
11

!

)()1( 1
. 

Заметим, что 0
!

)()1(


 nx
n

n 
 при n  и 1x  как общий 

член ряда с показателем 1 . Докажем, что остальные сомножители 

ограничены, тогда ряд будет сходиться к функции. Имеем  

Сxx 
 1

1
 , 1

1
1

1
1 









nn

x 





. Таким образом,  
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0
!

)1()1(
)1(

n

nx
n

n
x

 
при 1x . 

Применение степенных рядов для приближенных вычислений 

 Пусть число А представлено в виде ряда 

 
n

aaaaA
321

. Взяв конечное число слагаемых, можно 

приближенно найти А: 
1

aA , 
21

aaA  , 
321

aaaA  ,…. Нужно 

научиться оценивать ошибку, беря конечное число слагаемых.  

Пусть 
1321 


nn

raaaaA  . Нужно оценить 
1n

r . Легко оцени-

вается остаток для рядов Лейбница: 
11 


nn

ar . Остаток можно оце-

нить, используя формулу Тейлора. 

Примеры. 1) Вычислить интеграл dx
x

x

1

0

sin
 с точностью до 0,001. 

Имеем 
!7!5!3!1

sin
753 xxxx

x , 
!7!5!3

1
sin 642 xxx

x

x
, 













































1

0

7531

0

6421

0
7!75!53!3!7!5!3

1
sin


xxx

xdx
xxx

dx
x

x
 

 









35280

1

600

1

18

1
1

7!7

1

5!5

1

3!3

1
1 . 

Так как 001,0
35280

1
 , то 001,0946,00017,00556,01

sin
1

0

 dx
x

x
. 

2) Разложить в ряд Тейлора функцию xarctgy   и вычислить прибли-

женно  .  

Найдем 

 





 n
n

xxxx
xx

xarctgy 2642

22
)1(1

)(1

1

1

1
)( , 

1x . Тогда  

  











x
n

nx

ttttdttarctgxarctg

0

2642

0

)1(1)(   
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12
)1(

753

12753

n

xxxx
x

nn

 при 1x . 

Пусть 
3

1
x , 












































753

3

1

7

1

3

1

5

1

3

1

3

1

3

1

63

1 
arctg  

5
00305,001283,006415,057735,0 r , где 

9

5 3

1

9

1













r . 

Тогда 52298,0
6



, а 13788,3 . 

3)Вычислить приближенно e. 

Имеем 






0

2

!!!2!1
1

n

nn
x

n

x

n

xxx
e  , 

 
!10

1

!9

1

!8

1

!7

1

!6

1

!5

1

!4

1

!3

1

!2

1

!1

1
1e  

 000198,0001389,0008333,0041667,0166667,05,02  

10
000003,0000025,0 r . 

718282,2e . 

 

10. ПОНЯТИЕ О РЯДЕ ФУРЬЕ. ВЫЧИСЛЕНИЕ КОЭФФИЦИ-

ЕНТОВ 

 Пусть функция )(xfy   является периодической функцией с пе-

риодом 0Т , то есть )()( xfTxf   для всех х из области определе-

ния функции. Примерами таких функций являются тригонометриче-

ские функции xsin , xcos , x2sin , x2cos , nxsin , nxcos ,… Эти функции 

имеют основной период 2 . 

 Периодическими функциями с периодом 2 будут функции:  

    )(sincossincos
2 11

0 xTnxbnxaxbxa
a

nnn
  . Постараемся лю-

бую функцию приблизить к функции вида )(xT
n

, которая называется 

тригонометрическим многочленом. 

 Рассмотрим ряд  





1

0 sincos
2

n
nn

nxbnxa
a

. Он называется триго-

нометрическим рядом. Предположим, что он сходится к некоторой 

функции )(xS , тогда )(xS  будет периодической функцией с периодом 
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2 . Предположим, что этот ряд сходится равномерно на отрезке 

];[  . Найдем коэффициенты ряда. Для этого вычислим  

 






 










 1

0 sincos
2

)(

n
nn

dxnxbnxadx
a

dxxS . 

Известно, что равномерно сходящиеся ряды можно почленно интегри-

ровать. Получим: 
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0 sincos
2

)(
n

nn dxnxbdxnxax
a

dxxS















. Далее,  

0sin
1

cos 













nx
n

dxnx , 

0)cos(cos
1

cos
1

sin 



 nn

n
nx

n
dxnx 







.  

Следовательно, 







0
)( adxxS dxxSa 









)(
1

0
. 

Найдем следующие интегралы: 































 nx
n

xdxnxdxnx 2sin
2

1

2

1
)2cos1(

2

1
cos2 , 































 nx
n

xdxnxdxnx 2sin
2

1

2

1
)2cos1(

2

1
sin2 , 

   


dxxmnxmnmnmxdxnx








)cos()cos(
2

1
)(coscos  

0)sin(
1

)sin(
1

2

1



























xmn
mn

xmn
mn
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dxxmnxmnmnmxdxnx








)cos()cos(
2

1
)(sinsin  

0)sin(
1

)sin(
1

2

1



























xmn
mn

xmn
mn

, 

   


dxxnmxmnmnmxdxnx








)cos()sin(
2

1
)(sincos  
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0)cos(
1

)cos(
1

2

1



























xnm
nm

xmn
mn

. 

Умножим равенство   





1

0 sincos
2

)(
n

nn
nxbnxa

a
xS                       (6) 

на mxcos , 1m  и проинтегрируем в пределах от   до  , получим: 

 










mxdxdxmxxS
a

coscos)(
2

0  

 


 















1

cossincoscos
n

nn dxmxnxbmxdxnxa








,

mm amxdxadxmxxS 








 


2coscos)( . Отсюда dxmxxSam 








cos)(
1

, 

,2,1,0m . 

Умножим обе части равенства (6) на mxsin , 1m  и проинтегрируем в 

пределах от   до  , получим: 

 










mxdxdxmxxS
a

sinsin)(
2

0  

 


 















1

sinsinsincos
n

nn dxmxnxbmxdxnxa








, 

mm bmxdxbdxmxxS 








 


2sinsin)( . Отсюда dxmxxSbm 








sin)(
1

, 

,2,1m . Таким образом, доказана 

Теорема 10.1. Предположим, что функция )(xfy   представима в виде 

суммы равномерно сходящегося тригонометрического ряда: 

 





1

0 sincos
2

)(
n

nn
nxbnxa

a
xf , тогда его коэффициенты находятся 

по формулам: 

dxnxxfan 








cos)(
1

, ,2,1,0n  и dxnxxfbn 








sin)(
1

, ,2,1n . (7) 

Предположим, что у нас есть периодическая функция с периодом 

2  и что она абсолютно интегрируема, тогда по формулам (7) найдем 
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коэффициенты na  и nb . Полученный ряд  





1

0 sincos
2

n
nn

nxbnxa
a

  

называется рядом Фурье для функции )(xfy  . 

Пример. Разложить в ряд Фурье функцию xy   с периодом 2 , задан-

ную на промежутке ];(   (рис.1). 

 
Решение. По формулам (7) находим: 

0
2

1 2
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x
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0cos
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nx
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vdxdu
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sin
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nx
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n
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dxnx
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nx
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x
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1
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cos

1
cos
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n
n

n

n 2
)1(cos

2 1  . 
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Таким образом, получаем ряд: 














  

n

nxxxx
y n sin

)1(
3

3sin

2

2sin

1

sin
2 1

. 

Одно замечание о разложении периодической функции  

в ряд Фурье 

 Отметим следующее свойство периодической функции )(xfy   с 

периодом 2 : 

dxxfdxxf
l

l











2

)()(   какого бы ни было число l. 

Действительно, так как )()2( tftf   , то, полагая 2 tx , можем 

написать при любых c и d: 

dxxfdttfdttfdxxf
d

c

d

c

d

c

d

c




























2

2

2

2

2

2

)()()2()( . 

В частности, принимая с , d=l, получим: 

dxxfdxxf
ll











2

)()( , поэтому  




dxxfdxxfdxxf

l

l

l







)()()(
2

 

dxxfdxxfdxxfdxxfdxxf
lll



















)()()()()(
2

. 

Указанное свойство означает, что интеграл от периодической 

функции )(xfy   по любому отрезку, длина которого равна периоду, 

имеет всегда одно и тоже значение. Этот факт легко иллюстрируется и 

геометрически: площади, заштрихованные на рисунке 2 равны. 
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 Из доказанного свойство следует, что при вычислении коэффи-

циентов Фурье можно заменить промежуток интегрирования );(   

промежутком )2;( ll , то есть можно положить  

dxnxxfa
l

l

n 







2

cos)(
1

, ,2,1,0n  , dxnxxfb
l

l

n 







2

sin)(
1

, ,2,1n , (8) 

где l – любое число. 

Это следует из того, что функция )(xfy   является, по условию, пери-

одической с периодом 2 , следовательно, и функции nxxf cos)( , 

nxxf sin)(  являются периодическими с периодом 2 . 

Пример. Разложить в ряд Фурье функцию xxf )(  с периодом 2 , за-

данную на промежутке ]2;0(   (рис.3). 

 

 
 

Решение. На отрезке ];[    эта функция задается двумя формулами: 










.0,

0,2
)(





xx

xx
xf  

Для разложения в ряд Фурье воспользуемся формулами (8), положив в 

них 0l : 
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1 2
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0  
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dxxa , 























 nx
n

vdxdu

dxnxdvxu

dxnxxan sin
1

cos

cos
1

2

0




 

















 dxnx
n

nx
n

x 



2

0

2

0

sin
1

sin
1

0cos
1

2

0
2






nx

n
, 























 nx
n

vdxdu

dxnxdvxu

dxnxxbn
cos

1

sin

sin
1

2

0




 
































 






2

0
2

2

0

2

0

sin
1

2cos
21

cos
1

cos
1

nx
n

n
n

dxnx
n

nx
n

x
 

n
n

n

2
2cos

2
  . 

Таким образом, получаем ряд: 

 xxxxf 3sin
3

2
2sinsin2)(  . 

Разложение в ряд Фурье четных и нечетных функций 

Пусть функция )(xfy   с периодом 2 разложена в ряд Фурье: 

 





1

0 sincos
2

)(
n

nn
nxbnxa

a
xf . Мы доказали, что коэффициенты 

находятся по формулам (7).  

Лемма. Если функция )(xF четная, то dxxFdxxF  





 0

)(2)( , если 

функция )(xF нечетная, то 0)( 


dxxF




. 
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Доказательство. Имеем 





  











dxxFdttF
dtdx

tx
dxxFdxxFdxxF











 0

0

0

0

)()()()()(  

 dxxFxFdxxFdxxF  


000

)()()()( . 

Если )(xF четная функция, то )()( xFxF   и dxxFdxxF  





 0

)(2)( . 

Если )(xF нечетная функция, то )()( xFxF   и 0)( 


dxxF




. Лемма 

доказана. 

Предположим, что )(xf четная функция, тогда  nxxf cos)( четная 

функция, а  nxxf sin)( нечетная функция. Поэтому из леммы выте-

кает  

Теорема 10.2. Если функция )(xfy   периодическая с периодом 2  и 

четная, то для нее dxnxxfan 



0

cos)(
2

, ,2,1,0n  и 0nb , ,2,1n . 

Предположим, что )(xf нечетная функция, тогда 

 nxxf cos)( нечетная функция, а  nxxf sin)( четная функция. 

Теорема 10.3. Если функция )(xfy   периодическая с периодом 2  

и нечетная, то для нее 0na , ,2,1,0n  и dxnxxfbn 



0

sin)(
2

, 

,2,1n  

 В задачах иногда требуется разложить в ряд Фурье функцию, за-

данную не на всем отрезке ];[  , а на его части. Тогда функцию мы 

продолжаем произвольным образом на весь отрезок и ищем разложе-

ние в ряд Фурье (рис.4). 
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 Предположим, что функция задана на отрезке ];0[  , тогда наиболее 

удобно продолжить ее либо по четной функции, либо по нечетной 

(рис.5). 

 
Пример. Разложить в ряд Фурье функцию xxf sin)(  , ];[ x , пе-

риодическую с периодом 2  (рис.6). Пользуясь полученным разложе-

нием, найти сумму ряда  









)12)(12(

1

53

1

31

1

kk
S . 
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Решение. Данная функция четная, поэтому все 0nb , ,2,1n . На от-

резке ];0[    функция определяется формулой xxf sin)(  , поэтому  

    dxxnxndxnxxan




00

)1sin()1sin(
1

cossin
2

 























 0

)1cos(
1

1
)1cos(

1

11
xn

n
xn

n
 















 )1)1(cos(

1
1

)1)1(cos(
1

11



n

n
n

n
. 

Если kn 2 , то 1)21cos(  k , следовательно, 

)41(

2

)1(

2

1
2

1
21

222
knnn

a
k











 










. 

Если 12  kn , 1n , то 0
n

a . При 1n  полученное выражение для 

n
a  не имеет смысла, поэтому 

1
a  вычисляем отдельно: 
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02cos
2

1
2sin

1
cossin

2

0
00

1
 




xdxxdxxxa . Таким образом, 

















 

)12)(12(

2cos

35

6cos

15

4cos

3

2cos42
sin

kk

kxxxx
x


.  

При 0x  имеем: 
















 

)12)(12(

1

35

1

15

1

3

142
0

kk
, следо-

вательно, 
2

1

)12)(12(

1

53

1

31

1









 

kk
S . 

 

11. РАЗЛОЖЕНИЕ В РЯД ФУРЬЕ ПЕРИОДИЧЕСКОЙ  

ФУНКЦИИ С ПЕРИОДОМ 2l. ИНТЕГРАЛ ДИРИХЛЕ 

До сих пор мы рассматривали периодические функции с перио-

дом 2 . Предположим, что )(xf периодическая функция с периодом 

l2 . Выясним, какой вид будет иметь ряд Фурье для функции с таким 

периодом. 

Рассмотрим функцию 












 t

l
ft


 )( . Проверим, что )(t  перио-

дическая с периодом 2 . Действительно,  

)(2)2()2( tt
l

flt
l

ft
l

ft 





 









































. 

Следовательно,  





1

0 sincos
2

)(
n

nn
ntbnta

a
t , где  

dtnttan 










cos)(
1

, ,2,1,0n  и dtnttbn 










sin)(
1

, ,2,1n . 

Сделаем обратную замену: t
l

x


 , x
l

t


 ,  xfx
l












 , тогда  
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0 sincos
2

)(
n

nn
x

l

n
bx

l

n
a

a
xf


. Найдем 

n
a  и 

n
b : 
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dxx
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cos)(

1
, ,2,1,0n  и dxx

l

n
xf

l
b

l

l

n 


















sin)(

1
, ,2,1n . 

Пример. Разложить в ряд Фурье периодическую функцию )(xf  с пери-

одом l2 , которая на отрезке ];[ ll   задана равенством xxf )(
 
(рис.7). 

 

 
 

Решение. Данная функция четная, поэтому 0
n

b  ,2,1n . Вычислим  
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Следовательно, 
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Интеграл Дирихле 

 Поставим вопрос: какими свойствами должна обладать функция, 

чтобы построенный для нее ряд Фурье сходился и чтобы сумма постро-

енного ряда Фурье равнялась значениям данной функции в соответ-

ствующих точках? 

 Выведем формулу, выражающую n-ую частичную сумму ряда 

Фурье через некоторый интеграл. Пусть функция )(xf  периодиче-

ская  с периодом 2 . Рассмотрим n-ую частичную сумму ее ряда 

Фурье: 
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Обозначим 
n

An   cos2coscos
2

1
 . Найдем 
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sin2cos2
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sincos2
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sin
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Следовательно, 
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Тогда 
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2
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1
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Подынтегральная функция будет периодической с периодом 2 , по-

этому интегралы по любому отрезку длиной 2  равны между собой: 
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12
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1
)( . 

Интеграл, стоящий в правой части последнего равенства, называется 

интегралом Дирихле. Положим в этой формуле 1)( xf , тогда  

2
1
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dxa





, 0cos
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dxnxan






,  0sin
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dxnxbn






, ,2,1n , 

следовательно, 1)( xS
n

 при любом n и мы получаем тождество: 
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Стремление к нулю коэффициентов ряда Фурье 

Лемма. Пусть функция )(xf  интегрируема на отрезке [a,b] и на интер-

вале (a,b) имеет ограниченную непрерывную производную, тогда  

0cos)(  dxnxxf
b

a

, 0sin)(  dxnxxf
b

a

 при n . 

Доказательство. Имеем 
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a
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n

vdxxfdu

nxdxdvxfu
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)(
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1
)(
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cos)(  

dx
n

nx
xf

b

a

 
sin

)( .  

Так как функция интегрируема, то она ограничена, то есть Mxf )( ,  

по условию Kxf  )( , поэтому 
n

abK

n

M
dxnxxf

b

a

)(2
cos)(


 . 

Теорема 11.1. Пусть периодическая функция )(xf  с периодом 2  та-

кова, что отрезок от   до   можно разбить на конечное число отрез-

ков, на каждом из которых функция интегрируема и имеет непрерыв-

ную ограниченную производную. Тогда коэффициенты ряда Фурье 

этой функции 0, 
nn

ba  при n . 

Доказательство. Имеем  





k

i

b

a

n dxnxxfdxnxxfa
i

i
1

cos)(
1

cos)(
1







. 

На ],[ ii ba  выполнены условия предыдущей леммы. Отсюда и из леммы 

следует утверждение теоремы. 

Сходимость ряда Фурье к кусочно-гладкой функции 

 Пусть функция )(xf  периодическая с периодом 2  и удовлетво-

ряет следующим условиям: 

1) отрезок ];[    можно разбить на конечное число интервалов, на 

каждом из которых функция имеет ограниченную непрерывную 

производную; 



 61 

2) если 
0

x  точка разрыва функции, то она будет точкой разрыва 

первого рода, то есть существуют конечные пределы слева  

)()(lim
0

0




xfxf
xx

 и справа )()(lim
0

0




xfxf
xx

, то 

)()(lim
2

)()(
)(

0

00

0







xfxf
xfxf

xf
xx

. 

Такую функцию будем называть кусочно-гладкой. 

Теорема 11.2. Если периодическая функция )(xf  с периодом 2  яв-

ляется кусочно-гладкой, то ее ряд Фурье сходится к )(xf  в любой 

точке x . 

Доказательство. Надо доказать, в любой точке x  0)()(  xfxS
n

 

при n , где )(xS
n

 n-я частичная сумма ряда Фурье.  
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Положим в этой формуле 1)( xf , получим  
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Интеграл, стоящий в правой части, разобьем на два: 
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 , где 0 . 

Имеем 
21

)()( IIxfxS
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  (*). Рассмотрим разность 

)0()(  xfxf  . Выберем   настолько малым, что на интервалах 

)0;(   и );0(   функции )( xf  и )0( xf  имели непрерывную 

ограниченную производную. Тогда по формуле Лагранжа получим: 

  ))((lim)()(lim)0()(
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ufuxfxfxfxf
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 . От-

сюда, учитывая, что Kf  )( , получим  Kxfxf  )0()( . 
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Функция 
2


ctg  на отрезке ];(   непрерывна и имеет непрерывную 

производную. Функции, стоящие в скобках таковы, что ];(   

можно разбить на конечное число интервалов, на которых они 

имеют непрерывные ограниченные производные  и сами ограни-

чены. Поэтому существует номер N такой, что 
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 INn . 

Возвращаясь к неравенству (*), получим  )()( xfxS
n

 при 

Nn . Теорема доказана. 
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ТИПОВОЙ РАСЧЕТ    

1. Найти сумму ряда. 
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2. Исследовать на сходимость ряд по первому признаку сравне-

ния 

1. 


 1

2sin

n
nn

nn
                                           2. 



 



2
2

3sin

n nn

n
   

3. 


 1

3

2

n
n

narctg
                                            4. 








1

2 2

1cos

n
n

n
 

5. 





1

2

)2)(1(
n

nnn

narctg
                                   6. 






1

3

2

5

cos

n
n

nn
                  

7. 


 1
3 7

ln

n n

n
                                                  8. 








1

2 3

)3(cos

n
n

nn
 

9. 






1

sin3

n
n

n
                                            10. 








1

3

2

)cos2(

3

n
nn

n


        

11. 







1

3 2

cos1

n
n

n
                                          12. 







1
4 3

cos3

n n

n
 

13. 







1

2 12

)cos2(

n
n

nn 
                                  14. 






1

3 2

ln

n
nn

n
        

15. 


 



2
3 3

sin3

n nn

n
                                          16. 



 1

2

2sin

n
n

n
 

17. 





1

2

2

2

sin

n
n

n
                                             18. 






1

4

3

3
n

n

narctg
    



 66 

19. 


 



1
4 7 5

)cos2(

n n

nn
                               20. 



 



2
4 4 1

cos2

n n

n
 

21. 







1
)2)(1(

sin1

n
nn

n
                                   22. 








1
)2(

sin1

n
nn

n
 

23. 





1

2

2sin

n
nn

n
                                             24. 



 



2
3 3

sin3

n nn

n
 

25. 


 1
5

ln

n nn

n
                                          26. 



 1
2)2(n nn

narctg
     

27. 


 



2
2

cos2

n nn

n
                                        28. 






1

3

2cos

n
nn

n
      

29. 





1

2

)1(
n

nn

narctg
                                         30. 








1

2

3

)2(sin

2

n
nn

n
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4. Исследовать на сходимость ряд по признаку Даламбера 
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5. Исследовать на сходимость ряд по радикальному признаку 
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9. Найти сходимости функционального ряда 
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10. Найти область сходимости степенного ряда 
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11. Разложить функцию в ряд Тейлора по степеням х и указать 

область сходимости 
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12. Вычислить интеграл с точностью до 0,001. 

1. dxe
x




1,0

0

6
2

                                                        2. dx
x

e x




2,0

0

1
 

3. dxx

1,0

0

2
)100sin(                                                 4. dx

x

x



4,0

0

)21ln(
 

5. dxx

1

0

2
cos                                                          6. 



2

0

3 364 x

dx
 

7. 


5,0

0

4 41 x

dx
                                                        8. dxe

x




3,0

0

2
2

  



 78 

9. dx
x

e x




1,0

0

21
                                                    10. dx

x
 













4,0

0

2

2

5
sin     

11. dx
x

x



1

0

)51ln(
                                                12. dxx 








2,0

0

225cos  

13. 


5,1

0

3 327 x

dx
                                                    14. 



5,1

0

4 481 x

dx
  

15. dxx 







2,0

0

225sin                                                16. dx
x

e
x





4,0

0

2
1

 

17. dxx 







5,0

0

24cos                                                  18. dx
x

x



1,0

0

)21ln(
 

19. 


1

0

4 416 x

dx
                                                       20. 



5,2

0

3 3125 x

dx
 

21. dxe
x




4,0

0

43 2

                                                     22. 


5,2

0

4 4625 x

dx
 

23. dxx 







5,0

0

24sin                                                    24. 


1

0

3 38 x

dx
  

25. dx
x

24,0

0

2

5
cos 













                                                  26. dxe

x




5,0

0

253 2

 

27. 


2

0

4 4256 x

dx
                                                    28. dxx

1

0

2
sin  

29. 


5,0

0

3 21 x

dx
                                                       30. dxx 








1,0

0

2100cos  



 79 

 

13. Функцию, определенную на интервале длиной 2 , разложить 

в тригонометрический ряд Фурье; определить сумму ряда в точках раз-

рыва функции. Построить графики функции )(xf и суммы ряда в обла-

сти их существования. 
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14. Функцию, заданную на отрезке ];0[ l , разложить в неполный ряд 

Фурье: 

а) по синусам кратных дуг – для вариантов с нечетными номе-

рами; 

б) по косинусам кратных дуг – для вариантов с четными номе-

рами. 

Построить графики функции )(xf  и суммы соответствующего ряда в 

области их существования. 
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КОНТРОЛЬНЫЕ ВОПРОСЫ ПО КУРСУ  

«РЯДЫ»  

 

1. Числовые ряды. Определение ряда и суммы ряда. Необходимое 

условие сходимости ряда.  

2. Свойства сходящихся рядов. 

3. Признаки сравнения рядов с положительными членами. 

4. Признак Даламбера 

5. Радикальный признак Коши. 

6. Интегральный признак (Коши-Маклорена). 

7. Знакочередующиеся ряды. Признак Лейбница. 

8. Критерий Коши для последовательностей и рядов. Абсолютно 

сходящиеся ряды. 

9. Функциональные последовательности и ряды. Область сходи-

мости функциональной последовательности и функционального ряда. 

Равномерная сходимость функциональной последовательности и 

функционального ряда. 

10. Критерий Больцано-Коши для функциональной последова-

тельности и функционального ряда. Признак Вейерштрасса. 

11. Теоремы о непрерывности предельной функции и суммы функ-

ционального ряда.  

12. Теоремы о почленном интегрировании и дифференцировании 

равномерно сходящихся функциональных рядов. 

13. Степенные ряды. Область сходимости степенного ряда. Фор-

мулы для вычисления радиуса сходимости. 

14. Дифференцируемость и интегрируемость суммы степенного 

ряда. 

15. Формула Тейлора. 

16. Задача о разложении функции в ряд Тейлора. 

17. Разложение xey  в ряд Тейлора. 
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18. Разложение xy sin , xy cos  в ряд Тейлора. 

19. Разложение логарифмической функции в ряд Тейлора. 

20. Биномиальный ряд. 

21. Понятие о ряде Фурье. Вычисление коэффициентов. 

22. Разложение в ряд Фурье четных и нечетных чисел. 

23. Разложение в ряд Фурье периодической функции с перио-

дом 2l.  

24. Интеграл Дирихле. 

25. Стремление к нулю коэффициентов ряда Фурье. 

26. Сходимость ряда Фурье к кусочно-гладкой функции.   
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

 

 Учебно-практическое пособие отражает опыт работы автора со 

студентами очной формы обучения технических специальностей. Ма-

териал пособия содержит раздел высшей математики «Ряды», изучае-

мый в третьем семестре. 

 Опыт показал, что для студентов очной формы обучения значи-

тельную трудность представляет усвоение теоретического материала, 

поэтому в пособии большое внимание уделено доступному изложению 

теоретического материала, подробному доказательству основных тео-

рем курса. Также студенты второго курса сталкиваются с проблемами 

решения типовых задач. В связи с этим в пособии детально разобраны 

все примеры и задачи из индивидуальных типовых расчетов. Подроб-

ные объяснения к решениям направлены на формирование у обучаю-

щихся научного стиля изложения, умения выражать свои мысли.  

 В настоящее время будущие инженеры, экономисты, строители 

нуждаются в серьёзной математической подготовке. Этим и определя-

ется место математики в системе высшего образования. Изучение ма-

тематики способствует усвоению современного стиля научного мыш-

ления и является условием его применения в конкретных науках.   
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