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ПРЕДИСЛОВИЕ 

 

Материал пособия соответствует 

программе второго курса обучения и 

включает раздел «Теория функций ком-

плексного переменного».  

Пособие содержит необходимый 

теоретический материал по рассматри-

ваемому разделу, примеры решения типо-

вых задач и индивидуальные типовые рас-

четы, включающие 30 вариантов, для са-

мостоятельного выполнения (с последую-

щей их защитой во время рейтинговой не-

дели). 

Обозначения и терминология, ис-

пользуемые в пособии, являются общеупо-

требительными и не нуждаются в специ-

альных пояснениях. Отметим, что посо-

бие ни в коей мере не призвано заменить 

более подробные курсы по теории функ-

ций комплексного переменного, изложен-

ные в классических учебниках и моногра-

фиях. Работа с изданием предполагает 

параллельное изучение этой темы по кни-

гам, указанным в библиографическом 

списке. 
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1. КОМПЛЕКСНЫЕ ЧИСЛА И ДЕЙСТВИЯ С НИМИ 

 

Определение. Комплексным числом z называется выражение вида 

yixz  , где yx, R, а i мнимая единица, удовлетворяющая условию 

12 i .  

Это алгебраическая форма записи комплексного числа. Числа x  и 

y  называются соответственно действительной и мнимой частями ком-

плексного числа и обозначаются zx Re , zy Im . Множество ком-

плексных чисел обозначается C. 

Два комплексных числа 
111

yixz   и 
222

yixz   равны тогда и 

только тогда, когда 
21

xx   и 
21

yy  . 

Комплексное число yixz   называется сопряженным ком-

плексному числу yixz  . 

Комплексное число yixz   изображается в плоскости xOy точ-

кой M c координатами ),( yx  либо радиус-вектором точки M (рис. 1). 
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Длина OMr   радиус-вектора называется модулем комплекс-

ного числа и обозначается z  так, что 
22 yxzr  . Угол  , обра-

зованный вектором OM  и осью Ox, называется аргументом комплекс-

ного числа и обозначается zArg . Он определяется неоднозначно, 

а с точностью до слагаемого, кратного 2 : kzzArg 2arg  , k Z, где 

zarg  есть главное значение аргумента, определяемое условиями: 

  zarg , причем  


































.0,0,
2

0,0,
2

0,0,

0,0,

0,

arg

yx

yx

yx
x

y
arctg

yx
x

y
arctg

x
x

y
arctg

z









 

Так как cosrx , sinry , то )sin(cos  iryixz  . Это 

тригонометрическая форма записи комплексного числа. Удобно при-

нять сокращение 
 iei  sincos  (формула Эйлера). Тогда получа-

ется показательная форма записи комплексного числа: irez  .  

 Два комплексных числа 
1

z  и 
2

z  равны тогда и только тогда, когда 

их модули равны, а их аргументы отличаются на величину, кратную 

2 : 
21

zz  , kzArgzArg 2
21
 , k Z. 

Суммой 
21

zz   комплексных чисел 
1

z  и 
2

z  называется комплексное 

число, равное )) 212121
(( yyixxzz  . Если 1

11

i
erz  , 2

22

i
erz  ,  то 

21

2121

 ii
ererzz  . 

Разностью 
21

zz   комплексных чисел 
1

z  и 
2

z  называется комплексное 

число, равное )) 212121
(( yyixxzz  . 
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Произведением 
21

zz   комплексных чисел 
1

z  и 
2

z  называется ком-

плексное число, равное )) 1221212121
(( yxyxiyyxxzz  . Пусть ком-

плексные числа даны в показательной форме 1

11

i
erz  , 2

22

i
erz  ,  то-

гда 
)(

2121
21

 


i
errzz . Из определения произведения следует, что 

222 zyxzz  . 

Если комплексные числа даны в тригонометрической форме 

)sin(cos
1111
 irz  , )sin(cos

2222
 irz  , то их произведение 

равно ))sin()(cos( 21212121
  irrzz . 

Частным 

2

1

z

z
 от деления комплексного числа 

1
z  на комплексное 

число 0
2
z  называется такое комплексное число z, что 

12
zzz  . До-

кажем, что если 00222
 iyixz , то для него существует обратное 

число  такое, 
2

z  такое, что 1
22
 zz . Действительно, пусть 

1))
2222

((  yixyix . Умножим обе части на 
22

yix  , получим 

2222
2

2

2

2
))(( iyxyixyix  . Отсюда 

2

2

2

2

2

1

z

z

z
z  . Тогда 

2

2

21

2

1

z

zz

z

z 
 . Эта формула может быть записана в следующем виде: 

2

2

2

2

2112

2

2

2

2

2121

2

1

yx

yxyx
i

yx

yyxx

z

z









 . 

Если 1

11

i
erz  , 2

22

i
erz  ,  то 

)(

2

1

2

1 21
 


i

e
r

r

z

z
. 

Если )sin(cos
1111

 irz  , )sin(cos
2222

 irz  , то 

)((cos( )sin) 2121

2

1

2

1   i
r

r

z

z
. 
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Возведение комплексного числа )sin(cos  irz  в натуральную 

степень n производится по формуле )sin(cos  ninrz nn  . Отсюда по-

лучается формула Муавра  nini n sincos)sin(cos  . Если 

irez  , то inn rez  . 

Корень n-ой степени из комплексного числа )sin(cos  irz   

имеет n различных значений, которые находятся по формуле 

)
2

sin
2

(cos
n

k
i

n

k
rz nn  




 , где 1,,1,0  nk  . Если irez  , то 

n

k
i

nn erz

 2

 , 1,,1,0  nk  .  Точки, соответствующие значениям 

n z , являются вершинами правильного n-угольника, вписанного в 

окружность радиуса n zR  c центром в начале координат. 

Приведем еще свойства модуля комплексного числа: 

1. zz  ;        2. 2zzz  ;         3. 
2121

zzzz  ;       4. 
nn zz  ; 

5. 0,
2

2

1

2

1  z
z

z

z

z
;     6. zz Re ;                  7. zz Im ; 

8. zzz ImRe  ;      9. 
2121

zzzz  ;       10. 
2121

zzzz  . 

Действительная и мнимая части комплексного числа выражаются 

через сопряженные числа следующим образом: 

 
2

Re
zz

z


 , 
i

zzzz
iz

22
Im





 . 

Примеры. 1. Найти все решения уравнения 013197 23  xxx  и вы-

числить величины 

321

111

xxx
A  , 2

3

2

2

2

1
xxxB  . 

Решение. Подберем первый целый корень уравнения среди делителей 

свободного члена, им будет 1
1
x . Разделим исходный многочлен на 

двучлен 1x , получим в частном двучлен 1362  xx , который имеет 
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дискриминант 165236 D  и, следовательно, комплексно-сопря-

женные корни i
i

x 23
2

46
3,2




 . Находим искомые величины 

  13

19

49

6
1

)23(23

2323
1

23

1

23

1
1 















ii

ii

ii
A ; 

114694691)23()23(1 22  iiiiB . 

2. Вычислить zz 13 , если iz  3 . 

Решение. Запишем это комплексное число показательной форме, для 

этого найдем модуль и аргумент комплексного числа. Так как 3x , 

1y ,  то 213 z , 
3

1
tg , 

63

1 
  arctg , следова-

тельно, 
i

ez 62




 ,  тогда 
i

ez 62



 .  

Находим 

  14142146

12

1466

13

1313 22sin2cos22222 


 



ieeeezz i
iii

. 

3. Найти все значения 4 1 i . 

Решение. Запишем подкоренное выражение iz 1 в тригонометриче-

ской форме. Так как 1x , 1y ,  то 211 z , 1tg , 

4
1


  arctg , следовательно, ))

4
sin()

4
(cos(2


 iz . Тогда 

























4

2
4sin

4

2
4cos21 84

k

i

k

i







, 3,2,1,0k . 

При 0k  имеем 











































16
sin

16
cos28

1


iz , 

При 1k  имеем 














16

7
sin

16

7
cos28

2


iz , 

При 2k  имеем 














16

15
sin

16

15
cos28

3


iz , 

При 3k  имеем 














16

23
sin

16

23
cos28

4


iz .  
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Соответствующие комплексные числа изображены на рис. 2. 

 
 

2. ФУНКЦИИ КОМПЛЕКСНОГО ПЕРЕМЕННОГО. ПРЕДЕЛ  

И НЕПРЕРЫВНОСТЬ. ДИФФЕРЕНЦИРОВАНИЕ ФУНКЦИЙ 

КОМПЛЕКСНОГО ПЕРЕМЕННОГО 

 

Определение. Говорят, что в области D  C определена  одно-

значна функция комплексного переменного, если каждой точке Dz  

ставится в соответствие единственное комплексное число w. 

Таким образом, функция )(zfw  осуществляет отображение 

точек комплексной плоскости на соответствующие точки комплексной 

плоскости w. 

Пусть yixz  , viuw  , тогда задание функции )(zfw  экви-

валентно заданию двух функций u  и v  двух действительных перемен-

ных x  и y : ),( yxuu , ),( yxvv , где )(Re zfu  , )(Im zfv  .  Тогда 

),(),()( yxviyxuzf  . 

Пример. Найти действительную и мнимую части функции 

zzw  3 . 
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Решение. Пусть yixz  , тогда  

iyxiyxyyixxiyxiyxw  32233 33)( ,  

xxyxu  23 3 , 

yxyyxv  22 33 . 

Определение. Окрестностью точки 
0

z плоскости комплексного 

переменного называется всякая область, содержащая эту точку.  -

окрестностью точки 
0

z называется множество всех точек z , лежащих 

внутри круга радиуса   с центром в точке 
0

z , то есть множество всех 

точек z , удовлетворяющих неравенству 
0

zz . 

Пусть функция )(zfw определена в некоторой окрестности 

точки 
0

z , кроме быть может, самой точки 
0

z . 

Определение. Число А называется пределом функции )(zf  в 

точке 
0

z , если 0 0)(    такое, что 

  Аzfzzz )(0:
0

.  

В этом случае пишут ibaAzf
zz




)(lim

0

. 

Замечание. )(zf  стремится к А независимо от способа прибли-

жения 
0

zz . 

Теорема 2.1. Существование ibaAzf
zz




)(lim

0

, где 
000

yixz 

),(),()( yxviyxuzf   равносильно существованию двух пределов: 

0

0

,),(lim

yy

xx

ayxu







0

0

.),(lim

yy

xx

byxu







 

Доказательство. Так как по свойству модуля 

byxvayxuAzf  ),(),()( . Отсюда, если  

0

0

,),(lim

yy

xx

ayxu







0

0

),(lim

yy

xx

byxu







, то Azf
zz




)(lim

0

. 
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В обратную сторону доказываемое следует из неравенств: 

Azfayxu  )(),( , Azfbyxv  )(),( . Теорема доказана. 

Из этой теоремы вытекают все известные свойства пределов: 

1.   )(lim)(lim)()(lim

000

zgzfzgzf
zzzzzz 

 , 

2.   )(lim)(lim)()(lim

000

zgzfzgzf
zzzzzz 

 , в частности,  

)(lim)(lim

00

zfсzfс
zzzz 



. 

3.  
)(lim

)(lim

)(

)(
lim

0

0

0
zg

zf

zg

zf

zz

zz

zz







 , если 0)(lim

0




zg
zz

. 

Определение. Функция )(zf , заданная в области D, называется непре-

рывной в точке Dz 
0

, если )()(lim
0

0

zfzf
zz




 или 0 0)(    та-

кое, что   )()(:
00

zfzfzzz .  

Теорема 2.2. Для того чтобы функция )(zf была непрерывной в точке 

000
yixz   необходимо и достаточно, чтобы функции ),( yxuu , 

),( yxvv  были непрерывны в точке 
000

yixz  . 

Определение. Функция )(zf , заданная в области D, называется непре-

рывной, если она непрерывна в каждой точке этой области.  

Сумма, разность, произведение двух функций комплексного перемен-

ного, непрерывных в области D, также являются непрерывными функ-

циями в D, а функция 
)(

)(

zg

zf
 непрерывна в тех точках области D, где 

0)( zg . 

Теорема 2.3. Если функция )(zf  непрерывна в точке 
0

z , а функция 

)(F  непрерывна в точке )(
00

zf , то сложная функция ))(( zfF  

непрерывна в точке 
0

z . 

Примеры. 1. Доказать, что функция 
2)( zzf  непрерывна при всех z . 
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Решение. Возьмем любое 
0

z , тогда 0 0)(    такое, что 

  2

0

2

0
: zzzzz . 

Распишем 






 
0000

2

0

2 zzzzzzzzzz  . 

Если 
0

zz , то существует число М  такое, что Mz  , Mz 
0

, тогда 

  Мzz 22

0

2
 и 

М2


  . 

2. Вычислить предел функции: 

i
iz

iziz

iz

izz

iziz
























 )2)((
lim

0

023
lim

2

. 

 Пусть функция )(zf  определена в некоторой области D  C. 

Пусть точки 
0

z  и zz 
0

 принадлежат D . 

Определение. Если существует конечный предел 

z

zfzzf

z 





)()(
lim 00

0

, то он называется производной функции )(zf  в 

точке 
0

z  и обозначается )(
0

zf  .  

Так как производная определяется совершенно также, как для 

функции одной действительной переменной и предел имеет те же са-

мые свойства, то сохраняются обычные правила дифференцирования: 

1.   gfgf  
; 

2.   gfgfgf  
, в частности,   fcfс  

; 

3. 
2)(

)(

g

gfgf

zg

zf 

















; 

4.   )())(()(( zgzgfzgf  ; 

5. )(zfw ,  )(wgz  обратная, тогда 

)(
)(

1
)(

wgz
zf

wg




 . 
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Определение. Функция )(zfw  называется дифференцируемой в 

точке 
0

z , если ее приращение в этой точке )()( 00
zfzzfw   

представимо в виде zzzAw  )( , где А- число, 0)(lim
0




z
z

 . 

Теорема 2.4. Для того чтобы функция )(zf  была дифференцируемой 

в точке 
0

z  необходимо и достаточно, чтобы в в этой точке она имела 

производную. 

Доказательство. Необходимость. Дано: zzzAw  )( , где А- 

число, 0)(lim
0




z
z

 . Тогда )())((limlim
0

00

zfAzA
z

w

zz








 . 

Достаточность. Пусть существует конечный )(lim
0

0

zf
z

w

z








, тогда 

)()(
0

zzf
z

w





 , где 0)(lim

0




z
z

 . Или zzzzfw  )()(
0

 , 

то есть функция дифференцируема в точке 
0

z  и )(
0

zfA  . Теорема 

доказана. 

Теорема 2.5. Если функция )(zf  дифференцируема в точке 
0

z , то она 

и непрерывна в этой точке. 

Доказательство. По определению дифференцируемой функции имеем 

)()())(()()(
00000

zzzzzzzfzfzf   . Отсюда следует, что 

)()(lim
0

0

zfzf
zz




, то есть функция непрерывна в точке 
0

z . Теорема до-

казана. 

Теорема 2.6. Пусть функция ),(),()( yxviyxuzf   определена в не-

которой окрестности точки 
000

yixz  . Для того чтобы функция )(zf  

была  дифференцируема в точке 
0

z  необходимо и достаточно, чтобы 

функции ),( yxu , ),( yxv  были дифференцируемы в точке ),(
00

yx  и вы-

полнялись условия Коши-Римана (или Даламбера-Эйлера): 

                     y

v

x

u









, 

x

v

y

u









.                                                    (1) 
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Доказательство. Необходимость. Пусть функция )(zf  дифференциру-

ема в точке 
0

z , то есть zzzzfw  )()(
0

 , 0)(lim
0




z
z

 . Далее, 

пусть   

ibazf  )(
0

, yixz  , ),(),()(
21

yxiyxz   . 

Тогда имеем 

 ybxayixiyixibaw ))(())((
21
  

)()()(
2121

xyiyxyaxbi   . Следовательно,  

yxybxau 
21
 , 

xyyaxbv 
21
 . 

Поэтому функции ),( yxu , ),( yxv  дифференцируемы в точке 

),(
00

yx  и 
y

v

x

u
a









 , 

x

v

y

u
b









 .     

Достаточность. Пусть функции ),( yxu , ),( yxv  дифференцируемы в 

точке ),(
00

yx  и выполнены условия Коши-Римана 
y

v

x

u
a









 , 

x

v

y

u
b









 .  Тогда    

yxybxayxy
y

u
x

x

u
u 











2121
 , 

 

yxyaxbyxy
y

v
x

x

v
v 











4343
 , 

0,,,
4321
  при 0,  yx . Получаем 

 yxyaxbiybxaviuw
21

)(   

















































z

z

y

z

x
i

z

y

z

x
yixibayxi

432143
))(()(   

zzzA  )( .  
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Остается убедиться, что 0)( z  при 0z . Если 0z , то 

0,  yx . Тогда 0,,,
4321
  при 0z . Так как  1





z

x
, 

1




z

y
  и произведение бесконечно малой на ограниченную функцию 

есть бесконечно малая величина, то 0)( z  при 0z . Теорема 

доказана. 

С учетом условий Коши-Римана производную функции )(zf  

можно представить в виде: 

y

u
i

x

u

y

u
i

y

v

x

v
i

y

v

x

v
i

x

u
zf







































 )( . 

Определение. Функция )(zf , дифференцируемая в каждой точке неко-

торой области D, называется аналитической ( иначе, регулярной или 

голоморфной) в этой области. 

 

Геометрический смысл модуля и аргумента производной 

 Пусть на комплексной плоскости задана кривая (рис. 3) 

 










t
tyy

txx
,

)(

)(
,  или )(tzz  ,   t . 
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Предположим, что существуют )(tx , )(ty  и     0)()( 22  tytx . 

Рассмотрим 



























 t

tytty
i

t

txttx

t

tzttz

tt

)()()()(
lim

)()(
lim

00

 

)()()( tztyitx  . 

Имеем MMtzttz
0

)()(  , MM
tt

tzttz
0

1)()(







, при 0t  

хорда MM
0

 стремится занять положение касательной, то есть )(tz  

направляющий вектор касательной. 

Теорема 2.7. Пусть функция )(zfw  дифференцируема в точке 
0

z , 

0)(
0
 zf , тогда все кривые, проходящие через точку 

0
z  при отобра-

жении )(zfw  поворачиваются на один и тот же угол, равный 

)(
0

zfArg  . То есть при этом отображении сохраняются углы между 

кривыми.  

Доказательство. Пусть задана кривая )(tzz  , тогда при отображении 

)(zfw  она переходит в кривую ))(()( tzftw  . Функция )(zfw  

дифференцируема в точке 
0

z , поэтому  

 ))()(()())(())(( 00000
tzttzzftzfttzf  

))()((
00
tzttz  , где 0  при 0z  или 0t .  

t

tzttz

t

tzttz
zf

t

tzfttzf













 )()()()(
)(

))(())((
0000

0

00   

Переходя к пределу при 0t  , получим )()()(
000
tzzftw  , 

то есть )()()(
000
tzArgzfArgtwArg  . 

 )(
0
tzArg угол наклона касательной к графику функции )(tzz 

в точке 
0
t  с положительным направлением оси Ox,  )(

0
twArg  угол 

наклона касательной к кривой ))(( tzfw . Если функция )(zf  диф-

ференцируема в точке 
0

z , то при отображении )(zfw  сохраняются 

углы между кривыми в точке 
0

z  и направление их отсчета. Такие отоб-

ражения называются конформными в точке 
0

z .Если 0)(
0
 zfArg , 

то поворот происходит против часовой стрелки, а при 0)(
0
 zfArg  

по часовой стрелке. 
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Отображение )(zfw  называется в области D, если оно конформно 

в любой точке этой области. 

Следствие.  Если функция )(zfw  аналитическая в области D, 

0)(  zf  ни в одной точке, то отображение )(zfw  будет конформ-

ным в этой области. 

 Пусть функция )(zfw  аналитическая в точке 
0

z  и 0)(
0
 zf , 

тогда )(
0

zf   равен коэффициенту растяжения в точке 
0

z при отображе-

нии )(zfw  плоскости z  на плоскость w , точнее, при 1)(
0
 zf  

имеет место растяжение, а при 1)(
0
 zf  имеет место сжатие. 

Примеры. 1. Проверить выполнение условий Коши-Римана и в случае 

их выполнения найти )(
0

zf  , если 
4)( zzf  , iz 2

0
 . 

Решение. Пусть iyxz  , тогда  yixxiyxzf 344 4)()(  
4322 46 yixyyx  , следовательно, 4224 6),( yyxxyxu  , 

33 44),( xyyxyxv  . Имеем, 
23 124 xyx

x

u






 

, 
23 124 xyx

y

v





, то 

есть 
y

v

x

u









. Далее, 

32 412 yyx
y

u





, 

32 412 yyx
x

v





, то есть  

x

v

y

u









. Таким образом, условия Коши-Римана выполнены, следова-

тельно, 34)( zzf  , iizf 32)2(4)( 3

0


 

. 

2. Проверить, является ли функция zzw   аналитической хотя бы в 

одной точке? 

Решение. Пусть iyxz  , тогда 
22 yxw  , поэтому  

22),( yxyxu  , 0),( yxv . Имеем, x
x

u
2




, y

y

v
2




. Условия Коши-

Римана выполнены только в точке (0,0). Следовательно, функция диф-

ференцируема только в точке (0,0) и нигде не является аналитической. 

Найдем производную )0(w по определению: 
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0limlim
)0()0(

lim)0(
000














z
z

zz

z

wzw
w

zzz

. Таким образом, 

0)0( w .  

4. Найти параметры a и b, при которых функция

),(),()( yxivyxuzf   является аналитической функцией, 

если xyxbxaxyxu 514147),( 22  , 

ybxybyayyxv 547),(  . Найти )(zf  . 

Решение. Находим частные производные  

5287 



xba

x

u
, 547 



bxba

y

v
, y

y

u
28




, by

x

v
4




. Со-

гласно условиям Коши-Римана, получаем систему: 











byy

xbba

428

0)284(142
, откуда находим 7b , 49a . 

Тогда xyxyxu 51414),( 22  , yxyyxv 528),(  ,  

 )(5)528(51414)( 22 iyxyxyixyxzf  

222 145)2(14 zzyxyix  . Тогда zzf 285)(  . 

 

3. ГАРМОНИЧЕСКИЕ ФУНКЦИИ.  

ОСНОВНЫЕ ЭЛЕМЕНТАРНЫЕ ФУНКЦИИ  

КОМПЛЕКСНОГО ПЕРЕМЕННОГО 

 

Определение. Функция двух переменных  ),( yxg  называется гармони-

ческой в области D, если в этой области она имеет непрерывные част-

ные производные до второго порядка включительно и удовлетворяет в 

этой области уравнению Лапласа 0
2

2

2

2











y

g

x

g
. 

Теорема 3.1. Если функция ),(),()( yxivyxuzf   является анали-

тической в некоторой области D, то функции ),( yxu  и ),( yxv  будут 

гармоническими в этой области. 
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Доказательство. Докажем, что функция ),( yxu гармоническая. По 

условию 
y

v

x

u









, 

x

v

y

u









. Тогда 

xy

v

x

u








 2

2

2

, 
yx

v

y

u








 2

2

2

. Но сме-

шанные производные, если они непрерывны,  то они равны, следова-

тельно, 0
2

2

2

2











y

u

x

u
, то есть функция ),( yxu гармоническая. Анало-

гично доказывается, что функция ),( yxv гармоническая. Теорема до-

казана. 

Определение. Две гармонические функции ),( yxu и ),( yxv называ-

ются сопряженными гармоническими, если функция 

),(),()( yxivyxuzf   будет аналитической в области D. 

Теорема 3.2. Если область D односвязная, то для любой гармониче-

ской функции ),( yxu  существует сопряженная с ней гармоническая 

функция ),( yxv . 

Примечание. Область D называется односвязной, если вместе с любой 

замкнутой кривой в нее входит и часть плоскости, которую она огра-

ничивает.  

Доказательство. Рассмотрим интеграл ,),(

0

0
dy

x

u
dx

y

u
yxv

z

z








   

где 
000

iyxz  фиксированная точка области D,  iyxz пере-

менная точка области D. В силу уравнения Лапласа  















































x

u

xy

u

y
 этот интеграл не зависит от пути интегрирования. 

y
u

dx
y

u

xx

yxvyxxv

x

v xx

xxx



























1
lim

),(),(
lim

0

00

0

0
. Интеграл 

берем по горизонтальному отрезку, где 0dy . Аналогично устанавли-

вается, что 
x
u

y

v








0 . Следовательно, ),(

0
yxv  и является искомой 

функцией, сопряженной с функцией ),( yxu . Так как функция опреде-

ляется своими частными производными с точностью до постоянного 
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слагаемого, то совокупность всех гармонических функций, сопряжен-

ных с ),( yxu дает формула Сdy
x

u
dx

y

u
yxv

z

z










 

0

),( . 

Пример. Найти аналитическую функцию )(zfw  по известной ее 

действительной части yeyxu x cos2),(   и при условии 2)0( f . 

Решение. Имеем ye
x

u x cos2



, ye

y

u x sin2



. Тогда (рис. 4) 

 

 

y
xx

yx
x ydyeydyedxyeyxv

0

),(

)0,0(

cos2cos2sin2),(

21


 

Cyex  sin2 . Тогда CeCyeiyezf zxx  2)sin2(cos2)( . Так как 

2)0( f , то Сi22 , следовательно, 0С  и zezf 2)(  .  

 

Функции 
nzw  и n zw  
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Функции nzw  и n zw  уже определены для любого ком-

плексного числа z . Первая из этих функций nzw однозначна. Если 

в плоскостях z и w  ввести полярные координаты, положив 

)sin(cos  irz  , )sin(cos  iw  , то соотношение nzw  

можно переписать в виде двух равенств: nr ,  n . 

Отсюда видно, что отображение, осуществляемое функцией 

nzw , сводится к повороту каждого вектора 0z  на угол 

zn arg)1(    и растяжению его в 
1nz  раз. Очевидно, что точки 

1
z  и 

2
z  с равными модулями и аргументами, отличающимися на целое 

число, кратное 
n

2
 , переходят при отображении nzw  в одну точку. 

Следовательно, для взаимной однозначности (однолистности) отобра-

жения nzw  в некоторой области D необходимо и достаточно, чтобы 

область D не содержала никаких двух точек 
1

z  и 
2

z , связанных соот-

ношениями  

21
zz  , 

n

k
zz

2
argarg

21
 ,  0k целое. 

Функции nzw  аналитическая во всей плоскости, 01  nnzw , 

если 0z . 

Рассмотрим все решения уравнения zwn  , n

kzi

n ezw

)2(arg 

 , 

1,...,1,0  nk . То есть для каждого 0z  есть n различных корней 

уравнения. Такие функции называют многозначными. В любой обла-

сти D, которая не содержит ни одной замкнутой кривой, обходящей 

точку 0z , можно выделить n непрерывных и однозначных функций, 

принимающих каждая одно из значений n z . Эти n функций называ-

ются ветвями многозначной функции n zw , их значения в каждой 

фиксированной точке отличаются друг от друга множителем 
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n

k
i

n

k  2
sin

2
cos  . Каждая такая ветвь будет осуществлять одно-

листное отображение области D, поэтому в каждой точке этой области 

применима теорема о производной обратной функции: 

z

z

nnww
z

n

n
zw

nn

n 







11

)(

1
)(

1
, 

или, если условиться писать nn zz

1

 , то 
1

11

1

























nz
n

z n
. Таким обра-

зом, любая из построенных ветвей является в D аналитической функ-

цией.  

 

Показательная функция и логарифм 

Показательную функцию ze  определим для любого комплекс-

ного числа iyxz   соотношением  

)sin(cos yiyeeew xiyxz  
                                                       (2) 

Покажем, что так определенная функция: 

1) Для действительных xz  совпадает с обычной функцией. 

Это непосредственно следует из (2), если положить в ней 0y . 

2) Определенная функция является всюду аналитической.  

Для этого проверим справедливость условий Коши-Римана. Имеем 

yeyxu x cos),(   , yeyxv x sin),(  . Тогда ye
x

u x cos



, 

ye
y

v x cos



, ye

y

u x sin



, ye

x

v x sin



. Следовательно, 

y

v

x

u









, 

x

v

y

u









 и условия Коши-Римана выполнены. 

3) Сохраняется обычная формула дифференцирования 
zz ee )( .  
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Используем независимость производной от направления, вычис-

лим   

zxxz eyiyeyiye
x

e 



 )sin(cos)sin(cos)( . 

4) Сохраняется основное свойство показательной функции (тео-

рема сложения): 2121
zzzz

eee 


 . 

Действительно, пусть 
111

iyxz  , 
222

iyxz  , тогда  

 )sin(cos)sin(cos
2211

2121 yiyeyiyeee
xxzz

 

  2121 )sin()cos(
2121

zzxx
eyyiyyee


  . 

5) z C  0ze  так как 0 xz ee   x R. 

6) Функция ze  периодическая с чисто мнимым основным перио-

дом i2 .  

Действительно, для любого целого числа k имеем  
zkizkiz eeee 

   22
 ибо по формуле Эйлера 12 kie  . 

С другой стороны, если 21
zz

ee  , 
111

iyxz  , 
222

iyxz  , то 

из определения (2) имеем 21
xx

ee  , 
21

coscos yy  , 
21

sinsin yy  , откуда 

следует, что 
21

xx  , kyy 2
21
 или kizz 2

12
 , k Z. 

Ввиду свойства периодичности изучение функции ze  на комплексной 

плоскости сводится к изучению ее в полосе 20  y  (рис. 5). 
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Отображение (2) однолистно в этой полосе: из равенства 

21
zz

ee   следует kizz 2
12
 , а полоса не содержит ни одной пары 

точек, связанных этим соотношением. Введем в плоскости w полярные 

координаты, положив  ie , тогда xe , y . Следовательно, 

отображение (2) преобразует прямые 
0

yy   в лучи 
0

y , а отрезки 

0
xx , 20  y  в окружности 0

x

e . Полоса 20  y  преоб-

разуется при этом в плоскость w с разрезом вдоль положительной по-

луоси, половина этой полосы  y0 преобразуется в верхнюю по-

луплоскость. Полосы hz Im0  преобразуются в углы hw arg0

. 

Пусть 0z . Найдем все решения уравнения zew  . Пусть 

ivuw  , 
ziezz arg , тогда 

ziivu ezee arg , откуда zeu  , 

nzv 2arg  , n Z. Тогда  iArgzznzizw ln)2(argln   

бесконечное множество решений. Весь набор решений обозначается 

iArgzzLnz  ln . Эта функция является многозначной. Главным 

значением называется то значение, которое получается при 0n . Оно 

обозначается zizz arglnln  . Очевидно, что nizLnz 2ln  , 

n Z. 

Справедливы следующие соотношения: 2121
)( LnzLnzzzLn  , 

21

2

1 LnzLnz
z

z
Ln  . 

В любой области D, которая не содержит замкнутых кривых, об-

ходящих точку 0z , можно выделить бесчисленное множество не-

прерывных и однозначных ветвей многозначной функции Lnzw , 

значения которых в каждой фиксированной точке отличаются друг от 

друга слагаемыми ni2 . Каждая такая ветвь zln будет осуществлять 

взаимно однозначное отображение D и, следовательно, по теореме о 
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производной обратной функции будет обладать производной 

zee
z

z

zw

w

11

)(

1
)(ln

ln

ln








. 

Заметим, что производная одна и та же для всех ветвей. Таким образом, 

все ветви Lnzw  будут аналитическими функциями. 

Общая степенная функция azw , где   ia  произволь-

ное комплексное число, определяется соотношением zaa ez ln . 

Полагая здесь 
irez  , получим )2(ln kirLnz   , следова-

тельно, 
)ln)2(()2(ln))2()(ln( rkikrkiria eeez  





  

k Z. 

Отсюда видно, что при 0  функция azw всегда имеет бесконечно 

много значений, лежащих (при фиксированных z и a) на окружностях 

k
w   с радиусами kr

k
ee  2ln   , k Z, образующими геомет-

рическую бесконечную в обе стороны прогрессию со знаменателем 

2e . Аргументы этих значений  kr
k

2ln   образуют 

также бесконечную в обе стороны арифметическую прогрессию с раз-

ностью 2 .  

При 0 , то есть при действительных  , значения az  располага-

ются на окружности 
ar eew  ln

, а их аргументы суть 

kaa
k

 2  (*). Если 
q

p
a Q (считаем дробь 

q

p
 несократимой), 

то все значения 
k

  отличаются от q из этих значений на целое кратное 

2 . Следовательно, в этом случае функция 
azw конечнозначна и 

совпадает с функцией 
q p

z . Если a  число иррациональное, то среди 

значений 
k

 в формуле (*) нет отличающихся на целое кратное 2 , 

следовательно, функция azw  бесконечнозначна.  

 Наряду с общей степенной функцией можно рассматривать об-

щую показательную функцию 
ziArgaazzLnaz eeea 

ln
. 
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Тригонометрические функции. Обратные тригонометрические 

функции. Гиперболические функции 

 

По формуле Эйлера для действительного переменного x имеем 

xixeix sincos  , xixe ix sincos  . Отсюда 
2

cos
ixix ee

x


  , 

i

ee
x

ixix

2
sin


 . Примем по определению для любого комплексного 

числа z, что  
2

cos
iziz ee

z


 , 
i

ee
z

iziz

2
sin


 . Так определенные 

функции обладают свойствами: 

1. для действительных z=x совпадают соответственно с обычным 

синусом и косинусом; 

2. всюду аналитичны  и zz sin)(cos  , zz cos)(sin  ; 

3. периодичны с действительным периодом 2 , так как  

z
eeee

z
izizzizi

cos
22

)2cos(
)2()2(








 

 , поскольку 

12 ie 
; 

4. функция zcos  четная, zsin  нечетная; 

5. Подчиняются обычным тригонометрическим соотношениям: 

1cossin 22  zz , zzz cossin22sin  ,  

212121
sinsincoscos)cos( zzzzzz  . 

 Выведем, например, последнюю формулу: 































i

ee

i

ee
zz

eeee
zz

iziziziz

iziziziz

22
sinsin

22
coscos

2211

2211

21

21

. 

Вычтем из первого равенства второе, получим 

)cos(
4

22
21

)()(
2121

zz
ee

zzizzi






. 
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Функции ztg  и zctg  определяются формулами: 

iziz

iziz

ee

ee
i

z

z
ztg










cos

sin
, 

iziz

iziz

ee

ee
i

z

z
zctg










sin

cos
. 

Решим уравнение: zwcos , 

z
ee iwiw


 

2
, 0122  iwiw zee , 12  zzeiw

, 

)1( 2  zzLniw , )1( 2  zzLniw . 

Аналогично можно найти решение уравнения zwsin ,  

z
i

ee iwiw


 

2
, 0122  iwiw izee , 

21 zizeiw  , 

)1( 2zizLniw  , )1( 2zizLniw  . 

Все эти функции многозначны, главные значения обратных три-

гонометрических функций получаются, если брать главные значения 

соответствующих логарифмических функций. 

 Гиперболические функции в комплексной плоскости определя-

ются равенствами:  

2

zz ee
zch


 , 

2

zz ee
zsh


 , 

zch

zsh
zth  , 

zsh

zch
zcth  . 

Они весьма просто выражаются через тригонометрические функции:  

izizsh sin                                izishz sin  

izzch cos                                    izchz cos  

iztgizth                                     izthiztg   

izctgizcth                                 izcthizctg   

 

4. ИНТЕГРИРОВАНИЕ  ФУНКЦИЙ КОМПЛЕКСНОГО  

ПЕРЕМЕННОГО 

 

Пусть задана некоторая ориентированная кривая С и на ней функ-

ция комплексного переменного )(zf . Рассмотрим разбиение кривой С 

точками bzzaz
n
 

10
, где a и b – концы кривой С. Пусть точки 

],[ 1 iii
zz  , ni ,1 ,  1 iii

zzz . 
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Определение. Если С – кусочно гладкая кривая, а )(zf  –  кусочно-не-

прерывная и ограниченная функция, то 
с

dzzf )(  всегда существует. 

Доказательство. Положим ),(),()( yxivyxuzf  , iii
iyxz  , 

1 iii
xxx , 1 iii

yyy , iii
i  , 

iii uu ),(  , 
iii vv ),(  , полу-

чаем  






n

i
iiii

n

i
iiiii

n

i
i

xvyuiyvxuzf
111

)()()( .                                 (3) 

Суммы в правой части (3) являются интегральными суммами для 

соответствующих криволинейных интегралов. В условиях теоремы эти 

интегралы существуют и, следовательно, существует  

  

с с

vdxudyivdyudx

с

dzzf )( .                                                          (4) 

Теорема доказана. 

С помощью формулы (4) вычисление интеграла от функции ком-

плексного переменного сводится к вычислению действительных инте-

гралов.  

 Производная и интеграл от комплексной функции действитель-

ного переменного )()()( tivtutw   представляются следующими ли-

нейными комбинациями: 

)()()( tvitutw  , 

dttvidttudttw  













)()()( . 

Пусть )()()( tiytxtzz   дает параметрическое представление 

кривой С, причем az )( , bz )( , тогда по формуле (4) сведем вы-

числение интеграла от )(zf  вдоль кривой С к вычислению интеграла 

от комплексной функции действительного переменного 

dttztzf

с

dzzf )())(()( 





. 
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Из формулы (4) вытекает также, что на интегралы от функций 

комплексного переменного распространяются обычные свойства кри-

волинейных интегралов: 

 

с с

dzzgbdzzfa

с

dzzbgzaf )()())()(( ; 

 


2121

)()()(

CC

dzzf

с

dzzf

с

dzzf ; 






с

dzzf

с

dzzf )()( ,  

где a и b – комплексные постоянные, 
21

CС кривая, состоящая из 

кривых 
1

С  и 
2

C , С кривая, совпадающая с С, но проходимая в про-

тивоположном направлении.  

Пусть )(max MfM   на кривой С, l – длина С, тогда  

lMdzzfdzzf

CC

  )()(                                                                      (5) 

Доказательство.  





n

i i

n

i ii

n

i

ii
zMzfzf

11

1

)()(  , где 



n

i i
z

1

длина ломаной 
n

zzz 
10

, вписанной в кривую С, и в пределе при 

0max 
i

z  получаем (5). 

Пример. Вычислить  

с

dzzi )21(  по линиям, соединяющим точки 

0
1
z  и iz 1

2
 

1) по прямой; 

2) по параболе 2xy  ; 

3) по ломаной 
321

zzz , где 1
3
z  (рис. 6). 
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Решение. 1) Уравнение прямой, соединяющей точки 0

1
z  и iz 1

2
, 

имеет вид xy  , 10  x , тогда dxdy  . Имеем  

 

1

0

)1)(221()))((21( dxiixxi

с

idydxiyxi  

)1(2)11)(1(
2

)22()1()1(

1

0

2















 iiii

x
ixii . 

2) Если 2xy  , 10  x , то xdxdy 2 . Тогда  

  















1

0

32
1

0

2 42)42(1)21()(21 dxxixxiidxixixxi  

2
3

4
1

3

2
21

3

2

2
)42()1(

1

0

4
32

















ii
iix

ixx
ixi . 

3) Ломаная 
321

zzz  состоит из двух отрезков 10,0:
31

 xyzz , 

0dy  и 10,1:
23

 yxzz , 0dx . Тогда имеем  
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2331

)21()21()21(

zz

dzzi

zz

dzzi

с

dzzi   

 

1

0

1

0

))1(21()21( idyiyidxxi

    2)1(11)1()1(
1

0

2
1

0

2  iiiiiyyiixxi . 

 В общем случае интеграл 
с

dzzf )(  зависит как от подынтеграль-

ной функции, так и от кривой С. Условия независимости интеграла от 

пути интегрирования дает следующая теорема. 

Теорема 4.1. (О. Коши, 1825) Если функция )(zf  аналитическая в од-

носвязной области D, то для всех кривых С, лежащих в этой области и 

имеющих общие концы, интеграл 
с

dzzf )(  имеет одно и то же значе-

ние. 

Доказательство. Докажем эту теорему в дополнительном предположе-

нии непрерывности )(zf  . Пусть ),(),()( yxivyxuzf  .  

В силу соотношения   

с с

vdxudyivdyudx

с

dzzf )(  вопрос о неза-

висимости интеграла 
с

dzzf )(  от пути интегрирования сводится к во-

просу о независимости от пути интегрирования криволинейных инте-

гралов  

с

vdyudx  и  

с

vdxudy .                                                                         (6) 

В односвязной области для независимости от пути  

с

QdyPdx , где 

),( yxP  и ),( yxQ  функции, имеющие непрерывные частные производ-

ные, необходимо и достаточно, чтобы в этой области 
x

Q

y

P









. Для ин-

тегралов из (6) эти соотношения имеют вид  
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x

v

y

u









, 

y

v

x

u









.                                      (7) 

Непрерывность частных производных вытекает из предположения о 

непрерывности )(zf  . Уравнения (7) совпадают с условиями Коши-Ри-

мана и удовлетворяются, так как )(zf  аналитическая функция. Тео-

рема доказана.  

Основываясь на этой теореме, можно доказать ряд предположений, 

аналогичных обычным предположениям интегрального исчисления.  

Теорема 4.2. Если функция )(zf  аналитическая в односвязной области 

D, то  

z

z

zFdf

0

)()(  , рассматриваемый в зависимости от своего верх-

него предела, также является аналитической в D функцией, причем 

)()( zfzF  . 

Доказательство. По определению производной и свойствам интеграла 

имеем  






























 




zz

z

z

z
zz

dfdf
zz

zFzzF
zF

0 0

00

)()(
1

lim
)()(

lim)(   




 


zz

zz

df
z

 )(
1

lim
0

. 

В силу непрерывности )(zf  в точке z , которая является следствием ее 

аналитичности, можно написать )()()(   zff , где 0)(   при 

z . Тогда 
















 
 







zz

z

zz

z
z

ddzf
z

zF  )()(
1

lim)(
0

. Далее  

zzfdzfdzf
zz

z

zz

z

 


)()()(  , а zd

zz

z





)(max)(  . Путь инте-

грирования от z до zz   можно считать по теореме 4.1. прямолиней-

ным, поэтому его длина равна z . Таким образом, )()( zfzF  . Тео-

рема доказана. 
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Определение. Функция )(zF , производная которой равна заданной 

функции )(zf , называется первообразной этой функции. 

Теорема 4.2. утверждает, что интеграл от )(zf , рассматриваемый как 

функция своего верхнего предела, является одной из первообразных 

функции )(zf .  

Теорема 4.3. Любые две первообразные одной и той же функции отли-

чаются друг от друга не более, чем на постоянное слагаемое. 

Доказательство. Пусть )(
1

zF  и )(
2

zF  две первообразные функции 

)(zf  и ),(),()()()(
21

yxivyxuzFzFz  . По формуле для производ-

ной имеем 0)( 




















y

u
i

y

v

x

v
i

x

u
z , так как по условию 

0)()()()()(
21

  zfzfzFzFz . Отсюда следует, что 0









y

v

x

u
,

0









y

u

x

v
, следовательно, функции ),( yxu  и ),( yxv  постоянны. Тео-

рема доказана. 

Теорема 4.4. Если )(zF  произвольная первообразная аналитической  

функции )(zf , то )()()(
0

0

zFzFdf

z

z

  . 

Доказательство. По теореме 4.2. функция 

z

z

dfzF

0

1 )()(   является од-

ной из первообразных для )(zf , функция )(zF  по условию также пер-

вообразная, следовательно, по теореме 4.3. CzFdf

z

z

 )()(

0

 . Пола-

гая здесь 
0

zz  , получим 0)(
0

СzF , )(
0

zFС  , что и дает искомую 

формулу. Теорема доказана. 

Теорему 4.1. можно сформулировать в следующем виде: 
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Теорема 4.5. Если функция )(zf  аналитическая в односвязной области 

D, то ее интеграл вдоль любого замкнутого контура С , лежащего в D, 

равен 0.  

Доказательство. Доказательство основывается на том, что замкнутый 

контур С  можно разложить на два контура 
1

С  и 
2

С  с общим началом 

и концом (рис. 7).  

 
По свойствам интегралов имеем 

 



2121

)()()()()(

с

dzzf

с

dzzf

с

dzzf

с

dzzf

с

dzzf , следовательно, ра-

венство нулю интеграла вдоль замкнутой кривой С равносильно равен-

ству между собой интегралов вдоль 
1

С  и 
2

С . Теорема доказана. 

Теорема 4.6. Если функция )(zf  аналитическая в односвязной области 

D и непрерывна в замкнутой области D , то интеграл от )(zf , взятый 

вдоль границы D  этой области, равен нулю: 0)( 
D

dzzf . 

Для многосвязных областей теорема Коши, вообще говоря, не верна. 

Например функция 
z

zf
1

)(   является аналитической в кольце  

2
2

1
 z , но интегралы от -1 до 1 вдоль верхней и нижней половины 

окружности 1z  отличаются друг от друга. Действительно, вдоль 

верхней полуокружности 
1

С , где iez  ,  0 , имеем 
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i

с

d
e

ie

z

dz
i

i

 

1

0

, а вдоль нижней полуокружности 
2

С , где iez  , 

0  , имеем 







i

с

d
e

ie

z

dz
i

i

 


2

0

. 

Пусть функция )(zf  аналитическая в многосвязной области D, ограни-

ченной кривыми 
n

ССС ,,,
10
  и непрерывна в замыкании D . Проведем 

разрезы 
n
 ,,

1
 , обращающие область D в односвязную область *D

(рис. 8). 

 
  

Обозначим через *D  границу этой области – кривую, состоящую из 

участков кривых 
n

ССС ,,,
10
  и кривых 

n
 ,,

1
 , причем последние 

проходятся дважды в противоположных направлениях. Функция )(zf  



 36 

аналитическая в односвязной области *D  и непрерывна в *D , следо-

вательно, по теореме 4.5. и свойствам интегралов получаем  

0)()()(

1
0

*

  


n

k
k

ССD

dzzfdzzfdzzf .                                              (8) 

Интегралы вдоль 
n
 ,,

1
 взаимно уничтожаются, а остальная часть 

*D  совпадает с 


n

k

к
С

0

. При этом мы должны считать, что кривые 

n
ССС ,,,

10
  проходятся так, чтобы область D оставалась все время с 

одной стороны. Таким образом, теорема Коши для областей любой 

связности справедлива в следующей форме: 

Теорема 4.7. Если функция )(zf  аналитическая в области D и непре-

рывна в замыкании D , то интеграл вдоль границы этой области, про-

ходимой так, что область D все время остается с одной стороны, равен 

0.  

 

5. ИНТЕГРАЛЬНАЯ ФОРМУЛА КОШИ И ФОРМУЛА КОШИ 

ДЛЯ ПРОИЗВОДНЫХ 

 

Теорема 5.1. Пусть функция )(zf  аналитическая в n-связной области 

D и непрерывна в замыкании D . Тогда для любой внутренней точки 
0

z  

этой области имеет место формула Коши: 




C

zz

dzzf

i
zf

0

0

)(

2

1
)(


, 

где С – граница области D, проходимая так, что область D остается все 

время слева. 

Доказательство. Выбросим из области D кружок радиуса r с центром 

0
z  и заметим, что полученной (n+1)-связной области *D  числитель и 

знаменатель подынтегральной функции являются аналитическими от-

носительно переменной z , причем знаменатель не обращается в нуль 

(рис. 9).  
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Следовательно, подынтегральная функция будет аналитической отно-

сительно z  в области *D . Так как она непрерывна в *D , то формуле 

(8) имеем 0
)()(

00










r

zz

dzzf

zz

dzzf

С 

, где 

r
  проходится по часовой 

стрелке. Отсюда 





r
С

zz

dzzf

zz

dzzf


00

)()(
,                                                   (9) 

где 
r

  проходится против часовой стрелки. На окружности 
r

 имеем 

irezz 
0

, поэтому  

)(
2

)(

2

)()(

2

1
0

2

0

0

2

0

0

0

zf
zf

d
re

rie

i

zf

zz

dzzf

i i

i

r




















.                               (10) 

На основании формул (9) и (10) имеем  

dz
zz

zfzf

i
zf

zz

dzzf

i

r
С











0

0
0

0

)()(

2

1
)(

)(

2

1
.                                               (11) 
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Оценим модуль  этой разности  

)()(max
2

)()(max
2
1)()(

2

1
00

0

0 zfzf
r

r
zfzfdz

zz

zfzf

i rr

r













. 

Функция )(zf  аналитическая, поэтому непрерывна в точке 
0

z , 

следовательно, 0 0)(    такое, что  
0

: zzz

 )()(
0

zfzf . 

Выберем r , тогда 


 )()(max 0zfzf
r

. Отсюда видно, что эта 

разность при уменьшении r  может быть сделана сколь угодно малой. 

С другой стороны, левая часть (11) не зависит от r . Следовательно, 

рассматриваемая разность равна нулю. Теорема доказана. 

По определению, аналитическая функция – это функция ком-

плексного переменного, обладающая производной каждой точке неко-

торой области D. Покажем, что из аналитичности функции автомати-

чески вытекает существование и аналитичность всех ее последователь-

ных производных.  

Теорема 5.2. Пусть функция )(zf  аналитическая в области D и непре-

рывна в замыкании D . Тогда она обладает в каждой  внутренней точке 

0
z  этой области производными всех порядков, причем n-ая производ-

ная равна:  


C

n

n

zz

dzzf

i

n
zf

1

0

0
)(

)(

2

!
)(


, где С – граница области D. 

Доказательство. Пусть 
0

z  произвольная внутренняя точка области D. 

По определению производной и формуле Коши, которую применяем 

для точек 
0

z  и zz 
0

, имеем 
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Очевидно, что при 0z  функция 
zzz 

0

1
 равномерно для всех z 

на кривой С стремится к 

0

1

zz
 и, следовательно, предел существует, 

причем 




C

zz

dzzf

i
zf

2

0

0
)(

)(

2

1
)(


. Для n=1 теорема доказана. Предполагая 

ее верной для какого-либо n-1, можно доказать ее справедливость и для 

n. Теорема доказана. 

Примеры. 1. Пользуясь интегральной формулой Коши, вычислить 




C

z

zz

dze

62

2

, если: 1) 12: zС ;  2) ; 32: zС ; 3) 52: zС . 

Решение. 1) В замкнутой области, ограниченной окружностью  

12 z , подынтегральная функция 
zz

e z

62

2


  является аналитической, 

поэтому 0
62

2





C

z

zz

dze
. 

2) Внутри круга, ограниченного окружностью 32 z , находится 

точка z=0, в которой знаменатель обращается в нуль. Тогда по инте-

гральной формуле Коши имеем 

36
26

)6(
03232

2

2

2

i

z

e
dz

z

z

e

zz

dze

z

z

z

z

z

z

i


 







 . 

3) В область, ограниченную окружностью 52 z , попадают две 

точки z=0 и z=6.  

1-й способ. Разложим подынтегральную дробь на сумму простейших 

дробей методом неопределенных коэффициентов: 
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)6(

)6(

6)6(

1









 zz

BzzA

z

B

z

A

zz
, тогда 1)6(  BzzA , при z=0 нахо-

дим 16  A , 
6

1
A . При z=6 находим 16 B , 

6

1
B . Тогда  
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z

z

z

z

z 
. 

2-й способ. Обозначим через 
1
  окружность с центром в точке z=0, че-

рез 
2
  маленькую окружность с центром в точке z=6, так, чтобы они 

лежали внутри круга, ограниченного окружностью 52 z  и не пере-

секаются (рис. 10).  
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2. Пользуясь формулой Коши для производных, вычислить 





11

22 )1(

sin

z

z

zdz
. 

Решение. Внутрь круга 11 z  попадает одна точка z=1, поэтому 
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)1(

)1(2sin)1(cos
2
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z

zzz
i

z
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.
2

2i
  

 

6. РАВНОМЕРНАЯ СХОДИМОСТЬ.  

ПРЕДСТАВЛЕНИЕ АНАЛИТИЧЕСКИХ ФУНКЦИЙ РЯДАМИ 

 

Определение. Последовательность функций )(
1

zf , )(
2

zf ,…, )(zf
n

,… 

называется равномерно сходящейся к функции )(zf  в области D (или 

на кривой C), если 0 0)(  N  такой, что Nn ,  Dz

 )()( zfzf
n

. 

Теорема 6.1. Предел )(zf  последовательности непрерывных функций 

)(
1

zf , )(
2

zf ,…, )(zf
n

,…, равномерно сходящейся в некоторой области 

D, также является непрерывной функцией. 

Доказательство. Пусть 
0

z произвольная точка области D. В силу рав-

номерной сходимости 0 0)(  N  такой, что Nn ,  Dz

3
)()(


 zfzf

n
. В силу непрерывности )(zf

n
 в точке 

0
z  имеем 

0)(    такое, что  
0

: zzDz
3

)()(
0


 zfzf

nn
. Тогда  

 )()()()()()()()(
0000

zfzfzfzfzfzfzfzf
nnnn

, а это и 

означает непрерывность функции )(zf  в точке 
0

z . Теорема доказана. 
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Теорема 6.2. Если последовательность непрерывных функций )(
1

zf ,

)(
2

zf ,…, )(zf
n

,… на кривой C сходится равномерно к )(zf , то 






c

dzzf

c

dzzf
nn

)(lim)(lim .                                                                    (12) 

Доказательство. В силу равномерной сходимости 0 0)(  N  та-

кой, что Nn ,  Сz
l

zfzf
n


 )()( , где l – длина кривой C. Для 

таких n имеем   


  l
l

c

dzzfzf

c

dzzf

c

dzzf
nn

)()()()( , а это и 

означает справедливость соотношения (12). 

Теорема 6.2. дает возможность переходить к пределу под знаком инте-

грала в случае равномерной сходимости функций. 

Определение. Функциональный ряд 


 0

)(

n

n
zf  называется равномерно 

сходящимся в области D (или на кривой C), если его последователь-

ность частичных )()(
00

zfzS  , )()()(
101

zfzfzS  ,…,

)()()()(
10

zfzfzfzS
nn

  ,… сходится равномерно в этой области  

(на этой кривой). 

Теорема 6.3. (признак Вейерштрасса) 

Если функциональный ряд 


 0

)(

n

n
zf  в области D мажорируется некото-

рым сходящимся числовым рядом 


 0n

n
a ,  то есть  Dz

nn
azf )( , 

то данный функциональный ряд сходится равномерно в области D. 

Доказательство. По известной теореме сравнения данный ряд сходится 

в любой точке Dz . Обозначим его сумму через )(zS . Для любого n 

остаток ряда )()()( zSzSzr
nn

  удовлетворяет условию: 

  
 2121

)()()(
nnnnn

aazfzfzr                                     (13) 

Справа стоит остаток сходящегося числового ряда, стремящийся к 

нулю при n . Следовательно, 0 0)(  N  такой, что Nn  
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n

r , тогда в силу (13) Dz Nn  )()( zSzS
n

. Это и 

означает равномерную сходимость данного ряда. Теорема доказана.  

Из теорем 6.1 и 6.2 следует, что сумма равномерно сходящегося ряда, 

составленного из непрерывных функций, непрерывна, и что такой ряд 

можно почленно интегрировать, то есть справедливо соотношение: 

dzzfdzzf

n С C n

nn
)()(

0 0

   








 . 

 

Ряды Тейлора 

Начнем с обобщения на функции комплексного переменного из-

вестной из анализа формулы Тейлора и на его основе докажем, что вся-

кая аналитическая в точке функция представляется в окрестности этой 

точки в виде суммы степенного ряда.  

 Воспользуемся формулой для суммы членов геометрической 

прогрессии: 
q

q
qqq

n
n








1

1
1

1
2  , или 

q

q
qqq

q

n
n








1
1

1

1 1
2  .                                                          (14) 

Формула справедлива и для комплексных q.  

Зафиксируем некоторую точку 
0

z из области D аналитичности функ-

ции )(zf  и по формуле (14) напишем: 
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zzz

zz

z

zz

z 




 . 

Умножим обе части последнего равенства на )(
2

1



f

i
  и проинтегри-

руем его по   вдоль некоторого замкнутого контура C, лежащего в D 
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и содержащего точки z и 
0

z . Пользуясь интегральной формулой Коши 

и формулой Коши для производных, получим классическую формулу 

Тейлора: 

 
n

n

n

Rzz
n

zf
zz

zf
zfzf 


 )(

!

)(
)(

!1

)(
)(

0

0

)(

0

0

0
 ,  

где остаточный член имеет вид  








C

n

n

n
zz

f

i

zz
R

1

0

1

0

))((

)(

2

)(






.  (15) 

Возникает вопрос, при каких условиях 0
n

R  при n  или, что тоже 

самое, при каких условиях функция )(zf  представима своим рядом 

Тейлора в точке 
0

z , то есть 






0

0

0

)(

)(
!

)(
)(

n

n

n

zz
n

zf
zf .                    (16) 

Ответ на этот вопрос дает  

Теорема 6.4. (О. Коши, 1831) Функция )(zf  представима своим рядом 

Тейлора (16) в любом открытом круге с центром в точке 
0

z , в котором 

она аналитична. Во всякой замкнутой области, принадлежащей этому 

кругу, ряд Тейлора сходится равномерно. 

Доказательство. Обозначим через R радиус круга аналитичности функ-

ции )(zf ( с центром в точке 
0

z ) и рассмотрим произвольное число R ,  

RR 0  и круг Rkzz 
0

, где 1k  произвольное положительное 

число. Пусть z – любая точка последнего круга и С – окружность 

Rz 
0

 . Имеем Rkzz 
0

, Rz 
0

 . Следовательно,  

RkRkRzzzz  )1(
00

   и формула (15) дает  

k

kM

Rk

RMRk
R

n

n

nn

n 


















1))(1(

2

2

)( 1

2

11 


, где )(max

0

zfM
Rzz 

 . 

(Функция )(zf  аналитическая в этом круге, следовательно, ограни-

чена). Так как 1k , то отсюда видно, что 0
n

R  при n , причем 
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оценка 
n

R  не зависит от z. Таким образом, в любом круге Rkzz 
0

, 

где 10  k , ряд Тейлора сходится равномерно.  

Произвольную замкнутую область, лежащую в круге аналитичности 

функции )(zf , можно погрузить в некоторый круг Rkzz 
0

, где 

10  k , RR 0 , следовательно, и в такой области ряд сходится рав-

номерно. Теорема доказана. 

Приведем тейлоровские разложения основных элементарных функ-

ций: 

zсходятся

n

z

n

zzz
chz

n

z

n

zzz
zshz

n

z

n

zzz
z

n

z

n
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)!12(
)1(

!5!3
sin

!!!2!1
1
















 

1

11
32

)1()1(
32

)1ln(
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zzz
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n
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mzz

n
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0
!

)1()1(

n

n

n

znmmm 
. 

Два последних разложения сходятся для 1z  и написаны для тех од-

нозначных ветвей, которые равны соответственно 0 и 1 при 1z . 
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Степенные ряды 

Теорема 6.5. Если ряд 


 0

)(

n

n
zf , составленный из функций, аналитиче-

ских в односвязной области D, сходится равномерно в этой этой обла-

сти, то его сумма также является функцией, аналитической в области 

D. 

Теорема 6.6. Произвольный ряд 


 0

)(

n

n
zf , составленный из функций, 

аналитических в области D и непрерывных в D , равномерно сходя-

щийся в D , можно почленно дифференцировать в D любое число раз. 

Доказательство. Пусть   произвольная точка границы С области D, z 

– произвольная внутренняя точка этой области. Так как разность z  

при фиксированном z ограничена снизу по модулю положительным 

числом, то 





0

1)(

)(

n

k

n

z

f




, где k – произвольное натуральное число, схо-

дится равномерно относительно   на С. Следовательно, его можно 

почленно интегрировать вдоль С, и, значит, сходится ряд 

 












0

)(

0

1
)(

)(

)(

2

!

n

k

n

n C

k

n zfd
z

f

i

k







.                                                        (17) 

Здесь для каждого члена использована формула Коши для производ-

ных. Нужно доказать, что сумма ряда (17) является k-ой производной 

суммы )(zS ряда 


 0

)(

n

n
zf . Но в силу равномерной сходимости левую 

часть (17) можно записать в виде  

)(
)(

)(
2

!

)(

)(

2
! )(

11
0 zSd

z

zS
i

k
d

z

f

i
k k

C
k

C
k

n

n









 



 








. 

Здесь снова использована формула Коши для производных. Теорема 

доказана. 
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Теорема 6.7. (Н. Абель, 1826) 

Если степенной ряд 






0

0
)(

n

n

n
zza  сходится в точке 

1
z , то он сходится 

и в любой точке z, расположенной ближе к центру 
0

z , чем 
1

z , причем в 

любом круге 
010

zzkzz  , где 0<k<1, сходимость ряда равномерна.  

Доказательство. Пусть z – произвольная точка последнего круга. Пред-

ставим n-ый член ряда в виде 

n

n

n

n

n zz

zz
zzazza






















01

0

010
)()( . 

В силу сходимости ряда в точке 
1

z , его общий член стремится к нулю, 

следовательно, ограничен в этой точке, то есть nn

n
kMzza  )(

0
, 

0<k<1. Отсюда вытекает равномерная сходимость ряда в круге 

010
zzkzz  . Так как число k может быть взято сколь угодно близ-

ким к 1, то тем самым доказана сходимость ряда в любой точке круга 

010
zzzz  . Теорема доказана. 

Из теоремы Абеля вытекает, что областью сходимости степенного 

ряда 






0

0
)(

n

n

n
zza  является открытый круг с центром в точке 

0
z (ко-

торый  может вырождаться в точку или заполнять всю плоскость) и 

еще, быть может, некоторые точки на границе круга. Радиус этого 

круга называется радиусом сходимости степенного ряда. 

Теорема 6.8. Сумма любого степенного ряда в круге его сходимости 

является аналитической функцией. 

Доказательство. Пусть Rzz 
0

 будет кругом сходимости степен-

ного ряда. В любом круге kRzz 
0

, где 0<k<1, по теореме Абеля 

сходимость равномерна, а так как члены ряда  n

n
zza )(

0
 аналитиче-
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ские функции, то по теореме Вейерштрасса его сумма будет анали-

тической функцией в этом круге. Так как любая внутренняя точка z 

круга сходимости может быть погружена в некоторый круг 

kRzz 
0

, где 0<k<1, то тем самым доказана аналитичность суммы 

ряда во всем круге его сходимости. Теорема доказана.  

Теорема 6.9. Любой степенной ряд является рядом Тейлора своей 

суммы. 

Доказательство. Пусть в некотором круге 






0

0
)()(

n

n

n
zzazf .     (18) 

Полагая 
0

zz  , получим nazf )( . Дифференцируем ряд (18) 

почленно: 

 2
03021 )(3)(2)( zzazzaazf  , 

 2
04032 )(34)(232)( zzazzaazf , 

… 




)()!1(!)(
01

)( zzananzf
nn

n . 

Полагая здесь 
0

zz  , получим 
10

)( azf  , 
20

!2)( azf  , …, 

n
n anzf !)(

0

)(  . Таким образом, 
!

)(
0

)(

n

zf
a

n

n   и ряд (18) является рядом 

Тейлора функции )(zf . Теорема доказана. 

 

Нули аналитической функции 

Определение. Точка 
0

z называется нулем аналитической функции 

 )(zf , если 0)(
0
zf .  

Теорема 6.10. Пусть )(zf  аналитическая в области D функция и Dz 
0

 

- нуль функции. Тогда в некоторой окрестности точки 
0

z  имеем 

)()()(
0

zgzzzf k , где )(zg аналитическая функция в этой окрестно-

сти и 0)(
0
zg . Число k называется кратностью нуля. 

Доказательство. Так как )(zf  аналитическая в области D функция, то она 

раскладывается в ряд Тейлора   n

n
zzazzaazf )()()(

0010
, 
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где ряд сходится в некотором круге Rzz 
0

. Далее 0)(
00
 azf , так 

как 
0

z  является нулем функции )(zf . Возможна ситуация, когда 0
1
a

,…, 0
1


k
a , 0

k
a .  

Мы предположили, что 0)( zf . Тогда 

 












 )

0
()()()()(

10

1

010
zzaazzzzazzazf

kk

kk

k

k

k
 

)()(
0

zgzz k . Функция )(zg  есть сумма степенного ряда в круге  

Rzz 
0

, следовательно, будет аналитической в этом круге, 

0)(
0


k

azg . Теорема доказана. 

Следствие. Точка 
0

z  является нулем кратности k, если 0)(
0
zf ,  

0)(
0
 zf , …, 0)(

0

)1(  zf k , 0)(
0

)( zf k . 

Теорема 6.11. Пусть функция )(zf  аналитическая в окрестности сво-

его нуля 
0

z  и не равна тождественно нулю ни в какой его окрестности. 

Тогда существует окрестность точки 
0

z , в которой функция )(zf  не 

имеет других нулей, кроме 
0

z . 

Теорема 6.12. Если )(
1

zf  и )(
2

zf  аналитические в области D функции 

и их значения совпадают на некоторой последовательности точек 
n

z , 

сходящейся к внутренней точке Dz 
0

, то всюду в D )()(
21

zfzf  . 

 

7. РЯДЫ ЛОРАНА. ОСОБЫЕ ТОЧКИ 

 

Определение. Рядом Лорана называется ряд вида 







 




  )(
)(

)( 010

0

1

0

0
zzaa

zz

a

zz

a
zza

n

n

n

n

n
 

 n

n
zza )(

0  

Выясним, где ряд Лорана сходится. Он состоит из двух частей: 
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  n

n
zzazzaa )()(

0010
правильная часть. Это степенной 

ряд, он сходится в круге Rzz 
0

, причем в любом круге меньшего 

радиуса он сходится абсолютно и равномерно, его сумма будет анали-

тической функцией.  









0

1

0
)( zz

a

zz

a

n

n  главная часть ряда Лорана. Если сделать за-

мену 

0

1

zz
w


 , то получим степенной ряд  



n

n
wawawa 2

21

. Он сходится в круге Rw  , причем сходится абсолютно и равно-

мерно в  меньшем круге и его сумма )(wS  будет функцией аналитиче-

ской. Сделаем обратную замену, получим r
R

zz 



1

0
, в области 

rrzz 
10

 ряд сходится равномерно и абсолютно. Сумма 

















0

1

zz
S   

будет аналитической функцией как сложная функция. Таким образом, 

область сходимости ряда Лорана будет не пустой, если Rr   и этой об-

ластью будет кольцо Rzzr 
0

. Возможны случаи, когда 0r . В 

любом кольце RRzzrr 
101

 ряд сходится равномерно и абсо-

лютно, функция 






n

n

n
zzazf )()(

0
 будет аналитической функцией 

внутри кольца.  

Теорема 7.1. (П. Лоран, 1843) 

Пусть функция )(zf  аналитическая в кольце Rzzr 
0

, тогда она 

представима своим рядом своим рядом Лорана 






n

n

n
zzazf )()(

0
, 

где 








0

1

0
)(

)(

2

1

zz

nn
dz

zz

zf
a

i
, Rr   , ,2,1,0 n  

Доказательство. Возьмем любую точку z  из кольца (рис. 11).  
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Тогда по интегральной формуле Коши 





1

)(
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2

1

rz

d
z

f
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.  

По теореме Коши для многосвязных областей  
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. Отсюда 
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Далее, 

0

0000 1

11

)(

11

z

zzzzzzz


















; 1
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0

0 







R
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, по-

этому 
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Подставим полученное выражение в первый интеграл:  

 










10
0

1

0

0

)(

)(
)(

2

1

Rz n

n

n

d
z

zz
f

i








. Так как ряд сходится равномерно, то 

его можно почленно интегрировать, получим: 






0

0
)(

n

n

n
zza , где 
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1

0
)(

)(
2

1

Rz
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z

f
a
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, ,2,1,0n                                             (19) 

Перейдем ко второму интегралу 

0

0000 1

11

)(

11

zz

zzzzzzz













 

. В этом случае 

1

0

2

0

0 







zz

r

zz

z
.  Поэтому 
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11

zz

z

zz
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zzz




, подставим во второй инте-

грал, получим  

 















2020

1

0

1

0
)())((

)(

2

1

2

1

rz n

nn

rz

dzzzfd
z
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1

0
)(

n

n

n
zza , где 






20

1

0
)(

)(

2

1

rz

nn
d

z

f
a

i








.                           

(20) 

Заметим, что 
1

0
)(

)(
 nz

f




 будет функцией аналитической в кольце, по-

этому 






 















020

1

0

1

0
)(

)(

)(

)(

z

n

rz

n
d

z

f
d

z

f
, где Rr   . По-

этому в формулах (19) и (20) интеграл можно брать по окружности 

 
0

z . Теорема доказана. 
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Пример. 1) Разложить функцию 
82

1
)(

2 


zz
zf  в ряд Лорана в 

кольце 421  z . 

Решение. Разложим функцию на сумму простейших дробей методом 

неопределенных коэффициентов: 

)2)(4(

)4()2(

24)2)(4(

1
)(















zz

zBzA

z

B

z

A

zz
zf , 

)4()2(1  zBzA , 

при 2z : B61 , 
6

1
B , 

при 4z : A61  , 
6

1
A .  

Тогда 
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1

6

1

4
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1
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1
)(

zzzz
zf  
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)2(
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4

1

6

1
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2
1)2(

1

4

2
14

1

6

1

n n

n

nn

n

n

zz

z

z
z

z
 

















 
 











 0 0
)2(

2)1(

2

1

4

)2(

4

1

6

1

n n

n

nn

n

n

zz

z
. 

2) Рассмотрим различные разложения в ряд Лорана функции 

2

12
)(

2 




zz

z
zf  приняв 0

0
z . 

Функция )(zf  имеет две особые точки 2
1

z , 1
2
z . Следовательно, 

имеется 3 кольца с центром в точке 0
0
z , в каждом из которых функ-

ция )(zf  аналитична: 

а) круг 1z ; 

б) кольцо 21  z ; 

в)  z2 . 

Решение.  

а) 
122

12
)(

2 










z

B

z

A

zz

z
zf , 
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)2()1(12  zBzAz , 

при 1z : B33 , B1 , 

при 2z : A33  , A1 . 

Тогда 
1

1

2

1
)(







zz
zf . 

а) В круге 1z  имеем 

n

n

n z

zz

































0
2

)1(
2

1

2
12

1

2

1
, 2z     (*) 












0
1

1

1

1

n

nz
zz

, 1z .  (**)  

Поэтому 
n

n

n

n

zzf 




 




















0

1
1

2

)1(
)( , 1z . 

 

б) В кольце 21  z  разложение (*) остается, а ряд (**) расходится, 

поэтому 
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n

nzz

z
zz

  сходится при 1
1


z
,  то есть при 1z . 

Таким образом,  
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в) Для 2z  ряд 




1n
nz  сходится, а ряд (*) расходится, поэтому  
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Особые точки 

Определение. Точка 
0

z  называется изолированной особой точкой 

функции )(zf , если существует окрестность Rzz 
0

0  этой точки, 

в которой функция )(zf  будет аналитической. 

Так как )(zf  будет аналитической в указанной окрестности, то ее 

можно разложить в ряд Лорана  

 





  n

nn

n zzazzaa
zz

a

zz

a
zf )()(

)(
)( 0010

0

1

0

. 

Классификация изолированных особых точек. 

1. Точка 
0

z  называется устранимой особой точкой, если суще-

ствует конечный предел )(lim

0

zf
zz 

. Например, для функции 

z

z
zf

sin
)(   точка 0z  является устранимой особой точкой, так 

как 1
sin

lim
0


 z

z

z

. 

Теорема 7.2. Для того, чтобы точка 
0

z  была устранимой особой точ-

кой функции )(zf  необходимо и достаточно, чтобы разложение

)(zf  в ряд Лорана не содержало главной части. 

Доказательство. Если   n

n
zzazzaazf )()()(

0010
, то 

0
)(lim

0

azf
zz




 и, следовательно, 
0

z устранимая особая точка. 

Обратно, пусть 
0

z  устранимая особая точка функции )(zf . Тогда в 

силу того, что )(lim

0

zf
zz 

 существует и конечен, функция )(zf  ограни-

чена в окрестности точки 
0

z . Пусть Мzf )( . Функция )(zf  предста-

вима в кольце Rzz 
0

0  в виде 






n

n

n
zzazf )()(

0
, где 










0

1

0
)(

)(

2

1

zz

nn
dz

zz

zf
a

i
. Тогда 

n
zzn

M

zz

zf
a

n 












2
)(

1

0 0

max
2

1
, 
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,2,1,0 n . Так как число   можно выбрать сколь угодно малым, то 

ясно, что все коэффициенты с отрицательными индексами равны нулю. 

Теорема доказана. 

Замечание. По существу мы доказали более сильное утверждение: если 

функция )(zf  ограничена в окрестности изолированной особой точки 

0
z , то 

0
z  устранимая особая точка.  

Название «устранимая особая точка» оправдывается тем, что такую 

точку можно устранить, полагая 
00

)(lim)(

0

azfzf
zz




, после этого 

функция )(zf  будет аналитической и в точке 
0

z . 

2. Точка 
0

z  называется полюсом функции )(zf ,  если  




)(lim

0

zf
zz

. 

Теорема 7.3. Для того чтобы точка 
0

z была полюсом функции )(zf  

необходимо и достаточно, чтобы главная часть разложения функции 

)(zf  в ряд Лорана в окрестности точки 
0

z  содержало лишь конечное 

число слагаемых: 














1

0

0

1

0

)(
)(

)(

n

n

nn

n zza
zz

a

zz

a
zf  .        (21) 

При этом номер старшего отрицательного члена разложения называ-

ется порядком полюса. 

Доказательство. Пусть 
0

z  полюс n-го порядка функции )(zf . Тогда 

функция 
)(

1
)(

zf
zg  , 0)(

0
zg  имеет в точке 

0
z нуль n-го порядка и, 

следовательно, в окрестности этой точки представляется в виде 

)()()( 0 zzzzg n  , где )(z аналитическая функция и 0)(
0
z . В 

этой окрестности 
)()(

1

)(

1
)(

0
zzzzg

zf
n

 .                                         (22) 

Но )(z  аналитична в некоторой окрестности Rzz 
0

 точки 
0

z , сле-

довательно, разлагается там в ряд Тейлора 
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n

nn
zzazzaa

z
)()(

)(

1
0001

, где 0
)(

1

0


 z

a
n 

. Под-

ставляя это разложение в (22), получаем требуемое разложение (21), 

справедливое в окрестности Rzz 
0

0 . 

Пусть, обратно, в некоторой окрестности Rzz 
0

0  точки 
0

z  имеет 

месть разложение (21), причем 0
 n

a . Тогда функция 

)()()( 0 zfzzz n  , 
n

az


)(
0

  в круге Rzz 
0

 представляется ря-

дом Тейлора  


n

nn
zzazzaaz )()()(

0001
 , то есть 

аналитична. Так как 0)(lim

0





n

zz

az , то 







n
zzzz zz

z
zf

)(

)(
lim)(lim

000


 и точка 

0
z  является полюсом функции 

)(zf . Функция 
)(

)(

)(

1
)( 0

z

zz

zf
zg

n




  имеет в точке 

0
z  нуль порядка n, 

следовательно, порядок полюса 
0

z  равен n. Теорема доказана. 

3. Точка 
0

z  называется существенно особой точкой  функции 

)(zf ,  если )(lim

0

zf
zz 

 не существует. 

Теорема 7.4. Точка 
0

z  тогда и только тогда является существенно осо-

бой точкой функции )(zf , когда главная часть лорановского разложе-

ния этой функции в окрестности точки 
0

z  содержит бесконечно много 

членов. 

Теорема 7.5. (Сохоцкого) Если 
0

z  существенно особая точка функ-

ции )(zf , то для любого комплексного числа А существует последова-

тельность точек 
0

zz
k
  такая, что Azf

k
k




)(lim . 

Доказательство. Прежде всего, существует последовательность 

0
zz

k
 , для которой )(

k
zf  при k , ибо  в противном случае 

функция )(zf  была бы ограниченной в окрестности 
0

z  и точка 
0

z  была 
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бы устранимой особой точкой. Пусть теперь А – произвольное ком-

плексное число. Имеет место один из двух случаев: 1) в любой окрест-

ности точки 
0

z найдется точка z , в которой Аzf )(  и 2) в некоторой 

окрестности точки 
0

z  функция )(zf  не принимает значения А. Тогда в 

этой окрестности аналитична функция 
Аzf

zg



)(

1
)( . Точка 

0
z  не мо-

жет быть ни полюсом, ни устранимой особой точкой, ибо в противном 

случае существовал бы конечный или бесконечный предел 
















 )(

1
lim)(lim

00

zg
Аzf

zzzz

. Следовательно, точка 
0

z  является суще-

ственно особой точкой функции )(zg  и по доказанному существует по-

следовательность 
0

zz
k
  такая, что 



)(lim
k

k

zg . Для этой последо-

вательности A
zg

Аzf
k

k
k
















 )(

1
lim)(lim . Теорема доказана. 

Примеры. 1) Найти все конечные особые точки функции 

1

sin
)(

23 


zzz

z
zf   и определить их тип. 

Решение. Разложим нули знаменателя, разложив его на множители 
22223 )1)(1()1)(1()1()1(1  zzzzzzzzzz . Следова-

тельно, есть две особые  точки: 1
1
z  и 1

2
z . Найдем  







2
11 )1)(1(

sin
lim)(lim

zz

z
zf

zz

 и 1
1
z  является нулем первого порядка 

знаменателя, следовательно, 1
1
z  является простым полюсом функ-

ции. Аналогично,  







2
11 )1)(1(

sin
lim)(lim

zz

z
zf

zz

 и 1
2

z  является нулем второго по-

рядка знаменателя, следовательно, 1
2

z  является полюсом второго 

порядка функции.  

2) Найти все конечные особые точки функции zezf

1

)(    и определить 

их тип. 
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Решение. Особой точкой является точка 0z . Разложим функцию в 

ряд Лорана в окрестности этой  точки: 


32

1

!3

1

!2

11
1)(

zzz
ezf z . Так как ряд Лорана содержит беско-

нечное число отрицательных степеней, то  0z существенно особая 

точка. 

 

8. ВЫЧЕТЫ ФУНКЦИЙ. ПРИЛОЖЕНИЕ ВЫЧЕТОВ  

К ВЫЧИСЛЕНИЮ ИНТЕГРАЛОВ 
 

Определение. Вычетом функции )(zf  в изолированной особой точке 

0
z  (обозначение )(

0
zfres )  называется число 


dzzf

i
)(

2

1 , где  до-

статочно малая окружность 
0

zz , проходимая в положительном 

направлении.  

Из формул для коэффициентов ряда Лорана при 1n  непосред-

ственно вытекает, что 
10

)()(
2

1


  adzzfzfres

i 
, то есть вычет функ-

ции )(zf  в изолированной особой точке равен коэффициенту при ми-

нус первой степени в лорановском разложении функции )(zf  в окрест-

ности точки 
0

z . 

Отсюда следует, что в устранимой особой  точке вычет функции всегда 

равен нулю.  

 Пусть 
0

z   полюс k-го порядка функции )(zf . Это значит, что 

 





  )(
)(

)( 010

0

1

0

zzaa
zz

a

zz

a
zf

k

k , 0
 k

a , 

  


kk
kk

k zzazzazzaazfzz )()()()()( 00
1

01010 , 














1

)1(

0
)!1()()( akzfzz

k
k , 

)1(

001
)()(lim

)!1(

1
)(

0













 



k

k

zz

zfzz
k

zfresa .                                (23) 
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(Непосредственная подстановка 
0

zz   в выражении производной не-

возможна, так как 
0

z  особая точка функции )(zf ). 

Таким образом, мы доказали теорему: 

Теорема 8.1. Если 
0

z  полюс k-го порядка функции )(zf , то вычет 

функции в этой точке вычисляется по формуле (23). 

Следствие 1. Если 
0

z  полюс 1-го порядка функции )(zf , то 

)()(lim)( 00

0

zfzzzfres k

zz




. 

Следствие 2. Если 
)(

)(
)(

z

z
zf




 , причем )(),( zz   аналитические в неко-

торой в окрестности точки 
0

z , 0)(
0
z , 0)(

0
z , 0)(

0
z  (то есть 


0

z нуль первого порядка ))(z . 

Доказательство. 

)(

)(

)()(

)(
lim)(

)(

)(
lim)(

0

0

0

00

00

z

z

zz

zz

z
zz

z

z
zfres

zzzz 





















. Следствие до-

казано.  

Пример. Найти вычеты функции 
)2()1(

)(
3 


zz

e
zf

z

 в ее особых точ-

ках. 

Решение. Особыми точками функции являются точки 1
1

z  и 2
2
z . 

Найдем  





 )2()1(

lim)(lim
3

11 zz

e
zf

z

zz

 и 1
1

z  является нулем третьего по-

рядка знаменателя, следовательно, 1
1

z  является полюсом третьего 

порядка функции. Тогда  












































 )2(
lim

2

1

)2()1(
)1(lim

!2

1
)1(

1
3

3

1 z

e

zz

e
zfres

z

z

z

z
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4

2

1
2

1 )2(

)2(2)3()2)(13(
lim

2

1

)2(

)12(
lim

2

1

z

zzezze

z

ze zz

z

z

z

 

ez

zzez

z 54

17

)2(

))3(2)2((
lim

2

1
3

2

1









. 

Аналогично,  







2
22 )1)(1(

sin
lim)(lim

zz

z
zf

zz

 и 2
2
z  является нулем первого по-

рядка знаменателя, следовательно, 2
2
z  является простым полюсом. 

Поэтому 
27)2()1(

)2(lim)2(
2

3
2

e

zz

e
zfres

z

z







. 

Теорема 8.2. (о вычетах) 

Пусть функция )(zf  непрерывна на границе С области D и аналитична 

внутри этой области всюду, кроме конечного числа особых точек 
1

а , 

2
а ,…, 

n
а . Тогда, если С обходится в положительном направлении, то 

 



С

n

k

k
afresidzzf

1

)(2)(  .                                                                         (24) 

Доказательство. Доказательство вытекает из теоремы Коши для много-

связных областей. Заключим каждую точку 
k

а  в кружок 
kkk

az  :  

столь малый, что все такие кружки лежат в области D и не пересека-

ются друг с другом (рис. 12).  
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Так как )(zf  аналитична в области *D , ограниченной С и совокупно-

стью окружностей 
k
  и непрерывна в *D , то   

 


С

n

k

k

dzzfdzzf

1

0)()(



, где все 

k
  проходятся против часовой стрелки. Меняя направление 

обхода и пользуясь определением вычета, согласно которому 

 

k

k
afresidzzf



 )(2)( , получаем нужный результат (24). Теорема до-

казана.  

Пример. Вычислить интеграл по теореме Коши о вычетах 
 



4
2

1

z

z

dz
zz

e
. 

Решение. В области 4z  функция 
zz

e
zf

z






2

1
)(  аналитична всюду, 

кроме точек 1
1

z  и 0
2
z . 

Найдем 





 zz

e
zf

z

zz
2

11

1
lim)(lim  и 1

1
z  является нулем первого 

порядка знаменателя, следовательно, 1
1

z  является простым полю-

сом функции. Поэтому 
1

1

1
)1(
1

)1(lim)1( 







 e
zz

e
zfres

z

z

. 
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Найдем 1
1

1
lim

)1(

1
lim)(lim

000










 zzz

e
zf

z

z

zz

 и 0
2
z  является устрани-

мой особой точкой, следовательно, 0)0( fres . Таким образом, 

)1(2
1 1

4
2









 eidz

zz

e

z

z

 . 

 

Интегралы от рациональных функций 

Рассмотрим несобственный интеграл dx

xQ

xP





)(

)(
, где )(),( xQxP

многочлены степеней m и n соответственно, пусть 0)( xQ  и 2mn , 

то есть степень знаменателя по крайней мере на 2 единицы больше сте-

пени числителя.  

dx

xQ

xP
dx

xQ

xP
R

R

R











)(

)(
lim

)(

)(
. 

Рассмотрим интеграл по следующему контуру: Rz
k

: , 

0zJm  (рис. 13).  
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Тогда dz

zQ

zP
dx

xQ

xP
dz

zQ

zP

RR

R

RС

 

 
)(

)(

)(

)(

)(

)(
; 

dz

zQ

zP
dz

zQ

zP
dx

xQ

xP

RR

R

С

R











)(

)(
lim

)(

)(
lim

)(

)(
. 

Функция 

)(

)(

zQ

zP
 имеет особые точки в корнях 0)( zQ . Выберем R 

настолько большим, чтобы все особые точки, лежащие в верхней полу-

плоскости, попали внутрь области, ограниченной 
R

C . Тогда 







0Im

)(
)(

)(
2

)(

)(

k

k

R
a

aQ k

k

С

aQ

aP
residz

zQ

zP
 . 

R

zzQ

zPz
dz

zzQ

zPz
dz

zQ

zP

R
z

RR






 


2

2

2

2
1

)(

)(
max

1

)(

)(

)(

)(
. 

Так как 2mn , то 2)(deg)(deg zzPzQ  , поэтому a

zQ

zPz

az


 )(

)(
lim

2

,  то 

есть конечен. Это означает, что что функция будет ограничена, то есть 

существует константа М такая, что Rz  , M

zQ

zPz


)(

)(
2

, 
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0

)(

)(

2
 R

R

M
dz

zQ

zP

R





 при R . Таким образом, доказали формулу 











0Im

)(
)(

)(
2

)(

)(

k

k

a

aQ k

k

aQ

aP
residx

xQ

xP
 .  

Пример. Вычислить несобственный интеграл: 






22
)1(x

dx
. 

Решение. Рассмотрим функцию 
22

)1(

1
)(





z

zf . В верхней полуплос-

кости лежит одна особая точка iz  , которая является полюсом вто-

рого порядка, так как 





22
1 )1(

1
lim)(lim

z
zf

ziz

 и iz   является ну-

лем второго порядка знаменателя. Найдем вычет в этой точке:  






























































3222

2

)(

2
lim

)(

1
lim

)()(

1
)(lim)(

iziziziz
izifres

iziziz

 

ii 4

1

)2(

2
3
 . Окончательно получаем 

24

1
2

)1(
22


 








i
i

x

dx
. 

 Рассмотрим интеграл dxxxR )cos,sin(

2

0





, где ),( yxR  рациональ-

ная функция двух переменных. Применим комплексную подстановку 

iez  , тогда 
2

1

2
cos z

z
ee

ii 





 

 , 
i

z
z

i

ee
ii

2

1

2
sin







 

 , 

diedz i , 
z

dz
i

iz

dz
d  ,  20  , iez   пробегает единичную 

окружность с центром в начале координат, то есть  
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1

2

0

2

1

,
2

1

)cos,sin(

z
z

idzz
z

i

z
z

RdxxxR



. 

Пример. Вычислить интеграл  






































1

2

1

2

2

0

14
2

2

1
2

sin2
zz

i

izz

dz

iz

z
z

idz
ez

d 





. 

Найдем особые точки подынтегральной функции: 0142  izz , 

iz )32(  . Внутрь контура 1z  попадает только точка 

iz )32(  , которая является простым полюсом подынтегральной 

функции, так как 
 14

1
lim

2
)32( izziz

 и iz )32(   является кор-

нем первого порядка знаменателя. Найдем вычет в этой точке  

  





 iziz
izifres

iz )32()32(

1
))32((lim))32((

)32(

 

i32

1
 . 

Тогда 
3

2

32

1
4

sin2

2

0













i

i
d

. 

Рассмотрим интегралы видов dxxxR cos)(

0





, dxxxR sin)(

0





, где 

)(xR  правильная рациональная дробь,  0  любое действительное 

число. При вычислении таких интегралов удобно пользоваться лем-

мой Жордана:  

Пусть )(zg  функция, аналитическая в верхней полуплоскости  

)arg0(  z , за исключением конечного числа особых точек, и 

стремится в этой полуплоскости к нулю при z . Тогда при 0
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0)(lim 


dzezg

R
C

zi

R


, где 

R
С  полуокружность в верхней полуплоско-

сти с центром в начале координат и радиуса R . 

Пример. Вычислить несобственный интеграл 






22
)16(

sin

x

dxxx
. 

Решение. Рассмотрим вспомогательную функцию 
22

)16(

)(





z

ze
zf

iz

. 

При xz   )(Im zf  совпадает с подынтегральной функцией. По лемме 

Жордана 
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=

 


C
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7

128

7
2Im

512

28
2Im

444 





































































 ee
i

i

ie
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 . Таким образом, 

64

7

)16(

sin 4

22










e

x

dxxx 
. 
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ТИПОВОЙ РАСЧЕТ    

 

1. Найти все корни уравнений и вычислить величины: 

321

111

xxx
A    и 2

3

2

2

2

1
xxxB  . 

1. 0573 23  xxx                                    2. 08125 23  xxx  

3. 013197 23  xxx                                 4. 010123 23  xxx  

5. 013175 23  xxx                                 6. 025317 23  xxx  

7. 01094 23  xxx                                   8. 026258 23  xxx  

9.  016166 23  xxx                               10. 020144 23  xxx  

11. 026216 23  xxx                             12. 050378 23  xxx  

13. 017193 23  xxx                              14. 034214 23  xxx  

15. 05323  xxx                                   16. 01375 23  xxx  

17. 010823  xxx                                 18. 01393 23  xxx  

19. 025195 23  xxx                              20. 0171523  xxx  

21. 05323  xxx                                    22. 0843 23  xxx  

23. 01375 23  xxx                                 24. 010823  xxx  

25. 01393 23  xxx                                 26. 025195 23  xxx  

27.  0171523  xxx                                28. 0573 23  xxx  

29. 025317 23  xxx                              30. 013197 23  xxx  

 

2. Вычислить zzn   (для вариантов 1-16) 

1. iz 31 ,  13n .                                    2. iz 31 ,  13n .   

3. iz 31 ,  13n .                                    4. iz 31 ,  13n .   

5. iz 22  ,  17n .                               6. iz 22  ,  17n .                  

7. iz 22  ,  17n .                             8. iz 22  ,  17n .   

9. iz 33 ,  19n .                                 10. iz 33 ,  19n .        

11. iz 33  ,  19n .                             12. iz 33  ,  19n .        

13. iz  3 ,  25n .                                 14. iz  3 ,  25n .         

15. iz  3 ,  25n .                               16. iz  3 ,  25n .   

 

 



 69 

zzn   (для вариантов 17-30) 

17. iz 31 ,  19n .                                  18. iz 31 ,  19n .     

19. iz 31 ,  19n .                                  20. iz 31 ,  19n .   

21. iz 22  ,  9n .                                 22. iz 22  ,  9n .    

23. iz 22  ,  9n .                                 24. iz 22  ,  9n .    

25. iz 33 ,  25n .                                  26. iz 33  ,  25n .       

27. iz 33 ,  25n .                                  28. iz 33  ,  25n .       

29. iz  3 ,  13n .                                    30. iz  3 ,  13n . 

 

3. Найти все значения z  и изобразить их на комплексной плоско-

сти 

1. 0646 z                                                      2. 033  iz  

3. 0313  iz                                               4. 0
2

3

2

14  iz  

5. 0224  iz                                                 6. 0181 4 z  

7. 0444  iz                                                 8. 01625 4 z  

9. 015  iz                                                   10. 08116 4 z  

11. 0315  iz                                             12. 0
2

1

2

34  iz  

13. 0444  iz                                               14. 0314  iz  

15. 0315  iz                                             16. 06254 z  

17. 0315  iz                                             18. 0554  iz  

19. 015  iz                                                  20. 0
2

1

2

35  iz  

21. 02435 z                                                  22. 08 3  iz  

23. 08 3  iz                                                     24. iz 12 3  

25. iz 12 3                                                   26. 0116 4 z  

27. 0
2

3

2

14  iz                                            28. 03884  iz  

29.  016 z                                                      30. 0
2

3

2

14  iz  
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4. Решить уравнения 

1. 01  iez                                                    2. 01  iez  

3. 01ze                                                      4. 01 ize  

5. 012 
z

ie



                                                    6. 012 
z

ie



 

7. 0 ie zi                                                    8. 0  ee zi  

9. 0322  zz ee                                             10. 012

2

 zz ee



 

11. 
2

3ln)ln(
i

iz


                                       12. iiz )ln(  

13. iiz 5,2)54ln(                                         14. 0)
2

1
ln( 2  izz   

15. 
3

2
)

2

3
ln( 2 i

iz


                                       16. iz 2)2ln(   

17. iz 2sin                                                       18. 2sin z  

19. iz 2cos                                                      20. 2cos z  

21. 022  iez                                          22. 022  iez  

23. 0 ie zi                                                  24. 022  zz ee  

25. 
2

2ln)ln(
i

iz


                                       26. iiz 2)ln(   

27. iz 4sin                                                       28. 4sin z  

29. iz 4cos                                                      30. 4cos z  

 

5. Проверить выполнение условий Коши-Римана и в случае их 

выполнения найти )(
0

zf  . 

1. zzf 4sin)(  ,  )2ln(
8

1
0

iz               2. izzf sin)(  , 2ln
0
z  

3. zzf 3sin)(  ,  3ln
36

1
0

i
z                 4. 

i

z
zf sin)(  , 2ln

0
z  

5. zzf 6cos)(  ,  3ln
60

i
z                  6. izzf cos)(  ,  4ln

0
z       

7. zzf 2cos)(  ,  2ln
20

i
z                       8. 

i

z
zf cos)(  ,  5ln

0
z      

9. zezf 2)(  , iz
4

3ln
0


                      10. izezf )( , iz 

20
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11. zezf )( , iz 
0

                            12. zezf 5)(  , iz
20


  

13. zzezf )( , iz 2
0
                           14. zzf 4sin)(  , )2ln3(

2

1
0

iz   

15. )sin()( izzf  , iz 
20


                16. )sin()( izzf  , iz 

0
 

17. 3)( zzf  , iz 1
0

                            18. 
z

zf
1

)(  , )0( z , iz 1
0

 

19. izezf )( , iz )1(ln
0

            20. )cos()( izzf  , iz 
0

 

21. )13cos()(  zzf , )2ln1(
3

1
0

iz       22. )cos()( izzf  , iz 
0

 

23. 12)(  zezf , iz
4

3

2

1
0


                 24. 

iz
zf

1
)(  , )0( z , iz 1

0
 

25. 
iz

zf



1

)( , )( iz  , 1
0

z           26. 
iz

zf



1

)( , )( iz  , 

iz 21
0

  

27. 3)()( izzf  , iz 21
0

                   28. 3)2()( izzf  , iz 25
0

  

29. 4)( zzf  , iz 2
0
                               30. 5)( zzf  , iz 

0
    

 

6. Вычислить интеграл 

1.  

С

dzzi )21( , где С – отрезок прямой, соединяющий точки 0
1
z

и iz 1
2

. 

2.  

С

dzzi )21( , где С – ломаная :
321

zzz  0
1
z , iz 

2
, iz 1

3
. 

3. 
С

dzzRe , где С – часть кубической параболы 3xy  , соединяющий 

точки 0
1
z  и iz 1

2
. 

4. 
С

dzzRe , где С – отрезок прямой, соединяющий точки iz  1
1

 и 

0
2
z . 
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5. 
С

dzzIm , где С – часть параболы 2xy  , соединяющий точки 

iz  1
1

 и 0
2
z . 

6. 
С

dzzz Im , где С – ломаная :
321

zzz  iz  1
1

, iz 
2

, 0
3
z . 

7.  

С

dzzi )221(  где С – часть параболы 2xy  , соединяющий точки 

iz  1
1

 и 0
2
z . 

8.  

С

dzzi )221(  где С – ломаная :
321

zzz  0
1
z , 1

2
z , iz 1

3
. 

9. 
С

dzzz , где С – отрезок прямой, соединяющий точки 0
1
z  и 

iz 1
2

. 

10. 
С

zdzzRe , где С – отрезок прямой, соединяющий точки iz  1
1

 и 

0
2
z . 

11. 
С

zdzz Im , где С – отрезок прямой, соединяющий точки iz 1
1

 и 

0
2
z . 

12.  

С

dzzz)1(  где С – дуга окружности 1z ,  zarg0 . 

13. 
С

dzzi  где С – дуга окружности 1z , соединяющей точки iz 
1

 и 

1
2

z . 

14.  

С

dzzzz )3(  где С – дуга окружности 1z ,  zarg0 . 

15. 
С

dzz  где С – дуга окружности 1z , 
2

arg
2


 z . 

16. 
С

dzz  где С – дуга эллипса 










ty

tx

sin3

cos2
, соединяющая точки iz 3

1
  

и 2
2

z . 
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17. 
С

dzz  где С – дуга эллипса 










ty

tx

sin5

cos2
, соединяющая точки 2

1
z  и 

iz 5
2
 . 

18. 
С

dzzi  где С – дуга эллипса 










ty

tx

sin4

cos2
, соединяющая точки 2

1
z  и 

iz 4
2
 . 

19. 
С

dzzi  где С – дуга эллипса 










ty

tx

sin2

cos3
, соединяющая точки 3

1
z  и 

iz 2
2
 . 

20. 
С

dzzIm , где С – часть кубической параболы 3xy  , соединяющий 

точки iz  1
1

 и 0
2
z . 

21. dzzz

i

i

















1

1

2
43                                                    22. zdzz

i

sin



 

23. zdzz

i

cos

0

                                                              24. dzez z

i





1

 

25. dzez z

i



1

0

2
                                                            26. dze

i
iz




2



 

27. dzez z

i

i

2
1

1







                                                               28. 

2ln

0

cossin
i

zdzz  

29. 
 1

Re

z

zdzz                                                             30. 
 2

Im

z

zdzz  

 

7. Вычислить интеграл по замкнутому контуру, используя инте-

гральную формулу Коши (обход контура против часовой стрелки). 

1. 



1iz

z

dz
iz

e
                  2. 




21

1
z

iz

dz
z

e
                  3. 




22

2

sin

iz

dz
iz

z
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4.  
 2

cos

z

dz
z

z
               5. 




1

3

iz

dz
iz

z




                6.  







13

2

3

)(

z

dz
z

iz
 

7. 



12

2

sin

z

dz
z

iz
                     8. 




22

2

cos

iz

dz
iz

z
                  9. 




1

2 1
iz

z

dz
z

e
 

10. 



12

2 4
iz

iz

dz
z

e
               11. 




1

22

2

iz

dz
z

z




           12. 




13

2

3

9
iz

dz
z

iz
 

13. 




2

1
1

2

cos

z

dz
zz

iz
          14. 





2

1
1

2

sin

z

dz
zz

iz
         15. 





3

2

2 2

sin

z

dz
zz

iz
 

16. 



12

2 2

4
sin

z

dz
zz

z


             17. 



1

2 1
iz

z

dz
z

e
               18. 




13

2 9
iz

iz

dz
z

e
 

19. 



12

2

3

4
iz

dz
z

z
              20. 




43

2 9

sin

iz

dz
z

z
              21. 




24

2 16

4
sin

iz

dz
z

z


 

22. 




2

1

2

cos

z

dz
zz

z
             23. 




13

2 3

2
cos

z

dz
zz

z


             24. 






2

1
1

2

2 1

z

dz
zz

z
 

25. 



13

2 34

2
sin

z

dz
zz

z


       26. 



11

2

3

32
z

zi

dz
zz

e



        27. 



11

2 32

3
cos

z

dz
zz

z


 

28. 



11

2 34

cos

z

dz
zz

z
      29. 





2

1
1

2 23
z

zi

dz
zz

e 

    30. 



11

2 2

2
sin

z

dz
zz

z
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8. Разложить следующие функции в ряд Лорана в указанных 

кольцах  

1. 
 1
1

)(



zz

zf ,  10  z                      2. 
 1
1

)(



zz

zf ,   z1      

3. 
 1
1

)(



zz

zf ,  110  z                 4. 
 1
1

)(



zz

zf ,   11 z         

5. 
  21

1
)(




zz
zf ,  310  z         6. 

  21

1
)(




zz
zf ,  13 z                                                                

7. 
  21

1
)(




zz
zf ,  320  z        8. 

  21

1
)(




zz
zf ,  23 z                                                

9. 
 2

1
)(




zz
zf ,  220  z             10. 

 2

1
)(




zz
zf ,   12 z                     

11. 
 2

1
)(




zz
zf ,  20  z                 12. 

 2

1
)(




zz
zf ,   z2                    

13. 
 2

1
)(




zz
zf ,  220  z           14. 

 2

1
)(




zz
zf ,   22 z                    

15. 
 2

1
)(




zz
zf ,  20  z                 16. 

 2

1
)(




zz
zf ,   z2                        

17. 
1

1
)(

2 


z
zf ,  20  iz               18. 

1

1
)(

2 


z
zf ,   iz2       

19. 
1

1
)(

2 


z
zf ,  20  iz               20. 

1

1
)(

2 


z
zf ,   iz2                    

21. 
 3)2(

1
)(




zz
zf , 32  z           22.

 3)2(

1
)(




zz
zf ,  z3  

23. 
1

2
)(

2 


z
zf ,    321  z              24. 

82

1
)(

2 


zz
zf , 421  z  

25. 
23

32
)(

2 




zz

z
zf ,  21  z             26. 

 1)2(

1
)(




zz
zf , 21  z  

27. 
34

2
)(

2 




zz

z
zf ,  12 z        28. 

23

32
)(

2 




zz

z
zf , 120  z  
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29. 
2

12
)(

2 




zz

z
zf , 21  z                30. 

2

12
)(

2 




zz

z
zf ,  z2  

 

 

 

9. Найти все конечные особые точки и указать их тип. 

1. 
32 )(

1
)(

iz
zf


                2. 

32 )(

1
)(

iz
zf


                   3. 

33 )(

1
)(

iz
zf


  

4. 
33 )(

1
)(

iz
zf


               5. 

24 )1(

1
)(




z
zf                    6. 

24 )1(

1
)(




z
zf  

7. 
3)2(

1
)(




ze
zf               8. 

2)(

1
)(

ie
zf

z 
                   9. 

2)2(

1
)(




ze
zf  

10. 
3)(

1
)(

ie
zf

z 
            11. 

2
)(

ie

z
zf

z 
                   12. 

1
)(






ize

z
zf


 

13. 
3

1cos
)(






z

z
zf             14.

2

cos1
)(

z

z
zf


                   15. 

2

1sin
)(







z

z
zf  

16. 
2

2

cos
)(
















z

z
zf            17. 

3

cos1
)(

z

z
zf


                 18. 

 2
cos1

)(





z

z
zf    

19. 
z

z
zf

sin
)(                    20. 

2

sin
)(

z

z
zf                       21. 

 21

1
)(






zz

e
zf

z

 

22. 
)1(

12
)(

2

2






zz

ee
zf

zz

       23. 
 22

sin1
)(






z

z
zf               24. 

 zz

z
zf






2

sin1
)(      

25. izezf 

1

)(                   26. 
iz

zf





cos)(                 27.
iz

zf





sin)(  

28.
2

1
cos)(

z
zf                   29.

2

1
sin)(

z
zf                     30. zezzf

1

3)(   

 

10. Найти вычеты в конечных особых точках функции 

1. 
1

)(
2

3




z

z
zf                         2. 

4

cos
)(

2 


z

iz
zf                      3.

9
)(

2 


z

iz
zf  
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4. 
zz

e
zf

zi




2
)(



                       5. 
zz

chiz
zf




2
)(                      6. 

izz

zi
zf




2

cos
)(


 

7. 
23

)(
2 


zz

shiz
zf                  8. 

)3)(1(

2
sin

)(



zz

z

zf



           9. 
2

1
)(

z

e
zf

iz 
  

10. 





z

e
zf

iz 1
)(

2

                11. 
3

1
)(

z

e
zf

z 
                  12. 

4

1
)(

z

e
zf

z 
  

13. 
4

sin
)(

z

iz
zf                    14. 

4

cos
)(

z

iz
zf                   15. 

3

1
)(

z

e
zf

iz 
  

16. 
5

2
)(

z

e
zf

iz 
                 17. 

2)(
)(

izz

e
zf

z






             18. 
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)(
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e
zf
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2

2

))(1(
)(
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zf


       20. 

2

2
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)(
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z
zf


     21.

3)1(

1
)(

zz
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22. 
32)1(

1
)(

zz
zf


             23. 

32 )1(

1
)(

zz
zf


           24. 

32 )1(

1
)(

zz
zf


  

25. z

i

ezzf 2)(                     26. 
z

i
zzf sin)( 4                 27. 

z

i
zzf cos)( 3  

28. 
6)1(

1
)(

ziz
zf


             29.

6)1(

1
)(

ziz
zf


              30. 

32 )1(

1
)(

zz
zf


  

 

11. Используя теорему Кошу о вычетах, вычислить следующие 

интегралы. 

1. dz
z

z

z





2

22

2

)1(
                2. 




3

22 )4(
z

zz

dz
                 3. 





4

2

2 )1(

z

z

z
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4. 



2

2 )1()
2

(

2sin

z
zz

dzz


          5. 



3

4)1(

2sin

z
z

zdz
                    6. 




4

22 )9(
z

z

zz

dze
 

7. 



2

2)1(
z

zz

dz
                    8. 




2

3)1(

2cos

z
z

dzz
                   9. 




4

2 )9(
z
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zz

dze
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10. 



3

3 )2()1(
z

zz

dz
          11. 




1
4

2 )
4

(

sin




z
zz

dzz
           12. 




2

3 )1(
z

zz

dz
  

13. 



3

3 )2()1(
z

zz

zdz
          14. 




2

2)1)((

2sin

z
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zdz
          15. 






4

2 )3(
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z
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16. 



4
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z
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dze
            17. 




2

2 )
2

(
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z
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        18. 



2
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z

z
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19. 






2

2 )(

)2cos1(

z
izz

dzz
            20. 



















z
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dzz

2)2)(1(

2
sin

  21. 



2

24 )(
z

izz

dz
  

22. 




1

5 cos

z

dz
z
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z                23. 





1

3

z

zdzez              24. 




1

2 sin

z

dz
z

i
z   

25. 


2

1
z

dzzctg                       26. 




2

1
z

dzzctgz          27. 




2

1

2

z
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28. 
 1z

dzztg                         29. 
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dzztgz            30. 



21

23 )2()1(
z

zz
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12. Вычислить несобственный интеграл от действительной функ-

ции, используя теорему Коши о вычетах. 

1. dx

xx

x
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2
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2
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x
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4
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3. dx
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5. dx
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7. dx

xx

x
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8
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9. dx

xx
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1001

10

22

2

                                     10. dx
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11. dx
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2516

2

22

2

 

13. dx

xx

x
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2
2

2

4

12
 

19. dx

x

x
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25. dx
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2
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13. Вычислить несобственный интеграл 

1. dx

x

xx












 
2
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13. dx
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2
2

4

1

2cos
 

17. dx

x

x




 






 
2

2 100

cos
                                              18. dx
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14. Вычислить определенный интеграл 

1. 





d
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25cos16
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d


2

0

2

cos1213

sin
 



 82 

3. 
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25. 
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КОНТРОЛЬНЫЕ ВОПРОСЫ ПО КУРСУ  

«ТЕОРИЯ ФУНКЦИЙ КОМПЛЕКСНОГО ПЕРЕМЕННОГО»  

 

1. Комплексные числа. Алгебраическая, тригонометрическая и 

показательная форма записи комплексного числа. 

2. Алгебраические действия с комплексными числами. 

3. Функции комплексного переменного. Предел и непрерыв-

ность. 

4. Дифференцирование функции комплексного переменного.  

Условия Коши-Римана. Аналитические функции. 

5. Гармонические функции. 

6. Показательная и логарифмическая функции  комплексного пе-

ременного. 

7. Тригонометрические функции комплексного переменного. 

8. Интегрирование функций комплексного переменного. 

9. Теорема Коши. Теорема Коши для многосвязных областей. 

10. Интегральная формула Коши и формула Коши для производ-

ных. 

11. Равномерная сходимость последовательности функций ком-

плексного переменного и функционального ряда. 
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12. Разложение функции комплексного переменного в ряд Тей-

лора. Разложение основных элементарных функций комплексного пе-

ременного в ряд Тейлора. 

13. Степенные ряды функций комплексного переменного. 

14. Нули аналитической функции комплексного переменного. 

15. Ряды Лорана. Разложение функции в ряд Лорана. 

16. Изолированные особые точки. Классификация изолированных 

особых точек. 

17. Вычеты функций. Теорема о вычетах. 

18. Приложение вычетов к вычислению интегралов. 

 

 

 

 

 

 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

 

 Учебно-практическое пособие отражает опыт работы автора со 

студентами очной формы обучения технических специальностей. Ма-

териал пособия содержит раздел высшей математики, изучаемый в тре-

тьем семестре «Теория функций комплексного переменного».   

 Опыт показал, что для студентов очной формы обучения значи-

тельную трудность представляет усвоение теоретического материала. 

Поэтому в пособии большое внимание уделено доступному изложе-

нию теоретического материала, подробному доказательству основных 

теорем курса. Также студенты второго курса сталкиваются с пробле-

мами решения типовых задач. В связи с этим в пособии детально разо-

браны все примеры и задачи из индивидуальных типовых расчетов. 

Подробные объяснения к решениям направлены на формирование у 

обучающихся научного стиля изложения, умения выражать свои 

мысли.  
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 В настоящее время будущие инженеры, экономисты, строители 

нуждаются в серьёзной математической подготовке. Этим и определя-

ется место математики в системе высшего образования. Изучение ма-

тематики способствует усвоению современного стиля научного мыш-

ления и является условием его применения в конкретных науках.   
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