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ВВЕДЕНИЕ 

 

Теория вероятностей возникла как наука из убеждения, что в 

основе массовых случайных событий лежат детерминированные за-
кономерности. Теория вероятностей изучает данные закономерности. 

Например: определить однозначно результат выпадения “орла” 

или “решки” в результате подбрасывания монеты нельзя, но при мно-

гократном подбрасывании выпадает примерно одинаковое число “ор-

лов” и “решек”. 

Испытанием называется реализация определенного комплекса 
условий, который может воспроизводиться неограниченное число раз. 
При этом комплекс условий включает в себя случайные факторы, ре-
ализация которого в каждом испытании приводит к неоднозначности 

исхода испытания. 
Например: испытание – подбрасывание монеты. 

Результатом испытания является событие.  

Событие бывает: 
достоверное (всегда происходит в результате испытания); 

невозможное (никогда не происходит); 
случайное (может произойти или не произойти в результате ис-

пытания). 
Например: При подбрасывании кубика невозможное событие – 

кубик станет на ребро, случайное событие – выпадение какой-либо 

грани. 

Конкретный результат испытания называется элементарным 

событием. 

В результате испытания происходят только элементарные собы-

тия. 
Совокупность всех возможных, различных, конкретных исходов 

испытаний называется пространством элементарных событий. 



4 

Например: Испытание – подбрасывание шестигранного кубика. 
Элементарное событие – выпадение грани с “1” или “2”. 

Совокупность элементарных событий это пространство эле-

ментарных событий.  

Сложным событием называется произвольное подмножество 

пространства элементарных событий. 

Сложное событие в результате испытания наступает тогда и 

только тогда, когда в результате испытаний произошло элементарное 
событие, принадлежащее сложному. 

Таким образом, если в результате испытания может произойти 

только одно элементарное событие, то в результате испытания проис-
ходят все сложные события, в состав которых входят эти элементар-

ные. 
Например: испытание – подбрасывание кубика. Элементарное 

событие – выпадение грани с номером “1”. Сложное событие – выпа-
дение нечетной грани. 

Введем следующие обозначения: 
А – событие; 

ω – элементы пространства Ω; 

Ω – пространство элементарных событий; 

U – пространство элементарных событий как достоверное собы-

тие; 
V – невозможное событие. 
Иногда для удобства элементарные события будем обозначать 

Ei, Qi. 
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СОБЫТИЯ 

 

Операции над событиями 

1. Событие C называется суммой A+B, если оно состоит из всех 
элементарных событий, входящих как в A, так и в B. При этом если 
элементарное событие входит и в A, и в B, то в C оно входит один раз. 
В результате испытания событие C происходит тогда, когда произо-
шло событие, которое входит или в A или в B. Сумма произвольного 
количества событий  состоит из всех элементарных событий, которые 
входят в одно из Ai, i=1, ..., m. 

 
 
 
 
 
 
 
2. Событие C произведением A и B, если оно состоит из всех 

элементарных событий, входящих и в A, и в B. Произведением произ-
вольного числа событий  называется событие состоящее из элемен-
тарных событий, входящих во все Ai, i=1, ..., m. 

 
 
 
 
 
 
 
3. Разностью событий A-B называется событие C, состоящее из 

всех элементарных событий, входящих в A, но не входящих в B. 
 
 
 
 
 
 
 

B 

Ω 

A 

B 

A 

Ω 

B 

Ω 

A 
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4. Событие называется противоположным событию A, если оно 
удовлетворяет двум свойствам. 

Формулы де Моргана: BABA +=+   и BABA +=⋅  
 
 
 
 
 
 
5. События A и B называются несовместными, если они никогда 

не могут произойти в результате одного испытания. 
События A и B называются несовместными, если они не имеют 

общих элементарных событий. 
C = A ⋅ B = V 
Тут V – пустое множество. 
 
Частость наступления события 

Пусть пространство элементарных событий конечно и состоит 
из m элементарных событий. В этом случае в качестве возможных ис-
ходов испытаний рассматривают 2m событий – множество всех под-
множеств пространства элементарных событий Ω и невозможное со-
бытие V. 

Пример:  
Ω=(ω1, ω2, ω3) 
A1=V 
A2=(ω1) 
A3=(ω2) 
A4=(ω3) 
A5=(ω1,ω2)  
A6=(ω2,ω3) 
A7=(ω1,ω3) 
A8=(ω1, ω2, ω3) 
Обозначим систему этих событий через F. Берем произвольное 

событие A∈F. Проводим серию испытаний в количестве n. n – это ко-
личество испытаний, в каждом из которых произошло событие A. 

Частостью наступления события A в n испытаниях называется 

число ��(�) =
��

�
. 

 

A 

Ω 
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Свойства частости 

 

1. 0 ≤ ��(�) ≤ 1 
2. Частость достоверного события равна 1.   Ωn (U)=1. 
3. Частость суммы попарно несовместных событий равна сумме 

частостей.  
Рассмотрим систему Ai, i=1, ..., k; события попарно несовмест-

ны, т. е. 

i j
i j

A A V
≠
∀ ⋅ =  Событие    

1

k

i

i

A A
=

=        
1

( ) ( )
k

n n i

i

W A W A
=

=  

Пусть в результате некоторого испытания произошло событие 
A. По определению сумы это означает, что в этом испытании про-
изошло некоторое событие Ai. Так как все события попарно несов-

местны, то это означает, что никакое другое событие Aj (i≠j) в этом 
испытании произойти не может. Следовательно: 

nA=nA1+nA2+...+nAk 

1

1 1

( ) ( )

k

Ai k k
i AiA

n n

i i

n
nn

W A W A
n n n

=

= =
= = = =


   

Теория вероятностей используется при описании только таких 
испытаний, для которых выполняется следующее предположение: 
Для любого события A частость наступления этого события в любой 
бесконечной серии испытаний имеет один и тот же предел, который 
называется вероятностью наступления события A.  

Следовательно, если рассматривается вероятность наступления 
произвольного события, то мы понимаем это число следующим обра-
зом: это частость наступления события в бесконечной (достаточно 
длинной) серии испытаний.  

К сожалению, попытка определить вероятность как предел ча-
стости, при числе испытаний, стремящихся к бесконечности, закон-
чилась неудачно. Хотя американский ученый Мизес создал теорию 
вероятностей, базирующуюся на этом определении, но ее не признали 
из-за большого количества внутренних логических несоответствий. 

Теория вероятностей как наука была построена на аксиоматике 
Колмогорова. 
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АКСИОМАТИКА ТЕОРИИ ВЕРОЯТНОСТЕЙ 

 

Построение вероятностного пространства 

Последовательно строим вероятностное пространство. 
 

Этап 1: 

Имеется испытание. В результате проведения испытания может 
наблюдаться одно событие из серии событий ε. Все события из си-

стемы ε называются наблюдаемыми. Введем предположение, что если 

события A ⊂ ε, B ⊂ ε наблюдаемы, то наблюдаемы и события 
BA B,+A ,B ,A ⋅ .  

Система событий F называется полем событий или алгеброй со-

бытий, если для двух произвольных событий A, B ⊂ F выполняется: 
1) Дополнения F  B ,A ∈  

2) (A+B) ∈ F, (A⋅B) ∈ F 
3) все конечные суммы элементов из алгебры принадлежат ал-

гебре 
4) все конечные произведения элементов из алгебры принадле-

жат алгебре 
5) все дополнения конечных сумм и произведений принадлежат 

алгебре. 
Таким образом, систему ε мы расширяем до алгебры или поля F 

путем включения всех конечных сумм, произведений, и их дополне-
ний. Т. е. считаем, что в результате проведения испытания наблюдае-
мая система является полем или алгеброй. 

Множество всех подмножеств конечного числа событий являет-
ся наблюдаемой системой – алгеброй, полем. 

 

Этап 2: 

Каждому событию A ∈ F ставим в соответствие число P(A), ко-
торое называется вероятностью наступления события A. Такая опера-
ция задает вероятностную меру. 

Вероятностная мера – числовая скалярная функция, аргумента-
ми которой являются элементы из системы алгебры F. Введенная ве-
роятностная мера удовлетворяет системе из трех аксиом.  

1. FA∈∀   1)(0 ≤≤ AP  
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2. P(U)=1. 
3. Рассмотрим конечную или бесконечную систему попарно 

несовместных событий, каждое из которых принадлежит алгебре F. 

VAA ji
ji

=⋅∀
≠

.   Если 
=

=
n

i
iAA

1

, то   
=

=
n

i
iAPAP

1

)()( . 

Алгебра событий называется σ – алгеброй, если эта система со-
бытий содержит в себе все конечные суммы и произведения из алгеб-
ры F и их дополнения, а также все бесконечные суммы и произведе-
ния из алгебры и их дополнения. 

Пример: В пространстве R1 зададим в качестве поля событий все 
конечные интервалы вида a≥x>b, b≠a. 

Распространение этой алгебры на σ – алгебру приводит к поня-
тию борелевской алгебры, элементы которой называются борелев-
скими множествами. Борелевская алгебра получается не только рас-
ширением поля вида a≥x>b, но и расширением полей вида a>x≥b, 

a≥x≥b. 
Над наблюдаемым полем событий F задается счетно-аддитивная 

мера – числовая скалярная функция, элементами которой являются 
элементы поля F, т. е. события. Она удовлетворяет следующим трем 
условиям-аксиомам теории вероятностей. 

1. FA∈∀   1)(0 ≤≤ AP .  P(A) – число, принадлежащее сегменту 

[0, 1] и называющееся вероятностью наступления события A. 

2. P(A) ∈ [0, 1]    P(U)=1. 
3. Пусть имеется A1, A2, A3,..., Ak – система попарно несовмест-

ных событий 

∅=⋅∀
≠ ji

ji
AA    Если 

=
=

k

i
iAA

1

, то   
=

=
k

i
iAPAP

1

)()( . 

 

Теорема о продолжении меры 

 

Построим минимальную σ – алгебру, которой принадлежит поле 
событий F (например, борелевская σ – алгебра – это минимальная σ – ал-
гебра, которая содержит поле всех полуинтервалов ненулевой длины). 

Тогда доказывается, что счетно-аддитивная функция P(A) одно-

значно распространяется на все элементы минимальной σ – алгебры и 
при этом ни одна из аксиом не нарушается. 
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Таким образом, продленное P(A) называется σ – аддитивной ме-
рой. 

σ – алгебра содержит ненаблюдаемые события наряду с наблю-
даемыми. 

Но в аксиоматической теории вероятностей считается, что мо-

жет произойти любое событие из σ – алгебры. 

Расширение поля наблюдаемых событий на σ – алгебру связано 
с невозможностью получить основные результаты теории вероятно-

стей без понятия σ – алгебры. 
 

Определение вероятностного пространства 

 

Вероятностным пространством называется тройка (Ω, σ, P), где 
Ω – пространство элементарных событий, построенное для дан-

ного испытания; 

σ – σ-алгебра, заданная на Ω – системе возможных событий, ко-
торая интересует исследователя, в результате проводимых испыта-
ний; 

P – σ – аддитивная мера, т. е. σ – аддитивная неотрицательная 

функция, аргументами которой являются аргументы из σ – алгебры и 
удовлетворяющая трем аксиомам теории вероятностей. 

1. ∀ ∈A σ   P A( ) ≤ 1.  P(A) – называется вероятностью наступления 

события A. 

2. Вероятность достоверного события равна 1    P(Ω)=1. 
3. Вероятность суммы несовместных событий равна сумме ве-

роятностей 


==

=
k

i
i

k

i
i APAP

11

)()(   

VAA ji
ji

=⋅∀
≠

,   σ∈∀ iA . 

k – возможно бесконечное число. 
Следствие: 
Вероятность невозможного события равна 0. 

По определению суммы имеет место неравенство Ω+V=Ω. Ω и 
V несовместные события. 

По третьей аксиоме теории вероятностей имеем: 
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P(Ω+V)=P(Q)=P(U)=1 

P(Ω)+P(V)=P(Ω) 
1+P(V)=1 
P(V)=1 

Пусть Ω состоит из конечного числа элементарных событий 

Ω={E1, E2,..., Em} тогда по определению 
=

=Ω
m

i
iE

1

. Элементарные со-

бытия несовместны, тогда по третьей аксиоме теории вероятностей 

имеет место 
=

=
m

i
iEP

1

1)(  

Пусть некоторое событие A⊂Ω состоит из k элементарных со-

бытий, тогда {Ei1, Ei2,..., Eik} 
=

=
k

j
ijEPAP

1

)()(  

Доказать: Если A⊂B, то P(B)≥P(A), B=A+C, A и C несовместны. 
* Пусть B=A+C, A и B несовместны. Тогда по третьей аксиоме 

теории вероятностей P(B)=P(A+C)=P(A)+P(C) так как 1≥P(C)≥0 – по-

ложительное число, то P(B)≥P(A). 
 

Классическое определение вероятности 

 

Пусть Ω состоит из конечного числа элементарных событий и 
все элементарные события равновероятны, т. е. ни одному из них из 
них нельзя отдать предпочтения до испытания, следовательно, их 
можно считать равновероятными. 

Тогда достоверное событие 
=

ω=
m

i
iU

1

 m – количество равнове-

роятных событий 


=

ω=
m

i
iPUP

1

)()( ,         
=

ω=
m

i
iP

1

)(1 ,       
m

i
1

)P(     i =ω∀  

Пусть произвольное событие 
=

ω=
k

j
ijA

1

  

Тогда 
=

=ω=
k

j
ij

m

k
PAP

1

)()( , т. е. событие A состоит из k элемен-

тарных событий. 
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Если элементарные события являются равноправными, а, следо-
вательно, и равновероятными, то вероятность наступления произ-
вольного события равна дроби числитель которой равен числу эле-
ментарных событий, входящих в данное, а знаменатель – общее число 
элементарных событий. 

 

Условная вероятность 

 

P(A/B) 
Условной вероятностью наступления события A, при условии 

события B, называется вероятность наступления события A в резуль-
тате испытаний, если известно, что в это испытании произошло собы-
тие B. 

Вывод формулы условной вероятности для случая равновероят-
ных элементарных событий 

 
 
 
 
 
 
 
Действительно, в данном испытании произошло одно из t собы-

тий, входящих в B. Все элементарные события равновероятны, следо-
вательно, для данного испытания вероятность наступления произ-
вольного элементарного события, входящего в B равна 1/t. Тогда по 
классическому определению вероятности, в данном испытании собы-
тие A произойдет с вероятностью r/t. 

)(

)(

/

/
)/(

BP

ABP

mt

mr
BAP ==  

)/()()/()()(

)(

)(
)/(

)(

)(
)/(

BAPBPABPAPABP

AP

ABP
ABP

BP

ABP
BAP

⋅=⋅=

=

=

 

m 

r B A 

A⋅B 
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В общем случае доказать эту формулировку невозможно, в тео-
рии вероятностей она вводится как правило. Существует лишь толко-
вание этой формулы. 

 
Обоснование формулы условной вероятности в общем случае 

 
Пусть в nB испытаниях произошло событие B, а в nA испытаниях 

произошло событие A. Найдем условную частость наступления собы-
тия A при условии, что произошло событие B. Мы можем сделать это 
для обоснования формулы, так как под вероятностью наступления со-
бытия понимается предел частости наступления события при усло-
вии, что серия испытаний достаточно длинная. 

Условная частость 
)(

)(

/

/
=Wn(A/B)

BW

ABW

nn

nn

n

n

n

n

B

AB

B

AB ==  

)/()/()()( ABCPABPAPABCP ⋅⋅=  

Рассматривая AB как одно событие D имеем: 
)/()()( DCPDPDCP ⋅=  с другой стороны 

)/()/()()/()/()()/()()()(

)/()()()(

ABCPABPAPDCPABPAPDCPDPDCPABCP

ABPAPABPDP

⋅⋅=⋅⋅=⋅==
⋅==

Рассмотрим систему событий A1, A2,...,Ak. Покажем, что вероятность 
их совместного наступления равна:   

 

).../(...)/()/()()...( 12112312121 −⋅⋅⋅⋅= kkk AAAAPAAAPAAPAPAAAP  

Доказательство проведем по мат индукции. 
Формула равна для 2 и 3 (см. ранее) 
Пусть формула верна для k-1. 

).../(...)/()/()()...( 2211123121121 −−− ⋅⋅⋅⋅= kkk AAAAPAAAPAAPAPAAAP

Введем событие B.  

121 ...=B −kAAA  

P(A1A2...Ak-1)=P(B) 

P(A1A2...Ak)=P(AkB)=P(B)⋅P(AkB) 
 

Независимые события 

 

Два события A и B называются независимыми, если 
P(A/B)=P(A); P(B)=P(B/A) – доказать. 
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В этом случае вероятность наступления двух событий A и B 
равна P(AB)=P(B)P(A/B)=P(A)P(B), при этом покажем, что 
P(B/A)=P(B); P(AB)=P(B)P(A)=P(A)P(B/A) 

События A1A2...Ak называются независимыми между собой, ес-

ли вероятность их совместного наступления  )P(A=)...AAA(
k

1=i
ik21 ∏P ; 

 )P(A=)...AA/AA( j1-j21jP . Два независимых события совместны. 

* Если бы события были несовместны, то P(A/B)=0 и P(B/A)=0, 
так как они независимы, то P(A/B)=P(A) и P(B/A)=P(B), т. е. утвер-
ждение “независимые события несовместны”, так как P(A)=0 и 
P(B)=0, то это утверждение неверно. 

 

Формула сложения вероятностей 

 

)()()()( ABPBPAPBAP −+=+  

U – достоверное событие 
BABABABAU ⋅++=+++=  

Покажем, что события BABA ⋅+  и  несовместны. 

* Если события несовместны, то 0)( =⋅⋅+ BABA ;  

0)( =+⋅+ BABA ; т. е. события несовместны. 

Тогда по третьей аксиоме теории вероятностей  

1)()( =+++ BAPBAP  

(1)                               )(1)( BAPBAP ⋅−=+  

Справедливо следующее тождество на основании (1) и закона 
дистрибутивности 

UAAUAABBAABABAAU =+=⋅+=++=⋅++= )(  

Показать самим, что все три множества попарно несовместны. 

VVAABBAABABA

VBVBAABAA

VVBBAABAA

===
===

===

)(

)(

)(

 

На основании первой и третьей аксиомы теории вероятностей 
получаем: 

)()()()(11)(1)(

)()(1)(

BAPAPBAPAPBAPBAP

BAPAPBAP

+=++−=−=+
−−=
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Имеет место тождество BAABB ++ , показать самим, что 

BA  и  AB ⋅  несовместны 

VVVBBAABAAB === ))((  

По третьей аксиоме:  

)()()()(

)()()(

)()()(

ABPBPAPBAP

ABPBPBAP

BAPAPBAP

−+=+
−=

+=+
 

Для экзамена доказать самим формулу суммы произвольного 
числа событий 

   
−

=

−

+= +=

−

= +===
−+−=

2

1

1

1 1

1

1 111

...)()()()(
k

i

k

ij

k

jl
lji

k

i

k

ij
ji

k

i
i

k

i
i AAAPAAPAPAP

 
 

Формула полной вероятности 

 

Рассмотрим систему A из k попарно несовместных событий. 

B1, B2, ..., Bk    VBB ji
ji

=∀
≠ ji , ,

 

Пусть дано событие A, удовлетворяющее равенству 
A=B1A+B2A+...+BkA. 

Показать, что события B1A, B2A, BkA попарно несовместны. 
BiABjA=BiBjAA=VAA=V 

Найти вероятность наступления события A. Любое событие 
входящее в A, обязательно входит в некоторое, но одно Bi, так как B1, 
B2, ..., Bk образуют полную группу. 

Так как B1, B2, ..., Bk несовместны, то по третьей аксиоме теории 
вероятностей имеем: 

)/()()()()(
111

===

⋅===
k

i
ii

k

i
i

k

i
i BAPBPABPABPAP ; т. е. 

)/()()(
1

=

⋅=
k

i
ii BAPBPAP  

 
Например: Имеются урны трех составов 

5 урн 6 белых и 3 черных шара 
3 урны 10 белых и 1 черный 
7 урн 0 белых и 10 черных 
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Все шары в каждой урне перемешаны. 

Испытание – извлекается шар. Какая вероятность того, что при 

этом будет извлечен белый шар. 

B1 – Вытащить любой шар из урны 1. 

B2 – Вытащить любой шар из урны 2. 

B3 – Вытащить любой шар из урны 3. 

A – Извлечь белый шар. 

A=B1A+B2A+B3A 

B1, B2, B3 – попарно несовместны. 

Формула полной вероятности:  

P(A)=P(B1)P(A/B1)+P(B2)P(A/B2)+P(B3)P(A/B3) 

P(B1)=1/3 P(A/B1)=6/9=2/3 

P(B2)=1/5 P(A/B2)=10/11 

P(B3)=7/15 P(A/B3)=0 

P(A)=1/3⋅2/3+1/5⋅11/10+7/15⋅0=2/9+2/11=40/99≈0.4. 

 

Формула Байеса 

 

Постановка задачи та же, но решаем обратную задачу. 

Проводится испытание, в результате которого произошло собы-

тие A. Какова вероятность того, что в этом испытании произошло со-

бытие Bi. 

Условные вероятности называются апостериорными, а без-

условные – априорными вероятностями. 

P(ABi)=P(A)P(Bi/A)=P(Bi)P(A/Bi) 

Откуда, 


=

==
k

i
ii

iiii
i

BAPBP

BAPBP

AP

BAPBP
ABP

1

)/()(

)/()(

)(

)/()(
)/(  

Таким образом, формула Байеса: 


=

=
k

i
ii

ii
i

BAPBP

BAPBP
ABP

1

)/()(

)/()(
)/(  
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Композиция испытаний 

 

Имеется вероятностное пространство, которое порождает испы-
тание 1. 









)( ..., ),( ),(

 ...,      ,       ,

121

121

m

m

EPEPEP

EEE
 

где Ei, i=1, ..., m1 – пространство элементарных событий в результате 
испытания. 

P(Ei), i=1, ..., m1 – вероятности элементарных событий. 
Испытание 2 порождает вероятностное пространство вида 









)( ..., ),( ),(

 ...,      ,       ,

221

221

m

m

QPQPQP

QQQ
 

P(Ei), P(Qj) – разные вероятностные меры. 
Композицией двух испытаний называется сложное испытание, 

состоящее в поведении первого и второго испытания. 
Композиция испытаний порождает вероятностное пространство 

вида: 













)( ji

ji

QEP

QE
     

i m

j m

=
=
1 1

1 2

..

..
 

EiQj – композиционное событие. 
В общем случае по P(Ei) и P(Qj) найти P(EiQj) невозможно. 
Рассмотрим один частный случай, когда это можно сделать. 
Два испытания называются независимыми, если различные ис-

ходы обоих испытаний определяются несвязанными между собой 
случайными факторами. 

Из определения независимости испытания вытекает, что услов-
ные частости наступления события в одном испытании, при условии, 
что во втором испытании произошло фиксированное число событий 
равны безусловным частостям, если они существуют. 

Пусть испытания независимы. В результате проведения первого 
испытания произошло элементарное событие Ei, в результате второго 
испытания может произойти все что угодно. 

Тогда сложное событие, определяющее исход первого и второго 
испытания имеет вид: 

{ } 
=

==
2

1
221 ,...,,

m

j
jimiii QEQEQEQEA  и равно сумме комбинаций 

исходов первого и второго испытаний. 
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Вероятность сложного события A. 


=

==
2

1

)()()(
m

j
iji EPQEPAP , т. е. результаты второго испытания 

не зависят от результатов первого. 
Если в результате второго испытания произошло событие Qj, а в 

результате первого испытания могло произойти все что угодно, то 
сложное событие B имеет вид: { }jmjj QEQEQEB 121 ,...,,= . 

Вероятность сложного события B равна сумме вероятностей 
комбинаций вида EiQj, i=1, ..., m1 


=

==
1

1

)()()(
m

j
jji QPQEPBP , так как исходы первого испытания 

не влияют на исходы второго испытания. Из факта: 
P(AB)=P(A)P(B/A); P(B/A)=P(B); AB=EiQj (надо доказать) 

A={EiQ1, EiQ2, ..., EiQj, ..., EiQm2} 
B={E1Qj, E2Qj, ..., EiQj, ..., Em1Qj} 
По определению произведения AB в него входят только те со-

бытия, которые входят и в A, и в B. Из приведенных выше формул 
следует, что только событие EiQj входит и в A, и в B, то AB= EiQj. 
Следует: 

)()()()( jiji QPEPQEPABP ==  

Композиционное пространство имеет вид: 












)()( ji

ji

QPEP

QE
 

Общая структура независимых событий в композиционном про-
странстве, порожденном композицией испытаний: 

 
= =

=
1

1

2

1

s

l

m

j
ji QEA

l
 

т. е. в результате первого испытания произошли элементарные собы-
тия: 

121
,...,,

siii EEE . 

В результате второго испытания события: 121  ..., , , mQQQ . 

Сложное событие B определяет все возможные комбинации ис-
ходов двух испытаний независимо друг от друга. В результате перво-

го испытания произошли элементарные события: 121 E ..., ,E , mE . 

В результате второго испытания события: 
221

,...,,
siii QQQ . 
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Тогда: 
= =

=
1

1

2

1

m

i

s

t
ji t

QEB  


== =

==
1

1

1

1

2

1

)()()(
s

l
i

s

l

m

j
ji ll

EPQEPAP , так как второе испытание не 

влияет на результаты первого. 


= =

=
1

1

2

1

)()(
m

i

s

t
ji t

QEPBP  

так как 
= =

=
1

1

2

1

s

l

s

t
ji tl

QEAB , (надо доказать) 

то  
= ===

=⋅==
1

1

2

1

1

1

2

1

)()()()()()(
s

l

s

t
j

s

l
i

s

t
ji BPAPQPEPQEPABP

tltl
 

При решении практических задач, связанных с независимыми 
испытаниями обычно не требуется строить композиционных про-
странств элементарных событий, а использовать формально неверную 

запись: P(A⋅B)=P(A)⋅P(B). 
 

Композиция n испытаний 

 

Имеется n испытаний. Зададим для i-го испытания вероятност-
ное пространство: 













)( ..., ),( ),(

 ...,      ,       ,

21

21

i
mi

ii

i
mi

ii

EPEPEP

EEE
    i=1, ..., n 

Композицией n испытаний называется сложное испытание, со-
стоящее в совместном проведении n испытаний. Задается n испыта-
ний, вероятностное пространство каждого из которых имеет вид: 













)( ..., ),( ),(

 ...,      ,       ,

21

21

i
mi

ii

i
mi

ii

EPEPEP

EEE
     i=1, ..., n 

Композиционное пространство имеет вид:  













)...(

 ..., , ,

21

21

21

21

n
jjj

n
jjj

n

n

EEEP

EEE
  j1=1, ..., m1;  j2=1, ..., m2;  jn=1, ..., mn; 
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Композиция n независимых испытаний 

 

Испытания (n – испытаний) называются независимыми, если 
неоднозначность исхода каждого из испытаний определена не связан-
ными между собой группами факторов. 

Событие A1: в результате проведения композиционного испыта-

ния в первом испытании произошло событие 1

1j
E . Тогда 

  
= = =

=
2

2

3

3

21
1 1 1

21
1 ......

m

j

m

j

m

j

n
jjj

n

n

n
EEEA  

Событие An: в результате проведения композиционного испыта-

ния в первом испытании произошло событие 1

nj
E . Тогда 

  
= = =

−

−

=
1

1

2

2

1

1

21
1 1 1

21 ......
m

j

m

j

m

j

n
jjjn

n

n

n
EEEA  

    
= = == = =

==
2

2

3

3

21

2

2

3

3

21
1 1 1

21

1 1 1

21
1 )...(...)......()(

m

j

m

j

m

j

n
jjj

m

j

m

j

m

j

n
jjj

n

n

n

n

n

n
EEEPEEEPAP  

  
= = =

−

−

=
1

1

2

2

1

1

21
1 1 1

21 )...(...)(
m

j

m

j

m

j

n
jjjn

n

n

n
EEEPAP  

)()( i
ji i

EPAP =      i=1, ..., n 

Рассмотрим событие: n
jjjn n

EEEAAA ...... 21
21 21

=  

В силу определения независимости испытаний очевидно, что: 

)()( 1
1 1j

EPAP =  

)()()/( 2
212 2j

EPAPAAP ==  

)()()/( 3
3213 3j

EPAPAAAP ==  

)()().../( 121
n
jnnn n

EPAPAAAAP ==− . 

Следовательно: ∏
=

=
n

i

i
j

n
jjj in

EEEEP
1

21 )...(
21

. 

На практике не строят композиционных пространств, а записы-
вают формально неправильную формулу: 
P(A1A2...An)=P(A1)P(A2)...P(An). 
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Композиционное пространство имеет вид: 













))...P(()(

 ..., , ,

21

21

21

21

n
jjj

n
jjj

n

n

EEPEP

EEE
 j1=1, ..., m1;  j2=1, ..., m2; jn=1, ..., mn; 

Общая структура независимых событий в композиционном про-
странстве имеет вид: 
1-е событие – это событие, которое происходит в 1-м вероятност-

ном пространстве 
2-е событие – это событие, которое происходит во 2-м вероятност-

ном пространстве 
n-событие – это событие, которое происходит в n-м вероятност-

ном пространстве 
Рассмотрим два вероятностных пространства. 
I II 















4

1

4

1

4

1

4

1

,,, 4321 EEEE

 







01,096,002,001,0

   ,    ,    , 4321 EEEE
 

Очевидно, что неопределенность испытания до испытания в 
первом вероятностном пространстве выше, чем во втором. Действи-
тельно, до испытания в I нельзя ни одному из событий отдать предпо-
чтения, а во II событие E3 происходит чаще. 

 
Энтропия – мера неопределенности исхода испытания (до испы-

тания). 
 
Первым, кто функционально задал выражение для энтропии был 

Шеннон. 
 









ωωω
ωωω

)(),...,(),(

...,,,

21

21

s

s

PPP
,      )(log)( 2

1
i

s

i
i PPH ωω−= 

=
 

 
Для вероятностного пространства: 









s

s

ppp

EEE

,...,,

,...,,

21

21
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Энтропия задается выражением: i

s

i
i PPH 2

1

log
=

−= . Если P1 = 0, 

то Pi⋅logPi = 0. 
Самим показать, что: 
Если вероятностное пространство не имеет определенности, т. е. 

какое-то из Pi=1, а остальные равны 0, то энтропия равна нулю. 

Если элементарный исход равновероятен, т. е. 1=∀ iP , то энтро-

пия принимает максимальное значение. 

0≤Pi≤1, 0
1

=
=

s

i
iP  

1) 








=Ω
0100

,...,,...,, 21 si EEEE
 

[ ] 01log1...1log1...0log00log0)( 222 =−=++++−=ΩH ,  

0loglim 2
0

=
→

pp
p

 

т.о. вероятности p1, p2, ..., ps обращаются в ноль, например pi, которая 
равна 1. Но log1=0. Остальные числа также обращаются в 0, так как 

0loglim 2
0

=
→

pp
p

. 

2) Докажем, что энтропия системы с конечным числом состоя-
ний достигает максимума, когда все состояния равновероятны. Для 
этого рассмотрим энтропию системы как функцию вероятностей p1, 
p2, ..., ps и найдем условный экстремум этой функции, при условии, 

что 1
1

=
=

s

i
ip . 

Пользуясь методом неопределенных множителей Лагранжа, бу-

дем искать экстремум функции: 
==

λ+−=
s

i
ii

s

i
i pppF

1
2

1

log .  

Дифференцируя по p1, p2, ..., ps и приравнивая производные ну-
лю получим систему: 

ep

ep

i

i

22

22

loglog

0loglog

−λ−=
=λ++

       i=1, ..., s 

Откуда видно, что экстремум достигается при равных между со-
бой p1. 
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Так как 1
1

=
=

s

i
ip , то p1= p2=, ..., = ps= 1/s. 

Единицей измерения энтропии является энтропия вероятностно-

го пространства вида: 














2

1

2

1

10

 

( ) 12log2log
2

1
log

2

1
log

2

1

2

1
log

2

1
2

11
2222 ===−=−−

−− , которая 

называется 1 бит. 
Неопределенность исхода испытания до испытания автоматиче-

ски определяет информативность исхода испытания после испытания. 
Поэтому в битах также измеряется информативность исхода. 

 
 
Рассмотрим два вероятностных пространства: 









Ω
121

121
1

,...,,

,...,,
:

s

s

ppp

EEE
              









Ω
221

221
2

,...,,

,...,,
:

s

s

qqq

QQQ
 

Проводим композицию двух испытаний. Композиционное про-
странство имеет вид: 













=Ω×Ω
)(

21
ji

ji

QEP

QE
      i=1, ..., s1       j=1, ..., s2   

С точки зрения качественного анализа максимальная энтропия 
композиционного вероятностного пространства достигается тогда, 
когда испытания независимы. Найдем энтропию композиционного 
пространства для случая независимых испытаний. 

 
= ==== =

Ω+Ω=⋅−⋅=−
1

1
21

2

1
2

1

1

2

1
2

1

1

2

1
2 )()(logloglog

s

i

s

j
jj

s

i
i

s

j
jii

s

i

s

j
jiji HHqqpqppqpqp  

)()()(0 2121 Ω+Ω≤Ω×Ω≤ HHH  

 

Биномиальное распределение 

 

n испытаний называются системой испытаний Бернулли, если 
испытания независимы, в каждом из них происходит событие A , либо 
A  с вероятностью наступления P(A) = p;  P(A) = q = 1- p  



24 

Найдем вероятность того, что в результате проведенных n испы-
таний событие А произошло m раз: 

( ) ?−mPn  

Рассмотрим композицию n независимых испытаний и построим 
композиционное пространство элементарных событий. 

Общий вид элемента этого пространства следующий: 

AAAA nαααα ⋅⋅ ...
321  

где 

{ }
A

AA

i

i

  э” 0

1,0

1

=α
=α
=

 

При этом вероятность наступления такого события равна: 

 α−α
⋅=

i

n

i
i

n

qp 1 (умножение при независимых событиях)  

 
Найдем вероятность наступления любого элементарного собы-

тия из композиционного пространства: 

( ) ( ) mnm
n

j

qpAPAAAP jn −

=

αααα ⋅==⋅⋅ ∏
1

...21  

Рассмотрим в композиционном вероятностном пространстве со-
бытие: в n испытаниях событие A произошло m раз. 

Событие A состоит из m
nC  – общее кол-во элементарных собы-

тий, в которое входит событие А. А произошло m раз, A  – n-m раз. 
Вероятность каждого из этих элементарных событий одинакова и 
равна: 

mnn qp −⋅  

Следовательно, на основании III аксиомы теории вероятностей 
результат равняется: 

 

( ) mnmm
nn qpCmP −⋅⋅=  (сложение вероятностей) 

( )!!

!

mnm

n
C m

n −⋅
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СЛУЧАЙНЫЕ ВЕЛИЧИНЫ 

 

Пусть имеется вероятностное пространство вида ( )Ω σ ρ, , . 

Случайной величиной называется измеримая числовая скаляр-

ная функция )ω(ϕ , элементами которой являются элементарные со-

бытия. 
Числовая скалярная функция – это функция, удовлетворяющая 

следующему условию: 

∀x  событие ( ){ }ω γ ω < ξ ∈σ: – алгебре и, следовательно, имеет 

вероятность наступления. 
Если произведено испытание, в результате которого произошло 

некоторое элементарное событие Ω∈xx  , . В соответствии с функцией 

)ω(ϕ  этому элементарному событию соответствует число, которое 

называется реализацией случайной величины x в данном испытании. 
В соответствии с определением случайной величины вводится 

числовая скалярная функция F(x), Ω∈x , определенная для каждого 
действительного x и по определению равная вероятности наступления 
события: 

( ) ( )
( )

F x P x

F x

=

≤ ≤

( : )ω γ ω <

0 1  

Эта функция называется функцией распределения случайной 

величины )ω(ϕ . 

Рассмотрим три события: 

( )
( )

( )

A b

A a

A b

1

2

3

=

=

= ≤

{ :

{ : }

{ : }

ω γ ω

ω γ ω

ω γ ω

 

 

 a

<

<

<

 

где a<b, a, b – действительные числа. 
Свойства: 

321312    ; AAAAAA +==⋅  

Покажем, что из факта 
A2 ⊂ σ–алгебре 
A1 ⊂ σ–алгебре 

и равенства 321 AAA +=  следует, что A3⊂ σ. 
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213

321

AAA

AAA

⋅=

+=
 

По определению σ – алгебры A3 измерима, поэтому можно при-
нять III аксиому теории вероятностей: 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
( )
( )

F b F a P a b

a b b

P a b F b F a

F

F

= + ≤

∀ ≠
≤ = −

−∞ =

+∞ =

( )

, ;

( )

γ ω

γ ω

<

<

 a

0

1

 

F(x) – неубывающая функция 
Если x<y, то 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )F y P y P x P y P x F x= = + ≤ ≥ =( : ) ( : ) ( : ) ( : )ω γ ω ω γ ω ω γ ω ω γ ω   x  < < < <  

так как ( )0 1≤ ≤P x( : )ω γ ω < , то преобразования верны. 

Для всех технических приложений функцию распределения 
можно считать направленной слева. 

В силу того, что функция распределения не убывает, она одно-
значно задает счетно-аддитивную меру на поле, порожденном всеми 
полуинтервалами ненулевой длины. 

По введенному полю построим борелевскую алгебру. Обозна-
чим ее β. Возьмем произвольное число B ⊂ β, не принадлежащее по-

лю. Это точка или сегмент. Так как множество ( ){ : }ω ω ξ ∈B  получено 

с помощью счетной суммы или счетного пересечения множеств при-

надлежащих σ-алгебре, то и это множество принадлежит σ-алгебре и, 
следовательно, существует вероятность наступления события B. Сле-
довательно, имеет место следующее эквивалентное определение из-
меримой функции. 

Функция ( )ωξ  называется измеримой, если для любого B⊂β 

множество 

() -1 σ∈ξ= −
A алгебре 

где ( ){ } BxBxwA ∈∀=ω= −  , : 1  

( )B
1−ξ  множество, полученное следующим образом: 

( ) ( )xx 1  −ξ=ω=ωγ  
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Функция g(x) называется борелевской функцией, если для любо-

го B⊂β множество  

( ) ( ){ }ByygxBg ∈∀== −−  ,11  

Борелевская функция – функция, определяемая на системе боре-
левских множеств. 

В функциональном анализе показано, что все известные анали-
тические функции являются борелевскими. 

ТЕОРЕМА: 

Пусть g(x) борелевская функция, ( )ωγ - случайная величина, т. е. 

измеримая функция. Тогда функция 

( ) ( )( )ωγ=ωη g  

является измеримой и, следовательно, случайной величиной. 

Берем произвольное B⊂β. ( )B g B1
1= −  по определению борелевской 

функции. 
Рассмотрим множество 

( ) ( ){ }1
1

1
1  , BxxBA ∈∀γ=ω=γ= −−  

так как ( )γ B1 измеримая функция и β∈1B , то A⊂ σ-алгебре. 

Следовательно, функция ( ) ( )( )ωγ=ωη g  – измеримая функция, т. 

е. случайная величина. 
 

Теорема Колмогорова 

Любая числовая скалярная функция, которая удовлетворяет 
свойствам, которым удовлетворяет функция распределения, является 
функцией распределения и однозначно задает вероятностное про-
странство вида: 

( )PR ,,1 β  

β – борелевская алгебра; 
P – мера на борелевской алгебре; 
R1 – числовая скалярная ось. 
Введем функцию F(x) 

( ) ( ) 1 ;0 =∞+=∞− FF  

Эта функция определена для всех x, неубывающая, непрерывная 
сверху. Показать самим, что такая функция однозначно задает счетно-
аддитивную меру на поле, порожденном всеми полуинтервалами 
ненулевой длины. 
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Докажем, что 0<F(x)<1 
Согласно терминологии, если функция y=f(x) непрерывна на от-

резке [a, b], то она ограничена. Поскольку наша функция не убываю-
щая, то максимум и минимум она соответственно будет иметь такой: 

( ) ( ) 1=max ;0min =∞+=∞−= FF  

т. е. 0<F(x)<1. 
 
2. Пусть имеем следующие функции. 
Построим борелеву алгебру на поле, тогда по теореме о про-

должении счетно-аддитивная функция, определенная на поле, без из-
менения аксиом теории вероятностей, однозначно распространяется 
на все элементы борелевой алгебры, не принадлежащие полю. Т.о. 
вероятностное пространство построено, теорема доказана. 

Смысл теоремы. 
Теорема Колмогорова позволяет утверждать, что если вы иссле-

дуете случайную величину, то не надо строить абстрактное простран-

ство элементарных событий, σ-алгебру, счетно-аддитивную меру, 

конкретный вид функции ( )ωγ . Нашей задачей будет лишь то, что 

считая R1 – числовой скалярной осью – пространство элементарных 
событий, мы должны найти функцию распределения F(x), использую 
статистику: результата конкретного испытания над случайной вели-
чиной: 

X1, X2, ..., Xn 

 

Дискретные случайные величины 

 

Случайная величина называется дискретной, если в результате 
испытания она может принять значение из конечного либо счетного 
множества возможных числовых значений. 

Случайные величины в дальнейшем будем обозначать больши-
ми буквами: 

X, Y, Z 
Вероятностное пространство дискретной случайной величины 

задается в виде: 









=
n

n

ppp

xxx
X

,...,,

,...,,

21

21
, n – конечное или бесконечное. 
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Пример: 
Испытание – композиция n-независимых испытаний, в каждом 

из которых происходит событие A с вероятностью p, либо A  с веро-
ятностью 1-p. 

Вероятностное пространство 

{ }
{ } ( )∏

=

−αααα

ααα

⋅⋅==
n

j

mnmm
n qpCAPAAAP

AAA

jn

n

1

,...,,

,...,,

21

21

 

В этом примере σ-алгеброй является множество всех подмно-
жеств пространства элементарных событий. Введенную нами случай-
ную величину x по определению можно задать: 









⋅⋅⋅⋅⋅⋅
= −−− nmnmm

n
n

n
n

n
n

pqpCqpCqpCq

nm
X 22211

210
 

– верхняя строчка – это совокупность возможных числовых зна-
чений, которые может принимать случайная величина; 

– нижняя строчка – вероятность наступления этих числовых 
значений. 

Практически во всех задачах естествознания отсутствует про-

межуточный этап: испытание, Ω – пространство всех возможных ис-
ходов испытания, ( )ωγ – числовая скалярная функция, элементы кото-

рой ω⊂Ω. 
На самом деле структура: 
– испытание; 
– исход испытания; 
– число на числовой оси. 
 

Вероятностные характеристики дискретных случайных величин 

 
Математическим ожиданием случайной величины X называется 

число вида 


=

⋅=
s

i
ii pxMX

1

 

xi – все возможные различные конкретные исходы испытания; 
pi – вероятности их наступления. 
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Математическое ожидание является как бы аналогом центра 
масс точечной механической системы: 









=
s

s

ppp

xxx
X

,...,,

,...,,

21

21
 

Как центр масс: 


=

⋅=⋅++⋅+⋅+⋅=

=+++
+++

⋅++⋅+⋅+⋅=

s

i
iiss

s

s

ss

pxpxpxpxpxMX

pppp

pppp

pxpxpxpx
MX

1
332211

321

321

332211

...

   ,1... где

...

...

 

Смысл характеристики мат. ожидания заключается в следую-
щем: это точка на числовой оси, относительно которой группируются 
результаты конкретных испытаний над дискретной случайной вели-
чиной. 

 
Свойства математического ожидания 

 
1. MC=C 

CC
C

X =⋅






= 1

1
 

 
2. MCX=CMX 
Построим таблицу для случайной величины CX: 







 ⋅⋅⋅

=
n

n

ppp

xCxCxC
CX

...

...

21

21
 

по определению математического ожидания: 

CMXpxCpxCMCX
n

i
iiii

n

i

=⋅⋅=⋅= 
== 11

 

 
3. M(X+a)=MX+a, a=const 
Построим таблицу для случайной величины x+a 
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( ) ( )   
= = ===

+=






 ==⋅+=⋅+⋅=⋅+=+
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i
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1 1 111
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Доказать следствие 
4. M(aX+b)=aMX+b, где a, b - константы 

( ) ( )  
= ====

+⋅=⋅+⋅⋅=⋅+⋅⋅=⋅+⋅=+⋅







 +⋅+⋅+⋅

=+

n

i

n

i
iii
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i
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n

i
ii

n

n

bMXapbpxapbpxapbxabXaM

ppp

bxabxabxa
baX

1 1111

21

21

...

...

 

Пусть случайная величина Y является функцией f(x) от случай-
ной величины X. Построим вероятностное пространство случайной 
величины Y. 

( ) ( ) ( )








=

n

n

ppp

xfxfxf

xfY

...

...

)(

21

21  

Верхняя строчка является пространством элементарных собы-
тий для случайной величины Y. В противном случае верхняя строчка 
является пространством элементарных событий для величины Y. 

Все одинаковые числа в верхней строчке заменяется одним, ве-
роятность наступления которого равна сумме соответствующих веро-
ятностей. 

Следствие. 
Математическое ожидание случайной величины Y равняется: 

( )

ni

pxfMY
n

i
ii

,1

1

=

⋅=
=  

Начальным моментом К-го порядка случайной величины X 
называется математическое ожидание случайной величины Xk. 


=

⋅==ν
n

i
i

k
i

k
k pxMX

1

 

Центрированная случайная величина – это величина, равная 
X’=X-MX 

Покажем, что математическое ожидание MX’ равно 0. 
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( )

( ) 0 2)

0© 1)
111

=−=−⋅

=−=⋅−⋅=⋅⋅−= 
===

MXMXMXXM

MXMXpMXpxpxMxMX
n

i
i

n

i
ii

n

i
iii  

 
Центральным моментом К-го порядка называется начальный 

момент К-го порядка случайной величины X’ 

( )
=

⋅−==µ
n

i
i

k

i
k

k pMXxXM
1

)'(ˆ  

при решении реальных задач практические вероятности рi неиз-
вестны, но считая, что вероятность – это частость, при большом числе 
испытаний 

( )
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=

ν−=µ

=ν

s

i

ik

ik

n

i

ik
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n

n
x

n

n
x

1
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ˆ

 

Дисперсией случайной величины X, называется центральный 
момент второго порядка случайной величины X. 

( )
=

⋅ν−=µ=
s

i
ii pxDX

1

2
2  

Дисперсия является мерой концентрации результатов конкрет-
ных испытаний над случайной величиной X. 

Свойства. 
1. Чем меньше дисперсия, тем более тесно группируются ре-

зультаты конкретных испытаний относительно математического ожи-
дания. 

Пусть дисперсия мала, тогда мало каждое слагаемое суммы               

(xi – ν)2pi. Тогда для , xi которое по модулю резко отличается от мате-
матического ожидания ν, pi – мало. Следовательно, большую вероят-
ность наступления могут иметь лишь те xi, которые по модулю мало 
отличаются от математического ожидания. 

2. Если дисперсия равна 0, то X – const. 

( ) const            0    0

0

1

2 ===⋅ν==ν−⇔=⋅ν−

=


=

CxxxMxxpx

DX

iiiii

s

i
ii  
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3. 
D(X+C)=DX 
Y=X+C 
Y’=Y–MY=X+C–M(X+C)=X+C–MX–C=X–MX=X’ 
DY=M(Y’)2=M(X’)2=DX 
4. 
DCX=C2DX 
Y=CX 
DY= M(Y’)2=M(Y’)2 
Y’=Y–MY=CX–MCX=CX–MCX=C(X–MX)=CX’ 
DY= M(Y’)2=M(CX’)2=C2M(X’)2=C2DX 
5.  
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Построим функцию распределения для дискретной случайной 
величины. Для удобства договоримся, что случайные величины рас-
полагаются в порядке возрастания. 

( ) ( )xXPxF
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X
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т. е. по определению для любого действительного X, F(x) численно 
равно вероятности наступления следующего события: в результате 
испытаний над X оно приняло значение строго меньше x. 

                               1      F(x)

                                       P1+P2+P3

                                       P1+P2

                                       P2

 x1       x2       x3                  x4                        x5
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Производная функция 
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Характеристической функцией случайной величины X называ-

ется функция действительного аргумента вида 
=

−− ⋅=
s

i
i

tXXt
peMe i

1

11  

Производящей функцией называется скалярная функция вида: 
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Свойства производящей функции 
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3. Разложение производящей функции в ряд Маклорена имеет 
вид 
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!
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Формула Тейлора имеет вид 
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при to=0 она носит название формулы Маклорена 
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Пример: 
Рассмотрим случайную величину, распределенную по биноми-

нальному закону распределения: 









⋅⋅
=

= −inii
n qpC

nii
X

,0,
 

Найдем производящую функцию: 
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Найти DX и MX 
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Первая модель распределения Пуассона 

 
Проведена неограниченно большая серия испытаний, в резуль-

тате каждого испытания случайным образом появляется точка на чис-
ловой оси. Случайное распределение точек на числовой оси удовле-
творяет следующим трем свойствам. 

1. Стационарность. Вероятность того, что на отрезок данной 

длины попадает данное количество точек определяется только длиной 
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этого отрезка и не зависит от расположения этого отрезка на числовой 

оси. 

2. Ординарность. Вероятность того, что на достаточно малый 

отрезок длины Δx попадает одна точка, является бесконечно малой Δx 

порядка. Вероятность того, что на этот отрезок попадает более, чем 

одна точка, является бесконечно малой более высокого порядка, чем 

Δx. 

3. Свойство без последействия. Вероятность того, что на данный 

отрезок попало определенное количество точек не зависит от того, 

сколько точек в результате проведенной бесконечно серии испытаний 

попало на отрезок, не пересекающийся с данным. 

Найти вероятность того, что на данный отрезок длина l попадает 
m точек. 

 

                                        l

 
Обозначим через xl – случайная величина, равная численности 

точек, выпавших на отрезок длины l. 

( ) 





 ∞=

=
iP

ii
X

l

l ,0,
 

На числовой оси рассмотрим отрезок длины 1 и обозначим: 

MX1=λ 

Математическое ожидание числа точек, попавших на отрезок 

длины 1. По свойству стационарности l одинаково для всех отрезков. 

MX1=ll – доказать 

Пусть l – целое число. Разобьем отрезок длины l на l отрезков 

единой длины. Тогда количество точек, попавших на отрезок длины l 

будет равно числу точек, попавших на каждый из непересекающихся 

отрезков длины 1 (тут использовалось свойство беспоследействия). 
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Используя формулу 
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∞
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00 i
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i
i xxM  

имеем 

MX1=ll 

Математическое ожидание числа точек, попавшие на отрезок 

длины l равно мат. ожиданий точек, попавших на непересекающиеся 

отрезки. Пусть l – не целое число. Выделяем целую часть. Тогда 

( ) lMlMX
l λ=∆+λ= 1  

На числовой оси рассмотрим отрезок длины l, разобьем его на n 

отрезков данной длины 

n

l
x =∆  

такой, что позволит использовать свойство ординарности. Тогда с 
определенной погрешностью, которая тем меньше, чем больше n 

можно считать 

( ) ( )






=
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10

10

xx
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PP
X  

т. е. на отрезок длины Δx попадает не более, чем одна точка, тогда 

( ) ( ) ( )11100 xxx
x PPPMXx ∆∆∆

∆ =⋅+⋅==∆λ  

Для достаточного малого отрезка длины lΔx вероятность попа-
дания в него одной точки Δx, а вероятность того, что ничего не про-

изойдет 1– λΔx. 

В сделанных предположениях m точек попадает на отрезок дли-

ны l только в одном случае, когда в m отрезках попадает по одной 

точке. Тогда на основании 3-го свойства искомая вероятность равна 

( ) ( ) ( ) ( ) m
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m
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xxCmP
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!!

!
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Точную вероятность получим путем предельного перехода при 

числе разделений отрезка n → ∞  
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Тут мы разложили  
!0


∞

=m

m

m

a
 в ряд Маклорена. 

Найдем производящую функцию распределения Пуассона 
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Найти MX и DX 
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Вторая модель распределения Пуассона 

 
Рассматривается обычная схема биноминального распределе-

ния, в котором n – велико, а p – достаточно мало. Тогда точная фор-
мула для вероятности появления события A в m испытаниях имеет 
вид 

mnmm
n qpC −⋅⋅  

Эта формула при больших n вычисляется сложно. Такую веро-
ятность заменяют приближенной 

na=pe
m

a a
m

⋅⋅ −  где ,
!

 

Для найденного a построим гипотетический ряд вероятностей 
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Предполагается, что для достаточно больших n и малых p иско-
мая вероятность 

nmnm
n qpC −⋅⋅  

является членом построенного гипотетического ряда вероятностей, а 
во вторых находится в малой окрестности предельного значения этого 
ряда. И, следовательно, это значение можно взять в качестве допу-
стимой хорошей аппроксимации значений искомой вероятности. 

 
Непрерывные случайные величины 

 

Будем рассматривать пространство элементарных событий как 
совокупность всех точек числовой оси. В этом случае введенная ранее 
функция распределения имеет вид: F x P X x( ) ( )= > . 

Пусть функция распределения является непрерывной. Найдем 
вероятность того, что в результате испытаний случайная величина X 
примет значение a, где a – произвольное действительное число. 

P(X=a). 

Рассмотрим неравенство: )
1

(lim
n

axax
n

+<=≤
∞→
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Доказать самим. 
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Следовательно: 
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aFaF
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Мы впервые столкнулись с ситуацией, когда событие принципи-
ально может произойти в результате испытания, но имеет вероятность 
равную 0 . В инженерном толковании это означает: в данной конеч-
ной серии испытаний данное событие никогда не произойдет. 

Случайная величина X называется непрерывной, если ее про-
странством элементарных событий является вся числовая ось (либо 
отрезок (отрезки) числовой оси), а вероятность наступления любого 
элементарного события равна нулю. 

P(a≤X<b)=P(a≤X≤b)=F(b)–F(a) 
Если от сложного события вычесть конечное либо счетное мно-

жество, вероятность наступления нового события останется неизмен-
ной. 

Функция f(x) – числовая скалярная функция действительного 
аргумента x называется плотностью вероятности, и существует в точ-
ке x, если в этой точке существует предел: 

)(
)()(

lim
)(

lim)( xF
x

xFxxF

x

xxXx
xf

xx
′=

∆
−∆+=

∆
∆+≤≤=
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Свойства плотности вероятности 

1. Плотность вероятности является неотрицательной функцией. 

2. 
∞

x

-

f(U)dU=x)<P(X=F(x)  

)(--)(=)( ∞FxFxF  

3. ≤≤
b

f(x)dx=b)xP(a
a
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 =−≤≤
∞−∞−
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f(x)dxf(x)dxf(x)dx=F(a)-F(b)=b)xP(a
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4. 1f(x)dx =
∞

∞−
 

101)()()(f(x)dx =−=−∞−∞=∞<=
∞

∞−
FFXP  

Следствие: Если пространством элементарных событий является 
отрезок числовой оси, то пространство элементарных событий фор-
мально можно распространить на всю числовую ось, положив вне от-
резка значение плотности вероятности равное 0. 

 
Второе эквивалентное определение плотности вероятности 

 
Если плотность вероятности в точке x существует, то 

P(x≤X≤x+∆x)=f(x)∆x+о(∆x). Вероятность того, что в результате испы-
тания случайная величина примет значение в отрезке с точностью до 
о(∆x) равна F(x)∆x. 

 
Пример: 
Равномерное распределение. 

p x c a x b

p x a x b

( ) ,

( ) ,

= ≤ ≤
= > >





        

        0
              тут p(x)=f(x). 

 
 
 
 
 
 

)(cx=cd(x)p(x)dxp(x)dx
bb

abc
b

aaa

−=== 
∞

∞−
 

так как 
ab

с
−

==
∞

∞−

1
    ,1p(x)dx  

 
 
 
 

x+∆x x 

p(x) 

a b 

c 

F(x) 

a b 

1 



42 

Экспоненциальное распределение. 
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Непрерывная случайная величина является математической аб-
стракцией и в чистом виде на практике не встречается, хотя бы пото-
му, что теоретически не может существовать измерительное устрой-
ство, вычисляющее это величину. Следовательно, всегда исследова-
тель имеет дело со случайными дискретными величинами. На практи-
ке отрезок [a, b] разбивают на отрезки одинаковой длинны, длину 
устремляют к нулю. При этом x принадлежит отрезку. Вероятность 

того, что отрезок содержит x равна ∆x

b a−
. При ∆x → 0  ситуация эквива-

лентна следующему: имеется бесконечное множество лотерейных би-
летов, один ваш. Ясно, что в конечной серии розыгрышей вы никогда 
не выиграете. Независимо от этого велико удобство работы с непре-
рывными величинами. Оно заключается в том, что вероятностные 
свойства задаются одной из двух функций – плотностью распределе-
ния либо плотностью вероятности. 

 
Вероятностные характеристики непрерывных случайных величин 

 
Пусть имеется случайная величина, являющаяся функцией от 

непрерывной случайной величины X. 

Y=ξ(x) 

1 

1 2 

p(x)=λe−λx 
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Математическим ожиданием непрерывной случайной величины 
является число: 

M Y x f x dxx=
−∞

∞

ξ( ) ( ) , f xx ( ) – плотность вероятности случайной вели-

чины. 
Обоснование этой формулы. 
Аппроксимируем непрерывную случайную величину Y случай-

ной величины Y*, которая является дискретной. Пусть числовая ось – 
пространство элементарных событий случайной величины X, разобь-
ем всю числовую ось на отрезки достаточно малой длины. 

 
 
 
2n отрезков. 
Если в результате испытания случайная величина X попала в 

отрезок с начальной вершиной xi, то случайная величина X* приняла 
значение ξ(xi) с точностью до бесконечно малой ∆x – длины i-го от-
резка. Вероятность того, что Y* примет значение ξ(xi) с точностью до 

бесконечно малой более высокого порядка, чем ∆x, тем более точно 
Y* аппроксимирует Y. 

Вероятность наступления ξ(xi) для Y* равна xxf ix ∆)(  









∆
ξ

=
xxf

x
Y

ix

i

)(

)(*  

 ∆ξ=
i

ixi xxfxMY )()(* , при n → ∞ эта сумма переходит в 


∞

∞−
ξ= dxxfxMY ixi )()(* . 

Тогда 
∞

∞−
==ν dxxxfMX x )(1 . 

Самим показать, что все свойства мат. ожидания для дискретной 
случайной величины сохраняются для непрерывной случайной вели-
чины. 

xn-1 xn x1 x0 xn-1 xn 
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Доказать, что 
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Доказать самим, что свойство 1 и 2 для производящей функции 
в дискретном случае справедливы и для непрерывного. 
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Распределение Гаусса – нормальное 

 
Случайная величина имеет нормальное распределение (распре-

деление Гаусса) и называется нормально распределенной, если ее 
плотность вероятности 
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Из определения 
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функция распределения 

( )
( )

1
1

2 ;
22

1

2

1
 ;

2

1
,,

2

2

2

2

2

2

=
π

=






 ===
π

=

=σ
πσ

=




 σ==
σ
−=

πσ
=σ





∞

∞−

−
∞

∞−

−

∞

∞−

−∞

∞−

σ
−−∞

∞−

duedudZu
Z

dZe

dZedZdxZ
ax

dxedxaxn

uZ

Z

Z

Zax

 

Найдем выражение для производящей функции нормального 
распределения 
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Изобразим примерный вид плотности 

 
 
 
Рассмотрим центрированную нормальную величину, т. е. MX=0 

( )σ,0,xn  

У центральной нормированной величины все нечетные началь-
ные моменты равны 0 
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Функция Лапласа 

 
Функцией Лапласа называется функция вида 
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π
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v z 
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Свойства: 
1) при z>0 функция Лапласа определяет вероятность попадания 

нормальной случайной величины с параметрами 
MX=0 
DX=1 
в интервале (0, z) 
 
2) 
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3) ( ) ( )∞−=− 00 ФzФ  – функция нечетная 

 
Иногда в литературе встречаются два вида функций Лапласа 
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Функция Лапласа табулирована. Функция Лапласа используется 
для выполнения событий вида 

( )σν,,xn  

для произвольных нормальных величин. 
Найдем вероятность того, что в результате испытания над x 

произойдет сложное событие: x примет числовое значение, принад-
лежащее отрезку с концами (a, b). 
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Пример. 
x – случайная величина. 
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f(x) – плотность вероятности. 
Найти плотность вероятности g(n) случайной величины H. 
               X                                    X+dX

                                                                              x

                H                                    H+dH              h
 

Рассмотрим отрезок (h, h+dh). Событию попадание H в отрезок 
(h, h+dh) в силу однозначности функции h(x) соответствует попадание 
x в отрезок (x, x+dx). При этом вероятности наступления такого собы-
тия одинаковы: 

( )
( )xh

hx
 

Тогда построим функцию h(x), обратную x(h), x=x(h). 

так как 
( )

dh
dh

hdx
dxdxdh =>>     ,0 и 0  

Вероятность первого события равна 
( ) ( )dhdhhg 0 , +  

Вероятность второго события 

( )( ) ( ) ( )( )hdxdh
dh

hdx
hxf 0 , +  

Следовательно 

( ) ( )( ) ( )
dh

hdx
hxfhg =  

Неравенство Чебышева 

 
Рассмотрим случайную величину X с конечным мат. ожиданием 

и дисперсией DX=σ  
Для любого неотрицательного числа t вероятность наступления 

события 

( )
2

1

t
txP ≤σ≥ν−  

Пусть Z – непрерывная случайная величина с плотностью веро-
ятности f(Z). Пространство событий величины Z (0; ∞). Тогда имеет 
место неравенство 

( )
τ

≤τ≥ MZ
ZP  
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Доказать неравенства 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
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Рассмотрим два сложных события 

( ) 22 ε≥−
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ax

ax
 

a – произвольное действительное число. 
Показать самим, что x – удовлетворяет и одному и другому не-

равенству. 
Тогда 0 , >ε∀a  справедливо 
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В данном случае ( )22    axZ −=ε=τ  

Равномерность неравенств при ε>0 
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или, в частности, при a=ν=MX 

{ }
2ε

≤ε≥ν− DX
xP  

при ε = σt справедливо неравенство Чебышева. 
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Многомерные случайные величины 

 
Инженерная интерпретация. 
Проводится испытание. В результате испытания фиксируется m 

числовых значений X1, X2, ...,Xm. Исход испытания случайный. 
Пример: Испытание – реализация некоторой технологии выпус-

ка продукта. Исход – численное значение m характеристик, оценив 
которые мы оценим качество продукта. 

Так как в процессе реализации технологии на технологию дей-
ствуют случайные факторы, то результат испытания неоднозначен. 

 
Аксиоматика. Формальная вероятностная модель 

Имеется вероятностное пространство: (Ω, σ, P). Зададим m чис-
ловых измеримых скалярных функций ξ1(ω), ..., ξm(ω). Каждая из этих 
функций является одномерной по определению. Возьмем m произ-
вольных действительных чисел и рассмотрим событие A. 

{ }mm xxxA <ωξ<ωξ<ωξω∀= )(,...,)(,)(: 2211  

Очевидно, что событие A является пересечением событий Ai ви-
да: 

{ }

∏
=

=

<ωξω∀=
m

i
i

iii

AA

xA

1

)(:

 

Так как каждое Ai∈σ-алгебре, то и A⊂σ-алгебре. Следовательно, 
существует вероятность наступления события A и существует число-
вая скалярная функция m действительных аргументов, которая опре-
делена для всех значений своих аргументов и численно равна вероят-
ности наступления события A. 

F(x1, x2, ...,xm)=P(A) 
Это m-мерная функция распределения m-мерной случайной ве-

личины. 
Свойства многомерного распределения: 
1. Значение функции при значении хотя бы одного ее аргумента 

равного -∞, равно 0, как вероятность невозможного события. 
2. Значение функции, при всех значениях ее аргументов равных 

+∞, равно 1, как вероятность достоверного события. 
3. Функция не убывает по любой совокупности ее аргументов. 
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4. Функция непрерывна почти всюду (для инженерной практики 
это означает, что на конечном, либо счетном множестве аргументов 
она может иметь скачки 1-го рода). 

Рассмотрим арифметическое пространство R m  и зададим полу-
интервалы вида: 
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Доказать самим, что P(B) существует, и образ этого множества 
принадлежит σ-алгебре по ω. 
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Можно доказать, что: 

 =
1

1

m

m

b

a
m21 )x..., , x,F(x)(

b

a

dBP K  

т.о. многомерная функция распределения позволяет в m-мерном 
арифметическом пространстве задать счетно-аддитивную меру – 
функцию на поле, порожденному всеми m-мерными полуинтервалами 

объема (∀i, ai≠bi). Тогда построим минимальную σ-алгебру на этом 
поле, которая называется борелевским полем (алгеброй) в m-мерном 
арифметическом пространстве. Любая скалярная функция m-
аргументов удовлетворяет всем свойствам, приведенным для m-
мерной функции распределения и однозначно задает вероятностное 
пространство вида: 

( )pR m
m ,,β  

Таким образом, для инженерного исследования задача свелась к 
следующему: пространство элементарных событий – это m-мерное 
арифметическое пространство. По результатам статистических испы-
таний нужно оценить m-мерную функцию распределения F(x1, x2, 
...,xm). Рассмотрим числовую скалярную функцию m действительных 
аргументов. g(x1, x2, ...,xm). Функция g(x1, x2, ...,xm) называется боре-
левской, если для любого B⊂β в одномерном арифметическом про-
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странстве соответствующая mBBg β⊂=−
1

1 )( . Тогда справедлива 

теорема, доказательство которой полностью повторяет доказательство 

в одномерном случае. Скалярная функция ))(),...,(()( 1 ωξωξ=ωη mg – 

является измеримой скалярной функцией – случайной величиной. 
 

Двумерные случайные величины 

Рассмотрим испытание, результатом которого является появле-
ние двух чисел из некоторого конечного либо счетного множества пар 
чисел. Это испытание физически может быть одним испытанием 
(мгновенное измерение прибором величины тока и напряжения в се-
ти), а также может быть композицией двух испытаний, каждое из ко-
торых порождает одномерную дискретную величину. Условно дву-
мерная дискретная случайная величина обозначается как XY, либо 
любые две буквы латинского алфавита, либо для: X:{x1, x2, ...,xs}, 
Y:{y1, y2, ...,yn}, проводя испытание над двумерной случайной вели-
чиной находят одно из чисел из X либо из Y. А вероятностное про-
странство двумерной случайной величины формально строится так: 

nj

si
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ii

,...,1
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Двумерной случайной величиной называется система из двух 
одномерных случайных величин X, Y, где как X, так и Y являются 
дискретными случайными величинами. В пространстве элементарных 
событий дискретной случайной величины XY определим сложное со-
бытие A: В результате испытания над двумерной случайной величи-
ной XY, случайная величина X приняла значение xi, случайная вели-
чина Y - любое значение. 
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Вводим сложное событие B: В результате испытания над дву-
мерной случайной величиной XY, случайная величина Y приняла 
значение yj. 
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Найдем условную вероятность:  
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Аналогично: 
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Покажем что сумма условных вероятностей: 1)/(
1

=
=

m

j
ij xyP ; 

1)/(
1

=
=

s

i
ji yxP  

1
)(

)(

)(

)(

)(

)(
1

1

===


 =

= j

j

j

s

i
jis

i j

ji

yP

yP

yP

yxP

yP

yxP
 

Условным математическим ожиданием является выражение: 


=

===
m

j
ijjii xyPyxyxxyM

1

)/()()/( ;      


=

===
s

i
jiijj yxPxyxyyxM

1

)/()()/(  

Условной дисперсией называется выражение: 
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22 )/())((/)/( . 

Условное мат. ожидание и дисперсия отличаются от безуслов-
ной только тем, что в их определении подставляется условная вероят-
ность вместо безусловной. 

Условное мат. ожидание случайной величины, при условии, что 
другая случайная величина приняла заданное значение определяет 
число-точку, относительно которой группируются результаты кон-
кретных испытаний над одной случайной величиной, при условии, 
что в этом испытании (над двумерной случайной величиной XY) вто-
рая случайная величина приняла заданное фиксированное значение. 

Условная дисперсия определяет степень концентрации резуль-
татов конкретных испытаний над одной случайной величиной отно-
сительно условного мат. ожидания. 
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При решении практических задач условное мат ожидание и 
условная дисперсия обычно используются в следующем случае: про-
водят испытание над X и Y, исследователь имеет возможность изме-
рять результаты испытания над одной случайной величиной, измере-
ние другой недоступно. Если условные дисперсии малы, то в качестве 
неизвестного значения не измеряемой случайной величины, которую 
она приняла в результате испытания, можно брать мат. ожидание. 

 
Двумерные непрерывные случайные величины 

 
Двумерная случайная величина называется непрерывной слу-

чайной величиной, если пространством ее элементарных событий яв-
ляется плоскость, либо область плоскости, либо область конечной 
ненулевой плоскости. Очевидно, что X и Y являются одномерными 
непрерывными случайными величинами. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Следствием этого определения является следующее: любое 

сложное событие размерности 1 (произвольная кривая, принадлежа-
щая пространству элементарных событий) имеет нулевую вероят-
ность так как в противном случае вероятность достоверного события 
никогда бы не равнялась единице. Числовая скалярная функция двух 
действительных аргументов называется двумерной плотностью веро-
ятности, двумерной случайной величины XY, если для фиксированных 
значений своих аргументов она выполняет равенство 










∆+≤≤
∆+≤≤

=∆∆
yyYy

xxXx
Pyxyxf ),( . Приведенное здесь определение яв-

ляется аналогичным определению одномерной плотности вероятности. 

y 

x 
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=
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Ниже будет выведено условие существования плотности веро-
ятности для фиксированных x, y. 

),(
),(2

yxf
yx

yxF =
∂∂

∂
 

Рассмотрим произвольную область G. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Разобьем область G на множество прямоугольников, покрыва-

ющих область G. Тогда на основании 3-й аксиомы теории вероятно-
стей имеем: вероятность искомого события равна: 

),()(())(,( yyYyxxXxPyxoyxyxf
i j

ii ∆+≤≤∆+≤≤=∆∆+∆∆ . 

Точное выражение получим перейдя к пределу: 

 =∆∆+∆∆
→∆
→∆

Gi j
ii

y
x

dxdyyxfyxoyxyxf ),()(())(,(lim

0
0

 (показать самим). 

Числовая скалярная функция двух действительных аргументов 
называется двумерной функцией распределения, если она при фикси-
рованном числе своих аргументов численно равна вероятности 

наступления Fx,y(x,y)=P(X≤x, Y≤y), если X, y – непрерывные случай-
ные величины, то значение функции распределения не изменится. 

 
 

y 

x 

i,j 

 f(xi, yj)∆xi∆yj) - вероятность попадания в эле-

ментарный объем, примыкающий к точке i, j. 
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Доказать: 
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По определению второй смешанной производной. 
Найдем по двумерной плотности одномерные плотности слу-

чайных величин X и Y. 
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Так как полученное равенство верно для всех х, то подынте-
гральные выражение 

( ) ( )dvvufuf x ,
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аналогично 
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В математической теории вероятностей вводится как базовая 
формула (1) ибо предлагается, что плотность вероятности как анали-
тическая функция может не существовать. Но так как в нашем курсе 
мы исследуем только 2 конструкции – дискретные или непрерывные, 
то для них полученные формулы эквивалентны и не имеет смысла ка-
кую-то из них вводить как первичную. 
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Условная плотность вероятности 

 
Найдем плотность вероятности случайной величины Y при 

условии, что в результате испытания над случайной величиной XY , 
X приняло значение х. 

Обозначим 
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тут мы использовали второе определение одномерной плотности. 
В качестве условной плотности вероятности используется сле-

дующее выражение 
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Обоснование выражения для условной плотности вероятности 
{ }
{ }

{ }

α+=∆+∆=
∆+∆

∆∆+∆∆
==

=∆+≤≤∆+≤≤=
∆+∆=∆+<<=

∆∆+∆∆=
∆+<<∆+<<

∆+≤≤∞<
∞<∆+≤≤

)()(

),(
)(0

),(

)(0)(

)(0),(

)(

)(

)/()/(

)(0)()()(

)(0),()(

,:

,:

,:

xx

xy

xx

xy

x

xy

x

f

yxf
yy

f

yxf

xxxf

yxyxyxf

AP

ABP

xxXxyyYyPaBP

xxxfxxXxPAP

yxyxyxfABP

yYYyxxXxAB

yyYyxB

yxxXxA

 

Выведем выражение для α. 
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Обозначим 
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Условное мат. ожидание и дисперсия линии регрессии – зависи-
мость Y от X, выраженная в изменении средних значений Y при пере-
ходе x от одного значения к другому. Найдем математическое ожида-
ние MZ, где 
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Двумерные независимые случайные величины  

(двумерные дискретные случайные величины) 

 
Двумерная дискретная случайная величина называется случай-

ной величиной с независимыми компонентами, если 
( ) ( ) ( )jiji yPxPyxP =,  

Показать самим, что справедливо 
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( ) ( )
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Доказать самим, что если испытание, исходом которого является 

пара чисел sjmiyx ji ,1  ;,1 ; ==  является композицией двух незави-

симых испытаний, то случайные величины X Y независимы. 
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Независимые непрерывные двумерные случайные величины 

 
Непрерывными случайными величинами с независимыми ком-

понентами называются если: 
Непрерывная двумерная случайная величина имеет независимые 

случайные компоненты, если 

или   
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yFxFyxF

yx

yx

⋅=

⋅=

,

,
 

Покажем, что второе эквивалентно первому. 
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Покажем, что если двумерная непрерывная случайная величина 
XY порождена композицией независимых испытаний, то X и Y неза-
висимы. 

В силу определения независимых испытаний в композиционном 
пространстве 

{ }
{ }yYXB

yxXA
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,

,
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В силу определения независимых испытаний в композиционном 
пространстве A и B независимы. 

Следовательно: ( ) ( ) ( )BPAPABP ⋅=  

 
Многомерные дискретные случайные величины 

 
Это система, состоящая из m дискретных одномерных случай-

ных величин. Всю арифметику проделать самостоятельно. 
 

Многомерные непрерывные случайные величины 

 
Система из m одномерных непрерывных случайных величин, у 

которой пространством элементарных событий является m-мерное 
арифметическое пространство либо его область, имеющая ненулевой 
объем. 

m-мерная плотность вероятности удовлетворяет выражению 
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m-мерной функцией распределения называется числовая ска-
лярная функция m действительных аргументов, которая численно 
равна: 
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Случайные величины x1, x2, ... xm независимы, если 
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Доказать, что если m-мерная случайная величина порождена 
композицией m-мерных испытаний, то события независимы. 
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Запишем аналог формул 
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для многомерного случая. 
Для получения плотности вероятности 

liii xxx  ,..., ,
21

 необходимо 

n-мерную плотность проинтегрировать в бесконечных пределах по 
переменным, которые соответствуют случайным величинам, не вхо-
дящим в 

liii xxx  ,..., ,
21

 

Найдем плотность n-мерной случайной величины. 

( ) ( )
( )


−=++===++

',...,',',...,

21
21',...,','/,...,,

211

221121

',...,','
,...,,

kk

kknkk

xxxxx

n
nkkxxxxxxxxx

f

xxx
xxxf  

 
Математическое ожидание скалярной функции случайных  

аргументов 

 

Двумерный дискретный случай 

XY 

Числовая скалярная функция ( )yx,ϕ  

( )yx,ϕ  является одномерной дискретной случайной величиной, 

со следующим отличием от обычного представления: для того, чтобы 

в испытании получить реализацию ( )ii yx ,ϕ  необходимо провести ис-

пытание над двумерной случайной величиной XY, зафиксировать ее 
результат xi, yi и подставить в ( )ii yx ,ϕ . Полученное число и есть реа-

лизация случайной величины ϕ . 

Таблица случайной величины строится по таблице 
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Двумерные непрерывные случайные величины 
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Случайную величину ( )yx,ϕ  аппроксимируем дискретной по 

следующему правилу: 
пространство элементарных событий XY представим в виде со-

вокупности прямоугольников с вершинами x yi j, , если в результате ис-

пытания XY попало в прямоугольник (i,j), то эта случайная величина 
приняла значение ( )ji yx ,ϕ . Вероятность наступления этого события 

равна: 
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-мерный дискретный случай 
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Найдем M x x xnϕ( , ,... )1 2  
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-мерный непрерывный случай 
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Теорема 1. Математическое ожидание суммы случайных вели-
чин равно сумме математических ожиданий 
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б) непрерывный случай 
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Пусть n-произвольное число 
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Теорема 2. Математическое ожидание произведения независи-
мых случайных величин равно произведению мат. ожиданий. 

По определению имеем ( ) ( )=
),(
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Коэффициент ковариации 

 
Коэффициентом ковариации называется выражение 
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Эта формула верна, так как верна следующая формула. 
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Если случайные величины XY независимы, то их коэффициент 
ковариации равен нулю, обратное в общем случае неверно. 

 
Пример. 
X – случайная величина, имеющая нормальное распределение с 

нулевым мат.ожиданием ( )σ,0,xn  

Y=X2 (Y и X связаны функционально). 
Найдем 
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Случайная величина 
x

MXX

σ
−

 называется нормированной слу-

чайной величиной, ее мат.ожидание равно 0, а дисперсия –1. 

( ) ( ) ( )

( ) 1
1

0
1

2

2

2
=

σ
σ=

σ
=−

σ
=









σ
−

=
σ
−=−

σ
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σ
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DX
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D

x

MXMX
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MXXM

 

Коэффициентом корреляции случайных величин X и Y – это 
число 



65 

( ) ( )( ) ( )

( ) ( )[ ] [ ]
( ) ( )[ ] ( ) ( )( ) ( )[ ]
( ) ( )( ) ( ) ( ) DYXYDXMYYMMYYMXXMMXXM

MYYMYYMXXMXXMMYYMXXM

MYMXYXMYXMYXMYXD

MYY
Y
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X
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y
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σ
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−−==ρ
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*

*
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Следствие: 
Если X и Y независимы, то коэффициент ковариации равен 0, то 

( ) DYDXYXD ±=±  

Доказать, если nxxx  ,..., , 21  независимы, то 

( )

( )

( ) ( )
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Свойства коэффициента корреляции 

 

1. 11 ≤ρ≤− xy  

По определению 

( ) ( ) ( )xyxyYXDYDXYXD ρ±=ρ±+=±+=± 12211cov2 ******  

так как ( )D X Y* *±  всегда неотрицательна, то 

( ) 11012 ≤ρ≤−>ρ± xyxy  

2. Если 1=ρ xy , то с вероятность 1 X и Y связаны линейно. 

1=ρ xy  
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Рассмотрим X*–Y*, отсюда M(X*–Y*)=0. 

( ) 0211211** =−+=ρ−+=− xyYXD  

Если X и Y дискретные случайные величины, и дисперсия равна 
0, то их сумма (разность) является постоянной 

( ) 0         0 **** =−=− YXMYX  

Пусть X и Y непрерывные случайные величины, то в соответ-
ствии с неравенством Чебышева 

( )
2ε

≤ε≥− DK
MXXP  

так как ( ) 0** =− YXD  

( ) baxyYXYXP +===ε≥−         0 ****  

Это неравенство и обозначает, что с вероятностью 1 

y

y

x

x
yx

σ
ν−

=
σ

ν−
 

откуда y=ax+b, где x

x

y

y

x

y
ba ν

σ
σ

−ν=
σ
σ

=  ,  

Если коэффициент корреляции 1=ρ xy , то результаты опыта 

лежат на прямой 

Y

X

y=ax+b

 
В общем случае Y можно представить в виде 

( )22 1     xyyDZzbaxy ρ−σ=++=  

Коэффициент корреляции является мерой близости линейной 
связи между случайными величинами X и Y: чем ближе коэффициент 
корреляции по модулю к 1, тем более тесно результаты конкретного 
испытания над X и Y соотносятся с прямой ax+b. 
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Нахождение плотности вероятности суммы двух независимых 

случайных величин 

 
Дискретный случай. 
Пусть X и Y – две дискретные независимые величины данного 

испытания и Z=X+Y. Возможное значение Z=z=x+y всегда представ-
ляет сумму двух возможных значений слагаемых X=x и Y=y. По пра-
вилу сложения 

( ) ( )
=+

====
zyx

yYxXPzZP ,  

где суммирование распространено на те пары, которые в сумме 
дают Z. В силу независимости X и Y 

( ) ( ) ( )yYPxXPyYxXP ===== ,  

Приняв во внимание, что y=z–x 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) −=⋅===⋅===
=+ xzyx

xzyPxXPyYPxXPzZP ©  

последняя сумма '  распространяется не на все значения x, а 

только на такие, для которых z-x равно одному из возможных значе-
ний y. 

Если условиться, что P(y=z-x)=0, если z-x не принадлежит к 
числу возможных значений Y, то 

( ) ( ) ( ) (1)      −=⋅===
x

xzyPxXPzZP  

Аналогично 
( ) ( ) ( ) (2)      −=⋅===

y

yzxPyYPzZP  

Формулы (1) и (2) определяют композицию величин X и Y. 
Или 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )



−=

−=

y
xyz

x
yxz

yzPyPzP

xzPxPzP

 

Непрерывный случай. 
Пусть X и Y независимые непрерывные случайные величины. 

Пусть f(x,y) – двумерная плотность вероятности двумерной случай-
ной величины XY. Плотность совместного распределения f(x,y) в си-
лу независимости X и Y имеет вид 
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( ) ( ) ( )yfxfyxf yx ⋅=,  

Рассмотрим функцию распределения случайной величины Z. 
( ) ( ) ( )zyxPzZPzFz ≤+=<=  

 

z=x+y

y

x

 
 
Для того, чтобы имело место событие −=+⇔≤ zzyxzZ  , дей-

ствительное число необходимо и достаточно, чтобы случайная точка 
Q(x,y) попала в область 1. 

Тогда эта вероятность равна 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )zZP
dz

d
zF

dz

d
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dydxxfyfdxdyyfxfdxdyyfxfdydxyfxfzZP
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Дифференцируя под знаком интеграла 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
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Двумерное нормальное распределение 

Двумерная случайная величина XY распределена нормально, 
если ее плотность вероятности f(x,y) имеет вид 

( ) ( ) 
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Свойства двумерного нормального распределения 

 

1. ( ) 1, = 
∞

∞−

∞

∞−
dxdyyxf  

 

2. 

( )
( )

( )

( )
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т. е. X и Y имеет одномерное нормальное распределение. 
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Сделаем подстановку υσ=
σ

ν−
=υ ddy

y
y

y

y
     

( ) ( )[ ] υσυρ−υ+
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тут мы для краткости обозначили 

( ) ( )[ ] υυρ−υ+
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Прибавляя и вычитая в показателе степени по e по 22
uxyρ  
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Сделаем подстановку 
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3. 0=ρ xy  то X и Y независимые случайные величины, то плот-
ность вероятности двумерная распадается на произведение одномерных 
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Найдем условную плотность вероятности 
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Подставляя в полученное выражение значения 
x
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Вывод: условная плотность вероятности оказалось нормальной с 
мат. ожиданием 

( )x
x

y
x

xyy

ν−
σ
σ

ρ+ν  

и дисперсией, постоянной 
21 xyy ρ−=σ  
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ВОПРОСЫ И ОТВЕТЫ  

 

Вопросы  

 

1. Основные понятия теории вероятностей: события, вероят-
ность события, частота события, случайная величина. 

2. Сумма и произведение событий, теоремы сложения и умно-
жения вероятностей. 

3. Дискретные случайные величины. Ряд, многоугольник и 
функция распределения. 

4. Непрерывные случайные величины. Функция и плотность 
распределения. 

5. Функция распределения; квантиль и а – процентная точка 
распределения. 

6. Формула полной вероятности и теорема гипотез. 
7. Числовые характеристики случайных величин: моменты; дис-

персия; и среднеквадратичное отклонение. 
8. Равномерное распределение, его числовые характеристики. 
9.  Биномиальное распределение, распределение Пуассона. 

10.  Нормальное (Гауссовское) распределение, стандартные нор-
мальные распределения. 

11. Независимые и зависимые случайные величины: ковариация, 
корреляция, коэффициент корреляции. 

12.  Теоремы о числовых характеристиках. 
13.  Закон больших чисел, неравенства и теоремы Чебышева, 

Бернулли. 
14.  Центральная предельная теорема теории вероятностей. 
15. Доверительные интервалы. 
 

Ответы  

 

Ответ на вопрос 1 
 
X – случайная величина. 
x – значение случайной величины. 

ϕ  – непрерывная случайная величина 
Результатом испытания является событие. 
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Частостью наступления события A в n испытаниях называется 
число 

n

n
AW A

n =)(  

Каждому событию A ∈ F ставим в соответствие число P(A), ко-
торое называется вероятностью наступления события A. Такая опера-
ция задает вероятностную меру. 

Случайной величиной называется измеримая числовая скаляр-
ная функция )ω(ϕ , элементами которой являются элементарные со-

бытия. 
Дискретная случайная величина – можно пересчитать. 
Практически не возможное событие, вероятность которого 

близка к нулю 0 (0,01; 0,1). 
Практически достоверное событие, вероятность которого близка 

к единице 1 (0,99; 0,9888). 
Ответ на вопрос 2 
 

Сумма событий и произведение событий. 

А,В,….,G – события 
Суммой событий называется некоторое событие 

S=A+B+….+G=A∪ B∪ ….∪ G, состоящее в появлении хотя бы одного 
из этих событий. 

Пример: Допустим идет стрельба по мишени 
А1 – попадание при первом выстреле 
А2 – попадание при втором выстреле 
S=A1+A2 (хотя бы одно попадание) 
 
Произведением некоторых событий называется событие, состо-

ящее в совместном появлении всех этих событий. S=ABC…G=

GCBA ∩∩∩∩ ...  
Пример: А1 – промах при первом выстреле 
А2 – промах при втором выстреле 
А3 – промах при третьем выстреле 

321 AAAS =  (не одного попадания) 
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Теорема сложения вероятностей 

Вероятность двух не совместных событий равна сумме вероят-
ностей этих событий. 

P(A) P(B) 
P(A+B)=P(A)+P(B) 
S=S1+S2+…+Sn 
P(S)=P(S1)+P(S2)+…+P(Sn) 
Следствие: Если событие S1, S2, …, Sn образуют полную группу 

не совместных событий, то сумма их вероятностей равна 1. 

( ) ( ) 1
1

1 == 
=

n

i

SPSP  

Противоположными событиями называются два не совмест-
ных события, образующие полную группу 

. AA, (пример – монетка имеющая орел и решка) 

( ) ( )
( ) ( )APAP

APAP

−=
=+

1

1
 

Если два события A и B совместны, то вероятность совместного 
появления двух событий вычисляется по формуле: 

( ) ( ) ( ) ( )ABPBPAPBAP −+=+  

Условие независимости события А от события В: P(A|B)=P(A), 
то P(B|A)=P(B) 

Условие зависимости события А от события В: P(A|B) ≠ P(A), 
P(B|A) ≠ P(B) (Если А не зависит от В, то и В не зависит от А – усло-
вие не зависимости условий взаимно). 

Вероятность произведения двух событий равна произведению 
вероятности одного из событий на условную вероятность другого, 
вычисленную при условии, что событие первое имело место:  

P(AB)=P(A)P(B|A), P(AB)=P(B)P(A|B) 
Следствие: Вероятность произведения нескольких не зависимых 

событий равна произведению вероятностей этих событий. 
P(A1A2…An)=P(A1)P(A2)…P(An) 

Пример: на монете выпадет орел 2 раза 
 S=AорAор S=P2(A)=(1/2)2=1/4 
 
Ответ на вопрос 3 
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Закон распределения случайных величин 

Ряд и многоугольник распределений. Случайная величина – это 
величина, которая в результате опыта может принять то или иное зна-
чение не известное заранее какое. 

Большие буквы – случайные величины. Малые буквы – их воз-
можные решения. 

Рассмотрим случайную дискретную величину Х с возможными 
значениями x1, x2, …, xn 

В результате опыта : 













=

=
=

nxX

xX

xX

....

2

1

 

Обозначим вероятность соответствующих событий через Pi 

( ) ),...,2,1( niPxP ii == , так как рассматриваемые события об-

разуют полную группу не совместных событий, то 1
1

=
=

n

i

ip  

Х полностью описана с вероятностной точки зрения, если мы 
зададим распределение вероятности pi(i=1,2…,n), то есть в точности 
указаны решения вероятности pi каждого события xi 

Этим будет установлен закон случайной величины xi. 
 

Законом распределения случайной величины называется вся-
кое соотношение устанавливающее связь между возможными значе-
ниями случайных величин и соответствующими вероятностями. 

 
Простейшей формой записи законов распределения является 

таблица: 
X x1, x2, …, xn 

P p1, p2, …, pn 

 
Многоугольник и ряд распределения полностью характеризует 

случайную величину и является одной из форм законов распределе-
ния. (Для непрерывной случайной величины построить невозможно). 

 
Ответ на вопрос 4 
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Плотность и функция распределения 

Функция распределения непрерывной случайной величины (Х), 
задана выражением: 

( )








>
≤<⋅

≤
=

41

40

00

:

xпри

xприxa

xпри

xFX  

a) Найти коэффициент а 
b) Найти плотность распределения F(x) 
c) Найти вероятность попадания случайной величины на уча-

сток P(0,5<x<3)=? 
d) Построить график функций 
 
F(4)=1 –> a4=1, a=0,25 

( ) ( )








>
≤<=

≤
==′

4,0

40,25,0

0,0

x

xa

x

xfxF

 

( )
( ) ( )








=−=⋅=

=−=−
=<<


3

5,0

3

5,0
625,0)5,03(25,025,025,0

625,0012575,05,03

35,0
xdx

FF

xP

 

– 

два способа решения. 
( ) ( ) ( )

( ) ( )
β

α
=β<<α

α−β=β<<α

dxxfxP

FFxP

 

Ответ на вопрос 5 
 
Функция распределения 

Для непрерывной случайной величины Х вместо вероятности 
равенства Х=х используют вероятность Р(Х<х). F(x)=P(X<x) 

F–функция распределения случайной величины х 
F(x) – интегральный закон распределения или интегральная 

функция распределения. 
F(x) – самая универсальная характеристика случайной величи-

ны, она существует для всех случайных величин как дискретных так и 
непрерывных. 

1 

f(x) 

F(x) 
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Основные свойства функции распределения 

 

1. Функция распределения F(x) есть не убывающая функция 
своего аргумента, т. е. при x2>x1 F(x2)>=F(x1) 

2. При −∞=x функция распределения F(x)=0; F( ∞− )=0 
3. При +∞=x F(x)=1; F( ∞+ )=1 
 
 
 
 
 
Для дискретной случайной величины: ( ) 

<
==

xx
i

i

xXPxF )(  

       
 
 
Функция распределения любой дискретной случайной величины 

всегда есть разрывная ступенчатая функция, скачки которых проис-
ходят в точках соответствующих возможных значений случайных ве-
личин и равны вероятностям этих значений. Сумма всех скачков рав-
на 1. 

F(x) непрерывной случайной величины 
 
 
 
 
Часто используют величины квантиль γx  и α  – процентная точ-

ка αx  

Квантиль – решение уравнения ( ) γ′=γ−xF  

α – процентная точка определяется из уравнения ( ) α−=α 1xF  

 
( ) ( )
( ) ( ) α=≥↔α−=

γ=<↔γ=

αα

γγ

xxPxF

xxPxF

1

;
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0   

* 

x 0 x 1 

1 
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Формула полной вероятности 

Пусть требуется определить вероятность некоторого события А, 
которое может произойти вместе с одним из событий H1, H2, …, Hn, 
образующие полную группу не совместных событий. Эти события 
назовем гипотезами. Докажем, что в этом случае вероятность собы-
тий: 

( ) ( ) ( )i

n

i
i HAPHPAP ⋅= 

=1

 

Вероятность события А вычисляется как сумма произведений 
вероятностей каждой гипотезы на условную вероятность события при 
этой гипотезе. 

AHAHAHA N+++= ...21   применяем 2е теоремы: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )nnn HAPHPHAPHPAHPAHPAP ++=++= ...... 111  

 
Теорема гипотез (формула Байеса) 

Пусть вероятность полной группы не совместных гипотез H1, 
H2, …, Hn известны и равны P(H1), P(H2), …, P(Hn). Событие А может 
появиться совместно с условной вероятностью P(A|Hi) (i=1,2,…,n). 

Спрашивается, как следует изменить вероятности гипотез после 
проведения опытов в связи с появлением этого события. Иными сло-
вами, требуется найти условную вероятность P(Hi,A). 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
( )AP

HAPHP
AHP

HAPHPAHPAPAHP

ii
i

iiii

=

==
 

Формула Байеса:  

( ) ( ) ( )
( ) ( )

( )ni

HAPHP

HAPHP
AHP

n

i
ii

ii
i

,...,2,1

1

=

=

=
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( ) ( ) ( )
=

=
n

i
ii HAPHPAP

1  
– формула полной вероятности 
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Числовые характеристики случайных величин 

Закон распределения случайных величин, 
представленный в той или иной форме, дает исчер-
пывающее описание случайной величины. Наибо-
лее существенные особенности распределения в 

компактной форме описываются так называемыми числовыми харак-
теристиками случайных величин. Они играют в теории вероятностей 
огромную роль, с их помощью облегчается решение вероятностных 
задач. Рассмотрим наиболее часто встречающиеся числовые характе-
ристики. 

 
Характеристики положения 

 

 
Мат. Ожидание   Мода    Медиана 
 
Важнейшая характеристика математическое ожидание, кото-

рая показывает среднее значение случайной величины. 
Математическое ожидание величины Х обозначается М[X], 

или mx. 
Для дискретных случайных величин математическое ожида-

ние: 

[ ] 1,
11

== 
==

n

i
i

n

i
ii PгдеPXXM  

Сумма значений соответствующего значения на вероятность 
случайных величин. 

[ ] ( ) ( ) ХияаспределенплотностьрxfгдеdxxxfXM ., −= 
+∞

∞−
 


==

=






===
n

i
i

n

i
ixi x

nn
xXMm

n
p

11

11
][;

1
 

 

Модой (Mod) случайной величины Х называют ее наиболее ве-
роятное значение. 

Для дискретной случайной величины.   
Для непрерывной случайной величины. 
 

( ) ( )
( ) ( )








=

′=


∞−

x

daafxF

xFxf
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Mod=X3        Mod=X0 
 
Одно-модальное распределение 
 
 
      
 
 
 
 
Много модальное распределение 
В общем случае Mod и математическое ожидание не совпада-

ют. 
 
Медианой (Med) случайной величины Х называют такое значе-

ние, для которой вероятность того что P(X<Med)=P(X>Med). У любо-
го распределения Med может быть только один. 

 
      
 
 
 
Med разделяет площадь под кривой на 2 равные части.   
В случае одно-модального и симметричного распределения 
mx=Mod=Med 
 
Моменты 

Чаще всего на практике применяются моменты двух видов 
начальное и центральное. 

Начальный момент. ρ -го порядка дискретной случайной вели-

чины Х называется сумма вида: 

[ ] 
=

ρρ
ρ ==

n

i
ii pxXMd

1

  [ ]Xdd ρρ =  

x0 
X1 X2   X3 X4  Xi         Xn 

Mod1=X1 Mod2=X2 

Med mx  Mod 
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Для непрерывной случайной величины Х начальным моментом 

ρ порядка называется интеграл [ ] ( )
+∞

∞−

== dxxfxXdd
ρ

ρρ , очевидно, что ма-

тематическое ожидание случайной величины есть первый начальный 

момент. [ ] [ ] xmXMXMd === 1
1  

Пользуясь знаком (оператором) М, начальный момент ρ -го по-

рядка можно представить как мат. ожидание ρ -ой степени некоторой 

случайной величины. 

[ ] [ ]ρ
ρ = XMXd  

 
Центрированной случайной величиной соответственной слу-

чайной величины Х называют отклонение случайной величины Х от 
ее математического ожидания: 

xmXX −=
o

 Математическое ожидание центрированной 

случайной величины равно 0. 
Для дискретных случайных величин имеем: 

[ ] ( ) 01
111

=⋅−=−=−=−=








===

xx

n

i
ix

n

i
ii

n

i
ixix mmpmpxpmxmXMXM

o

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Моменты центрированной случайной величины носят название 

Центральных моментов 
 
Центральный момент порядка ρ случайной величины Х 

называют математическим ожиданием ρ-ой степени соответствую-

щей центрированной случайной величины. 

[ ] ( )[ ]ρρ
ρ −==µ xmXMXM  

mx 1 

0 

mx=0 
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Для дискретных случайных величин: 

( )
=

ρ
ρ −=µ

n

i
ixi pmx

1

 

Для непрерывных случайных величин: 

( ) ( )
+∞

∞−

ρ
ρ −µ dxxfmx x   ( )n,...,2,1=ρ  

( )[ ] 0..,0 0111 =−=






=µ=µ ρ
xmxMXMкт

o

 

Связь между центральными и начальными моментами различ-

ных порядков 

( )

2
22

2
2

2
2

2
2

1

2

11

2

1

2

2

2

2

2

0

x

xx

n

i
ix

n

i
iix

n

i
ii

n

i
ixi

X

x

m

mmm

pmpxmpxpmxmXM

−α=µ

−α=+−α=

=+−==





























−=µ 

====43421

 
3

233 23 xx mm +α−α=µ  

Из всех моментов в качестве характеристики случайной величи-

ны чаще всего применяют первый момент (мат. ожидание) xm=α1  и 

второй центральный момент 2µ . 

Второй центральный момент называют дисперсией случайной 
величины. Он имеет обозначение: 

[ ] xDXD ==µ2  

Согласно определению [ ] ( )[ ]2
xmXMXD −=  

Для дискретной случайной величины: [ ] ( )
=

−=
n

i
ixi pmxXD

1

2  

Для непрерывной случайной величины:  

[ ] ( ) ( )
+∞

∞−
−= dxxfmxXD x

2  

Дисперсия случайной величины есть характеристика рассеянно-
сти (разбросанности) случайных величин Х около ее математического 
ожидания. 

Дисперсия означает рассеивание. Дисперсия имеет размерность 
квадрата случайной величины. 
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Для наглядной характеристики рассеивания удобнее использо-
вать величину, my той, что и размерность случайной величины. С этой 
целью из дисперсии извлекают корень и получают величину, называ-
емую – среднеквадратичным отклонением (СКО) случайной вели-
чины Х, при этом вводят обозначение: 

[ ]XDDxx ==σ  

Среднеквадратичное отклонение иногда называют "стандартом" 
случайной величины Х. 

Итак: 








−α=

σ=µ=











=

2
2

2
2

2

xx

xx

mD

XMD
o

 

Математическое ожидание mx и Dx (или СКО xσ ) наиболее ча-

стые употребляемые характеристики случайных величин, так как они 
определяют наиболее важные черты распределения, его положения и 
степень разбросанности. 

 
Ответ на вопрос 8 
 
Равномерное распределение 

Равномерная плотность распределения определяется следую-
щим образом: 

( )









β>

β<<α
α−β

α<

=

x

x

x

xf

,0

1
,0

 

Функция распределения определяется: 

( ) ( ) ( )









β>

β<<α
α−β

α<

==<= 
α∞−

x

xdx

x

dxxfxXPxf
xx

,1

,
1

,0

 

α−β
α−=

α−β
=

α−β
=

α−β α
αα


x
xdxdx

x
xx 111

 

α−β
1

 

         

          

1 
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( )









β>

β<<α
α−β
α−

α<

=

x

x
x

x

xF

,1

,

,0

 

 ( ) ( )









β>

β<<α
α−β

α<

=′=

x

x

x

xFxf
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,
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Найдем числовые характеристики: 

[ ] ( ) ( )
( )( )

( ) 2222

11 222 α+β=
α−β

α+βα−β=
α−β

α⋅β=⋅
α−β

=
α−β

===
β

α

β

α

∞+

∞−


x
xdxdxxxfmxM x

 

2

α+β=xm  (математическое ожидание) 

2

α+β== xmMed  (медиана), Mod – не существует для данного 

распределения 

[ ] ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )[ ] ( )
( )

( )
1224

2

24

1

223

1

3

11

2
2

1

23
33

33

2

2

3
2

2

2

2
22

α−β=
α−β

α−β=α−β+α−β
α−β

=

=


















 β−α−






 α−β
α−β

=⋅
α−β

=
α−β

=

=

=β+α−







 β+α−
α−β

=−=σ=

α−β

β−α

α−β

β−α

β

α

∞+

∞−





ydyy

dydx

yx
dxxdxxfmxXD xx

 

[ ] ( )
12

2α−β=XD  (дисперсия), 
32

α−β=σ x  (среднеквадратичное 

отклонение) 
 
Ответ на вопрос 9 
 
Закон распределения Пуассона 

Рассмотрим дискретную случайную величину х, имеющую ряд 
распределения: 
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X X0=0 X1=1 … Xm=m … 

P P0 P1 … Pm … 

a
m

m e
m

a
P

−=
!

 Говорят, что данное случайное распределение под-

чинено закону распределения Пуассона. 

[ ] 
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n

i
iix pxmXM

0

 

[ ] ( ) aeae
k

a
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(k=m-1) 
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Ответ на вопрос 10 
 
Нормальный закон распределения (закон Гаусса) 

Главная особенность в том, что он является предельным зако-
ном, к которому приближаются другие распределения, при весьма ча-
сто встречающихся типичных условиях. 

Нормальный закон распределения характеризуется плотностью 
вероятности вида: 

( )
( )

2

2

2

2

1 σ
−

⋅
σπ

=
xmx

exf  
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Можно показать, что дисперсия 
22 σ=σ= xxD  

 
Ответ на вопрос 11 
 

Независимые случайные величины 

 
( )21 axaA <<   ( )21 bybB <<  

Случайные величины x и y независимы если вероятность 
( ) ( ) ( )BPAPABP ⋅= . 

 
Для зависимых величин x и y вероятность 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )BPAPABPAPABP ⋅≠⋅=  

 
Корреляционным моментом или Ковариацией случайных вели-

чин x и y называют величину: 
( )( )[ ] ( )yxKmymxM xyyx ,cov==−−  

Можно показать, что для независимых случайных величин 
cov(x,y)=0 

Коэффициент корреляций 
( )

yxyx

xy

xy

yxK
r

σσ
=

σσ
= ,cov

 

( ) ( )
yxxy rr

xyyx

=
= ,cov,cov

  
1

11

≤

+≤≤−

xy

xy

r

r
 

Случайные величины x1, x2, x3, …, xn, называются не коррелиро-

ванными, если 
( )

( )ji

xx ji

≠

= 0,cov
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Теорема о числовых характеристиках 

 
I. Если c не случайная (детерминированная) величина, то 

M[c]=c и D[c]=0 

[ ] [ ]( )[ ] ( )[ ] [ ] 0022 ==−=−= MccMcMcMcD  
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II. Если c не случайная – постоянная, а Х случайная (детер-
минированная), то: 

[ ] [ ]xcMcxM =  

[ ] ( ) ( ) [ ]xCMdxxxfcdxxcxfcXM === 
+∞

∞−

+∞

∞−
 

[ ] [ ]xDCcXD
2=  

[ ] [ ]( )[ ] [ ]( )[ ] [ ]( )[ ] [ ]xDcxMxMcxcMcxMcxMcxMcXD
22222 =−=−=−=  

 
III. Математическое ожидание суммы нескольких величин 

равно сумме их ожиданий. 

[ ]
==

=




 n

i
i

n

i
i xMxM

11

 

 
IV. Математическое ожидание линейной функции равно той 

же линейной функции от математических ожиданий аргументов. 

[ ]
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i
ii bxMabxaM

11

 

 
V. Дисперсия суммы двух случайных величин равна сумме их 

дисперсий плюс удвоенный их корреляционный момент. 
[ ] [ ] [ ] xyKyDxDyxD 2++=+  

[ ] [ ] yx myMmxMyxZ ==+=  

[ ]

[ ] [ ] [ ] xy

yxz

yxz

KyDxDZD

YXMYMXMYXYXMZMZD

YXZ

mymxmZ
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В общем случае: 

[ ] 
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i
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i
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, где ( )ijXXMK jiij ≠






=
oo
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Для не корреляционных случайных величин: 

[ ]
==

=






 n

i
i

n

i
ii xDaxaD

1

2

1

 

 
Ответ на вопрос 13 
 
В широком смысле слова, закон больших чисел характеризует 

устойчивость средних. При очень большом числе случайных явлений – 
перестает быть случайным и может быть предсказан с большей степе-
нью определенности. В узком смысле под законом больших чисел по-
нимается ряд математических теорем, в которых устанавливаются 
факты приближения средних характеристик большого числа опытов к 
некоторым определенным постоянным. Другая группа предельных 
теорем касается уже не предельных значений случайных величин, а 
предельных законов распределения. Эта группа теорем известна под 
названием "центральной предельной теоремы". 

Неравенство Чебышева. 
P( |X-mx| > E) <= Dx/E2 
 
 
 
 
Теорема Чебышева 
Теорема Чебышева дает одну из наиболее возможных форм за-

кона больших чисел. Она устанавливает связь между средним ариф-
метическим и ее математическим ожиданием наблюденных значений 
случайной величины. 

Yn=( X1 + X2 + …. + Xn) * 1/n = 1/n 
=

n

i

Xi
1

 

M[Yn] = i/n 
=

n

i

XiM
1

][  = 1/n * 
=

n

i

xm
1

= 1/n * n * mx = mx 

[ ] xn mYM =  

Мат ожидание среднего не зависит от n 

[ ] [ ]
n

D

n

Dn
D

n
XD

n
YD xx

n

i
x

n

i
in =

•
=∗== 

==
2

1
2

1
2
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[ ]
n

D
YD x

n =  

mx+E mx mx-E 
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Теорема Чебышева устанавливает в точной количественной 
форме это свойство устойчивости среднего арифметического. 

Теорема Чебышева: При достаточно большом числе независи-
мых опытов среднее арифметическое наблюденных значений случай-
ной величины сходится по вероятности n т ее математическому ожи-
данию. 

В математической форме это означает следующее: 

δ−≥






 ε≤−
=

1
1

1

n

i
xi mX

n
P , где ε  и δ  сколь угодно положительные 

числа 0>δ и 0>ε . 
 

Теорема Бернулли 

 

Теорема Бернулли: При неограниченном увеличении числа 
опытов n, частота события a сходится по вероятности к его вероятно-
сти P 

n

m
Pn =* – (вероятность). m-произошло событие. n-число опытов. 

( ) δ−≥ε≤− 1*
1 PPP n    

 
Ответ на вопрос 14 
 
Центральная предельная теорема 

Рассмотрим одну из наиболее общих форм центральной пре-
дельной теоремы: 

Пусть имеется взвешенная сумма независимых случайных не-
прерывных величин x1, x2, x3, …., xn с произвольными законами рас-
пределения: 


=

=+++=
n

i
iinnn xaxaxaxaY

1
2211 ... , где ia  постоянная, фиксиро-

ванная числа. 

Пусть i-ая случайная величина имеет im и 2
iσ  (i=1,2,3,…,n-1,n) 

Согласно теореме о числовых характеристиках случайных вели-
чин, получим: 

0>ε  0>δ  близко к 0 
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[ ] [ ] y

n

i

iin mXMaYM ==
=1

 

[ ] [ ] 2

1

2
y

n

i
iin XDaYD σ== 

=
 

Центральная предельная теорема утверждает, что при достаточ-
но общих условиях распределения суммарной Yn при ∞→n  стре-

миться к нормальному распределению ( )2, yymN σ  

Опыт показывает, что когда 10≈n  или меньше, то закон рас-
пределения суммы может быть заменен нормальным. 

 
Ответ на вопрос 15 
 
Доверительный интервал и доверительная вероятность исполь-

зуется в математической статистике точности и надежности получен-
ной оценки a* неизвестного параметра a. 

 
β  = 0,95 или 0,98; 0,99 – Назначим вероятность достаточно 

большую. 
Найдем значение интервала εβ , при котором вероятность a*-a 

1. ( ) β=ε<− βaaP
*  

2. ( ) β=ε+<<ε− ββ
**

aaaP  

вероятность, что выйдет за пределы интервала: 

( )βββ ε+ε−= **
aaI  

Интервал, βI  покрывающий a называется доверительным интер-

валом. 
Вероятность β  называется доверительной вероятностью. 

 
 
 
 
 
Оценка a* называется точечной оценкой. 

Оценка βε±*
a называется интервальной оценкой. 

 

a*-  a* a*+  
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РЕШЕНИЯ ТИПОВЫХ ЗАДАЧ  

 

Задача 1 

 
Задача на схему случаев 

В урне 3 белых и 4 черных шара. Какова вероятность изъятия из 
урны трех черных шаров? 

 
n – общее число возможных случаев изъятия 3 шаров из урны. 
m – число благоприятных случаев. (все три шара черные) 
 

( )!!

!

mnm

n
C m

n −
=  

n

m
P = , 

!4!3

!73
7 == Cn  

 
Задача 2 

 
Задача на не совместные события 

Мишень состоит из 2-х зон, при одном выстреле вероятность 
попадания в зону 1 = 0,2, в зону 2 = 0,4 

Найти вероятность промаха? 
 
A – попадание. 
A – промах. 
А=А1+А2; P(A)=P(A1)+P(A2)–P(A1A2); P(A1A2)=0 

( ) ( ) ( ) ( )APAPAPAP −==+ 11  

( ) ( ) 4,04,02,011 21 =−−=−−= APAPA  
 
Задача 3 

 
Задача на умножение вероятностей 

В урне находится 3 белых и 2 черных шара. Вынимается по 2 
шара. 

Найти вероятность того, что оба шара белые? 
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А1 – первый шар белый. 
А2 – второй шар белый. 
А=А1А2 

( ) ( ) ( )
( )

( )

( ) 3,0
10

3

2

1

5

3

5,0
2

1

4

2

;
5

3

12

1

121

==⋅=

===

=

⋅=

AP

AAP

AP

AAPAPAP

 

 
Задача 4 

 
Задача на умножение вероятностей 

В урне находятся 3 белых и 2 черных шара. Вынимают по оче-
реди 2 шара, причем первый обратно возвращают. 

Какова вероятность что будут вынуты оба черных шара? 

( )

( )

( ) ( ) ( ) 36,0
25

9

55

33

5

3

5

3

21

2

1

==
⋅
⋅=⋅=

=

=

APAPAP

AP

AP

 

 
Задача 5 

 
Задача на формулу полной вероятности 

Имеется 3 урны. 
В одной 2 белых и 1 черный шар 
Во второй 1 белый и 1 черный шар. 
В третьей 3 белых и 2 черных шара. 
Выбирается одна из урн и из нее 1 шар. Какова вероятность, что 

шар черный? 
 
А – черный шар. P(A)=? 
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n=10 m=4  ( )
10

4=AP  

 
Второй способ через формулу полной вероятности. 
H1; H2; H3; 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
5

2
;

2

1
;

3

1

3

1

321

321

===

===

HAPHAPHAP

HPHPHP

 

( ) ( ) ( )
=

⋅=
n

i
ii HAPHPAP

1

 

( ) 41,0
90

37

3

1 =⋅=AP
 

 

Задача 6 

 
Задача на теорему о повторении опытов 

Проводят 4 независимых опыта. Вероятность события в каждом 
из опыте равна 0,3 

Построить ряд и многогранник числа событий. 
 
Введем Х-число появлений событий в результате проведенных 

опытов. 
X=X0=0 
X=X1=1 
X=X2=2 
X=X3=3 
X=X4=4 
 

( ) mnmm
nnm PPCP

−−⋅= 1,  – теорема о повторении опытов. 

 
X 0 1 2 3 4 

P 0,0024 0,588    
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P0,4=1*1*0,74=0,0024 
P1,4= 1

4C *0,31*0,73=0,588 

P2,4= 1
4C *0,32*0,72= 

P3,4= 1
4C *0,33*0,71= 

P4,4= 1
4C *0,34*0,70= 

 
Задача 7 

 
Задача на подсчет вероятностей 

Мишень состоит из 4 зон, производится один выстрел. 
Найти вероятность промаха, если вероятность попадание в зоны 

известна и равна: 
P1=0,1 
P2=0,15 
P3=0,20 
P4=0,25 
 
A – попадание в мишень. 
A – промах. 

( ) ( )
( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) 3,07,01

7,0

1

1

4321

=−=
=+++=

−=
=+

AP

APAPAPAPAP

APAP

APAP

 

 
Задача 8 

 
Задача на условную вероятность. 

В урне находятся 3 белых и 2 черных шара. Вынимаются 2 ша-
ра. 

Найти вероятность, что оба шара белые. 
А1 – белый шар 
А2 – белый шар 
P(A1A2)=? 
 
C=A1A2 
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Если первый шар возвращается в урну. 
P(A1)=P(A2) 

( ) ( ) ( ) ( )
25

9

5

3

5

3
212121 =⋅=== AAPAPAPAAP  

 
Задача 9 
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ЗАДАЧИ ДЛЯ САМОСТОЯТЕЛЬНОГО РЕШЕНИЯ 

 

Данный раздел содержит 15 вариантов по 20 задач, что соответ-

ствует традиционному курсу теории вероятностей. 16й вариант со-

держит 20 задач повышенной сложности. Все задачи (из первых 15 

вариантов) условно разбиты на разделы:  

 – действия над событиями; соотношения между ними (задача 
№2); 

 – классическое определение вероятности (задачи №1,3,5); 

 – сложение и умножение вероятностей (задачи №4,6,7,8); 

 – формула полной вероятности (задачи №9,11); 

 – геометрические вероятности (задача №10); 

 – формула Бернулли (задача №12); 

 – наивероятнейшее число (задача №13); 

 – интегральная формула Муавра–Лапласа (задача №14); 

 – дискретные случайные величины и их числовые характери-

стики (задачи №15,16); 

 – формула Пуассона (задача №17); 

 – непрерывные случайные величины и их числовые характери-

стики (задача №18); 

 – нормальное распределение (задачи №19,20). 

   Несколько слов об обозначениях.  

F(х) – функция распределения случайной величины Х; 

f(х) – плотность распределения случайной величины Х; 

М(Х) – математическое ожидание случайной величины Х; 

 D(Х) – дисперсия случайной величины Х; 

 σ(Х) – среднее квадратическое отклонение случайной величины 

Х; 

Р(α<Х<β) – вероятность попадания случайной величины на ин-

тервал (α:β). 
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Расчётные задания 

 
Вариант 1 

 
1. Ваша фамилия записана на карточках (по одной букве на кар-

точке). Карточки перемешали и наугад выкладывают по одной слева 
направо. Какова вероятность того, что снова получится ваша фами-
лия. 

 
2. Рабочий обслуживает 3 станка. Событие, заключающееся в 

том, что в течение часа первый станок потребует внимание рабочего – 
А1, второй – А2, третий – А3. Выразить через Аi следующие события: 

  А – два станка потребуют внимания рабочего; 
  В – хотя бы один станок не потребует внимания; 
  С – ни один станок не потребует внимания. 
 
3. Эксперимент состоит в подбрасывании двух правильных ше-

стигранных игральных костей. Наблюдаемый результат – пара чисел, 
соответствующих числам очков, выпавших на верхних гранях двух 
костей. Описать пространство элементарных событий и найти веро-
ятности следующих событий: 

  а) сумма выпавших очков равна 7; 
  б) сумма очков равна 5, а произведение 6; 
  в) сумма очков не превышает 4; 
  г) разность очков меньше 3; 
  д) сумма очков расположена в промежутке [4;7]. 
 
4. В электросеть включены лампочки, соединённые между собой 

следующим образом: 
  а) 

               
  б) 
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в) 

             
 Вероятность безотказной работы i-й лампочки 0,6. Найти веро-

ятность безотказной работы цепи. 
 
5. В ящике 10 деталей, среди которых 4 бракованных. Сборщик 

наудачу извлекает 3 детали. Найти вероятность того, что 
  а) извлечённые детали качественные; 
  б) среди извлечённых 2 бракованные. 
 
6. Вероятность попадания стрелком в мишень при одном вы-

стреле равна 0,9. Найти вероятность того, что при 4-х выстрелах стре-
лок попадёт: 

  а) не более 3 раз; 
  б) ни одного раза; 
  с) хотя бы один раз. 
 
7. Брошены 3 игральные кости. Найти вероятность того, что: 
  а) на каждом из выпавших граней появится 1 очко; 
  б) на всех выпавших гранях появится одинаковое число очков; 
  в) сумма выпавших очков не превысит 5. 
 
8. В урне имеется 8 белых и 12 чёрных шаров. Наудачу по од-

ному извлекают 3 шара без возвращения. Найти вероятность того, что 
все 3 извлечённых шара будут чёрными. 

 
9. В первой урне содержится 8 шаров, из них 2 белых, во второй 

урне 10 шаров, из них 7 белых. Из первой урны наудачу извлекли 
один шар и переложили во вторую. Найти вероятность того, что из-
влечённый после этого шар из второй урны окажется белым. 

 
10. Внутри квадрата со стороной 6 расположен круг диаметра 6. 

В квадрат наудачу бросается точка. Какова вероятность того, что точ-
ка попадёт в область, ограниченную квадратом и окружностью. 
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11. Из 1000 ламп 200 принадлежат 1–й партии, 300 – 2-й партии, 
остальные – 3-й партии. В первой партии 6%, во второй 5%, в третьей 
4% бракованных ламп. Наудачу выбирается одна лампа. Определить 
вероятность того, что выбранная лампа – бракованная. 

 
12. Монета бросается до тех пор, пока герб не выпадет 3 раза. 

Определить вероятность того, что цифра выпадет 2 раза. 
 
13. Вероятность выигрыша в лотерею на один билет равна 0,3. 

Куплено 10 билетов. Найти наивероятнейшее число выигравших би-
летов и соответствующую вероятность. 

 
14. Вероятность наступления некоторого события в каждом из 

100 независимых испытаний равна 0,8. Определить вероятность того, 
что число m наступлений события удовлетворяет неравенству 
80≤m≤90. 

 
15. Вероятность того, что стрелок попадает в мишень при одном 

выстреле, равна 0,75. Составить закон распределения дискретной слу-
чайной величины Х числа попаданий в цель при 5-ти выстрелах. 
Найти М(Х), D(Х), σ(Х). 

 
16. Станок-автомат штампует детали. Вероятность того, что из-

готовленная деталь окажется бракованной, равна 0,01. Составить за-
кон распределения случайной величины Х – числа бракованных дета-
лей среди 800 изготовленных станком, пренебрегая значениями Х, ве-
роятность которых меньше 0,005. Найти М(Х), D(Х), σ(Х). 

 
17. Среднее число вызовов, поступающих на АТС в одну мину-

ту, равно 2. Найти вероятность того, что за 3 минуты поступит: 
  а) 4 вызова; 
  б) менее 4 вызовов; 
  в) не менее 4 вызовов. 
Поток вызовов предполагается Пуассоновским. 
 
18. Непрерывная случайная величина Х распределена по показа-

тельному закону с плотностью распределения вероятностей: 
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Найти F(х), М(Х), D(Х), σ(Х), Р(0,1<Х<0,35). Построить графи-

ки f(х) и F(х). 
 
19. Случайная величина Х распределена по нормальному закону 

с плотностью  

 2

)3( 2

2

1
)(

+−

π
=

x

exf . Найти вероятности Р(–4<Х<3), Р(–2<Х<1). 

 
20. Производится взвешивание некоторого вещества без систе-

матических ошибок. Случайные ошибки взвешивания подчинены 
нормальному закону со средним квадратичным отклонением 20 г. 
Найти вероятность того, что взвешивание будет произведено с ошиб-
кой, не превосходящей по абсолютной величине 10 г. 

 
Вариант 2 

 
1. Ваша фамилия записана на карточках (по одной букве на кар-

точке). Карточки перемешали и наугад выкладывают по одной слева 
направо. Какова вероятность того, что снова получится ваша фами-
лия. 

 
2. Четыре стрелка стреляют по мишени. Пусть Аi (i=1,2,3,4) со-

бытия, обозначающие, что i-й стрелок попал в мишень. Выразить че-
рез следующие события: 

  А – попал в мишень только один раз; 
  В – в мишень не попал ни один стрелок; 
  С – хотя бы один стрелок попал в мишень. 
 
 3. Эксперимент состоит в подбрасывании двух правильных ше-

стигранных игральных костей. Наблюдаемый результат – пара чисел, 
соответствующих числам очков, выпавших на верхних гранях двух 
костей. Описать пространство элементарных событий и найти веро-
ятности следующих событий: 
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  а) сумма выпавших очков равна 8; 
  б) сумма очков равна 6, а произведение 9; 
  в) сумма очков не превышает 7; 
  г) разность очков меньше 2; 
  д) сумма очков расположена в промежутке [3;10]. 
 
4. В электросеть включены лампочки, соединённые между собой 

следующим образом: 
  а) 

          
 
   
 
б)         

         
  в) 

           
 
 Вероятность безотказной работы i-й лампочки 0,95. Найти ве-

роятность безотказной работы цепи. 
 
5. В ящике 13 деталей, среди которых 3 бракованных. Сборщик 

наудачу извлекает 4 детали. Найти вероятность того, что 
  а) извлечённые детали качественные; 
  б) среди извлечённых 2 бракованные. 
 
6. Вероятность попадания стрелком в мишень при одном вы-

стреле равна 0,9. Найти вероятность того, что при 3-х выстрелах стре-
лок попадёт: 
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  а) не более 2 раз; 
  б) ни одного раза; 
  с) хотя бы один раз. 
 
7. Брошены 3 игральные кости. Найти вероятность того, что: 
  а) на каждом из выпавших граней появится 6 очков; 
  б) на всех выпавших гранях появится одинаковое число очков; 
  в) сумма выпавших очков не превысит 5. 
 
8. В урне имеется 6 белых и 8 чёрных шаров. Наудачу по одно-

му извлекают 3 шара без возвращения. Найти вероятность того, что 
все 3 извлечённых шара будут чёрными. 

 
9. В первой урне содержится 15 шаров, из них 10 белых, во вто-

рой урне 20 шаров, из них 6 белых. Из первой урны наудачу извлекли 
один шар и переложили во вторую. Найти вероятность того, что из-
влечённый после этого шар из второй урны окажется белым. 

 
10. Внутри квадрата со стороной 4 расположен круг диаметра 4. 

В квадрат наудачу бросается точка. Какова вероятность того, что точ-
ка попадёт в круг.  

 
11. Радиолампа может принадлежать к одной из трёх партий с 

вероятностями: р1,р2,р3, где р1=р3=0,25, р2=0,5. Вероятности того, что 
лампа проработает заданное число часов, равны для этих партий со-
ответственно: 0,1; 0,2; 0,4. Определить вероятность того, что наудачу 
взятая лампа проработает заданное число часов. 

 
12. Монета бросается до тех пор, пока герб не выпадет 7 раза. 

Определить вероятность того, что цифра выпадет 3 раза. 
 
13. Вероятность выигрыша в лотерею на один билет равна 0,3. 

Куплено 14 билетов. Найти наивероятнейшее число выигравших би-
летов и соответствующую вероятность. 

 
14. Вероятность наступления некоторого события в каждом из 

100 независимых испытаний равна 0,8. Определить вероятность того, 
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что число m наступлений события удовлетворяет неравенству 
85≤m≤95. 

 
15. Вероятность того, что стрелок попадает в мишень при одном 

выстреле, равна 0,7. Составить закон распределения дискретной слу-
чайной величины Х числа попаданий в цель при 6-ти выстрелах. 
Найти М(Х), D(Х), σ(Х). 

 
16. Имеется 100 изделий. Вероятность того, что отдельные изде-

лия бракованы, равна 0,02. Найти закон распределения случайной ве-
личины Х – числа бракованных изделий, пренебрегая теми значения-
ми Х, вероятность которых меньше 0,006. Найти М(Х), D(Х), σ(Х). 

 
17. Среднее число заказов такси, поступающих в диспетчерский 

пункт в одну минуту, равно 5. Найти вероятность того, что за 2 мину-
ты поступит: 

а) 2 вызова; 
б) менее 2 вызовов; 
в) не менее 2 вызовов. 
Поток заказов предполагается Пуассоновским. 
 
18. Непрерывная случайная величина Х распределена по показа-

тельному закону с плотностью распределения вероятностей: 
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Найти F(х), М(Х), D(Х), σ(Х), Р(0,16<Х<0,31). Построить графи-
ки f(х) и F(х). 

 
19. Случайная величина Х распределена по нормальному закону 

с плотностью  

  
8
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exf
π . Найти вероятности Р(2<Х<6), Р(1≤Х≤9). 

 
20. Измерительный прибор, работая без систематических оши-

бок, имеет среднюю квадратичную ошибку 75 мм. Какова вероят-
ность того, что ошибка не превзойдёт по абсолютной величине 5 мм. 
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Вариант 3 

 
1. Ваша фамилия записана на карточках (по одной букве на кар-

точке). Карточки перемешали и наугад выкладывают по одной слева 
направо. Какова вероятность того, что снова получится ваша фами-
лия. 

 
2. Пусть Аi – событие (i=1,2,3,4), состоящее в том, что в i-ом 

станке возникает неполадка в течение суток. Выразить через событие 
Аi следующие события: 

  А – в трёх станках возникает неполадка в течение суток; 
  В – хотя бы в одном станке возникает неполадка; 
  С – ни в одном станке не возникает неполадка. 
 
3. Эксперимент состоит в подбрасывании двух правильных ше-

стигранных игральных костей. Наблюдаемый результат – пара чисел, 
соответствующих числам очков, выпавших на верхних гранях двух 
костей. Описать пространство элементарных событий и найти веро-
ятности следующих событий: 

  а) сумма выпавших очков равна 4; 
  б) сумма очков равна 6; 
  в) сумма очков не превышает 7; 
  г) разность очков меньше 3; 
  д) сумма очков расположена в промежутке [3;6]. 
 
4. В электросеть включены лампочки, соединённые между собой 

следующим образом: 
  а) 

        
 
  б) 
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  в) 

        
 
 Вероятность безотказной работы i-й лампочки 0,95. Найти ве-

роятность безотказной работы цепи. 
 
5. В ящике 12 деталей, среди которых 5 бракованных. Сборщик 

наудачу извлекает 3 детали. Найти вероятность того, что 
  а) извлечённые детали качественные; 
  б) среди извлечённых 2 бракованные. 
 
6. Вероятность попадания стрелком в мишень при одном вы-

стреле равна 0,8. Найти вероятность того, что при 5-и выстрелах стре-
лок попадёт: 

  а) не более 3 раз; 
  б) ни одного раза; 
  с) хотя бы один раз. 
 
7. Брошены 3 игральные кости. Найти вероятность того, что: 
  а) на каждом из выпавших граней появится 5 очков; 
  б) на всех выпавших гранях появится одинаковое число очков; 
  в) сумма выпавших очков не превысит 4. 
 
8. В урне имеется 6 белых и 2 чёрных шаров. Наудачу по одно-

му извлекают 2 шара без возвращения. Найти вероятность того, что 
все 2 извлечённых шара будут чёрными. 

 
9. В первой урне содержится 10 шаров, из них 3 белых, во вто-

рой урне 6 шаров, из них 2 белых. Из первой урны наудачу извлекли 
один шар и переложили во вторую. Найти вероятность того, что из-
влечённый после этого шар из второй урны окажется белым. 

 
10. Внутри прямоугольника со сторонами 4 и 5 расположен круг 

радиуса 1. В прямоугольник наудачу бросается точка. Какова вероят-
ность того, что точка попадёт в область, ограниченную прямоуголь-
ником и окружностью. 
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11. На заводе, изготовляющем болты, первая машина произво-
дит 25%, вторая – 35%, третья 40% всех изделий. В их продукции 
брак составляет соответственно 5%, 4%, 2%. Какова вероятность того, 
что случайно выбранный болт дефектный. 

 
12. Монета бросается до тех пор, пока герб не выпадет 4 раза. 

Определить вероятность того, что цифра выпадет 7 раз. 
 
13. Вероятность выигрыша в лотерею на один билет равна 0,3. 

Куплено 13 билетов. Найти наивероятнейшее число выигравших би-
летов и соответствующую вероятность. 

 
14. Вероятность наступления некоторого события в каждом из 

100 независимых испытаний равна 0,7. Определить вероятность того, 
что число m наступлений события удовлетворяет неравенству 
83≤m≤93. 

 
15. Вероятность того, что стрелок попадает в мишень при одном 

выстреле, равна 0,75. Составить закон распределения дискретной слу-
чайной величины Х числа попаданий в цель при 5-ти выстрелах. 
Найти М(Х), D(Х), σ(Х). 

 
16. Прядильщица обслуживает 1200 веретён. Вероятность обры-

ва нити на одном веретене в течение 1 минуты равна 0,004. Составить 
закон распределения случайной величины Х – числа веретён, на кото-
рых произойдёт обрыв нити в течение 1 минуты, пренебрегая значе-
ниями Х, вероятность которых меньше 0,005. Найти М(Х), D(Х), σ(Х). 

 
17. Среднее число вызовов, поступающих на АТС в одну мину-

ту, равно 3. Найти вероятность того, что за 2 минуты поступит: 
  а) 3 вызова; 
  б) менее 3 вызовов; 
  в) не менее 3 вызовов. 
Поток вызовов предполагается Пуассоновским. 
 
18. Непрерывная случайная величина Х распределена по показа-

тельному закону с плотностью распределения вероятностей: 
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Найти F(х), М(Х), D(Х), σ(Х), Р(0,17<Х<0,41). Построить графи-

ки f(х) и F(х). 
 
19. Случайная величина Х распределена по нормальному закону 

с плотностью  

32
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exf . Найти вероятности Р(-5<Х<-2), Р(-4<Х<1). 

 
20. Коробки с шоколадом со средним весом 1 кг упаковываются 

автоматически без систематических ошибок. Случайные ошибки под-
чинены нормальному закону со средним квадратичным отклонением 
0,95 кг. Найти вероятность того, что масса коробки с шоколадом не 
меньше 0,95 кг и не больше 1,05 кг. 

 
Вариант 4 

 
1. Ваша фамилия записана на карточках (по одной букве на кар-

точке). Карточки перемешали и наугад выкладывают по одной слева 
направо. Какова вероятность того, что снова получится ваша фами-
лия. 

 
2. Пусть Аi – событие (i=1,2,3,4), состоящее в том, что в i-й ком-

пьютер в дисплейном классе выйдет из строя в течение суток. Выра-
зить через событие Аi следующие события: 

  А – хотя бы один компьютер выйдет из строя в течение суток; 
  В – ни один компьютер не выйдет из строя; 
  С – 2 компьютера выйдут из строя. 
 
3. Из колоды карт (36 штук) взяли наудачу 2 карты. Найти веро-

ятность следующих событий: 
  а) взято 2 «короля»; 
  б) взяты карты одинаковой масти; 
  в) взят 1 «туз» и 1 «девятка». 
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4. В электросеть включены лампочки, соединённые между собой 
следующим образом: 

  а) 

      
 
  б) 

       
 
  в) 

        
 
 Вероятность безотказной работы i-й лампочки 0,8. Найти веро-

ятность безотказной работы цепи. 
 
5. В ящике 11 деталей, среди которых 8 качественных. Сборщик 

наудачу извлекает 3 детали. Найти вероятность того, что 
  а) извлечённые детали качественные; 
  б) среди извлечённых 2 бракованные. 
 
6. Вероятность попадания стрелком в мишень при одном вы-

стреле равна 0,8. Найти вероятность того, что при 4-х выстрелах стре-
лок попадёт: 

  а) не более 3 раз; 
  б) ни одного раза; 
  с) хотя бы один раз. 
 
7. Брошены 3 игральные кости. Найти вероятность того, что: 
  а) на каждом из выпавших граней появится 4 очка; 
  б) на всех выпавших гранях появится одинаковое число очков; 
  в) сумма выпавших очков не превысит 5. 
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8. В урне имеется 11 белых и 4 чёрных шаров. Наудачу по од-
ному извлекают 3 шара без возвращения. Найти вероятность того, что 
все 3 извлечённых шара будут чёрными. 

 
9. В первой урне содержится 20 шаров, из них 3 белых, во вто-

рой урне 8 шаров, из них 5 белых. Из первой урны наудачу извлекли 
один шар и переложили во вторую. Найти вероятность того, что из-
влечённый после этого шар из второй урны окажется белым. 

 
10. Внутри прямоугольника со сторонами 6 и 8 расположен круг 

радиуса 2. В прямоугольник наудачу бросается точка. Какова вероят-
ность того, что точка попадёт внутрь круга. 

 
11. Туристы вышли из пункта А, выбирая наугад на развилке 

дорог один из возможных путей. Какова вероятность того, что они 
попадут в пункт В? 

    
 
   Н3                        F          B 
                          H1 
                            E   
                               D 
         А                  
                            H2 
                        C 
 
12. Монета бросается до тех пор, пока герб не выпадет 4 раза. 

Определить вероятность того, что цифра выпадет 3 раза. 
 
13. Вероятность выигрыша в лотерею на один билет равна 0,4. 

Куплено 11 билетов. Найти наивероятнейшее число выигравших би-
летов и соответствующую вероятность. 

 
14. Вероятность наступления некоторого события в каждом из 

100 независимых испытаний равна 0,7. Определить вероятность того, 
что число m наступлений события удовлетворяет неравенству 
50≤m≤60. 



110 

15. Вероятность того, что стрелок попадает в мишень при одном 
выстреле, равна 0,78. Составить закон распределения дискретной слу-
чайной величины Х числа попаданий в цель при 4-х выстрелах. Найти 
М(Х), D(Х), σ(Х). 

 
16. Магазин получил 2000 бутылок молока. Вероятность того, 

что при перевозке бутылка разобьётся, равна 0,0015. Составить закон 
распределения случайной величины Х – числа разбитых бутылок, 
пренебрегая значениями Х, вероятность которых меньше 0,005. Найти 
М(Х), D(Х), σ(Х). 

 
17. Среднее число заказов такси, поступающих в диспетчерский 

пункт в одну минуту, равно 8. Найти вероятность того, что за 4 мину-
ты поступит: 

  а) 3 вызова; 
  б) не более 3 вызовов; 
  в) не менее 3 вызовов. 
Поток заказов предполагается Пуассоновским. 
 
18. Непрерывная случайная величина Х распределена по показа-

тельному закону с плотностью распределения вероятностей: 
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Найти F(х), М(Х), D(Х), σ(Х), Р(0,17<Х<0,41). Построить графи-
ки f(х) и F(х). 

 
19. Случайная величина Х распределена по нормальному закону 

с плотностью  
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exf .   Найти вероятности Р(0<Х<1,5), Р(2≤Х≤6). 

 
20. Производится измерение расстояния между деталями дет-

ской коляски без систематических ошибок. Случайные ошибки изме-
рения подчинены нормальному закону со среднеквадратичным от-
клонением σ=3 мм. Допустимое расстояние не более 12 мм. Найти ве-
роятность того, что коляска будет признана годной. 
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Вариант 5 

 
1. Ваша фамилия записана на карточках (по одной букве на кар-

точке). Карточки перемешали и наугад выкладывают по одной слева 
направо. Какова вероятность того, что снова получится ваша фами-
лия. 

 
2. Студент ищет формулу в 3-х справочниках. Обозначим через 

Аi (i=1,2,3) событие, состоящее в том, что нужная формула содержит-
ся в i-м справочнике. Выразить через Аi следующие события: 

  А – формула содержится только в одном справочнике; 
  В – формулы нет ни в одном справочнике; 
  С – формула содержится хотя бы в одном справочнике. 
 
3. Эксперимент состоит в подбрасывании двух правильных ше-

стигранных игральных костей. Наблюдаемый результат – пара чисел, 
соответствующих числам очков, выпавших на верхних гранях двух 
костей. Описать пространство элементарных событий и найти веро-
ятности следующих событий: 

  а) сумма выпавших очков равна 7; 
  б) сумма очков равна 8, а произведение 12; 
  в) сумма очков не превышает 3; 
  г) разность очков меньше 2; 
  д) сумма очков расположена в промежутке [3;6]. 
 
4. В электросеть включены лампочки, соединённые между собой 

следующим образом: 
  а) 

      
 
  б) 
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 в) 

    
 
 Вероятность безотказной работы i-й лампочки 0,58. Найти ве-

роятность безотказной работы цепи. 
 
5. В ящике 17 деталей, среди которых 4 бракованные. Сборщик 

наудачу извлекает 4 детали. Найти вероятность того, что 
  а) извлечённые детали качественные; 
  б) среди извлечённых 3 бракованные. 
 
6. Вероятность попадания стрелком в мишень при одном вы-

стреле равна 0,97. Найти вероятность того, что при 3-х выстрелах 
стрелок попадёт: 

  а) не более 2 раз; 
  б) ни одного раза; 
  с) хотя бы один раз. 
 
7. Брошены 3 игральные кости. Найти вероятность того, что: 
  а) на каждом из выпавших граней появится 6 очков; 
  б) на всех выпавших гранях появится одинаковое число очков; 
  в) сумма выпавших очков не превысит 7. 
 
8. В урне имеется 13 белых и 3 чёрных шаров. Наудачу по од-

ному извлекают 3 шара без возвращения. Найти вероятность того, что 
все 3 извлечённых шара будут чёрными. 

 
9. В первой урне содержится 12 шаров, из них 7 белых, во вто-

рой урне 14 шаров, из них 3 белых. Из первой урны наудачу извлекли 
один шар и переложили во вторую. Найти вероятность того, что из-
влечённый после этого шар из второй урны окажется белым. 

 
10. Внутри прямоугольного треугольника с катетами 4 и 5 рас-

положен круг диаметра 2. В треугольник наудачу бросается точка. 
Какова вероятность того, что точка попадёт в область, ограниченную 
треугольником и окружностью. 
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11. Электролампочки изготовляются на двух заводах, причём 1-
й из них поставляет 70%, 2-й 30% всей продукции. Из каждых 100 
лампочек 1-го завода в среднем 86 стандартные, 2-го завода – 78. 
Найти вероятность того, что наудачу выбранная лампочка стандарт-
ная. 

 
12. Монета бросается до тех пор, пока герб не выпадет 3 раза. 

Определить вероятность того, что цифра выпадет 6 раз. 
 
13. Вероятность выигрыша в лотерею на один билет равна 0,4. 

Куплено 13 билетов. Найти наивероятнейшее число выигравших би-
летов и соответствующую вероятность. 

 
14. Вероятность наступления некоторого события в каждом из 

100 независимых испытаний равна 0,75. Определить вероятность то-
го, что число m наступлений события удовлетворяет неравенству 
65≤m≤80. 

 
15. Вероятность того, что стрелок попадает в мишень при одном 

выстреле, равна 0,9. Составить закон распределения дискретной слу-
чайной величины Х числа попаданий в цель при 5-и выстрелах. Найти 
М(Х), D(Х), σ(Х). 

 
16. Вероятность попадания в цель при каждом выстреле равна 

0,001. Производится 5000 выстрелов. Найти закон распределения слу-
чайной величины Х – числа попадания в цель, пренебрегая значения-
ми Х с вероятностями меньше 0,005. Найти М(Х), D(Х), σ(Х). 

 
17. Среднее число вызовов, поступающих на АТС в одну мину-

ту, равно 3. Найти вероятность того, что за 2 минуты поступит: 
  а) 2 вызова; 
  б) менее 2 вызовов; 
  в) не менее 2 вызовов. 
Поток вызовов предполагается Пуассоновским. 
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18. Непрерывная случайная величина Х распределена по показа-
тельному закону с плотностью распределения вероятностей: 
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Найти F(х), М(Х), D(Х), σ(Х), Р(0,17<Х<0,28). Построить графи-

ки f(х) и F(х). 
 
19. Случайная величина Х распределена по нормальному закону 

с плотностью  

  18
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exf . Найти вероятности Р(-3<Х<-1), Р(-8<Х<-2). 

 
20. Средняя квадратичная ошибка измерения дальности радио-

локатором равна 25 м., систематических ошибок нет. Найти вероят-
ность получения ошибки измерения дальности, по абсолютной вели-
чине, не превосходящей 20 м. 

 
Вариант 6 

 
1. Ваша фамилия записана на карточках (по одной букве на кар-

точке). Карточки перемешали и наугад выкладывают по одной слева 
направо. Какова вероятность того, что снова получится ваша фами-
лия. 

 
2. Прибор состоит из 4-х независимо работающих элементов. 

Пусть Аi – событие, состоящее в том, что i-й элемент вышел из строя. 
Выразить через Аi следующие события: 

  А – из строя вышли все элементы; 
  В – из строя вышли 2 элемента; 
  С – из строя вышел хотя бы 1 элемент. 
 
3. Эксперимент состоит в подбрасывании двух правильных ше-

стигранных игральных костей. Наблюдаемый результат – пара чисел, 
соответствующих числам очков, выпавших на верхних гранях двух 
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костей. Описать пространство элементарных событий и найти веро-
ятности следующих событий: 

  а) сумма выпавших очков равна 8; 
  б) сумма очков равна 6, а произведение 5; 
  в) сумма очков не превышает 4; 
  г) разность очков меньше 2; 
  д) сумма очков расположена в промежутке [3;5]. 
 
4. В электросеть включены лампочки, соединённые между собой 

следующим образом: 

  а)  

 
 
  б) 

      
 
 в) 

      
 
 Вероятность безотказной работы i-й лампочки 0,7. Найти веро-

ятность безотказной работы цепи. 
 
5. В ящике 15 деталей, среди которых 3 бракованные. Сборщик 

наудачу извлекает 4 детали. Найти вероятность того, что 
  а) извлечённые детали качественные; 
  б) среди извлечённых 1 бракованная и 3 качественные. 
 
6. Вероятность попадания стрелком в мишень при одном вы-

стреле равна 0,9. Найти вероятность того, что при 5-и выстрелах стре-
лок попадёт: 
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  а) не более 3 раз; 
  б) ни одного раза; 
  с) хотя бы один раз. 
 
7. Брошены 3 игральные кости. Найти вероятность того, что: 
  а) на каждом из выпавших граней появится 3 очка; 
  б) на всех выпавших гранях появится одинаковое число очков; 
  в) сумма выпавших очков не превысит 5. 
 
8. В урне имеется 3 белых и 8 чёрных шаров. Наудачу по одно-

му извлекают 3 шара без возвращения. Найти вероятность того, что 
все 3 извлечённых шара будут чёрными. 

 
9. В первой урне содержится 11 шаров, из них 7 белых, во вто-

рой урне 12 шаров, из них 2 белых. Из первой урны наудачу извлекли 
один шар и переложили во вторую. Найти вероятность того, что из-
влечённый после этого шар из второй урны окажется белым. 

 
10. Внутри прямоугольного треугольника с катетами 4 и 6 рас-

положен круг радиуса 1. В треугольник наудачу бросается точка. Ка-
кова вероятность того, что точка попадёт внутрь круга. 

 
11. На стройку поступают изделия с 4-х заводов в одинаковом 

количестве. Вероятность того, что изделие не является бракованным, 
равна соответственно для каждого завода: 0,9; 0,75; 0,8; 0,95. Найти 
вероятность того, что наудачу взятое изделие качественное. 

 
12. Монета бросается до тех пор, пока герб не выпадет 6 раз. 

Определить вероятность того, что цифра выпадет 5 раз. 
 
13. Вероятность выигрыша в лотерею на один билет равна 0,4. 

Куплено 10 билетов. Найти наивероятнейшее число выигравших би-
летов и соответствующую вероятность. 

 
14. Вероятность наступления некоторого события в каждом из 

100 независимых испытаний равна 0,7. Определить вероятность того, 
что число m наступлений события удовлетворяет неравенству 60≤m. 
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15. Вероятность того, что стрелок попадает в мишень при одном 
выстреле, равна 0,75. Составить закон распределения дискретной слу-
чайной величины Х числа попаданий в цель при 5-и выстрелах. Найти 
М(Х), D(Х), σ(Х). 

 
16. Завод отправил на базу 700 изделий. Вероятность поврежде-

ния в пути равна 0,002. Составить закон распределения случайной ве-
личины Х – числа повреждённых изделий, пренебрегая значениями Х, 
вероятность которых меньше 0,005. Найти М(Х), D(Х), σ(Х). 

 
17. Среднее число вызовов, поступающих на АТС в одну мину-

ту, равно 2. Найти вероятность того, что за 2 минуты поступит: 
  а) 3 вызова; 
  б) менее 3 вызовов; 
  в) не менее 3 вызовов. 
Поток вызовов предполагается Пуассоновским. 
 
18. Непрерывная случайная величина Х распределена по показа-

тельному закону с плотностью распределения вероятностей: 
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Найти F(х), М(Х), D(Х), σ(Х), Р(0,18<Х<0,34). Построить графи-

ки f(х) и F(х). 
 
19. Случайная величина Х распределена по нормальному закону 

с плотностью  

18
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exf . Найти вероятности Р(0<Х<1), Р(-5<Х<3). 

 
20. Завод изготовляет шарики для подшипников. Номинальный 

диаметр шариков 5 мм. При изготовлении происходит случайная 
ошибка со средним квадратичным отклонением 0,05 мм. Найти веро-
ятность того, что отклонение диаметра шарика от нормального не 
превысит 0,1 мм. 
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Вариант 7 

 
1. Ваша фамилия записана на карточках (по одной букве на кар-

точке). Карточки перемешали и наугад выкладывают по одной слева 
направо. Какова вероятность того, что снова получится ваша фами-
лия. 

 
2. Из колоды в 52 карты последовательно вынимается 3 карты. 

Обозначим Аi – событие, состоящее в том, что i-я карта (i=1,2,3) 
«бубновой» масти. Выразить через Аi следующие события: 

  А – вынуты две карты «бубновой» масти; 
  В – все 3 карты «бубновой» масти; 
  С – хотя бы одна карта «бубновой» масти. 
 
3. Эксперимент состоит в подбрасывании двух правильных ше-

стигранных игральных костей. Наблюдаемый результат – пара чисел, 
соответствующих числам очков, выпавших на верхних гранях двух 
костей. Описать пространство элементарных событий и найти веро-
ятности следующих событий: 

  а) сумма выпавших очков равна 4; 
  б) сумма очков равна 4, а произведение 3; 
  в) сумма очков не превышает 5; 
  г) разность очков меньше 2; 
  д) сумма очков расположена в промежутке [3;8]. 
 
4. В электросеть включены лампочки, соединённые между собой 

следующим образом: 
  а) 

     
 
  б) 
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 в) 

      
 
 Вероятность безотказной работы i-й лампочки 0,9. Найти веро-

ятность безотказной работы цепи. 
 
5. В ящике 19 деталей, среди которых 6 бракованные. Сборщик 

наудачу извлекает 3 детали. Найти вероятность того, что 
  а) извлечённые детали качественные; 
  б) среди извлечённых 2 бракованные.  
 
6. Вероятность попадания стрелком в мишень при одном вы-

стреле равна 0,85. Найти вероятность того, что при 4-х выстрелах 
стрелок попадёт: 

  а) не более 1 раза; 
  б) ни одного раза; 
  с) хотя бы один раз. 
 
7. Брошены 3 игральные кости. Найти вероятность того, что: 
  а) на каждом из выпавших граней появится 4 очка; 
  б) на всех выпавших гранях появится одинаковое число очков; 
  в) сумма выпавших очков не превысит 8. 
 
8. В урне имеется 5 белых и 6 чёрных шаров. Наудачу по одно-

му извлекают 3 шара без возвращения. Найти вероятность того, что 
все 3 извлечённых шара будут чёрными. 

 
9. В первой урне содержится 20 шаров, из них 12 белых, во вто-

рой урне 12 шаров, из них 5 белых. Из первой урны наудачу извлекли 
один шар и переложили во вторую. Найти вероятность того, что из-
влечённый после этого шар из второй урны окажется белым. 
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10. Внутри круга радиуса 4 расположен квадрат со стороной 3. В 
круг наудачу бросается точка. Какова вероятность того, что точка по-
падёт в область, ограниченную квадратом и окружностью. 

 
11. Приборы одного наименования изготавливаются 3-мя заво-

дами; 1-й завод поставляет 20%, 2-й и 3-й по 40% изделий. Вероят-
ность безотказной работы прибора равна, соответственно 0,95; 0,8 и 
0,75 для 1-го, 2-го и 3-го заводов. Найти вероятность безотказной ра-
боты полученного прибора. 

 
12. Монета бросается до тех пор, пока герб не выпадет 3 раза. 

Определить вероятность того, что цифра выпадет 5 раз. 
 
13. Вероятность выигрыша в лотерею на один билет равна 0,5. 

Куплено 12 билетов. Найти наивероятнейшее число выигравших би-
летов и соответствующую вероятность. 

 
14. Вероятность наступления некоторого события в каждом из 

100 независимых испытаний равна 0,7. Определить вероятность того, 
что число m наступлений события удовлетворяет неравенству 70≤m. 

 
15. Вероятность того, что стрелок попадает в мишень при одном 

выстреле, равна 0,7. Составить закон распределения дискретной слу-
чайной величины Х числа попаданий в цель при 5-и выстрелах. Найти 
М(Х), D(Х), σ(Х). 

 
16. Станок-автомат штампует детали. Вероятность того, что из-

готовленная деталь будет бракованной равна 0,02. Найти закон рас-
пределения случайной величины Х – числа бракованных деталей сре-
ди 300 изготовленных станком, пренебрегая значениями Х, вероят-
ность которых меньше 0,005. Найти М(Х), D(Х), σ(Х). 

 
17. Среднее число заказов такси, поступающих в диспетчерский 

пункт в одну минуту, равно 2. Найти вероятность того, что за 3 мину-
ты поступит: 

  а) 3 вызова; 
  б) не более 3 вызовов; 
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  в) не менее 3 вызовов. 
Поток заказов предполагается Пуассоновским. 
 
18. Непрерывная случайная величина Х распределена по показа-

тельному закону с плотностью распределения вероятностей: 
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Найти F(х), М(Х), D(Х), σ(Х), Р(0,18<Х<0,34). Построить графи-

ки f(х) и F(х). 
 
19. Случайная величина Х распределена по нормальному закону 

с плотностью  
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exf . Найти вероятности Р(2<Х<4), Р(3≤Х≤9). 

 
20. Производится взвешивание вещества без систематических 

ошибок. Случайные ошибки взвешивания подчинены нормальному 
закону со средним квадратичным отклонением 15 г. Найти вероят-
ность того, что взвешивание будет произведено с ошибкой, не пре-
восходящей по абсолютной величине 5 г. 

 
Вариант 8 

 
1. Ваша фамилия записана на карточках (по одной букве на кар-

точке). Карточки перемешали и наугад выкладывают по одной слева 
направо. Какова вероятность того, что снова получится ваша фами-
лия. 

 
2. Производятся 3 испытания прибора. Аi – событие, состоящее 

в том, что при i-ом испытании (i=1,2,3) прибор выйдет из строя. Вы-
разить через Аi следующие события: 

  А – прибор выйдет из строя при двух испытаниях; 
  В – прибор не выйдет из строя; 
  С – прибор выйдет из строя хотя бы при одном испытании. 
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3. Эксперимент состоит в подбрасывании двух правильных ше-
стигранных игральных костей. Наблюдаемый результат – пара чисел, 
соответствующих числам очков, выпавших на верхних гранях двух 
костей. Описать пространство элементарных событий и найти веро-
ятности следующих событий: 

  а) сумма выпавших очков равна 7; 
  б) сумма очков равна 10, а произведение 21; 
  в) сумма очков не превышает 5; 
  г) разность очков меньше 7; 
  д) сумма очков расположена в промежутке [7;9]. 
 
4. В электросеть включены лампочки, соединённые между собой 

следующим образом: 
  а) 

     
 
  б) 

      
 в) 

      
 
 Вероятность безотказной работы i-й лампочки 0,9. Найти веро-

ятность безотказной работы цепи. 
 
5. В ящике 9 деталей, среди которых 2 бракованные. Сборщик 

наудачу извлекает 3 детали. Найти вероятность того, что 
  а) извлечённые детали качественные; 
  б) среди извлечённых 1 бракованная.  
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6. Вероятность попадания стрелком в мишень при одном вы-
стреле равна 0,6. Найти вероятность того, что при 4-х выстрелах стре-
лок попадёт: 

  а) не более 3 раз; 
  б) ни одного раза; 
  с) хотя бы 2 раза. 
 
7. Брошены 3 игральные кости. Найти вероятность того, что: 
  а) на каждом из выпавших граней появится 5 очков; 
  б) на всех выпавших гранях появится одинаковое число очков; 
  в) сумма выпавших очков не превысит 3. 
 
8. В урне имеется 5 белых и 12 чёрных шаров. Наудачу по од-

ному извлекают 3 шара без возвращения. Найти вероятность того, что 
все 3 извлечённых шара будут чёрными. 

 
9. В первой урне содержится 11 шаров, из них 4 белых, во вто-

рой урне 12 шаров, из них 2 белых. Из первой урны наудачу извлекли 
один шар и переложили во вторую. Найти вероятность того, что из-
влечённый после этого шар из второй урны окажется белым. 

 
10. Внутри круга радиуса 6 расположен прямоугольник со сто-

ронами 2 и 4. В круг наудачу бросается точка. Какова вероятность то-
го, что точка попадёт внутрь прямоугольника. 

 
11. Детали изготавливаются на 3-х станках: 30% на 1-м, 50% на 

2-м  и 20% на 3-м. Вероятность изготовления брака на каждом станке 
равна соответственно 0,1; 0,15; 0,005.Найти вероятность того, что из-
готовленная наудачу деталь бракованная. 

 
12. Монета бросается до тех пор, пока герб не выпадет 8 раз. 

Определить вероятность того, что цифра выпадет 3 раза. 
 
13. Вероятность выигрыша в лотерею на один билет равна 0,5. 

Куплено 11 билетов. Найти наивероятнейшее число выигравших би-
летов и соответствующую вероятность. 
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14. Вероятность наступления некоторого события в каждом из 
100 независимых испытаний равна 0,7. Определить вероятность того, 
что число m наступлений события удовлетворяет неравенству 80≤m. 

 
15. Вероятность того, что стрелок попадает в мишень при одном 

выстреле, равна 0,75. Составить закон распределения дискретной слу-
чайной величины Х числа попаданий в цель при 5-и выстрелах. Найти 
М(Х), D(Х), σ(Х). 

 
16. Магазин получил 1500 бутылок минеральной воды. Вероят-

ность того, что при перевозке бутылка окажется разбитой, равна 
0,003. Составить закон распределения случайной величины Х – числа 
разбитых бутылок, пренебрегая значениями Х, вероятность которых 
меньше 0,005. Найти М(Х), D(Х), σ(Х). 

 
17. Среднее число вызовов, поступающих на АТС в одну мину-

ту, равно 2. Найти вероятность того, что за 3 минуты поступит: 
  а) 4 вызова; 
  б) менее 4 вызовов; 
  в) не менее 4 вызовов. 
Поток вызовов предполагается Пуассоновским. 
 
18. Непрерывная случайная величина Х распределена по показа-

тельному закону с плотностью распределения вероятностей: 
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Найти F(х), М(Х), D(Х), σ(Х), Р(0,1<Х<0,2). Построить графики 

f(х) и F(х). 
 
19. Случайная величина Х распределена по нормальному закону 

с плотностью  
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exf . Найти вероятности Р(-1<Х<3), Р(2≤Х≤4). 
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20. Размер детали задан полем допуска 10 – 12 мм. Оказалось, 
что средний размер деталей равен 11,4 мм, а квадратичное отклоне-
ние 0,7 мм. Считая, что размер детали подчиняется закону нормаль-
ного распределения, определить вероятность появления брака. 

 
Вариант 9 

 
1. Ваша фамилия записана на карточках (по одной букве на кар-

точке). Карточки перемешали и наугад выкладывают по одной слева 
направо. Какова вероятность того, что снова получится ваша фами-
лия. 

 
2. Студенту предложено на экзамене 3 вопроса. Обозначим Аi – 

событие, состоящее в том, что студент знает ответ на i-й вопрос. Вы-
разить через событие Аi следующие события: 

  А – студент не знает ответа ни на один вопрос; 
  В – студент знает ответ ровно на 2 вопроса; 
  С – студент знает ответ хотя бы на 1 вопрос. 
 
3. Эксперимент состоит в подбрасывании двух правильных ше-

стигранных игральных костей. Наблюдаемый результат – пара чисел, 
соответствующих числам очков, выпавших на верхних гранях двух 
костей. Описать пространство элементарных событий и найти веро-
ятности следующих событий: 

  а) сумма выпавших очков равна 7; 
  б) сумма очков равна 3, а произведение 2; 
  в) сумма очков не превышает 4; 
  г) разность очков меньше 2; 
  д) сумма очков расположена в промежутке [4;5]. 
 
4. В электросеть включены лампочки, соединённые между собой 

следующим образом: 
  а) 
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  б) 

     
 в) 

     
 
 Вероятность безотказной работы i-й лампочки 0,75. Найти ве-

роятность безотказной работы цепи. 
 
5. В ящике 8 деталей, среди которых 5 бракованных. Сборщик 

наудачу извлекает 2 детали. Найти вероятность того, что 
  а) извлечённые детали качественные; 
  б) среди извлечённых 1 бракованная и 1 качественная.  
 
6. Вероятность попадания стрелком в мишень при одном вы-

стреле равна 0,95. Найти вероятность того, что при 4-х выстрелах 
стрелок попадёт: 

  а) не более 3 раз; 
  б) ни одного раза; 
  с) хотя бы один раз. 
 
7. Брошены 3 игральные кости. Найти вероятность того, что: 
  а) на каждом из выпавших граней появится 5 очков; 
  б) на всех выпавших гранях появится одинаковое число очков; 
  в) сумма выпавших очков не превысит 3. 
 
8. В урне имеется 11 белых и 3 чёрных шаров. Наудачу по од-

ному извлекают 3 шара без возвращения. Найти вероятность того, что 
все 3 извлечённых шара будут чёрными. 

 
9. В первой урне содержится 12 шаров, из них 3 белых, во вто-

рой урне 14 шаров, из них 5 белых. Из первой урны наудачу извлекли 
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один шар и переложили во вторую. Найти вероятность того, что из-
влечённый после этого шар из второй урны окажется белым. 

 
10. Внутри эллипса х2/16+у2/4=1 расположен круг диаметра 2. В 

эллипс наудачу бросается точка. Какова вероятность того, что точка 
попадёт внутрь круга. 

 
11. Туристы вышли из пункта А, выбирая наугад на развилке 

дорог один из возможных путей. Какова вероятность того, что они 
попадут в пункт В? 

 
            H1 
                      H3          C             D 
     
 
                            H2     B 
                   A 
 
                              E 
 
12. Монета бросается до тех пор, пока герб не выпадет 6 раз. 

Определить вероятность того, что цифра выпадет 4 раза. 
 
13. Вероятность выигрыша в лотерею на один билет равна 0,5. 

Куплено 15 билетов. Найти наивероятнейшее число выигравших би-
летов и соответствующую вероятность. 

 
14. Вероятность наступления некоторого события в каждом из 

100 независимых испытаний равна 0,6. Определить вероятность того, 
что число m наступлений события удовлетворяет неравенству 65≤m. 

 
15. Вероятность того, что стрелок попадает в мишень при одном 

выстреле, равна 0,75. Составить закон распределения дискретной слу-
чайной величины Х числа попаданий в цель при 5-и выстрелах. Найти 
М(Х), D(Х), σ(Х). 
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16. В автотранспортном предприятии работает 2000 автобусов. 
Вероятность поломки каждого автобуса равна 0,001. Составить закон 
распределения случайной величины Х – числа поломанных автобу-
сов, пренебрегая значениями Х, вероятность которых меньше 0,005. 
Найти М(Х), D(Х), σ(Х). 

 
17. Среднее число вызовов, поступающих на АТС в одну мину-

ту, равно 1. Найти вероятность того, что за 3 минуты поступит: 
  а) 2 вызова; 
  б) менее 2 вызовов; 
  в) не менее 2 вызовов. 
Поток вызовов предполагается Пуассоновским. 
 
18. Непрерывная случайная величина Х распределена по показа-

тельному закону с плотностью распределения вероятностей: 
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Найти F(х), М(Х), D(Х), σ(Х), Р(0,7<Х<1,3). Построить графики 

f(х) и F(х). 
 
19. Случайная величина Х распределена по нормальному закону 

с плотностью  
 

  2
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exf . Найти вероятности Р(-5<Х<-3), Р(0,3≤Х≤1). 

 
20. При изготовлении детали на станке происходит случайная 

ошибка со средним квадратичным отклонением 0,08. Номинальный 
размер детали 8 см. Найти вероятность того, что отклонение длины 
изделия от номинального не превысит 0,2 см. 
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Вариант 10 

 
1. Ваша фамилия записана на карточках (по одной букве на кар-

точке). Карточки перемешали и наугад выкладывают по одной слева 
направо. Какова вероятность того, что снова получится ваша фами-
лия. 

 
2. Из колоды в 36 карт последовательно вынимается 3 карты. 

Обозначим Аi – событие, состоящее в том, что i-я карта (i=1,2,3) 
«трефовой» масти. Выразить через Аi следующие события: 

  А – вынуты две карты «трефовой» масти; 
  В – нет ни одной карты «трефовой» масти; 
  С – хотя бы 1 карта «трефовой» масти. 
 
3. Эксперимент состоит в подбрасывании двух правильных ше-

стигранных игральных костей. Наблюдаемый результат – пара чисел, 
соответствующих числам очков, выпавших на верхних гранях двух 
костей. Описать пространство элементарных событий и найти веро-
ятности следующих событий: 

  а) сумма выпавших очков равна 7; 
  б) сумма очков равна 5, а произведение 6; 
  в) сумма очков не превышает 4; 
  г) разность очков меньше 1; 
  д) сумма очков расположена в промежутке [3;7]. 
 
4. В электросеть включены лампочки, соединённые между собой 

следующим образом: 
  а) 

     
  б) 
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  в) 

     
 
 Вероятность безотказной работы i-й лампочки 0,95. Найти ве-

роятность безотказной работы цепи. 
 
5. В ящике 14 деталей, среди которых 3 бракованные. Сборщик 

наудачу извлекает 3 детали. Найти вероятность того, что 
  а) извлечённые детали качественные; 
  б) среди извлечённых 1 бракованная и 2 качественные.  
 
6. Вероятность попадания стрелком в мишень при одном вы-

стреле равна 0,75. Найти вероятность того, что при 4-х выстрелах 
стрелок попадёт: 

  а) не более 2 раз; 
  б) ни одного раза; 
  с) хотя бы один раз. 
 
7. Брошены 3 игральные кости. Найти вероятность того, что: 
  а) на каждом из выпавших граней появится 2 очка; 
  б) на всех выпавших гранях появится одинаковое число очков; 
  в) сумма выпавших очков не превысит 4. 
 
8. В урне имеется 4 белых и 10 чёрных шаров. Наудачу по од-

ному извлекают 3 шара без возвращения. Найти вероятность того, что 
все 3 извлечённых шара будут чёрными. 

 
9. В первой урне содержится 20 шаров, из них 6 белых, во вто-

рой урне 18 шаров, из них 7 белых. Из первой урны наудачу извлекли 
один шар и переложили во вторую. Найти вероятность того, что из-
влечённый после этого шар из второй урны окажется белым. 

 
10. Внутри эллипса G: х2/25+у2/9=1 расположен эллипс g: 

х2/9+у2/4=1. В эллипс G наудачу бросается точка. Какова вероятность 
того, что точка попадёт в кольцо, ограниченное эллипсами. 
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11. Деталь может принадлежать к одной из 4-х партий с вероят-
ностями р1, р2, р3, р4, где р1=р3=0,15, р2=0,2, р4=0,5. Вероятности того, 
что деталь бракованная равна для этих партий соответственно 0,1; 0,2; 
0,15; 0,25. Определить вероятность того, что наудачу взятая деталь 
оказалась качественной. 

 
12. Монета бросается до тех пор, пока герб не выпадет 4 раза. 

Определить вероятность того, что цифра выпадет 5 раз. 
 
13. Вероятность выигрыша в лотерею на один билет равна 0,6. 

Куплено 13 билетов. Найти наивероятнейшее число выигравших би-
летов и соответствующую вероятность. 

 
14. Вероятность наступления некоторого события в каждом из 

100 независимых испытаний равна 0,8. Определить вероятность того, 
что число m наступлений события удовлетворяет неравенству 90≤m. 

 
15. Вероятность того, что стрелок попадает в мишень при одном 

выстреле, равна 0,65. Составить закон распределения дискретной слу-
чайной величины Х числа попаданий в цель при 5-и выстрелах. Найти 
М(Х), D(Х), σ(Х). 

 
16. Вероятность того, что изготовленная деталь на станке-

автомате окажется бракованной, равна 0,015. Составить закон распре-
деления случайной величины Х – числа бракованных деталей среди 
1500 изготовленных, пренебрегая значениями Х, вероятность которых 
меньше 0,005. Найти М(Х), D(Х), σ(Х). 

 
17. Среднее число вызовов, поступающих на АТС в одну мину-

ту, равно 3. Найти вероятность того, что за 3 минуты поступит: 
  а) 2 вызова; 
  б) менее 2 вызовов; 
  в) не менее 2 вызовов. 
Поток вызовов предполагается Пуассоновским. 
 
18. Непрерывная случайная величина Х распределена по показа-

тельному закону с плотностью распределения вероятностей: 
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Найти F(х), М(Х), D(Х), σ(Х), Р(0,35<Х<0,45). Построить графи-

ки f(х) и F(х). 
 
19. Случайная величина Х распределена по нормальному закону 

с плотностью  
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exf . Найти вероятности Р(-8<Х<-6), Р(-2<Х<-1). 

 
20. Производится измерение длины детали без систематических 

ошибок. Случайные ошибки измерения подчинены нормальному за-
кону со среднеквадратичным отклонением σ=0,1 мм. Найти вероят-
ность того, что измерение будет произведено с ошибкой, не превос-
ходящей по абсолютной величине 10 мм. 

 

Вариант 11 

 
1. Ваша фамилия записана на карточках (по одной букве на кар-

точке). Карточки перемешали и наугад выкладывают по одной слева 
направо. Какова вероятность того, что снова получится ваша фами-
лия. 

 
2. Три стрелка стреляют по мишени. Пусть Аi – событие, озна-

чающее, что i-й стрелок попал в мишень. Выразить через Аi следую-
щие события: 

  А – в мишень попали ровно 2 стрелка; 
  В – в мишень не попал ни один стрелок; 
  С – хотя бы 1 стрелок попал в мишень. 
 
3. Эксперимент состоит в подбрасывании двух правильных ше-

стигранных игральных костей. Наблюдаемый результат – пара чисел, 
соответствующих числам очков, выпавших на верхних гранях двух 
костей. Описать пространство элементарных событий и найти веро-
ятности следующих событий: 
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  а) сумма выпавших очков равна 8; 
  б) сумма очков равна 9, а произведение 20; 
  в) сумма очков не превышает 10; 
  г) разность очков меньше 3; 
  д) сумма очков расположена в промежутке [2;9]. 
 
4. В электросеть включены лампочки, соединённые между собой 

следующим образом: 
  а) 
       

 
  б) 

      
      
 в) 

       
 
 Вероятность безотказной работы i-й лампочки 0,95. Найти ве-

роятность безотказной работы цепи. 
 
5. В ящике 16 деталей, среди которых 3 бракованные. Сборщик 

наудачу извлекает 4 детали. Найти вероятность того, что 
  а) извлечённые детали качественные; 
  б) среди извлечённых 1 бракованная.  
 
6. Вероятность попадания стрелком в мишень при одном вы-

стреле равна 0,75. Найти вероятность того, что при 3-х выстрелах 
стрелок попадёт: 

  а) не более 2 раз; 
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  б) ни одного раза; 
  с) хотя бы один раз. 
 
7. Брошены 3 игральные кости. Найти вероятность того, что: 
  а) на каждом из выпавших граней появится 6 очков; 
  б) на всех выпавших гранях появится одинаковое число очков; 
  в) сумма выпавших очков не превысит 3. 
 
8. В урне имеется 3 белых и 4 чёрных шаров. Наудачу по одно-

му извлекают 3 шара без возвращения. Найти вероятность того, что 
все 3 извлечённых шара будут чёрными. 

 
9. В первой урне содержится 15 шаров, из них 3 белых, во вто-

рой урне 25 шаров, из них 10 белых. Из первой урны наудачу извлек-
ли один шар и переложили во вторую. Найти вероятность того, что 
извлечённый после этого шар из второй урны окажется белым. 

 
10. Внутри сферы радиуса 4 находится куб с ребром 5. В сферу 

наудачу бросается точка. Какова вероятность того, что точка попадёт 
в область, ограниченную сферой и кубом. 

 
11. Из 1500 изделий, полученных со склада, 600 принадлежат 1-

й партии, 700 – 2-й и 200 – 3-й партии. Вероятность брака в каждой 
партии равна соответственно 0,2; 0,4; 0,5. Известно, что получено 
бракованное изделие. Найти вероятность того, что оно из 3-ей партии. 

 
12. Монета бросается до тех пор, пока герб не выпадет 2 раза. 

Определить вероятность того, что цифра выпадет 7 раз. 
 
13. Вероятность выигрыша в лотерею на один билет равна 0,6. 

Куплено 11 билетов. Найти наивероятнейшее число выигравших би-
летов и соответствующую вероятность. 

 
14. Вероятность наступления некоторого события в каждом из 

100 независимых испытаний равна 0,3. Определить вероятность того, 
что число m наступлений события удовлетворяет неравенству m≤20. 
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15. Вероятность того, что стрелок попадает в мишень при одном 
выстреле, равна 0,9. Составить закон распределения дискретной слу-
чайной величины Х числа попаданий в цель при 4-х выстрелах. Найти 
М(Х), D(Х), σ(Х). 

 
16. Слесарь обслуживает 200 станков. Вероятность поломки 

станка равна 0,01. Найти закон распределения случайной величины    
Х – числа поломанных станков, пренебрегая значениями Х, вероят-
ность которых меньше 0,005. Найти М(Х), D(Х), σ(Х). 

 
17. Среднее число заказов такси, поступающих в диспетчерский 

пункт в одну минуту, равно 2. Найти вероятность того, что за 2 мину-
ты поступит: 

  а) 3 вызова; 
  б) не более 3 вызовов; 
  в) не менее 3 вызовов. 
Поток заказов предполагается Пуассоновским. 
 
18. Непрерывная случайная величина Х распределена по показа-

тельному закону с плотностью распределения вероятностей: 
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Найти F(х), М(Х), D(Х), σ(Х), Р(0,36<Х<0,9). Построить графи-

ки f(х) и F(х). 
 
19. Случайная величина Х распределена по нормальному закону 

с плотностью  

32
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exf . Найти вероятности Р(-3<Х<2), Р(1≤Х≤6). 

20. Производится взвешивание некоторого вещества без систе-
матических ошибок. Случайные ошибки взвешивания подчинены 
нормальному закону со средним квадратичным отклонением 1,2 г. 
Найти вероятность того, что взвешивание будет произведено с ошиб-
кой, не превосходящей по абсолютной величине 30 г. 
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Вариант 12 

 
1. Ваша фамилия записана на карточках (по одной букве на кар-

точке). Карточки перемешали и наугад выкладывают по одной слева 
направо. Какова вероятность того, что снова получится ваша фами-
лия. 

 
2. Работа ЭВМ зависит от работы пяти блоков. Пусть А1 – выход 

из строя блока памяти, А2 – выход из строя устройства управления,  
А3 – выход из строя арифметического устройства, А4 – выход из строя 
устройства ввода и А5 – выход из строя устройства вывода. Выразить 
через Аi (i=1,2,3,4,5) следующие события: 

  А – вышел из строя ровно один блок; 
  В – ни один блок не вышел из строя; 
  С – ровно 2 блока вышли из строя. 
 
3. Эксперимент состоит в подбрасывании двух правильных ше-

стигранных игральных костей. Наблюдаемый результат – пара чисел, 
соответствующих числам очков, выпавших на верхних гранях двух 
костей. Описать пространство элементарных событий и найти веро-
ятности следующих событий: 

  а) сумма выпавших очков равна 8; 
  б) сумма очков равна 10, а произведение 24; 
  в) сумма очков не превышает 6; 
  г) разность очков меньше 3; 
  д) сумма очков расположена в промежутке [2;4]. 
 
4. В электросеть включены лампочки, соединённые между собой 

следующим образом: 
  
 а) 
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б) 

      
  
 в) 

       
 
 Вероятность безотказной работы i-й лампочки 0,75. Найти ве-

роятность безотказной работы цепи. 
 
5. В ящике 14 деталей, среди которых 7 бракованные. Сборщик 

наудачу извлекает 3 детали. Найти вероятность того, что 
  а) извлечённые детали качественные; 
  б) среди извлечённых 2 бракованные и 1 качественная.  
 
6. Вероятность попадания стрелком в мишень при одном вы-

стреле равна 0,86. Найти вероятность того, что при 4-х выстрелах 
стрелок попадёт: 

  а) не более 3 раз; 
  б) ни одного раза; 
  с) хотя бы один раз. 
 
7. Брошены 3 игральные кости. Найти вероятность того, что: 
  а) на каждом из выпавших граней появится 3 очка; 
  б) на всех выпавших гранях появится одинаковое число очков; 
  в) сумма выпавших очков не превысит 4. 
 
8. В урне имеется 7 белых и 11 чёрных шаров. Наудачу по од-

ному извлекают 3 шара без возвращения. Найти вероятность того, что 
все 3 извлечённых шара будут чёрными. 
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9. В первой урне содержится 18 шаров, из них 3 белых, во вто-
рой урне 9 шаров, из них 5 белых. Из первой урны наудачу извлекли 
один шар и переложили во вторую. Найти вероятность того, что из-
влечённый после этого шар из второй урны окажется белым. 

 
10. Внутри сферы радиуса 3 находится куб с ребром 2. В сферу 

наудачу бросается точка. Какова вероятность того, что точка попадёт 
внутрь куба. 

 
11. В магазин поступают изделия с 4-х фабрик, причём фабрики 

1, 2, 3, 4-я поставляют соответственно 20, 30, 40, 10% всех изделий. 
Среди изделий 1, 2, 3, 4-й фабрик соответственно 0,08, 0,08, 0,05, 0,06 
бракованных. Найти вероятность того, что купленное изделие являет-
ся качественным. 

 
12. Монета бросается до тех пор, пока герб не выпадет 5 раз. 

Определить вероятность того, что цифра выпадет 4 раза. 
 
13. Вероятность выигрыша в лотерею на один билет равна 0,6. 

Куплено 10 билетов. Найти наивероятнейшее число выигравших би-
летов и соответствующую вероятность. 

 
14. Вероятность наступления некоторого события в каждом из 

200 независимых испытаний равна 0,4. Определить вероятность того, 
что число m наступлений события удовлетворяет неравенству m≤80. 

 
15. Вероятность того, что стрелок попадает в мишень при одном 

выстреле, равна 0,85. Составить закон распределения дискретной слу-
чайной величины Х числа попаданий в цель при 5-и выстрелах. Найти 
М(Х), D(Х), σ(Х). 

 
16. На стройку поступила партия железобетонных плит из 1500 

штук. Вероятность того, что плита бракованная равна 0,001. Найти 
закон распределения случайной величины Х – числа бракованных 
плит, пренебрегая значениями Х, вероятность которых меньше 0,005. 
Найти М(Х), D(Х), σ(Х). 
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17. Среднее число вызовов, поступающих на АТС в одну мину-
ту, равно 1. Найти вероятность того, что за 5 минут поступит: 

  а) 3 вызова; 
  б) менее 3 вызовов; 
  в) не менее 3 вызовов. 
Поток вызовов предполагается Пуассоновским. 
 
18. Непрерывная случайная величина Х распределена по показа-

тельному закону с плотностью распределения вероятностей: 
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Найти F(х), М(Х), D(Х), σ(Х), Р(0,12<Х<0,35). Построить графи-

ки f(х) и F(х). 
 
19. Случайная величина Х распределена по нормальному закону 

с плотностью  

  32
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exf . Найти вероятности Р(-3<Х<-2), Р(-

1≤Х≤6). 
 
20. Автомат штампует детали без систематических ошибок. 

Случайные отклонения длины детали от нормативной происходят по 
нормальному закону со средним квадратичным отклонением 0,1. 
Найти вероятность того отклонения, которое не превысит по абсо-
лютной величине 1 мм. 

 
Вариант 13 

 
1. Ваша фамилия записана на карточках (по одной букве на кар-

точке). Карточки перемешали и наугад выкладывают по одной слева 
направо. Какова вероятность того, что снова получится ваша фами-
лия. 

 
2. На лабораторных занятиях студенты используют 3 типа мик-

рокалькуляторов. Пусть Аi (i=1,2,3) – событие, состоящее в том, что 
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калькулятор i-го типа выйдет из строя. Выразить через Аi следующие 
события: 

  А – все калькуляторы выйдут из строя; 
  В – ни один калькулятор не выйдет из строя; 
  С – ровно 2 калькулятора выйдут из строя. 
 
3. Эксперимент состоит в подбрасывании двух правильных ше-

стигранных игральных костей. Наблюдаемый результат – пара чисел, 
соответствующих числам очков, выпавших на верхних гранях двух 
костей. Описать пространство элементарных событий и найти веро-
ятности следующих событий: 

  а) сумма выпавших очков равна 10; 
  б) сумма очков равна 8, а произведение 16; 
  в) сумма очков не превышает 9; 
  г) разность очков меньше 5; 
  д) сумма очков расположена в промежутке [3;6]. 
 
4. В электросеть включены лампочки, соединённые между собой 

следующим образом: 
  а) 

      
 
  б) 

      
 
 в) 
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 Вероятность безотказной работы i-й лампочки 0,95. Найти ве-
роятность безотказной работы цепи. 

 
5. В ящике 25 деталей, среди которых 10 бракованных. Сборщик 

наудачу извлекает 3 детали. Найти вероятность того, что 
  а) извлечённые детали качественные; 
  б) среди извлечённых 2 бракованные.  
 
6. Вероятность попадания стрелком в мишень при одном вы-

стреле равна 0,8. Найти вероятность того, что при 3-х выстрелах стре-
лок попадёт: 

  а) не более 1 раза; 
  б) ни одного раза; 
  с) хотя бы один раз. 
 
7. Брошены 3 игральные кости. Найти вероятность того, что: 
  а) на каждом из выпавших граней появится 2 очка; 
  б) на всех выпавших гранях появится одинаковое число очков; 
  в) сумма выпавших очков не превысит 6. 
 
8. В урне имеется 6 белых и 6 чёрных шаров. Наудачу по одно-

му извлекают 3 шара без возвращения. Найти вероятность того, что 
все 3 извлечённых шара будут чёрными. 

 
9. В первой урне содержится 17 шаров, из них 4 белых, во вто-

рой урне 26 шаров, из них 11 белых. Из первой урны наудачу извлек-
ли один шар и переложили во вторую. Найти вероятность того, что 
извлечённый после этого шар из второй урны окажется белым. 

 
10. Внутри тетраэдра с ребром 4 находится куб с ребром 1. В 

тетраэдр наудачу бросается точка. Какова вероятность того, что точка 
попадёт внутрь куба. 

 
11. На склад поступают изделия с 3-х заводов, соответственно 

20%, 30%, 50%. В их продукции вероятность брака равна соответ-
ственно 0,03; 0,02; 0,01. Найти вероятность того, что наудачу выбран-
ное изделие бракованное. 
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12. Монета бросается до тех пор, пока герб не выпадет 8 раз. 
Определить вероятность того, что цифра выпадет 6 раз. 

 
13. Вероятность выигрыша в лотерею на один билет равна 0,7. 

Куплено 14 билетов. Найти наивероятнейшее число выигравших би-
летов и соответствующую вероятность. 

 
14. Вероятность наступления некоторого события в каждом из 

300 независимых испытаний равна 0,8. Определить вероятность того, 
что число m наступлений события удовлетворяет неравенству m≤250. 

 
15. Вероятность того, что стрелок попадает в мишень при одном 

выстреле, равна 0,8. Составить закон распределения дискретной слу-
чайной величины Х числа попаданий в цель при 4-х выстрелах. Найти 
М(Х), D(Х), σ(Х). 

 
16. Устройство состоит из 1000 элементов, работающих незави-

симо друг от друга. Вероятность отказа любого элемента равна 0,002. 
Составить закон распределения случайной величины Х – числа отка-
завших элементов, пренебрегая значениями Х, вероятность которых 
меньше 0,005. Найти М(Х), D(Х), σ(Х). 

 
17. Среднее число заказов такси, поступающих в диспетчерский 

пункт в одну минуту, равно 2. Найти вероятность того, что за 2 мину-
ты поступит: 

  а) 2 вызова; 
  б) не более 2 вызовов; 
  в) не менее 2 вызовов. 
Поток заказов предполагается Пуассоновским. 
 
18. Непрерывная случайная величина Х распределена по показа-

тельному закону с плотностью распределения вероятностей: 
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Найти F(х), М(Х), D(Х), σ(Х), Р(0,21<Х<0,53). Построить графи-

ки f(х) и F(х). 
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19. Случайная величина Х распределена по нормальному закону 
с плотностью  

18
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exf . Найти вероятности Р(1<Х<2), Р(3≤Х≤7). 

 
20. Автомат изготовляет шарики для шариковых ручек. Шарик 

считается годным, если отклонение его диаметра от проектного раз-
мера не превышает по абсолютной величине 0,2 мм. Считая, что слу-
чайные ошибки распределены нормально со средним квадратичным 
отклонением 0,15 мм. Найти вероятность того, что изготовленный 
шарик годный. 

 
Вариант 14 

 
1. Ваша фамилия записана на карточках (по одной букве на кар-

точке). Карточки перемешали и наугад выкладывают по одной слева 
направо. Какова вероятность того, что снова получится ваша фами-
лия. 

 
2. На заводе изделия изготавливаются на 4-х станках. Обозна-

чим через Аi – событие, состоящее в том, что изделие, изготовленное 
на i-м станке (i=1,2,3,4), является бракованным. Выразить через Аi 
следующие события: 

  А – все 4 изделия бракованные; 
  В – ни одно изделие не бракованное; 
  С – хотя бы одно изделие бракованное. 
 
3. Эксперимент состоит в подбрасывании двух правильных ше-

стигранных игральных костей. Наблюдаемый результат – пара чисел, 
соответствующих числам очков, выпавших на верхних гранях двух 
костей. Описать пространство элементарных событий и найти веро-
ятности следующих событий: 

  а) сумма выпавших очков равна 4; 
  б) сумма очков равна 5, а произведение 6; 
  в) сумма очков не превышает 7; 
  г) разность очков меньше 3; 
  д) сумма очков расположена в промежутке [3;6]. 
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4. В электросеть включены лампочки, соединённые между собой 
следующим образом: 

  а) 

       
 
  б) 

        
 
 в) 

        
 Вероятность безотказной работы i-й лампочки 0,6. Найти веро-

ятность безотказной работы цепи. 
 
5. В ящике 16 деталей, среди которых 4 бракованные. Сборщик 

наудачу извлекает 3 детали. Найти вероятность того, что 
  а) извлечённые детали качественные; 
  б) среди извлечённых 2 бракованные.  
 
6. Вероятность попадания стрелком в мишень при одном вы-

стреле равна 0,7. Найти вероятность того, что при 5-и выстрелах стре-
лок попадёт: 

  а) не более 3 раза; 
  б) ни одного раза; 
  с) хотя бы один раз. 
 
7. Брошены 3 игральные кости. Найти вероятность того, что: 
  а) на каждом из выпавших граней появится 3 очка; 
  б) на всех выпавших гранях появится одинаковое число очков; 
  в) сумма выпавших очков не превысит 6. 
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8. В урне имеется 7 белых и 3 чёрных шаров. Наудачу по одно-
му извлекают 3 шара без возвращения. Найти вероятность того, что 
все 3 извлечённых шара будут чёрными. 

 
9. В первой урне содержится 18 шаров, из них 8 белых, во вто-

рой урне 16 шаров, из них 7 белых. Из первой урны наудачу извлекли 
один шар и переложили во вторую. Найти вероятность того, что из-
влечённый после этого шар из второй урны окажется белым. 

 
10. Внутри цилиндра высотой 10 и радиусом основания 3 нахо-

дится сфера радиуса 2. В цилиндр наудачу бросается точка. Какова 
вероятность того, что точка попадёт в сферу. 

 
11. Часы, поступившие в магазин, производятся 3-мя заводами: с 

1-го поступает 70%, со 2-го 20%, с 3-го 10% всех изделий. Процент 
брака на каждом из заводов составляет соответственно 3, 2 и 4%. 
Найти вероятность того, что купленные часы бракованные. 

 
12. Монета бросается до тех пор, пока герб не выпадет 2 раза. 

Определить вероятность того, что цифра выпадет 6 раз. 
 
13. Вероятность выигрыша в лотерею на один билет равна 0,7. 

Куплено 15 билетов. Найти наивероятнейшее число выигравших би-
летов и соответствующую вероятность. 

 
14. Вероятность наступления некоторого события в каждом из 

400 независимых испытаний равна 0,6. Определить вероятность того, 
что число m наступлений события удовлетворяет неравенству m≤270. 

 
15. Вероятность того, что стрелок попадает в мишень при одном 

выстреле, равна 0,95. Составить закон распределения дискретной слу-
чайной величины Х числа попаданий в цель при 5-и выстрелах. Найти 
М(Х), D(Х), σ(Х). 
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16. Вероятность попадания в цель при каждом выстреле равна 
0,002. Производится 2000 выстрелов. Составить закон распределения 
случайной величины Х – числа попаданий в цель, пренебрегая значе-
ниями Х, вероятность которых меньше 0,005. Найти М(Х), D(Х), σ(Х). 

 
17. Среднее число вызовов, поступающих на АТС в одну мину-

ту, равно 3. Найти вероятность того, что за 3 минуты поступит: 
  а) 4 вызова; 
  б) менее 4 вызовов; 
  в) не менее 4 вызовов. 
Поток вызовов предполагается Пуассоновским. 
 
18. Непрерывная случайная величина Х распределена по показа-

тельному закону с плотностью распределения вероятностей: 
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Найти F(х), М(Х), D(Х), σ(Х), Р(0,01<Х<0,17). Построить графи-

ки f(х) и F(х). 
 
19. Случайная величина Х распределена по нормальному закону 

с плотностью  
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Найти вероятности Р(-2<Х<-1), Р(-6<Х<3). 
 
20. При изготовлении детали допускается случайная ошибка со 

средним квадратичным отклонением 0,1 см. Найти вероятность того, 
что деталь, изготовленная с ошибкой, не превосходящей по абсолют-
ной величине 0,3 см. 
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Вариант 15 

 
1. Ваша фамилия записана на карточках (по одной букве на кар-

точке). Карточки перемешали и наугад выкладывают по одной слева 
направо. Какова вероятность того, что снова получится ваша фамилия. 

 
2. Брошены 3 монеты. Аi – событие, состоящее в том, что при 

бросании i-ой монеты (i=1,2,3) выпадает «герб». Выразить через Аi 
следующие события: 

  А – «герб» выпадет только 1 раз; 
  В – «герб» выпадет хотя бы 1 раз; 
  С – «герб» не выпадет ни разу. 
 
3. Эксперимент состоит в подбрасывании двух правильных ше-

стигранных игральных костей. Наблюдаемый результат – пара чисел, 
соответствующих числам очков, выпавших на верхних гранях двух 
костей. Описать пространство элементарных событий и найти веро-
ятности следующих событий: 

  а) сумма выпавших очков равна 9; 
  б) сумма очков равна 6, а произведение 8; 
  в) сумма очков не превышает 4; 
  г) разность очков меньше 2; 
  д) сумма очков расположена в промежутке [1;3]. 
 
4. В электросеть включены лампочки, соединённые между собой 

следующим образом: 
  а) 

       
б) 
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 в) 

        
 
 Вероятность безотказной работы i-й лампочки 0,95. Найти ве-

роятность безотказной работы цепи. 
 
5. В ящике 17 деталей, среди которых 6 бракованные. Сборщик 

наудачу извлекает 4 детали. Найти вероятность того, что 
  а) извлечённые детали качественные; 
  б) среди извлечённых 3 бракованные.  
 
6. Вероятность попадания стрелком в мишень при одном вы-

стреле равна 0,7. Найти вероятность того, что при 3-х выстрелах стре-
лок попадёт: 

  а) не более 3 раза; 
  б) ни одного раза; 
  с) хотя бы один раз. 
 
7. Брошены 3 игральные кости. Найти вероятность того, что: 
  а) на каждом из выпавших граней появится 6 очков; 
  б) на всех выпавших гранях появится одинаковое число очков; 
  в) сумма выпавших очков не превысит 10. 
 
8. В урне имеется 4 белых и 5 чёрных шаров. Наудачу по одно-

му извлекают 3 шара без возвращения. Найти вероятность того, что 
все 3 извлечённых шара будут чёрными. 

 
9. В первой урне содержится 22 шара, из них 10 белых, во вто-

рой урне 13 шаров, из них 2 белых. Из первой урны наудачу извлекли 
один шар и переложили во вторую. Найти вероятность того, что из-
влечённый после этого шар из второй урны окажется белым. 

 
10. Внутри прямоугольного параллелепипеда с рёбрами 2, 6, 8 

находится куб с ребром 2.В параллелепипед наудачу бросается точка. 
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Какова вероятность того, что точка попадёт в область, ограниченную 
параллелепипедом и кубом. 

 
11. На стройку поступили плиты с 3-х заводов: 100 плит с 1-го, 

200 – со 2-го и 150 с 3-го. Вероятность брака на каждом заводе равна 
соответственно 0,15; 0,1; 0,05. Найти вероятность того, что наудачу 
взятая плита бракованная. 

 
12. Монета бросается до тех пор, пока герб не выпадет 2 раза. 

Определить вероятность того, что цифра выпадет 3 раза. 
 
13. Вероятность выигрыша в лотерею на один билет равна 0,7. 

Куплено 12 билетов. Найти наивероятнейшее число выигравших би-
летов и соответствующую вероятность. 

 
14. Вероятность наступления некоторого события в каждом из 

400 независимых испытаний равна 0,7. Определить вероятность того, 
что число m наступлений события удовлетворяет неравенству m≤290. 

 
15. Вероятность того, что стрелок попадает в мишень при одном 

выстреле, равна 0,7. Составить закон распределения дискретной слу-
чайной величины Х числа попаданий в цель при 3-х выстрелах. Найти 
М(Х), D(Х), σ(Х). 

 
16. Учебник издан тиражом 100000 экземпляров. Вероятность 

брака равна 0,0001. Составить закон распределения случайной вели-
чины Х – числа бракованных книг, пренебрегая значениями Х, веро-
ятность которых меньше 0,005. Найти М(Х), D(Х), σ(Х). 

 
17. Среднее число заказов такси, поступающих в диспетчерский 

пункт в одну минуту, равно 2. Найти вероятность того, что за 2 мину-
ты поступит: 

  а) 4 вызова; 
  б) не более 4 вызовов; 
  в) не менее 4 вызовов. 
Поток заказов предполагается Пуассоновским. 
 



150 

18. Непрерывная случайная величина Х распределена по показа-
тельному закону с плотностью распределения вероятностей: 
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Найти F(х), М(Х), D(Х), σ(Х), Р(0,17<Х<0,28). Построить графи-

ки f(х) и F(х). 
 
19. Случайная величина Х распределена по нормальному закону 

с плотностью  
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exf . Найти вероятности Р(-3<Х<-1), Р(-8<Х<-2). 

 
20. Установлено, что при измерении диаметра микрометром 

случайная погрешность подчинена нормальному закону со средним 
квадратичным отклонением 0,15. Найти вероятность того, что изме-
рение производится с ошибкой, не превосходящей по абсолютной ве-
личине 0,2 мм. 

 
Вариант 16 

 
1. Сколькими способами за круглым столом могут сесть семь 

участников дискуссии? 
 
2. Сколько диагоналей имеет выпуклый 15-угольник? 
 
3. В поезде (10 вагонов) случайно оказались преступник и ко-

миссар Мегрэ. Какова вероятность того, что они едут: 
а) в одном вагоне;     
б) в соседних вагонах? 
4. Белую и чёрную ладьи ставят на шахматной доске наугад. Ка-

кова вероятность того, что ладьи не будут бить друг друга? 
 
5. В семье двое детей. На мой звонок дверь открыл мальчик. Ка-

кова вероятность того, что другой ребёнок в семье – тоже мальчик? 
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6. (Задача Бюффона). Плоскость расчерчена параллельными 
прямыми, расстояние между которыми равно a. На эту плоскость бро-
сается наудачу отрезок длины l(l<a). Какова вероятность того, что от-
резок пересекается хотя бы с одной из прямых семейства? 

 
7. Сколько раз нужно подбросить два игральных кубика, чтобы 

вероятность выпадения хотя бы один раз двух шестёрок была бы 
больше ½? (Эту задачу впервые поставил французский математик и 
писатель де Мере (1610 - 1684), поэтому задача называется его име-
нем). 

 
8. В откормочный комплекс поступают телята из трёх хозяйств. 

Из первого хозяйства телят поступает в 2 раза больше, чем из второго, 
а из второго – в 3 раза больше, чем из третьего. Первое хозяйство по-
ставляет 15% телят, имеющих живой вес более 300 кг. Второе и тре-
тье хозяйства поставляют соответственно 25% и 35% телят, живой вес 
которых превышает 300 кг. Наудачу отобранный телёнок при поступ-
лении в откормочный комплекс весит 320 кг. Какова вероятность то-
го, что он поступил из третьего хозяйства? 

 
9. Что вероятнее: выиграть у равносильного партнёра три партии 

из четырёх или пять партий из восьми? (Ничьи исключаются.) 
 

10. Склады семенного картофеля перед посадкой проверяют на 
отсутствие очагов гниения. В проверенном складе оказалось 20% 
клубней с пятнами. Найти: 

 
 а) наивероятнейшее число клубней без пятен из 9 клубней,    

отобранных случайным образом;   
б) вероятность наивероятнейшего числа клубней без пятен. 
 
11.  Найти вероятность того, что среди 1000 новорожденных де-

тей мальчиков будет: 
а) не менее половины;    
б) менее половины. 
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12. Вероятность того, что электролампочка, изготовленная дан-
ным заводом, является бракованной, равна 0,02. Для контроля ото-
брано наугад 1000 лампочек. Оценить вероятность того, что частота 
бракованных лампочек в выборке отличается от вероятности 0,02 ме-
нее чем на 0,01. 

 
13.  Посажено 600 семян кукурузы с вероятностью 0,9 прораста-

ния для каждого семени. Найти границу модуля отклонения частоты 
взошедших семян от вероятности p=0,9, если эта граница должна 
быть гарантирована с вероятностью P=0,995. 

 
14.  Геракл поочерёдно борется с каждым из четырёх немейских 

львов. Вероятность того, что Геракл победит i-го льва равна (5-i)/5, 
i=1,2,3,4. Побеждённого льва Геракл душит, непобеждённый лев убе-
гает, а Геракл сражается со следующим. Случайная величина Х равна 
количеству побеждённых львов. Для этой случайной величины по-
строить ряд распределения, найти функцию распределения, матема-
тическое ожидание и среднее квадратическое отклонение. 

 
15.  Случайная величина Х задана функцией распределения 
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Найти числовые характеристики случайной величины Х: М(Х), 
D(Х), σ(Х). 

16.  Случайная величина Х задана функцией распределения 
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 Найти начальные и центральные моменты первых трёх поряд-
ков случайной величины Х. 

 
17.  При введении вакцины против полиомиелита иммунитет со-

здаётся в 99,99% случаев. Какова вероятность того, что из 10000 вак-
цинированных детей заболеет соответственно 1, 2, 3, 4 ребёнка? 
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18.  Случайная величина Х равномерно распределена на отрезке 
[2,7]. Найти F(х), М(Х), D(Х). 

 
19.  Случайная величина Х распределена по нормальному зако-

ну, причём М(Х)=10, D(Х)=4. Записать плотность распределения ве-
роятностей и функцию распределения случайной величины Х. Найти 
Р(12<Х<14). 

 
20.  Задан закон распределения двумерной дискретной случай-

ной величины. Вычислить: 
а) безусловные законы распределения компонент; 
   б) условные законы распределения компонент; 
   в) центр рассеивания; 
   г) коэффициент корреляции. 
    

Х\Y 0 1 
1 0,2 0,3 
2 0,1 0,4 

 
 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ  

 

Теория вероятностей изучает закономерности, возникающие в 
случайных экспериментах. Случайным называют эксперимент, ре-
зультат которого нельзя предсказать заранее.  

Таким образом, рассмотрев теорию вероятностей, ее положения 
и возможности, можно утверждать, что возникновение данной теории 
не было случайным явлением в науке, а было вызвано необходимо-
стью дальнейшего развития технологии и кибернетики. И именно 
теория вероятностей может способствовать появлению искусственно-
го разума.  

В реальности происходят случайные явления, и многие события 
имеют неопределенный характер связей. Поиск закономерностей в 
случайных явлениях – это задача раздела математики – теории веро-
ятностей.  

В заключение хочу сказать, что теория вероятностей позволяет 
достоверно вычислить колебания спроса, предложения, цен и других 
экономических показателей. Также теория вероятностей является ос-
новой такой науки, как статистика. На формулах этого раздела мате-
матики построено так называемая теория игр. 
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