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ПРЕДИСЛОВИЕ 

 

Материал пособия соответствует 

программе второго семестра и включает 

раздел: обыкновенные дифференциальные 

уравнения.  

Пособие содержит необходимый 

теоретический материал по рассматрива-

емому разделу, примеры решения типовых 

задач и индивидуальные типовые расчеты, 

включающие 30 вариантов, для самостоя-

тельного выполнения (с последующей их 

защитой во время рейтинговой недели). 

Обозначения и терминология, исполь-

зуемые в пособии являются общеупотре-

бительными и не нуждаются в специаль-

ных пояснениях. Отметим, что настоящее 

пособие ни в коей мере не призвано заме-

нить более подробные курсы по дифферен-

циальным уравнениям, изложенные в клас-

сических учебниках и монографиях. Работа 

с ним предполагает параллельное изучение  

дифференциальных уравнений по книгам, 

указанным в библиографическом списке. 
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1. ПОНЯТИЕ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОГО УРАВНЕНИЯ.  

ПОЛЕ НАПРАВЛЕНИЙ. ОБЩЕЕ, ЧАСТНОЕ, 

ОСОБОЕ РЕШЕНИЯ. ИНТЕГРАЛЬНЫЕ КРИВЫЕ 

 

С точки зрения формально-математической решение дифферен-

циального уравнения есть задача, обратная дифференцированию. За-

дача дифференциального исчисления состоит в том, чтобы по задан-

ной функции найти ее производную. Простейшая обратная задача 

встречается в интегральном исчислении: дана функция )(xf , найти ее 

первообразную. Если искомую первообразную обозначить через  y , 

то указанная задача может быть записана в форме уравнения 

)(xf
dx

dy
  или )(xfy  . Это простейшее дифференциальное уравне-

ние, которое мы решать умеем: Cdxxfy  )( . Например, xy  , то-

гда c
x

y 
2

2

.  

Определение. Дифференциальным уравнением называется 

уравнение, связывающее независимую переменную x , искомую 

функцию )(xfy   и ее производные )(,, nyyy  .  

Символически дифференциальное уравнение можно записать 

следующим образом: 

 0,,,,
)(
 







 n
yyyyxF   или 0,,,,,

2

2


















n

n

dx

yd

dx

yd

dx

dy
yxF  .       (1) 

Если искомая функция )(xfy   есть функция одной независи-

мой переменной, то дифференциальное уравнение называется обык-

новенным. Наряду с обыкновенными дифференциальными уравнени-

ями изучаются также уравнения в частных производных. Дифферен-

циальным уравнением в частных производных называется соотноше-

ние между неизвестной функцией z , зависящей от двух или более пе-

ременных ,, yx , этими переменными ,, yx ,  и частными производ-

ными от z : ,,,
2

2

x

z

y

z

x

z












 Например, 

y

z
y

x

z
x









. Легко проверить, 

что этому уравнению удовлетворяет функция 22 yxz  (и еще много 

других функций). 
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Определение. Порядком дифференциального уравнения называ-

ется порядок наивысшей производной, входящей в это уравнение. 

Например, уравнение xexyy  2  есть уравнение первого по-

рядка, а xyyy sin2   есть уравнение третьего порядка.  

Если уравнение (1) может быть приведено к такому виду, в ко-

тором левая часть есть целая рациональная относительно входящих в 

него производных, то наивысшая степень старшей производной назы-

вается степенью уравнения. Например,   xeyxy  23  есть уравнение 

второго порядка третьей степени. 

Иногда уравнение (1) удается переписать в виде 

 






  )1()( ,,,,,
nn yyyyxfy   нормальная форма записи дифференци-

ального уравнения.  

Определение. Решением или интегралом дифференциального 

уравнения n-го порядка называется функция, имеющая производные 

до n-го порядка включительно, которая после подстановки в уравне-

ние обращает его в тождество. 

Процесс нахождения решений дифференциального уравнения 

называется его интегрированием.  

Интеграл дифференциального уравнения называется общим, ес-

ли содержит столько независимых постоянных, каков порядок урав-

нения. Функции, получаемые из общего интеграла при различных 

численных значениях постоянных, называются частными решения-

ми.  

Отыскание частного решения дифференциального уравнения n-

го порядка, удовлетворяющего n начальным условия вида 
00)( yxy  , 

100)( yxy  , …, 
0)1(0

)1( )(


 
n

n yxy  называется задачей Коши. 

График решения дифференциального уравнения на плоскости 

xOy называется интегральной кривой.  

Дифференциальные уравнения первого порядка 

Дифференциальное уравнение первого порядка имеет вид 

  0,, yyxF , где F – функция трех переменных, определенная в неко-

торой области D. Если это уравнение можно разрешить относительно 

y , то его можно записать в виде  yxfy ,  или  
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                                       yxf
dx

dy
, .                                       (2) 

Наряду с ним рассматривают так называемое перевернутое 

уравнение 
 yxfdy

dx

,

1
 . 

Для уравнения (2) справедлива следующая теорема, которая 

называется теоремой о существовании и единственности решения 

дифференциального уравнения.  

Теорема 1.1. Если в уравнении  yxfy ,  функция  yxf ,  и ее 

частная производная 
y

f




 непрерывна в некоторой области D на плос-

кости xOy, содержащей некоторую точку ),( 00 yx , то существует 

единственное решение этого уравнения  xy  , удовлетворяющее 

условию 
00)( yxy  . 

Геометрический смысл этой теоремы заключается в том, что 

существует и притом единственная функция  xy  , график которой 

проходит через точку ),( 00 yx . 

Условие 
00)( yxy   называется начальным условием. 

Определение. Общим решением дифференциального уравнения 

первого порядка называется функция  Cxy , , которая удовлетво-

ряет следующим условиям: 

1) она удовлетворяет дифференциальному уравнению при лю-

бом конкретном значении С; 

2) какого бы ни было начальное условие 
00)( yxy   можно найти 

такое значение 
0

СС  , что функция ),( 0Cxy   удовлетворяет дан-

ному начальному условию. 

В процессе нахождения общего решения дифференциального 

уравнения нередко приходят к решению в неявном виде   0,,  Cyx . 

Это равенство называют общим интегралом дифференциального 

уравнения. 

Определение. Частным решением называется любая функция 

),( 0Cxy  , которая получается из общего решения при конкретном 

значении 
0

СС  . Соотношение 0),,( 0  Cyx  называется в этом слу-

чае частным интегралом уравнения.  
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С геометрической точки зрения общий интеграл представляет 

собой семейство кривых на координатной плоскости, зависящее от 

одной произвольной постоянной С. Эти кривые называют интеграль-

ными кривыми. Частному интегралу соответствует одна кривая этого 

семейства, проходящая через заданную точку плоскости. 

 Уравнение (2) для каждой точки М с координатами ),( yx  опре-

деляет значение производной tgy
dx

dy
 , то есть угловой коэффи-

циент касательной к интегральной кривой, проходящей через эту точ-

ку. Проведя в каждой точке ),( yx  из области задания функции ),( yxf  

отрезок для определенности единичной длины с центром в этой точ-

ке, образующий с положительным направлением оси Оx  угол   та-

кой, что ),( yxftg  , получают так называемое поле направлений. 

 Следовательно, с геометрической точки зрения задача интегри-

рования дифференциального уравнения заключается в нахождении 

кривых, направление касательных к которым совпадает с направлени-

ем поля в соответствующих точках. 

 Если в точке ),( 00 yx  правая часть равенства (2) обращается в 

бесконечность, то направление поля параллельно оси Оy . В этом слу-

чае нужно использовать перевернутое уравнение. 

 Если в точке ),( 00 yx  функция ),( yxf  обращается в неопреде-

ленность 














0

0
, то говорят, что в этой точке поле не определено. Такую 

точку называют особой точкой дифференциального уравнения (2). 

Если при этом существует интегральная кривая  )()( yxxxyy  , 

обладающая свойством 
0

)( yxy   при 
0

xx (
0

)( xyx   при 
0

yy ), 

то говорят, что она примыкает к точке ),( 00 yx . В этом случае само 

уравнение (2) не указывает наклона касательной в точке ),( 00 yx  к ин-

тегральной кривой, примыкающей к этой точке. Это обстоятельство 

порождает особенности поведения интегральных кривых в окрестно-

сти особой точки, обусловленные аналитической структурой правой 

части уравнения (2). 

 Для дифференциального уравнения (2) геометрическое место 

точек, в которых выполняется соотношение constС
dx

dy
 , называет-
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ся изоклиной данного уравнения. При разных значениях С получают 

разные изоклины. Уравнение изоклины Сyxf ),( . Построив семей-

ство изоклин, можно приближенно построить семейство интеграль-

ных кривых.  

Пример 1. Построить поле направлений дифференциального 

уравнения 
y

x

dx

dy
 . 

Решение. Изоклины данного уравнения определяются уравнени-

ем C
y

x
  или 

C

x
y  , то есть представляют собой пучок прямых, 

проходящих через начало координат. При 1С  получаем прямую 

xy  , на которой строим маленькие отрезки, имеющие угловой ко-

эффициент 1. При 1С  получаем прямую xy  , на которой строим 

маленькие отрезки, имеющие угловой коэффициент 1  и так далее. 

Поле направлений изображено на рис. 1. 

 

 

Рис. 1 

 

Определение. Решение, в каждой точке которого нарушается 

единственность решения задачи Коши, называется особым решением.    

Особое решение, очевидно, не содержится в формуле общего 

решения ни при каком числовом значении С, включая С . Если 

правая часть равенства (2) непрерывна и имеет частную производную 

по y , то особыми решениями могут быть только те кривые, во всех 



 11 

точках которых 
y

f




 обращается в бесконечность. Эти кривые называ-

ются подозрительными на особое решение. 

Пример 2. Найти особые решения дифференциального уравне-

ния yy 2 .  

Решение. Общим решением будут функции 2)( Cxy  . Особые 

решения ищем там, где 




y

f
. В нашем примере yyxf 2),(  , по-

этому,  




yy

f 1
 когда 0y . Следовательно, особое решение 

0y  (рис. 2) 

 

Рис. 2 

 

Второй подход к нахождению особых решений состоит в сле-

дующем: если семейство интегральных кривых имеет огибающую, то 

есть такую кривую, которая касается каждой кривой семейства в од-

ной или нескольких точках, то последняя всегда является особым ре-

шением дифференциального уравнения. Действительно, во-первых, 

огибающая является интегральной кривой, во-вторых, в каждой точке 

огибающей нарушается единственность решения задачи Коши (рис. 3) 
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Рис. 3 

 

2. ЗАДАЧИ, ПРИВОДЯЩИЕ К ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫМ 

УРАВНЕНИЯМ 

 

С помощью дифференциальных уравнений строятся математи-

ческие модели, описывающие разные процессы. 

Пример 1. Уравнение радиоактивного распада. 

Пусть )(tm масса радиоактивного вещества в момент времени 

t . Известно, что скорость распада, то есть )(tm
dt

dm
  пропорциональ-

на массе вещества, следовательно, )(tmk
dt

dm
 , 0k . Легко прове-

рить, что решением этого уравнения будет функция kteCtm )( . 

Чтобы выделить одно решение, нужно задать начальное условие, 

например, 
0

)0( mm  . Тогда Cm 
0

 и  частное решение ktemtm 
0

)( .   

Выясним, за какой промежуток времени количество вещества 

станет в два раза меньше: ktem
m


0

0

2
, kte

2

1
, kte2 , kt2ln , 

0

2ln2ln

Tt
k  , где 

0
T период полураспада. Таким образом, частное 

решение имеет вид 0
0

2ln

0

2ln

0
2)(

0
0

T

t

t
T

mememtm
T

t








. 
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Пример 2. Уравнение роста. 

Пусть на необитаемый остров, где достаточно пищи и нет хищ-

ников, доставили кроликов. Пусть )(tx количество кроликов в мо-

мент времени t . Тогда естественно предположить, что скорость раз-

множения кроликов )(tx
dt

dx
  пропорциональна их количеству, то 

есть )(tx
dt

dx
 . Получили дифференциальное уравнение, в котором 

0 . Решение будет функция teCtx )( . 

Пример 3. Пусть с некоторой высоты сброшено тело массой m . 

Требуется установить, по какому закону изменяется скорость падения 

v этого тела, если на него, кроме силы тяжести, действует сила сопро-

тивления воздуха, пропорциональная скорости (с коэффициентом 

пропорциональности k). 

По второму закону Ньютона Fkvmg
dt

dv
m  , где F сила, 

действующая на тело в направлении движения. Она складывается из 

двух сил: силы тяжести mg и силы сопротивления воздуха kv  (бе-

рется с минусом, так как она направлена в сторону, противополож-

ную направлению скорости). 

Легко проверить, что решением будет функция 

k

mg
eCtv

t
m

k




)(  при любом значении С. Чтобы найти искомую за-

висимость v от t, нужно задать начальное условие: при сбрасывании 

тела ему была придана начальная скорость 
0

)0( vv  , которая, в част-

ности, могла быть равной нулю. Тогда 
k

mg
Cv 

0
, отсюда 

k

mg
vC 

0
. Следовательно, искомая зависимость  

k

mg
e

k

mg
vtv

t
m

k


















0
)( .                                  (*) 

Из этой формулы следует, что при достаточно больших значе-

ниях t скорость v мало зависит от 
0

v .  Заметим, что если 0k (то есть 

сопротивление воздуха отсутствует или им можно пренебречь), то 
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получается известный из физики результат: gtvv 
0

. Она может 

быть получена из формулы (*) с помощью предельного перехода:   

gtv
k

mg
e

k

mg
v

t
m
k

k























 


00

0

lim . 

 

3. УРАВНЕНИЯ С РАЗДЕЛЯЮЩИМИСЯ ПЕРЕМЕННЫМИ 
 

Определение. Дифференциальное уравнение вида 

0)()(  dyygdxxf  называют уравнением с разделенными перемен-

ными.  

Общим интегралом такого уравнения будет 

Cdyygdxxf  )()( . Особых решений нет. 

Пример 1. Найти общий интеграл дифференциального уравне-

ния 0 dyydxx . 

Решение. Интегрируем  Cdxdyydxx , получаем 

222

22 Cyx
  или  Cyx  22 . 

Дифференциальное  уравнение вида )()( ygxf
dx

dy
  есть урав-

нение с разделяющимися переменными. Преобразуем его следующим 

образом (полагая, что 0)( yg ) dxxf
yg

dy
)(

)(
 . Интегрируя, полу-

чим Cdxxf
yg

dy
  )(

)(
. Если уравнение 0)( yg  имеет действитель-

ные решения вида by  , то прямые by   будут решениями, которые 

могут оказаться особыми. Других особых решений быть не может. 

Пример 2. Решить дифференциальное уравнение 
x

y

dx

dy
 . 

Решение. Разделяем переменные и интегрируем 
x

dx

y

dy
 ,  

 
x

dx

y

dy
, Cxy lnlnln  , 

x

C
y lnln  , 

x

C
y общее решение. 

Общий вид уравнения с разделяющимися переменными 

dxynxmdyygxf )()()()(  . Разделяем переменные и интегрируем: 
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)(

)(

)(

)(

xf

dxxm

yn

dyyg
 ,   

)(

)(

)(

)(

xf

dxxm

yn

dyyg
. Если уравнения 0)( xf , 

0)( yn  имеют действительные решения вида ax  , by  , то 

ax  )( by   и by  )( ax   будут решениями уравнения. Только эти 

решения могут оказаться особыми. 

Уравнение вида )( byaxfy   приводится к уравнению с разде-

ляющимися переменными заменой )(xzbyax  . 

Пример 3. Решить дифференциальное уравнение 

0)1)(1()1( 32  dyyxdxyx . 

Решение. Разделяем переменные и интегрируем 

0
1

)1(

13

2







 y

dyy

x

dxx
,  







dx

y

dyy

x

dxx
0

1

)1(

13

2

. Найдем каждый из ин-

тегралов в отдельности: 

Cx
t

dt

dxxdt

xt

x

dxx








 














1ln
3

1

33

1

1

3

2

3

3

2

, 

Cyydy
yy

dyy

y

dyy













 













1ln2

1

2
1

1

)21(

1

)1(
. 

Окончательно получаем общий интеграл:  

Cyyx  1ln21ln
3

1 3 . Особыми решениями будут 1x , 1y . 

Пример 4. Решить дифференциальное уравнение 

124  yxy . 

Решение. Делаем замену: 124  yxz , отсюда )14(
2

1
 xzy , 

2
2

1
 zy . С учетом сделанной замены уравнение перепишется в виде: 

zz  2
2

1
  или )2(2  zz , )2(2  z

dx

dz
. Разделяем пере-

менные и интегрируем: 


 dx
z

dz
2

2
. Найдем отдельно интеграл в 

левой части равенства: 
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dt
tt

dtt

t

tdt

dttdz

tz

zt

z

dz

2

2
12

2

)22(
2

2

2

2
2

2  

  CzzCtt  2ln422ln22 . 

Окончательно получаем общий интеграл уравнения: 

Cxyxyx 222124ln41242  , 

Cxyxyx  2124ln2124 . 

Пример 5. У какой кривой отрезок любой касательной, заклю-

ченный между точкой касания и осью абсцисс, делится осью ординат 

пополам? 

Решение. Уравнение касательной в любой точке ),( yx  искомой 

кривой будет )( xXyyY  , где (X,Y) – координаты любой точки на 

касательной. Полагая в этом уравнении 0Y , найдем абсциссу 

0
X точки пересечения касательной с осью Ox: 

y

y
xX




0
. Согласно 

условию задачи 0
0

 xX , то есть 
y

y
x


 20 . Решая это дифферен-

циальное уравнение искомой кривой как уравнение с разделяющими-

ся переменными, получим 
x

dx

y

dy


2
,  Cxy lnlnln2  , Cxy 2 .  

 

4. ОДНОРОДНЫЕ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ 

ПЕРВОГО ПОРЯДКА 
 

Определение. Функция ),( yxF  называется однородной функци-

ей степени k, если ),(),( yxFtytxtF k . 

Например, 22 yx   есть однородная функция степени 2. Одно-

родную функцию степени k можно записать 






























x

y
Fx

x

y
xxFyxF k ,1,1),( . 

Определение. Дифференциальное уравнение называется одно-

родным уравнением первого порядка, если оно имеет вид     

 0),(),(  dyyxQdxyxP ,                                 (3)  
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где ),( yxP  и ),( yxQ  однородные функции одинаковой степени k. 

Тогда 














x

y
PxyxP k ,1),( , 















x

y
QxyxQ k ,1),(   и уравнение (3) можно 

переписать в виде 0,1,1  


























dy

x

y
Qdx

x

y
P  или 0

,1

,1





















dydx

x

y
Q

x

y
P

. 

Обозначим 



























x

y
R

x

y
Q

x

y
P

,1

,1

, тогда получим уравнение 0







dydx

x

y
R . 

Будем искать решение этого уравнения в виде xzy  , где 

)(xz функция, зависящая от x . Имеем xdzzdxdy  , следовательно, 

приходим к уравнению   0 xdzzdxdxzR ,     xdzdxzzR  , 

 
 

 x

dx

zzR

dz
. Таким образом, пришли к уравнению с разделяю-

щимися переменными. 

Поскольку однородное уравнение может быть приведено к виду 











x

y
Ry , то поле направлений не задано в начале координат, то есть 

начало координат является особой точкой. Изоклинами являются 

прямые xky  , 0x . Особыми могут быть прямые 0x  и xzy
i

 , 

где 
i

z особые решения уравнения с разделяющимися переменными.  

Пример 1. Решить дифференциальное уравнение 

)lnln1( xyyyx  . 

Решение. Данное уравнение равносильно следующе-

му: 














x

y

x

y
y ln1 . Сделаем замену 

x

y
z  , xzy  , zxzy  . Подста-

вим в уравнение, получим: )ln1( zzzxz  , zzxz ln , zzx
dx

dz
ln . 

Разделяем переменные и интегрируем:  
x

dx

zz

dz

ln
, 
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Cx
z

zd
lnln

ln

)(ln
 , xCz lnlnln  , xCz ln , Cxez  . Делаем обрат-

ную замену: Cxe
x

y
 , Cxxey  .  

К однородным уравнениям сводятся уравнения типа: 




















 yx

cbyax
Ry . 

Рассмотрим систему: 










0

0

 yx

cbyax
.                                       

Возможны случаи: 

1. ka , kb , kc . Тогда получим уравнение 









k
Ry

1
  или 

dy  , Cxdy  . 

2. ka , kb , kc . Тогда получим уравнение 




















)( byaxk

cbyax
Ry . Сделаем замену: )(xzbyax  , тогда zyba  . 

Отсюда 
b

a
z

b
y 

1
. После замены получаем уравнение: 



















zk
cz

R
b

a
z

b

1
, 




 













zk
cz

bRaz уравнение с разделяющимися 

переменными. 

3. система имеет единственное решение ),( 00 yx . 

В этом случае делаем замену vyyuxx  00 , . Тогда 

,dudx dvdy , 
du

dv

dx

dy
y  . Исходное уравнение переписывается в 

виде 

















vu

bvau
R

du

dv


. Таким образом, получили однородное уравне-

ние. 

Пример 2. Решить дифференциальное уравнение 

0)1()175(  dxyxdyyx . 

Решение. Решим систему линейных уравнений 










01

0175

yx

yx
. 

Система имеет единственное решение 
2

1
,

2

1
00  yx . Делаем замену 
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2

1
,

2

1
 vyux . С учетом этой замены уравнение перепишется в 

виде: 0)()75(  duvudvvu . Делаем еще одну замену: 

,vzu  vdzzdvdu  . Тогда уравнение перепишется в виде:  

0))(()75(  vdzzdvvzvdvvzv ,  

0)75( 222  dzvdzzvvzdvvdvzdvvzv , 

0)()76( 2  dzvzvdvzz , 

vdzzdvzz )1()76( 2  , 







76

)1(
2 zz

dzz

v

dv
. 

Найдем интеграл в правой части последнего равенства. Разло-

жим подынтегральную функцию на простейшие дроби методом не-

определенных коэффициентов: 

)1)(7(

)7()1(

17)1)(7(
1

76

1
2 

















zz

zBzA

z

B

z

A

zz
z

zz

z
, 

)7()1(1  zBzAz . 

При 1z  находим B82 , 
4

1
B . При 7z  находим A86  , 

4

3
A . Тогда  










Czz

z

dz

z

dz

zz

dzz
1ln

4

1
7ln

4

3

14

1

74

3

76

)1(
2

. 

Окончательно получаем: 

17ln
4

1
lnln

4

1 3
 zzvC ,  

17lnln
3

4
 zz

v

C
,  

43 )1()7( vzzC  ,  

4
3

17 v
v

u

v

u
C 



























 , 

    vuvuC  37 ,  






























2

1

2

1

2

7
7

2

1
3

yxyxC ,  

   yxyxC  347 . 
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5. ЛИНЕЙНЫЕ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ  

ПЕРВОГО ПОРЯДКА И УРАВНЕНИЕ БЕРНУЛЛИ 

 

Определение. Линейным уравнением первого порядка называет-

ся уравнение, линейное относительно искомой функции и ее произ-

водной, то есть уравнение вида: )()( xqyxpy  , где )(xp  и 

)(xq непрерывные функции.  

Одним из методов решения этого уравнения является метод 

Бернулли. Искомая функция ищется в виде )()( xVxUy  , тогда 

VUVUy  . Подставим в уравнение, получим 

)()( xqUVxpVUVU  , 

  )()( xqVxpVUVU  . Разобьем это уравнение на два урав-

нения с разделяющимися переменными: 0)(  VxpV и )(xqVU  . 

Разделим переменные в первом уравнении и проинтегрируем: 

Vxp
dx

dV
)( , dxxp

V

dV
  )( , dxxpV  )(ln , dxxpeV  )( . При ин-

тегрировании этого уравнения константу C не добавляют. Подставля-

ем найденную функцию во второе уравнение, получаем: 

)()( xqeU dxxp   , dxxpexqU  )()( , CdxexqU
dxxp 


)(

)( . И оконча-

тельно находим общее решение исходного уравнения: 








   CdxexqeUVy
dxxpdxxp )()( )( . 

Пример 1. Решить дифференциальное уравнение 2x
x

y
y  . 

Решение. Ищем решение в виде UVy  , VUVUy  . Под-

ставляем в уравнение: 2x
x

UV
VUVU  , 2x

x

V
VUVU 














. Раз-

биваем на два уравнения: 0
x

V
V  и 2xVU  . Разделим переменные 

в первом уравнении и проинтегрируем: 
x

V

dx

dV
 ,  

x

dx

V

dV
, 

xV lnln  , xV  . Подставляем найденную функцию во второе урав-
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нение, получаем: 2xxU  , xU  , C
x

xdxU 
2

2

. И окончательно 

получаем общее решение: Cx
x

y 
2

3

. 

К линейным уравнениям приводятся уравнения видов: 

1) )()()()( xqyfxp
dx

dy
yf   

Положим здесь )()( xzyf  , тогда )()( xzyyf   и уравнение 

переписывается в виде: )()( xqzxpz  . 

2) nyexqxp
dx

dy
 )()(  

В этом уравнении делают замену: )(xze ny  , тогда 

)(xzyne ny   , )(xz
n

e
y

ny

  и уравнение принимает вид 

ny
ny

exqxpxz
n

e
 )()()( , )()(

)(
xqzxp

n

xz



 .  

Определение. Уравнением Бернулли называется уравнение вида 
nyxqyxpy  )()( , 1n . Было предложено Яковом Бернулли в 1695 

году, а метод решения опубликовал Иван Бернулли в 1697 году. 

Разделим обе части уравнения на ny , получим )(
)(
1

xq
y

xp

y

y
nn





. 

Сделаем замену )(
1

1
xz

yn



, yynyxz nn 


 







 
)1()(

)1(
. Отсюда 

1






n

z

y

y
n

. Тогда исходное уравнение переписывается в виде: 

)()(
1

xqzxp
n

z





  или )()1()()1( xqnzxpnz  . Получили ли-

нейное уравнение. 

Пример 2. Решить дифференциальное уравнение 

yyyx  






 2)1( . 

Решение. Считая, что 1x , разделим обе части уравнения на 

1x :  
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2

1
y

x

y
y 


 . Затем разделим на 2y : 1

)1(

1
2








yxy

y
 и сде-

лаем замену 
y

z
1

 , тогда 
2y

y
z


  и уравнение переписывается в ви-

де: 1
1





x

z
z . Далее ищем функцию z  в виде UVz  , VUVUz  . 

Подставляем в уравнение: 1
1





x

UV
VUVU , 1

1



















x

V
VUVU . 

Разбиваем на два уравнения с разделяющимися переменными: 

0
1





x

V
V  и 1VU . Из первого уравнения находим 

1


x

V

dx

dV
, 





1x

dx

V

dV
, 1lnln  xV , 1 xV . Подставляем во второе уравне-

ние: 1)1(  xU , 
1

1




x
U , )1(lnln1ln  xCCxU , тогда 

)1(ln)1(  xCxz , а 
)1(ln)1(

11




xCxz
y . 

Замечание. Решение уравнения Бернулли можно сразу искать в 

виде )()( xVxUy  , где )(xU  какая-либо функция, отличная от нуля 

и удовлетворяющая уравнению 0)(  UxpU . 

 

6. УРАВНЕНИЯ В ПОЛНЫХ ДИФФЕРЕНЦИАЛАХ.  

ИНТЕГРИРУЮЩИЙ МНОЖИТЕЛЬ 

 

Определение. Уравнение  

                              0),(),(  dyyxQdxyxP                                      (4)        

называется уравнением в полных дифференциалах, если ),( yxP  и 

),( yxQ непрерывные, дифференцируемые функции, для которых 

выполняется соотношение:   

                                     
x

Q

y

P









,                                               (5)      

причем 
y

P




 и 

x

Q




 непрерывны в некоторой области. 

Докажем, что если левая часть уравнения (4) есть полный диф-

ференциал некоторой функции, то выполняется условие (5), и обрат-
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но, если выполнено условие (5), то левая часть уравнения (4) есть 

полный дифференциал некоторой функции ),( yxF , то есть уравнение 

(4) имеет вид 0),( yxdF  и, следовательно, его общий интеграл 

СyxF ),( . 

Предположим сначала, что левая часть уравнения (4) есть пол-

ный дифференциал некоторой функции ),( yxF , то есть  

dy
y

F
dx

x

F
dFdyyxQdxyxP









 ),(),( . Тогда  

                      
x

F
yxP




),( ,   

y

F
yxQ




),( .                                   (6) 

Дифференцируя первое соотношение по y, а второе – по x, полу-

чим  

yx

F

y

P








 2

, 
xy

F

x

Q








 2

. 

Предполагая непрерывность вторых производных, будем иметь 

x

Q

y

P









, то есть равенство (5) является необходимым условием для 

того, чтобы левая часть уравнения (4) была полным дифференциалом 

некоторой функции.  

Покажем, что это условие является и достаточным, то есть при 

выполнении равенства (5) левая часть уравнения (4) является полным 

дифференциалом некоторой функции ),( yxF .   

Из соотношения 
x

F
yxP




),(  находим )(),(),(

0

ydxyxPyxF
x

x

 , 

где 
0

x  абсцисса любой точки из области существования решения. 

При интегрировании по x считаем y константой и поэтому произволь-

ная постоянная может зависеть от y. Подберем функцию )(y  так, 

чтобы выполнялось второе из соотношений (6). Для этого продиффе-

ренцируем обе части последнего равенства по y и результат прирав-

няем к ),( yxQ : 

),()(

0

yxQydx
y

P

y

F x

x










 . 
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 Так как 
x

Q

y

P









, то ),()(

0

yxQydx
x

Qx

x





 , т.е. 

),()(),(
0

yxQyyxQ
x

x
  или ),()(),(),(

0
yxQyyxQyxQ   . Следо-

вательно, ),()(
0

yxQy   или 
10

0

),()( CdxyxQy
y

y

 . Таким образом, 

функция ),( yxF  найдена:
10

00

),(),(),( CdyyxQdxyxPyxF
y

y

x

x

 . При-

равнивая это выражение произвольной константе С, получим общий 

интеграл уравнения (4): CdyyxQdxyxP
y

y

x

x



00

),(),(
0

. 

Пример 1. Найти общий интеграл дифференциального уравне-

ния 0
32
4

22

3



 dy

y

xy
dx

y

x
. 

Решение. Проверим, является ли это уравнение уравнением в 

полных дифференциалах. Здесь 
3

2
),(

y

x
yxP  , 

4

22 3
),(

y

xy
yxQ


 , тогда 

4

6

y

x

y

P





 и 

44

2

2

6
'

31

y

x

y

x

yx

Q

x






















. Так как 
x

Q

y

P









, то мы имеем 

уравнение в полных дифференциалах. 

3

2
),(

y

x
yxP

x

F





, )(

2
),(

3

2

3
y

y

x
dx

y

x
yxF   . 

 Тогда 
4

2

24

2
31

),()(
3

y

x

y
yxQy

y

x

y

F





 . Отсюда 

2

1
)(

y
y  , 

 
12

11
)( C

y
dy

y
y . Общий интеграл уравнения  C

yy

x


1
3

2

. 
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Пусть левая часть уравнения (4) не является полным дифферен-

циалом некоторой функции. Иногда удается подобрать такую функ-

цию ),( yx , после умножения на которую левая часть уравнения (4) 

становится полным дифференциалом. Такая функция ),( yx  называ-

ется интегрирующим множителем. Заметим, что умножение на инте-

грирующий множитель может привести к появлению лишних реше-

ний, обращающих этот множитель в нуль.  

Для того чтобы найти интегрирующий множитель, поступим 

следующим образом: умножим обе части уравнения (4) на неизвест-

ный пока интегрирующий множитель ),( yx : 

0),(),(  dyyxQdxyxP  . Для того чтобы последнее уравнение 

было уравнением в полных дифференциалах, необходимо и достаточ-

но, чтобы 
x

Q

y

P








 )()( 
 или 

x
Q

x

Q

y
P

y

P


















 



 , 


































y

P

x

Q

x
Q

y
P 


. Разделим обе части на ),( yx : 

y
P

x

Q

x
Q

y
P


























 и перепишем в эквивалентном виде   

y
P

x

Q

x
Q

y
P

















 )(ln)(ln 
.                            (7)    

Это уравнение является уравнением в частных производных с 

неизвестной функцией ),( yx . В общем случае интегрирование этого 

уравнения является задачей не более простой, чем интегрирование 

исходного уравнения. Только в некоторых случаях удается найти 

функцию ),( yx .  

Пусть, например, интегрирующий множитель является функци-

ей только одного аргумента, тогда (7) можно без труда проинтегриро-

вать. Пусть интегрирующий множитель зависит от x, )(x  , тогда 

0
)(ln






y


  и уравнение (7) примет вид: 

y
P

x

Q

x
Q















)(ln
,  





























x

Q

y

P

Qx

1)(ln
. Отсюда, считая 
























x

Q

y

P

Q

1
 непрерывной 
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функцией только от x, получим  Cdx
x

Q

y

P

Q
ln

1
ln 

















  , 

dx

x

Q

y

P

QCe
 









 






1

 . 

Можно считать C=1, так как достаточно иметь лишь один инте-

грирующий множитель. Если 

















x

Q

y

P

Q

1
 является функцией только 

x, то интегрирующий множитель, зависящий от x, существует, в про-

тивном случае его нет. Аналогично, если выражение 

















y

P

x

Q

P

1
 не 

зависит от x, а зависит от y, то легко находится интегрирующий мно-

житель, зависящий от y: 

dy

y

P

x

Q

PCe
 









 






1

 . 

Пример 2. Решить дифференциальное уравнение 

02  






 xdydxxyy . 

Решение. Здесь 2),( xyyyxP  , xyxQ ),( . Тогда xy
y

P
21




 

и 1




x

Q
. Посмотрим, не допускает ли это уравнение интегрирую-

щего множителя от y.  

Найдем  

yxyy

xy

xyy

xy

y

P

x

Q

P

2

)1(

)1(21211
2




























, то есть интегриру-

ющий множитель есть. Находим его: 

2

ln2

2

1

y
ee

y
dy

y 







 . Умножаем все члены уравнения на 
2

1

y
: 

0
1

2















dy

y

x
dxx

y
. Теперь x

y
yxP 

1
),( , 

2
),(

y

x
yxQ  , тогда 

2

1

yy

P





 и 

2

1

yx

Q





, следовательно, мы имеем уравнение в полных 

дифференциалах.  
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Находим x
y

yxP
x

F




 1
),( , )(

2

1
),(

2

y
x

y
x

dxx
y

yxF   












. 

 Тогда 
22

),()(
y

x
yxQy

y

x

y

F





 . Отсюда 0)(  y , 

 
1

0)( Cdyy . Общий интеграл уравнения  C
x

y
x


2

2

. 

 

7. ТЕОРЕМА СУЩЕСТВОВАНИЯ И ЕДИНСТВЕННОСТИ  

РЕШЕНИЯ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОГО УРАВНЕНИЯ  

ПЕРВОГО ПОРЯДКА 

 

Эту теорему мы будем доказывать с помощью теоремы Банаха о 

сжимающем отображении. Напомним ряд основных определений. 

Пусть X – метрическое пространство,  то есть множество, на 

котором задано отображение  ),(),( yxdyx R, причем выполнены 

условия: 

1. 0),( yxd , yxyxd  0),(    

2. ),(),( xydyxd   

3. ),(),(),( yzdzxdyxd  . 

Например, множество  ba
C

,
функций, непрерывных на отрезке 

],[ ba , в котором 
 

)()(max),(
,

xgxfyxd
ba

 . 

Определение. Последовательность  nx  метрического простран-

ства называется фундаментальной, если  0 )(N  такой, что 

Nn   и m натурального выполняется неравенство 




),(
nmn

xxd . 

Определение. Метрическое пространство называется полным, 

если любая фундаментальная последовательность в нем сходится. 

Определение. Пусть А – отображение XX  . Отображение А 

называется сжимающим, если 10   такое, что  Xyx,  

),(),( yxdAyAxd  . 

Теорема Банаха. Пусть X – полное метрическое пространство и 

XXA :  сжимающее отображение. Тогда существует и притом 

единственное решение уравнения XAX  . Это решение можно найти 
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следующим образом: взять Xx 
0

 и рассмотреть последовательность 

01
Axx  , 

12
Axx  , … Тогда xx

n
 . 

Теорема Пикара. Пусть функция ),( yxf  определена и непре-

рывна в прямоугольнике  byybyaxxaxD 
0000

, . 

Предположим, что она удовлетворяет условию Липшица по y, то есть 

N  такое, что 
2121

),(),( yyNyxfyxf   при ],[ 00 axaxx  , 

],[, 0021
bybyyy  . Тогда на интервале ),(

00
HxHx   существует 

и притом единственное решение дифференциального уравнения 

),( yxfy  , удовлетворяющее начальному условию 
00)( yxy  . Здесь 













 


NM

b
aH ,,min , 10  , ),(max

),(

yxfM
Dyx 

 . 

Доказательство. Докажем, что уравнение  

),( yxfy                                                 (8)  

с начальным условием 
00)( yxy   эквивалентно интегральному урав-

нению  

 
x

x

dttytfyy

0

)(,
0

.                                        (9)  

Действительно, пусть  xyy   есть решение уравнения (9), тогда 

00)( yxy   и    )(,)(,

0

xyxfdttytfy
x

x























 по свойству интеграла с пе-

ременным верхним пределом. Обратно, пусть  xyy   есть решение 

уравнения (8), тогда   )()()()(,

00

0
xyxydttydttytf

x

x

x

x

  . Отсюда 

 
x

x

dttytfyy

0

)(,
0

. 

Таким образом, задача свелась к доказательству существования 

и единственности решения уравнения (9). 
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Рассмотрим отображение  
x

x

dttytfyyА

0

)(,)(
0

. Если  ty  не-

прерывная функция и ),( yxf  непрерывная, то по свойству интеграла 

с переменным верхним пределом )(yА  будет непрерывной и диффе-

ренцируемой функцией. Рассмотрим пространство функций 

































byxfyxfd

HxHxнанепрерывныxfxf

X

HxHx
0

],[
0

00

)(max)),((

],,[)(:)(

00

. 

Пространство X – полное, так как является замкнутым подпро-

странством полного пространства всех непрерывных функций на от-

резке  ],[
00

HxHx  . Наша задача подобрать H таким образом, чтобы 

выполнялись условия теоремы Банаха.  Отображение XXA : . Обо-

значим ),(max
),(

yxfM
Dyx 

 . Оценим  

  bHMxxyxfdttytfyyА
Dyx

x

x




0
),(

0
),(max)(,)(

0

,  

если 
M

b
H  . Убедимся, что XXA :  сжимающее отображение.  

   

 .,

)()(max),(),(max

)(,)(,)()(

21

21
],[

021
),(

2121

00

00

yydHN

tytyHNxxyxfyxf

dttytfdttytfyAyА

HxHxDyx

x

x

x

x





 



 

Чтобы отображение было сжимающим нужно, чтобы 

1HN , 1



N

H . Мы доказали, что XXA :  сжимающее 

отображение,  поэтому уравнение yyА )(  имеет единственное реше-

ние. Его можно найти следующим образом: 
0

y , )(
01

yАy  , )(
12

yАy  , 

…, yy
n
 . Теорема доказана. 
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Замечание 1. Условие Липшица можно заменить на более легко 

проверяемое условие. Докажем, что условие Липшица вытекает из 

существования и непрерывности 
y

yxf



 ),(
.  

Действительно, если 
y

yxf



 ),(
 непрерывна в прямоугольнике, то 

она и ограничена в нем N
y

yxf




 ),(
. Тогда по теореме Лагранжа 

212121
),(),(),( yyNyyx

y
fyxfyxf   . 

Замечание 2. Существование решения уравнения (8) можно до-

казать лишь в предположении непрерывности функции ),( yxf  без 

условия Липшица, однако одной непрерывности функции ),( yxf  не-

достаточно для доказательства единственности решения. 

Пример. Построить последовательные приближения к решению 

уравнения yy  , 1)0( y . 

Решение. Это уравнение эквивалентно интегральному уравне-

нию 
x

dttyy

0

)(1 . Сжимающее отображение имеет вид 


x

dttyyA

0

)(1)( .  

Тогда  
x

xdtAy

0
1

11)1( ,  
2

111)(
2

0
12

x
xdttyAy

x

  , 

!3!2
1

2
11)(

32

0

2

23

xx
xdt

t
tyAy

x

 
















.  

Следовательно, x
n

e
n

xxx
xy  

!!3!2
1

32

. 
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8. ТЕОРЕМА СУЩЕСТВОВАНИЯ И ЕДИНСТВЕННОСТИ  

РЕШЕНИЯ СИСТЕМЫ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ 

ПЕРВОГО ПОРЯДКА 

 

Рассмотрим систему дифференциальных уравнений первого по-

рядка: 

 
 

 



















nn

n

n

yyxfy

yyxfy

yyxfy









,,

,,

,,

11

112

111

                                     (10) 

с начальными условиями: 

 
1001

)( yxy  , 
2002

)( yxy  ,…,
00

)(
nn

yxy  .              (11) 

Действуя точно также, как для одного уравнения, можно дока-

зать теорему существования и единственности решения системы (10). 

Теорема 8.1. Пусть в области D, определяемой неравенствами:  

iii
byybyaxxax 

0000
, , функции ),,,(

1 n
yyx

i
f   непре-

рывны, а, следовательно, ограничены Myyxf
ni
),,,(

1
 и удовлетво-

ряют условию Липшица, то есть N  такое, что 






n

i
iinini

zyNzzxfyyxf
1

11
),,,(),,,(   при ],[ 00 axaxx  . 

Тогда на интервале ),(
00

HxHx   существует и притом единствен-

ное решение )(,),(
1

xyxy
n

  системы (10), удовлетворяющее началь-

ным условиям (11), где 















nNM

b

M

b
aH n 1

,,,,min 1  . 

Доказательство. Система (10) с начальными условиями (11) эк-

вивалентна системе интегральных уравнений: 
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x

x

nnnn

x

x

n

x

x

n

dtyytfyy

dtyytfyy

dtyytfyy

0

0

0

,,,

,,,

,,,

10

12202

11101









                                (12)  

или в векторной форме  
x

x

dttytfyy

0

)(,
0


, где ),,(

0100 n
yyy 


 , 

),,(
1 n

fff 

 , 



















 
x

x

n

x

x

x

x

dtfdtfdtf

000

,,
1




. 

Точкой пространства X  будет теперь система n непрерывных 

функций ),,(
1 n

yy  , то есть n-мерная вектор-функция  

))(,),(()(
1

xyxyxy
n




 . Расстояние в пространстве X определяется ра-

венством 




n

i
ii

zyxzxyd
1

max))(),(( . При таком определении рас-

стояния множество X всех n-мерных вектор-функций 

))(,),(()(
1

xyxyxy
n




  будет полным метрическим пространством. 

Оператор А определяется равенством:  
x

x

dttytfyyА

0

)(,)(
0


, то есть 

при действии оператора А на точку ),,(
1 n

yy   получим точку того же 

пространства X  с координатами, равными правым частям системы 

(12). 

Точка XyА )(


, так как все ее координаты являются непрерыв-

ными функциями, не выходящими из D, если координаты вектор-
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функции y


 не выходили из D. Действительно, 

 
i

x

x

ni
bHMxxMdtyytf  01

0

,,,  , и, следовательно, 
iii

byy 
0

. 

Остается проверить, что )(yА


сжимающее отображение.   

      



 
n

i

x

x

nini
dtzztfyytfzАyАd

1
11

0

,,,,,,max)(),( 


  

  

 
n

i

x

x

n

i
ii

n

i

x

x

n

i
ii

zydHnNdtzyNdtzyN
1 11 1

),(maxmaxmax

00


 

Чтобы отображение было сжимающим, нужно, чтобы 

1 HnN , то есть 
nNnN

H








1
. Следовательно, существует и 

притом единственное решение уравнения yyА


)( , которое можно 

найти путем последовательных приближений. Но условие yyА


)(  по 

определению отображения А эквивалентно тождествам (12). Теорема 

доказана. 

Пример. Построить два последовательных приближения к ре-

шению системы: 










.0)1(,

1)1(,2

zyz

yzxy
 

Решение. Система интегральных уравнений, эквивалентных 

данной системе с начальными условиями, имеет вид: 























.)()(

,))(2(1)(

1

1

dttyxz

dttztxy

x

x

 

Последовательные приближения находим по рекуррентным 

формулам: 

dttztxy
x

nn
 


1

1
))(2(1)( , dttyxz

x

nn



1

1
)()( , где 1

0
y , 0

0
z . 

Полагая в этих формулах 0n , найдем 
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22

1
1

1121)( xxdttxy
x

  ,  1)(

1
1

  xdtxz
x

. 

Затем последовательно находим: 

 
2
1

2
3

1
2
3

2
3

1
2

3
1121)( 22

1

2

1
2








   xxxxttdtttxy
xx

, 

3

1

33
)(

3

1

3

1

2

2
 

tt
dttxz

x
x

.                             

      

9. ТЕОРЕМА СУЩЕСТВОВАНИЯ И ЕДИНСТВЕННОСТИ  

РЕШЕНИЯ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОГО УРАВНЕНИЯ n-го  

ПОРЯДКА. ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ ВЫСШИХ 

ПОРЯДКОВ, ДОПУСКАЮЩИЕ ПОНИЖЕНИЕ ПОРЯДКА 
 

Дифференциальное уравнение n-го порядка имеет вид 

0),,,,( )(  nyyyxF  . Предположим, что это уравнение удалось раз-

решить относительно )(ny , то есть  

),,,,( )1()(  nn yyyxfy  .                                (13) 

Теорема 9.1. Пусть в некоторой окрестности точки 

),,,,( )1(

0000

 nyyyx   функция ),,,,( )1(  nyyyxf   непрерывна по всем 

своим аргументам, начиная со второго (или имеет ограниченные 

частные производные первого порядка по всем аргументам, начиная 

со второго). Тогда существует и притом единственное решение урав-

нения (11), удовлетворяющее условиям:  

)1(

00

)1(

0000
)(,,)(,)(   nn yxyyxyyxy  .                (14) 

Доказательство. Докажем, что уравнение (13) с начальными 

условиями (14) эквивалентно системе  





























),,,(

,

,

,

111

12

21

1

nn

nn

yyyxfy

yy

yy

yy



                                  (15) 
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с начальными условиями )1(

00100100
)(,,)(,)( 


 n

n
yxyyxyyxy  . 

Докажем, что решение системы (15) является решением уравне-

ния (13). Действительно,  

)1(

132
,,, 


 n

n
yyyyyy  , ),,,,( )1(  n

n
yyyxfy  .  

Чтобы из уравнения (11) получить систему (13) нужно ввести 

новые переменные: 
1

)1(

21
,,,



 
n

n yyyyyy  . Для системы (15) 

выполнены все условия теоремы существования и единственности: 

функции ffyfyf
n
 ,,,

2211
  непрерывны и имеют ограничен-

ные частные производные 1

1

1 




y

f
,  0

2

1 




y

f
, 0

1

2 




y

f
, 0

2

2 




y

f
,… 

Отсюда и из теоремы существования и единственности для си-

стемы вытекает доказываемая теорема. 

Пример. Построить два последовательных приближения к реше-

нию уравнения   0)0(,1)0(,022  yyyyy . 

Решение. Положим zy  , тогда получим  












.0)0(,

1)0(,2 2

zzy

yzyz   

Из рекуррентных формул dtztyxz
x

nnn
 







 


0

2

1
)(2)(  и 

dttzxy
x

nn



0

1
)(1)( , где 1

0
y , 0

0
z , находим 

xdtxz
x

22)(

0
1

  , 101)(

0
1

  dtxy
x

, 

3

0

2

2 3

4
242)( xxdttxz

x

  






 ,  2

0
2

121)( xdttxy
x

  . 

Рассмотрим уравнения высших порядков, допускающие пони-

жение порядка: 

1. Уравнение )()( xfy n   решается последовательным интегри-

рованием. Умножаем обе части на dx  и интегрируем: 
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dxxfdxy
n

  )(
)(

, получаем 
11

)1( )( Cxfy n  . Снова умножаем обе 

части последнего равенства на dx  и интегрируем: 

 dxCxfdxy
n

 


11

)1(
)( ,  

212

)2( )( CxCxfy n   и т.д. После n-

кратного интегрирования получаем общее решение этого уравнения в 

виде явной функции от x и n произвольных постоян-

ных:
n

nn

n
CxCxCxfy   2

2

1

1
)( .  

Пример. Найти общее решение дифференциального уравнения 

260xy  . 

Решение. 
1

32 2060 Cxdxxy   , 

21

4

1

3 520 CxCxdxCxy   






 , 

32

2

1
5

21

4

2
5 CxC

x
CxdxCxCxy   







 . 

2. Уравнение вида 0),,,,( )()1()(  nkk yyyxF  , то есть в уравне-

нии отсутствуют производные до k-го порядка включительно. Делаем 

замену: zy k )( , тогда zy k  )1( , …, )()( knn zy  . Получим уравне-

ние )( kn -го порядка.   

Пример. Найти общее решение дифференциального уравнения 

0
1 )4()5(  y
x

y . 

Решение. Делаем замену: zy )4( , тогда zy )5( . Получаем 

уравнение 0
1

 z
x

z . Разделяем переменные и интегрируем: 
x

z

dx

dz
 , 

 
x

dx

z

dz
, 

1
lnlnln Cxz  , xCz 1 . Делаем обратную замену: 

xCy 1
)4(   и последовательно интегрируем 

2

2

1
2

C
x

Cy  , 

32

3

1
6

CxC
x

Cy  , 
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43

2

2

4

1
224

CxC
x

C
x

Cy  ,  

54

2

3

3

2

5

1
26120

CxC
x

C
x

C
x

Cy  . 

3. Уравнение вида 0),,,,( )(  nyyyyF  , то есть в уравнении 

отсутствуют независимая переменная x. Делают замену: )(ypy  , то-

гда ppyypy  )( ,     yypyppypy )()()(  

    pppyppyppyyp 222 )()()(  .  

Пример. Найти решение задачи Коши: 164 43  yyy , 

22)0( y , 
2

1
)0( y . 

Решение. Делаем замену: )(ypy  , тогда ppy  , получаем 

уравнение 164 43  yppy . Разделяем уравнение и интегрируем: 

dy
y

y
pdp 




3

4

4

16
, dyyydy

p
 

 3
2

4
4

1

2
, 

12

22 2

82
C

y

yp
 . Согласно 

начальным условиям, находим: 
14

1
1

4

1
C , отсюда 1

1
C . Имеем 

2
4

4 2

2
2 

y

y
p   или 

2

2 2

2 














y

y
p , 

y

y
p

2
2
  (согласно начальным 

условиям). Делаем обратную замену: 
y

y
y

2

42 
 . Вновь разделяем 

уравнение и интегрируем: dx
y

dyy


4

2
2

, 



 dx

y

yd

4

)4(
2

2

, 

xeCy
2

2 ln4ln  , xeCy
2

2 4  . Согласно начальным условиям, 

находим 
2

4 C . Тогда искомое решение: xey 442   или xey  12 . 
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10. ЛИНЕЙНЫЕ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ 

ВЫСШИХ ПОРЯДКОВ С ПЕРЕМЕННЫМИ  

КОЭФФИЦИЕНТАМИ. ОПРЕДЕЛИТЕЛЬ ВРОНСКОГО.  

ФОРМУЛА ОСТРОГРАДСКОГО – ЛИУВИЛЛЯ 
 

Определение. Линейно-неоднородным уравнением n-го порядка 

называется уравнение вида:  

    )()()()( )2(

2

)1(

1

)( xfyxpyxpyxpy
n

nnn    .             (16) 

Определение. Линейно-однородным уравнением n-го порядка 

называется уравнение вида:  

            0)()()( )2(

2

)1(

1

)(   yxpyxpyxpy
n

nnn  .            (17) 

Будем предполагать, что функции )(
1

xp , )(
2

xp , …., )(xp
n

, )(xf  

непрерывны на отрезке [a, b] и, следовательно, ограничены на нем. 

Проверим, будут ли выполнены условия теоремы существования и 

единственности в этом случае. Перепишем уравнение в виде   

),,,,()()()()( )1()2(

2

)1(

1

)(   n

n

nnn yyyxFyxpyxpyxpxfy  . 

Функция ),,,,( )1(  nyyyxF   будет непрерывной, так как непре-

рывны функции )(
1

xp , )(
2

xp , …., )(xp
n

, )(xf . Кроме того, 

)(xp
y

F
n





, )(

1
xp

y

F
n 





, …, )(

1)1(
xp

y

F
n







, то есть част-

ные производные также непрерывны. Таким образом, условия теоре-

мы существования и единственности выполнены. Из нее следует, что 

на отрезке ],
00

[ HxHx   существует и притом единственное реше-

ние уравнения (16), удовлетворяющее начальным условиям: 

0)1(0
1

10000
)(,,)(,)(


 

n
n yxyyxyyxy  .  

Рассмотрим уравнение (17).  

Положим yxpyxpyxpyyL
n

nnn )()()()( )2(

2

)1(

1

)(    . 

)(yL  называют линейным дифференциальным оператором. Он  обла-

дает  свойствами: 

1. )()( ykLkyL    

2. )()()(
2121

yLyLyyL  . 
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Таким образом, множество решений уравнения (17) является 

линейным пространством. Из свойств 1-2 следует, что линейная ком-

бинация с произвольными постоянными коэффициентами решений 

уравнения (17) является решением того же уравнения.  

Рассмотрим множество функций на отрезке [a, b]. Будем гово-

рить, что функции )(
1

xy , )(
2

xy , …., )(xy
n

 линейно зависимы на от-

резке [a, b], если существуют такие числа 
n

 ,,,
21
 , одновременно 

не равные нулю, что 0)()()(
2211

 xyxyxy
nn

  . Если же это 

равенство справедливо лишь при 0
21


n

  , то функции 

называются линейно независимыми на [a, b]. 

Пусть функции )(
1

xy , )(
2

xy , …., )(xy
n

 имеют производные до 

(n-1)-го порядка включительно. Определитель  

)1()1(

2

)1(

1

21

21

)(







n

n

nn

n

n

yyy

yyy

yyy

xW









 

называется определителем Вронского. 

Теорема 10.1. Если (n-1) раз дифференцируемые функции )(
1

xy , 

)(
2

xy , …., )(xy
n

 линейно зависимы на отрезке [a, b], то 0)( xW . 

Доказательство. Так как функции )(
1

xy , )(
2

xy , …., )(xy
n

 линей-

но зависимы на отрезке [a,b], то существуют такие числа 
n

 ,,,
21
 , 

одновременно не равные нулю, что 0)()()(
2211

 xyxyxy
nn

  . 

Найдем производные от левой и правой частей последнего равенства 

до (n-1)-го порядка включительно: 

 






















.0)()()(

0)()()(

0)()()(

)1()1(

22

)1(

11

2211

2211

xyxyxy

xyxyxy

xyxyxy

n

nn

nn

nn

nn















     

Если функции линейно зависимы, то система линейных одно-

родных уравнений с определителем )(xW  имеет ненулевое решение. 
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Тогда определитель этой системы равен нулю для всех ],[ bax . Тео-

рема доказана. 

Теорема 10.2. Если линейно независимые функции )(
1

xy , )(
2

xy , 

…., )(xy
n

 являются решениями линейного однородного уравнения 

(17), то 0)( xW  ],[ bax . 

Доказательство. От противного. Пусть в некоторой точке 

0)(
0
xW . Так как функции )(

1
xy , )(

2
xy , …., )(xy

n
 являются решени-

ями линейного однородного уравнения (17), то их линейная комбина-

ция )(~)()()(
2211

xyxyxyxy
nn

     также будет решением 

уравнения (17). Рассмотрим систему: 






















.0)()()(

0)()()(

0)()()(

0

)1(

0

)1(

220

)1(

11

0022011

0022011

xyxyxy

xyxyxy

xyxyxy

n

nn

nn

nn

nn















         

Так как определитель этой системы 0)(
0
xW , то система ли-

нейных однородных уравнений относительно 
n

 ,,,
21
  будет 

иметь ненулевое решение. Мы получаем, что функция )(~ xy  будет 

решением уравнения (17), удовлетворяющим начальным условиям: 

0)(~,,0)(~,0)(~
0

)1(

00
  xyxyxy n . Кроме того, у уравнения (17) 

есть еще одно решение, удовлетворяющее тем же начальным услови-

ям: 0)( xy . Следовательно, из теоремы существования и единствен-

ности вытекает, что 0)(~ xy , то есть функции )(
1

xy , )(
2

xy , …., )(xy
n

 

линейно зависимы. Получили противоречие. Теорема доказана. 

Теорема 10.3. Если линейно независимые функции )(
1

xy , 

)(
2

xy ,…., )(xy
n

 являются частными решениями линейного однород-

ного уравнения (17), то общее решение уравнения (17) есть линейная 

комбинация частных решений )(
1

xy , )(
2

xy ,…., )(xy
n

. 

Доказательство. Пусть )(xy  есть общее решение уравнения 

(17). Мы доказали, что )(~)()()(
2211

xyxyxyxy
nn

    также яв-
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ляется решением уравнения (17). Рассмотрим систему линейных от-

носительно 
n

 ,,,
21
  уравнений: 






















).()()()(

)()()()(

)()()()(

0

)1(

0

)1(

0

)1(

220

)1(

11

00022011

00022011

xyxyxyxy

xyxyxyxy

xyxyxyxy

nn

nn

nn

nn

nn















 

Определитель этой системы 0)(
0
xW  ни в одной точке, поэто-

му система имеет решение. Таким образом, мы нашли два решения 

)(~ xy  и )(xy , которые удовлетворяют одним и тем же начальным 

условиям. Значит по теореме существования и единственности эти 

решения тождественно равны. Теорема доказана. 

Следствие. Линейное однородное уравнение n-го порядка (17) 

может иметь не более чем n линейно независимых решений. 

Определение. Совокупность n линейно независимых частных 

решений линейного однородного уравнения n-го порядка называется 

фундаментальной системой решений.  

Докажем, что линейное однородное уравнение полностью опре-

деляется своей фундаментальной системой решений. 

Теорема 10.4. Пусть два линейных однородных уравнения n-го 

порядка 0)()()( )2(

2

)1(

1

)(   yxpyxpyxpy
n

nnn   и 

0)()()( )2(

2

)1(

1

)(   yxqyxqyxqy
n

nnn   имеют одну и ту же 

фундаментальную систему решений )(
1

xy , )(
2

xy ,…., )(xy
n

. Тогда 

)()( xqxp
ii

 ,  ni ,1 . 

Доказательство. Эта фундаментальная система решений будет 

решениями уравнения 

      0)()()()()()( )2(

22

)1(

11
  yxqxpyxqxpyxqxp

nn

nn  .  

Если 0)()(
11

 xqxp , то это уравнение будет уравнением (n-1)-

го порядка 0
)()(

)()(

)()(

)()(

11

)2(

11

22)1( 








  y

xqxp

xqxp
y

xqxp

xqxp
y nnnn  , имею-

щее n линейно независимых решений. Получили противоречие. Тео-

рема доказана. 
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Следовательно, можно поставить вопрос о нахождении уравне-

ния (17), имеющего заданную фундаментальную систему решений. 

Пусть )(
1

xy , )(
2

xy ,…., )(xy
n

  фундаментальная система реше-

ний уравнения (17) . Рассмотрим уравнение  

0

)()()(

1

1

1




nn

n

n

n

n

yyy

yyy

yyy









.                                                                 

Убедимся, что )(
1

xy , )(
2

xy ,…., )(xy
n

 являются решениями этого 

уравнения. Если вместо )(xy  подставить )(
1

xy , то в определителе по-

лучим два одинаковых столбца, а такой определитель равен нулю. 

Тоже самое произойдет при подстановке вместо )(xy  функций 

)(
2

xy ,…., )(xy
n

.  

Разложим по последнему столбцу: 

  

0)()( )1(

)()(

1

)(

1

)2()2(

1

)2(

1

11

)(  











yxqy

yyy

yyy

yyy

yxW
n

n

n

n

n

n

n

n

n

n

n

n

nn

n 









. 

Полученное уравнение и является искомым линейным однород-

ным уравнением, имеющим заданную фундаментальную систему ре-

шений )(
1

xy , )(
2

xy ,…., )(xy
n

.  

Разделив обе части на отличный от нуля коэффициент 

),,(
21 n

yyyW   при старшей производной, приведем его к виду (17). 

Отсюда, в частности, следует, что 
),,(

)(

21

)()(

1

)(

1

)2()2(

1

)2(

1

11

1

n

n

n

n

n

n

n

n

n

n

n

nn

yyyW

yyy

yyy

yyy

xp




















 .  
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Заметим, что определитель  

)()(

1

)(

1

)2()2(

1

)2(

1

11

n

n

n

n

n

n

n

n

n

n

nn

yyy

yyy

yyy



















                               (18)      

равен производной от определителя Вронского ),,(
21 n

yyyW  . Дей-

ствительно, по правилу дифференцирования определителя, производ-

ная 

)()(

1

)(

1

)2()2(

1

)2(

1

11

n

n

n

n

n

n

n

n

n

n

nn

yyy

yyy

yyy

dx

d



















  равна сумме по i от 1 до n опреде-

лителей, отличающихся от определителя Вронского тем, что в них 

продифференцированы элементы i-ой строки, а остальные строки 

определителя Вронского оставлены без изменения. В этой сумме 

только последний определитель при i=n, совпадающий с определите-

лем (18), может быть отличен от нуля. Остальные определители рав-

ны нулю, так как их i-ая и i+1-ая строки совпадают. Следовательно, 

W

W
xp


)(

1
. Отсюда, умножая обе части на dx  и интегрируя, полу-

чим    CdxxpW ln)(ln
1

 или 



dttp

CeW
)(

1 , или                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                             





x

x

dttp

CeW 0

1
)(

  .                                     (19) 

 При 
0

xx   получим )( 0xWC  , откуда  

                  





x

x

dttp

exWxW 0

1
)(

0)()( .                               (20) 

Формулы (19) и (20), впервые полученные М.В. Остроградским 

и независимо от него Лиувиллем, называются формулами Остроград-

ского – Лиувилля. 
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Формула Остроградского – Лиувилля может быть использована 

для интегрирования линейного однородного уравнения второго по-

рядка  

              0)()(
21

 yxpyxpy ,                           (21) 

если известно его одно нетривиальное решение 
1

y .  

Фундаментальная система решений состоит из двух линейно не-

зависимых решений 
1

y  и 
2

y . Рассмотрим уравнение  

0

21

21

21







yyy

yyy

yyy

.        

Или  0

21

21

21

21

21

21 









y

yy

yy
y

yy

yy
y

yy

yy
. 

Определитель Вронского  0)(
21

21 


xW
yy

yy
 ни в одной точке. 

Тогда функции 
1

y и 
2

y будут решениями уравнения:                                                       

 0
)()(

21

21

21

21









 y
xW

yy

yy

y
xW

yy

yy

y .                                                    (22) 

Так как уравнения (21) и (22) имеют одинаковую фундамен-

тальную систему решений, то )(
)( 1

21

21

xp
xW

yy

yy




. Убедимся, что 

)(
21

21 xW
yy

yy



. Действительно,  

 
21

21
212121211221

)(
yy

yy
yyyyyyyyyyyyxW


 

 . 

Таким образом, мы доказали формулу 
)(

)(
)(

1 xW

xW
xp


 . 
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 Но  


)(ln
)(

)(
xW

xW

xW
, поэтому   )()(ln

1
xpxW 


. Отсюда 

CdttpW
x

x

ln)(ln

0

1
  , или 





x

x

dttp

CeW 0

1
)(

. Подставив вместо 
0

xx  ,  

получим )( 0xWC  , откуда 





x

x

dttp

exWxW 0

1
)(

0)()( .                           (23) 

Используя формулу (23), можно, зная одно решение линейного 

однородного уравнения, найти второе решение. Пусть
1

y  есть одно 

решение, тогда  1221)( yyyyxW  . Имеем 





x

x

dttp

Ceyyyy 0

1
)(

1221
. 

Разделим обе части 2

1
y , получим 






x

x

dttp

e
y

С

y

yyyy
0

1
)(

2

1

2

1

1221 ,  или  
























x

x

dttp

e
y

С

y

y
0

1
)(

2

11

2 . Отсюда  
12

0

)(
1

2
1

12 yCdxe
y

С
yy

x

x

dttp

 



. 

Примеры. 1)   Исследовать, являются ли данные функции ли-

нейно зависимыми: а) 2
1

 xy  и  2
2

 xy . 

Решение. По определению должны существовать числа  
1

  и 
2

  

такие, что 0
2211
 yy   или  022

2211
  xx . Отсюда полу-

чаем систему: 











022

0

21

21




. Решением этой системы служат числа 

0
21
 , следовательно, исходные функции линейно независимы. 

б) 32

1
 xxy , xxy  2

2
2 , 42

3
 xy . 
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Решение. Имеем   04223
3

2

2

2

1
 















 xxxxx  . Это 

уравнение равносильно системе: 



















043

02

02

31

321

21







. Решим ее мето-

дом Гаусса. Выпишем матрицу системы и приведем ее к ступенчато-

му виду:  






















































2

0

30

21
~

460

230

021

~

403

211

021

. 

Восстановим систему: 











023

02

32

21




. Отсюда находим 

21
2  , 

23 2

3
  . Следовательно, данная система функций будет 

линейно зависима. 

в) xy sin
1
 , xy cos

2
 , xy 2sin

3
 . 

Решение. Составим определитель Вронского для этой системы 

функций: 

 





 )2coscos22sinsin4(sin

2sin4cossin

2cos2sincos

2sincossin

xxxxx

xxx

xxx

xxx

 

 






 xxxxxxxx 22 sincos2sin)2cossin22sincos4(cos  

 xxxxxxxxx 2sin)sin22sincos2(cos)cos22sinsin2(sin

02sin32sin2sin2sincos22sin2sinsin2 22  xxxxxxxx . 

Таким образом, данные функции линейно независимы (если бы 

они были линейно, определитель Вронского был бы тождественно ра-

вен нулю для всех действительных х). 

2) Составить линейное однородное дифференциальное уравне-

ние, имеющее данные частные решения: 1
1
y  и xy cos

2
 . 
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Решение. Очевидно, что функции 1
1
y  и xy cos

2
  линейно не-

зависимы, поэтому искомое уравнение имеет вид:               

0

cos0

sin0

cos1







yx

yx

yx

, 0cossin  yxyx , 0cossin  yxyx . 

3) Найти второе частное решение уравнения 02  xyyyx , 

если известно одно нетривиальное решение 
x

x
y

sin
1
 , 0x . 

Решение. По формуле Остроградского – Лиувилля имеем: 




dxxp
Ceyyyy

)(

1221
1 , где 

x
xp

2
)(

1
 , 0x . Тогда 

x
Ceyyyy

ln2

1221


 , 

21221
x

C
yyyy  . Отсюда, разделив обе части на 

2

1
y , получим 

22

11

2

xy

C

y

y




















. Следовательно,  

 
2

1

2

1

22

1

1
12

sin

sin

sin
Cctgx

x

xC
dx

x

dx

x

xC
dx

xy

C
yy   . 

Общее решение 
x

x
C

x

x
xyxyy

cossin
)()(

1212211
  

x

x
C

x

x
C

x

x
CC

cos~sin~sin
21212

 . 

  

11. ЛИНЕЙНЫЕ ОДНОРОДНЫЕ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ 

УРАВНЕНИЯ ВЫСШИХ ПОРЯДКОВ С ПОСТОЯННЫМИ  

КОЭФФИЦИЕНТАМИ 
 

Рассмотрим линейное однородное уравнение n-го порядка с по-

стоянными коэффициентами, то есть уравнение вида: 

0)2(

2

)1(

1

)(   ypypypy
n

nnn  ,                   (24) 

где 
i

p R, ni ,1 . 

Его частные решения могут быть найдены в виде xey  , где 

const . Действительно, подставляя в (24) xey  , xpp ey )( , 
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np ,1 ,  будем иметь 01

1
  x

n

xnxn epepe    . Сокращая на 

0xe , получим так называемое характеристическое уравнение: 

                                  01

1
 

n

nn pp  .                             (25) 

Это уравнение n-ой степени определяет те значения  , при ко-

торых xey    является решением исходного уравнения (24) . Если все 

корни 
n
 ,,

21
 характеристического уравнения различны, то, тем 

самым, найдено n  решений 
xxx

neee


,, 21   уравнения (24). Следова-

тельно, 
x

n

xx
neCeCeCy


 21

21
, где 

i
C  произвольные посто-

янные, является общим решением уравнения (24). Покажем, что они 

линейно независимы. Допустим противное, тогда 

021

21


x

n

xx
neee


  ,  (*) где хотя бы одно их 0

i
 , напри-

мер, для определенности, 0
n

 . Разделим тождество (*) на 
x

e 1


 и 

продифференцировав, получим 

       
0112

1122


 x

nn

x
nee


   линейную зависимость 

между (n-1) показательными функциями вида pxe  с различными пока-

зателями. Деля полученное тождество на 
 x

e 12
 

 и дифференцируя, 

получим линейную зависимость между (n-2) показательными функ-

циями с различными коэффициентами. Повторяя процесс n-1 раз, по-

лучим:   

       
01

1321
 





x

nnnnnn
nne


  , что невоз-

можно, так как 0
n

  по предположению, а 
ji

   при ji  . Следо-

вательно, 
x

n

xx
neCeCeCy


 21

21
, где 

i
C  произвольные по-

стоянные, является общим решением уравнения (24). 

Пример. Решить уравнение 0 yy . 

Решение. Характеристическое уравнение: 03   имеет корни 

0
1
 , 1

2
 , 1

3
 . Следовательно, общее решение 

xx eCeCCy 
321

. 
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Пусть среди корней характеристического уравнения имеются 

кратные. Докажем, что если характеристическое уравнение имеет ко-

рень 
i
  кратности k, то решениями исходного уравнения будут функ-

ции 
x

k
xx

nii exxee


1,,  . Пусть уравнение (25)  имеет корень 0
i
  

кратности k, тогда оно имеет вид: 01

1




 k

kn

nn pp   . Соот-

ветствующее линейное однородное уравнение 

0)()1(

1

)( 


 k

kn

nn ypypy   имеет, очевидно, частные решения 

1,,,1 kxx  . Итак, кратному корню 0
i
  кратности k соответствует k 

линейно независимых решений: 1,,,1 kxx  . Если уравнение (25) 

имеет корень 0
i
  кратности k, то сделаем замену zey

x
i


 . Это 

преобразование сохраняет линейность и однородность уравнения, а 

также постоянство коэффициентов, т.к. 

































 p

ii

p

i

ppxi

p
x

ip zz
pp

zpzezey 


2)2()1()(

)(

)(

!2

)1(
 

и после подстановки в уравнение (24) и сокращения на 
x

ie


 при 
)(,,, nzzz   остаются лишь постоянные коэффициенты.  

Итак, преобразованное уравнение будет линейным однородным 

уравнением n-го порядка с постоянными коэффициентами: 

 0)2(

2

)1(

1

)(   zbzbzbz
n

nnn  .                        (26) 

Корни характеристического уравнения (25) отличаются от кор-

ней характеристического уравнения для преобразованного уравнения 

(26)  

02

2

1

1
  

n

nnn bbb                             (27) 

на слагаемое  
i
 , так как между решениями xey   уравнения (25) и 

xez   уравнения (26) должна быть зависимость 
x

izey


  или 

x
ixx eee


  , откуда  

i
  . Следовательно, корню 

i
   урав-

нения (26) соответствует корень 0
i

  уравнения (27). При этом со-



 50 

ответствии сохраняется и кратность корня, то есть корень  0
i

   бу-

дет иметь кратность k. 

Корню 0 кратности k соответствуют частные решения 

,1z ,xz  …, 1 kxz . Следовательно, в силу зависимости 
x

izey


  

корню 
i
  кратности k будут соответствовать k частных решений 

x
iey


 , 

x
ixey


 , …, 

x
ik exy


1 . 

Остается показать, что решения 
x

ie


, 
x

ixe


, …, 
x

ik ex


1 , mi ,1 , 

где m- число различных корней 
i
  характеристического уравнения, 

линейно независимы. Пусть функции 
x

e 1


, 
x

xe 1


, …, 
x

k ex 11


 ,   
x

e 2


, 
x

xe 2


, …, 
x

k ex 21


 , 

… 
x

me


, 
x

mxe


, …, 
x

mk ex


1  

линейно зависимы, тогда 0)()()( 21

21


x

m

xx
mexPexPexP


 , где 

)(xP
i

многочлены степени k. 

Следовательно, общее решение уравнения (24) имеет вид 
x

i
m

i

k

ikiii
exCxCxCCy


 















1

1

)1(

2

210
 , где 

ij
C произвольные 

постоянные. 

Пример. Решить уравнение 033  yyyy . 

Решение. Характеристическое уравнение: 0133 23    

или 0)1( 3  имеет корень 1  кратности 3. Следовательно, общее 

решение xexCxCCy 






  2

321
. 

Пусть среди корней характеристического уравнения есть ком-

плексные числа. Так коэффициенты уравнения (24) предполагаются 

действительными, то комплексные корни могут быть только сопря-

женными:  i
2,1

. Им соответствуют два решения  xie   , 

 xie   . Или по формуле Эйлера  xixe x  sincos   и 
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 xixe x  sincos  . Подберем линейную комбинацию так, чтобы по-

лучились действительные функции: 

   
xeeey xxixi


cos

2

1
1

 











 



,  

   
xeee

i
y xxixi


sin

2

1
2

 











 



. 

Докажем их линейную независимость: 

   





xxexxe

xexe
xW

xx

xx








cossinsincos

sincos
)(  

0sin2sin
2

cos2sin
2

22  








 xx exxxxe  





. 

Таким образом, паре комплексно сопряженных корней 

 i
2,1

 соответствует решение  xСxСe x  sincos
21

 . 

Пример. Решить уравнение 054  yyy . 

Решение. Характеристическое уравнение: 0542   имеет 

корни i 2 . Следовательно, общее решение 

 xСxСey x sincos
21

2   . 

Пусть характеристическое уравнение имеет комплексные со-

пряженные корни  i
2,1

 кратности k. Соответствующие корню 

 i  решения  xie   ,  xixe   ,  xiex  2 , …,  xik ex   )1(  можно 

преобразовать по формуле Эйлера  xxee xxi  sincos)(   и, от-

деляя действительную и мнимую части, получим 2k  действительных 

решений: 

xe x  cos , xex x  cos , xex x  cos2 ,…, xex xk  cos1 , 

xe x  sin , xex x  sin , xex x  sin2 ,…, xex xk  sin1 .       (28) 

Взяв действительные и мнимые части решений, соответствую-

щих сопряженному корню  i , мне не получим новых линейно не-

зависимых решений. Таким образом, паре комплексно сопряженных 

корней  i
2,1

 кратности k соответствуют 2k  действительных 

решений (28). 
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Пример. Решить уравнение 02)4(  yyy . 

Решение. Характеристическое уравнение: 012 24   имеет 

корни i  кратности 2.  Следовательно, общее решение 

xxССxxССy sin)(cos)( 4321  . 

 

12. ЛИНЕЙНЫЕ НЕОДНОРОДНЫЕ УРАВНЕНИЯ ВЫСШИХ 

ПОРЯДКОВ С ПОСТОЯННЫМИ КОЭФФИЦИЕНТАМИ  

С КВАЗИМНОГОЧЛЕНОМ В ПРАВОЙ ЧАСТИ 

 

Рассмотрим линейное неоднородное уравнение n-го порядка с 

постоянными коэффициентами, то есть уравнение вида: 

)()2(

2

)1(

1

)( xfypypypy
n

nnn    ,                 (29) 

где 
i

p R, ni ,1 . Общее решение этого уравнения: 
...... нчооно

yyy   

есть сумма общего решения однородного уравнения и частного реше-

ния неоднородного уравнения. Если )()()(
21

xfxfxf  , то можно 

найти частные решения уравнений  

)(
1

)2(

2

)1(

1

)( xfypypypy
n

nnn     и  

)(
2

)2(

2

)1(

1

)( xfypypypy
n

nnn    , тогда частное решение 

уравнения (29) будет равно сумме частных решений. 

Рассмотрим несколько видов правой части уравнения (29). 

1) Пусть правая часть уравнения (29) является многочленом 

степени s: 

s

s

n

nnn axasxaypypypy   ...1

10

)2(

2

)1(

1

)(  ,     (30) 

где 
i

a R, ni ,0 . 

Если 0
n

p (то есть 0  не является корнем характеристиче-

ского уравнения), то частное решение уравнения (30) можно найти в 

виде  

s

s bxbsxby   ...1

10
. Найдем производные: 

1

2

1

1

0
...)1(



 
s

s bxsbsxsby , 

2

3

1

2

0
2...)2)(1()1(



 
s

s bxssbsxbssy , 

…, 
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подставим в уравнение (30) и приравняем коэффициенты при одина-

ковых степенях x, получим систему линейных уравнений: 

при sx :  
00

abp
n

n
p

a
b 0

0
 , 

при 1sx :  
 1011

abspbp
nn

n

n

p

bspa
b 011

1




 , 

при 2sx :  
202112

)1()1( abpssbpsbp
nnn




, 

из которой последовательно находим неизвестные постоянные 
i

b . 

Пример. Решить уравнение 3296 2  xxyyy . 

Решение. Характеристическое уравнение: 0962   имеет 

корень 3  кратности 2.  Следовательно, общее решение однородно-

го уравнения имеет вид:   x

оо
exССy 3

21..
 . Так как 0  не является 

корнем характеристического уравнения, то частное решение уравне-

ния можно найти в виде cbxaxy
нч

 2

..
, тогда baxy

нч
 2

..
, 

ay
нч

2
..
 . Подставим эти выражения в исходное уравнение: 

329996122 22  xxcbxaxbaxa .  

Приравняем коэффициенты при одинаковых степенях x: 

при 2x : 29 a ,  

при x : 1912  ba , 

при 0x : 3962  cba . 

Отсюда последовательно находим 
9

2
a , 

27

5
b , 

27

11
с . Следо-

вательно, частное решение 
27

11

27

5

9

2 2

..
 xxy

нч
, а общее решение 

неоднородного уравнения  
27

11

27

5

9

2 23

21..
 xxexССy x

но
. 

2) Пусть 0  является корнем кратности k характеристиче-

ского уравнения, то есть уравнение имеет вид: 

s

skn

kn

nnn axasxaypypypy  



 ...1

10

)()2(

2

)1(

1

)(  .  (31) 

Сделав замену zy k )( , придем к предыдущему случаю, следо-

вательно, существует частное решение уравнения (31), для которого 
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s

sk bxbsxby   ...1

10

)( , а, значит, y является многочленом степени 

s+k, причем члены, начиная со степени 1k  и ниже, у этого много-

члена будут иметь произвольные постоянные коэффициенты, которые 

могут быть выбраны равными нулю. Тогда частное решение уравне-

ния (31) примет вид: 






  

s

ssk bxbxbxy ...1

10
. 

Пример. Решить уравнение xyy 22 . 

Решение. Характеристическое уравнение: 02  имеет корни 

1
1
  и 0

2
 .  Следовательно, общее решение однородного уравне-

ния имеет вид: x

оо
eССy

21..
 . Так как 0 является корнем характе-

ристического уравнения кратности 1, то частное решение уравнения 

можно найти в виде bxaxbaxxy
нч

 2

..
)( , тогда baxy

нч
 2

..
, 

ay
нч

2
..
 . Подставим эти выражения в исходное уравнение: 

xbaxa 2222  . Приравняем коэффициенты при одинаковых сте-

пенях x: 

при x : 22  a , 

при 0x : 22 ba . 

Отсюда последовательно находим 1a , 0b . Следовательно, 

частное решение 2

..
2xy

нч
 , а общее решение неоднородного уравне-

ния 2

21..
2xeССy x

но
 . 

3) Пусть правая часть уравнения (29) имеет вид: 








  

s

sspx

n

nnn axaxaeypypypy ...1

10

)2(

2

)1(

1

)(  . (32) 

Замена переменной zey px   преобразует уравнение (32) к виду: 
















  

s

sspx

n

nnnpx axaxaezqzqzqze ...1

10

)2(

2

)1(

1

)(  , 

где  


i

q R, ni ,1  или  

s
ss

n
nnn axaxazqzqzqz   ...1

10
)2(

2
)1(

1
)(  .       (33) 

Частное решение уравнения (33), если 0
n

q  означает, что 0  

не является корнем характеристического уравнения  

02

2

1

1
 

n

nnn qqq  ,                         (34)  
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а, следовательно, p  не является корнем характеристического 

уравнения  

02

2

1

1
 

n

nnn ppp  ,                           (35) 

так как корни этих уравнений связаны зависимостью p  .  

Если 0  является корнем кратности k характеристического 

уравнения (34) , то p  будет корнем кратности k характеристиче-

ского уравнения (35). Тогда частные решения уравнений (32) и (33) 

имеют вид 






  

s

sspxk bxbxbexy ...1

10
. 

Таким образом, если правая часть уравнения (29) имеет вид 








  

s

sspx axaxae ...1

10
, то, если p  не является корнем характе-

ристического уравнения, то частное решение нужно искать в виде: 








  

s

sspx bxbxbey ...1

10
. Если же p является корнем кратно-

сти k характеристического уравнения, то частное решение нужно ис-

кать в виде: 






  

s

sspxk bxbxbexy ...1

10
. Этот случай называют 

особым или резонансным. 

Пример. Решить уравнение )3(2 2  xxeyy x . 

Решение. Характеристическое уравнение: 022   имеет кор-

ни 0
1
  и 2

2
 .  Следовательно, общее решение однородного 

уравнения имеет вид: x

оо
eССy 2

21..
 . Так как 1  не является кор-

нем характеристического уравнения, то частное решение уравнения 

можно найти в виде )( 2

..
cbxaxey x

нч
 , тогда 

)2( 2

..
baxcbxaxey x

нч
 , )42( 2

..
baxcbxaxey x

нч
 . Подста-

вим эти выражения в исходное уравнение: 

)3()24222224( 222  xxebaxcbxaxabaxcbxaxe xx .  

Приравняем коэффициенты при одинаковых степенях x: 

при 2x : 12  a ,  

при x : 1b , 

при 0x : 32 ca . 
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Отсюда последовательно находим 
2

1
a , 1b , 2с . Следо-

вательно, частное решение













 2

2

1 2

..
xxey x

нч
, а общее решение 

неоднородного уравнения 













 2

2

1 22
21..

xxeeССy xx

но
. 

4) Пусть правая часть уравнения (29) имеет вид: 

 xxQxxPeypypypy x

n

nnn  sin)(cos)()2(

2

)1(

1

)(    , (36) 

)(xP  и )(xQ  некоторые многочлены, 

))(deg),(max(deg xQxPs  . Преобразуем правую часть по формулам 

Эйлера  

)()( )()( xTexRe
s

xi

s

xi    ,                            (37)  

где )(xR
s

 и )(xT
s

многочлены степени s. Для каждого слагаемого 

правой части можно применить указанное выше правило, а именно, 

если  i  не является корнем характеристического уравнения, то 

частное решение можно искать в таком же виде, как и правая часть 

уравнения (37). Если же  i  является корнем характеристического 

уравнения, то частное решение приобретает еще множитель kx .  

Если опять вернуться к тригонометрическим функциям, то это 

правило можно сформулировать следующим образом: частное реше-

ние уравнения (37) ищется в виде  xxQxxPex
ss

xk  sin)(cos)(  , где 

k кратность корня  i  характеристического уравнения, )(xP
s

 и 

)(xQ
s

многочлены степени s с неопределенными коэффициентами. 

Пример. Решить уравнение xyy 2sin . 

Решение. Характеристическое уравнение: 012  имеет чисто 

мнимые комплексно-сопряженные корни i
2,1

 .  Следовательно, 

общее решение однородного уравнения имеет 

вид: xСxСy
оо

sincos 21..
 . Так как i2  не является корнем харак-

теристического уравнения, то частное решение уравнения можно 

найти в виде xBxAy
нч

2sin2cos
..

 , тогда 

xBxAy
нч

2cos22sin2
..

 , xBxAy
нч

2sin42cos4
..

 . Подставим эти 

выражения в исходное уравнение: 
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xxBxAxBxA 2sin2sin2cos2sin42cos4   

и приравняем коэффициенты при x2cos и x2sin : 

при x2cos : 13  A ,
3

1
A ,   

при x2sin : 03  B , 0B . Следовательно, частное реше-

ние xy
нч

2cos
3
1

..
 , а общее решение неоднородного уравнения 

xxСxСy
но

2cos
3
1

sincos 21..
 . 

Пример. Решить уравнение xexeyyy xx cos23106 33   . 

Решение. Характеристическое уравнение: 01062   имеет 

комплексно-сопряженные корни i 3
2,1

 .  Следовательно, общее 

решение однородного уравнения имеет вид: 

)sincos(
21

3

..
xСxСey x

оо
  . Правая часть представляет собой сумму 

двух квазимногочленов xxe 33   и xe x cos2 3 . Так как 3  и 

i 3
2,1

  не являются корнями характеристического уравнения, то 

частное решение уравнения можно найти в виде суммы двух частных 

решений x

нч
eBAxy 3

1..
)(    и )sincos(3

2..
xDxCey x

нч
 , тогда 

  x

нч
eBAxAy 3

1..
33  ,   x

нч
eBAxAAy 3

1..
9933  . Подставим 

эти выражения в исходное уравнение: 

    xxxx xeeBAxeBAxAeBAxA 3333 3)(10336996   , 

сокращаем на xe 3   и приравниваем коэффициенты при xи 0x : 

при x : 3A ,   

при 0x : 0B . Следовательно, первое частное реше-

ние x

нч
ey 3

1..
3  . 

Аналогично находим  

  x

нч
exDxCxDxCy 3

2..
sin3cos3cossin  ,  

  x

нч
exDxCxDxCy 3

2..
cos6sin6sin8cos8  . Подставим эти выра-

жения в исходное уравнение: 

   xexDxCxDxC 3cos6sin6sin8cos8  
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   )sincos(10sin3cos3cossin6 33 xDxCeexDxCxDxC xx

xe x cos2 3 . Сокращаем на xe3  и приравняем коэффициенты при 

xcos  и xsin : 

при xcos : 21236  DС , 

при xsin : 01236  CD . 

Отсюда находим 
20

1
,

60

1
 CD . Следовательно, второе 

частное решение













 xxey x

нч
sin

60

1
cos

20

13

2..
. А общее решение не-

однородного уравнения  














  xxeexСxСey xxx

но
sin

60

1
cos

20

1
3)sincos( 33

21
3

..
. 

 

13. ЛИНЕЙНЫЕ НЕОДНОРОДНЫЕ УРАВНЕНИЯ ВЫСШИХ 

ПОРЯДКОВ. НАХОЖДЕНИЕ ЧАСТНОГО РЕШЕНИЯ  

МЕТОДОМ ВАРИАЦИИ ПОСТОЯННЫХ 
 

Рассмотрим уравнение  

)()()()( )2(

2

)1(

1

)( xfyxpyxpyxpy
n

nnn    .        (38) 

Соответствующее однородное уравнение  

0)()()()( )2(

2

)1(

1

)(   yxpyxpyxpyyL
n

nnn  ,      (39) 

функции )(),(,),(),(
21

xfxpxpxp
n

  непрерывны на ),( ba . 

Свойство 1.Если 
n

yyy ,,,
21
 фундаментальная система реше-

ний уравнения (39) и y~  частное решение уравнения (38), то 

nn
yCyCyCxyxy  

2211
)(~)(  будет решение уравнения (38). 

Доказательство. Действительно,  

0)()()()~()(
2211


nn

yLCyLCyLCyLyL  . Свойство доказано. 

Свойство 2.  Если y~  частное решение уравнения (38), 


n

yyy ,,,
21
 фундаментальная система решений уравнения (39) и 

)(xy  произвольное решение уравнения (38), то найдутся постоянные 

n
ССС ,,,

21
  такие, что 

nn
yCyCyCxyxy  

2211
)(~)( , то есть это 

и есть общее решение уравнения (38). 



 59 

Доказательство.  Если )(~ xy  и )(xy  решения уравнения (38), то 

yy ~  будет решением уравнения (39), так как 

0)()()~()()~(  xfxfyLyLyyL . А любое решение однородного 

уравнения есть линейная комбинация его фундаментальной системы 

решений. Свойство доказано. 

Свойство 3. (метод суперпозиции) 

Если 
1

~y   решение уравнения )()(
1

xfyL  , а 
2

~y   решение 

уравнения )()(
2

xfyL  , то 
21

~~ yy  решение уравнения 

)()()(
21

xfxfyL  . 

Метод вариации постоянной 

Рассмотрим уравнение (38). Пусть 
n

yyy ,,,
21
  фундаменталь-

ная система решений уравнения (39), тогда общее решение уравнения 

(39) будет иметь вид 
nnoo

yCyCyCxy  
2211.

)( . Будем искать 

решение уравнения (38)  в виде 
nn

yxCyxCyxCxy )()()()(
2211

  . 

Тогда 
nnnn

yxCyxCyxCyxCxy  )()()()()(
1111

 . Накладыва-

ем условие 0)()(
11


nn

yxCyxC  . Далее находим 

nnnn
yxCyxCyxCyxCxy  )()()()()(

1111
 . Опять 

накладываем условие: 0)()(
11


nn

yxCyxC  . И так далее 

)1()1(

11

)2()2(

11

)1( )()()()()(   n

nn

nn

nn

nn yxCyxCyxCyxCxy  .  

Накладываем условие: 0)()( )2()2(

11
  n

nn

n yxCyxC  ,  

)()(

11

)1()1(

11

)( )()()()()( n

nn

nn

nn

nn yxCyxCyxCyxCxy    . В 

последнем равенстве ничего не будем приравнивать к нулю и подста-

вим выражения для всех производных в уравнение (38): 

  )()(

11

)1()1(

11
)()()()( n

nn

nn

nn

n yxCyxCyxCyxC     

  






 

nnn

n

nn

n
yxCyxCxpyxCyxCxp )()()()()()(

11

)1()1(

111
  

)()()()()( )1()1(

1111
xfyxCyxCyLCyLC n

nn

n

nn
   . 
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Получаем систему уравнений: 






















).()()(

0)()(

0)()(

)1()1(

11

11

11

xfyxCyxC

yxCyxC

yxCyxC

n

nn

n

nn

nn









 

Определитель этой системы – определитель Вронского 0)( xW , 

следовательно, можно найти 
n

CC  ,
1

, а, затем и сами функции 

n
CC ,

1
. 

Пример. Решить уравнение 
x

yy
sin

1
 . 

Решение. Характеристическое уравнение: 012  имеет ком-

плексно-сопряженные корни i
2,1

 .  Следовательно, общее реше-

ние однородного уравнения имеет вид: xСxСy
оо

sincos 21..
 . Будем 

искать общее решение неоднородного уравнения в виде 

xxСxxСy
но

sin)(cos)( 21..
 . Система метода вариации постоянных 

имеет вид: 














x
xСxС

xСxС

sin

1
cossin

0sincos

21

21

 

Умножим первое уравнение на xsin , второе уравнение – на 

xcos  и сложим, получим 
x

x
С

sin

cos
2
 ,  отсюда 

 
x

xd
dx

x

x
С

sin

)(sin

sin

cos
2

 

2

~
sinln Cx  . Тогда 1

cos

sin
21


x

x
СС , 

11

~
CxdxС   . Оконча-

тельно получаем 

   
. . 1 2

cos ln sin sin
о н

y x C x x C x     . 
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14. СИСТЕМЫ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ 

 

1. Общие понятия 

Рассмотрим систему дифференциальных уравнений 
























),,,,(

),,,(

),,,(

211

211

2

211

1

n

n

n

n

xxxtf
dt

dx

xxxtf
dt

dx

xxxtf
dt

dx









                                    (40) 

удовлетворяющую  начальным условиям 
00

)(
ii

xtx  , ni ,1 . Систему 

(40) можно записать в векторном виде ),( tx
dt
xd

F


 , где ),( txF


вектор-

функция с координатами ),,(
21 n

fff  , а начальные условия в виде 

00
)( xtx


 , где ),,,( 020100 nxxxx 


 . Решением системы (40) является n-

мерная вектор-функция ))(,),(),(( 21 txtxtxx n

 . Если правые части 

системы (40) не зависят явно от t, то в евклидовом пространстве с 

прямоугольными координатами 
n

xxx ,,,
21
  решение 

)(,),(),(
21

txtxtx
n

  определяет закон движения по некоторой траекто-

рии в зависимости от изменения параметра t, который мы будем счи-

тать временем. Производная 
dt
xd


 будет скоростью движения точки, а 

dt

dx
1 ,

dt

dx
2 ,…, 

dt

dx
n  координатами скорости той же точки. При этой ин-

терпретации система (40) называется динамической, пространство с 

координатами 
n

xxx ,,,
21
  фазовым, а кривая  )(txx


фазовой траек-

торией. 

Динамическая система (40) в заданный момент времени t опре-

деляет в пространстве 
n

xxx ,,,
21
   векторное поле скоростей. Если 

вектор-функция ),( txF


 явно зависит от t, то поле скоростей меняется 

с течением времени и фазовые траектории могут пересекаться. Если 

же вектор-функция ),( txF


 не зависит явно от t, то поле скоростей бу-

дет стационарно и движение будет установившемся. В этом случае, 
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если выполнены условия теоремы существования и единственности, 

то через каждую точку фазового пространства будет проходить лишь 

одна траектория. 

2. Интегрирование  системы дифференциальных уравнений. 

Рассмотрим систему (40). Ее интегрирование проводят следую-

щим образом:  дифференцируют первое уравнение по t: 







n

i dt

dx

x

f

dt

df

dt

xd
i

i
1

11

2

1

2

 

или 
 




n

i

ifx

f

dt

df

dt

xd

i
1

11

2

1

2

 

и, обозначив правую часть последнего равенства ),,,( 12 nxxtF  , полу-

чим ),,,(
122

1

2

nxxtF
dt

xd
 . Дифференцируя полученное равенство по t 

и поступая аналогично предыдущему, найдем  ),,,(
133

1

3

nxxtF
dt

xd
 . 

Продифференцировав 1n , придем к уравнению ),,,(
1

1
nn

n

n

xxtF
dt

xd
 . 

Таким образом, получена система из n  уравнений: 

























).,,,(

),,,(

),,,(

1
1

122

1

2

211
1

nn
n

n

n

n

xxtF
dt

xd

xxtF
dt

xd

xxxtf
dt

dx









                                    (41)             

Выражая из первых 1n  уравнений 
n

xx ,,
2
  через 

)1(

111
,,,,  nxxxt   и подставляя в последнее, получим уравнение n -го 

порядка относительно 
1

x :   

),,,( )1(
11

1 
n

nn

n

xxxtQ
dt

xd
 .                                 (42)    
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Решая это уравнение, находим ),,,,( 2111 nСССtx  . Диффе-

ренцируя это выражение 1n  раз, находим )1(

111
,,  nxxx   и подстав-

ляем в выражение для 
n

xx ,,
2
 , находим ),,,,( 2122 nСССtx  , 

…, ),,,,( 21 nnn
СССtx  . 

Замечание 1. Если система (40) линейна, то и уравнение (42) бу-

дет линейным. 

Замечание 2. В приведенных рассуждениях мы предполагали, 

что из первых 1n  уравнений системы (41) можно выразить 
n

xx ,,
2
 . 

Может случиться, что 
n

xx ,,
2
  исключаются из меньшего числа 

уравнений. Тогда для определения 
1

x  получается уравнение, порядок 

которого ниже n . 

Пример. Решить систему дифференциальных уравнений 

















0)0(,234

1)0(,

zxzy
dy
dz

yxzy
dx

dy

  

Решение. Дифференцируем первое уравнение 1 zyy . 

Подставим вместо yи z  выражения из первого и второго уравнений 

системы, получим: 1234  xzyxzyy , или 

1323  xzyy . Выразим z из первого уравнения системы: 

xyyz  . Тогда 132223  xxyyyy , 152  xyyy . 

Характеристическое уравнение: 0122   имеет двукратный ко-

рень 1
2,1

 .  Следовательно, общее решение однородного уравне-

ния имеет вид: )(
21..
xССey x

оо
  . Правая часть представляет собой 

линейную функцию. Так как 0 не является корнем характеристи-

ческого уравнения, то частное решение уравнения можно найти в ви-

де BАxy
нч


..

, Аy
нч


..
, 0

..


нч
y . Подставляем в уравнение: 

152  xBAxA и приравниваем коэффициенты при одинаковых 

степенях x: 

при x : 5A , 

при 0x : 12 BA , 9B .  
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Тогда общее решение неоднородного уравнения 

95)(
21..

  xxССey x

но
. Найдем 5)(

212..
  xСССey x

но
, тогда   

xxxССexСССez xx   95)(5)( 21212  или 

146)2( 212   xxСССez x . Подставим начальные условия: 

91 1 С , 110 С  и 1420 12  СС , 26 С . Тогда окончательно полу-

чим: 95)610(   xxey x , 146)1214(   xxez x . 

3. Системы линейных уравнений первого порядка. 

Система дифференциальных уравнений называется линейной, 

если она линейна относительно всех неизвестных функций и их про-

изводных. Система n линейных уравнений первого порядка, записан-

ная в нормальной форме, имеет вид: 

nitfxta
dt

dx

ij
ij

i
n

j

,1),()(
1




.                           (43) 

Ее можно записать в матричном виде )()( tFXtAX  , вводя 

обозначения: 























n
x

x

X 
1

, 























)()(

)()(

)(

1

111

tata

tata

tA

nnn

n







,























)(

)(

)(
1

tf

tf

tF

n

 . 

Эта система называется однородной, если 0)( tF  и неоднород-

ной в противном случае. Если все функции )(ta
ij

 и )(tf
i

 в (43) непре-

рывны на ],[ ba , то в малой окрестности точки ),,,(
0100 n

xxt  , где 

],[
0

bat  , выполнены условия теоремы существования и единственно-

сти и, следовательно, через каждую точку проходит единственная ин-

тегральная кривая системы (43). Действительно, в этом случае правые 

части системы (43) непрерывны и их частные производные по всем 
j

x  

ограничены, так как они равны непрерывным на отрезке ],[ ba  коэф-

фициентам )(ta
ij

. 

Теорема 14.1. Решения однородной системы n линейных урав-

нений первого порядка образуют n-мерное линейное пространство. 

Базис этого пространства называется фундаментальной систе-

мой решений. Таким образом, если )(,),(
1

tXtX
n

  фундаментальная 

система решений линейной однородной системы, то ее общее реше-
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ние имеет вид )()()(
11

tXctXctX
nn

   или )()( tСtX  , где 

 
1

( ) ( ), , ( )
n

t X t X t  , а 





















n
c

c

С 
1

постоянный вектор столбец. Мат-

рица )(t  удовлетворяет уравнению XtA
dt

d



)( . Определителем 

Вронского набора вектор-функций )(,),(
1

tXtX
n

  называется опреде-

литель матрицы  
1

( ) ( ), , ( )
n

t X t X t  . Имеет место теорема Ли-

увилля: определитель Вронского )(tW  набора решений системы урав-

нений XtA
dt

dX
 )(  удовлетворяет уравнению WtATr

dt

dW
 )(  и, в 

частности, 





t

t

dTrA

etWtW 0

)(

)()(
0



,  (формула Остроградского – Ли-

увилля) 

где 



n

i
ii

atATr

1

)(  след матрицы, сумма диагональных элементов. 

Из формулы Остроградского – Лиувилля следует, что определи-

тель Вронского набора решений либо не обращается в нуль, либо ра-

вен нулю тождественно. Эти два случая в точности означают линей-

ную зависимость и независимость набора решений соответственно. 

Определитель Вронского фундаментальной системы решений не об-

ращается в нуль. В этом случае матрица )(t  обратима. Верно и об-

ратное, что столбцы матричного решения )(t  уравнения 




)(tA
dt

d
 образуют фундаментальную систему решений однород-

ной системы, если определитель этого решения отличен от нуля хотя 

бы в одной точке (то есть матрица обратима хотя бы в одной точке). 

Теорема 14.2. Общее решение линейной неоднородной системы 

есть сумма ее частного решения и общего решения соответствующей 

однородной системы. 

Как и в случае линейного однородного уравнения, общее реше-

ние неоднородной системы может быть найдено методом вариации 
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произвольных постоянных в виде )()()( ttСtX  . Подстановка в си-

стему (43) )()()( ttСtX   и )()( t
dt

dC
tC

dt

d

dt

dX



 , приводит к си-

стеме:  

)()()()()()()()( tFtCttAttСtCt     

или )()()( 1 tFttС   . 

Последнюю систему называют системой метода вариации про-

извольных постоянных. Из последнего уравнения интегрированием 

находят вектор )(tС . Его подстановка в общее решение однородной 

системы дает общее решение неоднородной системы. В указанной 

процедуре есть один вопрос – как найти фундаментальную систему 

решений соответствующей однородной системы. Рассмотрим этот 

вопрос для линейной однородной системы с постоянными коэффици-

ентами:    






























nnnn

n

nn

nn

xaxa
dt

dx

xaxa
dt

dx

xaxa
dt

dx









11

2121

2

1111

1

                                (44)           

или AX
dt

dX
 , где 























n
x

x

X 
1

, 























nnn

n

aa

aa

A







1

111

, где  
ij

a R, t аргу-

мент. Будем искать частное решение системы (44) в виде tebx 

11
 , 

tebx 

22
 , …, t

nn
ebx   или tBeX  , где 























n
b

b

B 
1

, const . 

Подставим выражения для nxx ,,
1
  и их производных в систему 

(44), получим tt ABeBe   . Сокращая на te  и перенося в одну 

часть, получим                                    

0)(  BEA  .                                        (45) 
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Это система однородных уравнений относительно nbb ,,1  .  Для 

того, чтобы этой системе удовлетворяла ненулевая матрица 























n
b

b

B 
1

 

необходимо и достаточно, чтобы 0)det(  EA  . Это уравнение назы-

вается характеристическим уравнением системы (44), его корни назы-

ваются характеристического уравнения. Рассмотрим несколько случа-

ев. 

1. Характеристическое уравнение имеет n различных действи-

тельных корней n ,,1  . 

Для каждого корня n ,,1   напишем систему (45) и определим 

коэффициенты nii bb ,,1  . Можно показать, что один из них произ-

вольный, его можно считать равным 1. Таким образом,  получаем  n 

решений  
t

eBX 1

11


 ,  

t
eBX 2

22


 , …, 

t

nn
neBX


 , где  























ni

i

i

b

b

B 
1

, 

ni ,1 . 

Эти решения линейно независимы, следовательно, общее реше-

ние системы (44) имеет вид 
t

i
ii
eBcX

n

i




1

, или 
t

i
ijij
ebcx

n

i




1

, nj ,1 , 

где 
i

c произвольные постоянные.  

2. Среди корней характеристического уравнения есть комплекс-

ные сопряженные  корни  i2,1
. Им соответствуют решения 

tieBX )(

11

  , tieBX )(

22

  , которые могут быть заменены двумя 

действительными решениями: действительной и мнимой частями: 

)sincos(
12111

tbtbex t   , )sincos(
22212

tbtbex t   . 

3. Среди корней характеристического уравнения есть корень s  

кратности 2k . Тогда соответствующее вектор-решение имеет вид: 

t
s

s

kk

ssss
eAtEA

k
tEAtEAEX




















 1122 )(

)!1(

1
)(

!2

1
)( 

где 
s

A  вектор, удовлетворяющий  уравнению 0)( 
s

k

s
AEA  . 
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В этом случае произвольная линейная комбинация векторов ви-

да tebx 

11
 , tebx 

22
 , …, t

nn
ebx   и  

s
X составляет общее решение 

системы (44).  

Примеры.  Найти общее решение системы дифференциальных 

уравнений:  

1) 














yxz

zyxy

zyxx

2





 

Решение. Запишем систему в матричном виде: AXX  , где 





















z

y

x

X , 



























012

111

111

A . Найдем корни характеристического урав-

нения: 









 







 2212)1)(1(

12

111

111

)det( 2EA

22 23   , 022 23   , 0)2()2(2   , 

0)2)(1( 2   , 21  , 12  , 13  . Тогда частные решения:  

tebx 2

111
 , tebx

122
 , tebx 

133
, 

teby 2

211
 , teby

222
 , teby 

233
, 

tebz 2

311
 , tebz

322
 , tebz 

333
. 

При 21   получаем следующую матрицу 




































































0

1

20

11
~

030

020

111

~

212

111

111

EA  . 

Следовательно, имеем следующую систему: 












02

0

21

312111

b

bbb
. Отсюда находим 0

21
b , 1

3111
bb . 
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Аналогично, при 12   получаем следующую матрицу 


































































1

1

10

01
~

110

110

101

~

112

101

110

EA  . 

Следовательно, имеем следующую систему: 












0

0

3222

3212

bb

bb
. Отсюда находим 1

322212
 bbb . 

И при 13   получаем следующую матрицу 


































































3

1

50

21
~

350

350

121

~

112

121

112

EA  . 

Следовательно, имеем следующую систему: 












035

02

3323

332313

bb

bbb
. Отсюда находим 

2333 3

5
bb  , 

2313 3

1
bb  . 

Можно взять 3
23
b , тогда 1

13
b , 5

33
b . Следовательно, получаем  



























ttt

tt

ttt

eСeСeСz

eСeСy

eСeСeСx

32

2

1

32

32

2

1

5

3     или 

















































3

2

1

2

2

5

30

C

C

C

eee

ee

eee

X
ttt

tt

ttt

. 

2) 














zyxz

zyxy

zyxx

533

22

22







. 

Решение. Запишем систему в матричном виде: AXX  , где 





















z

y

x

X , 



























533

221

212

A . Найдем корни характеристического 

уравнения: 



 70 









 65)43)(2(

533

221

212

)det( 2 







EA

35)363(2 23   , 03523   . Подберем первый 

корень среди делителей свободного члена. Им будет 11  . Разде-

лим по схеме Горнера, получим 0)32)(1( 2   . Отсюда нахо-

дим  

11  , 12  , 33  . 

При 11   получаем следующую матрицу: 

 211~

633

211

211





























EA  . 

Это соответствует одному уравнению: 02
321
 aaa . Отсюда 

находим 
321

2aaa  . Вектор-решение, соответствующее корню 

11   имеет вид: 

te

a

a

aa

X 



















 



3

2

32

1

2

. 

Аналогично, при 32   получаем следующую матрицу 




































































1

2

30

51
~

4120

8240

251

~

233

251

215

EA  . 

Следовательно, имеем следующую систему: 












03

025

332

3321

bb

bbb
. Отсюда находим 

23
3bb  , 

21
bb  . Можно 

взять 1
23
b , тогда 1

1
b , 3

3
b . Вектор-решение, соответствующее 

корню 32   имеет вид: 
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teX 3

2

3

1

1



















 . 

Окончательно получаем  



















































 tt e

C

C

C

e

aC

aC

aaC

XCXCX 3

3

2

2

31

21

321

2211

3

)2(

 





































tt

tt

tt

eCeaC

eCeaC

eCeaaC

3

231

3

221

3

2321

3

)2(

, или, положив 
121

~
CaC  , 

331

~
CaC  , 

получим 

 



























tt

tt

tt

eCeCz

eCeCy

eCeCCx

3

23

3

21

3

231

3
~

~

)
~

2
~

(

. 

Рассмотрим однородную систему линейных уравнений первого 

порядка:  

XtAX )( .                                              (46)  

Пусть 























)(

)(

)(

1

11

1

tx

tx

tX

n

 , 























)(

)(

)(

2

12

2

tx

tx

tX

n

 , …,























)(

)(

)(
1

tx

tx

tX

nn

n

n
   явля-

ются решениями системы (46).  

Теорема 14.3. Линейная комбинация решений однородной си-

стемы 


n

i

tXc
ii

1

)(  также является решением этой системы. 

Определение. Вектор-функции )(
1

tX , …, )(tX
n

 называются ли-

нейно зависимыми на отрезке ],[ ba , если существуют числа 
n

 ,,
1
  

не равные одновременно нулю такие, что  


n

i

tX
ii

1

0)( . Если же это 
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тождество справедливо лишь при 0
i

 , ni ,1 , то векторы называ-

ются линейно независимыми. 

Определение. Определитель 

)()(

)()(

)(

1

111

txtx

txtx

tW

nnn

n







   называется 

определителем Вронского для системы вектор-функций )(
1

tX , 

…, )(tX
n

.  

Теорема 14.4. Если функции )(
1

tX , …, )(tX
n

 линейно зависимы, 

то 0)( tW . 

Теорема 14.5. Если функции )(
1

tX , …, )(tX
n

 являются решени-

ями системы (46) и 0)( tW  хотя бы в одной точке 
0

tt  , то эти век-

тор функции линейно зависимы. 

Доказательство. Если 0)(
0
tW , то векторы )(

01
tX , …, )(

0
tX

n
 

линейно зависимы и, следовательно, найдутся числа 
n

 ,,
1
  не рав-

ные одновременно нулю, для которых   


n

i

tX
ii

1

0)(
0

 . Составим век-

тор-функцию 


n

i

tXtX
ii

1

)()(*  . По теореме 14.3. она удовлетворяет 

системе (46) и при 
0

tt  обращается в нуль-вектор. Но по теореме су-

ществования и единственности есть только одно решение системы 

(46), которое при 
0

tt  обращается в нуль. Это будет функция, тожде-

ственно равная нулю. Поэтому  


n

i

tX
ii

1

0)( . Теорема доказана. 

Следствие. Если определитель Вронского, составленный для 

решений системы (46) равен нулю в одной точке, то он тождественно 

равен нулю. 

Определение. Система n линейно независимых решений системы 

(46) называется ее фундаментальной системой решений.  

Теорема 14.6. Фундаментальные системы решений существуют. 
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Доказательство. Возьмем 2n  таких чисел 
ij

b , что 

0

1

111



nnn

n

bb

bb







, например, .
,1

,0












ji

ji
b

ij
 Составим теперь n решений 

системы (46), которые удовлетворяют условиям 
ijij

btx )(
0

,  nji ,1,  , 

где ),(
0

bat  . Тогда определитель Вронского для этих решений не ра-

вен нулю при 
0

tt  , а поэтому по теореме 14.5. эти решения линейно 

независимы. Теорема доказана. 

Теорема 14.7. Общее решение линейной однородной системы (46) 

есть линейная комбинация ее фундаментальной системы решений. 

Доказательство. Возьмем какое-нибудь решение )(tX  системы 

(46). Пусть при некотором значении 
0

tt  эта вектор-функция прини-

мает значение )(
0

tX . Этот вектор можно разложить по векторам 

)(
01

tX , …, )(
0

tX
n

, так как эта система векторов линейно независима. 

Получим 


n

i

tXсtX
ii

1

)()(
00

. Составим теперь вектор-функцию 




n

i

tXсtX
ii

1

)()(* . По теореме 14.3. она удовлетворяет системе (46) и 

при 
0

tt  принимает такое же значение, как )(tX . Значит по теореме 

существования и единственности они совпадают, то есть 




n

i

tXсtX
ii

1

)()( . Теорема доказана. 

Теорема 14.8. Определитель Вронского )(tW  набора решений 

системы (46) удовлетворяет уравнению )()(
)(

tWtTrA
dt

tdW
  и, в част-

ности,  

 ,)()( 0

)(

0





t

t

dTrA

etWtW



                                    (47) 

где   


n

i
ii

atTrA
1

)( след матрицы. 

Доказательство. По правилу дифференцирования определителей 

имеем: 
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dt

dx

dt

dx

xx

xx

dt

dx

dt

dx

dt

tdW

nnn

n

nnn

n















1

111

1

111

)(
 . 

В силу того, что 
kjik

ij
xa

dt

dx
n

k


1

, подставляя в правую часть вы-

ражения для 
dt

dx
ij

 и, пользуясь тем, что определитель не меняется, ес-

ли к элементам строки прибавить величины, пропорциональные эле-

ментам других строк, получим  




n

i

tWta

xaxa

xx

xx

xaxa

dt

tdW
ii

nnnnnnn

n

nnn

n

1

)()(
)(

1

111

1

1111111















. 

Интегрируя последнее дифференциальное уравнение, получим 

формулу (47), которая называется формулой Остроградского – Ли-

увилля.  

Теорема 14.9. Общее решение линейной неоднородной системы 

есть сумма любого ее частного решения и общего решения соответ-

ствующей однородной системы. 

Как и в случае линейного однородного уравнения, общее реше-

ние неоднородной системы может быть найдено методом вариации 

произвольных постоянных. Пусть )(
1

tX , …, )(tX
n

 фундаментальная  

система решений однородной системы, тогда общее решение 




n

i

tXсtX
ii

1

)()( . Будем искать общее решение неоднородной системы 

в виде 


n

i

tXtсtX
ii

1

)()()( . Тогда  

 


n

i

n

i

tXtсtXtсtX
iiii

11

)()()()()(  . Подставляем в уравнение (46), 

получим: 

  


n

i

n

i

n

i

tFtXtсtAtXtсtXtс
iiiiii

111

)()()()()()()()(   

)()()()()()()(
11

tFt
i

XtAt
i

XtсtXtс
n

i

n

i
iii

  







  .  
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Полагая 0)()()(  t
i

XtAt
i

X , получим )()()(
1

tFtXtс
n

i
ii




  систему 

неоднородных уравнений относительно )(tс
i
 . Определитель, состав-

ленный из коэффициентов при этих неизвестных, есть определитель  

Вронского для системы функций )(
1

tX , …, )(tX
n

, поэтому он отличен 

от нуля. Значит из этой системы единственным образом определяются 

)(tс
i
 . Пусть )()( ttс

i
 . Отсюда интегрированием находим )(tс

i
. 

Пример. Найти общее решение системы дифференциальных 
уравнений:  











tyxy

tyxx

cos22

sin34




. 

Решение. Соответствующая однородная система 










yxy

yxx

2

34




. 

Найдем корни характеристического уравнения: 

236346)1)(4(
12

34
22 









. 

Корни 11  , 22  .  

Тогда tt eCeCy 2

21
 ,  

tttttt eCeCeCeCeCeCyyx 2

21

2

21

2

21 2

3
)2(

2

1
)(

2

1
  . 

Частное решение неоднородной системы ищем в виде: 











tDtCy

tBtAx

cossin

cossin
. Тогда 











tDtCy

tBtAx

sincos

sincos




. Подставляем в ис-

ходную систему: 











ttDtCtBtAtDtC

ttDtCtBtAtBtA

cos2cossincos2sin2sincos

sincos3sin3cos4sin4sincos
. 

Приравниваем коэффициенты при tsin  и tcos : 





















CAD

DBC

CAB

DBA

2

22

134

34

. Отсюда находим 2A , 1B , 2C , 2D . 

Тогда общее решение системы 

 
















tteCeCy

tteCeCx

tt

tt

cos2sin2

cossin2
2

3

2

21

2

21
.   
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ТИПОВОЙ РАСЧЕТ   

 

1. Решить дифференциальное уравнение с разделяющимися ко-

эффициентами. Найти решения, удовлетворяющие начальным усло-

виям (в тех задачах, где указаны начальные условия). 

 

1. 0)1(  dyxxydx                          16. dxedyye xx  22 )1( , 0)0( y  

2. xydydxy 12                           17. 011 22  dyxydxyx  

3. yyyx  122                                   18. 01ln 3  xyyy , ey  )
16

15
(    

4. 02)1( 22  xyyx , 1)0( y          19.   0 yyxxy  

5. 2 yctgxy , 1)0( y                  20. 5 yy  

6. 2yyyx  , 5,0)1( y                     21. 
1

1






x

y
y  

7. 3 23 yy  ,   0)2( y                       22. 0
 ye

x

yy
       

8. 22 22  yyyx                                 23. 011  














 xyyx eeyee      

9. xyxyy 22                                    24. 0cos2  xdxydy  

10. yxey                                         25. 0)(  xyyyxyx      

11. 0)()( 22  dyyxydxxxy          26. yxy  3   

12. 21 xyxy                                      27. 022  dxydyx ,
3

1

2

1















y  

13. 2yyyx                                      28. yxyy  21 , 1)2( y   

14. 1 ytgxy                                     29. xyyx 2)2( 2  , 2)2( y  

15. 
y

x
yy

21
                                      30. 

x

y
yx

ln
 , 1)( ey  
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2. Решить однородное дифференциальное уравнение 

1. 0)2(  xdydxyx                           16. 0)()(  dyyxdxyx          

2. 0)2( 22  dyxdxxyy                     17. yxyyxy  22  

3. )2(2 223 yxyyx                            18. )(2 22 yxyxy   

4. xdydxxyy  )(                              19. yyxyx  22  

5. 
x

y
tgxyyx                                     20. x

y

xeyyx   

6. 
x

yx
yxyyx


 ln)(                      21. 

x

y
yyx lncos  

7. 
yx

yx
y




                                            22. 

x

y

y

x
y   

8. 
2

22

x

yxyx
y


                                 23. 

x

y
xyyx sin    

9. yyxxy  222                                  24. 0)2(  xdydxyxy  

10. xyyyx 2)3( 22                              25. 0)( 322  dyxdxyxy  

11. 0)(  xdydxyx                             26. 023 22  yyxyx  

12. 0)( 222  dyxdxxyxy                27. 1 













x

y
arctg

x

y
y  

13. 
2

4 














x

y

x

y
y                                28. 

x

y

x

y
y cos  

14.  xyyyx  2                                  29. 
x

y
yx

x

y
yx sinsin   

15. )2( 22 xyxyyxy                         30. yxyxy  22 2  
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3. Решить линейное дифференциальное уравнение 

1. 422 xyyx                                        16. xxyyx cos2          

2. 
2

2 xxexyy                                     17. xyxy sin1cos   

3. xx
xx

y
y ln

ln
                                   18. xeyy 32   

4. 22 32)1( xxyyx                              19. 34xyyx   

5. 2
1 2




 y
x

x
y                                      20. 012  xyyx  

6. 2x
x

y
y                                               21. xxxyctgy sin2  

7. xxyy 2sin
2

1
cos                                22. xxtgyy 2cos  

8. xx
x

y
y 2

2

2 


                                  23. )1(
1




 xe
x

y
y x    

9. xx
x

y
y sin                                         24. 2

2
x

x

y
y   

10. 5
52

2



 y

x

x
y                                     25. 

x

x

x

y
y

ln
2  

11. 
3

12

xx

y
y                                           26. 

3

23

xx

y
y   

12. 322 xxyy                                       27. 2)1(
1

2



 xe

x

y
y x  

13. xxyy 2sincos                               28. 3)1(
1

2



 x

x

y
y  

14. 344 xxyy                                       29. 






  322 1
3

1
3 xxyxy  

15. 
2

2

xx

y
y                                           30. xxexyy x sin2

2
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4. Найти решение задачи Коши 

1. 2)1( yexxyy x , 1)0( y            

2. xyyyx ln2 2 , 
2

1
)1( y                   

3. 2)(2 xyyyx  , 2)1( y                                   

4. 2433 144 yexyxy x







  , 1)0( y                              

5. xxyyyx ln)2(ln2  , 1)1( y                                                

6.   21)(2 yexxyy x ,  2)0( y                                              

7. xyyyx ln)(3 2 , 3)1( y                                                       

8. )sin1(coscos2 1 xxyxyy   , 1)0( y                                                    

9. 2433 144 yexyxy x







  , 1)0( y                                                       

10. 22
2

223  yxexyy x , 1)0( y                                         

11. 32 3532 yxyyx 






  , 
2

1
)1( y                                            

12.   45453 yxyyx  , 1)1( y                                           

13. 12 )cos32(cos32  yxexyy x , 1)0( y                                           

14. 2)(3 xyyyx  , 3)1( y                                               

15. 22xyyy  , 
2

1
)0( y       

16. 32 122032 yxyyx 






  , 
22

1
)1( y  

17. 3322 yxxyy  , 2)0( y      

18. xyyyx ln2 , 1)1( y    

19. 12 )cos128(cos32  yxexyy x , 2)0( y  

20. 2233 84 yexyxy x







  , 1)0( y      

21. 3253128 yxyyx 






  , 2)1( y      

22. 2)(2 xyyy  , 2)0( y       

23.   21 yexxyy x , 1)0( y      
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24. 12 )cos32(cos32   yxexyy x , 1)0( y  

25. 2xyyy  , 1)0( y   

26. xyyyx ln)(2 2 , 2)1( y    

27. 2xyyy  , 1)0( y  

28. xchyxycthy 22  , 
1

1
)1(

sh
y   

29.   21)(2 yexxyy x , 2)0( y  

30. xyytgxy sin
3

2 4 , 1)0( y      

 

5. Найти общий интеграл дифференциального уравнения  

1. 0332 232  














 dyyxdxyxx .     

2.  02 22  






 dyyxxydx .                          

3. 06492 322  














 ydyxyxdxxy .                                                  

4. 0ln3  






 dyxydx
x

y
.                                                    

5. 0
523

3

3

2

22







dy
y

yx
dx

y

yx
.                                                   

6. 012 22 













dyyxdxyxx .                                                   

7. 0cos22sin1 22  






 dyxydxxy .                                                  . 

8.   dy
y

x
ydxyx


















3

2 2ln13 .                                                  

9. 0
12cos

cos)1(
2

sin

2




















dy

y

yx
dx

y

x
.                                                  

10. 022 2323  














 dyyxydxxyx .                                                   

11. 01
2222





 
















dy
yx

x
dx

yx

y
.                                                 
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12. 02  






 dyyxedxe
yy .                                                 

13. 0ln1  xdyxdxyx yy .                                              

14. 011 2222 



























dyyyxdxyxx .                                                 

15.     0sincossin  dyyyxdxyx .                                                 

16. 0cossin  














 dyyexdxyey xx . 

17.   0cos5,0sin 2  






 dyyxxdxyxy . 

18.  0222  














 dyexxydxyyx x . 

19.  0ln2
22





























dy

y

x
edxyxye xx . 

20.    01
2

ln
2


















dyx
y

x
dxyxy . 

21.   0cos1sin2  






 dyyxdxyx .        

22.  0 






 dyyedxye xx . 

23.  0cossin  














 dyyyedxxye xx . 

24. 05cos25sin5ln 2 




















 dyxy
y

x
dxxyy . 

25. 0cossin3 32  














 dyyxdxxyx . 

26. 043 32  














 
dyyedxxe

yxyx
. 

27. 0
2222





 
































dy
yx

x
xedxy

yx

y y
                                  . 

28. 0
1

coscos
1

sinsin 



























dy

y
xyxdx

x
xyy . 

29. 0)cos(2sin)cos( 22  






 dyyxydxxyx . 

30. 032363 23223  














 dyyxxdxxyyxx . 
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6. Для данного дифференциального уравнения методом изоклин 

построить интегральную кривую, проходящую через точку М: 

1. 2xyy  , )2;1(M .                               16. xyy  , )1;0(M . 

2. xyy 2 , )5;0(M .                                  17. 
2

x
yy  , )4;2(M . 

3. 22 yy  , )2;1(M .                               18. 3)(2  xyy , 














2

1
;1M . 

4. 
y

x
y

3

2
 , )1;1(M .                                    19. yxy 2 , )0;3(M . 

5. xyy )1(  , 














2

3
;1M .                            20. yyx 2 , )3;1(M . 

6. 0 xyy , )3;2( M .                          21. xyy 3 , )2;3( M .   

7. 23 yy  , )2;1(M .                                22. 2xyy  , )4;3(M .   

8. yyx 2 , )3;2(M .                                  23. 0222  yxyyx , )1;2(M .    

9. yxy  






 22 , )2;2(M .                         24. yxy  2 , 














2

3
;2M .    

10. 0222  yxyyx , )1;2(M .                25. xyy  ,  1;2M .   

11. xyy  , 













1;

2

9
M .                             26. xyy  ,  3;2M .   

12. yxy  2 , 














2

1
;1M .                           27. xyy  ,  2;4M . 

13. yxy  ,  1;0 M .                                28. xyy 3 ,  1;1M .      

14. 2xyy  ,  1;1M .                              29. 0 xyy , )3;2(M .      

15. 
y

x
y  , )1;1(M .                                   30. yyx 2 ,  1;1M .    

 

7. Решить геометрическую задачу. 

Чтобы решить приведенные ниже геометрические задачи, надо 

построить чертеж, обозначить искомую кривую через )(xyy  (если 

задача решается в прямоугольных координатах) и выразить все упо-

минаемые в задаче величины через x, y и y . Тогда данное в условии 

задачи соотношение превращается в дифференциальное уравнение, из 

которого можно найти искомую функцию )(xyy  .   
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1. Найти кривые, для которых площадь треугольника, образо-

ванного касательной, ординатой точки касания и осью абсцисс есть 

величина постоянная, равная 2a . 

2. Найти кривые, для которых сумма катетов треугольника, об-

разованного касательной, ординатой точки касания и осью абсцисс 

есть величина постоянная, равная b . 

3. Найти кривые, обладающие следующим свойством: отрезок 

оси абсцисс, отсекаемый касательной и нормалью, проведенными из 

произвольной точки кривой, равен a . 

4. Найти кривые, у которых точка пересечения любой касатель-

ной с осью абсцисс имеет абсциссу, вдвое меньшую абсциссы точки 

касания. 

5. Найти кривые, обладающие следующим свойством: если че-

рез любую точку кривой провести прямые, параллельные осям коор-

динат, до встречи с этими осями, то площадь полученного треуголь-

ника делится кривой в отношении 1:2. 

6. Найти кривые, касательные к которым в любой точке образу-

ют равные углы с полярным радиусом и полярной осью. 

7. Найти кривые, у которых отрезок касательной, заключенный 

между осями координат, делится пополам в точке касания. 

8. Найти кривые, у которых отрезок касательной, заключенный 

между точкой касания и осью абсцисс, делится пополам в точке пере-

сечения с осью ординат. 

9. Найти кривую, проходящую через точку )0;2(  и обладающую 

тем свойством, что отрезок касательной между точкой касания и осью 

ординат имеет постоянную длину, равную двум. 

10.  Найти кривую, проходящую через точку )16;2(  и обладаю-

щую  тем свойством, что угловой коэффициент касательной в любой 

точке кривой в три раза больше углового коэффициента прямой, со-

единяющей эту же точку с началом координат. 

11. Найти кривую, проходящую через точку )16;2(  и обладаю-

щую  тем свойством, что угловой коэффициент касательной в любой 

точке кривой равен ординате точки касания. 

12. Найти кривую, проходящую через точку )1;4(  и обладающую 

тем свойством, что отрезок любой касательной к кривой, заключен-

ный между осями координат, делится точкой касания пополам. 
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13. Найти кривую, проходящую через точку )1;4(  и обладающую 

тем свойством, что отрезок касательной между точкой касания и осью 

абсцисс делится пополам в точке пересечения с осью ординат. 

14. Найти кривую, проходящую через точку )1;1( , для которой 

площадь треугольника, образованного касательной, ординатой точки 

касания и осью абсцисс, равна 1. 

15. Найти кривую, у которой точка пересечения любой касатель-

ной с осью абсцисс одинаково удалена от точки касания и от начала 

координат. 

16. Найти кривую, у которой расстояние любой касательной от 

начала координат равно абсциссе точки касания. 

17. Найти кривую, проходящую через точку )0;1( , если известно, 

что треугольник, образованный осью ординат, касательной к кривой в 

произвольной ее точке и радиус-вектором точки касания, равнобед-

ренный; основанием его является отрезок касательной от точки каса-

ния до оси ординат. 

18. Найти кривые, касательные к которым в любой точке отсека-

ют от оси абсцисс отрезки, равные ординате точке касания. 

19. Найти кривую, проходящую через точку )1;1( , у которой рас-

стояние любой касательной от начала координат равно абсциссе точ-

ки касания. 

20. Найти кривую, проходящую через точку )2;1( , для которой 

отрезок на оси ординат, отсекаемый любой касательной к кривой, ра-

вен абсциссе точки касания. 

21. Найти кривую, проходящую через точку )0;3( , если известно, 

что угловой коэффициент касательной равен 
x

yx
. 

22. Найти кривую, проходящую через точку )0;3( , если известно, 

что отрезок, отсекаемый касательной на оси ординат, равен абсциссе 

точки касания. 

23. Найти кривую, проходящую через точку )0;0( , если известно, 

что угловой коэффициент в любой ее точке равен сумме координат 

этой точки. 

24. Найти кривую, проходящую через точку )0;0( , касательная к 

которой в произвольной ее точке отсекает на оси ординат отрезок, 

равный квадрату ординаты точки касания. 
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25. Найти кривые, у которых площадь трапеции, ограниченной 

осями координат, касательной и ординатой точки касания, есть вели-

чина постоянная, равная 23a . 

26. Найти кривые, у которых площадь треугольника, ограничен-

ного касательной, осью абсцисс и отрезком от начала координат до 

точки касания, есть величина постоянная, равная 2a . 

27. Подкасательной кривой )(xfy   в точке M называется про-

екция на ось Ox отрезка AM касательной к этой кривой, где A – точка 

пересечения касательной с осью. Найти кривые, у которых подкаса-

тельная имеет длину, равную 2. 

28.  Найти кривые, у которых сумма длин касательной (точнее, 

длины ее отрезка от точки касания до точки пересечения с осью абс-

цисс) и подкасательной в любой ее точке равна произведению коор-

динат точки касания. 

29. Найти кривые, у которых подкасательная пропорциональна 

абсциссе точки касания (коэффициент пропорциональности равен k). 

30. Найти кривую, проходящую через точку )1;(a и имеющую 

подкасательную постоянной длины a. 

 

8. Решить физическую задачу. 

Чтобы решить физическую задачу нужно прежде всего решить, 

какую из величин взять за независимую переменную, а какую – за ис-

комую функцию. Затем надо выразить, на сколько изменится искомая 

функция )(xyy  , когда независимая переменная x получает прира-

щение x , то есть выразить разность )()( xyxxy   через величины, 

о которых говорится в задаче. Разделив эту разность на x  и перейдя 

к пределу при 0x , получим дифференциальное уравнение, из ко-

торого можно найти искомую функцию. В большинстве задач содер-

жатся условия, с помощью которых можно определить значения по-

стоянных, входящих в общее решение дифференциального уравне-

ния. Иногда дифференциальное уравнение можно составить более 

простым путем, воспользовавшись физическим смыслом производной 

(если независимая переменная – время t, то
dt

dy
 есть скорость измене-

ния величины )(tyy  ). 
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В некоторых задачах при составлении уравнения следует ис-

пользовать физические законы, сформулированные в тексте перед за-

дачей (или перед группой задач). 

1. В сосуд, содержащий 10 л воды, непрерывно поступает со 

скоростью 2 л в минуту раствор, в каждом литре которого содержится 

0,3 кг соли. Поступающий в сосуд раствор перемешивается с водой и 

смесь вытекает из сосуда с той же скоростью. Сколько соли будет в 

сосуде через 5 минут? 

2. Сосуд объемом в 20 л содержит воздух (80% азота и 20% кис-

лорода). В сосуд втекает 0,1 л азота в секунду, которые непрерывно 

перемешивается, и вытекает такое же количество смеси. Через сколь-

ко времени в сосуде будет 99% азота? 

3. В баке находится 100 л раствора, содержащего 10 кг соли. В 

бак непрерывно подается вода (5 л в минуту), которая перемешивает-

ся с имеющимся раствором. Смесь вытекает в той же скоростью. 

Сколько соли в баке остается через час? 

4. В воздухе комнаты объемом 200 м
3 

содержится 0,15% угле-

кислого газа (СО2). Вентилятор подает в минуту 20 м
3
 воздуха, со-

держащего 0,04%  СО2. Через какое время количество углекислого га-

за в воздухе комнаты уменьшится втрое? 

5. В резервуаре находится 80 л раствора, содержащего 8 кг соли. 

Каждую минуту в него вливается 4 л воды и вытекает 4 л раствора, 

при этом концентрация соли поддерживается равномерной (путем пе-

ремешивания). Сколько соли останется в резервуаре через 40 минут? 

6. Сосуд емкостью 100 л наполнен рассолом, содержащим 10 кг 

растворенной соли. В одну минуту в него втекает 3 л воды и столько 

же смеси перекачивается в другой сосуд той же емкости, первона-

чально наполненный водой, из которого избыток жидкости выливает-

ся. В какой момент времени количество соли в обоих сосудах будет 

одинаково?  

В задачах 7-11 принять, что скорость остывания (или нагрева-

ния) тела пропорциональна разности температур тела и окружающей 

среды. 

7.  Тело охладилось за 10 минут от 100
0
  до 60

0
. Температура 

окружающего воздуха поддерживается равной 20
0
. Когда тело осты-

нет до 25
0
? 
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8. В сосуд, содержащий 1 кг воды при температуре 20
0
, опущен 

алюминиевый предмет с массой 0,5 кг, удельной теплоемкостью 0,2 и 

температурой 75
0
. Через минуту вода нагрелась на 2

0
. Когда темпера-

тура воды и предмета будут отличаться одна от другой на 1
0
? Поте-

рями тепла на нагревание сосуда и прочими пренебречь. 

9. Кусок металла с температурой a помещен в печь, температура 

которой в течение часа равномерно повышается от a до b градусов. 

При разности температур печи и металла в T градусов металл нагре-

вается со скоростью kT градусов в минуту. Найти температуру метал-

ла через час. 

10. Металлическая болванка, нагретая до 420
0
, охлаждается в воз-

духе, температура которого 20
0
. Через 15 минут после начала охла-

ждения температура детали понизилась до 120
0
. Определить темпера-

туру болванки через 30 минут охлаждения.  

11.  В воде с температурой 20
0
 в течение 10 минут тело охлажда-

ется от 100
0
 до 60

0
 градусов. За сколько времени тело охладится до 

30
0
?  

12.  Лодка замедляет свое движение под действием сопротивле-

ния воды, которое пропорционально скорости лодки. Начальная ско-

рость лодки 1,5 м/cек, скорость ее через 4 сек 1 м/cек. Когда скорость 

лодки уменьшится до 1см/cек? Какой путь может пройти лодка до 

остановки? 

В задачах 13-16 использовать закон радиоактивного распада: ко-

личество радиоактивного вещества, распадающегося за единицу вре-

мени, пропорционально количеству этого вещества, имеющегося в 

рассматриваемый момент. 

13. За 30 дней распалось 50% первоначального количества радио-

активного вещества. Через сколько времени останется 1% от первона-

чального количества? 

14.  Согласно опытам в течение года из каждого грамма радия 

распадается 0,44 мг. Через сколько лет распадется половина имеюще-

гося количества радия? 

15.  Определить, через сколько лет от 1 кг радия останется 0,7 кг, 

если известно, что период полураспада радия (время, за которое масса 

радия уменьшается вдвое) равен 1590 лет. 

16.  В исследованном куске горной породы содержится 100 мг 

урана и 14 мг уранового свинца. Известно, что уран распадается 
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наполовину за 9105,4   лет и что при полном распаде 238 г урана обра-

зуется 206 г уранового свинца. Определить возраст горной породы. 

Считать, что в момент образования горная порода не содержала свин-

ца, и пренебречь наличием промежуточных радиоактивных продуктов 

между ураном и свинцом (так как они распадаются намного быстрее 

урана). 

17.  Количество света, поглощаемое слоем воды малой толщины, 

пропорционально количеству падающего на него света и толщине 

слоя. Слой воды толщиной 35 см поглощает половину падающего на 

него света. Какую часть света поглотит слой толщиной в 2м?   

Для составления дифференциального уравнения в задачах 17-19 

за неизвестную функцию удобнее взять скорость. Ускорения свобод-

ного падения считать равным 10 м/сек
2
. 

18.  Парашютист прыгнул с высоты 1,5 км, а раскрыл парашют на 

высоте 0,5 км. Сколько времени он падал до раскрытия парашюта? 

Известно, что предельная скорость падения человека в воздухе нор-

мальной плотности составляет 50 м/сек. Изменением плотности с вы-

сотой пренебречь. Сопротивление воздуха пропорционально квадрату 

скорости. 

19.  Найти зависимость скорости падения тела в воздухе от вре-

мени, если сила сопротивления воздуха пропорциональна квадрату 

скорости v и площади наибольшего сечения тела, перпендикулярного 

к направлению движения, 2kSvF  . 

20.  Вычислить время падения мяча массой 0,4 кг с высоты 16,3 м 

без начальной скорости с учетом сопротивления воздуха. Найти ско-

рость в конце падения. 

 В задачах 21-26 принять, что жидкость из сосуда вытекает со 

скоростью, равной gh26,0 , где 10g  м/сек
2 

– ускорение свободного 

падения, h – высота уровня воды над отверстием. 

21.   За какое время вытечет вся вода из цилиндрического бака с 

диаметром 2R=1,8 м и высотой H=2,45м через отверстие в дне диа-

метром 2r=6 см? Ось цилиндра вертикальна. 

22.   Решить предыдущую задачу в предположении, что ось ци-

линдра расположена горизонтально, а отверстие находится в самой 

нижней части цилиндра. 
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23.  Цилиндрический бак поставлен вертикально и имеет отвер-

стие в дне. Половина воды из полного бака вытекает за 5 минут. За 

какое время вытечет все вода? 

24.  Воронка имеет форму конуса радиуса 6 см и высотой 10 см, 

обращенного вершиной вниз. За какое время вытечет вся вода из во-

ронки через круглое отверстие диаметра 0,5 см, сделанное в вершине 

конуса? 

25.  В прямоугольный бак размером 60см75 см и высотой 80 см 

поступает 1,8 л воды в секунду. В дне имеется отверстие площадью 

2,5 см
2
. За какое время наполнится бак? 

26.  Локомотив движется по горизонтальному участку пути со 

скоростью 72 км/ч. Через сколько времени и на каком расстоянии он 

будет остановлен тормозом, если сопротивление движению после 

начала торможения равно 0,2 его веса. 

27.  Моторная лодка движется со скоростью 18 км/ч. Через 5 ми-

нут после выключения мотора ее скорость уменьшилась до 6 км/ч. 

Найти расстояние, пройденное лодкой по инерции за 15 минут, если 

сопротивление воды пропорционально скорости движения лодки. 

28.  Пуля входит в доску толщиной 10 см со скоростью 200м/сек, 

а вылетает из доски, пробив ее, со скоростью 50 м/сек. Найти, сколько 

времени продолжалось движение пули через доску, если сопротивле-

ние доски движению пули пропорционально квадрату ее скорости. 

29.  Скорость размножения некоторых бактерий пропорциональ-

на количеству бактерий, имеющихся в наличии в рассматриваемый 

момент времени. Количество бактерий за 4 часа утроилось. Найти за-

висимость количества бактерий от времени, если в начальный момент 

их было a. 

30.  Вращающийся в жидкости диск замедляет свое движение под 

действием силы трения, пропорциональной угловой скорости враще-

ния. Известно, что диск, начавший вращаться со скоростью 18 об/cек, 

по истечении 45 сек вращается со скоростью 6 об/cек. С какой угло-

вой скоростью будет вращаться диск по истечении 90 сек после нача-

ла замедления? В какой момент времени угловая скорость будет рав-

на 1 об/сек? 
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9. Найти общее решение дифференциального уравнения 

1. yxxy  ln .                                            2. 1 yyx . 

3. yyx 2 .                                                4.  1 xyyx . 

5. 0
sin

1


x
yytgx .                              6. 12  yxyx .   

7. 022  yyxctg .                                  8. 123  yxyx . 

9. yytgx  2 .                                            10. yxсthy  22 . 

11. 134  yxyx .                                        12. 02  yyx .   

13. 22 21 xyxyx  






 .                              14. 145  yxyx .   

15. 0
1


x
yyx .                                       16. 0 xyyx . 

17. 32
2

xy
x

y  .                                         18.   11  yyx . 

19. 02sin  xxtgyy .                              20. xexyyx 2 . 

21. 01 yytgx .                                     22. yxyx  ln .    

23. 32 21 xyxyx  






 .                                24. 0 xyyx . 

25.   yxyx  cossin1 .                               26. 
x

yyx
1

 . 

27. 01)(1 22  






 yyx .                            28.   yyx 1 . 

29. )1(
1





 xx

x

y
y .                                   30. 21 2  







 yxyx . 

 

10. Найти решение задачи Коши. 

1. 14 43  yyy , 2)0( y , 
22

1
)0( y . 

2.  3128yy  , 1)0( y , 8)0( y .                                         

3. 0643 yy , 4)0( y , 2)0( y .                                                       

4.  0cossin2 3  yyy , 0)0( y , 1)0( y .         

5. yyy 3sincos32  , 
2

)1(


y , 4)1( y .                                                 
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 6. 1164 43  yyy , 
2

2
)0( y , 

2

1
)0( y .               

7. 0)( 2  yyy , 1)0( y , 2)0( y .                                                    

8. yyy  ln , 0)0( y , 1)0( y .     

9. 01)( 2  yyy , 0)( y , 1)(  y .                                                    

10. yyy 23  , 1)0( y , 1)0( y .     

11. 32yy  , 0)0( y , 1)0( y .                                                       

12.  32)( yyyy  , 
2

1
)0( y , 0)0( y .                  

13. 232 yy  , 1)2( y , 1)2( y .                                                 

14. 32 )()( yyyy  , 1)1( y , 1)1( y . 

15. 13 yy , 1)1( y , 0)1( y . 

16. 134  yyy , 2)0( y , 
2

2
)0( y .         

17. yey 2 , 0)0( y , 1)0( y .                                                     

18. )1()(2 2  yyy , 2)1( y , 1)1( y .          

19. 350yy  , 1)3( y , 5)3( y .                                                         

20. 0253 yy , 5)2( y , 1)2( y .       

21. 0cossin18 3  yyy , 0)0( y , 3)0( y .                                             

22. yyy 3sincos8  , 
2

)1(


y , 2)1( y .            

23. )1(4 43  yyy , 2)0( y , 2)0( y .                                                 

24. 332yy  , 1)4( y , 4)4( y .          

25. 0163 yy , 2)1( y , 2)1( y .       

26. 0cossin32 3  yyy , 0)0( y , 4)0( y .                            

27. 318yy  , 1)1( y , 3)1( y .                                                

28. 1643  yyy , 22)0( y , 2)0( y .          

29. 013 yy , 1)1( y , 1)1( y .                                                        

30. 32yy  , 1)1( y , 1)1( y .       
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11. Найти общее решение однородных дифференциальных 

уравнений с постоянными коэффициентами:
  1. а) 065  yyy ,      б) 03612  yyy ,      в) 0106  yyy .                                        

2. а) 02  yyy ,        б) 0168  yyy ,        в) 0102  yyy .                                                                            

3. а) 034  yyy ,      б) 044  yyy ,          в) 04  yy .                                                                                                                 

4. а) 0252  yyy ,    б) 096  yyy ,          в) 054  yyy .                                                                                                                 

5. а) 0910  yyy ,     б) 02510  yyy ,      в) 084  yyy .                                                                                                                

6. а) 02  yyy ,         б) 044  yyy ,         в) 0136  yyy .                                                                                                                

7. а) 023  yyy ,       б) 010020  yyy ,    в) 0584  yyy .                                                                                                                 

8. а) 067  yyy ,       б) 0168  yyy ,        в) 0102  yyy .                                                                                                                 

9. а) 015164  yyy ,  б) 069  yyy ,          в) 0294  yyy .                                                                                                             

10. а) 065  yyy ,      б) 02  yyy ,           в) 03613  yyy .                                                                                                            

11. а) 034  yyy ,    б) 01025  yyy ,      в) 0256  yyy .                                                                                                        

12. а) 034  yyy ,      б) 04914  yyy ,      в) 0102  yyy .                                                                                                                                       

13. а) 04  yy ,             б) 06416  yyy ,      в) 0136  yyy .                                                                                                                                      

14. а) 02  yyy ,    б) 092416  yyy ,      в) 0252  yyy .                                                                                                                                         

15. а) 086  yyy ,   б) 09124  yyy ,       в) 052  yyy .                                                                                                                                                                            

16. а) 023  yyy ,   б) 025309  yyy ,     в) 054  yyy .       

17. а) 045)4(  yyy ,  б) 042849  yyy ,     в) 052  yyy .    

18. а) 0823  yyy ,    б) 04129  yyy ,       в) 016  yy .         

19. а) 02  yyy ,       б) 092416  yyy ,      в) 025  yy .         

20. а) 065  yyy ,     б) 04914  yyy ,        в) 022  yyy .    

21. а) 067  yyy ,     б) 01449  yyy ,        в) 022  yyy .       

22. а) 052  yy ,           б) 016249  yyy ,      в) 0100  yy .                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                               

23. а) 0107  yyy ,    б) 03612  yyy ,       в) 0294  yyy .    

24. а) 0127  yyy ,    б) 06416  yyy ,       в) 054  yyy .    

25. а) 03011  yyy ,    б) 08118  yyy ,       в) 064  yy .    

26. а) 0166  yyy ,     б) 012122  yyy ,     в) 049  yy .    

27. а) 0183  yyy ,     б) 01236  yyy ,        в) 081  yy .    

28. а) 0208  yyy ,     б) 01881  yyy ,        в) 0121  yy .   

29. а) 012  yyy ,       б) 020100  yyy ,      в) 0169  yy .     

30. а) 0152  yyy ,     б) 0816  yyy ,          в) 0196  yy .     
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12. Найти общее решение однородного дифференциального 

уравнения с постоянными коэффициентами:
 
 

1. 2123 xyyy  .                               16. xxyy 36 2  . 

2. xxyy  2                                           17. xyyyy 233)4(  . 

3. 2)4( )2(5  xyy .                                  18. )1(22)4( xxyyy  . 

4. 12 2)4(  xxyyy .                        19. 32)4()5(  xyy . 

5. 163 )4(  xyy .                                     20. 2)4( 42 xyyy  . 

6. 15 2  xyy .                                        21. 2)4( 44 xxyyy  . 

7. xyy 127  .                                           22. xxyyy 2323 2  . 

8. 123 2  xxyy .                                 23. 234 2  xxyy . 

9. 333)4(  xyyyy .                       24. xxyyy 6122 2)4(  .  

10. 2384324 xyy  .                             25. 2)4( 322 xyyy  . 

11. 22449 xyy  .                                 26. 432 2  xxyy . 

12. 11213  xyyy .                            27. xyy )4( . 

13. 56  xyy .                                       28. 3223 2  xxyyy   

14. 2)1(65  xyyy .                           29. 1396)4(  xyyy . 

15. 39181213 2  xyyy .                    30. 612)4(  xyy . 

 

13. Найти общее  решение однородного дифференциального 

уравнения с постоянными коэффициентами:
 
 

1. xeyyy 232  .                                     10. xeyyy 4286  .  

2. xeyyy 38152  .                             11. xeyyy 462811  .        

3. xeyyy 2565  .                                 12. xeyyy 43127  .         

4. xeyyy 4209  .                                 13. xeyyy 236145  .               

5. xeyyy  1256 .                                 14. xeyyy 3206  .                

6. xeyyy 34158  .                                15. xeyyy 662410  .              

7. xeyyy 41412  .                                  16. xeyyy 212107  .      

8. xeyyy 516152  .                           17. xeyyy 521103  .                     

9. xeyyy 2181610  .                             18. xeyyy 320214  .               
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19. xeyyy 8252411  .                            25. xeyyy 39183  .            

20. xeyyy 21686  .                           26. xeyyy 442410  .                

21. xeyyy 218107  .                            27. xeyyy 71676  .       

22. xeyyy 232124  .                              28. xeyyy 723512  .     

23. xeyyy 424324  .                              29. xeyyy 336183  .    

24. xeyyy 81887  .                            30. xeyyy 524152  .          

 

14. Составить однородное дифференциальное уравнение, име-

ющее данные частные решения 

 

1. xex 2,,1 .                                                 16. xcos,1 . 

2. xex, .                                                      17. 1,2,3  xexx . 

3. xexx ,, 2 .                                                18. 32,92,3 22  xxxx . 

4. xchxshex ,, .                                            19. xexe xx 2cos,2sin . 

5. xxex cos,sin, .                                          20. xchxsh , . 

6. xxx eee 432 ,, .                                             21. xx xeex ,,,1 . 

7. 2,1,2 xx .                                               22. xx cos,sin,1 . 

8. 1,, 22 xx ee  .                                              23. xxex 2cos,2sin, . 

9. xexe xx 4cos,4sin 22 .                               24. xchxsh 2,2 .  

10. xxx exee 2,, .                                           25. xex ,1,3  . 

11. xx xee 33 ,  .                                           26. xxex 3cos,3sin, . 

12. xexe xx 4cos,4sin .                                27. 1,, 42 xx ee . 

13. xchxsh 2,2 .                                          28. xxe x cos,sin,2 .  

14. xexe xx cos,sin  .                               29. xxxxxx cos,cos,sin,sin . 

15. xexe xx 5cos,5sin 22 .                             30. xxx cos,sin,,1 . 
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15. Решить уравнение методом вариации постоянных. 

1. 
2

4
x

ctgyy  .                                       16. 
xe

yyy



1

1
23 . 

2. 
)2(

1
23

xx ee
yyy


 .                       17. 

x
yy

2sin

4
4  . 

3. 
x

yy
2cos

4
4  .                                      18. 

x

x
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16. Найти частное решение однородной системы дифференци-

альных уравнений.               

1. 










1)0(

3)0(3

yyxy

xyxx




.                           16. 











1)0(2

2)0(4

yyxy

xyxx




. 

2. 










1)0(2

5)0(52

yyxy

xyxx




.                         17. 











1)0(35

1)0(3

yyxy

xyxx




. 

3. 










1)0(22

1)0(62

yyxy

xyxx




.                       18. 











1)0(2

1)0(2

yyxy

xyxx




. 

4. 










3)0(43

4)0(82

yyxy

xyxx




.                       19. 











1)0(4

1)0(

yyxy

xyxx




. 

5. 










1)0(3

1)0(53

yyxy

xyxx




.                        20. 











1)0(

1)0(3

yyxy

xyxx




. 

6. 










1)0(32

2)0(4

yyxy

xyxx




.                      21. 











3)0(23

1)0(4

yyxy

xyxx




. 

7. 










1)0(34

1)0(32

yyxy

xyxx




.                      22. 











3)0(3

2)0(24

yyxy

xyxx




. 

8.  










1)0(64

1)0(35

yyxy

xyxx




.                   23. 











6)0(46

1)0(3

yyxy

xyxx




. 

9.  










1)0(

1)0(3

yyxy

xyxx




.                        24. 











1)0(2

1)0(52

yyxy

xyxx




. 

10. 










1)0(22

3)0(62

yyxy

xyxx




.                    25. 











1)0(43

2)0(82

yyxy

xyxx




. 

11. 










1)0(2

1)0(4

yyxy

xyxx




.                       26. 











5)0(35

1)0(3

yyxy

xyxx




. 

12. 










1)0(2

1)0(2

yyxy

xyxx




.                      27. 











1)0(4

1)0(

yyxy

xyxx




. 

13. 










3)0(3

5)0(53

yyxy

xyxx




.                       28. 











1)0(

3)0(3

yyxy

xyxx




. 

14. 










1)0(23

1)0(4

yyxy

xyxx




.                       29. 











4)0(34

3)0(32

yyxy

xyxx




. 

15. 










1)0(3

1)0(24

yyxy

xyxx




.                      30. 











0)0(32

3)0(4

yyxy

xyxx




. 



 97 

17. Найти общее решение системы дифференциальных уравне-

ний. Указать частное решение системы, удовлетворяющее начально-

му условию: 0)0( x , 0)0( y . 
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18. Найти общее решение системы дифференциальных уравнений. 
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КОНТРОЛЬНЫЕ ВОПРОСЫ ПО КУРСУ  

«ОБЫКНОВЕННЫЕ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ»  

 

1. Основные понятия теории обыкновенных дифференциальных 

уравнений. 

2. Дифференциальные уравнения первого порядка; общее, част-

ное, особое решения; интегральные кривые, поле направлений. 

3. Уравнения с разделяющимися переменными.  

4. Задачи, приводящие к дифференциальным уравнениям. 

5. Однородные уравнения и уравнения, приводимые к ним. 

6. Линейные уравнения первого порядка.  

7. Уравнение Бернулли, Риккати. 

8. Уравнения в полных дифференциалах.  

9. Интегрирующий множитель. 

10. Понятие метрического пространства. Теорема Банаха о сжи-

мающем отображении. 

11. Доказательство теоремы существования и единственности 

решения дифференциального уравнения первого порядка.  

12. Теорема существования и единственности решения системы 

дифференциальных уравнений первого порядка.  

13. Теорема существования и единственности решения диффе-

ренциального уравнения n-го порядка. 

14. Уравнения высших порядков, допускающие понижение по-

рядка. 

15. Линейные дифференциальные уравнения n-го порядка с пе-

ременными коэффициентами.  

16. Линейная зависимость функций и определитель Вронского.  

17. Фундаментальная система решений линейного дифференци-

ального уравнения n-го порядка. 

18. Формула Остроградского – Лиувилля для линейного диффе-

ренциального уравнения n-го порядка. 

19. Линейные однородные уравнения n-го порядка с постоянны-

ми коэффициентами. Характеристическое уравнение. Общее решение 
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однородного уравнения (случай действительных корней – различных 

и кратных). 

20. Общее решение линейного однородного уравнения n-го по-

рядка (случай комплексных корней – различных и кратных).  

21. Линейные неоднородные уравнения n-го порядка.  

22. Нахождение общего решения линейного неоднородного 

уравнения n-го порядка методом вариации произвольных постоянных.  

23. Решение линейных неоднородных уравнений с постоянными 

коэффициентами с квазимногочленом в правой части. 

24. Системы дифференциальных уравнений. Интегрирование 

системы дифференциальных уравнений. 

25. Системы линейных дифференциальных уравнений первого 

порядка. Линейная зависимость системы вектор-функций и определи-

тель Вронского для системы вектор-функций. 

26. Формула Остроградского – Лиувилля для однородной си-

стемы линейных уравнений первого порядка.  

27. Нахождение фундаментальной системы решений для линей-

ной однородной системы с постоянными коэффициентами. Нахожде-

ние общего решения неоднородной системы методом вариации про-

извольных постоянных.  
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

 

 Данное учебно-практическое пособие отражает мой опыт рабо-

ты со студентами очной формы обучения технических специально-

стей. Материал пособия содержит следующий раздел высшей матема-

тики, изучаемый во втором семестре: обыкновенные дифференциаль-

ные уравнения.   

 Опыт показал, что для студентов очной форы обучения значи-

тельную трудность представляет усвоение теоретического материала. 

Поэтому в данном пособии большое внимание уделено доступному 

изложению теоретического материала, подробному доказательству 

основных теорем курса. Также студенты первого курса сталкиваются 

с проблемами решения типовых задач. В связи с этим в этом пособии 

детально разобраны все примеры и задачи из индивидуальных типо-

вых расчетов. Подробные объяснения к решениям направлены на 

формирование у обучающихся научного стиля изложения, умения 

выражать свои мысли.  

 В настоящее время будущие инженеры, экономисты, строители 

нуждаются в серьёзной математической подготовке. Этим и опреде-

ляется место математики в системе высшего образования. Изучение 

математики способствует усвоению современного стиля научного 

мышления и является условием его применения в конкретных науках.   
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