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ПРЕДИСЛОВИЕ 

 

Настоящее пособие предназначено для 

студентов-бакалавров очной формы обучения 

технических специальностей, которые изучают 

высшую математику в течение первых двух се-

местров. Материал пособия соответствует про-

грамме второго семестра и включает разделы: 

неопределенный интеграл, определенный интеграл 

и его приложения, несобственный интеграл.   

Пособие содержит необходимый теорети-

ческий материал по рассматриваемым разделам, 

примеры решения типовых задач и индивидуальные 

типовые расчеты, включающие 30 вариантов, для 

самостоятельного выполнения (с последующей их 

защитой во время рейтинговой недели). 

Обозначения и терминология, используе-

мые в пособии являются общеупотребительны-

ми и не нуждаются в специальных пояснениях.  

Отметим, что настоящее пособие ни в коей ме-

ре не призвано заменить более подробные курсы 

высшей математики, изложенные в классиче-

ских учебниках и монографиях. Работа с ним 

предполагает параллельное изучение соответ-

ствующих разделов курса математики по кни-

гам, указанным в библиографическом списке. 
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1. ПЕРВООБРАЗНАЯ И НЕОПРЕДЕЛЕННЫЙ ИНТЕГРАЛ 

К числу важных задач механики относится задача об определе-

нии закона движения материальной точки по заданной ее скорости, а 

также задача об определении закона движения и скорости материаль-

ной точки по заданному ускорению. Эти задачи приводят к проблеме 

отыскания функции по заданной производной этой функции.  

Определение. Функция )(xF  называется первообразной для функции 

)(xf  на ),( ba , если ),( bax  имеем )()( xfxF  . 

 Аналогично определяется первообразная для функции )(xf на 

бесконечной прямой и открытой полупрямой. 

Примеры. 1. Функция xxF sin)(   является первообразной для 

xxf cos)(   на ),(  , так как x R имеем   xx cossin 
 . 

2. Функция xxF ln)(   является первообразной для 
x

xf
1

)(   на 

),0(  , так как ),0( x имеем  
x

x
1

ln 
 . 

        Если )(xF  первообразная для )(xf  на ),( ba , то CxF )(  где С  

любая постоянная, тоже является первообразной для )(xf  на ),( ba . 

Теорема 1.1. Если )(1 xF  и )(2 xF любые первообразные для )(xf  на 

),( ba , то всюду на этом интервале СxFxF  )()( 21 , где С  постоян-

ная.  

Доказательство. Положим )()()( 21 xFxFxF  . Так как каждая из 

функций )(1 xF  и )(2 xF  дифференцируема на ),( ba , то и )(xF  диффе-

ренцируема на ),( ba , причем всюду на этом интервале 

0)()()()()( 21  xfxfxFxFxF . Отсюда получаем, что 

constCxFxFxF  )()()( 21 . Теорема доказана. 

Следствие. Если )(xF   одна из первообразных для )(xf  на ),( ba , то 

любая первообразная для )(xf  имеет вид CxF )( , где С  const. 

 Если функция )(xf , определенная на ),( ba , имеет первообраз-

ную, то она называется интегрируемой на ),( ba . 

Определение. Совокупность всех первообразных функций для данной 

функции )(xf  на ),( ba   называется неопределенным интегралом от 

функции )(xf  и обозначается символом  dxxf )( . 
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В этом обозначении знак  называется знаком интеграла, 

dxxf )( подынтегральное выражение, )(xf подынтегральная функция. 

Если )(xF   одна из первообразных для )(xf  на ),( ba , то со-

гласно следствию из теоремы 1.1. имеем CxFdxxf  )()( , где С  

любая постоянная. Легко видеть, что подынтегральное выражение 

есть дифференциал любой первообразной для )(xf . Действительно, 

если )(xF   первообразная для )(xf , то есть )()( xfxF  , то по опре-

делению дифференциала имеем dxxfdxxFxdF )()()(  . А так как 

CxFdxxf  )()(  и   )()( xdFСxFd  , то можно записать равен-

ства: 

1. CxFxdF  )()(   

2.   dxxfxdFdxxfd )()()(  . 

Знак равенства в последнем соотношении означает, что все 

функции, входящие в совокупность  dxxf )(  имеют один и тот же 

дифференциал )(xdF . Также имеем   )()( xfdxxf 


 . 

Определение. Нахождение неопределенного интеграла от функции 

)(xf , заданной на ),( ba , называется интегрированием этой функции. 

Саму задачу нахождения интеграла от функции )(xf , заданной на 

),( ba , можно рассматривать как обратную к задаче нахождения диф-

ференциала функции. 

Следующие два свойства обычно называют линейными свойствами 

неопределенного интеграла: 

3.      dxxgdxxfdxxgxf )()()()( ; 

4.   dxxfkdxxfk )()( ; 

5. Если CxFdxxf  )()( , 0k , то CbkxF
k

dxbkxf   )(
1

)( . 

Исходя из таблицы производных основных элементарных функ-

ций, мы можем выписать интегралы основных элементарных функций: 

1.   Сdx0                                                         11.   Сxtg
x

dx
2cos

 

2.   Сxdx                                       12.   Сxctg
x

dx
2sin

    

3.  





С
n
x

dxx
n

n

1

1

, 1n                      13. 





 





Cxarcctg

Cxarctg

x

dx

12
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4.   Сx
x

dx
2                                            14. 






 





Cx

Cx

x

dx

arccos

arcsin

1 2
 

5.   С
xx

dx 1
2

                                               15. Caxx
ax

dx
 



2

2
ln  

6.   Сx
x
dx

ln ,  0x                              16.  






C
ax
ax

aax

dx
ln

2
1

22
 

7.   Сedxe xx                                 17.   Сxchdxxsh         

8.   С
a

a
dxa

x
x

ln
                                          18.   Сxshdxxch  

9.   Сxdxx cossin                               19.   Сxth
xch

dx
2

      

10.   Сxdxx sincos                                  20.   Сxcth
xsh

dx
2

. 

Докажем некоторые из этих формул. 

3о. Если  x0 , то  
x

x
1

ln 
 . Если 0 x , то xx  , 

)ln(ln xx  ,  
xx

x
1

)1(
1

)ln( 





 . 

15o. 































ax

x

axx
Caxx

22

2 1
1

ln  

axax

axx

axx 










22

2

2

11
. 

16o.   
































axaxa
axax

a
C

ax
ax

a
11

2
1

lnln
2
1

ln
2
1

 

   22

1
2 axaxaxa

axax







. 

Известно, что производная любой элементарной функции пред-

ставляет также элементарную функцию. Иными словами, операция 

дифференцирования не выводит из класса элементарных функций. 

Отметим, что с операцией интегрирования дело обстоит иначе. Мож-

но доказать, что интегралы от некоторых элементарных функций уже 

не являются элементарными, например, 

1.  dxex2
                                              4.   xli

x
dx
ln

, 1,0  xx    

2.  dxx2cos                                                         5.   xsidx
x

xsin
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3.  dxx2sin                                                             6.  dx
x

xcos
, 0x  

Каждый из указанных интегралов представляет собой функцию, 

не являющуюся элементарной. Интеграл 1, называемый интегралом 

Пуассона или интегралом ошибок, широко используется в статисти-

ческой физике, в теории теплопроводности и диффузии, интегралы 2 

и 3, называемые интегралами Френеля, широко применяются в опти-

ке. Часто встречаются в приложениях интегралы 4–6, первый из кото-

рых называется интегральным логарифмом, а последние два – инте-

гральным синусом и косинусом. Для всех перечисленных новых 

функций составлены таблицы и графики.   

 

2. ОСНОВНЫЕ ПРИЕМЫ ИНТЕГРИРОВАНИЯ 

К основным приемам интегрирования относятся: непосред-

ственное интегрирование, внесение под знак дифференциала, замена 

переменной, интегрирование по частям. 

Непосредственное интегрирование – это метод нахождения 

неопределенных интегралов, основанный на применении таблицы ин-

тегралов, свойств неопределенного интеграла и тождественных пре-

образованиях подынтегральной функции. 

Примеры.  Найти неопределенные интегралы 

1.    dxxx 543 2 ;                                                       7. 
 dxe x 32 ; 

2. 


dx
x
xex x 723 5

;                                                 8. 
 22 ax

dx
; 

3. 
 

dx
x

xx
3

44 2
;                                                   9. 

 204

3
2 xx

dx
;               

4. 
 2

2

1 x

dxx
;                                                                            10.  3

3

x
dxx

;       

5.  dxxctg 2 ;                                                 11. 
 22 xa

dx
    

6.  dx
x
2

cos2                                                  12. 
 235

2

x

dx
.   
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Решение.  

1. Согласно свойствам 3 и 4, а также табличным интегралам 2 и 3, 

имеем: 

      Cx
xx

dxdxxdxxdxxx 5
2

4
3

3543543
23

22

Cxxx  52 23 . 

2.  Разделим почленно числитель на знаменатель, получим: 

Cxe
x

dx
x

exdx
x
xex xx

x

 










ln72

5
37

23
723 5

4
5

. 

3. 
 

  


 



 

dx
x

xx
dx

x

xx
dx

x

xx
3

22

3

222

3

44 2
 

    C
x

xdxxdx
x 4

5

4

1
ln

1
. 

4. Выделим целую часть в подынтегральной функции, тогда 

  










 
 








C

x
x

xdx
xx

dxx

x

dxx
1
1

ln
2
1

1

1
1

1

11

1 22

2

2

2

. 

5. Согласно формулам тригонометрии, имеем:  

   


 







Cxctgxdx

x
dx

x

x
dx

x

x
dxxctg

22

2

2

2
2

sin

1
1

sin

sin1

sin

cos
. 

6.       Cxxdxxdx
x

sin
2
1

cos1
2
1

2
cos2 . 

7. Согласно свойству 5 неопределенного интеграла получим: 

 Сedxe xx 
 3232

2
1

. 

8.  



















C

a
x

arctg
a

C
a
x

arctga
a

a

x
a

dx

ax

dx 11

1
2

2

2
2

22
. 
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9. Выделим полный квадрат в знаменателе подынтегральной функ-

ции: 

 






 




 4
2

4
3

162
3

1644
3

204

3
222

x
arctg

x

dx

xx

dx
dx

xx

dx
. 

10. Выделим целую часть в подынтегральной функции, получим 

  






  







dx

x
xxdx

x
x

x
dxx

3
27

93
3

2727
3

2
33

 

.3ln279
2

3
3

23

Cxx
xx

  

11.  



















C

a
x

a
a

a

x
a

dx

xa

dx
arcsin

1

1
2

2
2

22
. 

12. 

   
 






C
x

x

dx

x

dx

5

3
arcsin

3

2

35

2
35

2
222

. 

Внесение под знак дифференциала 

Теорема 2.1. Если CxFdxxf  )()(  и функция )(xu непре-

рывно дифференцируема, то CuFduuf  )()( . 

Примеры.   

1.  
  Cx

x
xd

dx
x
x

dxxtg cosln
cos
cos

cos
sin ; 

2.        


xdxxdxdx
x

x
ln1ln1ln1ln1

ln1
2
1

 

 
C

x





3
ln12 2

3

; 

3.     Cexdedxex xxx 222 2222

4
3

2
4
3

3 ; 
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4. 
   



 xdx
x

xd

xx

dx
2arcsin2arcsin

2
1

2arcsin

2arcsin
2
1

2arcsin41

3
332

 

.
2arcsin4

1
2

С
x
  

Замена переменной  

Теорема 2.2. Пусть функция )(tx   определена и дифференци-

руема на интервале );(  , причем множество значений функции 

 )(t  принадлежит интервалу );( ba . Пусть для функции )(xf  на );( ba  

существует первообразная )(xF , то есть CxFdxxf  )()( . Тогда на 

интервале );(   для функции   )()( ttf    существует первообразная 

 )(tF  , то есть 

    CtFdtttf   )()()(  .  

Доказательство. По определению первообразной )()( xfxF  . По 

правилу дифференцирования сложной функции 

       )()()()()( ttfttFtF  


. 

Также )()( tddtt   , поэтому       )()()()( tdtfdtttf     

  CtFCxFdxxfxt   )()()(])([  . Теорема доказана. 

Замена переменной применяется в основном при интегрировании 

сложных тригонометрических и иррациональных функций. 

Примеры.  

1.      







 



















dttttdttt

dttdx

tx

tx

dxxx 963323

2

3

3

32 2313

3

1

1

1        

C
ttt
















107
2

4
3

1074

, где tx 3 1 . 
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2.      






 








































C
t
t

t

dt

tt

dtt

t

dtt
dx

tx

te

te

e

dx
x

x

x 1
1

ln
1

2
1

2

1

2

1ln

1

1

1
22

2

2

2

 

C
e

e
x

x







11

11
ln . 

3. 

   

   









 





















dttt

dttdxxx

dxxxdxx

dtdxx

tx

dxxx
22

2222

45
5 1

1cossin1

coscoscos

cos

sin

sincos

 

    













C

ttt
dttttdtttt

11
2

7
4

3
2

221
2

11
2
7

2
3

2
9

2
5

2
1

42  

Cxxx  2
11

2
7

2
3

sin
11
2

sin
7
4

sin
3
2

. 

Интегрирование по частям 

Теорема 2.3. Пусть функции )(xu  и )(xv  дифференцируемы на 

промежутке );( ba  и существует первообразная для функции )()( xvxu . 

Тогда на );( ba  существует первообразная и для функции )()( xvxu  , 

причем справедлива формула:  

   dxxvxuxvxudxxvxu )()()()()()(
   

или      duvvudvu            (1) 

Доказательство. Запишем формулу производной произведения двух 

функций )(xu  и )(xv :   )()()()()()( xvxuxvxuxvxu 


 . Умножим 

обе части на dx  и проинтегрируем. Так как по условию существует 

  dxxvxu )()(  и   Cxvxudxxvxu 


)()()()( , то существует   dxxvxu )()( , 

причем справедлива формула (1). Теорема доказана. 
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Вычисление интеграла  dvu  посредством формулы (1) называется 

интегрированием по частям. Большая часть интегралов, берущихся 

по частям, может быть разбита на следующие группы: 

1. Интегралы вида   dxebax cxn)( ,   dxcxbax n )sin()( , 

  dxcxbax n )cos()( , где a,b,c – cost, n N. В качестве )(xu  берет-

ся функция nbax )(  . После каждого интегрирования по частям 

эта степень будет понижаться на единицу. 

2. Интегралы, в которых подынтегральная функция есть произве-

дение многочлена на одну из следующих функций: xln , xarcsin , 

xarccos , xarctg , xarctg 2 , x2arccos ,… В качестве )(xu  берется 

одна из перечисленных выше функций. 

3.  Интегралы вида   dxbxeax )cos( ,   dxbxeax )sin( ,  dxx)sin(ln , 

 dxx)cos(ln . Обозначая любой из интегралов этой группы через 

I и производя двукратное интегрирование по частям, мы полу-

чим для I уравнение первого порядка. 

Примеры.  

1.    


































324cos
4
1

4cos
4
1

2

4sin32

4sin32

4sin)32( xx

xvdxdu

dxxvdxxdu

dxxdvxu

dxxx  

   Cxxxdxx 4sin
8
1

324cos
4
1

24cos
4
1

; 

2.  
 

 





















xxe
evdxxdu

dxedvxxu
dxexx x

x

x

x 22

2

22

22 2
2
1

2
1

12

2
2  

   



 

















xxe
evdxdu

dxedvxu
dxex x

x

x

x 22

2

2

2 2
2
1

2
1

2

12
12

2
1
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   







Cexexxedxexe xxxxx 222222

4
1

)12(
4
1

2
2
1

)12(
2
1

2
1

 

Cxxe x  








2
122 ; 

3. C
x

x
x

dxxx
x

x
v

x
dx

du

dxxdvxu
dxxx  




 

















16
ln

44
1

ln
4

4

ln
ln

44
3

4

4

3

3 ; 

4.  


 
























xarctgx
x

xdx
xarctgx

xv
x

dx
du

dxdvxarctgu

dxxarctg
2

2
1

1

 

    Cxxarctgx
x

xd
 



 2
2

2

1ln
2
1

1

1
2
1

; 

5. 




















ax

ax

ax

ax ebx
bbx

b
vdxaedu

dxbxdveu
dxbxeI )sin(

1

)sin(
1

)cos(
)cos(  






















ax

ax

ax

ax ebx
bbx

b
vdxaedu

dxbxdveu
dxbxe

b
a

)sin(
1

)cos(
1

)sin(
)sin(  

  







dxbxe

b
a

ebx
bb

a axax )cos()cos(
1

 

I
b

a
ebx

b

a
ebx

b
axax

2

2

2
)cos()sin(

1
 , то есть получили уравнение от-

носительно I:   

I
b

a
ebx

b

a
ebx

b
I axax

2

2

2
)cos()sin(

1
 . Отсюда находим 

axax ebx
b

a
ebx

b
I

b

a















)cos()sin(

1
1

22

2

, 












 )cos()sin(

22
bx

b
a

bxe
ba

b
I ax . 
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3. ИНТЕГРИРОВАНИЕ РАЦИОНАЛЬНЫХ  

ФУНКЦИЙ  
 

Определение. Рациональной функцией (дробью) называется 

отношение двух алгебраических многочленов 
)(

)(
)(

xQ

xP
xR  . 

Рациональная дробь называется правильной, если степень мно-

гочлена, стоящего в числителе, меньше степени многочлена, стояще-

го в знаменателе. В противном случае рациональная дробь называется 

неправильной. Любую неправильную рациональную дробь можно по-

средством деления числителя на знаменатель «столбиком» предста-

вить в виде суммы алгебраического многочлена и правильной рацио-

нальной дроби. Действительно, если )()()()( xrxQxqxP  , где )(xq и 

)(xr  – многочлены, причем )(deg)(deg xQxr  , то  

  


  dx
xQ

xr
dxxqdx

xQ

xrxQxq
dx

xQ

xP
dxxR

)(

)(
)(

)(

)()()(

)(

)(
)( . 

Интегрировать многочлен мы умеем, поэтому задача сводится к инте-

грированию правильной рациональной дроби. 

 

Интегрирование простейших рациональных дробей 

 

 Простейшими рациональными дробями называются дроби вида 

max

A

)( 
, ,2,1m  и 

 mqpxx

CBx




2

, ,2,1m , 042  qp . 

Докажем, что каждая из этих дробей интегрируема в элементар-

ных функциях.  

При 1m :  CaxAdx
ax

A
 

ln ; 

при 1m :  
 

 


  
 C

axm

A
dxaxAdx

ax

A
m

m
m 1)1(

)(
)(

. 

Рассмотрим интеграл от дроби второго вида: 

 
  

 
 





 



dxm

qpxx

Bp
Cpx

B

dxpxqpxxddx
qpxx

CBx
m

2

2

2

2
)2(

2)2(  

 
    2122

2

2222
I

Bp
CI

B

qpxx

dxBp
C

qpxx

qpxxdB
mm  







 




















.  
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Рассмотрим по отдельности каждый из интегралов 1I  и 2I : 

 
 

 
 
























,3,2,
1

1,ln
12

2

2

2

1
mесли

m

qpxx

mеслиCqpxx

qpxx

qpxxd
I m

m ; 

при 1m : 

 










 










C

pq

px
arctg

pqpqp
x

dx

qpxx

dx
22222

4

2

4

2

4

4

2

; 

при 1m : 

 

     













































































mmmm
ay

dy

a
p

q

dydx

y
p

x

p
q

p
x

p
xd

qpxx

dx
I

22

2
222

4

2

42

2

 

 

 
 

 
 

 






















 



















122

222

22

122

22

2
2

1

mm

m

m

ay

dyaay
m

ay

y

yv
ay

dymy
du

dydv
ay

u

 

     
 










122

2

2222
22

mmm
ay

dy
ma

ay

dy
m

ay

y
. 

Последнее равенство можно переписать в виде: 

  1
2

22
22 


 mmmm IamIm

ay

y
I . Отсюда находим 

  















 mmm Im

ay

y

ma
I )12(

2

1
2221

. Соотношение, связывающее mI  и 

1mI , называется рекуррентным. 

Пример. Найти неопределенный интеграл 



dx

xx

xx

2

1
2

34

. 

Решение. Подынтегральная функция представляет собой неправиль-

ную рациональную дробь, поэтому сначала нужно разделить числи-

тель на знаменатель «столбиком»: 
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4 3 2

4 3 2

3 2

3 2

1 2

22 2

2 2 1

2 2 4

4 1

x x x x

x x x x x

x x

x x x

x

   

  

  

  



 

Тогда 

   
















dxxxxddx

xx

x
xxdx

xx

xx
)12(2

2

14
2

2

1 2
2

2
2

34

 

 
  














2

2
2

322

)12(
2

3 2

2
2

3

22
2

3

xx

xxd
x

x

xx

dx

xx

dxx
x

x

  C
x

arctgxxx
x

x

dx



 












 7

12

7

2
2ln2

3

4
7

2
1

22
3

2
. 

 

Интегрирование рациональных дробей (общий случай) 

 

Рассмотрим интеграл dx
xQ

xP
 )(

)(
, где 

)(

)(

xQ

xP
правильная рацио-

нальная дробь. Любой многочлен )(xQ  может быть разложен на про-

изведение действительных неприводимых множителей 

  l
r

k

ll

km
r

m
qxpxqxpxaxaxAxQ 







  2)()()( 11
11

2
1  .  

Любую правильную рациональную дробь 
)(

)(

xQ

xP
 можно разложить на 

сумму простейших дробей:        

   
 















11

11

1
2

1

2

1

1

2)(

)(
1

1

qxpx

CxB

ax

A

ax

A

ax

A

xQ

xP
m

m
.  

l

ll

k

ll

kk

qxpx

CxB








 




2
.                                                                                                                               (2) 

Знаменателями простейших дробей служат все целые степени каждо-

го множителя в разложении )(xQ , числителями служат либо постоян-

ные 1A , 2A ,…, либо линейные функции ii CxB   смотря по тому, явля-
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ется ли знаменатель линейной или квадратичной функцией. Для того 

чтобы найти неизвестные постоянные в числителях правой части ра-

венства (2), приводят правую часть к общему знаменателю и прирав-

нивают коэффициенты при одинаковых степенях x в числителях обе-

их частей. Получают систему линейных уравнений, решая которую, 

находят неизвестные постоянные. 

Примеры.  Найти неопределенные интегралы: 

1. 



dx

xxx

x

65

1
23

3

;              2. 



dx

x

x

1

2
3

;                 3. 
 



dx

xx

x
22

2

23
. 

Решение. 

1. Подынтегральная функция представляет собой неправильную ра-

циональную дробь, поэтому сначала выделим целую часть: 

dx
xxx

xx
dx

xxx

xxxxx
dx

xxx

x
 




























65

165
1

65

16565

65

1
23

2

23

223

23

3

. 

Затем раскладываем знаменатель последней дроби на множители, а 

саму дробь на сумму простейших дробей: 

     2323
165

65

165

65

165 2

2

2

23

2



















x
C

x
B

x
A

xxx
xx

xxx

xx

xxx

xx
. 

Чтобы найти неизвестные постоянные A, B, C, приведем правую часть 

к общему знаменателю и приравняем числители в левой и правой ча-

стях полученного равенства, получим: 

      3223165 2  xСxxBxxxAxx . 

Положим в последнем равенстве x=0, получим: A61 , откуда 
6
1

A .   

Аналогично, полагая в последнем равенстве x=2, получим: С29  , 

откуда 
9
2

С .  Наконец, полагая в последнем равенстве x=3, полу-

чим: B328  , откуда 
28
3

B . Следовательно, исходный интеграл мо-

жет быть переписан в виде:   

   
 
















dx

xxx
dx

xxx

x
29

2
328

3
6
1

1
65

1
23

3

 

.2ln
9
2

3ln
28
3

ln
6
1

Cxxxx    

2. Подынтегральная функция представляет собой правильную рацио-

нальную дробь, поэтому раскладываем знаменатель на множители, а 

саму дробь на сумму простейших дробей:  
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  
    

  11

11

1111

2

1

2
2

2

223 





















xxx

xCBxxxA

xx

CBx
x
A

xxx

x

x

x
, 

    112 2  xCBxxxAx . 

При 1x  находим A33 , 1A . 

Приравняем коэффициенты при 2x  в левой и правой частях равен-

ства: 

BA0 , 1 AB . 

Приравняем коэффициенты при x  в левой и правой частях равенства: 

CBA 1 , 31  BAC . 

Таким образом, исходный интеграл можно переписать в виде: 

    












1ln)12(1

1

1
1

1

1

2 2
23

xdxxxxddx
xx

x
dx

x
dx

x

x
 

   
  







 














1ln

4
3

2
12

1

1

1
2
1

1ln
1
2
1

12
2
1

22

2

2
x

x

dx

xx

xxd
xdx

xx

x
 

C
x

arctgxx 



3

12

3

1
1ln

2
1 2 . 

3. Подынтегральная функция представляет собой правильную рацио-

нальную дробь, поэтому раскладываем знаменатель на множители, а 

саму дробь на сумму простейших дробей:  

     


















2222

2

22

2

)2(211)2(123 x

D
x
C

x

B
x
A

xx

x

xx

x
 

     
  22

2222

)2(1

11)2()2()2(1





xx

xDxxCxBxxA
. 

Приравняем числители левой и правой частей последнего равенства: 

     22222 11)2()2()2(1  xDxxCxBxxAx . 

При 1x  находим B1 , при 2x  находим D4 . 

Раскроем скобки в последнем равенстве: 

       1225444485 2232232  xxDxxxCxxBxxxAx  

Приравняем коэффициенты при 3x  в левой и правой частях последне-

го равенства: CA0 , и приравняем коэффициенты при 2x : 

DCBA  451 . Подставляя найденные значения B и D, получим 

систему:  
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







445

0

СA

CA
, 








445 AA

AC
, 








4

4

A

C
. 

Таким образом, исходный интеграл можно переписать в виде: 

     
 































1
1

1ln4
2

4
2

4

1

1
1

4

23
2222

2

x
xdx

xxxx
dx

xx

x
 

С
x

x 



2

4
1ln4 . 

 

4. ИНТЕГРИРОВАНИЕ ИРРАЦИОНАЛЬНЫХ  

ФУНКЦИЙ 

 

Иррациональные функции интегрируются в элементарных 

функциях только в некоторых определенных случаях. Наиболее упо-

требительные следующие виды интегралов от иррациональных функ-

ций, которые выражаются через элементарные: 

I. Интегрирование дробно-линейных иррациональностей. 

Рассмотрим функцию вида:  

















n

dcx
bax

xR , , где dcba ,,,  некото-

рые постоянные, n N,  yxR , рациональная функция. Функцию та-

кого вида и называют дробно-линейной иррациональностью. Пока-

жем, что интеграл от функции такого вида при 0bcad  рационали-

зируется подстановкой n

dcx
bax

t



 . Действительно, nt
dcx
bax



 ,  

 dcxtbax n  ,   bdtctax nn  , 
n

n

cta

bdt
x




 . Тогда 

 
 

dt
cta

bcadnt
dx

n

n

2

1








. 

Таким образом, 
 

 
dt

cta

bcadnt
t

cta

bdt
Rdx

dcx
bax

xR
n

n

n

n
n

2

1

,,



  





 

























. 

Поскольку рациональная функция от рациональной функции 

представляет собой также рациональную функцию, то интеграл, сто-

ящий в правой части последнего равенства, является интегралом от 

рациональной дроби. Тем самым доказано, что интеграл от дробно-
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линейной иррациональности рационализируется подстановкой 

n

dcx
bax

t



 . 

Пример. Найти неопределенный интеграл  





x
dx

x
x

11
1

. 

Решение. 

 

 
 

  

























 












































dt
t

t
dt

t

tt

t

tdt
dx

t
x

t

t
x

xtx

t
x
x

x
dx

x
x

1
2

12

14

1

4
1

2
1

1

1

)1(1

1
1

11
1

2

2

22

22

22

2

2

2

2

 




 








1

1
12

2t
 

  Ctarctgt  2 , где t
x

x






1

1
. 

II. Интеграл  dxxxxR ,,, 
 , где  yxR , рациональная функция, 

1

1

n

m
 ,  ,

2

2

n

m
 рациональные числа, сводится к интегралу от ра-

циональной функции с помощью замены ktx  , где 

  ,, 21 nnНОКk наименьший общий знаменатель всех дробных по-

казателей у x.  

Пример. Найти неопределенный интеграл 



dx

xx

x41
. 

Решение. 

   













































dt

t

t
dt

t

tt
dtt

tt

t

dttdx

tx
dx

xx

x

1

1
14

1
44

1

4

1
22

2
3

243

44

 

     



 






















Ctarctgtttarctg

t

td
t 1ln

2
1

4
1

1
2
1

4 2
2

2

 

  Cxarctgxx  44 41ln24 . 
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III. Интегралы более общего вида   dxbaxbaxxR ,)(,, 
  или 

dx
dcx
bax

dcx
bax

xR





































 ,,,


 находят с помощью аналогичных под-

становок ktbax   или kt
dcx
bax



 , где k наименьший общий знаме-

натель всех дробных показателей. 

IV. Интегрирование биномиальных дифференциалов. 

Определение. Биномиальным дифференциалом называется 

выражение вида   dxbxax
pnm  , где ba, произвольные постоянные, 

pnm ,, Q.  

Рассмотрим три случая, когда интеграл от биномиального дифферен-

циала допускает рационализирующую подстановку: 

1) p  целое, 
l
k

m  , 
d
c

n  , dclk ,,, Z. 

Находим sdlНОК ),( , тогда 
s
k

m


 , 
s
c

n


 ,  ck , Z. Делаем подста-

новку stx  , тогда km tx  , cn tx  , dtstdx s 1 , 

       dtstbtatdxbxax spckpnm 1 .  

Получили интеграл от рациональной функции. 

2) 

n

m 1
 Z, 

s
c

p  . 

Делаем подстановку sn tbxa  , тогда n
s

b
at

x


 , 
n
m

s
m

b
at

x 








 
 , 

dtst
b

at
nb

dx s
ns

1
11

1 











 
 . Таким образом, получаем  интеграл от раци-

ональной функции   


 












dtt

b
at

nb
s

dxbxax sc
n

m
s

pnm 1
11

. 

3) 


p
n

m 1
 Z.  

В этом случае интеграл от биномиального дифференциала рационали-

зируется подстановкой s
n tb

x

a
 , n

s bt

a
x


 , 

 
dt

bt

st

bt

a
n
a

dx
s

sn

s 2

11
1

















,  

 s
c

c

c
s
c

s
c

n

bt

t
abxa


 . Тогда 
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 
 

 








dt

bt

t
n

sa
dxbxax

p
n

m
s

psp
n

m

pnm
1

1)1(
1

. Получили интеграл от ра-

циональной функции. 

Примеры. Найти неопределенные интегралы: 1) 


dx
x

x3 41
,  

2) 
4 41 x

dx
. 

Решение. 1) Имеем 
2
1

m , 
4
1

n , 
3
1

p , тогда 


24
2
11

n
m

Z, 

следовательно, получаем второй случай. Делаем подстановку 

34
1

1 tx  ,  43 1 tx ,   232
1

1


 tx ,   dtttdx
332 112  . Окончательно 

приходим к интегралу: 

 
 

   



















C

tt
dtttdt

t

tt
dx

x

x
47

1212
1

1
12

1 47
36

23

3333 4

 

   
C

xx
























4
1

7
1

12
3
4

43
7

4

. 

2) Имеем 0m , 4n , 
4
1

p , тогда 


0
1

p
n

m
Z, следовательно, 

получаем третий случай. Делаем подстановку 4
4

1
1

t
x

 , тогда 

  4
1

4 1


 tx ,    4
1

414
1

4 11  
ttx ,   dtttdx 4

5
43 1


 . Окончательно 

приходим к интегралу:   dt
t

t
dttt

x

dx
 








1
1

1
4

2142

4 4
. 

Подынтегральная функция представляет собой правильную рацио-

нальную дробь, поэтому разложим ее на сумму простейших дробей: 

    1111111 22

2

4

2















 t

DCt
t
B

t
A

ttt

t

t

t
. Приводим к общему зна-

менателю и приравниваем числители левой и правой части получен-

ного равенства:         11111 2222  tDCtttBttAt .           (*) 
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Положим 1t , найдем 14 А , 
4

1
А . При  1t  получаем 14  В , 

4

1
В . Раскроем скобки в равенстве (*):  

       111 2323232  tDttCtttBtttAt . 

Приравняем коэффициенты при CBAt 0:3 , отсюда 0C , и при 

DBAt 1:2 , отсюда 
2

1
D .  

Тогда 
  



























dt

ttt
dt

t

t

x

dx

12

1
)1(4

1
)1(4

1

11
24

2

4 4
 

  Ctarctgtt 
2
1

1ln1ln
4
1

, где 
x

x
t

4 4 1
 . 

V.  Интегрирование квадратичных иррациональностей посредством 

подстановок Эйлера. 

В этом пункте мы докажем интегрируемость в элементарных 

функциях любой функции вида 






  cbxaxxR 2, , где cba ,, произ-

вольные постоянные. Функцию такого вида будем называть квадра-

тичной иррациональностью. При этом считаем, что квадратный 

трехчлен cbxax 2  не имеет равных корней. 

Докажем, что интеграл от квадратичной иррациональности все-

гда рационализируется одной из так называемых подстановок Эйле-

ра. Рассмотрим три случая: 

1. Если 0a , то имеем право сделать следующую подстановку:  

txacbxax 2 , 
222 2 ttxaaxcbxax  , 

  cttabx  22 , 

tab

ct
x

2

2




 , 

tab

tacabt
cbxax

2

2
2




 , 

 
dt

tab

catabt
dx

2

2

2

222




 . 

Таким образом,   






 dxcbxaxxR 2,  
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 
dt

tab

catabt

tab

tacabt

tab

ct
R

2

222

2

222

2
,

2 
























. 

В правой части под знаком интеграла стоит рациональная дробь. 

 

2. Если 0c , то имеем право сделать следующую подстановку: 

cxtcbxax 2 , 

ctxctxcbxax  2222 , 

tcxtbax  22 , 

2

2

ta

btc
x




 , 

2

2
2

ta

acbttc
cbxax




 , 

 
dt

ta

bttcac
dx

22

2 222




 . 

Таким образом,  

  






 dxcbxaxxR 2,  

 
dt

ta

bttcac

ta

acbttc

ta

btc
R

22

2

2

2

2

222
,

2




























. 

В правой части под знаком интеграла стоит рациональная дробь. 

3.  Квадратный трехчлен cbxax 2  имеет действительные раз-

личные корни, то есть   
21

2 xxxxacbxax  . В этом случае 

делают подстановку: 

 
1

2 xxtcbxax  , 

    2
1

2
21 xxtxxxxa  , 

   
1

2
2 xxtxxa  , 

2
2

2
2

ta

xtax
x




 , 

 
2

122

ta

xxta
cbxax




 , 

 

 
dt

ta

xxat
dx

22

122




 . 
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Таким образом, 

   

 
dt

ta

xxat

ta

xxta

ta

xtax
RdxcbxaxxR

22

12
2

12
2

1
2

22 2
,,













 






















 . 

В правой части под знаком интеграла стоит рациональная дробь. 

Примеры. Найти неопределенные интегралы: 1) 
 12 xxx

dx
,  

2) 
 23 2xxx

dx
.  

Решение. 1) Так как 0a , то можно сделать подстановку:   

txxx  12 ,  
222 21 ttxxxx  ,  

t
t

x
21
12




 , 

t
tt

t
ttt

t
t

t
xx

21
1

21
21

21
1

1
2222

2













 , 

t
t

t
tt

t
t

xxx
21
2

21
1

21
1

1
22

2












  

   
   

dt
t

tt
dt

t

ttt
dx

2

2

2

2

21

222

21

12212









 . 

      
 




 















dt

tt
t

dt
tt

tt
dt

tt
tt

xxx

dx
221

3
1

252

222
221
222

1
2

22

2
. 

Разложим дробь 
  221

3
 tt

t
 на сумму простейших: 

     221

)21()2(

221221
3












 tt

tBtA

t
B

t
A

tt
t

, 

)21()2(3 tBtAt  .   

При 2t  находим B36  , 2B , при 
2
1

t  находим A
2
3

2
3

 , то 

есть 1А . Окончательно получаем: 

  
















Ctttdt

ttxxx

dx
2ln221ln

4
3

2
2

212
3

1
12

, 

где xxxt  12 . 

2) Квадратный трехчлен 23 2  xx  имеет действительные корни 

11 x  и 22 x , то есть   )2(123 2  xxxx . В этом случае сдела-

ем подстановку: 
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)1(23 2  xtxx , 

  22 )1()2(1  xtxx , 

1

2
2

2






t

t
x , 

1
1

1

2
23

22

2
2























t

t

t

t
txx , 

 22 1

2




t

dtt
dx . Тогда име-

ем: 

  
   
  










C

t
arctg

t

dt
dt

ttt

ttt

xxx

dx

2
2

2
2

21

11
2

23
2222

22

2
, где 

1
23 2





x

xx
t . 

 

5. ИНТЕГРИРОВАНИЕ ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКИХ ФУНКЦИЙ    

Часто встречаются интегралы от выражений, содержащих три-

гонометрические функции следующих видов: 

I. dxxx mn
 cossin ; mn, Z. 

1) Если n и m неотрицательные четные числа, то применяются 

формулы понижения степени:  xx 2cos1
2
1

sin 2  , 

 xx 2cos1
2
1

cos2  , а также формула xxx 2sin
2
1

cossin  . 

2) Если n и m натуральные числа такие, что хотя бы одно из них 

нечетное, то в случае нечетного n полагают tx cos , а в случае 

нечетного m полагают tx sin  и используют формулу 

1sincos 22  xx .  

3) Если n и m целые отрицательные числа такие, что оба числа т  

и n  либо четные, либо нечетные, то полагают txtg  , либо 

txсtg   и применяют формулы 
x

xtg
2

2

cos

1
1  , 

x
xctg

2
2

sin

1
1  , 1sincos 22  xx . К этому типу сводятся инте-

гралы видов  x

dx
nsin

, 0n  и  x

dx
mcos

, 0m . В самом деле, 
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 












2
cos

2
sin

2

2

1

2
cos

2
sin2sin 1 xx

x
d

xx
dx

x

dx

nnnnnn
n

, 

























2
sin

2

cos 



x

xd

x

dx

m
m . 

4) Если n и m целые отрицательные числа, причем одно из т  и n  

нечетное, то в случае нечетного т   полагают tx sin , а в слу-

чае нечетного n  полагают tx cos . Иногда в случае больших 

степеней т  и n  полезно в числителе подынтегральной функ-

ции неоднократно заменить 1sincos 22  xx . 

5) Если nчетное число, а mцелое отрицательное, то можно заме-

нить x2sin  по формуле xx 22 cos1sin   и в этом случае инте-

гралы сводятся к интегралам вида 
x

dx
kcos

, k N. В случае чет-

ного m и целого отрицательного n заменяют x2cos  по формуле 

xx 22 sin1cos  . В некоторых специальных случаях полагают 

txtg  . 

6)  Если nнечетное число, а mцелое отрицательное, то полагают 

tx cos  и применяют формулу xx 22 cos1sin  . В случае не-

четного m и целого отрицательного n полагают tx sin  и при-

меняют формулу xx 22 sin1cos  . 

II. dxbxax cossin , dxbxax sinsin , dxbxax coscos  

При вычислении этих интегралов используются формулы: 

 xbaxbabxax )sin()sin(
2
1

cossin  , 

 xbaxbabxax )cos()cos(
2
1

sinsin  , 

 xbaxbabxax )cos()cos(
2
1

coscos  . 
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III.  dxxxR cos,sin , где ),( yxR рациональная функция, приво-

дится к интегралу от рациональной функции с помощью уни-

версальной тригонометрической подстановки t
x

tg 
2

, при 

этом 

22 1

2

2
1

2
2

sin
t

t
x

tg

x
tg

x





 , 
2

2

2

2

1

1

2
1

2
1

cos
t

t
x

tg

x
tg

x








 , tarctgx 2 , 

21

2

t

dt
dx


 . 

В некоторых случаях подынтегральная функция приводится к ра-

циональной дроби более простым способом: 

1. Если    xxRxxR cos,sincos,sin  , то применяется подстановка 

tx cos . 

2. Если    xxRxxR cos,sincos,sin  , то применяется подстановка 

tx sin . 

3. Если    xxRxxR cos,sincos,sin  , то применяется подстановка 

txtg  . 

Замечание. Любое рациональное выражение ),( vuR  всегда можно 

представить в виде суммы трех выражений, представленных в 

пунктах 1,2 и   3: 

2

),(),(

2

),(),(

2

),(),(
),(

vuRvuRvuRvuRvuRvuR
vuR








 . 

IV. dxxtg n
 , dxxctg m

 ; mn, N находят с помощью подстановок 

txtg   и txсtg   соответственно. 

Примеры. Найти неопределенные интегралы:  

1)   dxxx 24 cossin ,     2)   dxxx 53 cossin ,    3) 
 xx

dx
53 cossin

,  

4)   dxxx
x

2cos5sin
3

cos ,  5)   xx
dx

cos4sin3
, 6)  dxxtg 4 . 
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Решение.  

1)      dxxxdxxxdxxx 2sin2cos1
8
1

2sinsin
4
1

cossin 22224
 

     dxxdxxxdxx 4cos1
16
1

2sin2cos
8
1

2sin
8
1 22

 

  Cxxxxdx  2sin
48
1

4sin
64
1

16
1

2sin2sin
16
1 32 . 

2)   



  








dxxxx

xdxdt

xt
dxxx sincoscos1

sin

cos
cossin 5253

 

=   C
xx

C
tt

dtttdttt    







6
cos

8
cos

68
1

6868
5752 . 

3) 
 

   























xtgt

xtg
xtg

xtgd

xx
x

x

dx

xx

dx
3

2
3

62
3

353

1

1coscos
cos

sincossin
 

 
 



3

321

t

dtt
  









  dtt
t

ttdt
t

ttt 33
3

246 3
3

133
 

C
t

ttt 
2

24

2

1
ln3

2
3

4
1

, где txtg  . 

4)     dxxx
x

dxxx
x

3sin7sin
3

cos
2
1

2cos5sin
3

cos   

   















dx

xxxx
x

x
x

x
3

8
sin

3
10

sin
3

20
sin

3
22

sin
4
1

3sin
3

cos7sin
3

cos
2
1

 

= C
xxxx
 









3
8

cos
8
3

3
10

cos
10
3

3
20

cos
20
3

3
22

cos
22
3

4
1

. 

5)   


 











  








52410

2

1

44

1

6
1

2

2cos4sin3 22

2

2

2

2

t

dt

t

dt

t

t

t

t

dt
x

tgt
xx

dx
 

= C
t

t







52

52
ln

102

1
, где 

2
x

tgt  . 
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6)   






 











 






























dt
t

tdt
t

t
dt

t

t

t

dt
dx

tarctgx

xtgt

dxxtg
1

1
1

1

11

1

1

2
2

2

4

2

4

2

4  

CxxtgxtgCtarctgt
t

 3
3

3
1

3
. 

 

Тригонометрические подстановки 

 

К интегралам от функций, рационально зависящих от тригоно-

метрических функций, сводятся интегралы: 

1) dxxaxR  






 22,  подстановкой tax sin , тогда 

taxa cos22  . 

2) dxxaxR  






 22,  подстановкой ttgax , тогда
t

a
xa

cos
22  . 

В этом случае можно положить tshax  , тогда tchaxa  22 . 

3) dxaxxR  






 22,  подстановкой 
t

a
x

cos
 , тогда ttgaax  22 . 

В этом случае можно положить tсhax  , тогда tshaax  22 . 

Для удобства приведем некоторые формулы, связывающие гипербо-

лические функции между собой: 

xch

xsh
xth  ,  

xsh

xch
xcth  , 122  xshxch , xchxshxch 222  , 

xshxchxsh  22 ,  xchxch 21
2
12  ,  12

2
12  xchxsh . 

Примеры.  Найти неопределенные интегралы:  

1)   dxxx 22 4 ,     2) 

 



32

2

9x

dxx
,    3) 

 



32 16xx

dx
. 

Решение.  

1)   







 



















dttdttt

tx

dttdx

tx

dxxx 2sin4cos4sin4

cos24

cos2

sin2

4 222

2

22  

  Cttdtt   4sin
2
1

24cos12 , где 
2

arcsin
x

t  . 
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2)  


























































dt
t
t

dt
t

tttg

t
x

t

dt
dx

ttgx

x

dxx
cos
sin

cos27

cos27

cos

27
9

cos

3

3

9

2

2

32

3

3
2

23
2

2

 

 




  


 








t

u

u
u

du
t

tgudtt
t

dt
dt

t
t

sin

1

1
1

2

2
cos

coscos
cos1

2

2

22

 

Ct
t

tg

t
tg

Ct
u
u

t
u

dt










 


 sin
1

2

1
2lnsin

1
1

lnsin
1

2
2

,  где 

3
x

arctgt  . 

3) 

 
    







































ttg

dt
dt

ttgt

tt

dt
t

t
dx

ttgx

t
x

xx

dx
232

2

332

32 64
1

64cos

cossin

cos

sin4

6416

cos
4

16

 

    







Cttctgdt

tt

dtt

64
1

1
sin

1

64
1

sin

cos

64
1

22

2

 
























C

xx
ctg

4
arccos

4
arccos

64
1

C
xx

















 4
arccos

16

4
64
1

2
. 

 

6. ОПРЕДЕЛЕНИЕ ИНТЕГРАЛА РИМАНА 

Пусть функция )(xfy   определена на отрезке ];[ ba . Обозна-

чим символом Т разбиение отрезка ];[ ba  при помощи некоторых не 

совпадающих друг с другом точек Т : bxxxxa n  210  на n 

частичных отрезков. Обозначим через 1 iii xxx , ni ,1  длину ча-

стичного отрезка и величину iniT x
1

max  назовем диаметром разбие-

ния. На каждом частичном отрезке выберем произвольную точку 
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 1,i i iс x x , ni ,1 . Составим сумму   


n

i
iiT xcf

1
 , которая называ-

ется интегральной суммой функции )(xfy  , соответствующей дан-

ному разбиению Т отрезка ];[ ba . Она зависит от способа разбиения 

отрезка ];[ ba  и выбора точек nссс ,, 21
. 

Определение. Число I называется пределом интегральных сумм 

T  при 0T , если для любого малого положительного числа   

найдется положительное число    такое, что для любого разбиения 

отрезка ];[ ba  с диаметром  T  и при любом выборе точек 

 1,i i iс x x , ni ,1  выполняется неравенство   IT
. 

Для обозначения предела интегральных сумм употребляется симво-

лика T
T

I 
 0
lim


 . 

Определение.  Функция )(xfy   называется интегрируемой по 

Риману на отрезке ];[ ba , если существует конечный предел I  инте-

гральных сумм этой функции при 0T . Указанный предел I   назы-

вается определенным интегралом от функции )(xfy   на отрезке 

];[ ba  и  обозначается dxxfI
b

а
 )( . 

Теорема 6.1. Если функция интегрируема на отрезке ];[ ba , то она и 

ограничена на нем. 

Доказательство. Возьмем 1 , тогда   1
1

 


Ixcf
n

i
ii  или 

       


n

i
ii

n

i
ii xcfIxcfxcfI

2
11

2
11 . Зафиксируем точки 

nсс ,2
, тогда для любой точки  1 0 1,с x x  имеем   ВxcfА  11 , то 

есть функция )(xfy   ограничена на отрезке  0 1,x x . Аналогично 

доказывается, что она ограничена на остальных частичных отрезках 

 1 2,x x ,…, 1,n nx x , то есть на всем отрезке ];[ ba . Теорема доказана.  

Приведем пример интегрируемой функции. Докажем, что функ-

ция constCxf )(  интегрируема на любом отрезке ];[ ba , причем 

)( abCdxC
b

а

 . Действительно, так как Ccf i )(  при iс , то 

  


n

i
iT abCxC

1
  и поэтому )(lim

0
abCT

T






. 



 33 

Докажем следующее утверждение: неограниченная на отрезке 

];[ ba  функция )(xf  не интегрируема на нем. 

Пусть функция )(xf  не ограничена на отрезке ];[ ba , тогда она не 

ограничена на некотором частичном отрезке  1,i ix x  любого данного 

разбиения Т разбиение отрезка ];[ ba . Поэтому слагаемое   ii xcf   ин-

тегральной суммы 
T , отвечающей этому разбиению Т, может быть 

сделано сколь угодно большим по абсолютной величине за счет вы-

бора точки ic . Отсюда вытекает, что интегральные суммы 
T , отве-

чающие любому разбиению Т, не ограничены, поэтому не существует 

конечного предела интегральных сумм. 

 Возникает вопрос: всякая ли ограниченная на отрезке ];[ ba  

функция является интегрируемой на нем? Следующий пример пока-

зывает, что это, вообще говоря, не так. Рассмотрим функцию Дирих-

ле: 











Qx

Qx
xD

,0

,1
)( . 

Она ограничена на любом отрезке ];[ ba , но не интегрируема на нем. 

Действительно, если для любого разбиения Т со сколь угодно малым 

диаметром T  выбрать точки ic  рациональными, то  


n

i
iT abx

1
 , 

а если же для того же разбиения Т точки ic  выбрать иррациональны-

ми, то 0T . Поэтому для функции Дирихле не существует предела 

интегральных сумм, то есть эта функция не интегрируема. 

 

Задачи, приводящие к определенному интегралу 

 

1. Рассмотрим  функцию )(xfy  , определенную на отрезке 

];[ ba  и положительную на нем. Поставим задачу нахождения площа-

ди криволинейной трапеции  )(0,:),( xfybxayx  . Разобьем 

отрезок ];[ ba  на части точками деления Т:
 

bxxxxa n  210 . 

Обозначим через 1 iii xxx , ni ,1  длину частичного отрезка и ве-

личину iniT x
1

max . На каждом частичном отрезке выберем произ-

вольную точку  1,i i iс x x , ni ,1 . Тогда    


n

i
iiT xcf

1
  площадь 

ступенчатой фигуры, составленной из прямоугольников, которая при-
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ближенно равна площади криволинейной трапеции (рис.1). Следова-

тельно, трапкрив

b

a
T Sdxxf

T
.

0
)(lim 




. 

 

 
Рис. 1 

 

2. Пусть под действием некоторой переменной силы )(xF  тело 

перемещается из точки a в точку b. Найти работу, совершаемую этой 

силой.  

Разобьем отрезок ];[ ba  на части точками деления  

Т:
 

bxxxxa n  210 . Обозначим через 1 iii xxx , 

ni ,1  длину частичного отрезка и величину iniT x
1

max . На каждом 

частичном отрезке выберем произвольную точку  1,i i iс x x , ni ,1 . 

Тогда   


n

i
ii xcFА

1
. Переходя к пределу при 0T , получим 


b

a

dxxFА )( . 
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7. ОСНОВНЫЕ СВОЙСТВА ОПРЕДЕЛЕННОГО ИНТЕГРАЛА 

Свойства определенного интеграла, выраженные равенствами 

1. Будем считать, что 0)( 
a

a

dxxf . 

Отметим, что эта формула должна рассматриваться как соглашение. 

Ее нужно рассматривать как естественное распространение понятия 

определенного интеграла на отрезок нулевой длины. 

2. Будем считать, что при a<b  
a

b

b

a

dxxfdxxf )()( . 

Эта формула также должна рассматриваться как соглашение. Она 

представляет собой естественное обобщение понятия интеграла на 

случай, когда отрезок ];[ ba  пробегается от b к a (в этом случае в инте-

гральной сумме все разности 1 iii xxx  имеют отрицательный 

знак). 

3. Пусть функции )(xf  и )(xg  интегрируемы на отрезке ];[ ba , тогда 

функции )()( xgxf  , )(xfk   (kconst) также интегрируемы на этом 

отрезке, причем 

   
b

a

b

a

b

a

dxxgdxxfdxxgxf )()()()( ,                                             (3) 

 
b

a

b

a

dxxfkdxxfk )()( .                                                                   (4)       

Доказательство. При любом разбиении отрезка ];[ ba  и любом выборе 

точек  1,i i iс x x  справедливо соотношение:    

          


n

i
iiii

n

i
iii xcgxcfxcgcf

11
.  

А поэтому из существования предела правой части следует существо-

вание предела левой. Следовательно, функция )()( xgxf   интегриру-

ема и выполняется соотношение (3). Для доказательства интегрируе-

мости функции )(xfk   заметим, что интегральные суммы функций 

)(xf  и )(xfk   отличаются постоянным множителем k. Поэтому 

функция )(xfk   интегрируема и справедлива формула (4). 

4. Пусть функция )(xf  интегрируема на отрезке ];[ ba , тогда она инте-

грируема на любом отрезке  ,c d , содержащемся в ];[ ba . 
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5. Пусть функция )(xf  интегрируема на отрезках ];[ ca  и ];[ bc , тогда 

она интегрируема на отрезке ];[ ba , причем 


b

c

c

a

b

a

dxxfdxxfdxxf )()()( .   

 

Оценки интегралов. Формулы среднего значения 

 

1. Пусть функция )(xf  интегрируема на отрезке ];[ ba  и неотрица-

тельна на нем, тогда 0)( 
b

a

dxxf . 

Доказательство. Каждая интегральная сумма такой функции 

  0
1

 


n

i
iiT xcf , поэтому и   



n

i

b

a
ii dxxfIxcf

T 10
0)(lim


. Дей-

ствительно, допустим, что 0I . Тогда по определению предела для 

I  найдется интегральная сумма   


n

i
iiT xcf

1
 , для которой 

IIT  . Отсюда 0 IIT , но мы только что показали, что 

0T . Получили противоречие, следовательно, 0I .  

Замечание 1. Если функция )(xf  интегрируема на отрезке ];[ ba  и 

mxf )( , то  abmdxxf
b

a

 )( . 

Доказательство. Функция 0)( mxf  и интегрируема на отрезке 

];[ ba , поэтому по свойству 1:   0)(  
b

a

dxmxf . Отсюда 

 abmmdxdxxf
b

a

b

a

  )( . 

2. Если функция )(xf  непрерывна, неотрицательна и не равна тожде-

ственно нулю на отрезке ];[ ba , то 0)(  cdxxf
b

a
. 

Доказательство. Так как функция )(xf  неотрицательна и не равна 

тождественно нулю на отрезке ];[ ba , то найдется такая точка  , что 

02)(  kf  . Тогда по теореме об устойчивости знака непрерывной 

функции можно найти такой отрезок ];[
11

ba , содержащий точку  , в 

пределах которого значения функции )(xf  будут не меньше числа 

0k . Поэтому в силу замечания 1: 
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   0)( 11

1

1

 abkdxxf
b

a

. 

Согласно свойству определенного интеграла имеем: 


b

b

b

a

a

a

b

a

dxxfdxxfdxxfdxxf
1

1

1

1

)()()()( . 

Поскольку 0)( xf  и 0)(
1

1

 cdxxf
b

a

, где  
11 abkc  , получим, что 

0)(  cdxxf
b

a
.  

3. Если функции )(xf  и )(xg
 

интегрируемы на отрезке ];[ ba  и 

)()( xgxf   всюду на этом отрезке, то 
b

a

b

a

dxxgdxxf )()( . 

Доказательство. Рассмотрим функцию 0)()()(  xgxfxh . Функция 

)(xh  интегрируема на отрезке ];[ ba . Тогда в силу свойства 1 имеем: 

0)( 
b

a

dxxh . Следовательно,    
b

a

b

a

b

a

dxxgdxxgxhdxxf )()()()( . 

4. Пусть функция )(xf  непрерывна и неотрицательна на отрезке ];[ ba  

и 0)( 
b

a

dxxf . Тогда для всех точек ];[ bax   имеем 0)( xf . 

Доказательство. Предположим противное: пусть существует точка 

];[ ba  такая, что 0)( f . Тогда из свойства 2 следует, что 

0)( 
b

a

dxxf , а это противоречит условию 0)( 
b

a

dxxf . Следовательно, 

нет таких точек ];[ bax , в которых 0)( xf . 

5.  Если функция )(xf  интегрируема на отрезке ];[ ba , то 


b

a

dxxfdxxf
b

a

)()( . 

Замечание 2. Из интегрируемости )(xf  не следует, вообще говоря, 

интегрируемость )(xf . Например, функция 











Qx

Qx
xf

,1

,1
)(  не ин-

тегрируема на отрезке  1,0 , тогда как 1)(xf интегрируемая на от-

резке  1,0  функция. 
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6. Пусть функции )(xf  и )(xg интегрируемы на отрезке ];[ ba  и 

0)( xg  всюду на этом отрезке. Тогда, если  M  и  m – точные верхняя 

и нижняя грани )(xf  на отрезке ];[ ba , то 

 
b

a

b

a

b

a

dxxgMdxxgxfdxxgm )()()()( .                                                      (5)     

Доказательство. Для ];[ bax  имеем )()()()( xgMxgxfxgm   и 

применяем свойство 3. 

Теорема 7.1. (первая формула среднего значения) 

Пусть функция )(xf  интегрируема на отрезке ];[ ba , M  и  m – точные 

верхняя и нижняя грани )(xf  на этом отрезке. Тогда найдется такое 

число  , удовлетворяющее неравенствам Mm   , что 

 abdxxf
b

a

 )( .                                                                                     (6)            

Доказательство. Полагая в (5) 1)( xg  и учитывая, что abdx
b

a

 , по-

лучим    abMdxxfabm
b

a

 )( . Обозначая через 


b

a

dxxf
ab

)(
1

 , 

получаем требуемую формулу (6). Теорема доказана. 

Если функция )(xf  непрерывна  на отрезке ];[ ba , то существуют та-

кие точки  1 1, ,a b a b , что maf )( 1 , Mbf )( 1 . Тогда на отрезке 

];[
11

ba , а стало быть и на отрезке ];[ ba  найдется точка   такая, что 

 )(f . В этом случае формула (4) примет вид: 


b

a

b

a

dxxgdxxgxf )()()(  . Эта формула называется первой формулой 

среднего значения. 

Теорема 7.2. (первая формула среднего значения в обобщенной 

форме) 

Пусть функции )(xf  и )(xg
 
интегрируемы на отрезке ];[ ba , M  и  m – 

точные верхняя и нижняя грани )(xf  на этом отрезке. Пусть 0)( xg  

(или 0)( xg ) на всем отрезке ];[ ba . Тогда найдется такое число  , 

удовлетворяющее неравенствам Mm   , что 


b

a

b

a

dxxgdxxgxf )()()(  .                                                                         (7)  
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В частности, если функция )(xf  непрерывна  на отрезке ];[ ba , то на 

этом отрезке существует такая точка  , что 

 
b

a

b

a

dxxgfdxxgxf )()()()(  .                                                                    (8) 

Доказательство. Докажем справедливость формулы (7). Если 

0)( 
b

a

dxxg , то в силу неравенства (5) 0)()( 
b

a

dxxgxf  и поэтому в ка-

честве   можно взять любое число. Если 0)( 
b

a

dxxg , то разделив все 

части неравенства (5) на 
b

a

dxxg )( , получим M

dxxg

dxxgxf
m

b

a

b

a 






)(

)()(

. По-

лагая 






b

a

b

a

dxxg

dxxgxf

)(

)()(
 , получим формулу (7). Если функция )(xf  не-

прерывна  на отрезке ];[ ba , то какого бы ни было число  , заключен-

ное между M  и  m, на этом отрезке найдется точка   такая, что 

 )(f  и формула (7) переходит в формулу (8). Теорема доказана. 

Замечание. Если функция )(xf  не является непрерывной  на отрезке 

];[ ba , то формула (8), вообще говоря, неверна. Пусть, например, 

















1
2
1

,1

2
1

0,
2
1

)(

x

x
xf .  Тогда число   в формуле (7) равно 

3
2

. Таким 

образом, для  1,0   )(f . 

Теорема 7.3. (вторая формула среднего значения) 

Если функция )(xg  монотонна на отрезке ];[ ba , а функция )(xf  инте-

грируема на нем, то на этом отрезке существует такая точка  , что  


b

a

b

a

dxxfbgdxxfagdxxgxf




)()()()()()( . 

Эта формула называется второй формулой среднего значения или 

формулой Бонне. 
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8. ИНТЕГРАЛ С ПЕРЕМЕННЫМ ВЕРХНИМ ПРЕДЕЛОМ  

И ЕГО СВОЙСТВА. ФОРМУЛА НЬЮТОНА-ЛЕЙБНИЦА 

Пусть функция )(xf  интегрируема на отрезке ];[ ba , тогда она 

интегрируема на любой части этого отрезка, то есть ];[ bax  она ин-

тегрируема на ];[ xa . Следовательно, существует функция 


x

a

dttfxF )()( , которую называют интегралом с переменным верх-

ним пределом. Докажем несколько свойств этой функции. 

Теорема 8.1. Пусть функция )(xf  интегрируема на отрезке ];[ ba . То-

гда 
x

a

dttfxF )()(  является непрерывной функцией на этом отрезке. 

Доказательство. Из интегрируемости функции )(xf  на отрезке ];[ ba  

следует, что она ограничена на этом отрезке, то есть найдется посто-

янная 0M  такая, что   Mxfbax  )(, . Возьмем любые точки 

 baxxx ,,  . Имеем: 
 x

a

xx

a

dttfdttfxFxxFxF )()()()()(    

= xMdttfdttfdttfdttfdttf
xx

x

xx

x

x

a

xx

x

x

a




)()()()()( .  

Возьмем 0 . Тогда для любой величины x  с условием 
M

x


  

имеем  )(xF . Следовательно, функция )(xF  является бесконеч-

но малой при 0x , то есть функция )(xF  непрерывна на отрезке 

];[ ba . Теорема доказана. 

Теорема 8.2. Пусть функция )(xf  интегрируема на отрезке ];[ ba  и 

непрерывна во внутренней точке 
0

x  этого отрезка. Тогда функция 


x

a

dttfxF )()(  дифференцируема в точке 
0

x  и  
00 )( xfxF  . 

Доказательство. Надо доказать, что  
0

00

0

)()(
lim xf

x

xFxxF

x







. 

Имеем в силу свойств определенного интеграла  


 0

0

000

)()()()()()()(
0

00

x

a

xx

x

x

a

x

a

xx

a

dttfdttfdttfdttfdttfxFxxF  


 xx

x

dttf
0

0

)( . 
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По формуле среднего значения находим: 

xfxFxxF  )()()( 00  , где   число, заключенное между чис-

лами 
0

x  и xx 
0

. Поскольку функция )(xf  непрерывна в точке 
0

x , 

то при 0x  )()(
0

xff  . Поэтому из последней формулы нахо-

дим  
00

00

0
)(lim

)()(
lim xff

x

xFxxF

xx







 . Теорема доказана. 

Замечание 8.1. При доказательстве теоремы 8.1. мы установили суще-

ствование производной от интеграла с переменным верхним преде-

лом и доказали, что эта производная равна подынтегральной функции 

)()( xfdttf
dx
d x

a

 







. 

Замечание 8.2. Интеграл с переменным верхним пределом часто ис-

пользуется для определения новых функций. Мы отмечали, что пер-

вообразные некоторых элементарных функций не выражаются через 

элементарные функции и не являются поэтому элементарными. 

Напомним, что к числу неэлементарных функций относятся, напри-

мер, функции 
x

t dte
0

,

2
, 

x

dtt
 

0

2cos . 

Следствие из теоремы 8.2. Если функция )(xf  непрерывна на отрез-

ке ];[ ba , то для нее существует первообразная на этом отрезке. Одной 

из первообразных будет интеграл с переменным верхним пределом. 

 Формулу Ньютона-Лейбница называют основной теоремой ин-

тегрального исчисления, поскольку она связывает понятия опреде-

ленного и неопределенного интегралов. 

 Пусть функция )(xf  непрерывна на отрезке ];[ ba . Тогда функ-

ция 
x

a

dttfxФ )()(  будет первообразной для )(xf , то есть 

)()( xf
x

a

dttf 



















. Пусть )(xF  любая другая первообразная, тогда 

CdttfxF
x

a

 )()( . Полагая в последней формуле ax  , получим 

CaF )( . Полагая затем bx  , найдем CdttfbF
b

a

 )()( . Отсюда 

находим 
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 
b

a

b

a

xFaFbFdxxf )()()()(  формула Ньютона-Лейбница. 

Теорема 8.3. Пусть функция )(xf  интегрируема на отрезке ];[ ba  

и существует функция )(xF , непрерывная на этом отрезке такая, что 

)()( xfxF   во всех точках отрезка ];[ ba , за исключением, быть мо-

жет, конечного числа точек. Тогда 
b

a

b

a

xFaFbFdxxf )()()()(  . 

Доказательство. Разобьем отрезок ];[ ba  на части точками деления Т:
 

bxxxxa n  210 . В число точек деления включим те, в ко-

торых )()( xfxF  . Обозначим через 1 iii xxx , ni ,1  длину ча-

стичного отрезка и величину iniT x
1

max . Тогда  

  )()()()( 1nxFbFaFbF )()()()( 121 aFxFxFxF nn    .  

По теореме Лагранжа:   iiii xcFxFxF   )()( 1 , где  1,i i ic x x .  

Тогда 

T

n

i
iinnnn xcfxcFxcFxcFaFbF  




1
1111

)()()()()()(  . (9)  

Так как функция )(xf  интегрируема на отрезке ];[ ba , то 



b

a
T

dxxf
T

)(lim
0



. Переходя к пределу при 0T  в равенстве (9), 

получим формулу Ньютона-Лейбница. 

  

9. ИНТЕГРИРОВАНИЕ ПО ЧАСТЯМ И ЗАМЕНА  

ПЕРЕМЕННОЙ ПОД ЗНАКОМ ОПРЕДЕЛЕННОГО ИНТЕГРАЛА 

Теорема 9.1. Пусть функции )(xu  и )(xv  имеют непрерывные произ-

водные на отрезке ];[ ba . Тогда имеет место следующая формула:  

  
b

a

b

a

b

a

dxxvxuxvxudxxvxu )()()()()()(      или       
b

a

b

a

b

a

duvvudvu . 

Доказательство. Так как   vuvuuv  , то функция )()( xvxu  является 

первообразной для функции  vuvu  . Следовательно, по формуле 

Ньютона-Лейбница   b

a

b

a

uvdxvuvu   . По свойству определенного 
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интеграла   dxvuvdxudxvuvu
b

a

b

a

b

a
    . Из этих двух равенств получа-

ем требуемую формулу. Теорема доказана. 

Теорема 9.2. Пусть функция )(xf  непрерывна на отрезке ];[ ba . 

Функция )(tx   имеет на отрезке  ,   непрерывную производную 

)(t  и удовлетворяет следующим условиям: a)( , b)(  и при 

 ,t     ( ) ,t a b  . Тогда имеет место следующая формула: 

  



 dtttfdxxf

b

a

)()()( . 

Доказательство. Так как функция )(xf  непрерывна на отрезке ];[ ba , 

то для нее существует первообразная )(xF , то есть )()( xfxF  . Легко 

проверить, что функция  )(tF   есть первообразная для функции 

  )()( ttf   . Действительно,        )()()()()( ttfttFtF  


. Учи-

тывая этот факт и формулу Ньютона-Лейбница, получим  

       



 dtttfFFaFbFdxxf

b

a

)()()()()()()( .  

Теорема доказана. 

Примеры. Вычислить определенные интегралы: 1) 


0

2sin dxxx ,  

2) 


9

4 1
dx

x

x
,  3)  



2

2

cos3



 x
dx

. 

Решение. 1) Воспользуемся формулой интегрирования по частям: 

 




 















 

000

2cos
2
1

2cos
2
1

2cos
2
1

2sin
2sin dxxxx

xvdxdu

dxxdvxu
dxxx                       

 


2cos
2 2

0sin
4
1

2sin
4
1

2
2sin

4
1

0







x . 
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2)  



 




























3

2

23

2

2
2

9

4 1
11

2
1

2

2

39,

24,

1
dt

t
t

dt
t

t

dttdx

txtx

txxt

dx
x

x
 

 


 






























1ln222ln3

2
9

21ln
2

2
1

1
12

3

2

23

2

tt
t

dt
t

t  

= 2ln27 . 

3) 






















  

























1

1
2

1

1
22

1

1

2

2

22

2
42133

1

1
3

1

1
2

1
2

2

cos3 t

dt

tt

dt

t

t
t

dt

tx

tx

x
tgt

x
dx







 

2

1
1

1 1

1 1 1 1 1 1 1

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

dt t
arctg arctg arctg arctg

t 

 
      

  
. 

 
 

10. ПЛОЩАДЬ КРИВОЛИНЕЙНОЙ ТРАПЕЦИИ.  

ВЫЧИСЛЕНИЕ ПЛОЩАДИ В ПОЛЯРНЫХ КООРДИНАТАХ 

Теорема 10.1. Пусть функция )(xf  интегрируема на отрезке 

];[ ba  и неотрицательна на этом отрезке. Тогда площадь криволиней-

ной трапеции   )(0,:, xfybxayxP   равна   
b

a

dxxfPS )( . 

Замечание. Если функция )(xf  непрерывна и не положительна на от-

резке ];[ ba , то значение интеграла 
b

a

dxxf )(  равно взятой с отрица-

тельным знаком площади криволинейной трапеции, ограниченной 

графиком функции )(xf , прямыми ax  , bx   и осью Ox (рис. 2). 
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Рис. 2 

Следствие. Если функции )(xf  и )(xg непрерывны на отрезке 

];[ ba , то площадь криволинейной трапеции, ограниченной снизу гра-

фиком функции )(xg , сверху графиком функции )(xf  и прямыми 

ax  , bx   равна     
b

a

dxxgxfPS )()(  (рис.3). 

 

Рис. 3 
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Доказательство. Заменим функцию )(xf  на 0)( Сxf  и )(xg  на 

0)( Сxg , тогда           
b

a

b

a

b

a

dxxgxfdxCxgdxCxfPS )()()()( . 

Примеры. 1) Найти площадь, ограниченную эллипсом 1
2

2

2

2


b

y

a

x
. 

2) Найти площадь фигуры, ограниченной параболой 12  xy  и пря-

мой 1 xy . 

Решение. 1) Дуга эллипса, расположенная в верхней полуплоскости, 

задается уравнением 
2

2

1
a

x
by  . Очевидно, что вся площадь равна 

(рис.4) 

  









 



























2

0

2

0

2

2

2

0
2

2

2cos12cos4

2
0

cos1

cos

sin

14





dttabdttab

t

t
a

x

dttadx

tax

dx
a

x
bS

a

 

abttab 



 






 2

0

2sin
2
1

2 . 

 

Рис. 4 
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2) Найдем точки пересечение графиков функций: 112  xx , 

022  xx , 11 x , 22 x . Тогда площадь равна (рис. 5): 

 
2
9

2
2
1

3
1

42
3
8

2
23

11

2

1

232

1

2  















x

xx
dxxxS . 

 

Рис. 5 

Перейдем к вычислению площади области, ограниченной кри-

вой, заданной параметрическими уравнениями. Пусть область D 

ограничена непрерывной замкнутой кривой Г: 

         










)(

.,,;),( 101010

tyy

TyTyTxTxTTttxx
 

Рассмотрим простейший случай: отрезок  0 1;T T  делится точкой 

 
10

;TT  так, что на каждом из отрезков  0 ;T   и  1;T  функция 

)(txx   строго монотонна и непрерывно дифференцируема. Тогда 

кривая Г состоит из двух ветвей, каждая из которых есть график од-

нозначной непрерывной функции )(1 xyy   и )(2 xyy  . Предполо-

жим, что для любого x выполнено соотношение )()( 21 xyxy  , тогда 

кривая )(2 xyy   есть верхняя, а кривая )(1 xyy   – нижняя граница 

области D. Если при возрастании t` кривая Г проходится так, что об-
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ласть D остается слева (положительное направление обхода), то верх-

няя граница D проходится справа налево (значение x убывает), а ниж-

няя граница D проходится слева направо (значение x возрастает). По-

этому имеем:       
b

a

b

a

b

a

dxxydxxydxxyxyDS )()()()( 1212 . Сделав в 

первом интеграле замену )(txx  ,  ;0Tt , а во втором замену 

)(txx  ,  
1;Tt  , получаем, что так как   )()(2 tytxy  ,  ;0Tt  и 

  )()(1 tytxy  ,  
1;Tt  , то   

     



0

1

0

1

)()()()()()(
T

T

T

T

dttxtydttxtydttxtyDS . 

Таким же образом получаем, что если отрезок  
10;TT  делится точкой 

 
10

;TT  так, что на каждом из отрезков  ;0T  и  
1;T  функция 

)(tyy   строго монотонна и непрерывно дифференцируема, то 

   
1

0

)()(
T

T

dttytxDS . Объединяя эти две формулы, получаем следую-

щую формулу: 

    
1

0

)()()()(
2

1 T

T

dttxtytytxDS . 

Можно доказать, что все эти три формулы справедливы и в более об-

щем случае, когда непрерывная замкнутая кривая Г: )(txx  , )(tyy  , 

 
10;TTt , проходится при изменении t от 0T  до 1T  таким образом, что 

ограничиваемая этой кривой область D остается слева. Какую из 

формул удобнее применять, зависит от конкретного вида функций 

)(txx   и  )(tyy  . 

Пример. Найти площадь области, ограниченной петлей кривой 

 ttax 22  ,   312  ttay , 0a . (рис.6). 

Решение. Петля кривой проходится в положительном направлении 

при изменении t от 1 до 3. Поэтому           

        


dttattadttxtyDS
T

T

2231)()( 2
3

1

1

0
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=   


3

1

2342 34242 dttttta 















3

1

234
5

2 32
3
2

5
2 tttt

t
a  

= 22

15
256

121628
3
2

80
5

244
2 aa  








.  

 
Рис. 6 

 

Перейдем к вычислению площади области, ограниченной кри-

вой, заданной в полярной системе координат. Пусть кривая L задана в 

полярной системе координат уравнением )(rr  ,   , причем 

функция )(rr   непрерывна и неотрицательна на отрезке   , . 

Плоскую фигуру, ограниченную кривой L и двумя лучами, составля-

ющими с полярной осью углы   и  , будем называть криволиней-

ным сектором. 

Теорема 10.2. Площадь криволинейного сектора может быть вычис-

лена по формуле  



 drS )(

2
1 2 . 

Доказательство. Отрезок   ,  разобьем на части точками 

  nT 10: . Обозначим iii   , ni ,1 , 

i
ni

T  
 ,1

max . На каждом частичном отрезке выберем точки 

 iiic  ;1  и построим круговые секторы с радиусами  
i

cr . Получим 

веерообразную фигуру, площадь которой равна   i

n

i
icr 

1

2

2
1 . Перехо-
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дя к пределу при 0T  получим   





 drcrS

n

i
i

T

)(
2
1

2
1

lim 2

1

2

0
. 

Теорема доказана. 

Примеры. 1) Вычислить площадь фигуры, ограниченной кардиоидой 

)cos1(  ar  (рис.7). 

Решение.    









0

2

0

22 )2cos1(
2
1

cos21)cos1(
2
1

2 dadaS  

2

0

2

2
3

2sin
4
1

2
1

sin2 aa 
















. 

 

 
Рис. 7 

 

2) Вычислить площадь фигуры, ограниченной «трехлепестковой ро-

зой» 3sin2r . 

Решение. Исходя из условия неотрицательности полярного радиуса, 

находим 03sin  ,  nn  232  , 
3

2
33

2 nn 



 , n Z. Оче-

видно, что вся площадь равна (рис.8) 

     






3

0

3

0

3

0

2 6sin
6
1

36cos133sin4
2
1

3

 

 ddS . 
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Рис. 8 

 

 

11. ОБЪЕМ ТЕЛА ВРАЩЕНИЯ. ДЛИНА ДУГИ КРИВОЙ. 

ПЛОЩАДЬ ПОВЕРХНОСТИ ВРАЩЕНИЯ 
 

Теорема 11.1. Пусть функция )(xfy   непрерывна на отрезке 

];[ ba  (рис.9). Тогда объем тела, образованного вращением вокруг оси 

Ox криволинейной трапеции, ограниченной графиком функции )(xf , 

прямыми ax  , bx   и отрезком ];[ ba  оси Ox равен 
b

a
Ox dxxfV )(2 . 

Доказательство. Разобьем отрезок ];[ ba  на части точками деления Т:
 

bxxxxa n  210 . Обозначим через 1 iii xxx , ni ,1  

длину частичного отрезка и величину iniT x
1

max . На каждом ча-

стичном отрезке выберем произвольную точку  iii xxс ,1 , ni ,1  и 

построим прямоугольник с высотой  icf . При вращении этих прямо-

угольников вокруг оси Ox получим ступенчатое тело, составленное из 

цилиндров, объем которого равен   


n

i
iiT xcf

1

2 , который при-

ближенно равен объему тела вращения. Переходя к пределу при 

0T , получим 


b

a
TOx dxxfV

T

)(lim 2

0



. 
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Рис. 9 

 

В более общем случае объем кольца, образованного вращением 

вокруг оси Ox криволинейной трапеции 

  )()(,:, xfyxgbxayx  , где )(xf  и )(xg  непрерывные неот-

рицательные функции, равен   

  







b

a
Ox dxxgxfV )()( 22 . 

Объем тела, образованного вращением вокруг оси Oy криволи-

нейной трапеции   )(0,:, xfybxayx  , где )(xf  однознач-

ная  непрерывная функция, равен   

 
b

a
Oy dxxfxV )(2 . 

Примеры. 1) Вычислить объем тела, полученного вращением вокруг 

оси Ox астроиды 3
2

3
2

3
2

ayx   (рис.10). 

Решение. Так как 
2
3

3
2

3
2














 xay , то 

32 2

3 3
a

Ox
a

V a x dx


 
      

 
 

  


























 aa

dxxxaxaadxxa
0

23
4

3
2

3
2

3
4

2

0

3

3
2

3
2

3322   

105
32

37
9

5
9

2
37

9
5
922

33
333

0

3
3
7

3
2

3
5

3
4

aa
aaa

x
xaxaxa

a


 




























. 
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Рис. 10 

 

2) Вычислить объем тела, полученного вращением криволинейной 

трапеции, расположенной в правой полуплоскости и ограниченной 

линиями xy  , 32 xxy   вокруг: а) оси Ox; б) оси Oy (рис.11). 

Решение. а)       







1

0

2642
1

0

223 442 dxxxxxdxxxxVOx   

35
12

7
1

5
4

1

1

7
1

5
4

0

753 
  
















xxx . 

б)      












1

0

1

0

53
42

1

0

3

15
4

53
2222




xx
dxxxdxxxxxVOy . 

 
Рис.11 
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Теорема 11.2. Пусть на плоскости задана гладкая кривая 











)(

),(

ty

ttx




 и функции )(t , )(t  имеют на отрезке   ,  не-

прерывные производные. При этих условиях длина дуги кривой равна  

    



 dtttl

22
)()( . 

Рассмотрим частные случаи этой формулы. Пусть кривая задана 

уравнением )(xfy  , bxa  . Можно считать, что кривая задана па-

раметрическими уравнениями 










)(

,

xfy

bxaxx
. Тогда 

  
b

a

dxxfl
2

)(1 . 

Пусть кривая задана в полярных координатах )(rr  ,   . То-

гда  















sin)(

,cos)(

ry

rx
, 











,cos)(sin)(

sin)(cos)(





rry

rrx
 

          22222222
sinsinsincos2cos rrrrryx  

+   sincos2 rr   2222 cos rrr  . Тогда   



drrl 22

. 

Примеры. 1) Найти длину дуги астроиды 










tay

tax
3

3

sin

cos
. 

Решение. 











,cossin3

sincos3
2

2

ttay

ttax     ttattayx sincos3sincos9 22222
 . 

Тогда    
2

0

2
0

2

0

61132cos32sin6sincos34






aatadttadtttal . 

2) Найти длину дуги цепной линии xchy  , 11  x .  

Решение. Имеем xshy  , 122212
1

0

1

0

1

0

2 shshxdxchxdxxshl    . 
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3) Найти длину дуги логарифмической спирали 4
3

3


er  , 
3

0


  . 

Решение. Находим 4
3

4
9



er  ,   2
3

2
3

2
3

22

4
15

9
16
81



eeerr  . Тогда   














  15

3
4

4
15

4
15 4

3

0

3

0

4
3

4
3 






 eedel . 

Рассмотрим поверхность, образованную вращением вокруг оси 

Ox графика функции )(xfy  , заданной на отрезке ];[ ba .  

Теорема 11.3. Если на отрезке ];[ ba  функция )(xfy   имеет не-

прерывную производную )(xf  , то площадь поверхности, образован-

ной вращением графика этой функции вокруг оси Ox может быть вы-

числена по формуле   
b

a

dxxfxfS
2

)(1)(2 .                                 (10) 

Следствие. Если поверхность получается посредством вращения во-

круг оси Ox кривой, определяемой параметрическими уравнениями 











)(

),(

ty

ttx




, то осуществляя замену переменных под знаком 

определенного интеграла в формуле (10), получим следующее выра-

жение для площади этой поверхности:     



 dttttS

22
)()()(2 . 

Пример. Найти площадь поверхности, образованной вращением во-

круг оси Ox циклоиды  










)cos1(

20),sin(

tay

tttax 
. 

Решение. Находим 










tay

tax

sin

)cos1(
. Тогда 

      
2

sin4cos22sincoscos21 222222 t
atatttayx  

= 
2

sin2
t

a . 

    









2

0

2
2

0

22

2
cos

2
sin16

2
sin)cos1(22

t
d

t
adt

t
taS     
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  




























2

0

32
2

0

22

2
cos

3
1

2
cos16

2
cos

2
cos116

tt
a

t
d

t
a

3
64

3
2

216
2

2 a
a


  








. 

                           

12. ФИЗИЧЕСКИЕ ПРИЛОЖЕНИЯ ОПРЕДЕЛЕННОГО  

ИНТЕГРАЛА 

Вычисление массы стержня 

Рассмотрим неоднородный стержень, расположенный на отрезке ];[ ba  

оси Ox. Пусть )(x  линейная плотность стержня, то есть 

 
)(

)(
lim)(

0
xm

x

xmxxm
x

x








 , где    mxmxxm )(  масса 

части стержня на отрезке  xxx , . Обозначим через Т разбиение от-

резка ];[ ba  части: bxxxxa n  210 . Выберем точки 

 iii xxс ,1 , ni ,1 . Обозначим через 1 iii xxx , ni ,1  длину ча-

стичного отрезка и величину iniT x
1

max . Тогда    iii mxc масса 

части стержня на  ii xx ,1
, а масса всего стержня   



n

i
ii xcM

1
 . Пере-

ходя к пределу при 0T , получим    


b

a

n

i
ii dxxxcM

T

)(lim
10




. 

Вычисление статических моментов и координат центра           

тяжести кривой 

Пусть на плоскости задан набор из n точек, в каждой из которых 

находится шарик массой im  и задана направленная ось l.  

Определение. Статическим моментом системы материальных точек 

относительно оси l называется сумма 


n

i
iil

dmM
1

, где id расстояние 

от i-ой точки до оси, взятое со знаком «+», если точка лежит по левую 

сторону от оси и со знаком «-», если лежит по правую сторону.  
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Определение. Точка называется центром тяжести системы из n точек, 

если после помещения в эту точку шарика массой nmmm  21
 ста-

тический момент относительно любой оси для этой точки совпадает 

со статическим моментом всей системы точек. 

Пусть на плоскости задана кривая  










)(

),(

tyy

ttxx 
  и вдоль 

кривой распределена масса. Будем считать, что плотность распреде-

ления массы постоянна и равна 1, тогда масса любой части кривой 

совпадает с длиной этой части и     



dttytxlM

22
)()( . Найдем 

статические моменты этой кривой относительно осей Ox и Oy и коор-

динаты центра тяжести. Обозначим Т:
 

  ntttt 210 , 

1 iii ttt , ni ,1 , iniT t
1

max . Тогда точки  )(),( iii tytxM  разбивают 

кривую на части.  Статический момент относительно оси Ox ра-

вен 
 

n

i
i

iM
i

Mx tylM
1 1

)( , где     iiii
iM

i
M ttltltll  


)(1

1
 (по теореме 

Лагранжа). Поэтому     


n

i
iiiix ttytxtyM

1

22
)()()( . Переходя к 

пределу при 0T , получим     



dttytxtyM x

22
)()()( .  

Аналогично, статический момент относительно оси Oy равен 

    



dttytxtxM y

22
)()()( . 

Найдем координаты центра тяжести кривой   ,P . По определению 

 yMM 
l

M

M

M yy
 ; 

l

M

M

M
MM xx

x   . 

Распишем     



 dttytxtyM

22
)()()( . Умножим обе части послед-

него равенства на 2 , получим:     



 dttytxtyl

22
)()()(2 .  
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В правой части стоит формула для вычисления площади поверх-

ности вращения. Таким образом, доказана первая теорема Гульдена:  

Площадь поверхности, полученной при вращении вокруг оси Ox 

кривой, равна произведению длины окружности, описываемой цен-

тром тяжести вокруг оси Ox на длину кривой. 

  Пусть кривая задана уравнением )(xfy   на отрезке ];[ ba , тогда 


b

a

dxxfSM )( , так как 1)( x . Возьмем разбиение отрезка ];[ ba  

части: bxxxxa n  210 . Обозначим через 1 iii xxx , 

ni ,1  длину частичного отрезка и величину iniT x
1

max . Координа-

ты центра тяжести прямоугольника со сторонами ix
 
 и 

1iy прибли-

женно равны 

























 



  2

;
2

;
2 11

i
i

ii
i

y
x

yx
x , iii xyM  1 . Тогда получим 

    




n

i
iiix xxfxfM

1
112

1 . Переходя к пределу при 0T , получим 





dxxfM x )(

2
1 2 . Аналогично,   




n

i
iiiy xxfxM

1
11

, или, переходя 

пределу при 0T , получим  



dxxfxM y )( . 

Координаты центра тяжести   ,P  равны: 



 










dxxf

dxxfx

S

M y

)(

)(
,        














dxxf

dxxf

S

M x

)(

)(
2

1 2

. Из последней форму-

лы находим: 



 dxxfS )(2 2 , 




 dxxfS )(2 2 . В правой части по-

следнего равенства стоит формула для вычисления объема тела вра-

щения. Таким образом, доказана вторая теорема Гульдена: 
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Объем тела, полученного при вращении криволинейной трапе-

ции вокруг оси Ox, равен площади криволинейной трапеции, умно-

женной на длину окружности, описываемой центром тяжести. 

Примеры. 1) Найти координаты центра тяжести дуги астроиды, рас-

положенной в первом квадранте: 












tay

ttax

3

3

sin

2
0,cos


. 

Решение. Находим ttax sincos3 2  , ttay cossin3 2  , 

    tattattttayx 2sin
2
3

cossin3cossinsincos3 242422
 . 

Тогда  

      aatadttadtyxl
2
3

0coscos
4
3

2cos
4
3

2sin
2
3 2

0

2

0

2

0

22
   



, 

        
2

0

4
2

0

23
2

0

22
coscos3cossin3cos)(



tdtadtttatadtyxtxM y   

22

0

52

5
3

cos
5
3

ata 



. Тогда абсцисса центра тяжести равна 

5
2

3
2

5
3 2 a

a
a

l

M y
 . Аналогично находим   

        
2

0

4
2

0

23
2

0

22
sinsin3cossin3sin)(



tdtadtttatadtyxtyM x

22

0

52

5
3

sin
5
3

ata 



. Ордината центра тяжести равна 

5
2

3
2

5
3 2 a

a
a

l

M x  . 

2) Вычислить работу, необходимую для выкачивания масла из верти-

кального цилиндрического резервуара высотой H=6 м и радиусом ос-

нования R=2 м. Удельный вес масла 9,0 .  
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Решение. Величина работы q, затрачиваемой на поднятие некоторого 

тела, зависит от высоты x его подъема: q=Px, где P – вес тела. 

Допустим, что работа, затраченная на выкачивание из резервуа-

ра слоя масла толщиной x, есть некоторая функция q(x) и найдем 

дифференциал этой функции. 

         При увеличении x на величину x  объем v слоя масла увеличит-

ся на величину xRv  2 , его вес p увеличится на величину 

xRp  2 , а затраченная работа q увеличится на величину 

dqxxRq  2 .  

Всю искомую работу Q получим при изменении x от 0 до H. По-

этому    

 8,64
2
1

2
22

0

2
2

0

2  HR
x

RxdxRQ

H
H

.  

 

13. НЕСОБСТВЕННЫЕ ИНТЕГРАЛЫ ПЕРВОГО  

И ВТОРОГО РОДА 

Дальнейшая цель состоит в распространении понятия интегри-

руемости функции по Риману на новые классы функций, а именно: 

1) на функции, заданные на бесконечном промежутке; 

2) на неограниченные функции. 

Для первого случая интегралы типа 


a

dxxf )( , 


a

dxxf )( , 




dxxf )(  

называются несобственными интегралами первого рода, во втором 

случае, когда функция )(xf  является неограниченной на конечном 

отрезке ];[ ba , интеграл 
b

a

dxxf )(  называются несобственным интегра-

лом второго рода. 
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Определение. Пусть функция )(xf  определена на промежутке );[ a  

и интегрируема по Риману на любом отрезке ];[ Aa , где  Aa . 

Тогда, если существует предел 


A

aA
dxxfI )(lim , то он называется не-

собственным интегралом первого рода от функции )(xf  на проме-

жутке );[ a . Для интеграла I используется следующее обозначение: 




a

dxxfI )( . Если предел I существует, то говорят, что несобствен-

ный интеграл сходится, если этот предел не существует или равен 

бесконечности, то говорят, что интеграл расходится.  

Определение. Пусть функция )(xf  определена на промежутке ];( a  

и интегрируема по Риману на любом отрезке ];[ aA , где aA . 

Тогда  

a

AA

a

dxxfdxxf )(lim)( . 

Определение. 






 0

0

)()()( dxxfdxxfdxxf . 

Примеры. 1) Пусть 0a . Рассмотрим интеграл  








  















11
lim

1
limlim)1(

111








aAx

dxx
x

dx
A

A

a
A

A

aAa
  













 

.1,
1

1,
1







если
a

если

 

 




aAx
x
dx

A

A

aAa

lnlnlimlnlim . 

Таким образом, 
, 1

, 1.a

сходится еслиdx

расходится еслиx





 
 

 
 

2) При любом натуральном n интегрированием по частям получаем, 

что  !
0

ndxex xn  


  
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Критерий Коши и достаточные условия сходимости несобственных 

интегралов 

Теорема 13.1. (критерий сходимости несобственного интеграла 

первого рода) 

Для сходимости интеграла 


a

dxxf )(  необходимо и достаточно, чтобы 

выполнялось условие Коши, то есть 0 0)(  ВВ  такое, что 

для любых чисел  ВАА 21, 
2

1

)(
А

А

dxxf . 

Рассмотрим вопрос о сходимости интегралов первого рода в 

случае положительной функции. Если функция )(xf  положительна, 

то интеграл 
с

a

dxxfcF )()(  представляет собой монотонно возраста-

ющую функцию переменной с. Действительно, пусть 
21 cс  , тогда 

    
21

2

221

)()()()()(21

c

a

c

c

c

a

c

a

c

a

dxxfdxxfdxxfdxxfdxxfcFcF  

0)(
1

2


c

c

dxxf , то есть    
21 cFcF  . 

Поэтому для сходимости несобственного интеграла 


a

dxxf )(  в случае 

положительной функции )(xf  необходимо и достаточно, чтобы инте-

грал 
с

a

dxxf )(  при возрастании с оставался ограниченным сверху: 

Мdxxf
с

a

 )( . Если это условие не выполнено, то интеграл 


a

dxxf )(  

имеет значение  . 

Теорема 13.2. (признак сравнения) 

Пусть функции )(xf  и )(xg  определены и положительны на проме-

жутке );[ a , интегрируемы на любом отрезке ];[ ca , где  ca . 

Предположим, что при 
0xx   )()(0 xgxf  , тогда из сходимости ин-
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теграла 


a

dxxg )(  следует сходимость 


a

dxxf )( , а из расходимости 




a

dxxf )(  следует расходимость 


a

dxxg )( . 

Доказательство. Интеграл 


a

dxxf )(  сходится тогда и только тогда, ко-

гда сходится 


0

)(
x

dxxf . Так как )()(0 xgxf  , то по свойству опреде-

ленного интеграла 
с

x

с

x

dxxgdxxf
00

)()( . Если 


0

)(
x

dxxg  сходится, то 

0

( )
с

x

g x dx M , следовательно, 
0

( )
с

x

f x dx M . Поэтому 

0

( )
x

f x dx


  схо-

дится. 

Если 


0

)(
x

dxxf  расходится, то 
c

x

dxxf

0

)(  при c , значит и 


c

x

dxxg

0

)( , поэтому 


0

)(
x

dxxg  расходится. Теорема доказана. 

Пример. Исследовать на сходимость 


a

dx
x

bx
2

cos1
, 0a . 

Решение. Так как 1cos bx , то 
22

2cos1

xx

bx



. А интеграл 



a

dx
x2

2
 

сходится, то по признаку сравнения сходится и исходный интеграл. 

Теорема 13.3. (признак сравнения в предельной форме) 

Пусть функции )(xf  и )(xg  определены и положительны на проме-

жутке );[ a  и существует K
xg

xf
x


 )(

)(
lim , тогда: 

1) при  K0  из сходимости 


a

dxxg )(  следует сходимость 




a

dxxf )( , 
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2) при  K0  из расходимости 


a

dxxg )(  следует расходимость 




a

dxxf )( . 

Таким образом, при  K0  оба интеграла сходятся или расходят-

ся одновременно. 

Доказательство. По определению предела K
xg

xf
x


 )(

)(
lim  имеем: 

0 0   такое, что  xx : K
xg

xf

)(

)(
. Последнее нера-

венство равносильно   K
xg

xf
K

)(

)(
 или 

    )()()( xgKxfxgK   .                                                          (*) 

Пусть  K0 , тогда   )()(0 xgKxf  . По теореме 13.2 из схо-

димости   


a

dxxgK )(  следует сходимость 


a

dxxf )( . 

Пусть  K0 . Выберем 
2
K

  и воспользуемся левой частью не-

равенства (*): )()(
2

xfxg
K

 . Если 


a

dxxg
K

)(
2

 расходится, то по тео-

реме 13.2 и 


a

dxxf )(   расходится. 

Пусть K , то есть 
 )(

)(
lim

xg

xf
x

. По определению предела име-

ем: 0E 0  такое, что  xx : E
xg

xf


)(

)(
 или )()( xgExf  . 

Тогда из расходимости 


a

dxxg )(  следует расходимость 


a

dxxf )( . Тео-

рема доказана. 

Пример. Исследовать на сходимость 
 





a

dx
xx

x

112
. 
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Решение. В нашем случае 
  11

)(
2 


xx

x
xf .  Рассмотрим функцию 

2
32

1
)(

x
xx

x
xg  . Очевидно, что 1

)(

)(
lim 
 xg

xf
x

. Поскольку 


a
x

dx

2
3

 схо-

дится, то по признаку сравнения в предельной форме исходный инте-

грал тоже сходится. 

Выбирая конкретную функцию для сравнения, можно получить част-

ные признаки сходимости или расходимости интеграла 


a

dxxf )( .  

Практическое значение имеет сравнение с функцией x

1
, которая ин-

тегрируема от  0a  до  при 1  и не интегрируема при 1 . На 

этом построены следующие признаки: 

Пусть при достаточно больших x функция )(xf  имеет вид 



x

x
xf

)(
)(   

( 0 ).  Тогда: 

1) если 1  и  cx)( , то 


a

dxxf )(  сходится; 

2) если 1  и 0)(  cx , то 


a

dxxf )(  расходится. 

Для доказательства нужно воспользоваться теоремой 13.2, функцией 

сравнения является функция x

c
. 

Если при x  функция )(xf  является бесконечно малой порядка 

0  (по сравнению с 
x
1

), то интеграл 


a

dxxf )(  сходится или расхо-

дится в зависимости от того, будет ли 1  или 1 . Здесь следует 

сослаться на теорему 13.3, роль функции )(xg  играет x

1
. 

Примеры.  Исследовать на сходимость: 1) 




0
2

2
3

1
dx

x

x
;  2) 





1 2 1xx

dx
. 
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Решение. 1) Подынтегральная функция при x  представляет со-

бой бесконечно малую порядка 
2
1

, следовательно, интеграл расходится. 

2) Подынтегральная функция при x  представляет собой беско-

нечно малую порядка 2, следовательно, интеграл сходится. 

Абсолютная и условная сходимость несобственных интегралов 

Теорема 13.4. Если сходится интеграл 


a

dxxf )( , то сходится 

также и интеграл 


a

dxxf )( .  

Доказательство. Так как интеграл 


a

dxxf )(  сходится, то по критерию 

Коши 0 aA  0  такое, что для любых чисел 

 021, AАА 
2

1

)(
А

А

dxxf . Но очевидно, что 
2

1

2

1

)()(
А

А

А

А

dxxfdxxf . 

Отсюда в силу того же критерия Коши вытекает сходимость 


a

dxxf )( . 

Теорема доказана. 

Определение. Будем говорить, что интеграл 


a

dxxf )(  сходится абсо-

лютно, если сходится 


a

dxxf )( , а функцию f(x) называть абсолютно 

интегрируемой на [a; +∞). Если интеграл 


a

dxxf )(  сходится, а 




a

dxxf )(  расходится, то будем говорить, что интеграл 


a

dxxf )(  схо-

дится условно. 
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Пример 1. (условно сходящегося интеграла) 

 Рассмотрим интеграл 

 






































 
1coscos

lim

cos

sin
1

sin
2

2

dx
x

x
x

x

xv
x

dx
du

xdv
x

u
dx

x
x

A

A
 





dx

x

x
2

cos
. 

Интеграл 



dx

x

x
2

cos
 сходится абсолютно, так как 

22

1cos

xx

x
 , а 




2x

dx
 

сходится. Таким образом, 



dx

x
xsin

 сходится. Докажем, что интеграл 





dx

x

xsin
 расходится. Так как 

x
x

x

x 2sinsin
 , то достаточно доказать, 

что интеграл 



dx

x
x2sin

 расходится. Имеем 

  






dx

x
x

x
dx

dx
x

x
dx

x
x 2cos

2
1

2
12cos1

2
1sin 2

. 

Мы доказывали, что интеграл 


 x
dx

  расходится. Если мы докажем, 

что  интеграл 



dx

x
x2cos

 сходится, то их разность будет расходиться. 

Имеем 

 































dx

x

x
x

x

xv
x

dx
du

xdxdv
x

u
dx

x
x

A

A 2

2

2sin
2
1

2
2sin

lim

2sin
2
1

2cos
1

2cos
 





dx

x

x
2

2sin
2
1

. 
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Так как 
22

12sin

xx

x
 , а интеграл 




2x

dx
 сходится, то интеграл 





dx

x

x
2

2sin
 сходится абсолютно. 

Пример 2. Вычислить объем тела, ограниченного поверхностью бес-

конечного веретена, образованного вращением линии 
21

1

x
y


  во-

круг ее асимптоты. 

Решение. 
 










 








0

2

0
222 221

lim
1

2



A

AOx arctgx
x

x

x

dx
V . 

Пример 3. Бесконечная дуга xey  , соответствующая положитель-

ным значениям x, вращается вокруг оси Ox. Найти площадь поверх-

ности, которая при  этом получается. 

Решение.   










 

























dtt

tx

tx

dxedt

et

dxeeS
x

x

xx
0

10

2 212

0,

1,0
12             

 )21ln(21ln1
1

0

22  






  tttt .       

 

Несобственные интегралы от неограниченных функций 

 

Определение. Пусть функция )(xf  задана на промежутке ),[ ba  и не 

ограничена на нем, bcac  :  функция )(xf  ограничена и интегри-

руема на отрезке ],[ ca . Тогда если существует Idxxf
c

abc



)(lim , то этот 

предел называется несобственным интегралом второго рода от функ-

ции )(xf  на промежутке ),[ ba  и обозначается 
b

a

dxxf )( . 

В случае существования конечного предела, говорят, что интеграл 

сходится, а функцию )(xf  называют интегрируемой в промежутке 

),[ ba . В противном случае говорят, что интеграл расходится. Точка b 

называется особой.  
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Определение. Пусть функция )(xf  задана на промежутке ],( ba  и не 

ограничена на нем, bcac  :  функция )(xf  ограничена и интегри-

руема на отрезке ],[ ca . Тогда  dxxfdxxf
b

a

b

cac 
)()(lim . 

Определение. Пусть функция )(xf  определена во всех точках отрезка 

],[ ba  кроме точки d , тогда  dxxfdxxfdxxf
b

cdc

c

adc

b

a



)(lim)(lim)( . 

Примеры. 1)  







1

0
0101 2

arcsinlim
21

lim
21

c

c

c

c
x

x

dx

x

dx
; 

2)  














 














1,

1,
1

1
lim

11
lim1

1
1

00

11

0













a
cax

x

dx
c

a
a

c
c

 , 

 


cax
x
dx

c

a a

cc
lnlimlnlnlim

00 0
. Таким образом,  










 

1,

1,

0 


 еслирасходится

еслисходится

x

dxa

. 

Рассмотрим основные свойства несобственного интеграла вто-

рого рода  на примере интеграла dxxf
b

a
 )(  с единственной особой точ-

кой b. Эти свойства аналогичны свойствам несобственных интегралов 

первого рода. 

1) Теорема 13.5. (критерий Коши сходимости несобственного ин-

теграла второго рода) 

Для сходимости интеграла dxxf
b

a
 )(  необходимо и достаточно, что-

бы 0 0)(    такое, что для любых чисел 

  bbcc ,, 21  
2

1

)(
c

c

dxxf . 

2) Для сходимости несобственного интеграла dxxf
b

a
 )(  в случае по-

ложительной функции необходимо и достаточно, чтобы инте-

грал  dxxf
с

a
 )(  bca   оставался ограниченным сверху. 

3) Теоремы сравнения 1 и 2 для положительных функций и здесь 

имеют место. 
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4) Несобственный интеграл второго рода dxxf
b

a
 )(  называется абсо-

лютно сходящимся, если сходится интеграл dxxf
b

a
 )(  и условно 

сходящимся, если он сходится, а  dxxf
b

a
 )(  расходится. 

 

Замена переменной и интегрирование по частям  

в несобственном интеграле 

 

Теорема 13.6. Пусть производная )(t  непрерывна на отрезке ],[   

и отлична от нуля на   ,  и пусть функция )(xf  непрерывна на 

 )(),(  . Тогда имеет место формула:  

  








 dtttfdxxf )()()(
)(

)(

 

как для собственных, так и для несобственных интегралов. 

Доказательство. Пусть сначала  и   являются конечными. Тогда 

особыми точками функций )(xf  и ))(( tf   могут быть концы соответ-

ствующих отрезков. В силу монотонности функции )(tx   каждое 

значение x принимается лишь один раз, когда переменная  ,t . 

Тогда 0, 21    по теореме о замене переменных для собственного 

интеграла имеем   

  









2

1

2

1

)()()(
)(

)(









 dtttfdxxf . 

Переходя к пределу в этом равенстве при 0,0 21   , получим ис-

комую формулу.  

Если пределы  и   бесконечны, то, взяв 11,  R и вновь используя 

теорему о замене переменной для собственного интеграла, получим 

  
1

1

1

1

)()()(
)(

)(









 dtttfdxxf . 

Отсюда, переходя к пределу при  11 ,  , получаем иско-

мое равенство. Теорема доказана. 
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Теорема 13.7. Пусть: 1) функции )(xu  и )(xv  непрерывны  на 

промежутке  ,a ; 

2) сходится хотя бы один из несобственных интегралов  


a

dxxvxu )()(  

или  


a

dxxvxu )()( ; 

3) существует предел )()(lim1 xvxul
x 

 , а в случае, если a – особая, то 

существует предел )()(lim2 xvxul
ax

 . Тогда существуют оба интеграла 

и имеет место равенство  




aa
a

duvuvdvu . 

Доказательство. Рассмотрим собственные  интегралы на отрезке 

 ba , . По теореме об интегрировании по частям в собственном ин-

теграле имеем 

 




b

a

b

a

b

a
duvuvdvu


 . Устремив в этом равенстве  b,0 , по-

лучим искомую формулу. Теорема доказана. 

Примеры. Вычислить несобственный интеграл или установить его 

расходимость: 

1) 
 










































1
2

2

2

2

2

2 1

1

,,1

1,2,1

1 tt

tdt

t

dtt
dx

txtx

txtx

xx

dx
 

 







1
12 4421


tarctg

t

dt
. 

2) 






















0
0

0

coscos
cos

sin
sin xdxxx

xvdxdu

dxxdvxu
dxxx  




)cos(lim xx
x

)sincos(limsin
0

xxxx
x





 не существует, следо-

вательно, интеграл расходится.  
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Типовой расчет № 1  

НЕОПРЕДЕЛЕННЫЙ ИНТЕГРАЛ 
 

1. Найти интегралы, используя приемы непосредственного инте-

грирования. 

1. a) 
 )21(cos

3
2 x

dx
;           b) dx

x
exx x


 33

;            c) 
 25124 2 xx

dx
. 

2. a) 
 )31(sin

5
2 x

dx
;            b) dx

x

exx x




2

25 7
;          c) 

 25124 2 xx

dx
. 

3. a) 
12

3

x

dx
;                  b) dxx

xx




10

25 ;                     c) 
 762 xx

dx
. 

4. a)   dxx 124 ;             b) dxx

xx




6

23 ;                     c) 
 41164 2 xx

dx
. 

5. a)   dxx )14sin(8 ;        b) dxx

xx




21

73 ;                      c) 
 21102 xx

dx
. 

6. a)   dxx )12cos(4 ;       b) 
 234

3

x

dx
;                      c) 

 7124 2 xx

dx
. 

7. a)  14
3
x
dx ;                    b) 

14

4
2x

dx
;                       c) 

 542 xx

dx
. 

8. a)
 



2

12

5

x

dx
;                 b) 

19

2
2x

dx
;                       c) 

 9204 2 xx

dx
. 

9. a) 
 dxe x 123 ;                 b) dx

x
x


33

;                        c) 
 1282 xx

dx
. 

10. a) 
 dxe x325 ;              b) dx

x
x


53

;                         c) 
 1282 xx

dx
. 

11. a)    dxx4152 ;            b)   dxxx  21 ;              c) 
 542 xx

dx
.      

12. a)    dxx2143 ;            b)   dxxx  123 ;              c) 
 21102 xx

dx
. 

13. a) 
 dxx4124 ;              b)   dxxx  144 ;              c) 

 41204 2 xx

dx
. 

14. a) 
 )13(cos

4
2 x

dx
;           b) 

 243

7

x

dx
;                  c) 

 1242 xx

dx
. 

15. a) 
 )13(sin

6
2 x

dx
;           b) 

 249

5

x

dx
;                   c) 

 13124 2 xx

dx
. 
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16. a)   dxx 126 ;            b) dxx

xx




15

53 ;                   c) 
 21204 2 xx

dx
. 

17. a)   dxx4 536 ;            b) dxx

xx




14

72 ;                  c) 
 29204 2 xx

dx
. 

18. a)
 



3

12

3

x

dx
;                 b) 

116

2
2x

dx
;                  c) 

 3462 xx

dx
. 

19. a)
 



4

12

4

x

dx
;                 b) 

49

3
2x

dx
;                   c) 

 2562 xx

dx
. 

20. a) 
3 13

9

x

dx
;                  b) 

1
16

2
2x

dx
;                     c) 

 41204 2 xx

dx
. 

21. а)   







dx

x
1

4
sin2 ;         b) 


4

1

5
2x

dx
;                    c) 

 2562 xx

dx
. 

22. а)   







dx

x
3

2cos3 ;        b) 


16

9

2
2x

dx
;                    c) 

 2184 2 xx

dx
. 

23. a)  145

4
x

dx
;                      b)   dxxx  144 ;        c) 

 762 xx

dx
. 

24. a) 
3 34

2

x

dx
;                 b)   dxxx  12 ;           c) 

 13124 2 xx

dx
. 

25. а)   







dx

x
4

1sin2 ;         b) 


4

9

5
2x

dx
;                     c) 

 1862 xx

dx
. 

26. а)   







dx

x
2

1cos4 ;        b) 

2
4

5
2x

dx
;                      c) 

 25124 2 xx

dx
. 

27. а)    dxx 5
3

434 ;           b)   dxxx  24 ;           c) 
 9204 2 xx

dx
. 

28. а)    dxx 4
3

212 ;            b)   dxxx  312 ;          c) 
 542 xx

dx
. 

29. a) 
 dxe x515 ;                 b) dx

x
x


 44

;                       c) 
 21204 2 xx

dx
. 

30. a) 
 dxe x418 ;                 b) dx

x
x


 4

;                       c) 
 9204 2 xx

dx
. 
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2. Найти интегралы, используя подходящую замену переменной. 

1. а)  dxxx 3sincos ;          b)   49

3
x

x dx ;                  c) 
xx

dx
2ln

. 

2. а)   dxxx5 332 ;          b) 
92x

x

e

dxe
;                    c) 


dx

x

tgx
2cos

5
. 

3. а) 
xx

dx
2cos

;               b) 
42x

xdx
;                     c) 


dx

x

ctgx
2sin

5
. 

4. а) 
xx

dx
2sin

;                b) 
96

2

x

dxx
;                     c) 

xx

dx
3ln

. 

5. а) 



dx
x

x
3

7
2

1
2

;                b)  9sin
cos

x
xdx ;                   c) 


dx

e

e
x

x

216
. 

6. а) 



dx
x

x
4

5
3

1
2

;                b)  1cos2
sin

x
xdx ;                  c) 


dx

x

x

49

2
. 

7. а) 











x
x

x

dx

1
sin 22

;            b)  x
dxx2ln

;                     c) 
 xx

dx
32 arccos1

. 

8. а) 











x
x

x

dx

1
cos22

;            b)  x
dxx5ln

;                     c) 
 xx

dx
32 arcsin1

. 

9. а) 
xx

dx
2ln

;                        b) 
 2

5

1

arccos

x

dxx
;                c) 

 x

x

e

dxe
21

. 

10. а)     dxex xx 32 3
1 ;          b) 

25sin

cos
2 x

dxx
;                 c)

 
 23 1 xxarctg

dx
. 

11. а)     dxex xx 43 4
1 ;          b) 

16cos

sin
2 x

dxx
;                 c)

 
 24 1 xxarcctg

dx
. 

12. а)  
4

3
3

1
3

x

dx

x
;               b)

 






xx

dxx

sin

1cos
;                c) 

x

dxxtg
2

3

cos
. 

13. а)   dxx x3
5 ;               b)   2sin7

cos
x
xdx ;                   c) 

 x

x

e

dxe
8

3

4
. 

14. а) 
x

dxe x

;                       b)   2cos5
sin

x
xdx ;                   c) 

 xx

dx
2ln4

. 
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15. а)  3

1
2

7
x

dxx ;                     b) 
 2

4

1

arcsin

x

xdx
;                   c) 

 x

dxx
2sin9

cos
. 

16. а)  2

1

2
x

dxx ;                       b) 
 2

5

1

arccos

x

xdx
;                 c) 

 x

dxx
2cos16

sin
. 

17. а) 
5ln 2 xx

dx
;              b) 

 2

5

1 x

xdxarctg
;                    c) 

3sin

2sin
2 x

dxx
. 

18. а) 
4ln 2 xx

dx
;              b) 

 2

4

1 x

xdxarcctg
;                   c) 

5sin

2sin
2 x

dxx
. 

19. а)
 

xx

dx

lncos2
;               b) 




2

5

1

5

x

dxxarctg
;              c) 

32x

x

e

dxe
. 

20. а)
 

xx

dx

lnsin 2
;               b) 




2

3

1

3

x

dxxarcctg
;              c) 

 x

x

e

dxe
29

. 

21. а)
  32

2

cos x

dxx
;                   b) 





3

)12(
2 xx

dxx
;                     c) 

 x

x dx

94

3
. 

22. а)
  32

2

sin x

dxx
;                   b) 





93

)32(
2 xx

dxx
;                    c) 

 x

x dx

254

5
. 

23. а) 
 6

2

72 x

dxx
;                 b) 



x

dxxtg
2

3

cos

)32(
;                 c)   dxxx sin2 1cos . 

24. а) 
 449 x

xdx
;                b) 



x

dxxctg
2

3

sin

)32(
;                c)   dxxx cos3 1sin . 

25. а) 
 12

5

169 x

dxx
;                 b)  )ln(cos x

xdxtg
;                         c) 

 5 122

2
x

x dx
. 

26. а) 
 10

4

254 x

dxx
;                 b)  )ln(sin x

xdxctg
;                         c) 

 5 133

3
x

x dx
. 

27. а) 


x
dxxln31

;             b) 



4)sin(

)cos1(

xx

dxx
;                  c) 

92x

x

e

dxe
. 

28. а) 


x
dxx3 ln31

;             b)
 

13sin 62

5

x

dxx
;                  c)  916

4
x

x dx . 

29. а) 


x
dxx4 ln41

;             b)
 

13cos 52

4

x

dxx
;                  c)   254

2
x

x dx . 

30. а)   xdxx sincos313 ;    b)  



12

)12(ln 3

x

dxx
;                c)  925

5
x

x dx .  
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3. Найти интегралы, используя формулу интегрирования по частям 

1. а)   dxxx 2cos)14( ;                         b)   dxexx x
 2 ;           

    c)   dxarctgxx 12 ;                         d)   dxxx )1ln(13 2   . 

2. а)   dxxx 3sin)13( ;                          b)   dxex x22 1  ;           

    c)  dxxarcsin ;                                 d)  dx
x

x
2

ln
. 

3. а)   dx
x

x
2

sin)25( ;                           b)   dxex x422  ;           

    c)  dxxarccos ;                                 d)  dx
x

x
5

ln
. 

4. а)   dx
x

x
2

cos)43( ;                          b)   dxexx x222  ;           

    c)   dxarctgxx ;                               d) 
 

 





dx

x

x
5

12

12ln
. 

5. а)   dxxx 3cos)32( ;                          b)   dxex x42 32  ;           

    c)  dxxarctg2 ;                                 d)   dxxx )3ln()32( . 

6. а)   dxxx 4sin)84( ;                          b)   dxex x22 14  ;           

    c)  dxxarcctg3 ;                                d)   dxxx )4ln()42( . 

7. а)   dx
x

x
3

cos)34( ;                           b)   dxexx x224  ;           

    c)  dxx2arcsin ;                                 d)   dxxx )23ln()56( . 

8. а)   dx
x

x
3

sin)31( ;                             b)   dxexx x22 2  ;           

    c)  dxx2arccos ;                                d)   dxxx )3ln()32( . 

9. а)   dxxx 5sin)15( ;                            b)   dxexx x42 4  ;           

    c)  dx
x
2

arccos ;                                  d) 



dx

x

x
2)3(

)3ln(
. 

10. а)   dxxx 4cos)34( ;                        b)   dxex x22 4 
  ;           

      c)  dx
x
2

arcsin ;                                 d) 



dx

x

x
2)5(

)5ln(
. 

11. а)   dxxx 4cos)34( ;                         b)   dxex x22 4 
  ;           

      c)  dx
x
2

arcsin ;                                  d) 



dx

x

x
2)5(

)5ln(
. 

12. а)   dxxx 2sin)16( ;                           b)   dxexx x
 22 ;           
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      c)  dx
x
3

arcsin ;                                  d)    dxxx )92ln(14 . 

13. a)   dxxx 4cos)52( ;                          b)   dxex x22 2 
  ;           

      c)  dxx4arccos ;                                  d)   dxxx )1ln(2 . 

14. a)   dx
x

x
3

cos)3( ;                               b)   dxex x
  42 ;           

      c)   dxxarctgx ;                                  d)   dxxx )2ln(2 . 

15. a)   dx
x

x
3

cos)3( ;                               b)   dxex x
  42 ;           

      c)   dxxarctgx ;                                  d)   dxxx )2ln(2 . 

16. a)   dxxx 2sin)23( ;                             b)   dxexx x
 2 ;           

      c)   dxxarcctgx ;                                 d)   dxxx )1ln(3 2 . 

17. a)   dxxx 2cos)54( ;                             b)   dxex x22 3  ;           

      c)    dxxarctgx 13 2 ;                           d)    dxxx )1ln(13 2 . 

18. a)   dxxx 4sin)58( ;                              b)   dxexx x22 
  ;           

      c)    dxxarcctgx 13 2 ;                          d) 



dx

x

x
2)14(

)14ln(
. 

19. a)   dxxx 3cos)19( ;                               b)   dxex x22 4  ;           

      c)    dxxarctgxx 232 ;                         d) 



dx

x

x
2)13(

)13ln(
. 

20. a)   dxxx 2sin)92( ;                               b)   dxexx x
 42 ;           

      c)    dxxarctgxx 22 3 ;                         d) 



dx

x

x
3)12(

)12ln(
. 

21. a)   dx
x

x
3

sin)83( ;                                 b)   dxex x42 32  ;           

      c)  dxx5arcsin ;                                      d) 



dx

x

x
2)2(

)1ln(
. 

22. a)   dxxx 4sin)14( ;                                b) dxex x22
 ;           

      c)  dx
x
4

arccos ;                                       d) 



dx

x

x
2)1(

)4ln(
. 

23. a)   dx
x

x
3

cos)23( ;                                 b) dxex x32
 ;           

      c)  dx
x
3

arcsin ;                                        d) 



dx

x

x
5)43(

)43ln(
. 
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24. a)   dx
x

x
3

cos)23( ;                                  b) dxex x32
 ;           

      c)  dx
x
3

arcsin ;                                         d) 



dx

x

x
5)43(

)43ln(
. 

25. a)   dxxx 4sin)43( ;                                  b)   dxex
x
22 2  ;           

      c)  dx
x

arctg
2

;                                          d) 



dx

x

x
4)4(

)4ln(
. 

26. a)   dxxx 4cos)2( ;                                    b)   dxexx
x
42 2  ;           

      c)  dx
x

arcctg
2

;                                         d) 



dx

x

x
6)2(

)2ln(
. 

27. a)   dxxx 3sin)5( ;                                     b)   dxex
x
32 5  ;           

      c)  dxxarctg3 ;                                           d)    dxxx )1ln(12 . 

28. a)   dxxx 4cos)4( ;                                     b)   dxex
x
42 1  ;           

      c)   dxxarcctgx 2 ;                                      d)    dxxx )1ln(12 . 

29. a)   dxxx 6sin)23( ;                                     b)   dxexx
x
22

  ;           

      c)   dxxarctgx 4 ;                                        d)    dxxx ln13 2 . 

30. a)   dxxx 2cos)43( ;                                    b)   dxexx
x
42 4  ;           

      c)  dxxarctg4 ;                                            d)    dxxx ln23 2 . 

 

4. Найти интегралы от рациональных функций 

1. a) 



dx

xxx

x

65

2
23

;                            b)  
dx

xx

xxxx






5)4(

4621492
2

234

;          

    с)  
dx

xxx

xx






44)1(

151911
2

2

. 

2. a) 



dx

xxx

x

2

12
23

;                              b)  
dx

xx

xxxx






3)1(

751022
2

234

;          

    с)  
dx

xxx

xx






44)1(

151911
2

2

. 

3. a) 



dx

xxx

x

23

4
23

;                            b)  
dx

xx

xxxx






1)2(

91032
2

234

;          
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    с)  
dx

xxx

xx






12)1(

6175
2

2

. 

4. a) 



dx

xxx

x

45

2
23

;                            b)  
dx

xx

xxxx






4)7(

7356137
2

234

;          

    с)  
dx

xxx

xx






44)4(

6022
2

2

. 

5. a) 



dx

xxx

x

149

52
23

;                          b)
 

dx
xx

xxxx






4)3(

49332062
2

234

;          

    с)  
dx

xxx

xx






96)2(

37288
2

2

. 

6. a) 



dx

xxx

x

6

5
23

;                              b)  
dx

xx

xxxx






7)4(

94742782
2

234

;          

    с)  
dx

xxx

xx






12)4(

1423
2

2

. 

7. a) 



dx

xxx

x

82

6
23

;                           

b)  
dx

xx

xxxx






6)5(

4311932153
2

234

;          

    с)  
dx

xxx

xx






2510)2(

6924
2

2

. 

8. a) 



dx

xxx

x

23

43
23

;                            b)  
dx

xx

xxxx






3)2(

233926105
2

234

;          

    с)  
dx

xxx

xx






168)3(

55
2

2

. 

9. a) 



dx

xxx

x

12

32
23

;                            b)  
dx

xx

xxxx






2)4(

8271382
2

234

;          

    с)  
dx

xxx

xx






44)1(

1575
2

2

. 

10. a) 



dx

xxx

x

34

4
23

;                           b)  
dx

xx

xxxx






5)4(

72584
2

234

;          

    с)  
dx

xxx

xx






2510)3(

225938
2

2

. 
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11. a) 



dx

xxx

x

86

62
23

;                           b)  
dx

xx

xxxx






4)2(

2251763
2

234

;          

    с)  
dx

xxx

xx






44)4(

281711
2

2

. 

12. a) 



dx

xxx

x

209

3
23

;                         b)  
dx

xx

xxxx






2)3(

5201162
2

234

;          

    с) 
 

dx
xxx

xx






96)1(

6139
2

2

. 

13. a) 



dx

xxx

x

32

1
23

;                            b)  
dx

xx

xxxx






2)5(

5233115
2

234

;          

    с)  
dx

xxx

xx






44)1(

8197
2

2

. 

14. a) 



dx

xxx

x

65

4
23

;                           b)  
dx

xx

xxxx






4)1(

2351722
2

234

;          

    с)  
dx

xxx

xx






2510)7(

20839
2

2

. 

15. a) 



dx

xxx

x

107

6
23

;                          b)  
dx

xx

xxxx






7)1(

761224
2

234

;          

    с)  
dx

xxx

xx






12)2(

38
2

2

. 

16. a) 



dx

xxx

x

86

8
23

;                           b)  
dx

xx

xxxx






4)5(

197421153
2

234

;          

    с)  
dx

xxx

xx






44)7(

52307
2

2

. 

17. a) 



dx

xxx

x

12

52
23

;                            b)  
dx

xx

xxxx






2)1(

4892
2

234

;          

    с)  
dx

xxx

xx






44)1(

3
2

2

. 

18. a) 



dx

xxx

x

82

43
23

;                           b)  
dx

xx

xxxx






7)3(

265723104
2

234

;          

    с)  
dx

xxx

xx






12)3(

313510
2

2

. 
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19. a) 



dx

xxx

x

56

4
23

;                           b)  
dx

xx

xxxx






3)3(

3618284
2

234

;          

    с)  
dx

xxx

xx






96)5(

63376
2

2

. 

20. a) 



dx

xxx

x

32

2
23

;                            b)  
dx

xx

xxxx






4)1(

29832
2

234

;          

    с) 
 

dx
xxx

xx






168)7(

154698
2

2

. 

21. a) 



dx

xxx

x

56

5
23

;                            b)  
dx

xx

xxxx






2)1(

103734
2

234

;          

    с)  
dx

xxx

xx






3612)1(

35315212
2

2

. 

22. a) 



dx

xxx

x

23

4
23

;                             b)  
dx

xx

xxxx






5)1(

2227144
2

234

;          

    с)  
dx

xxx

xx






96)7(

6123
2

2

. 

23. a) 



dx

xxx

x

20

6
23

;                             b)  
dx

xx

xxxx






5)4(

5940177
2

234

;          

    с) 
 

dx
xxx

x






44)1(

5526
2

. 

24. a) 



dx

xxx

x

128

10
23

;                            b)  
dx

xx

xxxx






1)4(

912124
2

234

;          

    с)  
dx

xxx

xx






96)1(

38315
2

2

. 

25. a) 



dx

xxx

x

86

6
23

;                              b)  
dx

xx

xxxx






4)3(

291587
2

234

;          

    с)  
dx

xxx

xx






4914)4(

244725
2

2

. 

26. a) 



dx

xxx

x

23

8
23

;                              b)  
dx

xx

xxxx






4)3(

249232
2

234

;          

    с)  
dx

xxx

xx






6416)10(

126153
2

2

. 
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27. a) 



dx

xxx

x

2410

10
23

;                           b)  
dx

xx

xxxx






3)1(

1352
2

234

;          

    с)  
dx

xxx

xx






44)3(

3145
2

2

. 

28. a) 



dx

xxx

x

45

2
23

;                            b)  
dx

xx

xxxx






7)3(

16492173
2

234

;          

    с) 
 

dx
xxx

xx






12)5(

3105
2

2

. 

29. a) 



dx

xxx

x

2

4
23

;                               b)  
dx

xx

xxxx






3)2(

2017156
2

234

;          

    с)  
dx

xxx

xx






8118)7(

29211511
2

2

. 

30. a) 


dx
xxx

x

45 23
;                              b)  

dx
xx

xxxx






5)4(

24213
2

234

;          

    с)  
dx

xxx

xx






168)9(

2953
2

2

. 

 

5. Найти интегралы от тригонометрических функций  

1. а)  dxx4sin ;              b)   x
dx
cos2

;                   c)   dxxxx 5cos3coscos . 

2. а)  dxx4cos ;             b)   x
dx
sin45

;                  c)   dxxxx 4cos5sinsin . 

3. а)  dxx3sin ;              b)   5cossin2 xx
dx ;       c)   dxxx 5cos6sin 2 . 

4. а)  dxx3cos ;             b)   5cos3sin4 xx
dx ;     c)   dxxxx 3cos5cos2sin . 

5. а)   dxxx 43 sincos ;    b)   x
dx
cos2

;                  c)   dx
x

xx
3
2

cos5sinsin . 

6. а)  dxx5sin ;               b)   x
xdx
sin35

sin ;                 c)   dxxx
x

3cos5cos
2

sin . 

7. а)   dxxx 23 cossin ;   b)   xx
dx

cos3sin45
;     c)   dxx

x
4sin

2
sin 2 . 

8. а)   dxxx 44 sincos ;   b)   5cos3sin4 xx
dx ;    c)   dxxxx 3cos5cos2sin . 

9. а)   dxxx 33 sincos ;    b)   1cos3sin4 xx
dx ;     c)   dxxx 3cossin 2 . 
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10. а)   dxxx 53 sincos ;   b)   xx
dx

cossin2
;           c)   dxxx 3cossin 2 . 

11. а)   dxxx 32 sincos ;   b)   xx
dx

sin4cos3
;         c)   dxxxx 4sincos6sin . 

12.а)   dxxx 37 sincos ;     b)   x
dx
cos34

;              c)   dxxxx 4sin2cos8sin . 

13. а)   dxxx 63 sincos ;     b)   x
dx
cos53

;             c)   dxxxx 4cos2cossin . 

14. а)   dxxx 73 sincos ;     b)   4cos5sin3 xx
dx ;   c)   dxxxx cos3sinsin . 

15. а)  dxx5cos ;                b)   1cossin2 xx
dx ;    c)   dxxxx cos4sin2sin . 

16. а)  dxx2sin5 ;           b)   2cos2sin3 xx
dx ;  c)   dxxxx 6cos4cos2sin . 

17. а)  dxx2cos4             b)   2cossin3 xx
dx ;      c)   dxxxx 4cos2cossin . 

18. а)  dxx2sin3 ;           b)   3cos5sin4 xx
dx ;     c)   dxxxx 6cos4cossin . 

19. а)  dx
x
2

cos3 ;              b)   3cossin xx
dx ;        c)   dxxx 5cos3sin 22 . 

20. а)  dx
x
2

cos4 ;             b)   1cossin4 xx
dx ;      c)   dxxxx 6cos5sinsin . 

21. а)  dx
x
2

sin 4 ;               b)   xx
dx

cossin4
;          c)   dxxxx 5coscossin . 

22.а)   dxxx 2cos2sin 23 ;  b)   2cos2sin xx
dx ;    c)   dxxxx 4cos3sinsin . 

23.а)   dxxx 2cos2sin 32 ;  b)   xx
dx

cos2sin3
;     c)   dxxxx 6cos4sin2sin . 

24.а)   dx
xx
2

cos
2

sin 23 ;    b)   xx
dx

cos4sin3
;        c)   dxxxx 5cos3cossin . 

25.а)   dxxx 2cos2sin 73 ; b)   xx
dx

cossin5
;          c)   dxxxx 7cos5cossin . 

26.а)  dxx2sin5 ;            b)   4cos4sin3 xx
dx ;     c)   dxxxx 2cos7sinsin . 

27.а)  dxx2cos5             b)   9cos9sin xx
dx ;        c)   dxxxx 6cos7sinsin . 

28. а)  dxx4sin3 ;            b)   xx
dx

cossin3
;             c)   dxxx 3cos4sin 22 . 

29. а)  dx
x
4

sin3 ;              b)   xx
dx

cossin2
;            c)   dx

xx
2
3

cos
2

sin 22 . 

30. а)  dx
x
4

cos3 ;              b)   xx
dx

cossin4
;            c)   dx

xx
2

5
cos

2
3

sin 22 . 
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6. Найти интегралы от иррациональных функций: 

a) с помощью подстановок Эйлера;  

b) с помощью подстановки, рационализирующей биномиальный 

дифференциал; 

c) с помощью тригонометрической подстановки. 

1. а) 
 142 2 xxx

dx
;           b) 


dx

x

x
3

61
;             c)

 



32 9xx

dx
. 

 

2. а) 
 22 2 xxx

dx
;             b) 


dx

x
x61

;             c)

 



524 x

dx
. 

 

3. а) 
 xxx

dx

222
;             b) 


dx

x
x3 8

;            c)

 



3216 x

dx
. 

 

4. а) 
 xxx

dx

2142
;            b) 


dx

x

x

123

3

;           c)   dxx236 . 

 

5. а) 
 xxx

dx

2522
;            b) 


dx

x
x 63

;            c)

 



329 x

dx
. 

 

6. а) 
 xxx

dx

2522
;            b)   dxxx 42 ;         c) 


dx

x

x
3

2 1
. 

 

7. а) 
 xxx

dx

242
;              b)    dxxx 34            c)    dxx

324 .
  

 

8. а) 
 42 2 xxx

dx
;              b)   







 dxxx 14 3 ;       c)    dxx
3216 . 
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9. а) 
 xxx

dx

3192
;             b)

 


24 xx

dx
;             c) 

 



32 25xx

dx
.
  

 

10. а) 
 193 2 xxx

dx
;            b) 


dx

x

x3 41
;             c) 

 



52 1x

dx
. 

 

11. а) 
 xxx

dx

33112
;           b) 


dx

x

x
3 5

;            c) 

 



329 x

dx
. 

 

12. а) 
 173 2 xxx

dx
;             b)

 


3 3 7xx

dx
;            c)   dxx249 . 

 

13. а) 
 21 xxx

dx
;                 b)

 


3 32 1xx

dx
;           c) 

 



3216 x

dx
. 

14. а) 
 224 xxx

dx
;               b)

 


3 62 3xx

dx
;          c) 


3

2 4

x

dxx
. 

15. а) 
 279 xxx

dx
;               b) 


dx

x

x
2

4 41
;             c) 

 



32 4xx

dx
. 

 

16. а) 
 274 xxx

dx
;               b)

 


3 232 1 xx

dx
;           c) 

 



52 16x

dx
. 

 

17. а) 
 279 xxx

dx
;               b) 

 24 1 xx

dx
;              c) 

 



324 x

dx
. 
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18. а) 
 239 xxx

dx
;             b) 


dx

x

x
4

21
;                c)   dxx2100 . 

 

19. а) 
 2416 xxx

dx
;           b) dxxx 3 31 ;              c) 

 



324 x

dx
. 

 

20. а) 
 274 xxx

dx
;             b) 

 


3 231 x

dxx
;                c) 


dx

x

x
3

2 16
. 

 

21. а) 
 224 xxx

dx
;             b) 

 


 33 1 xx

dx
;             c)    dxx

3236 . 

 

22. а) 
 2525 xxx

dx
;           b) dxxx 3 34 ;             c) 

 



32 16xx

dx
. 

 

23. а) 
 223 xxx

dx
;                b) 

 
dx

x

x



3 2281

;          c) 

 



52 9x

dx
. 

 

24. а) 
 234 xxx

dx
;                b) dx

x

x



4 3

43
;             c) 

 



3236 x

dx
. 

 

25. а) 
 245 xxx

dx
;                b) dx

x

x



4 5

41
;              c)   dxx281 . 

26. а) 
 256 xxx

dx
;                 b) 

 



23 4xx

dx
;             c) 

 



32 36x

dx
. 

 

27. а) 
 2310 xxx

dx
;                b) 

 


 243 xx

dx
;             c) 


dx

x

x
3

2 9
. 
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28. а) 
 245 xxx

dx
;                  b) 

 



33 3xx

dx
;               c)    dxx

3225 . 

 

29. а) 
 256 xxx

dx
;                  b) 

8

3

x

dxx
;                     c) 

 



32 1xx

dx
. 

 

30. а) 
 267 xxx

dx
;                 b) 

 



26 5 93 xx

dx
;            c) 

 



52 25x

dx
. 

 

 

 

 

Типовой расчет № 2  

ОПРЕДЕЛЕННЫЙ ИНТЕГРАЛ И ЕГО ПРИЛОЖЕНИЯ.  

НЕСОБСТВЕННЫЙ ИНТЕГРАЛ 

1. Вычислить определенные интегралы: 

a) с помощью формулы интегрирования по частям;  

b) с помощью замены переменной. 

1. a)  


2 2
sin)2( dx

x
x ;                  b) dx

x

x




9

4 1
. 

2. a)  


2
1 2

cos)12( dx
x

x ;                b) 


8

3 1 x

dxx
. 

3. a)  


0

2

2 2cos)4( dxxx ;              b) dx
x

x


2

1

2 1
. 

4. a)  


0

1

2 2sin)1( dxxx ;                b) dx
xx

x




4

1 )1(

1
. 

5. a)  
2

0

2 3cos)( dxxxx ;              b) 


9

2
3 1x

dxx
. 

6. a)  
2

0

22 )( dxexx x ;                     b)  

1

0 1 x

dxx
. 

7. a)  
3

0

2)62( dxex x ;                     b) 


1

01 x

dxx
. 
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8. a)  
1

0

22 )( dxexx
x

;                      b) 


5

0 31 x

dxx
. 

9. a)  
1

0

22 )( dxexx x ;                     b) 


0

1
3 11 x

dx
. 

10. a)   
2

0

2 )( dxexx x ;                   b)

 




7

3 3 22

3

1x

dxx
. 

11. a) 
1

0

42 dxex x ;                            b) 


1

1 45 x

dxx
. 

12. a)  
1

0

2 )2( dxexx x ;                   b) 


7

1
3 11 x

dx
. 

13. a)  
2

0

2 )4ln( dxx ;                      b) 


9

1 72x

dxx
. 

14. a)  


0

1

2 )2ln(9 dxxx ;                  b) 


9

1 25 x

dx
. 

15. a)  


0

2

2
cos)( dx

x
xx ;                b) 



1

0 24 1xx

dxx
. 

16. a)  


0

2 2sin dxxx ;                      b) dx
x

x




13

0
3 12

1
. 

17. a)  


0

2

2
cos dx

x
x ;                       b) 



5

0 132 xx

dx
. 

18. a)   
2

0

2 4cos81 dxxx ;            b) 


8

3 11

11
dx

x

x
. 

19. a)   
2

0

2 2cos73 dxxx ;            b) 


5

0 4x

dxx
. 

20. a)   
2

0

2 3cos152 dxxx ;           b) 


4

0 121 x

dx
. 

21. a)   
2

0

2 2cos53 dxxx ;             b) 


3
7

3
2 32 x

dxx
. 

22. a)   


0

2

2
3cos2 dxxx ;                 b) 



0

1
3 11 x

dx
. 

23. a)  





3

2

3
1

3 dxex x ;                           b) 


2

0 3)1(1 xx

dx
. 



 89 

24. a)  



0

2
1

2 dxex x ;                             b) 


5

2

2

1)1( xx

dxx
. 

25. a)  





dxxx 2sin ;                            b)  

2ln2

2ln 1xe

dx
. 

26. a)  


0

2

22 dxex
x

;                              b) 


3

1 ln1

e

xx

dx
. 

27. a)  
3

2

)1ln( dxxx ;                          b) dxex
 
2ln

0

1 . 

28. a)  
2

1

ln)1( dxxx ;                           b)   

3ln

2ln
xx ee

dx
. 

29. a) 


0

2 sin dxxx ;                               b)  

0

3ln 1

1
dx

e

e
x

x

. 

30. a) 


0

2 cos dxxx ;                               b)  

5ln

0 3

1
dx

e

ee
x

xx

. 

2. Вычислить площадь фигуры, ограниченной графиками функций. 

1. 24 xy  , xxy 22  .                        2. 32 2  xxy , 342  xxy .      

3. 2)1(  xy , 12  xy .                         4. 2xy  , xy 23 . 

5. xy  , 3xy  .                                     6. 3xy  , 1y , 0x . 

7. 6xy , 7 yx .                                   8. 
21

1

x
y


 , 

2

2x
y  . 

9. xxy 42  , 04  yx .                      10. 3xy  , xy  , xy 2 . 

11. 2xy  , xy  .                                    12. 2xy  , 
3

3x
y  .       

13. 122  xy , 01 yx .                      14. xy sin , xy cos , 0x . 

15. 12  xy , xy 92 .                          16. 32 xy  , 0x , 4y . 

17. xy 92  ,  xy 3 .                                  18. xy 42  , yx 42  . 

19. 32 xy  , 2x .                                      20. 2xy  , 22 xy  .  

21. xy 2 , 22 xxy  , 0x , 2x .         22. 2xy  , xy  , xy 2 . 

23. 322  xxy , 13  xy .                    24. xxy 33  , xy  . 

25. 63
2
1 2  xxy , 1

2
1 2  xxy .       26. xxy 22  , xy  2 . 

27. 342  xxy , 322  xxy .          28. 2

4
1

xy  , 2

2
1

3 xxy  . 

29. 
2

16

x
y  , 217 xy   (I четверть)          30. 2xy  , 02  yx .. 
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3. Вычислить площадь фигуры, ограниченной графиками функций, 

заданных параметрически. 

1. 










ty

tx
3

3

sin2

cos2
.                                            2. 











)cos1(

)sin(

tay

ttax
;  0y  

3. 










ty

tx

sin2

cos3
 .                                              4. 










3

2

3

3

tty

tx
. 

5. 










ty

tx

sin23

cos32
.                                         6. 









ty

tx

sin6

cos2
; 3y )3( y  

7. 










tty

tx

3

1
3

2

.                                              8. 










)cos1(4

)sin(4

ty

ttx
; 4y )4( y  

                                                                          )80(  x     

9. 










tty

ttx

sin12cos5

sin5cos12
.                            10. 












ty

tx
3

3

sin22

cos24
; 2x )2( x  

11. 











ty

tx

sin22

cos2
; 2y )2( y              12. 











)cos1(2

)sin(2

ty

ttx
; 3y )3( y  

                                                                           )40(  x     

13. 










ty

tx
3

3

sin4

cos8
; 33x )33( x         14. 











ty

tx

sin2

cos6
; 3y )3( y  

15. 










)cos1(10

)sin(10

ty

ttx
; 15y )15( y         16. 









ty

tx

sin4

cos6
; 32y )32( y           

      )200(  x     

17. 










ty

tx
3

3

sin

cos16
; 36x )36( x        18. 











)cos1(3

)sin(3

ty

ttx
; 3y )3( y  

                                                                           )60(  x     

19. 











ty

tx

sin23

cos22
; 3y )3( y                20. 











ty

tx
3

3

sin

cos32
; 4x )4( x  

21. 










)cos1(6

)sin(6

ty

ttx
; 9y )9( y              22. 









ty

tx

sin4

cos9
; 2y )2( y  

       )120(  x     
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23. 










ty

tx
3

3

sin8

cos8
; 1x )1( x                   24.











)cos1(8

)sin(8

ty

ttx
; 12y )12( y  

                                                                       )160(  x     

25. 









ty

tx

sin8

cos3
; 4y )4( y                   26. 












ty

tx
3

3

sin2

cos24
; 2x )2( x   

27. 










)cos1(4

)sin(4

ty

ttx
; 6y )6( y             28. 









ty

tx

sin8

cos3
; 34y )34( y  

      )80(  x  

29. 










ty

tx
3

3

sin2

cos32
; 312x )312( x     30. 









ty

ttx

cos1

sin
; 1y )1( y  

                                                                         )20(  x     

 

 

4. Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями, заданными 

уравнениями в полярных координатах. 

1. 2cosr                                                      2. 3sinr       

3. cos2r                                                  4. )sin1(3 r  

5. 4sin3r                                                    6. 5cos4r  

7. )2(2,3cos4  rrr                             8. )2(2,3sin4  rrr   
9.  cos2,cos  rr                                10.  sin2,sin  rr    

11. cos21r                                          12. sin21r  

13. 









2
0sin,cos


 rr               14.  33,3cos6  rrr   

15. 









2
0sin32,cos2


 rr      16.  sin

2
5

,sin
2
3

 rr  

17.  cos3,cos2  rr                            18. 2sin3r   

19. 6cos2r                                                20. )1(1,3sin2  rrr   

21. )2(2,2cos4  rrr                          22. 3cos4r  

23. )3(3,4sin6  rrr                           24. 4sin2r  

25. 3sin4r                                                 26. 6cos3r   

27. )2(2,3cos4  rrr                          28. )3(3,3sin6  rrr   

29.  cos4,cos2  rr                            30.  sin4,sin3  rr  
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5. Вычислить длину дуги кривой, заданной уравнением в прямо-

угольной декартовой системе координат. 

1. 83,ln  xxy                             2.   11,
2
1

  xeey xx
 

3. xxxy arcsin2                           4. 
6

0,cosln1


 xxy  

5.  
2
1

0,1ln 2  xxy                          6. 
23

,sinln


 xxy  

7. 52,)1( 32  xxy                           8.  21,1  xxy  

9. 21,
2

ln
4

2

 x
xx

y                         10. 6
0,cosln


 xxy  

11. 9
7

0,arcsin1 2  xxxy           12. 15ln8ln,6  xxey  

13. 83,
2
5

ln  x
x

y
                      

14.
 

8ln3ln,2  xey x

 

15. 83,ln7ln  xxy               16. 
23

,sinln1


 xxy     

17.   43,1ln1 2  xxy                 18. 
23

,sinln


 xxy
 

19. 
6

0,2cosln


 xxy
 

20. 24ln8ln,26  xey x

       

21.
 4

3
0,arcsin11 2  xxxy

    
22. 10,3  xxchy

 

23.
 

15ln3ln,  xeey x

           
24.

 
30,

2
1







x
ee

y
xx

           

25.
 

20,
4

3 22







x
ee

y
xx

             
26.

 
20,3  xxchy

 

27. 1
9
1

,arccos2  xxxxy
    

28. 24ln15ln,13  xey x

     

29.
 9

8
0,arccos1 2  xxxy

       
30.

 6
0,cosln


 xxy .

 
 

6. Вычислить длину дуги кривой, заданной параметрическими урав-

нениями 

1. .0,
sin10

cos10
3

3












t
ty

tx
                       2. .

2
,

)cos1(5

)sin(5















t
ty

ttx
 

3. .
6

0,
sin8

cos8
3

3 












t
ty

tx
                        4. .

2
,

)sin(cos

)sin(cos















t

tttey

tttex
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5. .20,
)2sinsin2(3

)2coscos2(3












t
tty

ttx
         6.

 

.
3

0,
sin6

cos6
3

3 












t
ty

tx
  

7. 
 
 












t
tttty

ttttx
0,

sin2cos2

cos2sin2
2

2

       8. 20,
)cos(sin4

)sin(cos4












t
ttty

tttx
                                                                      

9. .
2

,
)cos1(5,2

)sin(5,2















t
ty

ttx
               10.

 

.
3

2
2

,
)cos1(4

)sin(4 












t
ty

ttx
  

11.
 
  2

0,
sin2cos2

cos2sin2
2

2 












t
tttty

ttttx
    12. .2,

)cos1(3

)sin(3
 











t
ty

ttx
 

                                                                       

13.
 4

0,
)cos(sin8

)sin(cos8 












t
ttty

tttx
           14. .2,

)cos1(

)sin(3
 











t
ty

ttx
 

15. .0,
)sin(cos

)sin(cos












t
ttey

ttex
t

t

          16. 

3
2

2
,

2sin
4
1

sin
2
1

2cos
4
1

cos
2
1



















t

tty

ttx
                

17. 
3

0,
)cos(sin3

)sin(cos3 












t
ttty

tttx
          18.

 
.20,

)sin(cos

)sin(cos












t
ttey

ttex
t

t

                                                                           

19. .
3

0,
)2sinsin2(2

)2coscos2(2 












t
tty

ttx
       20. 











t
ttty

tttx
0,

)cos(sin6

)sin(cos6
 

21. 
 
  3

0,
sin2cos2

cos2sin2
2

2 












t
tttty

ttttx
    22. .

46
,

sin4

cos4
3

3 












t
ty

tx
 

23. .
3

2
0,

)sin(cos

)sin(cos 












t
ttey

ttex
t

t

        24. .
2

0,
)cos1(2

)sin(2 












t
ty

ttx
                                 

25. .0,
)2sinsin2(4

)2coscos2(4












t
tty

ttx
        26. .

4
0,

sin2

cos2
3

3 












t
ty

tx
  

27. 
 
 












t
tttty

ttttx
0,

sin2cos2

cos2sin2
2

2

      28. .
46

,
)sin(cos

)sin(cos 












t
ttey

ttex
t

t

       

29. 
 
 

20,
sin2cos2

cos2sin2
2

2












t
tttty

ttttx
 30. .

2
0,

)2sinsin2(4

)2coscos2(4 












t
tty

ttx
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7. Вычислить длину дуги кривой, заданной уравнением в полярных 

координатах. 

1. .
2

0,
3

sin6 3 



r                         2. .

2
0,

3
cos6 3 




r       

3. .
12

0,cos2


 r                           4. .0
2

),sin1(6  


r  

5. .sin2 r                                             6. ).cos1(5,3 r  

7. .
2

0,
3

cos2 3 



r                         8. .sin3 r  

9. ).cos1(2 r                                         10. .sin5 r    

11. .
2

0,2


  er                         12. .
22

,3 4
3







 er  

13. .
22

,2 3
4







 er                      14. .
22

,5 12
5







 er  

15. .
22

,6 5
12







 er                      16. .
3

0,3 4
3






 er   

17. .
3

0,4 3
4






 er                           18. .
3

0,5 12
5






 er  

19. .
3

0,12 5
12






 er                        20. .
62

,sin1





 r  

21. .
2

),cos1(2


 r              22. .0
6

),sin1(3  


r  

23. .0
6

),sin1(5  


r                  24. .
66

),sin1(7





 r   

25. .0
3

2
),cos1(8  


r                26. .

6
0,cos2


 r  

27. .
4

0,cos8


 r                            28. .
3

0,cos6


 r  

29. .
4

0,sin8


 r                             30.  .
3

0,sin6


 r  

 

8. Вычислить объем тела, полученного вращением фигуры, ограни-

ченной графиками функций. В вариантах 1-15 ось вращения Ox, в ва-

риантах 16-30 ось вращения Oy. 

 

1. 22 xxy  , 2 xy .                        2. 2xy  , xy 2 .      

3. 
3xy  , xy  .                                    4. 2xy  , xy 23 . 

5. 2xy  , 3xy  .                                     6. 3xy  , 1y , 0x . 
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7. 6xy , 7 yx .                                  8. 26xy  , xy 62  .      

9. .0,sin2  xxy                           10. xy 42  , 32 xy  . 

11. xexy  , 2ln,0  xx .                 12. 0,1,  yxxey x .       

13. .0322,
2
1 2  yxxy                  14.  xxyxy 0,sin3,sin . 

15. .0,0,cos5,cos  xxxyxy        16. 2162 xy  , 0y , 4y . 

17. 22 xxy  ,  0y .                           18.  
2

2 2y x  , 2y . 

19. 8,3  yxy , 0x .                        20. 
2

2
2x

y  , 2 xy .  

21. 12  xy , xy  , 0x , 1x .          22. 2xy  , 0y , 2x . 

23. 122  xxy , 1y .                        24. 3xy  , xy  . 

25. xy arcsin , 0,arccos  yxy .      26. xy arcsin , 0,arcsin  xxy .   

27. 0,2,ln  yxxy .                      28. 0,2,0,)1( 2  yxxxy . 

29. .1,,0,2 32  yxyyxy
      

     30. 3xy  , 2xy  .  

 

9. Вычислить несобственный интеграл или доказать его расходимость. 

 

1. a) 




0
4 116x

dxx
;                              b) 



2

1 1x

dxx
. 

2. a) 




1
4 116

16

x

dxx
;                             b) 



3

1 2 96xx

dx
. 

3. a) 




0 4

3

116x

dxx
;                           b) 

e

xx

dx

1 ln
. 

4. a) 




1 4 116x

dxx
;                           b) 



3

1 3 5)3( x

dx
. 

5. a) 

 






0 3 43

2

8x

dxx
;                          b)  

1

3
1 13

)13ln(

x

dxx
. 

6. a)

  




0

32 4x

dxx
;                        b) 



1

2
1

2 )1(ln)1(

2ln

xx

dx
. 

7. a)

  






0 4 52 16x

dxx
;                         b) 



2

1 1x

dxx
. 
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8. a)
 






4 2 14xx

dxx
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КОНТРОЛЬНЫЕ ВОПРОСЫ  

 

1. Понятие первообразной и неопределенного интеграла. Свойства 

неопределенного интеграла. 

2. Таблица интегралов элементарных функций. 

3. Основные методы интегрирования: внесение под знак дифферен-

циала, замена переменной, интегрирование по частям. 

4. Интегрирование простейших рациональных дробей. 

5. Интегрирование рациональных дробей (общий случай). 

6. Интегрирование дробно-линейных иррациональностей и ирраци-

ональностей более общего вида. 

7. Интегрирование биномиальных дифференциалов. 

8. Интегрирование квадратичных иррациональностей посредством 

подстановок Эйлера. 

9. Интегрирование тригонометрических функций вида 

xx mn cossin  , где mn, целые числа. 

10. Вычисление интегралов видов: 

,)cos,(sin dxxxR   






 ,, 22 dxxaxR   






 dxaxxR 22, ,  

где ),( yxR рациональная функция. 
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11. Интегральные суммы. Определение функции, интегрируемой по 

Риману. Ограниченность интегрируемой функции. Задачи, при-

водящие к определенному интегралу. 

12. Свойства определенного интеграла, выраженные равенствами. 

13.  Свойства определенного интеграла, выраженные неравенствами. 

14. Первая и вторая формулы среднего значения. 

15. Интеграл с переменным верхним пределом и его свойства. 

16. Формула Ньютона-Лейбница. 

17. Интегрирование по частям и замена переменной под знаком 

определенного интеграла. 

18. Площадь криволинейной трапеции. 

19. Вычисление площади области, ограниченной кривой, заданной 

параметрическими уравнениями. 

20. Вычисление площади в полярных координатах. 

21. Объем тела вращения.  

22. Вычисление длины гладкой кривой. 

23. Вычисление площади поверхности вращения. 

24. Физические приложения определенного интеграла. Первая тео  

рема Гульдена. 

25. Вторая теорема Гульдена. 

26. Несобственный интеграл первого рода. Критерий Коши и доста-

точные условия сходимости несобственных интегралов первого 

рода.  

27. Абсолютная и условная сходимость несобственных интегралов. 

Несобственные интегралы второго рода и их основные свойства. 

28. Замена переменной и интегрирование по частям в несобственном 

интеграле. 
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

 

 Данное учебно-практическое пособие отражает мой опыт рабо-

ты со студентами очной формы обучения технических специально-

стей. Материал пособия содержит следующие разделы высшей мате-

матики, изучаемые во втором семестре: неопределенный интеграл, 

определенный интеграл и его приложения, несобственный интеграл.   

 Опыт показал, что для студентов очной формы обучения значи-

тельную трудность представляет усвоение теоретического материала. 

Поэтому в данном пособии большое внимание уделено доступному 

изложению теоретического материала, подробному доказательству 

основных теорем курса. Также студенты первого курса сталкиваются 

с проблемами решения типовых задач. В связи с этим в этом пособии 

детально разобраны все примеры и задачи из индивидуальных типо-

вых расчетов. Подробные объяснения к решениям направлены на 

формирование у студентов научного стиля изложения, умения выра-

жать свои мысли. Активизация познавательной деятельности студен-

тов, выработка у них способности самостоятельно решать сложные 

задачи может быть достигнута при такой организации учебного про-

цесса, когда каждому студенту выдаются индивидуальные домашние 
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задания и проводятся контрольные работы во время аудиторных заня-

тий.   

 В настоящее время будущие инженеры, экономисты, строители 

нуждаются в серьёзной математической подготовке. Этим и опреде-

ляется место математики в системе высшего образования. Изучение 

математики способствует усвоению современного стиля научного 

мышления и является условием его применения в конкретных науках.   
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