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                       Введение 
 

Методические указания содержат задания, вы-
полняемые студентами во время первой и второй вычис-
лительных практик. Включены основные положения чис-
ленных методов решения большинства инженерных и 
технических задач, автоматизации обработки информа-
ции. В соответствии с программой практики методиче-
ские указания содержат следующие разделы: решение не-
линейных уравнений, систем линейных уравнений, диффе-
ренциальных уравнений, интерполирование и интегриро-
вание функций. 

В каждом разделе методических указаний приве-
дены: краткие описания теоретических основ решения 
рассматриваемой задачи, задания и требования к отче-
ту. Как правило, задания требуют решения задачи раз-
личными методами с последующим анализом полученных 
результатов, включающим оценку точности, быстродей-
ствия и сходимости. Для выполнения заданий требуется 
знание типовых приемов программирования на алгорит-
мическом языке Паскаль. 

Методические указания предназначены для сту-
дентов технических специальностей, изучающих дисцип-
лины, связанные с применением численных методов обра-
ботки информации. 
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1. РЕШЕНИЕ НЕЛИНЕЙНЫХ УРАВНЕНИЙ 
 
В практике научных и инженерных расчетов часто возникает необ-

ходимость решения уравнений вида 
,0)( =xf                   )1.1(  

где функция f(x) определена и непрерывна на некотором конечном или 
бесконечном интервале .a x b≤ ≤  Если функция представляет многочлен, 
то уравнение (1.1)  называется алгебраическим. Если x  находится под зна-
ком трансцендентной функции (показательной, логарифмической, триго-
нометрической и т.п.), уравнение (1.1) называется трансцендентным. Зна-

чение *x , при котором выполняется условие *( ) 0f x = , называется корнем 
уравнения (1.1). В общем случае функции ( )f x  не имеют аналитических 
формул для своих корней. В силу этого разработаны численные методы 
решения уравнений вида (1.1) , которые позволяют определять приближен-
ные значения корней с заданной степенью точности. 

Процесс отыскания корня уравнения (1.1) состоит из двух этапов: 
1) нахождение приближенного значения корня; 2) уточнение при-

ближенного значения до некоторой заданной степени точности. 
Первый этап реализуется различными способами. Приближенное 

значение корня может быть известно, например, из физического смысла 
задачи. При выделении области, в пределах которой находятся веществен-
ные корни уравнения, можно воспользоваться следующим обстоятельст-
вом. Если на концах некоторого отрезка значения непрерывной функции 

( )f x  имеют разные знаки, то на этом отрезке уравнение ( ) 0f x =  имеет 
хотя бы один корень. 

Широко распространен графический способ определения прибли-
женных корней. В этом случае строится график функции ( )y f x= , абс-
циссы точек пересечения которого с осью Х дадут приближенное значе-
ние корней. Иногда удается подобрать более простое уравнение, корни 
которого находятся вблизи корней исходного уравнения. Существует 
также ряд специальных аналитических методов приближенного нахожде-
ния корней многочленов. Найденные приближенные значения корней 
уточняют различными итерационными методами. Рассмотрим наиболее 
эффективные из них. 
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Метод деления пополам 
Для этого метода существенно, чтобы функция ( )f x  была непрерыв-

на и ограничена в заданном интервале [ , ]a b , внутри которого ищется ко-
рень. Предполагается также, что значения функции на концах интервала 

( )f a  и ( )f b  имеют разные знаки, т.е. выполняется условие ( ) ( ) 0f a f b < . 
Для нахождения корня уравнения ( ) 0f x =  отрезок [ , ]a b  делят пополам, 
т.е. выбирают начальное приближение равным [0] ( ) / 2x a b= + . 

Если ( [0]) 0,f x =  то [0]x  является корнем уравнения. В противном 
случае выбирают тот из отрезков [ , [0]]a x  или [ , [0]]b x , на концах которого 
функция ( )f x  имеет разные знаки, ибо корень лежит на этой половине. 
Интервал вновь делят пополам и выбирают ту половину, на концах кото-
рой функция имеет противоположные знаки, и т.д. Если требуется опреде-
лить корень с точностью ε , то деление пополам продолжают до тех пор, 
пока длина отрезка не даст значение корня с требуемой точностью. 

 
Метод хорд (метод ложного положения) 

В основе этого метода лежит линейная интерполяция по двум значе-
ниям функции, имеющим противоположные знаки. При отыскании корня 
этот метод нередко обеспечивает более быструю сходимость, чем преды-
дущий. Счет ведется следующим образом. Сначала определяются значения 
функции в точках, расположенных на оси x   через равные интервалы. Это 
делается до тех пор, пока не будет найдена пара последовательных значе-
ний функции ( )nf x  и 1( )nf x + , имеющих противоположные знаки. Пря-
мая, проведенная через эти две точки, пересекает ось x  при значении 

* 1

1
( ) .

( ) ( )
n n

n n
n n

x xx x f x
f x f x

+

+

−
= −

−
 

Это значение аргумента используется для определения значения 

функции *( )f x , которое сравнивается со значениями функции ( )nf x  и 

1( )nf x +  и в дальнейшем используется вместо того из них, с которым оно 

совпадает по знаку. Если значение *( )f x  недостаточно близко к нулю, то 
вся процедура повторяется до тех пор, пока не будет достигнута необхо-
димая степень сходимости. 
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Метод последовательных приближений 
Исходное уравнение можно представить в виде х = φ(t) . Например, 

можно выделить x  из уравнения, а остальное перенести в правую часть. 
Можно также выполнить следующее преобразование: ( ),x x cf x= +  

где c  – произвольная постоянная. В этом случае φ ( ) ( )x x cf x= + . Задаются 
начальным приближением ]0[x , а последующие приближения определяют 
итерационной процедурой вида [ 1] ( [ ]), 0,  1,  2...x k x k k+ = ϕ = .Эта итераци-

онная процедура сходится, если на отрезке ],[ ba , содержащем корень *x , а 
также все его последовательные приближения [0], [1],... [ ]x x x k , выполнено 

условие '( ) 1xϕ < , Сходимость будет тем быстрее, чем меньше по абсо-

лютной величине значение производной φ '( )x . 
Метод последовательных приближений обладает тем важным пре-

имуществом, что при его использовании не накапливаются ошибки вычис-
лений. Ошибка вычислений эквивалентна ухудшению очередного прибли-
жения, а это может отразиться только на числе итераций, но не на точно-
сти результата. 

Метод Ньютона 
Пусть уравнение ( ) 0f x =   имеет один корень на отрезке [ , ]a b , при-

чем первая и вторая производные ' ''( ),   ( )f x f x   определены, непрерывны и 
сохраняют постоянные знаки на отрезке ],[ ba . 

Выбирают некоторое начальное приближение корня ]0[x  на интерва-
ле [ , ]a b  и проводят касательную в точке ])0[(],0[(0 xfxC  к кривой ( )y f x=  
до пересечения с осью абсцисс в точке [1]x . Абсциссу [1]x  принимают за 
очередное приближение корня. Уравнение касательной в точке 0C  имеет 
вид 

'( [0]) ( [0])( [0]).y f x f x x x= + −      (1.2) 
Полагая в (1.2) 0y = , находят абсциссу [1]x : 

( [0])[1] [0] .'( [0])
f xx x
f x

= −  

Далее проводят касательную через новую точку 1( [1], ( [1])C x f x  и на-
ходят точку ее пересечения с осью абсцисс ]2[x : 

'
( [1])[2] [1] .
( [1])

f xx x
f x

= −  
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Эту точку принимают за новое приближение корня. Аналогично на-
ходят последующие приближения: 

'
( [ 1])[ ] [ 1] .
( [ 1])

f x kx k x k
f x k

−
= − −

−
 

Итерационный процесс прекращают при выполнении условий: 
δ ε, ( [ ]) 100ε;f x k≤ ≤  

[ ] [ 1] ,  если [ ] 1;
[ ]δ

[ ] [ 1] ,  если [ ] 1;

x k x k x k
x k

x k x k x k

⎧ − −
>⎪= ⎨

⎪ − − ≤⎩

 

где ε  – заданная погрешность вычислений. 
Начальное приближение [0]x  целесообразно выбирать из условия 

''( [0]) ( [0]) 0f x f x > . В противном случае сходимость метода Ньютона не 
гарантируется. Чаще всего выбирают [0]x a=  или [0]x b=  в зависимости 
от того, для какой из точек выполняется указанное условие. 

Метод Ньютона эффективен для решения уравнений, у которых зна-

чение модуля производной '( )f x  близ корня достаточно велико, т.е. гра-

фик функции ( )y f x=  в окрестности корня имеет бо́льшую крутизну. В 
данном методе погрешность очередного приближения примерно равна 
квадрату погрешности предыдущего приближения. Сходимость этого ме-
тода существенно выше сходимости метода последовательных приближе-
ний. Метод Ньютона чаще других применяют для нахождения корней про-
извольной дифференцируемой функции. 

Отметим, что все сказанное справедливо, если начальное приближе-
ние [0]x  выбрано достаточно близко к истинному корню уравнения, что не 
всегда осуществимо. В силу этого методу Ньютона часто предшествует ка-
кой-либо надежно сходящийся алгоритм (например метод деления попо-
лам). Метод Ньютона в таком случае работает на завершающей стадии ре-
шения уравнения. 

 
Метод секущих 

Один из недостатков метода Ньютона состоит в том, что, пользуясь 
им, приходится дифференцировать функцию ( )f x . Если нахождение про-
изводной затруднено, то можно воспользоваться некоторым приближени-
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ем, которое и составляет основу метода секущих. Заменив производную 
)(' xf , используемую в методе Ньютона (1.2) разностью последовательных 

значений функции, отнесенной к разности значения аргумента 
' ( [ ]) ( [ 1])( [ ]) ,

[ ] [ 1]
f x k f x kF x k

x k x k
− −

=
− −

 

получим следующую итерационную формулу: 

'
( [ ])[ 1] [ ] .
( [ ])

f x kx k x k
F x k

+ = −                       (1.3) 

Схема алгоритма для этого метода та же, что и для метода Ньютона 
(несколько иной вид имеет итерационная формула).  

В сущности, в методе секущих для отыскания корня используется 
комбинация интерполяции и экстраполяции. В своей интерполяционной 
части этот метод эквивалентен методу ложного положения. Как и в случае 
метода Ньютона, счет заканчивается, когда последовательные значения 
совпадают с некоторой приемлемой точностью или когда значение функ-
ции )(xf  становится достаточно близким к нулю. В случае кратных корней 
при использовании метода секущих возникают те же трудности, что и при 
использовании метода Ньютона. 

 
Задание 
 
1. Составить схемы алгоритмов решения нелинейных уравнений ме-

тодами деления пополам, последовательных приближений и Ньютона. При 
составлении программ предусмотреть определения числа итераций для по-
лучения решения с заданной точностью. 

2. Разработать программы решения нелинейных уравнений с исполь-
зованием подпрограмм. 

3. Решить нелинейные уравнения, приведенные в табл. 1.1. Началь-
ное приближение корня выбрать из указанной области. Параметр ε  при-
нять равным 0.001. 

4. На основании результатов расчетов п. 3 провести сравнительный 
анализ методов. 
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Таблица 1.1 
Уравнения [a,b] № 

п/п
Уравнения [a,b] 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

10 

3sin 0.35 3.8 0x x+ − =  
30.25 1.2550002 0x + =  

3 2.5 0x x x+ + − =  
1 0

3 sin3.6
x

x
− =

+
 

20.1 ln 0x x x− =  

3 51 1 1tg tg tg 0
3 5 3

x x x− + − =

12 sin 0x
x

− + =  

ln 10 0xe x x+ − =  
2

2 1cos 1 0
x

x e x
n

−
− + − =  

1 sin ln(1 ) 0x x x− + − + =  

[2,3] 
 
[0,2] 
 
[0.4,1] 
 
[0,0.9] 
 
[1,2] 
 
[0,0.8] 
 
[1.2,2] 
 
[3,4] 
 
 
[1,2] 
 
[1,1.5] 

11 

12 

13 
 
14 
 
15 
 
16 
 
17 
 
18 
 
19 
 
20 

3 14 tg 0x x− − =  

1 tg 0x x− − =  

056ln3 2 =−+ lxx  
2 2sin cos 10 0x x x+ − =

 
ln 1.8 0x x− + =  

1tg 0
3

x x − =  

tg ctg 0
2 2
x x x− =  

0.4 arctg 0x x+ − =  
 

1 cos 1 0x x− − − =  

0.6 3 2.3 3 0x x⋅ − − =  

[1,3] 
 
[0,1] 
 
[1,3] 
[0,1] 
 
[2,3] 
 
[0.2,1] 
 
[1,2] 
 
[1,2] 

 
[0,1] 
 
[2,3] 

 
Содержание отчета 
 
1.  Схемы алгоритмов и программ. 
2.  Листинг программы. 
3. Протоколы результатов решения задач. 
4. Выводы. 
 
2. РЕШЕНИЕ СИСТЕМ НЕЛИНЕЙНЫХ УРАВНЕНИЙ 

 
В отличие от систем линейных уравнений для систем нелинейных 

уравнений не известны прямые методы решения, поэтому всегда приме-
няются итерационные методы. В наиболее общем случае систему нели-
нейных уравнений можно представить в виде 

1 1 2

2 1 2

1 2

( , , ) 0;
( , , ) 0;

...........................
( , , ) 0;

n

n

n n

F x x x
F x x x

F x x x

= ⎫
⎪= ⎪
⎬
⎪
⎪= ⎭

     (2.1) 

т.е. как n  функций F от n   неизвестных xi. Задача состоит в том, чтобы 
найти решение этой системы. 
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Метод простой итерации 
Метод простой итерации для решения систем нелинейных уравнений 

по существу является развитием метода простой итерации для одного 
уравнения. Он основан на допущении, что систему (2.1) уравнений можно 
привести к виду 

*
1 1 1 2 3

*
2 2 1 2 3

*
3 3 1 2 3

( , , ..., );

( , , ..., );
.......................................

( , , ..., );

n

n

n

x g x x x x

x g x x x x

x g x x x x

⎫=
⎪
⎪= ⎪
⎬
⎪
⎪

= ⎪⎭

    (2.2) 

Используя исходные значения ix , из уравнений (2.2) последователь-

но вычисляют новые значения *
ix , при этом в каждом последующем i -м  

уравнении все переменные ( )jx j i<   заменяют на новые значения *
jx , вы-

численные по предыдущим уравнениям. Значения  *
ix  сравнивают с пре-

дыдущими значениями ix  и выясняют, достаточно ли мало́ различие меж-
ду ними. Если каждая переменная изменилась лишь на допустимо малую 
величину, счет прекращается. Если же это изменение слишком велико, 

процесс повторяется, причем значения *
ix  используются в качестве новых 

исходных значений неизвестных. 
Хотя этот метод прямо ведет к решению, у него есть свои недостат-

ки. Например, если исходные значения переменных слишком сильно отли-
чаются от истинного решения, то процесс не сойдется. Область, в которой 
заданные исходные значения сходятся к решению, называется областью 
сходимости. Если исходные значения лежат за пределами этой области, то 
решение получить не удается. 

 
Метод Ньютона 

Это наиболее распространенный метод решения систем нелинейных 
уравнений. Его популярность обусловлена тем, что по сравнению с мето-
дом простой итерации, он обеспечивает гораздо более быструю сходи-
мость. 
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В основе метода Ньютона лежит представление всех уравнений в ви-
де рядов Тейлора: 

1 1
1 1 1 1 1 1 1

1
( ∆ ,..., ∆ ) ( ,..., ) ∆ ... ∆ ... ∆

 члены_более_ высоких _порядков
................................................................................................

n
n n n n

n n

ff ff x x x x f x x x x x
x x x

∂∂ ∂
+ + = + + + + + +

∂ ∂ ∂

+

1 1 1 1
1

.....................

( ∆ ,..., ∆ ) ( ,..., ) ∆ ... ∆ ... ∆

 члены_более_ высоких _порядков

n n n
n n n n n n n

n n

f f ff x x x x f x x x x x
x x x

⎫
⎪
⎪
⎪
⎪
⎬
⎪∂ ∂ ∂ ⎪+ + = + + + + + +

∂ ∂ ∂ ⎪
⎪+ ⎭

 
Если приращения переменных ∆ ix  таковы, что функции jf  прини-

мают значения, близкие к корню, то будем считать, что левые части этих 
уравнений обращаются в нули. Таким образом, задача сводится к отыска-
нию такой совокупности приращений ∆ ix , при которых достигается ука-
занная цель. Отбросив члены более высоких порядков, сведем задачу к 
решению системы линейных уравнений 

1 1
1 1

1
2 2

1

... ∆
∆

...............
...... .......

... ∆

n

n n
n n

n

f f
x f

x x
x f

f f
x fx x

∂ ∂⎡ ⎤ −⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎢ ⎥∂ ∂ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ −⎢ ⎥ ⎢ ⎥=⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥∂ ∂ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ −⎣ ⎦ ⎣ ⎦∂ ∂⎢ ⎥⎣ ⎦

, 

в которой матрицу частных производных и вектор-столбец правой части 
можно оценить для любого приближенного решения. Найденные значения  
∆ ix в дальнейшем используются как поправки к исходному приближенно-
му решению ∆ ∆i i ix x x= + .  

Если все корректирующие приращения становятся достаточно малы-
ми, счет прекращается. В противном случае новые значения ix  использу-
ются как приближенные значения корней, и процесс повторяется до тех 
пор, пока не будет найдено решение или станет ясно, что получить его не 
удастся. Следует внимательно проверять сходимость. Если значения кор-
ней значительно отличаются друг от друга, то условие ∆ 0,0001ix ≤ , где 

1,  2,...,i n=  и может оказаться слишком завышенным для корней ix , имею-
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щих большие значения. В таких случаях следует пользоваться нормиро-
ванными корректирующими приращениями 

∆ 0,0001,i

i

x
x

≤  где 1,  2,...,i n= . 

Для системы двух уравнений 

{ ( , ) 0
( , ) 0

f x y
g x y

=
=  

согласно методу Ньютона последовательные приближения приращений 
1 1∆ ,∆n nx y+ +  вычисляются по формулам 

'

1
'

( , ) ( , )1∆
( , ) ( , ) ( , )

n n y n n
n

n n
n n y n n

f x y f x y
x

J x y g x y g x y
+ = − ; 

'
1

'

1 ( , ) ( , )∆
( , ) ( , ) ( , )

x n n n n
n

n n
x n n n n

f x y f x yy
J x y g x y g x y

+ = − , 

где ' ( , )y n nf x y  и ' ( , )x n nf x y , ' ( , )y n ng x y , ' ( , )x n ng x y частные производные 
функций ),( yxf  и ),( yxg по переменным y и x соответственно  в точке на-
чального приближения  ( , )n nx y , ( , )n nJ x y  – якобиан в точке ( , )n nx y  

' '

' '

( , ) ( , )1( , )
( , ) ( , ) ( , )

x n n y n n
n n

n n
x n n y n n

f x y f x y
J x y

J x y g x y g x y
= − . 

Хотя метод Ньютона имеет преимущества по сравнению с другими 
итерационными методами, для него также существует проблема сходимо-
сти. Величина области сходимости обратно пропорциональна степени 
сложности и числу уравнений. 

 
Задание 
 
1. Составить  схемы   алгоритмов  решения   нелинейных систем 

уравнений методами Ньютона и простой итерации. 
2. Разработать программы решения систем нелинейных уравнений 

методами Ньютона и простой итерации с использованием подпрограмм. 
3. Решить системы нелинейных уравнений, приведенных в табл. 2.1. 

Параметр ε  принять равным 0,00001. 
4. Провести сравнительный анализ методов. 
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Содержание отчета 
 
1. Схемы алгоритмов и программ. 
2. Листинг программы. 
3. Протоколы результатов решения задач. 
4. Выводы по работе. 

Таблица 2.1 
№ Система уравнений x0

1, x0
2 № Система уравнений x0

1, x0
2

 
1 
 
 
 
 
2 
 
 
 
 
 
3 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

+=+
+

+

=+−

1
221

2
21

3
sin1.1)

5
1ln(

05.0
6

cos

x
xxx

x
xx

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

=+−

=−−+

=+−

02
20

04.02

01lg

3
21

2
32

2
1

1
3

2

x
xx

xxx

x
x
x

 

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

=−++

=++−

=−−+

03.02

02.03

01.02

21
2
33

31
2
22

32
2
11

xxxx

xxxx

xxxx

 

 
1,1 
 
 
 
 
1, 
2,2 
2 
 
 
0 
0 
0 
 

 
4
 
 
 
5
 
 
6
 
 
 
 
7
 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=+−−

=+−+

026

036

2
3
2

3
1

1
3
2

3
1

xxx

xxx
 

 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=+−−

=−+

0152

0lg3

1211

2
211

xxxx

xxx  

 

⎩
⎨
⎧

−=+−
=−+

16lg2065
4lg102

121

221
xxx

xxx

 
 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=+−

=−

01
3

sin5.0

0cos3.0

1
2

21

x
x

xx
 

0,5 
0,5 
 
 
3,4 

2,2 

 
1,1 
 
 
 
1,0 
 

 
3. РЕШЕНИЕ АЛГЕБРАИЧЕСКИХ УРАВНЕНИЙ 

 
Уравнения, содержащие суммы целых степеней x  называют алгеб-

раическими. Их общий вид 
1 2

1 2 1 0( } ... 0.n n n
n n nP x a x a x a x a x a− −

− −= + + + + + =  
При отыскании корней алгебраических уравнений полезно иметь в 

виду некоторые их свойства: 
1. Алгебраическое уравнение порядка n  имеет n  корней, которые 

могут быть действительными или комплексными. 
2. Если все коэффициенты ia  действительные, то все комплексные 

корни образуют комплексно-сопряженные пары. 
3. Число положительных действительных корней равно или меньше 

(на целое число) числа перемен знаков в последовательности коэффициен-
тов ia . 
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4. Число отрицательных действительных корней равно или меньше 
(на целое число) числа перемен знаков в последовательности коэффициен-
тов аi, при замене x  на x− . 

Известны прямые методы отыскания корней алгебраических уравне-
ний второй и третьей степеней, однако для уравнений более высоких сте-
пеней приходится использовать итерационные методы. Для нахождения 
действительных или комплексных корней алгебраических уравнений мож-
но использовать алгоритмы решения трансцендентных уравнений, если 
использовать комплексные числа. 

 
Метод Лина 

Существует несколько специальных методов для отыскания ком-
плексных корней. Все они почти всегда связаны с выделением из исходно-
го алгебраического уравнения квадратичного множителя 2x px q+ + . 

Широко применяемым методом этого типа является метод Лина. В 
его основе лежит представление алгебраического уравнения 

1
1 1 0... 0n n

n na x a x a x a−
−+ + + + =     (3.1) 

в виде 
2 2 3

1 3 2 1 0( )( ... ) 0,n n
n nx px q b x b x b x b b x b− −

−+ + + + + + + + =            (3.2) 
где 1 0b x b+  - линейный остаточный член, который мы стремимся сделать 
равным нулю.  

Если это возможно, то исходное алгебраическое уравнение делится 
на квадратичный множитель без остатка. Предположив, что 1 0 0b b= =  и 
сравнивая соответствующие коэффициенты двух приведенных форм ал-
гебраического уравнения, получаем: 

1 1

2 2 1

1 2

1 3 2 0 2

;
;

;
....................................

;

( ) / ; / .

n n

n n n

n n n n

n j n j n j n j

b a
b a pb
b a pb qb

b a pb qb

p a qb b q a b

− −

− − −

− − + − + −

=

= −

= − −

= − −

= − =

    (3.3) 

 
Алгоритм итерационной процедуры решения действует следующим 

образом. Сначала задаются вероятные значения p  и q , которые вместе с 
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заданными коэффициентами ia  используются для вычисления 1nb −  . В 
свою очередь, значение 1nb −   служит для вычисления 2nb −  и т.д. до тех 
пор, пока не будут найдены все коэффициенты, включая 2b , по формулам 
(3.3). Значения 3b , 2b , 1a  и 0a  позволяют найти из двух последних уравне-

ний (3.3) уточненные значения p  и q , которые обозначим через *p  и *q . 
Если их отличие от p  и q  достаточно мало, счет  прекращается.   В   про-
тивном  случае  вся   процедура  повторяется  с использованием новых 
значений p  и q . Процедура вычислений сводится к решению системы 
двух уравнений с двумя неизвестными методом простой итерации. 

 
Задание 
 
1. Составить схему алгоритма решения алгебраического уравнения 

порядка n  1
1 0... 0n n

n na x a x a−
−+ + + =   с произвольными коэффициентами 

( 0,... )ia i n=  методом Лина. 
2. Разработать программу решения алгебраического уравнения обще-

го вида методом Лина с использованием подпрограмм. 
3. Решить контрольный пример из табл. 3.1. 

 
                                             Таблица 3.1 

№ 
п/п 

n Коэффициенты 1 0, ,...,n na a a−  

1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 

4 
4 
4 
4 
4 
4 
4 

2, 0.2, 1.4, 2.3, -1.5 
1, 1, 0, 2, 1 
1, 2, 1, 2, 1 
1, 4, 4, 4, -1 
1, 4, 2,2 6.4, 2.56 
1, -8, -5, -12, 2.25 
1 10, 1.8, -31. 9.61 

 
Содержание отчета 

 

1. Схемы алгоритмов и программ. 
2. Листинги программ. 
3. Протокол результатов решения задачи. 
4. Выводы. 
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4. РЕШЕНИЕ СИСТЕМ ЛИНЕЙНЫХ УРАВНЕНИЙ 
 

К решению систем линейных алгебраических уравнений сводятся 
многие задачи анализа и синтеза физических систем различной природы: 
механических, гидравлических, электрических и т.п. 

Рассмотрим систему п линейных алгебраических уравнений с n  не-
известными: 

11 1 12 2 1 1

21 2 22 2 2 2

1 1 2 2

... ;
... ;

..........................................
...

n n

n n

n n nn n n

a x a x a x b
a x a x a x b

a x a x a x b

+ + + =⎧
⎪ + + + =⎪
⎨
⎪
⎪ + + + =⎩

 

или в векторно-матричной форме ,bAx =  где 

11 12 1 1 1

2 221 22 2

1 2

... 

... ; ;
... .........................

... 

n

n

n n
n n nn

a a a b x
b xa a aA b x

b xa a a

⎡ ⎤
⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥= ⎢ ⎥ = =
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥
⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎢ ⎥⎣ ⎦

 

есть соответственно матрица коэффициентов, вектор-столбец свободных 
членов и вектор-столбец неизвестных. 

Если матрица A невырожденная, т.е. если ее определитель не равен 
нулю, то уравнение имеет единственное решение. Значения неизвестных xi 
могут быть получены по формулам Крамера. Однако данный метод на 
практике не применяется, так как его реализация требует значительного 
количества арифметических операций и соответственно больших затрат 
машинного времени. Кроме того, правило Крамера приводит к большим 
ошибкам при округлении. 

Применяемые в практике численные методы решения систем линей-
ных алгебраических уравнений делятся на две группы: точные (прямые) и 
приближенные (итерационные). Точными называются методы, которые в 
предположении, что вычисления ведутся без округлений, позволяют полу-
чить точное решение за конечное число арифметических операций (на-
пример метод Гаусса). Приближенные методы даже в предположении, что 
вычисления ведутся без округлений, дают решение системы лишь с задан-
ной точностью. Точное решение в данном случае теоретически может быть 
получено как результат бесконечного процесса. 
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Прямые методы используются при решении систем небольшого по-

рядка 3( 10 )n > . Итерационные методы выгодно применять для систем вы-

сокого порядка 3 6( 10 10 )n ≈ −  со слабо заполненной матрицей коэффици-
ентов. 

Метод Якоби (метод простой итерации) 
 

Итерационные схемы решения систем уравнений применяются к сис-
темам, предварительно приведенным к виду 

1 12 1 13 2 1 1

2 21 1 23 3 1 2

1 1 2 2 1 1

... ;
... ;

.......................................................
... .

n n

n n

n n n nn n n

x C x C x C x d
x C x C x C x d

x C x C x C x d− −

= + + + + ⎫
⎪= + + + + ⎪
⎬
⎪
⎪= + + + + ⎭

   (4.1) 

Применяемые для решения таких уравнений методы – это методы 
Якоби и Зейделя, в основе которых лежит систематическое уточнение зна-
чений переменных, заданных в начале счета. 

В методе Якоби исходные значения переменных используются для 
вычислений новых значений 1 2, ,..., nx x x  с помощью приведенных выше 
уравнений (4.1). Процесс прекращается, когда все новые значения оказы-
ваются достаточно близкими к исходным. В противном случае новые зна-
чения используются вместо исходных. Этот процесс повторяют до тех пор, 
пока не будет достигнута сходимость или не станет ясно, что процесс рас-
ходится. В этом методе замена значений всех переменных производится 
одновременно (одновременное смещение). 

 
Метод Зейделя 

Итерационный метод Зейделя обеспечивает возможность, задавшись 
некоторым произвольным вектором ]0[x   (начальное приближение к иско-

мому решению *x ), построить последовательность приближений значений 

[ ], 1,  2,...,x k k =   сходящихся к точному решению системы *x . Алгоритм 
метода состоит в следующем. 

1. Исходную систему уравнений решают относительно неизвестных 
1 2, ,..., nx x x , т.е. приводят к виду (4.1). Такое преобразование всегда выпол-
нимо для системы, определитель которой не равен нулю, и может быть 
осуществлено различными способами. 
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2. Задают начальное приближение 1[0] { [0],..., [0]}nx x x= . Начальный 
вектор может быть выбран произвольно, однако необходимо использовать 
всю имеющуюся информацию о системе уравнений, чтобы ]0[x  распола-

гался как можно ближе к точному решению системы *x . 
3. В первое уравнение системы подставляют координаты точки [0]x  

и вычисляют новое значение первой координаты: 
1 11 1 12 2 1 1[1] [0] [0] ... [0] .n nx C x C x C x d= + + + +  

Применяя вычисленное значение 1[1]x  и начальное значение осталь-
ных переменных 2[0],..., [0]nx x , из второго уравнения системы определяют 
новое значение второй координаты: 

2 21 1 22 2 2 2[1] [1] [0] ... [0] .n nx C x C x C x d= + + + +  
Используя аналогично уже вычисленные приближения, получают 

значения всех остальных координат. Так, последняя координата будет 
иметь значение: 

[ ]1 1 2 2 1 1[1] [1] [1] ... 1 [0] .n n n nn n nn n nx C x C x C x C x d− −= + + + + +  
В результате будет определено первое приближение ]1[x   к решению 

системы *x . 
4. Начальный вектор [0]x   заменяют вектором [1]x  и вычисляют сле-

дующее приближение. В общем случае 1k +  приближение определяют по 
формулам: 

1 11 1 12 2 1 1

2 21 1 22 2 2 2

1 1 2 2

[ 1] [ ] [ ] ... [ ] ;
[ 1] [ 1] [ ] ... [ ] ;

...........................................................................
[ 1] [ 1] [ 1] ...

n n

n n

n n n nn n

x k C x k C x k C x k d
x k C x k C x k C x k d

x k C x k C x k C x

+ = + + + +

+ = + + + + +

+ = + + + + + [ ]  .nk d+

 

Итерационный процесс продолжают до тех пор, пока все [ 1]ix k +  не 
станут достаточно близкими к [ ]ix k . Итерации прекращают при выполне-
нии условия 

[ 1] [ ]max ε, 1,  2,..., ,
[ 1]

i i

i

x k x k i n
x k
+ −

< =
+

 

где ε  – некоторое заданное положительное число (точность вычислений). 
Весьма важно, что итерационные методы являются самоисправляю-

щимися, т.е. отдельная ошибка, допущенная при вычислениях, не отража-
ется на конечном результате, так как ошибочное приближение рассматри-
вается как новый начальный вектор. 
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Важным преимуществом итерационных методов является удобство 
их программирования, так как они требуют выполнения однообразных по-
вторяющихся операций. 

 
Задание 
 
1. Составить схемы алгоритмов решения систем линейных уравнений 

методами Якоби и Зейделя. Предусмотреть контроль количества итераций. 
2. Разработать программу решения систем линейных уравнений ме-

тодами Якоби и Зейделя с использованием подпрограмм. 
3. Решить системы линейных уравнений, приведенные в табл. 4.1, с 

точностью до 0,001. 
4. Вычислить точные оценки погрешности методов по координатам 

*δ max , 1,  2,... i ix x i n= − =  (x в табл. 4.1 – точное решение системы). 

5. На основании полученных результатов провести сравнительный 
анализ методов по точности и времени решения. 

Таблица 4.1 
№ Матрица А Вектор В x № Матрица А Вектор В x 
1 
 
 
 
2 
 
 
 
 
3 

10.9 1.2  2.1 0.9 
1.2 11.2 1.5 2.5 
2.1 1.5 9.8 1.3 
0.9 2.5 1.3 12.1 
 
20.9 1.2 2.1 0.9 
1.2 21.2 1.5 2.5 
2.1 1.5 19.8 1.3 
0.9 2.5 1.3 32.1 
 
3.82 1.02 0.75.0.81 
1.05 4.53 0.98 1.53 
0.73 0.85 4.71 0.81 
0.88 0.81 1.28 3.5 

-7 
5.3 
10.3 
24.6 
 
21.77 
27.46 
28.76 
49.72 
 
15.655 
22.705 
23.48 
16.11 

-1 
0 
1 
2 
 
0.8 
1 
1.2 
1.4 
 
2.5 
3 
3.5 
2 

4 
 
 
 
5 
 
 
 
6 
 
 
 
7 
 

6.1 2.2 1.2 
2.2 5.5 -1.5 
1.2 -1.5 7.2 
 
0.15 2.11 30.75 
0.64 1.21 2.05 
3.21 1.53 1.04 
 
1.02 -0.25 -0.3 
-0.41 1.13 -0.15 
-0.25 -0.14 1.21 
 
1.15 0.42 100.71 
1.19 0.55 0.32 
1.00 0.35 3.00 

16.55 
10.55 
16.8 
 
-26.38 
1.01 
5.23 
 
0.515 
1.555 
2.78 
 
198.7 
2.29 
-0.65 

1.5 
2 
2.5 
 
1 
2 
-2 
 
2 
2.5 
3 
 
2 
1 
-2 

 
Содержание отчета 
 

1.  Схемы алгоритмов и программ. 
2.  Листинги программы. 
3.  Протокол результатов решения. 
4.  Результаты расчетов. 
5. Выводы. 
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5. ИНТЕРПОЛИРОВАНИЕ ФУНКЦИЙ 
 

Данные, с которыми приходится иметь дело инженеру, часто пред-
ставляются в виде таблиц. Это может быть связано либо с тем, что резуль-
таты были получены экспериментально и лишь для некоторых дискретных 
значений аргумента, либо с тем, что объем таблиц ограничен и в них мож-
но привести лишь некоторые данные. Сущность интерполяции состоит в 
отыскании значения функции в некоторой промежуточной точке. 

 
Линейная интерполяция 

Простейшим видом интерполяции является линейная интерполяция, 
в основе которой лежит аппроксимация кривой на участке между точками 
(xk, yk) и(xk+1, yk+1) прямой, проходящей через те же точки. Уравнение пря-
мой можно представить в виде 

1

1

k k k

k k k

y y y y
x x x x

+

+

− −
=

− −
 

или в виде 
1 1

1

( ) ( ) .k k k k

k k

y x x y x xy
x x
+ +

+

− − −
=

−
 

Таким образом, зная два табличных значения ky  и 1ky + соответст-
вующих kx  и 1kx + , с помощью указанных формул можно найти значение 
функции y  при любом значении x  в интервале 1[ ]k kx x + . Обычно полага-
ют, что, используя большее число соседних точек и аппроксимируя истин-
ную кривую более сложной линией, можно уточнить полученный резуль-
тат. Рассмотрим методы нахождения единственного многочлена n -й сте-
пени ( )nP x , аппроксимирующего функцию )(xf  кривой, проходящей через 
все 1+n заданные в таблице точки ( , )i ix y , где 0,  1,...,i n= . В этом случае 
говорят, что многочлен удовлетворяет условиям 

( ) , 0,  1,..., .n i iP x y i n= =  
Методы отыскания такого многочлена делятся на три группы: мето-

ды Лагранжа, разностные методы и итерационные. 
 

Интерполяция по Лагранжу 
При этой интерполяции задается 1+n  табличное значение ( , )i ix y , где 

0,  1,...,i n= . Предполагается, что точки ,i ix y  принадлежат кривой ( )y f x=  
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в интервале 0 nx x x< < . Интерполяционный многочлен для этого имеет 
вид 

0 0 1 1( ) ( ) ( ) ... ( ),n i n nP x y b x y b x y b x= + + +     (5.1) 
где все ( )jb x  – многочлены степени n , коэффициенты которых можно 

найти с помощью 1+n  уравнений 

( ) , 1,  2,..., .n i iP x y i n= = . 
В результате получим систему уравнений: 

0 0 0 1 1 0 0 0

0 0 1 1

( ) ( ) ... ( ) ,
................................................................

( ) ( ) ... ( ) .

n n

n n n n n n

y b x y b x y b x y

y b x y b x y b x y

+ + + =

+ + + =
     (5.2) 

Если значения )( ij xb  выбраны так, что 

           
1 при ,

( )
0 при ,

j i
i j

b x
i j

⎧ =⎪= ⎨
⎪ ≠⎩

     (5.3) 

то записанные выше уравнения (5.2) будут удовлетворены. Условие (5.3) 
означает, что любой многочлен ( )jb x  равен нулю при каждом ix , кроме 

jx . Следовательно, в общем случае многочлен ( )jb x  имеет вид: 

0 1 1 1( ) ( )( )...( )( )...( ).j j j j nb x C x x x x x x x x x x− += − − − − −  

Так как ( ) 1j jb x = , то коэффициент jC  является выражением 

0 1 1 11/( )( )...( )( )...( ).j j j j j j j j nC x x x x x x x x x x− += − − − − −  

Наконец, для искомого многочлена получаем 

0 1 1 1

0 1 1 10

( )( )...( )( )...( )
( )

( )( )...( )( )...( )

n j j j n
n

j j j j j j j nj

y x x x x x x x x x x
P x

x x x x x x x x x x
− +

− +=

− − − − −
=

− − − − −∑ . 

Введя обозначения 
0 1 1 1( ) ( )( )...( )( )...( )j j j nL x x x x x x x x x x x− += − − − − − , 

можем записать полученный многочлен в виде: 

0

( )
( ) .

( )

n j
n j

j jj

L x
P x y

L x=
= ∑  

 
Метод разделенных разностей 

Существует множество разностных методов интерполяции, однако 
наиболее распространен метод Ньютона для интерполирования вперед, из-
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вестный также как метод Ньютона-Грегори. Интерполяционный много-
член для этого метода имеет вид: 

0 1 0 1 0 1 0 1 1( ) ( ) ( )( ) ... ( )( )...( ).n n nP x C C x x C x x x x C x x x x x x −= + − + − − + + − − −  
Коэффициенты jC  находятся из уравнений ( )n i iP x Y=  или 

0 0

0 1 0 1

0 1 0 2 2 0 2 1 2

0 0 1 2

,
( ) ,
( ) ( )( ) ,

...................................................................
... ( )( )...( ) .n n n n n n

C Y
C C x x Y
C C x x C x x x x Y

C C x x x x x x Y−

=

+ − =

+ − + − − =

+ + − − − =

 

Это линейная система уравнений с треугольной матрицей и опреде-
ление с ее помощью значений jC  не вызывает затруднений, однако суще-
ствует и еще более простой способ определения jC , основанный на приме-
нении правых конечных разностей. 

Если значения x  заданы через равные промежутки 1 ,i ix x h+ − =  то в 
общем случае 0ix x ih= + , где 1,  2,...,i n= . Последнее выражение позволяет 
привести решаемые уравнения к виду 

0 0

1 0 1
2

2 0 1 2

'
0 1 2

,
,

(2 ) 2 ,
...........................................

( ) [( 1) ] ... ( !) ,i i

Y C
Y C C h

Y C C h h C

Y C C ih C ih i h C i h

=

= +

= + +

= + + − + +

 

откуда для коэффициентов получаем 
0 0

1 0 1 0
1

∆ .

C Y
Y C Y Y YC

h h h

=

− −
= = =

 

Здесь ∆Y  называется первой правой разностью. Продолжая, находим 
2

0
2 2 0 1 2 1 1 0 02 2 2 2

1 1 1( 2 ) [( ) ( )] [∆(∆ )] ,
2 2 2 2

YC Y C hC Y Y Y Y Y
h h h h

∆
= − − = − − − = =  

где 2
0∆ Y  – вторая правая разность, представляющая собой разность пер-

вых разностей. Коэффициент jC  можно представить в виде: 

0∆
( !)

j
j j

YC
j h

= . 
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В общем случае разности более высоких порядков для функции 
( )y f x=  в интервале 0 nx x x≤ ≤  определяются выражением 

1 1
1∆ ∆ , 0,  1,..., .j j j

j j jY Y Y i n j− −
+∆ = + = −  

 
Итерационные методы интерполяции 

Эти методы основаны на повторном применении простой интерполя-
ционной схемы. Наиболее известным из них является метод Эйткена, сущ-
ность которого в повторном применении интерполяции. 

Выше было показано, что линейная интерполяция между точками 
0 0( , )x y  и  ( , )i ix y осуществляется по формуле: 

 

1 0 0
0

1( ) [ ( ) ( )],i i i
i

Y x Y x x Y x x
x x

= − − −
−

 

с помощью которой, задав значение iх , можно составить таблицу функ-
ций 1( )iy x , где 1,  2,...,i n=  . 

Пользуясь этими функциями, с помощью линейной интерполяции 

2 11 1 1
1

1( ) [ ( )( ) ( )( )],i i i
i

Y x Y x x x Y x x x
x x

= − − −
−

 

получим новое семейство соотношений. Простой подстановкой можно по-
казать, что выражения для 2( )iY x  представляют собой многочлены второй 
степени, описывающие кривые, проходящие через точки 0 0( )x y , 1 1( )x y  и 
( )i ix y . Получив многочлены 2iY  с помощью линейной интерполяции и ис-
пользуя функции 2( )iY x , можно записывать выражение для многочлена 
третьей степени 

3 22 2 2
2

1( ) [ ( )( ) ( )( )],i i i
i

Y x Y x x x Y x x x
x x

= − − −
−

 

описывающего кривые, проходящие через точки 0 0( )x y , 1 1( )x y ,  2 2( )x y  и  
( )i ix y . Продолжая этот процесс, получим значения ( )ijY x , которые будут 

стремиться к значению ( )f x . Хотя этот метод позволяет вводить много-
члены степени 3n > , обычно этого не делают, стремясь избежать роста 
ошибок. Следует, однако, отметить, что метод Эйткена не требует, чтобы 
используемые для интерполяции значения функции были расположены че-
рез равные интервалы. 
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Задание 
 
1. Составить схемы алгоритмов интерполирования функций по мето-

дам, указанным преподавателем. 
2. Разработать программу интерполирования функций. 
3. Выполнить интерполирование функций, приведенных в табл. 5.1. 
4. Построить графики функций. 

Таблица 5.1 

№ 
п/п 

Значе-
ние ар-
гумента 

Значе-
ние 
функ-
ций 

Преде-
лы из-
менения 
аргу-
мента 

Шаг № 
п/п

Значе-
ние ар-
гумента 

Значе-
ние 
функ-
ций 

Преде-
лы из-
менения 
аргу-
мента 

Шаг 

1 

– 1,06 
– 0,837 
– 0,684 
– 0,315 
– 0,117 
0,0 
0,115 
0,5 

1,22 
0,854 
0,513 
0,271 
0,217 
0,198 
0,218 
0,277 

-1,8  0,4 0,2 4 

0,215 
0,441 
0,638 
0,865 
1,05 
1,3 
1,55 
1,82 

5,82 
4,63 
4,1 
3,34 
3,0 
3,29 
4,32 
5,72 

0,4  1,6 0,2 

2 

– 2,15 
– 1,83 
– 1,62 
– 1,45 
– 1,01 
– 0,72 
– 0,48 
0,0 

– 2,23 
– 2,65 
– 3,1 
– 3,54 
– 4,26 
– 4,38 
– 4,52 
– 4,27 

2,95  0,1 
 0,3 5 

– 1,0 
– 0,96 
– 0,86 
– 0,79 
0,22 
0,5 
0,93 
1,1 

– 1,0 
– 0,151 
0,894 
0,986 
0,895 
0,5 
– 0,306 
– 0,51 

–1,01,02 0,35 

3 

– 0,21 
– 0,14З 
– 0,099 
– 0,032 
0,114 
0,182 
0,257 
0,38 

– 12,64 
– 11,05 
– 10,25 
–  9,32 
–  9,25 
– 10,0 
– 11,48 
– 14,4 

–0,21 
0,28 0,08 6 

0,5 
0,75 
1,0 
1,25 
1,5 
1,75 
2,0 
2,25 

0,1915 
0,2734 
0,3413 
0,3944 
0,4332 
0,4599 
0,4773 
0,4878 

0,625  
2,226 0,25 

 

Содержание отчета 
 

1. Схемы алгоритмов и программ. 
2. Листинг программы. 
3. Протокол результатов решения задачи. 
4. Графики функций. 
5. Выводы. 
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6. ЧИСЛЕННОЕ ИНТЕГРИРОВАНИЕ ФУНКЦИЙ 
 

Во многих случаях задачи вычисления определенных интегралов не 
могут быть решены точно, так как не удается выразить первообразную 
функцию через элементарные функции. Довольно часто нахождение пер-
вообразной связано с необходимостью выполнения весьма сложных пре-
образований. Распространенной является также ситуация, когда подынте-
гральная функция задана таблицей экспериментально полученных значе-
ний. Во всех этих случаях прибегают к приближенному вычислению опре-
деленных интегралов. 

В основе численного интегрирования лежит приближенное вычисле-
ние значения определенного интеграла на основании ряда значений по-
дынтегральной функции. В общем случае задача формируется как нахож-
дение значения 

( ) .
b

a
I f x dx= ∫  

Обычный прием состоит в том, что функцию )(xf  на рассматривае-
мом отрезке [ , ]a b  заменяют интерполирующей или аппроксимирующей 
функцией φ ( )x  простого вида (например, полиномом), а затем приближен-
но полагают 

( )
b b

a a
f x dx =∫ ∫ φ(х)dx 

Функция φ ( )x  должна быть такой, чтобы интеграл 
b

a
∫ φ(х)dx вычис-

лялся непосредственно. 
 

Метод трапеций 
Пусть ( )y f x=  – непрерывная функция в интервале ],[ ba . Требуется 

вычислить определенный интеграл ( )
b

a
I f x dx= ∫ , где ,a b  конечны. Интер-
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вал интегрирования ],[ ba  разбивается на n  равных частей, имеющих длину 

( ) /h b a n= − . Площадь под кривой ( )y f x=  на одном из участков разбие-

ния  1[ , ]i ix x + определяется выражением 

1

( ) .
i

i

x

i
x

I f x dx
+

= ∫  

Эту площадь можно  с некоторой  погрешностью   считать   равной 
площади трапеции 

1( ( ) ( )) .
2

i i
i

h f x f xI ++
≈  

Общая площадь равна сумме площадей на отдельных участках раз-
биения, т. е. 

1 1
1

1 0
( ) ( ) ( ( ) ( ))

2

i

i

xb n n
i i

i ia x

hI f x dx f x dx f x f x
+ =

+
= =

= = ≈ + =∑ ∑∫ ∫  

 

0 1 1 1 1
( ) ( )( ( ) 2 ( ) ... 2 ( ) ( )) ( ) ... ( ) ,

2 2n n n
h f a f bf x f x f x f x f x f x h− −

+⎛ ⎞= + + + + = + + +⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

где 1 2 1;  2 ,..., ( 1) .nx a h x a h x a n h−= + = + = + −  

 
Погрешность вычислений определенного интеграла по методу трапе-

ций оценивают согласно формуле: 
3

2
( )∆ ,
12
b a M

n
−

≤  где ''max ( ) .
a x b

M f x
≤ ≤

=  

 
Метод Симпсона 

Интервал интегрирования ],[ ba  разбивается на четное число n2  рав-
ных частей длиной ( ) / 2h b a n= − . Через три последовательные ординаты 

разбиения на концах двух соседних отрезков проводится квадратичная па-
рабола и вычисляется площадь получения фигуры. Общая площадь обра-
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зуется путем суммирования площадей отдельных фигур и определяется по 
формуле: 

0 1 3 2 1 2 4 2 2 2( ) ( 4( ... ) 4( ... ) ),
3

b

n n n
a

hI f x dx y y y y y y y y− −= ≈ + + + + + + + + +∫  

где ;  ( ),  0,1,...,2 .k k kx a kh y f x k n= + = =  
Погрешность данного метода можно оценить по формуле: 

5

4
( )∆ ,

180 12
b a M

n
−

≤
⋅

 

где max ( ) .iv
a x b

M f x
≤ ≤

=  

Метод Симпсона обладает достаточно высокой для практических 
вычислений точностью, прост, хорошо программируется, вследствие чего 
он широко применяется. 

 
Метод Гаусса 

В данном методе концы участков разбиения интервала [ , ]a b  распола-
гают таким образом, чтобы при заданном количестве участков n  добиться 
наивысшей точности интегрирования. Можно показать, что этот метод 
точно интегрирует все многочлены степени, меньшей или равной 2 1n − . 

Предварительно интервал интегрирования [ , ]a b  преобразуется в ин-
тервал [ 1,  1]−  путем замены переменных: 

;  ( ) .
2 2 2 2 2

b a b a b a b a b ax t t f t− + − − +⎛ ⎞= + ϕ = +⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

В результате получают 
1

1
( )I t dt

−

= ϕ∫ . 

В методе Гаусса используется квадратурная формула вида: 
1

01
( ) ( ).

n
k k

k
t dt a t

=−

ϕ ≈ ϕ∑∫  

Абсциссы kt  называются узлами, а коэффициенты ka  – весовыми ко-
эффициентами квадратурной формулы. Значения kt  являются корнями по-
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линомов Лежандра степени n . Полиномы Лежандра 0( )P t  можно отыскать 
с помощью выражений: 

0

1

1 2

( ) 1;
( ) ;

1( ) ((2 1) ( ) ( 1) ( )).m m m

P t
P t t

P t m tP t m P t
m − −

⎫
⎪=
⎪

= ⎬
⎪
⎪= − − −
⎭

 

 
Весовые коэффициенты можно найти из соотношения 

2 ' 2
2 .

(1 )( ( ))
k

k n k
a

t P t
=

−
 

 
Метод Гаусса обладает высокой точностью при малом числе узлов 

интегрирования. Если подынтегральная функция сложна и на вычисление 
ее значений в узлах интегрирования затрачивается много времени, приме-
нение формулы Гаусса особенно выгодно. 

 
Задание 
 
1. Составить схемы алгоритмов интегрирования функций по методам 

трапеций, Симпсона и Гаусса. 
2. Разработать программы интегрирования функций с использовани-

ем подпрограмм. 
3. Вычислить абсолютные погрешности методов численного интег-

рирования функций *δ ,I I= −  где *I – точное значение интеграла, вычис-

ленное через первообразную; I – значение интеграла, полученное в резуль-
тате применения конкретного численного метода. 

4. Провести сравнительный анализ методов численного интегрирова-
ния. 

Содержание отчета 
 
1. Схемы алгоритмов и программ. 
2. Листинг программы. 
3. Протоколы результатов решения задачи. 
4. Результаты расчетов. 
5. Выводы. 
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Таблица 6.1 
№ Подынте-

гральная 
функция )(xf  

Интервал 
],[ ba  

Число 
разбие
ний n  

Шаг 
h  

Первообразная функция 

1 
 
 
2 
 
 
3 
 
 
4 
 
 
5 
 
 
6 
 
 
7 

sinxxe x  
 

2
1

9 x+
 

2
1

1 3 2x x+ +
 
 

3ln x
x

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

 
3

3
x

x+
 

 
arctgx x  

 
1
lgx x

 

 
[0,1] 
 
 
[0,2] 
 
 
[0,1] 
 
 
 
 
[1,2] 
 
 
 
[1,2] 
 
 
[0,2] 
 
 
[2,3] 
 

 
50 
 
 
200 
 
 
40 
 
 
 
 
40 
 
 
 
80 
 
 
50 
 
 
40 

 
0,02 
 
 
0,01 
 
 
0,025 
 
 
 
 
0,025 
 
 
 
0,0125 
 
 
0,04 
 
 
0,025 

(sin cos ) cos 1
2 2

x xxe x x e x− −
+

 
2ln( 9 ) ln3x x+ + −  

 

( )20,75 0,06251 0,75ln
0,75 0,5 0,75 0,52

xx
⎛ ⎞+ −+⎜ +⎜ + +⎜
⎝ ⎠

 
3 2

2
3(ln )/2 3/4 3(ln ) 3(ln ) /2

82
xx x

x
+

+ + +

 
2 33 479 27ln( 3 ) 27ln4

2 3 6
x xx x− + − + − +  

2 1arctg arctg
2 2 2
x xx x− +  

 
2,3026(ln ln ln ln 2)x −  

 
ЧИСЛЕННОЕ РЕШЕНИЕ ОБЫКНОВЕННЫХ  

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ 
 

Важное место в теории и практике численных методов решения задач 
занимают приближенные методы решения задач Коши для обыкновенных  
дифференциальных уравнений. Многие задачи физики и техники сводятся 
к нахождению решения именно этой задачи. Обыкновенными дифферен-
циальными уравнениями можно описать задачи движения системы взаи-
модействующих материальных точек, электрических цепей, сопротивления 
материалов, систем автоматического управления и регулирования и многое 
другое. Точное решение дифференциального уравнения можно получить 
лишь в отдельных случаях, а большинство дифференциальных уравнений 
могут быть решены только численно. Численное решение задачи состоит в 
построении таблицы приближенных значений 1 2, ,..., ,ny y y  решений урав-
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нения в точках (узлах) сетки 0 0;  1,  2,..., ;  ;  .i nx x ih i n x a x b= + = = = Величи-
на h  называется шагом интегрирования. Он может быть как постоянным, 
так и переменным. 

Для дифференциального уравнения первого порядка задача Коши 
ставится следующим образом: требуется найти решение дифференци-
ального уравнения ' ( , ),y f x y=  удовлетворяющее начальному условию 

0 0( ) .y x y= Численные методы не позволяют найти общего решения задачи 
Коши: они могут дать только какое-то частное решение. Это основной не-
достаток численных методов. Однако эти методы применимы к очень ши-
роким классам уравнений. С появлением современных быстродействую-
щих ЭВМ численные методы решения стали одним из основных способов 
решения конкретных практических задач для обыкновенных дифференци-
альных уравнений. Здесь также укажем, что обыкновенное дифференци-
альное уравнение n-го порядка, которое можно разрешить относительно 
старшей производной, легко сводится к системе из n  уравнений первого 
порядка путем введения ( 1)n −  новых переменных. Например, 

'' '( , , )u g u u x=  можно записать как систему 
'

'
( , , ),z g u z x

u z

⎫= ⎪
⎬

= ⎪⎭
. 

 
Методы Рунге – Кутта 

Одними из более эффективных и часто применяемых на практике 
численных методов решения задач Коши являются так называемые методы 
Рунге – Кутта. Эти методы обладают следующими свойствами: 

– являются одношаговыми, т.е. для нахождения приближения 1iy +  
нужна информация только о предыдущей точке ( , )i ix y ; 

– не требуют вычисления производных от ( , )f x y , необходимо вы-
числение значений только самой функции ( , )f x y . 

Метод Эйлера – простейший численный метод решения задачи Ко-
ши. В методе Эйлера величины ( )i iy y x=  вычисляются по формулам: 

1

0 0 0 1

( ( , ), ( 0,  1,  2,..., ),

( ), ... .

i i i i

N

y y h f x y i N

y y x a x x x

+ = + =

= = < < <
 

Основной недостаток метода Эйлера – систематическое накопление 
ошибки, которое происходит из-за того, что при вычислении значений на 
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следующем шаге исходные данные не являются точными и содержат по-
грешности, зависящие от неточности предыдущих вычислений. Другим 
недостатком метода является малая точность. 

Существуют модифицированные варианты метода Эйлера, которые 
являются методами Рунге – Кутта второго порядка: 

– исправленный метод Эйлера 

1 0 0( , , ), ( ),i i i iy y h f x y h y y x+ = + ⋅ =  

где '1( , , ) [ ( , ) ( )];
2i i i i i i if x y h f x y f x h y h y= + + ⋅ + ⋅  

– модифицированный метод Эйлера 

1 0 0( , , ), ( ),i i i iy y h f x y h y y x
≈

+ = + ⋅ =  

где '1( , , ) [ ( , ) ( )].
2 2 2i i i i i i i

h hf x y h f x y f x y y
≈

= + + ⋅ + ⋅  

Одним из самых употребительных методов численного решения 
дифференциальных уравнений (систем уравнений) является метод четвер-
того порядка, называемый просто метод Рунге – Кутта. В этом методе ве-
личины 1iy +  вычисляются по формуле: 

1 ( ( , , )),i i i iy y h F x y h+ = +  
где  1 2 3 4( , , ) (1/ 6)( 2 2 ),i i i i i iF x y h k k k k= + + +  

1 ( , ),i i ik f x y=  

2 1( / 2, / 2),i i i ik f x h y hk= + +  

3 2( / 2, / 2),i i i ik f x h y hk= + +  

4 3( , ).i i i i ik f x h y hk= + +  

Погрешность метода на одном шаге равна 5Mh , но поскольку на 
практике оценить величину M  обычно трудно, при оценке погрешности 
используют правило Рунге, для этого проводят вычисления сначала с ша-
гом h , а затем с шагом 2/h . Если yi  – приближение, вычисленное с шагом 
h, а iy  – с шагом / 2h , то справедлива оценка [ ( )] (16 /15)[ ]i i iy y x yi y− ≤ − . 

При реализации метода обычно на каждом шаге делают двойной пе-
ресчет. Если полученные значения отличаются в пределах допустимой по-
грешности, то шаг h  удваивают, иначе берут половинный шаг. Для про-
верки точности можно использовать неравенство [ ] ( ( ) /( )iyi y E h b a− ≤ − . 
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Методы прогноза и коррекции 
В этих методах для вычисления положения новой точки используется 

информация о нескольких ранее полученных точках. Для этого применя-
ются две формулы, называемые соответственно формулами прогноза и 
коррекции. Схемы алгоритмов для всех этих методов примерно одинаковы.  
Сами методы отличаются лишь формулами решения дифференциального 
уравнения вида ( ) ( , )y x f x y′ = . Так как в рассматриваемых методах ис-
пользуется информация о нескольких ранее полученных точках, то в отли-
чие от одношаговых методов они не обладают свойством самостартования. 
Поэтому прежде чем применять метод прогноза и коррекции, приходится 
вычислять исходные данные с помощью какого-либо одношагового мето-
да. Часто для этого прибегают к методу Рунге – Кутта. Вычисления произ-
водят следующим образом. Сначала по формуле прогноза и исходным зна-
чениям переменных определяют значение (0)

1ny + . Верхний индекс (0) пока-
зывает, что прогнозируемое значение является одним из последовательно-
сти значений 1ny + , располагающихся в порядке возрастания точности. 

По прогнозируемому значению (0)
1ny +  с помощью дифференциального 

уравнения находят производную (0) ' (0)
11 1( , ),nn ny f x y++ +=  которая затем под-

ставляется в формулу коррекции для вычисления уточненного значения 
( 1)

1
j

ny +
+ . В свою очередь, ( 1)

1
j

ny +
+   используется для получения более точно-

го значения производной с помощью дифференциального уравнения 
( 1) ' ( 1)

11 1( , ).j j
nn ny f x y+ +
++ +=  

Если это значение производной недостаточно близко к предыдуще-
му, то оно вводится в формулу коррекции и итерационный процесс про-
должается. Если же производная изменяется в допустимых пределах, то 
значение ( 1)

1
j

ny +
+  используется для вычисления окончательного значения 

1ny + . После этого процесс повторяется – делается следующей шаг, на ко-
тором вычисляется 2ny + . 

Метод Милна 
В этом методе на этапе прогноза используется формула Милна: 

' ' ' 5 (5)
1 3 1 2(4 /3) (2 2 ) (28/90) ,n n n n ny y h y y y h y+ − − −= + − + +  

а на этапе коррекции – формула Симпсона: 
' ' ' 5 (5)

1 1 1 1(1/3) ( 4 ) (1/90) .n n n n ny y h y y y h y+ − + −= + + + −  
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Последние члены в обеих формулах в действительности в итерацион-
ном процессе не используются и служат лишь для оценки ошибки усечения. 

Метод Милна относят к методам четвертого порядка точности, так 
как в нем отбрасываются члены, содержащие h  в пятой и более высокой 
степенях. 

 
Метод Адамса-Башфорта 

Этот метод также имеет четвертый порядок точности. Используемая 
в нем формула прогноза получена интегрированием обратной интерполя-
ционной формулы Ньютона и имеет вид: 

' ' ' ' 5 (5)
1 1 2 3(1/ 24) (55 59 37 9 ) (251/ 270) .n n n n n ny y h y y y y h y+ − − −= + − + − +  
На этапе коррекции используется формула: 

' ' ' ' 5 (5)
1 1 1 2(1/ 24) (9 19 5 ) (19 / 720) .n n n n n ny y h y y y y h y+ + − −= + − − + +  

Расчеты по методу Адамса-Башфорта выполняются так же, как и по 
методу Милна, однако, в отличие от последнего, ошибка, внесенная на ка-
ком-либо шаге, не имеет тенденции к экспоненциальному росту. 

 
Метод Хэмминга 

В методе Хэмминга используются следующие формулы: 

– прогноза ' ' ' 5 (5)
1 3 1 2

4 28(2 2 ) ;
3 90n n n n ny y h y y y h y+ − − −= + − + +  

– коррекции ' ' ' 5 (5)
1 2 1 1

1 1[9 3 ( 2 )] .
8 40n n n n n ny y y h y y y h y+ − + −= − + + − −  

Особенность метода Хэмминга в том, что он позволяет оценивать по-
грешности, вносимые на стадиях прогноза и коррекции, и устранять их. 
Благодаря простоте и устойчивости этот метод является одним из наиболее 
распространенных методов прогноза и коррекции. 

 
Задание 
 

1. Составить схемы алгоритмов решения систем дифференциальных 
уравнений методами Рунге – Кутта, прогноза и коррекции. 

2. Разработать схемы программ решения систем дифференциальных 
уравнений с использованием подпрограмм. 

3. Решить дифференциальные уравнения, приведенные в табл. 7.1. 
Заданные уравнения предварительно свести к системе уравнений первого 
порядка. Предусмотреть в программах вычисление точных решений по за-
данному в таблице алгоритму. 

4. Результаты счета оформить в виде графика. 
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5. Определить близость полученного заданным методом решения к 
точному значению с помощью оценок: 

1
1,...,

β max ,Ti Mi
i n

y y
=

= −  

2

1
2

2

1

( )

β .

n
Ti Mi

i
n

Ti
i

y y

y

=

=

−

=
∑

∑
 

Здесь Tiy  – точное решение; Miy  – решение, полученное заданным 
методом; n  – число дискретизации процесса по времени. 

6. Провести сравнительный анализ методов решения обыкновенных 
дифференциальных уравнений. 

 

Содержание отчета 
 
1. Схемы алгоритмов и программ. 
2. Листинг программы. 
3. Протоколы результатов решения. 
4. Графики сравнительного анализа методов. 
5. Результаты расчетов. 
6. Выводы. 

Таблица 7.1 

№
п/п 

Дифференциальное 
уравнение 

y(0), 
y'(0) 

[а, b] Шаг 
h  

Точное решение 

1 
 
 
2 
 
3 
 
4 
 
5 
 
 
6 
 
7 

xeyyy x cos222 ''' −=++  
 

'' 34 (13 7)xy y e x+ = −  
 

'' '4 4 0y y y+ + =  
'' '2 5 xy y y xe− + =  

 
xeyyy =+− 65 '''  

 
'' 1 xy y e+ = +  
'' '2 xy y y xe− + =  

 

1, 0 
 
 
0, -4 
 
1, -1 
 
1, 2 
 
0, 0 
 
2.5,1.5 
 
1, 2 

[0, 0,5] 
 
 
[0, 02] 
 
[0, 1] 
 
[0, 1] 
 
[0, 0.2] 
 
[0, 1] 
 
[0, 0.5] 

0,05 
 
 
0,02 
 
0,1 
 
0,1 
 
0,02 
 
0,1 
 
0,05 

(cos sin sin )xe x x x x− + +  
 

3cos2 sin2 ( 1)xx x e x− + −  
2(1 ) xx e−+  

3
5

6
x x x xe xe e+ +  

2 30,5 0,5x x xe e e− + +

cos sin 1
2

xex x+ + +  

3(1 ) ( / 6)x xx e x e+ +  
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