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ВВЕДЕНИЕ
В настоящее время в курсе теоретических основ электротехники раздел нелинейных цепей содержит сведения о нелинейных магнитных и электрических цепях постоянного и переменного тока с нелинейными резистивными, индуктивными и емкостными элементами, а также управляемых и неуправляемых полупроводниковых, электронных и газоразрядных приборах. Общий подход к расчету цепей, содержащих столь разнохарактерные элементы, вряд ли возможен, и в известных учебных пособиях этот раздел носит несистемный и фрагментарный характер. В данной работе сделана попытка последовательного изложения основ расчета цепей со сталью - обширного класса нелинейных цепей, охватывающего практически всю сильноточную электротехнику: трансформаторы, электрические машины и аппараты, а также ряд устройств, основанных на чисто нелинейных эффектах.

Установившиеся и переходные процессы в цепях со сталью описываются нелинейными дифференциальными уравнениями, общих методов решения которых не существует. Применительно к конкретным задачам в работе приведены относительно несложные способы приближенного решения таких уравнений. Все примеры имеют подробные численные решения.

Из-за стремительного развития вычислительной техники многие громоздкие приближенные методы расчета установившихся и переходных процессов в нелинейных цепях (графические, графоаналитические Прейсмана, Волынкина и т.д., а также некоторые крайне трудоемкие аналитические методы) потеряли свою актуальность и заменяются прямыми численными решениями нелинейных дифференциальных уравнений на персональных компьютерах с использованием реальных характеристик нелинейных элементов.

В данной работе применены чисто аналитические методы с использованием элементарных аналитических аппроксимаций кривой намагничивания B(H).

Для проведения расчетов рекомендуемыми методами достаточно небольшого калькулятора, содержащего элементарные трансцендентные функции.

Поскольку кулонвольтные характеристики нелинейных емкостей могут быть описаны теми же аналитическими аппроксимациями, что и вебер-амперные характеристики нелинейных индуктивностей, приведенные в настоящей работе соотношения пригодны для исследования и расчета R-C и L-C контуров первого порядка с нелинейными емкостями. Примеры расчета устройств, основанных на нелинейных эффектах, носят учебный характер.

Вопросы оптимального проектирования таких устройств должны изучаться в специальных курсах.
Глава 1
МАГНИТНЫЕ ЦЕПИ ПРИ ПЕРЕМЕННОМ ПОТОКЕ
§ 1.1 Магнитомягкие ферромагнитные материалы
При расчете электрических машин и аппаратов одной из основных расчетных величин является магнитный поток. Магнитные цепи представляют собой устройства для передачи магнитного потока и сосредоточения его в определенных областях пространства.

Магнитопровод (рис.1) выполняется из магнитомягкого ферромагнитного материала. На рис. 1 он имеет разрыв - воздушный зазор δ.
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Рис. 1

При расчете магнитного поля используются следующие основные величины:

- магнитная индукция В, измеряемая в теслах:
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- напряженность магнитного поля Н, измеряемая в амперах на метр.

Магнитная индукция В и напряженность поля Н связаны соотношением:
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где μ0 - постоянная, характеризующая магнитные свойства вакуума

                       
[image: image4.wmf],

м

с

Ом

10

1,256

м

Гн

10

4

π

μ

6

7

0

×

×

=

×

=

-

-


(2)

где μ - относительная магнитная проницаемость материала. 

Для ферромагнетиков μ может достигать значений 103, 104 единиц.

При расчетах магнитопроводов направления векторов B и H полагаются известными и векторный характер этих величин, как правило, не учитывается.

Магнитный поток Ф - поток вектора магнитной индукции через площадь S. Очень часто при практических расчетах магнитопроводов используют равенство
                                  Ф = B S.                 




(3)

Магнитный поток измеряется в веберах, 1Вб = 1 В .с. Для ферромагнитных материалов зависимость В(Н) нелинейна. В практических расчетах В(Н) характеризуется петлей гистерезиса (рис. 2) и основной кривой намагничивания (рис. 2, 3).

В некоторых пределах изменения Н зависимость В(Н) неоднозначна и изменение магнитной индукции В отстает от изменения напряженности поля Н. Это явление объясняется инерционностью процесса ориентации спонтанно намагниченных областей ферромагнетика (доменов) в направлении приложенного магнитного поля Н.
При циклическом изменении Н магнитная индукция В изменяется по замкнутой кривой - петле гистерезиса.

На рис. 2 изображены симметричные гистерезисные петли, полученные путем периодического изменения напряженности поля Н.

Кривая 1 представляет собой предельный гистерезисный цикл, снятый при очень большом значении напряженности поля H1m, называемый максимальным. Этому значению соответствует максимальное значение магнитной индукции Bs, называемое магнитной индукцией насыщения. При H>H1m зависимость B(H) однозначна.

Кривая 2 - один из промежуточных циклов, в котором величине Н2m соответствует значение магнитной индукции В2m.
Величина магнитной индукции при Н = 0 называется остаточной магнитной индукцией и обозначается Вr. Величина напряженностимагнитного поля при В = 0 называется коэрцитивной силой и обозначается НC. При создании магнитомягких материалов стремятся обеспечить минимально возможную величину НC.
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Рис. 2

Через вершины гистерезисных петель можно провести кривую 3, называемую кривой намагничивания. Эта кривая дает однозначную зависимость B(H), приводится в справочниках и используется при расчетах магнитопроводов.

При прохождении переменного магнитного потока Ф(ωt) через магнитопровод в нем возникают потери на гистерезис и вихревые токи.

Потери на гистерезис вызываются затратами энергии на ориентацию доменов в направлении магнитного поля и характеризуются площадью петли гистерезиса. Повышение  величины максимальной магнитной индукции Вm увеличивают площадь петли гистерезиса и тем самым величину потерь.

Потери на вихревые токи вызываются затратами энергии в активных сопротивлениях контуров, по которым замыкаются вихревые токи. На рис.1 такие контуры показаны в сечении S.
Согласно закону Ленца вихревые токи стремятся создать магнитный поток, направленный навстречу основному потоку Ф(ωt). Для уменьшения потерь магнитопровод набирается (шихтуется) из отдельных листов ферромагнитного материала, покрытых изоляционным слоем.

При частоте 50 Гц толщина листов В обычно   0,35 - 0,5 мм. В общем случае потери на вихревые токи обратно пропорциональны удельному электрическому сопротивлению стали, прямо пропорциональны квадрату максимального значения магнитной индукции, квадрату частоты и квадрату толщины листа.

Обычно для магнитопроводов используются электротехнические стали и сплавы, обладающие минимальной шириной петли гистерезиса, что обеспечивает низкие потери на гистерезис; высоким удельным сопротивлением, обеспечивающим низкие потери на вихревые токи; высокой индукцией насыщения, что обеспечивает минимально возможное сечение магнитопровода для заданного магнитного потока.

Прогресс в области снижения веса электрических машин и аппаратов прямо связан с повышением указанных характеристик магнитомягких материалов и в том числе электротехнических сталей.

Показатели тонколистовой электротехнической стали регламентируются ГОСТ 21427.0-75, 21427.1-83, 21427.2-83, 21427.3-75 и 21427.4-78. Марка стали обозначается четырехзначной цифрой. Эти цифры обозначают следующее.

Первая - класс по структурному состоянию и виду прокатки: 1 -горячекатаная изотропная, 2 - холоднокатаная изотропная, 3 -холоднокатаная анизотропная с ребровой структурой.

Вторая - содержание кремния: 0 - массовая доля кремния до 0,4% включительно, 1 - то же от 0,4 до 0,9%, 2 - то же от 0,9 до 1,9%, 3 - то же от 1,9 до 2,8%, 4 - то же от 2,8 до 3,8%, 5 - то же от 3,8 до 4,8%.

Третья - основная нормируемая характеристика: 0 - удельные потери при магнитной индукции 1,7 Тл и частоте 50 Гц (Р1,7/50); 2 -удельные потери при магнитной индукции 1,0 Тл и частоте 400 Гц (Р1,0/400) для горячекатаной и холоднокатаной изотропной стали или удельные потери при магнитной индукции 1,5 Тл и частоте 400 Гц (P1,5/400) для холоднокатаной анизотропной стали; 6 - магнитная индукция в слабых магнитных полях при напряженности поля 0,4 А/м (В0,4); 7 - магнитная индукция в средних магнитных полях при напряженности поля 10 А/м (В10) или 5 А/м (В5).

Четвертая - порядковый номер типа стали.

Под удельными потерями (Вт/кг) понимаются суммарные потери на гистерезис и вихревые токи. Увеличение содержания кремния в стали влечет за собой увеличение ее удельного электрического сопротивления ρ и снижение удельных потерь. Одновременно с этим при одной и той же напряженности поля уменьшается величина магнитной индукции.

Изотропные стали применяются в электрических машинах и аппаратах с вращающимся магнитным полем, анизотропные - в электрических машинах и аппаратах с магнитным полем, ориентированным вдоль магнитопровода. Они вдоль направления прокатки имеют существенно большую магнитную проницаемость, чем поперек ее.

Для получения сравнимых результатов ниже, в примерах, если не оговорено обратное, будет использоваться одна сталь марки 1411 -горячекатаная с содержанием кремния от 2,8  до 3,8 %, с нормативными удельными потерями при магнитной индукции 1,5 Тл и частоте 50 Гц (Р1,5/50), тип стали 1, толщина листа Δ = 0,5 мм.

Основная кривая намагничивания этой стали представлена данными в табл. 1 и на рис. 3.
 Таблица 1

	Н,

А/м
	0
	20
	40
	100
	140
	180
	240
	400
	600
	800
	

	В,

Тл
	0
	0,04
	0,18
	0,67
	0,81
	0,92
	1,05
	1,14
	1,23
	1,30
	


	Н,

А/м
	1000
	1200
	1400
	1800
	2200
	2400
	4000
	8000
	1200

	В,

Тл
	1,38
	1,42
	1,46
	1,50
	1,53
	1,55
	1,59
	1,69
	1,78


Для указанной марки стали удельные потери P1,0/50 = 2,0 Вт/кг, P1,5/50 = =4,4 Вт/кг,   удельный вес   γ = 7650 кг/м3, удельное   сопротивление ρ=0,5 
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Как следует из табл. 1 и рис. 3, до величины В = 1 Тл зависимость В(Н) почти линейна, от В = 1 Тл до В = 1,6 Тл В(Н) резко нелинейна. При В>1,6 Тл В(Н) почти линейна.

Удельные потери РС при значениях магнитной индукции, отличных от В = 1 Тл и В = 1,5 Тл и частотах, мало отличающихся от 50 Гц, могут быть подсчитаны по формулам: 

                     PC = P1,0/50Bnm
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(4)

                      n = 5,69
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(5)
где f - частота питающей сети, Вm - рабочая индукция в магнитопроводе. Величина напряженности магнитного поля и магнитной индукции в промежутках между значениями табл. 1 могут быть определены линейной интерполяцией по формуле
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(6)

где ВХ - искомое значение магнитной индукции при напряженности поля НХ, H1, В1 и H2, В2 - значения напряженности поля и магнитной индукции, между которыми находятся величины НХ и ВХ.
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Пример 1.
Из табл. 1: B1 = 0,18 Тл, H1 = 40 А/м, B2 = 0,67 Тл, Н2 = 100 А/м. Найти значение НХ, при котором ВХ = 0,601 Тл.

             НХ = 100 - 
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В некоторых примерах будут использоваться зависимости В(Н) для пермаллоев - сплавов железа с никелем, или железа с никелем и кобальтом, легированные молибденом, хромом, медью и др. Пермаллои имеют почти прямоугольную форму кривой намагничивания и прямоугольную петлю гистерезиса. Пермаллой МО, содержащий 4 - 5% молибдена, имеет скачкообразную кривую намагничивания (рис. 4).

Пермаллой 65 НМ, содержащий 65% никеля, имеет практически прямоугольную петлю гистерезиса с BS = 1 Тл и НC = 25 А/м (рис. 5).

Пермаллой используется в сердечниках дросселей, трансформаторов и магнитных усилителей, применяемых в устройствах автоматики.
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§ 1.2. Расчет магнитной цепи

Целью расчета магнитной цепи является определение магнитодвижущей силы (МДС), требующейся для создания в магнитопроводе магнитного потока, необходимого для работы проектируемого электрического аппарата или машины.

Вместе с этим определяется оптимальная геометрия магнитопровода и обмоточные данные. В общем эта задача весьма сложна, и решение ее приводится в курсах проектирования электрических машин и аппаратов.

Для выявления основных закономерностей, имеющих место в цепях со сталью, ограничимся рассмотрением простейшего устройства - дросселя (см. рис. 1), состоящего из магнитопровода, имеющего в общем случае воздушный зазор δ, и обмотку с числом витков w. Сечение S магнитопровода по всей его длине l будем полагать постоянным. Обмотка располагается на стержне магнитопровода. Стержни замыкаются ярмами. В результате шихтовки листов стали между стержнями и ярмами возникают воздушные зазоры δ' = 0,035 – 0,05мм. В конструкции магнитопровода на рис. 1 имеется четыре воздушных зазора δ'. В дальнейшем под δ будем понимать суммарную величину зазоров в магнитопроводе.

Основным допущением, принимаемым при расчете магнитной цепи, является Ф = const - постоянство магнитного потока во всех сечениях магнитопровода, т.е. отсутствие рассеяния магнитного потока.

Напряженность магнитного поля в магнитопроводе определяется по известному из курса физики закону полного тока:
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Линейный интеграл вектора напряженности магнитного поля Н вдоль любого контура с элементом длины 
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d

r

 равен алгебраической сумме токов ΣI, охваченной этим контуром.

Связь между напряженностью поля Н на ферромагнитных участках магнитопровода и магнитной индукцией B в нем определяется выражением (1) графически представленным основной кривой намагничивания 3 (см. рис. 2).

Пусть напряженность поля Н(ωt) изменяется в функции времени по синусоидальному закону (в общем случае Н(ωt) может быть и несинусоидальной). В некоторый момент времени она достигает максимального значения Нm (рис. 6), а затем убывает.
Величине Нm на основной кривой намагничивания соответствует максимальное значение магнитной индукции Вm, магнитного потока Фm:
                                   Фm = Bm S                   




(8)

и потокосцепления ψm 
                                  ψm = wBm S = wФm.                  



(9)
Отрицательной полуволне H(ωt)  соответствуют  значения -Нm, -Вm,
 -Фm, -ψm. Расчеты магнитных цепей при переменном потоке ведутся по максимальным значениям Нm, Bm, Фm и ψm.

Очевидно, что в силу нелинейности В(Н) при H(ωt) = Hmsinωt функция B(ωt) будет несинусоидальной во времени, и наоборот, при B(ωt) = Bmsinωt будет несинусоидальной во времени функция H(ωt).
Рассмотрим применение закона полного тока (7) к магнитопроводу на рис. 1, полагая что в его обмотке протекает синусоидальный ток i(ωt)=Imsinωt.
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Рис.6

 


Контуром, по которому ведется интегрирование, 
[image: image16.wmf]является средняя силовая линия магнитопровода. Полагается, что она совпадает с его осевой линией. На каждом из участков контура напряженность поля имеет свое постоянное значение: Нm на ферромагнитном участке l и Нmδ в воздушном зазоре δ. Таким образом, Нm и Hmδ могут быть вынесены за знак интеграла. Левая часть уравнения (7) принимает вид:
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Обмотка катушки (дросселя) имеет w витков. Каждый виток с током Im сцепляется с контуром интегрирования один раз. Таким образом, правая часть уравнения (7) примет вид:
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Таким образом,
                                    Hml + Hmδδ = Imw,



         (10)

                                Im = 
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где Imw - МДС обмотки, А.

В силу принятого допущения Фm = const, Вmδ= Вm,

         (12)

где Вmδ - магнитная индукция в воздушном зазоре, Вm - в магнитопроводе. Полагая μ = 1, из формулы (1) для напряженности поля в воздушном зазоре получим:

                       Hmδ = 
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Для магнитопровода важнейшей является вебер-амперная характеристика - зависимость магнитного потока Фm или потокосцепления ψm от намагничивающего тока, т.е. Фm(Im) или ψm(Im).

Пример 2.
Построить вебер-амперные характеристики (ВАХ) Фm(Im) дросселя на рис.1, имеющего S = l·10-3 м2, l = 0,416 м, w = 500, для значений δ= 0, 0,2, 0,5, 1 мм. По обмотке дросселя протекает синусоидальный ток с амплитудой Im.

Результаты расчета ВАХ приведены в табл. 2. Порядок расчета: задаёмся рядом значений магнитной индукции 
[image: image22.wmf]m
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 (строка 1). Из табл. 1 выбираем соответствующее значение напряженности поля Hm (строка 2). По формуле (8) подсчитываем значение магнитного потока Фm, соответствующее принятым значениям Вm (строка 3). По формуле (13) подсчитываем значение напряженности поля в воздушном зазоре Hmδ, соответствующее принятым значениям Вm. По формуле (11) подсчитываем величину тока Im в обмотке для разных величин воздушного зазора δ (строки 4, 5, 6 и 7).

Таблица 2

	1
	-
	Bm, Тл
	0,67
	1,05
	1,23
	1,38

	2
	-
	Hm, А/м
	100
	240
	600
	1000

	3
	-
	Фm 10-3вг
	0,67
	1,05
	1,23
	1,38

	4
	δ=2·10-4 м
	Im, А
	0,29
	0,54
	0,89
	1,27

	5
	δ=5·10-4 м
	Im, А
	0,62
	1,04
	1,48
	1,94

	6
	δ=1·10-3 м
	Im, А
	1,15
	1,88
	2,5
	3,04

	7
	δ=0
	Im, А
	0,08
	0,2
	0,5
	0,83


Вебер-амперные характеристики Фm (Im), приведенные на рис. 7, построены для различных величин воздушного зазора δ.
Производные от них вебер-амперные характеристики ψm(Im) могут быть получены путем изменения масштаба по оси координат по уравнению (9).

Увеличение воздушного зазора δ "спрямляет" вебер-амперную характеристику, приближая ее к линейной. Одновременно с этим для создания одной и той же величины магнитного потока Фm требуется все больший ток Im, что влечет за собой увеличение потерь энергии в активном сопротивлении обмотки дросселя.

Очевидно, что эти же кривые отражают зависимость между мгновенным значением тока в обмотке и мгновенным значением магнитного потока.

При δ = 0 для напряженности поля в магнитопроводе имеем
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из формул (8) и (9) получим
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Выражения (14), (15) и (16) при δ = 0 позволяют от основной кривой намагничивания В(Н) перейти к вебер-амперной характеристике путем простого изменения масштабов по осям абсцисс и ординат. В дальнейшем, если не оговорено обратное, будем полагать δ = 0. 
Рис. 7

Режим работы магнитной цепи при протекании по обмотке дросселя синусоидального тока с амплитудой Im (см. рис.7) является аналогом режима работы ее при постоянном токе, когда по обмотке протекает постоянный ток I0. В этом случае МДС Imw является причиной возникновения магнитного потока Фm , который, таким образом, является ее следствием. В обоих случаях аналогичны и методы расчета магнитной цепи.

При подключении обмотки дросселя к синусоидальному напряжению (см. рис. 1) возникает режим работы магнитопровода, не имеющий аналога в магнитной цепи при постоянном потоке. В магнитной цепи возникает магнитный поток Фm, величина которого определяется амплитудой Um ,
угловой частотой приложенного напряжения и числом витков w обмотки. Магнитный поток (см. §2.6)
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                  (17)
индуктирует в обмотке противоЭДС, уравновешивающую приложенное напряжение. При этом из питающей сети  потребляется намагничивающий ток, обеспечивающий создание магнитного потока Фm. Намагничивающий ток подчиняется закону полного тока и величина его зависит от материала магнитопровода и его геометрии. Таким образом, причиной возникновения магнитного потока является приложенное к обмотке дросселя напряжение, а МДС Imw является его следствием.

Расчет магнитной цепи в этом случае призводят по заданной величине магнитного потока Фm и числу витков обмотки w. Расчет заключатся в определении геометрии магнитопровода, обеспечивающей величину магнитной индукции Вm в сердечнике, выбираемую из конструктивных соображений.

Пример 3.

Обмотка дросселя на рис. 1 подключена к гармоническому напряжению u(ωt) = 110
[image: image27.wmf]2

cosωt, ω = 314 1/с, l = 0,416 м. Величина воздушного зазора δ = 0,5 мм. Рабочий магнитный поток в сердечнике Фm = = 9,88.10-4 Вб. Рабочая магнитная индукция в магнитопроводе Вm должна лежать на линейной части кривой В(Н).
Предварительно определим число витков обмотки w. Затем расчитаем сечение магнитопровода S, рабочую индукцию Вm и максимальную величину намагничивающего тока Im.
По формуле (17) получаем число витков обмотки: 
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Из табл. 1 выбираем Bm = l,05 Тл. Точка Вm = 1,05 Тл, Нm = 240 А/м лежит в конце практически линейной части кривой В(Н) (см. рис. 3). Сечение магнитопровода по равенству (15) равно:

S=
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Напряженность поля в воздушном зазоре по формуле (13):

Нmδ=
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Максимальное значение намагничивающего тока по равенству (11):
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Основная часть МДС - 420 ампервитков связана с воздушным зазо-
ром. Для уменьшения величины намагничивающего тока Im воздушный зазор δ необходимо выбирать минимально допустимым, исходя из конструктивных соображений. Для уменьшения паразитных воздушных зазоров δ' (см. рис.1) применяются специальные конструктивные и технологические меры.

Вопросы и задания для самопроверки
1. Расшифруйте обозначение марки стали 2012.

2. В какой стали – 2012 или 2212 – больше удельные потери?

3. В какой стали больше удельное электрическое сопротивление: 2311 или 2411?

4. Чем отличается сталь 3421 от стали 2421?

5. По каким значениям магнитного потока, магнитной индукции и напряженности поля ведется расчет магнитопровода в цепях переменного тока?

6. По обмотке дросселя (см. рис. 1) протекает синусоидальный ток. Как влияет геометрия магнитопровода и воздушного зазора δ на величину магнитного потока в магнитной цепи?

7. В дросселе (см. рис. 1) δ = 0. Чем отличается его вебер-амперная характеристика от основной кривой намагничивания?

8. Обмотка дросселя с числом витков w (см. рис 1.) включена на синусоидальное напряжение. Как влияет геометрия магнитопровода и воздушного зазора δ на величину магнитного потока в магнитной цепи и на величину намагничивающего тока?

9. Как влияет размер воздушного зазора δ в магнитопроводе на величину намагничивающего тока?

10. Как влияет величина воздушного зазора δ на форму вебер-амперной характеристики?
Глава 2
УСТАНОВИВШИЕСЯ И ПЕРЕХОДНЫЕ ПРОЦЕССЫ В ЦЕПИ R-LH  ПЕРВОГО ПОРЯДКА И С НЕЛИНЕЙНОЙ ИНДУКТИВНОСТЬЮ LH
§ 2.1 Нелинейная индуктивность. Схема замещения
В силу нелинейности основной кривой намагничивания В(Н) (см. рис.3) и производных от нее вебер-амперных характеристик Ф(i) и ψ(i) (см. рис.7) дроссель (см. рис.1) представляет собой нелинейное индуктивное сопротивление Хн. Величина Хн непостоянна и зависит от величины протекающего по катушке тока. Для катушки с сердечником (дросселя) по рис. 1 можно составить схему замещения (рис. 8). При этом полагается, что рабочая частота ω достаточно низка и можно пренебречь емкостями между витками обмотки, обмоткой и магнитопроводом. 
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Рис. 8

На рис. 8 обозначены: 
XS - индуктивное сопротивление рассеяния обмотки;

R - активное сопротивление обмотки;

Rп - активное сопротивление, соответствующее потерям в сердечнике; 

Lн  - идеализированная нелинейная индуктивность, не имеющая потерь в обмотке и сердечнике, и рассеяния магнитного потока;

Iм - намагничивающий ток;
İп- ток, покрывающий потери в сердечнике;

I - ток дросселя;

U' - напряжение на идеализированной индуктивности;


[image: image33.wmf]U
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 - напряжение на зажимах обмотки дросселя;

Процессы в cхеме замещения на рис. 8 в силу наличия в ней нелинейной индуктивности Lн описываются нелинейными дифференциальными уравнениями.

Приближенное решение возможно при аналитической аппроксимации (аналитическом приближении) основной кривой намагничивания В(Н) (см. рис. 3) и производных от нее вебер-амперных характеристик Ф(i) и ψ(i). Здесь i мгновенное значение тока в нелинейной индуктивности Lн , Ф и ψ - соответствующие мгновенные значения магнитного потока в ее сердечнике и потокосцепления ее обмотки.

§ 2.2. Аналитическая  аппроксимация функции Н(В) гиперболическим синусом

Аппроксимирующая Н(В)-функция имеет вид:

                                         H=α shβ B,

                                        (18)

где Н - мгновенное значение напряженности поля в магнитопроводе, А/м; α – коэффициент, А/м; sh – гиперболический синус; β – коэффициент, 1/Тл; В – мгновенное значение магнитной индукции в магнитопроводе, Тл.

Неизвестные коэффициенты наиболее целесообразно определять методом двух избранных на кривой Н(В) точек, наиболее характерных для рассматриваемого режима работы цепи. От выбора этих точек кардинальным образом зависит точность расчета и качественное соответствие полученного решения физическому процессу в цепи. Проведя кривую намагничивания, описываемую уравнением (18), через две выбранные точки (см. рис 3) получим систему трансцендентных уравнений:
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Поделив уравнения (19) друг на друга, получим:
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.                  (20)

Из равенства (20) определяется β, а затем из любого уравнения (19) - величина α.

Гиперболический синус имеет вид:
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Гиперболический косинус имеет вид:
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                   (22)
Член е-x в выражениях (21) и (22) весьма быстро убывает и, начиная с х≥2, становится весьма малым. В этом случае можно использовать формулу
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Для х = 2 ошибка составляет около двух процентов. 
Пример 4.

Из анализа работы цепи (см. рис. 8) выявлено, что рабочая точка режима работы нелинейной индуктивности лежит на участке насыщения кривой В(Н) (см. рис. 2), и наиболее характерными точками для аналитической аппроксимации являются: B1 = 1,05 Тл, H1 = 240 А/м - колено кривой В(Н); и B2 = 1,78 Тл; H2 = 12000 А/м - участок глубокого насыщения. Найти величины коэффициентов α и β в выражении (18).

Подставляя величины (H1, B1) и (H2, B2) в формулу, получим:
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Придавая β различные значения по формуле (23), вычисляем величину sh β 1,78 и sh β 1,05. Искомое соотношение выполняется при β = = 5,36.
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Таким образом, α = 0,9 А/м, β = 5,36 1/Тл и H = 0,9 sh 5,36 B.       (24)

Из формулы (18) для кривой В(Н) получим выражение
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используя равенства (23) из (25), получим:
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Формула (26) применима для βВ ≥ 2.

Используя соотношения (14), (15) и (16) из формул (18) и (25), получим производные вебер-амперные характеристики:
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Положим, что в равенстве (18) аргумент имеет вид

                                  В(ωt) = βB0 + βBmsinωt,


         (31)

где В0 - постоянное слагаемое - магнитная индукция, создаваемая в сердечнике дросселя (рис. 9) постоянной МДС:
F0 = I0w0 ,                   
обмоткой подмагничивания w0, питаемой постоянным током I0;
Вmsinωt - переменная слагающая магнитной индукции в сердечнике дросселя (рис. 9), созданная переменным напряжением Umcosωt, приложенным к обмотке w.

С учетом равенства (31) уравнение (18) примет вид:

                         H(ωt) = α sh(βB0+βBmsinωt).

                    (32)

Уравнение (32) может быть разложено в ряд Фурье, коэффициентами которого являются функции Бесселя J0; J1; J2,..., Jn от чисто мнимого аргумента;   n - порядок гармоники.

Разложение (32) в ряд Фурье имеет вид:

H(ωt) = α shβB0 [J0(jβBm) + 2J2(jβBm)cos2ωt + 2J4(jβBm)cos4ωt ... ] +

+ αchβB0[-2jJ1(jβBm)sinωt - 2jJ3(jβBm)sin3ωt - ... ].

                    (33)


В формуле (33) j = 
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Функции Бесселя выражаются степенными рядами:
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Индекс n дает порядок функции Бесселя. В разложении (33) входят функции Бесселя от чисто мнимого аргумента. Для их получения в формулу (34) вместо х следует подставлять jx.

Функция Бесселя нулевого порядка:
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следует иметь в виду, что 0!= 1.

Для вычисления функции Бесселя в равенство (34) достаточно взять 6 - 7 членов.

 Значения функций Бесселя приведены в табл. 3.
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Рис. 9

При подмагничивании магнитопровода начало координат (рис. 10) для кривой Н(В) переместится в точку 1, определяемую величиной намагничивающей силы F0. Изменению магнитной индукции от -ΔB1 до +ΔB1, когда │-ΔB1│=│+ΔB1│, соответствует изменение напряженности поля от -ΔH1 до +ΔH1 при этом │+ΔH1│>│-ΔH1 │. 

Таким образом, относительно прямой  1 - 1, являющейся новой осью ординат, кривая Н(В) несимметрична, чему в разложении Н(В) в ряд Фурье соответствует появление в спектре постоянной составляющей и четных гармоник. 
Из формулы (33) следует, что постоянная составляющая напряженности поля:

                                    H0 = αshβB0J0(jβBm).                                           (36)
Первая гармоника:

                               H1(ωt) = 2αchβB0[-jJ1(jβBm)]sinωt.                         (37)

Вторая гармоника:

                               H2(ωt) = 2αshβB0[J2(jβBm)]cos2ωt.                         (38)

Третья гармоника:

                              H3(ωt) = 2αchβB0[-jJ3(jβBm)]sin3ωt и т.д.               (39)

Таблица 3 
	     x
	J0(jx)
	-jJ1(jx)
	-J2(jx)
	jJ3(jx)
	J4(jx)
	-jJ5(jx)
	-J6(jx)



	 0,0

 0,4

 0,8

 1,2

 1.6

 2,0

 2,4

 2,8

 3,2

 3.6

 4,0

 4,4

 4,8

 5,2

 5,6

 6,0

 7,0

 9,0

10,0

11,0

11,0

12,0
	       1,0

       1,04

       1,16

       1,39

       1,75

       2,28

       3,05

       4,16

       5,75

       8,03

     11,30

     16,1

     22,79

     32,58

     46,73

     67,23

   168,6

   427,56

 1093,59

 2815,7

  7288

18948
	        0,00

        0,20

        0,43

        0,72

        1,08

        1,59

        2,30

        3,30

        4,73

        6,79

        9,76

      14,04

      20,25

      29,25

      42,32

      61,34

    156

    399,87

  1030,91

  2671

  6948,9

18142
	      0,00

      0,02

      0,08

      0,20

      0,39

      0,69

      1,13

      1,80

      2,79

      4,25

      6,42

      9,63

    14,35

    21,33

    31,62

    46,78

   124

   327,6

   864,50

  2281

  6025

15924
	     0,00

0,13·10-2

      0,01

      0,04

      0,10

      0,21

      0,41

      0,73

      1,25

      2,07

      3,34

      5,29

      8,29

    12,84

    19,74

    30,15

    85,17

   236,07

   646,69

  1758

  4758

12834
	       0,00

0,67·10-4
0,11·10-2
0,58·10-2
     0,019

     0,051

     0,114

     0,234

     0,446

     0,811

     1,416

     2,405

     3,992

     6,510

   10,468

   16,63

   51,0

 150,5

 433,3

1226

3430

9507
	     0,00

0,27·10-5
0,87·10-4
0,69·10-3
0,30·10-2
0,98·10-2
     0,026

     0,061

     0,1328

     0,2651

     0,5047

     0,9234

     1,637

     2,829

     4,788

     7,968

   26,88

   85,53

 261,46

  771

2263

6496
	         0,00

0,89·10-7
0,58·10-5
0,68·10-4
0,40·10-3
0,16·10-2
0,51·10-2
     0,013

     0,033

     0,074

     0,1545

     0,3060

     0,5819

     1,071

     1,197

     3,356

   12,59

   43,62

 142,9

 449,3

1372

4094


Пример 5
Разложить в ряд Фурье функцию

                               
[image: image53.wmf]=
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βB0>2; βBm>2, по формуле (23) sh4≈ch4 = 27,30. Значения функций Бесселя для х = 6 берем из табл. 3:

J0(j6) = 67,23; -jJ1(j6) = 61,34; -J2(j6) = 46,38; jJ3(j6) = 30,15; J4(j6) = =16,63; -jJ5(j6) = 7,97; -jJ6(j6) = 3,356.

По формуле (33) разложение в ряд Фурье функции (40)имеет вид:
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Рис. 10

В кривой Н(В) при подмагничивании магнитопровода дросселя постоянной МДС присутствует весь спектр четных и нечетных гармоник. При отсутствии подмагничивания βB = 0, sh0 = 0, ch0 = l. В этом случае из спектра (33) исчезают постоянная слагающая и четные гармоники. Кривая H(B) становится симметричной относительно начала координат, и в спектре (33) остаются только нечетные гармоники. Из изложенного следует, что нелинейные индуктивности по существу являются генераторами высших гармоник, что позволяет использовать иx в статических преобразователях частоты.

Величина постоянной составляющей напряженности поля Н0 зависит как от величины постоянной слагающей магнитной индукции В0, так и от амплитуды переменной слагающей Вm (36). Как следует из формулы (33), изменением величины постоянной слагающей магнитной индукции В0 (тока подмагничивания I0, (см. рис. 9) можно изменять амплитуды гармонических составляющих функции H(ωt). Это обстоятельство дает возможность создания управляемых нелинейных индуктивностей и магнитных усилителей. Для величины постоянной слагаемой магнитной индукции из равенства (36) получим
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Аппроксимация кривой Н(В) гиперболическим синусом (18) при правильном выборе точек (H1; B1) и (Н2; В2) дает вполне удовлетворительное по точности аналитическое приближение и может быть получено для любых значений (H1; B1) и (Н2; В2). При этом качественно правильно отражаются физические процессы, происходящие в нелинейной индуктивности и содержащей ее цепи. К сожалению, в ряде случаев применение этой аппроксимации ведет к большим математическим трудностям. Вычисление shβB по формулам (21), (22) и (23) и функций Бесселя по ряду (34) не представляет затруднений. Выражение (18) позволяет аппроксимировать как функцию В(Н), так и H(B).
§ 2.3. Аналитическая аппроксимация функции Н(В) неполным кубическим полиномом

Неполный кубический полином выглядит следующим образом:

                                            Н = αB + βB3.                                             (43)
Использование аналитической аппроксимации (43) в ряде случаев позволяет решить задачи, неразрешимые при использовании аналитической аппроксимации гиперболическим синусом. Коэффициенты α и β определяются методом избранных точек (H1; B1) и (Н2; В2). Выражение (43) аппроксимирует только функцию Н(В). Функцию Н(В) из формулы (43) получить невозможно. 

Положим, в выражении (43) Н = 0, тогда получим:

                                                            В(α+βВ2) = 0.                                                      (44)

Корень B1 = 0 соответствует прохождению кривой (43) через начало координат и качественно верному приближению кривой Н(В). Корни
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в этом случае должны быть мнимыми, для чего необходимо, чтобы одновременно имело место α>0 и β>0 или α<0 и β<0. Анализ показывает, что это имеет место далеко не всегда и подбор точек (H1; B1) и (Н2; В2) с учетом пригодности аппроксимации для условий задачи и соблюдения соотношения (45) приходится проводить методом проб и ошибок.

Пример 6
Из анализа работы цепи по рис. 8 выявлено, что рабочая точка режима работы нелинейной индуктивности лежит в районе колена кривой намагничивания. Найти значения α и β в (43).

Выбираем точки: B1 = 0,425 Тл, H1 = 70 А/м на линейной части кривой В(Н) и В2 = 1,23 Тл, Н2 = 600 А/м за коленом кривой намагничивания. Подставляя величины (H1; B1) и (Н2; В2) в уравнение (43), получим:

0,425α + 0,4253β = 70,
1,23α + 1,233β = 600.

Решая совместно систему, получим α = 120, β = 243, α>0 и β>0, условие (43) выполнено.

Уравнение (43) примет вид 

                                          Н = 120В + 243В3.

                    (46)

Используя соотношения (14), (15) и (16) для мгновенных значений тока, магнитного потока и потокосцепления, из формулы (43) получим вебер-амперные характеристики:
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Использование уравнений (43), (47) и (48) при решении задачи часто приводит к бикубическому уравнению вида

                                            ax6+bx4+cx2+d = 0.

                    (49)

Подстановкой
   z = x2 




         (50)
уравнение (49) приводится к канонической форме кубического уравнения:

                                              az3+bz2+cz+d = 0.

                    (51)

Разделим равенство (51) на а и введем вместо z новую переменную
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Из формулы (51) получим

                                               y3+3py+2q = 0,                                         (53)

где
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В рассматриваемых задачах уравнение (53) имеет  один действительный корень:
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Найдя корень уравнения (53) по формулам (52) и (50), находят корень уравнения (49).

Решение уравнения (49), по существу, сводится к извлечению корня шестой степени. Поэтому для получения значащего результата в коэффициентах уравнения (53) нужно иметь не менее шести цифр. Таким образом, при решении уравнения (49) привычные округления приводят к существенным ошибкам.

Положим
                                       B(ωt) = В0 + Вmsinωt. 


         (57)

Подставляя формулу (57) в равенство (43) после возведения в куб и приведения подобных членов, получим:
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В преобразовании использованы известные тригонометрические формулы:
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В усеченном тригонометрическом ряде равенства (58) содержатся постоянная слагающая, первая, вторая и третья гармоники. При В0 = 0 формула (58) примет вид
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Равенство (61) содержит основную и третью гармоники.

Учитывая, что гармониками порядка выше третьего часто можно пренебречь, ряды (58) и (61) весьма удобны для использования.

§ 2.4 Аналитическая аппроксимация функции В(Н) неполным кубическим полиномом
Неполный кубический полином имеет вид:

                                                   B = αH - βH3.

                   (62)

Аналитическая аппроксимация (62) незаменима в случаях, когда необходимо иметь несложное выражение для функций Ф(i) и ψ(i) Из формулы (43) такие выражения получить невозможно, а применение аппроксимации гиперболическим синусом (28) и (30) часто ведет к большим математическим трудностям. Однако выражение (62) не может удовлетворительно приближать кривую В(Н) на всем ее диапазоне, так как имеет точки максимума

                                               H1;2 =(
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и справедливо только для Н <
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Более того, если при определении коэффициентов α и β методом выбранных точек одну из точек (Нm, Bm), соответствующую максимуму кривой (62), расположить на кривой намагничивания, окажется, что искомые коэффициенты жестко связаны с величинами Нm и Вm соотношениями:
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Таким образом, в рассматриваемом случае кривую (62) на кривой намагничивания В(Н) можно провести только через одну точку с координатами (Hm; Bm).

В силу изложенного уравнение (62) удовлетворительным образом приближает В(Н) только в ее начальной части и некоторой области за коленом кривой намагничивания. Если расположить точку (Hm; Bm) в зоне насыщения, то при использовании аппроксимации (62) речь может идти только о качественном анализе процесса.

Используя соотношения (14), (15) и (16) из формулы (62) получим вебер-амперные характеристики:
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Положим: H(ωt) = H0 + Hmsinωt.




         (69)
Из выражений (69) и (62) получим
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При H0 = 0
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Пример 7.
Из анализа работы цепи (см. рис. 8) выявлено, что рабочая точка режима работы нелинейной индуктивности лежит за коленом кривой намагничивания несколько ниже точки с координатами Нm = 1000 А/м, Вm = 1,38. Найти величины α и β по формуле (62).

По формуле (65) 
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, по выражению (66) 
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Выражение (72) справедливо для Н < Нm = 1000 А/м.

§ 2.5 Условно-линейная и кусочно-линейная аппроксимация функции B(Н)

Как следует  из  табл.  1 и  рис. 3,  зависимость  В(Н)  на  участке В =
=0 – 1,05 Тл почти линейна. Если рабочая точка режима работы нелинейной индуктивности лежит в этом диапазоне, то кривую В(Н) можно условно заменить прямой:

                                               В = μН.


                              (73)

Угловой коэффициент μ прямой в формуле (73) - абсолютная магнитная проницаемость стали:
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Размерность μ - Ом·с/м.
В рассматриваемом диапазоне изменения В можно считать μ = const. Используя выражения (14), (15) и (16) из формулы (73), получим вебер-амперные характеристики:
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Угловой коэффициент прямой в равенстве (76) - индуктивность L условнолинеаризированный нелинейной индуктивности.
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Если рабочая точка режима работы нелинейной индуктивности лежит в области В>1,05, то кривую В(Н) можно заменить ломаной 0 – 1 - 2 - кусочно-линейной аппроксимацией (рис. 11). В этом случае начальная часть 0 - 1 ломаной должна проходить через точку (H1; B1), лежащую на линейной части кривой В(Н), а вторая ее часть 1 - 2 - через точки (H1; B1) и (Нm; Вm), где Нm и Вm - рабочая точка режима работы нелинейной индуктивности на насыщенном участке В(Н). Обычно берут H1 = 240 А/м и B1 = 1,05 Тл. Эта точка лежит в самом конце первого линейного участка В(Н). Уравнение прямой, проходящей через точки (H1; B1) и (Нm; Вm):
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Использование условно-линейной и кусочно-линейной аппроксимаций (73) и (77) сводит расчет нелинейной цепи по рис. 3 к расчету обычной линейной цепи, где установившиеся процессы можно рассчитывать обычным комплексным методом, а переходные процессы описываются линейными дифференциальными уравнениями. В ряде случаев соотношения (73) и (77) дают вполне удовлетворительные результаты.

Пример 8.

Рабочая точка режима работы нелинейной индуктивности имеет координаты H1 = 240 А/м, B1 = l,05 Тл. Найти условно-линейную аппроксимацию для условно-линейной аппроксимации В(Н) по (74).
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         (78)

Равенство (78) справедливо для Н ≤ 240 А/м.

§ 2.6. Идеализированная нелинейная индуктивность
 при синусоидальном напряжении на первичной обмотке. Трансформатор

Рассмотрим цепь на рис. 8. Сопротивлениями XS и R можно пренебречь. Обычно они малы по сравнению с индуктивным сопротивлением нелинейной индуктивности. Как правило, магнитопровод выполняется из стандартного качественного ферромагнетика. Потери в нем невелики (см. табл. 1), и можно положить Rп = 0. Таким образом, в схеме на рис. 8 остается только нелинейная индуктивность LН. Рассмотрим процессы, происходящие в ней, при подключении обмотки на гармоническое  напряжение (рис. 12).

По второму закону Кирхгофа для цепи по рис.12 имеем:
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Уравнение (79) с разделяющимися переменными 
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Интегрируя равенство (80), получим: 
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Рис. 12

Полагая ψ0 = 0, из формулы (81) будем иметь
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где 
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Магнитный поток в сердечнике
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где по формуле (17)               
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Магнитная индукция  
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В этой формуле                           
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Физика явлений, описываемых уравнениями (17) и (86), рассмотрена в §1.2.

Для расчета намагничивающего тока i(ωt) используем аппроксимацию Н(В) гиперболическим синусом (18). Из формул (18) и (85) получим
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Поскольку в равенстве (87) В0 = 0, разложение (87) в ряд Фурье по формуле (33) будет содержать только нечетные гармоники:
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Таким образом, при синусоидальном напряжении на обмотке нелинейной индуктивности намагничивающий ток через нее несинусоидален. 
В ряде задач используется действующее значение намагничивающего тока Iµ. Из анализа уравнения (87) можно вывести зависимость тока Iµ от его максимального значения Im в функции максимального значения магнитной индукции Вm в магнитопроводе:
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Зависимость поправочного коэффициента ξ от величины Вm приведена в табл. 4 и на рис. 13.
Таблица 4 

	Bm, Тл
	0,8
	1,0
	1,1
	1,2
	1,3
	1,4
	1,5

	ξ
	1,03
	1,04
	1,06
	1,11
	1,17
	1,29
	1,5


Положим, что на дросселе на рис. 1 расположена вторичная обмотка с числом витков W2 (рис.14). Устройство на рис. 14 называется трансформатором и используется для преобразования энергии в цепях переменного тока.
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Рис. 13
Из уравнения (84) следует, что независимо от нелинейности В(Н) магнитопровода при синусоидальном во времени напряжении на обмотке w1 магнитный поток Ф(ωt) в сердечнике синусоидален во времени.
ПротивоЭДС, индуктируемая магнитным потоком в первичной обмотке w1 из формулы (84):
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во вторичной обмотке
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Рис. 14
Таким образом, во вторичной обмотке w2 опять-таки независимо от нелинейности В(Н) магнитопровода синусоидальный поток Ф(ωt) индуктирует синусоидальную ЭДС е2(ωt).

Синусоидальность магнитного потока Ф(ωt) обеспечивается несинусоидальностью намагничивающего тока i(ωt), который (на оси абсцисс вебер-амперной характеристики Ф(i) (см. рис. 7, кривая δ = 0)) в каждый момент времени принимает именно то мгновенное значение, которое необходимо для получения (на оси ординат) мгновенной величины магнитного потока Ф1, соответствующей изменению во времени по закону синуса.

ЭДС во вторичной обмотке содержит только основную гармонику, индуктируемую магнитным потоком Ф(ωt) = Фmsinωt. Отсюда следует, что несинусоидальный намагничивающий ток во вторичную обмотку не трансформируется и протекает только в первичной цепи. Соотношения (84), (87), (88) и (89) имеют очень важное практическое значение. Из рассмотрения их становится понятно, почему существенно нелинейное устройство, каким является трансформатор со стальным магнитопроводом, может быть использовано для преобразования энергии в линейных цепях. 
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где k - коэффициент трансформации.

При напряжении на первичной обмотке U1 на вторичной обмотке будем иметь напряжение
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Например, U1 = 220 В, w1 = 611, w2 = 100. Подставив эти величины в уравнение (91), получим:
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Пример 9.

Дроссель c w1 = 2000, S = 0,2∙10-4 м2, l = 0,1 м подключен к гармоническому напряжению u = Umcosωt, Um = 70 В, ω = 1000 1/с. Считая индуктивность идеальной, определить ток в обмотке i(ωt) и магнитный поток в сердечнике Ф(ωt). Построить график i(ωt) и Ф(ωt), разложить i(ωt) в ряд Фурье.
Максимальное значение магнитной индукции в сердечнике по формуле (86)
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Для этого случая аналитическая аппроксимация (18) определена в примере 4:

Н = 0,9sh5,36 В    α = 0,9, β = 5,36.

По формуле (87) получим выражение для i(ωt):
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Результаты вычислений по равенству (92) приведены в табл. 5.

Таблица 5
	ωt, рад
	       0
	      π/8
	      π/4
	     3π/8
	      π/2

	i(ωt),10-3 A
	       0
	      0,81
	       17
	      130
	      267


На рис. 15 приведен график i(ωt). Там же нанесен график Ф(ωt), построенный по уравнению (84), в которое подставлены числовые значения:
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Рис. 15

Разложим формулу (92) в ряд Фурье. Из табл. 3 значение функций Бесселя: 

              -jJ1(j 9,38) = 1654, jJ3(j 9,38) = 1069, jJ5(j 9,38) = 455.
По равенству (88)  i(ωt) = 4,5∙10-5(2∙1654sin∙1000t - 2∙1069sin3∙1000t - 2∙455sin5∙1000t-...). 







         (94)

Кривая i(ωt) носит пикообразный характер и содержит весь спектр нечетных гармоник. Наиболее ярко выражены первая и третья гармоники. Магнитный поток Ф(ωt) синусоидален. Максимальное значение i(ωt) по фазе совпадает с Ф(ωt).

Рассмотрим зависимость максимального значения намагничивающего тока Im от величины амплитуды Um на зажимах катушки w1. Из формулы (87) получим: 

                               Im = 4,5∙10-5sh0,131Um.

                              (95)

Вычисления по равенству (95) приведены в табл. 6.










        Таблица 6
	        Um, B
	         70
	      80
	         90
	         100

	        Im, A
	      0,267
	      0,8
	       2,97
	          11


При увеличении напряжения сети свыше расчетного значения намагничивающий ток в обмотке растет очень быстро. При увеличении напряжения с 70 до 80 В, т.е. на 14%, ток вырос в три раза. Таким образом, перенапряжения, возникающие в сети, для электрических машин и аппаратов весьма опасны и при их проектировании следует учитывать это обстоятельство.

§ 2.7. Идеализированная нелинейная индуктивность
 при синусоидальном токе в первичной обмотке. Пик-трансформатор

При питании от источника тока (цепи с очень большим внутренним сопротивлением) первичная обмотка нелинейной индуктивности (см. рис. 12 и 14) обтекается синусоидальным током 
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Для рассмотрения протекающих в цепи процессов используем аппроксимацию В(Н) гиперболическим синусом. Для магнитного потока в сердечнике и потокосцепления обмотки имеем выражения (28) и (30). Подставляя в них функцию i(ωt) (96), получим:
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Определим напряжение на обмотке W1, для чего возьмем производную от формулы (98):
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Максимальное значение напряжения на обмотке W1:
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Пример 10
По обмотке дросселя из примера 9 (W1 =2000, S=0,2·10-4м2, l = 0,1 м) течет синусоидальный ток i(ωt) = 0,07sinωt, ω = 314 1/с. Построить кривые u1(ωt) и Ф(ωt). Определим ( и (.

Примем предварительно, что максимальное значение магнитной индукции в сердечнике лежит в области небольшого насыщения. В2 =
= 1,46 Тл, Н2 = 1400 А/м. Вторую точку возьмем на линейной части. В1 = =0,81 Тл, Н1 = 140 А/м. Если окажется, что рабочая точка магнитопровода имеет Bm=1,46 Тл, то вычисления придется повторить. Из формулы (20)
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Принимаем 
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Подставляя в формулу (97) числовые значения, получим для Ф(ωt):
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Подставляя в равенство (99) числовые значения, получим для u1(ωt):
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Результаты вычислений по выражениям (102) и (103) приведены в табл. 7.

Таблица 7

	ωt, рад
	0
	π/32
	π/16
	π/8
	π/4
	π/2

	Ф, 10-4 Вб
	0
	0,161
	0,201
	0,241
	0,286
	0,292

	u, В
	312
	35,8
	17,8
	8,5
	3,5
	0


На рис. 16 приведены кривые Ф(ωt) и u(ωt).

Максимальное значение магнитной индукции в сердечнике (см. табл. 7, ωt = π/2).

Фm = 0,292∙104Вб, 


[image: image125.wmf]46

,

1

10

2

,

0

10

292

,

0

Ф

4

4

=

×

×

=

=

-

-

S

B

m

m

 Тл.
Таким образом, точки (В1; Н1) и (В2; Н2) выбраны верно. Вследствие насыщения магнитопровода кривая магнитного потока Ф(ωt) от ωt = π/4 до ωt = 3π/4 имеет плоскую форму и содержит нечетные гармоники, в том числе ярко выраженную третью гармонику, находящуюся в противофазе с основной. 
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Рис. 16

Кривая u1(ωt) пикообразна. Появление пиков объясняется большой скоростью нарастания магнитного потока в районе начала координат и большой скоростью его спада в районе ωt = π/2. В плоской части кривой Ф(ωt) магнитный поток почти постоянен и индуктирует в обмотке W1 весьма малое напряжение. Максимальное значение тока i(ωt) совпадает по времени с максимальным значением магнитного потока Ф(ωt). Во вторичной обмотке W2 пик напряжения, сохраняя форму, будет трансформироваться по величине в отношении 
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. Так, при W2 =1000 U2m=1000∙312/2000 = 156 B. Устройство на рис. 14, работающее при питании первичной обмотки синусоидальным током, называется пик-трансформатором. Он может быть получен и при синусоидальном напряжении на первичной обмотке. В этом случае вторичная обмотка размещается на части магнитопровода, имеющей большое насыщение, что достигается специальной конструкцией сердечника. Пик-трансформаторы находят применение в системах автоматики.

§ 2.8. Нелинейная индуктивность при синусоидальном напряжении
 на зажимах цепи и учете активного сопротивления обмотки

Схема замещения цепи приведена на рис.17. R – активное сопротивление, включающее в себя сопротивление обмотки и цепи.
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Рис. 17
По второму закону Кирхгофа дифференциальное уравнение цепи:

                                           
[image: image129.wmf]t

U

iR

dt

d

m

ω

sin

ψ

=

+

.                                 (104)

Как было показано в § 2.6, ток i(ωt) несинусоидален. В силу этого несинусоидально падение напряжения на активном сопротивлении R – член iR в равенстве (104), и несинусоидально напряжение на обмотке нелинейной индуктивности LH – член 
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 в выражении (104). Уравнение (104) нелинейно и несмотря на внешнюю простоту при гармонической функции в правой части точного аналитического решения не имеет. Будем искать приближенное решение. В зависимости от соотношения параметров нелинейной индуктивности LH, величины сопротивления R и условий работы внешней сети приближенное решение уравнения (104) можно искать в предположении синусоидальности функции ψ(ωt) или i(ωt).

Предположим, что ψ(ωt) = ψm sin(ωt − φ).                                        (105)

Используем аналитическую аппроксимацию H(B) усеченным кубическим полиномом (43), так как использование гиперболической аппроксимации (18) приведет к очень большим математическим трудностям: 

H(B) = αB + βB3.

Полагая в выражении (48) 
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 и                                          
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 получим для i(ψ):

                                                   i(ψ) = γψ + εψ3.                                  (108)

Подставляя равенство (105) в выражение(108), получим зависимость i(ωt):

                                i(ωt) = γψm sin(ωt - φ) + εγ3 sin3(ωt - φ).             (109)

Учитывая, что 
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из выражения (109) получим:
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Дифференцируя равенство (105), получим:
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                  (112)

Подставляя выражения (111) и (112) в исходное дифференциальное уравнение (104), получим его в виде:
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           (113)

Таким образом, от дифференциального уравнения (104) мы перешли к трансцендентному уравнению (113), в котором неизвестны ψm и φ.

Решим уравнение (113) методом гармонического баланса. Метод заключается в приравнивании коэффициентов при одинаковых гармонических составляющих в левой и правой частях уравнения (113) с последующим решением полученной системы трансцендентных уравнений. При этом u(ωt) в правой части может содержать высшие гармоники.

Положим, ωt – φ = θ и ωt = θ + φ.
Учтем, что         sin(θ + φ) = cosφ sinθ + sinφ cosθ.

       (114)

С учетом (114) уравнение (113) примет вид:

         
[image: image137.wmf].

cos

sin

sin

cos

3

sin

4

1

cos

sin

4

3

3

3

q

j

+

q

j

=

=

q

y

e

-

q

wy

+

q

÷

ø

ö

ç

è

æ

y

e

+

y

g

m

m

m

m

m

m

U

U

R

R

R


       (115)

Приравняем коэффициенты при sinθ слева и справа в выражении (115), получим:

                                        γRψm + 
[image: image138.wmf]4
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εRψ3m = Um cosφ.

       (116)

Приравняем коэффициенты при cosθ слева и справа (115), получим:

                                               ωψm = Um sinφ.


                  (117)

Справа члена sin3θ нет, и соответствующее уравнение не будет иметь места.

Таким образом, для определения ψm и φ имеем систему трансцендентных уравнений (116) и (117). Из (117) имеем

                                                  ψm 
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Подставляя равенство (118) в выражение (116), получим:
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       (119)

Используя выражение cosφ 
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 и возведя равенство (119) в квадрат, получим:
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Следует подчеркнуть, что уравнения (114) – (120) имеют смысл только в контексте примененного искусственного приема (метода гармонического баланса) и самостоятельного значения не имеют. Так, полагая φ = 0, из выражения (118) получим абсурдный результат: ψm = 0. Дело в том, что при φ = 0 уравнение (118) не существует (см. 114 и 115), и задача сводится к расмотренной в §§ 2.6 и 2.7.  


Выражение (120) относительно sinφ – бикубическое уравнение. Полагая 
sin2φ = z,                                                         (121)

получим:                      az3 + bz2 + cz + d = 0.                                               (122)

Решая уравнение (122) по формулам (52) – (56), найдем sinφ и по выражению (118) – ψm.

Пример 11[6].
Дроссель (w = 100, S = 0,159·10-4 м2, l = 6,63·10-2 м) через балластное сопротивление R = 200 Ом включен в сеть u(ωt) = 19sinωt, ω =104  1/c. 

Найти потокосцепление обмотки дросселя ψ(ωt), ток в цепи i(ωt) и угол сдвига фаз между током и напряжением. Используем коэффициенты аналитической аппроксимации (43), найденные в примере 6:

H = 120B + 243B3.

Подставляя в выражение (48) числовые значения, получим для i(ψ):
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Решим кубическое уравнение (122), в нем при γ = 50  ε = 4·107:
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В формуле (53)


[image: image148.wmf]286010

,

0

69200

,

4

1

69200

,

4

3

2

33200

,

4

69200

,

4

27

33200

,

4

2

2

2

3

3

-

=

-

×

×

-

×

×

=

q

;


[image: image149.wmf]143010

,

0

-

=

q

;


[image: image150.wmf]142120

,

0

69200

,

4

3

33200

,

4

2

69200

,

4

3

3

2

2

=

×

-

×

×

=

p

;


[image: image151.wmf]047370

,

0

=

p

;


[image: image152.wmf]+

+

+

=

3

3

2

047370

,

0

14310

,

0

143010

,

0

y



[image: image153.wmf]587290

,

0

047370

,

0

143010

,

0

143010

,

0

3

3

2

=

+

-

+



[image: image154.wmf]27953

,

0

69200

,

4

3

33200

,

4

587290

,

0

=

×

-

=

z

;
sinφ 
[image: image155.wmf]52871

,

0

27953

,

0

=

=

;

φ = 32º;
ψm 
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По формуле (105) 

ψ(ωt) = 1·10-3 sin(ωt - 32º).
                         (124)

По выражению (111)
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                       i(ωt) = 0,08sin(ωt - 32º) - 0,01sin3(ωt - 32º).
       (125)

Зависимость i(ωt) содержит третью гармонику с относительно небольшой амплитудой, и предположение о синусоидальности ψ(ωt) оказалось приемлемым. Максимальное значение магнитной индукции в сердечнике:
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Рабочая точка лежит в пределах принятой аппроксимации Н(В). Положим, Um = 50 B. В предположении синусоидальности ψ(ωt) аналогичный вышеприведенному расчет дает ψm = 1,93·10-3 Bб; Bm =
= 1,21 Тл  и 

Im = I1m + I3m = 0,312 + 0,072 = 0,384 A (первая и третья гармоники 
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 совпадают по фазе). Даже если положить xL = 0 , то будем иметь:
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Таким образом, предположение о синусоидальной зависимости ψ(ωt) для Um = 50B >Um = 19B приводит к неверному результату.

Будем искать решение уравнения (104) в предположении синусоидальности функции i(ωt), положим,
                                                 i(ωt) = Im sin(ωt - φ).

                  (126)

Используем аналитическую аппроксимацию B(H) усеченным кубическим полиномом (62)

B = αH- βH3.

Полагая в равенстве (68) 
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и                                                
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                  (128)
для ψ(i) получим зависимость ψ(i) = γi - εi3.                                                      (129)

Из выражений (126) и (129) получим зависимость (((t):
                             ψ(ωt) = γIm sin(ωt - φ) – εI3m sin3 (ωt - φ).
       (130)

Дифференцируя равенство (130), получим напряжение на индуктивности:
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Поскольку sin2α = 1 –cos2α и 
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Подставляя выражения (126) и (131) в исходное дифференциальное уравнение (104), получим:
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В трансцендентном уравнении (132) неизвестны амплитуда тока Im и (. Решим уравнение (132) методом гармонической линеаризации. Сущность метода заключается в том, что в напряжении на индуктивности (131) учитывается только первая гармоника. Эта гармоника делится на первую (и единственную) гармонику тока в выражении (126). Таким образом, находится комплексное сопротивление нелинейной индуктивности. Далее получившаяся квазилинейная цепь рассчитывается обычным методом. 

Первая гармоника напряжения на индуктивности из формулы (131)

                      u1(ω,t)=(γω Im - 
[image: image167.wmf]4
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 εω Im3) cos (ωt-φ).                            (133)

Ток в цепи в комплексной форме:
                                      İ = Im ejωte-jφ.                                                    (134)

Первая гармоника напряжения на индуктивности (133) в комплексной форме:
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В формуле (135) учтено, что cos(ωγ - φ)= sin(ωt+
[image: image169.wmf]2
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- φ).
Сопротивление нелинейной индуктивности по первой гармонике:
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Из выражения (136) видно, что Х1н быстро уменьшается с ростом Im. Величина Х1н имеет смысл при ωγ> 
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Комплексное сопротивление цепи:
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Невыгодность сокращения на Im в формуле (138) будет ясна из последующих преобразований:

Формула (138) в показательной форме:
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Ток в цепи: 
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Подставляя в равенство (140) выражение Z из формулы (139), получим:
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Возведём равенство (141) в квадрат и с учётом e-jφejφ = 1, получим:

                                  R2I m 2+( ωγIm-
[image: image179.wmf]4
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 ωε Im3)2= Um2.

       (142)

Возведя в формуле (142) выражение в скобках в квадрат и приведя подобные члены, получим относительно Im бикубическое уравнение:
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 γεω2Im4+(R2+γ2ω2)Im2-Um2 = 0.
       (143)

Подставив в равенство (67) выражение (126), получим для магнитного потока в сердечнике Ф(ωt):
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Решим задачу из примера 11 для Um = 50 В.
Используем коэффициенты аналитической аппроксимации (62), найденные в примере 7: α = 2,07.10-3 ; β = 0,69.10-9, 

B = 2,07.10-3H - 0,69.10-9H3.

По формуле (127)  
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По выражению (128)  
[image: image185.wmf].
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Относительно Im равенство (143) - бикубическое уравнение. Полагая 

      Im2=z,                                       
получим относительно z кубическое уравнение. Решая его, получим z=0,059528 и 
Im=
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По формуле (137):
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φ=12˚36’,
                                            i(ωt) = 0,244.sin(ωt-12°36’).
                  (145)

Сопротивление нелинейной индуктивности по первой гармонике (136):

X1H = 0,00497.104-
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Сопротивление цепи:
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Для проверки правильности вычислений:
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       Ф(ω,t) =1,48.10-4.sin(ωt-12˚36’) + 0,59.10-4 sin3(ωt-12˚36’).      (146)

Кривая Ф(ωt) содержит ярко выраженную третью гармонику, находящуюся в противофазе с основной, и имеет плоскую форму. Амплитуда третьей гармоники всего в 2,5 раза меньше амплитуды основной гармоники. Наличие нелинейной индуктивности при Im= 0,244 А увеличивает сопротивление цепи всего на 2,5%, и в данном случае предположение о синусоидальной зависимости i(ωt) оправдано. При наличии в правой части уравнения (132) одной первой гармоники методы гармонического баланса и гармонической линеаризации дают полностью идентичные результаты и по трудоёмкости расчёта примерно одинаковы. Однако метод гармонического баланса применим при наличии в правой части уравнения (132) u(ωt), содержащей высшие гармоники. Метод гармонической линеаризации в этом случае по самой своей сути непригоден. 

Рассмотрим переходный процесс, возникающий в цепи, по рис. 17 при включении её на синусоидальное напряжение. 

Используем кусочно-линейную аппроксимацию (73),(76) и (77) по рис. 11.

На участке 0 - 1 переходный процесс описывается уравнением 
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где  
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  (76). Решение уравнения (147):

                                               ψ= ψy+ ψсв= ψy + Aep t ,

       (148)

где ψy - установившийся режим в цепи по окончании переходного процесса; ψсв - переходный режим, описываемый уравнением (147) с нулевой правой частью.

Установившийся режим  ψy(ωt)= ψymsin(ωt+α-φ).                            (149)

Угол α в дальнейшем должен быть определён из условий наиболее неблагоприятного протекания переходного процесса. 
Максимальное значение потокосцепления:  
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Угол сдвига фаз между током и напряжением:
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Корень p характеристического уравнения: 
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Дальнейшие рассуждения проведём применительно к конкретной задаче.

Пример 12 [6]. 
Дроссель (W=600 , S=16,5.10-4 м2 , l=0,39 м) через балластное сопротивление R=50 Ом включается на синусоидальное напряжение u(ωt)=Umsin(ωt+α-φ), Um=220 
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 B ,ω =314 
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  (см. рис. 17). Найти наибольшее возможное значение тока в индуктивной катушке во время переходного процесса.

Определим точки 1 и 2 (см. рис. 11) на кривой намагничивания. Полагая R=0, по формуле (86) определим максимальное значение магнитной индукции в сердечнике в установившемся режиме:
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По выражению (6) найдём величину НХ , соответствующую Bm=1 Тл.
 B1=0,92 Тл , Н1=180 
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 , В2=1,05 Тл , Н2=240 
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[image: image202.wmf]м
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Таким образом, точка 1, лежащая на изломе кусочно-линейной аппроксимации, имеет координаты Н1=217 
[image: image203.wmf]м
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 , В1=1 Тл. Точку 2 выбираем за коленом кривой намагничивания Н2=1800 
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 , В2=1,5 Тл. Построим вебер-амперную характеристику. Масштаб по оси абсцисс: 
i=
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Масштаб по оси ординат:
 ψ=S· W· B=16,5.10-4.600 B=0,99 В, Вб.
Точка 1:  В1=1 Тл ; ψ1= 0,99.1= 0,99 Вб; Н1=217 
[image: image207.wmf]м

A

;
 i1=6,5. 10-4.217= 0,14, A.
Точка 2:
 
В2=1,5 Тл ;ψ2=0,99.1,5=1,49 Вб ;H2=1800
[image: image208.wmf]м

A

;
i2=6,5.10-4.1800=1,17, A,
ψ (i) приведена на рис.18.
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 Рис. 18

Составим уравнения ψ(i) по участкам ломаной 4 – 3 – 1 - 2. На участке 1 - 3 
                                          ψ=L1i   L1=
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Уравнение прямой ψ(i)=7,07i Вб.                                                      (154)

На участке 1 - 2 по формуле (77) 
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На участке 3 - 4 

(3-4(i) = 0,49 i-0,92.                                    (156)

Максимальное значение потокосцепления (150) в установившемся режиме: 
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EMBED Equation.3[image: image214.wmf]Вб.

Учёт активного сопротивления R при определении (ут даёт результат, практически совпадающий с величиной (1 , полученной в предположении R= 0. 

(1 = 0,99 Вб((ут = 0,987 Вб. 

Рассчитаем по формуле (149) ψy(ωt):

(у((t) = 0,987sin((t + ( - (). 
Угол ( по формуле (151): 

( = arctg
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Корень p характеристического уравнения по выражению (152) равен
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По формуле (148) получим для переходного режима 

(((t) = 0,987sin((t + (-88(42’)+A e-7,07 t.
При t=0 (((t)=0. Отсюда получим для постоянной интегрирования А

0,987sin(( - 88(42’) +A = 0,

                                          A = -0,987sin(( - 88(42’).
                 (157)

С учётом выражения (156) получим (((t) в переходном режиме: 
          (((t)= 0,987sin((t + (-88(42’)- 0,987sin((-88(42’ )(e-7,07 t.      (158)

Поскольку 
[image: image217.wmf]i
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 из формулы (157), с учётом равенства (153) получим для тока в переходном режиме: 
 ((t)= 0,14sin((t + (-88(42’)- 0,14sin((-88(42’)(e-7,07 t.                   (159)

Наибольшему значению тока во время переходного процесса будет соответствовать наибольшее значение потокосцепления (мах, что будет иметь место при наибольшем значении свободной составляющей iсв в равенстве (159). Для этого необходимо, чтобы (-(=
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       (160)

Подставляя формулу (160) в выражение (158), получим: 
                                      (мах((t) = 0,987cos(t - 0,987e-7,07 t .
       (161)

Уравнения (160) и (161) определяют (((t) для наиболее неблагоприятного протекания переходного процесса. Определим момент времени t, в который (мах((t) примет наибольшее значение (наиб. Очевидно, что это будет иметь место во время первого периода изменения (((t) во II или III квадрантах, когда cos((t) отрицателен и установившаяся составляющая (мах((t) в равенстве (161) будет складываться со свободной составляющей. Построение графика (мах((t) показывает, что наибольшего значения эта функция достигнет в момент первого прохождения установившейся составляющей через (t = (, т.е. через 0,01. Таким образом,
              (наиб = ((() = -0,987-
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За точкой 3 соответствие между потокосцеплением и током определяется уравнением (156)
Из него                                    
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Подставляя в равенство (163) значение (наиб = -1,91 Вб, получим: 
iнаиб=
[image: image222.wmf]-
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Из выражения (159) для установившегося режима Im = 0,14 A. Кратность тока при включении равна:

К = 
[image: image223.wmf]m

’

I

i

наиб

 = 
[image: image224.wmf]2

0

14

,02

,

=14,4.
Физически бросок тока при включении возникает в силу насыщения магнитопровода при больших значениях (. Наибольшая кратность броска тока при включении имеет место, если рабочая точка находится на колене кривой намагничивания. В рассмотренном случае эта точка 1 кусочно-линейной аппроксимации. Если рабочая точка находится за пределами прямой 3 – 1, линейные дифференциальные уравнения составляются для прямых 4 - 3, 3 - 1 и 1 - 2 с последующей их (стыковкой( за счёт постоянных интегрирования.

Рассмотрим процессы в цепи по рис. 17, если сердечник дросселя выполнен из пермаллоя с практически прямоугольной кривой намагничивания (рис. 19). Используем для анализа кусочно-линейную аппроксимацию ((i).
Дифференциальное уравнение цепи по рис. 17 и по формуле (104) :
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+ Ri = Umsin(t. 
Будем по ломаной 4 – 1 – 2 - 3 (см. рис. 19) перемещать точку, отображающую режим работы цепи. Рассмотрим положительную полуволну напряжения. Пусть в момент времени (t = 0 отображающая точка будет находиться в точке 1. В этой точке i = 0, ( =-(м и всё напряжение падает на нелинейной индуктивности. Уравнение (104) примет вид 
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Рис. 19

В момент времени t = t1 (угол (t1  называется углом отсечки) изображающая точка достигает точки 2, где i = 0  и ( = (m. В первом интервале времени от (t = 0 до (t = (t1 , справедливо уравнение (164):

d( = Umsin(t dt . 
Интегрируя, получим:

                                             (((t)=
[image: image228.wmf]-

U

m

w

(cos (t + C,

       (165)

где С - постоянная интегрирования.

Будем перемещать изображающую точку по прямой 2 - 3. В момент времени (t = ( она достигнет точки 3. На прямой 2 - 3 потокосцепление (=const =(  и  
[image: image229.wmf]0
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 . Из уравнения (104) получим:

                                                    Ri = Umsin(t,

                 (166)

                                                   i((t)=
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Во втором интервале времени от  (t= (t1 до (t =(  ток i((t) синусоидален.
Определим постоянную интегрирования С и угол отсечки (t1. При (t=0 (=-(m . Из уравнения (165) получим 

-(m =-
[image: image231.wmf]ω

Um

+ С. 

Отсюда                                            С=
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-(m.                                   (168)

С учётом равенства (168) уравнение (165) примет вид

                                   (((t)=- 
[image: image233.wmf]ω
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cos (t+
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При (t= (t1  ( = (m . Подставляя эти значения в формулу (169), получим:

                                      (m=- 
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Из выражения (170) для угла отсечки (t1, будем иметь

                            cos (t1=1-
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Если 
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, формула (171) не имеет смысла. В этом случае угол отсечки (t1 , не существует и ток i((t) равен нулю в течение всего периода.

Рассмотрим отрицательную полуволну напряжения. При (t = ( (((t)=(m. Подставляя эти значения в выражение (165), получим:

 (m=
[image: image240.wmf]ω
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Отсюда                                          С=(m -
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,                                     (172)

                              (((t)=-
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Для отрицательной полуволны в первом интервале времени от (t=( до  (t=(t2 i((t)=0.

Определим угол отсечки. При  (t=(t2  (=-(m. Из равенства (173) имеем: 

-(m=-
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Отсюда для угла отсечки (t2 получим: 

                                            cos (t2=
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                                         (t2= arccos(
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Во втором интервале времени от (t=(t2 до (t=2(  (((t)=0, и ток изменяется по синусоидальному закону.
Пример 13 [4].

Трансформатор с сердечником из пермаллоя имеет  S=0,339(10-4 м2, l=0,226 м , W1=600. Сопротивление обмотки вместе с балластным сопротивлением R=100 Ом. Величина магнитной индукции насыщения сердечника BS=0,8 Тл. Вторичная обмотка разомкнута. Первичная обмотка подключена к синусоидальному напряжению U((t)=51sin (t, (=2512 
[image: image248.wmf]с

1

.
Расcчитать U((t), iR((t) и (((t).
Построим вебер-амперную характеристику. Масштаб по оси абсцисс  i=
[image: image249.wmf]l
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Масштаб по оси ординат   (S=BS(S(W=0,8(0,339(10-4(600=1,63(10-2 Вб,

(m=(S=1,63(10-2 Вб  (см. рис.19).
Угол отсечки (t1 выражения (171):

(t1=arccos(1-
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)=arccos(-0,606), 
(t1=127(18’=0,707(.

В первом интервале от (t=0 до (t1=0,707(  ток в цепи отсутствует, i((t)=0.

Потокосцепление изменяется по уравнению (169). Подставив числовые значения, получим:

                                     (((t)=-2,03(10-2cos (t+0,4(10-2 Вб. 
       (176)

Во втором интервале от (t=(t1=0,707( до (t=( потокосцепление постоянно: 

(((t)=const=(m=1,63(10-2 Вб.

Ток изменяется по уравнению (167). Подставив числовые значения, получим: 

                                              i((t)= 0,51sin (t.

                 (177)

Для отрицательной полуволны угол отсечки (t2 . По выражению (175): 

(t2=arccos
[image: image251.wmf]2

2512

1

63

10

51

2

×

×

×

-

,

-1=arccos 0,606,
(t2=307(18’=1,707(.

В первом интервале от (t=( до (t2=1,707( ток i((t)=0, а потокосцепление изменяется по уравнению 

                                       (((t)=-2,03(10-2cos (t-0,4(10-2 Вб. 
       (178)

Во втором интервале от (t=(t2=1,707( до (t=2( потокосцепление равно 

(((t)=const=-(m=-1,63(10-2 Вб. 

Ток изменяется по уравнению (167). Кривые U((t) , iR((t) и (((t) приведены на рис. 20. Результаты вычислений iR((t) и (((t) приведены в табл. 8.

При необходимости учёта петли гистерезиса (см. рис. 5) необходимые зависимости могут быть получены из аналогичных рассуждений. При переходе от кривой В(Н) к вебер-амперной характеристике ((i) величину тока IC , соответствующего коэрцитивной силе НС, получают из соотношения 
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Таблица 8

	ωt, рад
	Ri (ωt),B
	Ψ(ωt)10-2,Вб
	
	ωt, рад
	Ri (ωt),B
	Ψ(ωt)10-2,Вб

	 0

0,2π

0,4π

0,5π

0,6π

0,707π

3/4π

4/5π
	   0

   0

   0

   0

   0

40,6

36,1

30
	-1,63

  1,24

-0,23

  0,4

  1,03

  1,63

  1,63

  1,63
	
	 9/10π

        π

   1,2π

   1,4π

   1,5π

   1,6π

   1,707π

     7/4π

18/10π

   2π
	       15,8

         0

         0

         0

         0

         0

     -40,6

     -36,6

     -15,8

        0
	             1,63

             1,63

             1,24

             0,23

            -0,4

            -1,3

            -1,63

            -1,63

            -1,63

            -1,63


§ 2.9. Нелинейная индуктивность при синусоидальном напряжении
 на зажимах цепи и учёте активного и индуктивного сопротивления обмотки и потерь в стали

Схема замещения приведена на рис. 8.

Рассмотрим случай, когда работа устройства не основана на нелинейных эффектах, эффекты эти невелики и не играют 
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Рис. 20
определяющей роли. Это имеет место в большинстве вращающихся электрических машин, электрических аппаратов и трансформаторов. Расчёт таких схем ведётся по действующим значениям токов и напряжений. Несинусоидально изменяющиеся токи и напряжения на нелинейных элементах заменяются эквивалентными им (в смысле действующего значения) синусоидальными величинами, и расчёты и построение векторных диаграмм ведутся обычными для линейных цепей методами.

Пример 14.

Дроссель W=200, S=22,5(10-4 м2, l = 0,5 м с активным сопротивлением обмотки R=0,95 Ом, индуктивным сопротивлением рассеяния XS=0,5 Ом включён в сеть U=120 В, f=50 Гц.
Магнитопровод дросселя имеет четыре стыка с величиной воздушного зазора в каждом ((=0,005 мм. Коэффициент заполнения сечения магнитопровода сталью Кс= 0,933.

Построить векторную диаграмму.

Активное сечение магнитопровода 
S=S’Kc=22,5(10-4(0,933=21(10-4 м2.

Суммарный воздушный зазор
 (=4((=4(0,005=2(10-5 м.

Примем, что напряжение на зажимах обмотки равно напряжению сети U’=U. Тогда максимальное значение магнитной индукции в сердечнике по формуле (86) равно 
Bm=
[image: image254.wmf]4
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=1,28 Тл.
Максимальное значение магнитного потока
  Фm=1,28(21(10-4=26,9(10-4 Вб. 

Из табл. 1 ближайшее значение магнитной индукции и напряжённости поля В1=1,23 Тл, Н1=600
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 . Для Вm=1,28 Тл.
 По выражению (6)  
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Намагничивающие ампер-витки по выражениям (10) и (13):  
ImW=743(0,5+0,8(106(1,28(2(10-5=392 ампер-витка. 

Для В =1,28 по кривой рис. 13 и табл. 4 находим величину коэффициента несинусоидальности (=1,17. Действующее значение намагничивающего тока по формулам (89) и (90) равно
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Вес сердечника :
G = (ls = 7,65(0,5(21(10-4 = 8,03(10-3 т = 8,03 кг,

где - удельный вес стали 7,65 т/м3.
Удельные потери в стали (см. табл. 1) P1,0  =2 Bт/кг ; P1,5 =4,4 Bт/кг.
Удельные потери в стали при   Bm =1,28 Тл по выражениям (4) и (5) равны 

                              n = 5,69 lg 
[image: image259.wmf]4
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                              pc= 2(1,28 1,95 = 3,24 Bт/кг.

Потери в стали   pcт = pc(G = 3,24(8,03 = 26 Bт.

Действующее значение тока, покрывающего потери в стали:

                               
[image: image260.wmf].
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Активное сопротивление, соответствующее потерям в стали:
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Ток дросселя:                      
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Тангенс угла сдвига фазы тока дросселя относительно магнитного потока (намагничивающего тока I):
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α = 10º30'; sinα = 0,182; cosα = 0,983.

Активное падение напряжения: 

                               Ua=IR=1,21·0,95=1,15 Β.
Индуктивное падение напряжения:

                               Ur = I·xs = 1,21·0,5=0,6 B.
Полное падение напряжения:
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Составляющая активного падения напряжения U'a, совпадающая по фазе с напряжением U':

                             U'a=Uasinα=1,15·0,182=0,21 B.
Составляющая активного падения напряжения 
[image: image265.wmf]a
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, отстающая по фазе на 90°от напряжения U':

                              U''а=Uacosα=1,15·0,983=1,13 Β.

Составляющая индуктивного падения напряжения Ur(, совпадающая по фазе с напряжением U':

 


U'r=Urcosα=0,6·0,983=0,59 B.

Составляющая индуктивного падения напряжения U''r, отстающая по фазе на 90ºот напряжения U':
                              U''r=Ursinα=0,6·0,182=0,11 B.
Напряжение на зажимах обмотки дросселя:
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Напряжение на зажимах обмотки U=120,8 В всего на 0,67% отличается от расчетного значения U=U' =120 В. Если бы полученное напряжение U было заметно больше U,' то все величины необходимо было бы уменьшить в отношении 
[image: image267.wmf]U
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, полагая, что в узких границах изменения ток пропорционален приложенному напряжению. В данном случае вследствие незначительной разницы между исходным напряжением (120 В) и полученным (120,8 В) пересчитывать отдельные величины в отношении 
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Потребляемая дросселем активная мощность: 

                            P=Pст+I2R=26+1,212·0,95=27,4 Bт.

Коэффициент мощности:
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Векторная диаграмма приведена на рис. 21.
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Рис. 21 

Вопросы и задания для самопроверки

1. Каким образом в схеме замещения нелинейной индуктивности учитываются потери в стали?

2. Как определить коэффициенты и в аналитических аппроксимациях кривой намагничивания?

3. Одинаковы ли размерность и в различных аналитических аппроксимациях кривой намагничивания?

4. В чем основной недостаток аналитической аппроксимации B=H--H3 ?

Можно ли вычислить пятую гармонику напряжения или тока, если использовать аналитическую аппроксимацию кубическим полиномом?

6. При каких условиях в магнитном потоке или токе через обмотку нелинейной индуктивности появляются четные гармоники? Объясните физику явления.

7. Обмотка идеальной нелинейной индуктивности подключена к источнику синусоидальной ЭДС. Какие гармоники содержит магнитный поток в ее сердечнике?

8. Объяснить принцип действия трансформатора.

9. Обмотка идеальной нелинейной индуктивности подключена к источнику синусоидального тока. Какие гармоники содержит магнитный поток в ее сердечнике?

10. В чем заключается принцип действия пик-трансформатора?

11. Последовательно с нелинейной индуктивностью включено активное сопротивление цепи. Цепь подключена к источнику синусоидальной ЭДС. Напишите дифференциальное уравнение цепи. Почему оно нелинейно? В каких формах можно искать его приближенное решение?

12. В чем сущность метода гармонического баланса?   

13. Поясните сущность метода гармонической линеаризации.
14. Объясните сущность метода кусочно-линейной аппроксимации.
15. Почему при включении трансформатора на холостом ходу возникают броски тока в первичной обмотке?

16. Что такое угол отсечки?
17. Каким образом несинусоидальный намагничивающий ток нелинейной индуктивности заменяют его действующим значением?

Глава 3
РЕЗОНАНСНЫЕ ЯВЛЕНИЯ В ЦЕПИ Lн-С С НЕЛИНЕЙНОЙ ИНДУКТИВНОСТЬЮ И ЛИНЕЙНОЙ ЕМКОСТЬЮ
§ 3.1.Феррорезонанс напряжений

Резонанс напряжений может возникнуть при последовательном соединении линейной емкости и нелинейной индуктивности. Схема замещения приведена на рис. 22.
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Рис. 22

В режиме резонанса напряжения первая гармоника тока в цепи совпадает по фазе с напряжением на ее зажимах. При воздействии на схему несинусоидального напряжения резонансы могут иметь место и на нескольких гармониках одновременно, например первой и третьей, первой и пятой и т.д. Найти условия возникновения таких резонансов можно путём расчёта схемы методом гармонического баланса.

В настоящем разделе ограничимся рассмотрением резонанса напряжений по основной гармонике. Используем метод гармонической линеаризации и результаты, полученные в §2.8. Применена аналитическая аппроксимация В(Н) формулы (62).

Сопротивление нелинейной индуктивности по первой гармонике (136):
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Сопротивление емкости по первой гармонике:  
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Условие резонанса по первой гармонике - равенство емкостного и индуктивного сопротивлений:

                                                        X1C=X1H.                                         (181)

Используя выражения (136) и (180), получим:
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В отличие от линейной цепи резонанса можно достичь не только изменением величины емкости и частоты питающей сети, но и изменением величины тока, протекающего по цепи.

Исследуем процессы в цепи по рис. 22 на конкретном примере.

Пример 15.

Дроссель ( W=800; S=13.10-4 м2 ; 
[image: image276.wmf]l

=0,469 м ) включен в сеть =314 1/с. Последовательно с дросселем включена емкость С=3,5 мФ. Построить вольт-амперную характеристику цепи. Определить точку резонанса. По цепи протекает синусоидальный ток i(t)=Imsint. Используем аналитическую аппроксимацию кривой B(H) примера 7.

                                        B=2,07·10-3H - 0,69·10-9H3,

                                                  Ψ=γi - εi3,

                                     γ=4,96430·10-3; ε=3,76450·10-3.

Емкостное сопротивление 
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Вольт-амперная характеристика емкостного сопротивления:

                                          U1mc=X1cIm=910 Im  B.                                   (184)
Вольт-амперная характеристика нелинейной индуктивности по первой гармонике представляет собой зависимость амплитуды первой гармоники напряжения на индуктивности от протекающего по ней тока. Подставляя в формулу (133) числовые значения, получим: 

                                          U1mL=1152 Im – 2515 I3m.                             (185)

Вольт-амперная характеристика схемы: 
                                          U1m=U1mL+U1mC.                                           (186)
При этом будем иметь в виду, что U1mL и U1mC находятся в противофазе и вольт-амперная характеристика емкостного сопротивления (прямая 1, рис. 23) находятся в 4-м квадранте, а индуктивного - (кривая 2, рис. 23) в 1-м. Сумма ординат прямой 1 и кривой 2, равная ординатам кривой 3, представляет собой амплитуду напряжения на зажимах цепи Um при различных значениях амплитуды тока в цепи Im. Если ординаты кривой 3 положительны (кривая 3 расположена над осью абсцисс), то U1mL>U1mC и ток в цепи отстает по фазе на 90º от напряжения цепи. Если ординаты кривой 3 отрицательны (кривая 3 расположена ниже оси абсцисс), то U1mL<U1mC и ток опережает по фазе напряжение цепи на 90º. Ради удобства построений часть кривой 3, расположенная ниже оси абсцисс, на рис. 23 дана в зеркальном отражении.
С учетом выражений (184) и (185) уравнение (105) примет вид 
                                             U1m=242 Im-2515 I3m.                                (187)
Точка максимума кривой 3
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По уравнению (187) этому значению Im соответствует U1m=28,9 В.
Результаты вычислений по формуле (187) с учетом равенства (188) приведены в табл. 9.

Таблица 9

	Im, A
	0,1
	0,179
	0,2
	0,25
	0,32
	0,4

	U1m, B
	16,7
	28,9
	28,3
	21,3
	0
	-64,2


Резонанс напряжений по первой гармонике имеет место при токе ImR=0,31 A. При этом U1mL+U1mC=0, напряжение на емкости и индуктивности равны по величине и противоположны по фазе. Из равенства (184)

                             U1mC=910 · 0,31=282,1  B=U1mL.
На рис. 24 кривая Um(Im) в районе точки резонанса приведена в увеличенном масштабе.
Фактически из-за наличия потерь в стали магнитопровода и сопротивления обмотки в режиме резонанса при токе ImR=0,31 А  на зажимах цепи будет иметь место некоторое напряжение Umd (величина Umd на рис. 24 нанесена условно). Кроме того, в Umd будет составляющая основной частоты, компенсирующая третью гармонику напряжения на нелинейной индуктивности (132). 
Будем плавно изменять напряжение на входе схемы в пределах 0< U1m< U1ma (от нуля до точки а, лежащей на максимуме кривой 3). Ток цепи будет плавно возрастать от Im=0 до Im=Ima=0,179 A. На этой части кривой U1mL>U1mC и ток в цепи отстает от напряжения на 90º. 
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Рис. 23
При дальнейшем росте напряжения Um>Umа рабочая точка скачком переместится от точки а в точку b, расположенную на части кривой 3, соответствующей U1mС>U1mL, где ток опережает напряжение на 90º. Таким образом, скачок тока от значения Ima до значения Imb сопровождается 
скачкообразным изменением его фазы на 180º. Определим величину тока Imb. Напряжения в точках а и b равных Uma=Umb=-28,9 В  (точка b лежит на части кривой 3, расположенной ниже оси абсцисc. (на рис. 23 пунктир 3'). Из выражения (185) получим  

                          2515 I3m-1152 Im-28,9=0.                                            (189)

Решая кубическое уравнение (189), получим Imb=0,358 А. При повышении напряжения свыше Umb ток будет плавно возрастать по кривой Um(Im). При уменьшении напряжения от значения Umb до значения Umd ток Im будет плавно уменьшаться до величины ImC, определяемой остаточным напряжением Umd. При дальнейшем уменьшении напряжения рабочая точка скачком переместится из точки с в точку d, а величина тока от значения Imc скачком уменьшится до величины Imd. При этом фаза тока скачком изменится на 180º и опережающий емкостной ток изменится на отстающий - индуктивный. 

Явление скачкообразного изменения величины тока в цепи при незначительном изменении напряжения на входе (ничтожно малого увеличения его свыше Uma или уменьшения ниже Umd) называется триггерным эффектом в феррорезонансной цепи. 
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Рис. 24

Таким образом, при изменении напряжения от Umd  до Uma и обратно рабочая точка цепи на кривой 3 описывает цикл d – a – b – c - d.

Если на входе напряжение Um
[image: image281.wmf]³

Umd  или  Um
[image: image282.wmf]£

Uma в цепи возможны два режима работы. Например, в точке 1 и в точке 3 (см. рис. 24), эти точки расположены на частях кривой 3, где увеличению напряжения Um соответствует увеличение тока Im. Точка 2 расположена на части кривой 3, где уменьшению напряжения Um соответствует увеличение тока Im. Режим в точке 2 неустойчив и при малейшем изменении тока рабочая точка по части a - R кривой 3 скатывается до наименьшего возможного значения тока Im=Imc. При увеличении напряжения Um>Umc=Umd  рабочая точка будет перемещаться вверх по участку с - b кривой 3. При уменьшении напряжения Um<Umc=Umd  рабочая точка скачком переместится в точку. d
При включении цепи на напряжение Um>Umd  или  Um<Uma (см.рис. 24) схема попадет в один из двух устойчивых режимов. В какой именно, зависит от характера переходного процесса. Определим величину сопротивления R, при котором триггерный эффект исчезает. Проведем вольт-амперную характеристику сопротивления UmR(Im) через точку а, в которой Im=0,179 A, Um=28,9 B. Величина сопротивления 
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где (umL-umC) берется по кривой 3 (рис. 23 и 24).

В точке а UmR=(umL-umC)=28,9 B  и  
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В точке резонанса UmL-UmC=0 и UmR=ImR(R=0,31(161,5=50,1 B.
Таким образом, при суммарном активном сопротивлении обмотки цепи R
[image: image286.wmf]³

161,5 Ом  кривая 3 спрямляется и провал ее, а вместе с ним и триггерный эффект исчезают. Такие явления, как неоднозначность устойчивых режимов работы, триггерный эффект, резонансные явления одновременно на разных гармониках возможны только в нелинейных цепях. Вопросы устойчивости режимов в таких целях рассматриваются в специальных курсах.

§ 3.2. Феррорезонанс токов

Резонанс токов может возникнуть при  параллельном соединении линейной емкости и нелинейной индуктивности. Схема замещения приведена на рис 25.
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Рис. 25
В режиме резонанса токов на первой гармонике эта гармоника тока в данной цепи равна нулю. Используем результаты, полученные в § 2.8. Применена аналитическая аппроксимация Н(В)  (43). Поскольку активное сопротивление в схеме отсутствует, в равенстве (105) можно положить =0. Тогда для тока через индуктивность из выражения (111) получим
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Ток через конденсатор
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При резонансе токов по первой гармонике в неразветвленной части цепи i1=0:

                       
i1L+ i1C=0.                                                               (193)
Из формул (191), (192) и (193) получим условия резонанса токов по первой гармонике 
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Из равенства (194) получим для потокосцепления при резонансе токов по первой гармонике
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Поскольку  
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  (118), условие резонанса (195) примет вид: 
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Из выражения (191) получим для вольт-амперной характеристики дросселя по первой гармонике:
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Вольт-амперная характеристика конденсатора по первой гармонике: 
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Вольт-амперная характеристика схемы:
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Исследуем процессы  в цепи по рис. 25 на конкретном примере.

Пример 16 [6].

Дроссель (W=500, S=10-3 м2, 
[image: image297.wmf]l

=0,416 м) включен в сеть (=314 1/с. Напряжение сети синусоидально. Параллельно с дросселем включена емкость C=4 мФ. Построить вольт-амперную характеристику цепи. Определить точку резонанса. Используем аналитическую аппроксимацию примера 11.

Н=120 В+243 В3.

Подставляя в выражения (106) и (107) числовые значения, получим =0,2, 
[image: image298.wmf]e

=1,62 и по формуле (108)

                                i(=0,2,623.                                                (200)

Вольт-амперная характеристика дросселя по первой гармонике (197) равна 

                          I1mL(Um)=(6,37(10-4Um+3,92(10-8U3m) A.                     (201)

Емкостное сопротивление конденсатора:
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Вольт-амперная характеристика конденсатора:
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Вольт-амперная характеристика схемы:

                 I1m(Um)=I1mC(Um)-I1mL(Um)=6,2(10-4Um-0,392(10-7U3m.        (203)

Величина напряжения UmR, при которой возникает резонанс токов (196):
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В табл. 10 приведены результаты вычислений по уравнениям (201), (202) и (203).

На рис. 26 приведены соответствующие графики. Прямая 1 - I1mC(Um), кривая 2 - I1mL(Um) и кривая 3 - I1m(Um).
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         Рис. 26

Знак минус означает индуктивный характер тока. Резонанс токов по первой гармонике имеет место при UmR=125,6 B. При этом первые гармоники токов в емкости и индуктивности равны по величине и противоположны по фазе. На входе схемы в режиме резонанса протекает ток I1md, а также ток третьей гармоники (на рис. 26 нанесены условно). Фактически прямая I1mc(Um) ( 1 на рис. 26) расположена во втором квадрате. 
 Таблица 10

	Um, B
	I1mL, 10-3A
	Imc, 10-3A
	I1m, 10-3A
	

	20
	      13,05
	15,12
	12,07
	

	40
	      27,99
	50,24
	27,25
	

	70
	  58,04
	98,92
	29,88
	

	    100
	102,9
	125,6
	22,7
	

	    125,6
	158,0
	158,0
	0
	

	    150
	227,9
	188,4
	-39,5
	

	    190
	389,9
	226,1
	-163,8
	


На рис.27 она расположена в первом квадрате, исходя из удобства построений. Ток в емкости I1mc(Um) опережает напряжение Um на 90º, а ток в индуктивности I1ml(Um) отстает от напряжения на 90º. Если питать схему от источника тока и с нуля плавно увеличивать ток I1m, то при I1m~30(10-3 А в точке а напряжение на входе схемы скачком возрастет с Um=Uma~70 B до Um=Umb=143 B в точке b. При этом I1ma=I1mb=30(10-3A. Этот скачок напряжения будет сопровождаться скачкообразным изменением угла сдвига фаз между током и напряжением. В точке а I1mc> I1mL и ток I1m имеет емкостный характер и опережает напряжение Um на 90º. В точке b I1mL> I1mc ток I1m имеет индуктивный характер и отстает от напряжения Um на 90º. При плавном уменьшении тока I1m от I1m=I1mb~ 30(10-3А  до нуля в точке R при токе I1m=I1md напряжение скачком уменьшится до величины Um=Umd. Скачок напряжения будет сопровождаться скачкообразным изменением фазы тока I1m c индуктивной на емкостную. При одном и том же значении тока I1m на входе цепи могут быть три значения напряжения: Um1, Um2, Um3. Устойчивыми из них являются Um1 и Um3 в точках 1 и 3. Эти точки расположены на частях кривой 3, где увеличению напряжения Um соответствует увеличение тока I1m. Режим Um2 неустойчив, так как точка 2 расположена на части кривой 3, где увеличению напряжения Um соответствует уменьшение тока I1m. Величина тока при малейшем его изменении быстро уменьшится до значения I1m=I1md. Таким образом, при изменении тока от I1md  до I1ma и обратно рабочая точка описывает цикл d – a – b – c - d. Явление скачка напряжения с величины Uma до Umb называется триггерным эффектом, имеющим место только в нелинейных цепях. 

При некоторых соотношениях параметров схемы (см. § 3.1) в силу наличия потерь в стали и активного сопротивления обмотки и внешней сети триггерной  эффект пропадает.

В режиме резонанса потокосцепление равно
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Ток через нелинейную индуктивность в режиме резонанса: 
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Ток через конденсатор в режиме резонанса: 

                      ic(ωt) = −3142·4·10-6·0,4sinωt = −0,158sinωt.                (205)

Токи первой гармоники через конденсатор и нелинейную индуктивность равны по величине и противоположны по фазе. В режиме резонанса по первой гармонике по нелинейной индуктивности протекает ток третьей гармоники с амплитудой Iзm = 0,026 A, потребляемый из питающей сети. Действующее значение тока в обмотке нелинейной индуктивности равно

[image: image305.wmf] 

113

,

0

2

2

026

,

0

2

2

158

,

0

2

2

3

2

2

1

=

+

=

+

=

m

I

m

I

L

I

А.

Действующее значение тока первой гармоники: 
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Таким образом, действующее значение первой гармоники тока практически совпадает с действующим значением общего тока через нелинейную индуктивность и вклад третьей гармоники пренебрежимо мал.

Вопросы для самопроверки

1. В чем сущность триггерного эффекта при феррорезонансе напряжений и при феррорезонансе токов?

2. Почему скачок тока (напряжения) при триггерном эффекте сопровождается изменением фазы? Как меняется фаза тока (напряжения)?

3. Как влияет на триггерный эффект активное сопротивление контура LH – C?

4. Сколько устойчивых состояний имеет контур LH – C? Где они расположены на BAX?

5. Сколько неустойчивых состояний имеет контур LH – C? Где они расположены на BAX?
Глава 4
УСТРОЙСТВА, ОСНОВАННЫЕ НА НЕЛИНЕЙНЫХ ЭФФЕКТАХ
§ 4.1. Феррорезонансный стабилизатор напряжения

Вольт-амперная характеристика цепи, содержащей параллельный LH−C контур с нелинейной индуктивностью, за точкой резонанса  R имеет пологий участок, на котором при изменении тока в широких пределах напряжение изменяется относительно мало (см. рис. 26, кривая 3). Это явление используется в феррорезонансных стабилизаторах напряжения (рис. 27). 
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Рис. 27
Последовательно с нелинейным контуром LH−C включена линейная индуктивность L (дроссель, имеющий рабочую точку на линейной части кривой B(H) ). На нее наматывается компенсационная обмотка Wk, ЭДС которой пропорциональна току схемы  Im. Напряжение на выходе схемы Um вых равно напряжению Um н на зажимах а-b нелинейного контура LH−С минус ЭДС Umk, наводимая в обмотке Wk. На входе схемы входное напряжение Um вх равно напряжению на нелинейном контуре LH−C плюс падение напряжения на линейной индуктивности L. В соответствии с изложенным, на рис. 28 кривая 1 – вольт-амперная характеристика нелинейного контура LH−C с последовательно включенной линейной индуктивностью L Umн(Im). Прямая 2 - вольт-амперная характеристика компенсационной обмотки Umk(Im). Кривая 3 - напряжение  Um вых(Im) на выходе стабилизатора.

                                 Um вых(Im)=UmLc(Im)−Umk(Im).                                 (206)

Пример 17
Покажем возможность построения феррорезонансного стабилизатора на базе контура LH−C, рассмотренного в примере 15. Током третьей гармоники пренебрежем и будем считать   I1m=Im.
По уравнению (203) рассчитаем вольт-амперную характеристику контура в диапазоне напряжений Um вх=190 В ( Um х=325 (табл. 11),
на рис. 28 кривая 1. 
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Рис. 28
Таблица 11

	Um, B
	190
	 210
	 230
	 250
	 270
	 290
	310
	325

	Im, A
	     0,151
	     0,233
	     0,334
	     0,458
	     0,605
	     0,776
	0,976
	  1,13

	Umk, B
	   16,9
	   26
	   32,3
	     1,1
	   67,5
	   86,6
	 108,9
	126,1

	Um вых В
	 173,1
	 184
	 197,7
	198,9
	 202,5
	 203,4
	201,1
	198,9


Для стабилизации может быть использован участок вольт-амперной характеристики  от  Um вх =250 В  до B Um вх=325  В  и токе  нагрузки  от  Im=

=0,458 A до Im=1,13 А Заменим этот участок прямой линией. Ее угловой коэффициент равен
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Уравнение вольт-амперной характеристики компенсационной обмотки Wk (прямая 2 на рис. 28) Umk(Im)=111,6 Im.                                         (207)
По уравнениям (206) и (207) рассчитаем зависимость Um вых(Im) (см. табл. 11) (на рис. 28 кривая 3.) При расчетах в табл. 11 падение напряжения в первичной обмотке W1 не учитывалось.

При токе Im =1,13 A величина напряжения на компенсационной обмотке Umk = 126,1 B.

Рабочая точка линейной индуктивности выбирается на линейном участке кривой намагничивания ее сердечника (Bm≤1Тл).

Таким образом, на  Lн - C контуре примера 16 может быть построен феррорезонансный стабилизатор напряжения, удовлетворительно работающий в диапазоне изменения входного напряжения Um вх =250 - 325 B и при изменении рабочего тока Im = 0,488 - 1,13 A. При этом величина стабилизированного напряжения на выходе Um вых ≈ 200 B.

В реальных условиях рассчитанный стабилизатор, как правило, требует экспериментальной наладки путем подгонки числа витков W1 и Wk линейной индуктивности L и величины емкости C. Следует отметить, что устройство имеет низкий кпд и cos(.

§ 4.2. Утроитель частоты

Как было показано в § 2.7, при насыщении сердечника в нелинейной индуктивности присутствуют ярко выраженные третьи гармоники тока и магнитного потока. Это дает возможность создания статического устройства, напряжение на выходе которого имеет частоту в три раза большую, чем на входе. Утроитель частоты состоит из двух трансформаторов 1 и 2 (рис. 29). В сердечнике первого трансформатора сделан воздушный зазор, благодаря чему его вебер-амперная характеристика Ф1(i) близка к прямой (кривая 4, рис. 7).
Сердечник второго трансформатора сильно насыщен, и кривая магнитного потока содержит ярко выраженную третью гармонику. В дальнейших рассуждениях примем, что гармоники выше третьего порядка пренебрежимо малы.
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Рис. 29

На сердечник первого трансформатора нанесены обмотки W1 и W3, второго - W2, и W4 . Обмотки W1 и W3 соединены согласно, W3 и W4 - навстречу друг другу. В сердечнике первого трансформатора проходит магнитный поток Ф1 , второго - Ф2.

Приложим к первичной цепи напряжение

U(ωt)=Um cosωt.                                             (208)

Это напряжение равно сумме напряжений, индуктируемых в первичных обмотках трансформаторов:
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       (209) 

Интегрируя выражения (208) и (209) и приравнивая значения потоков, получим:
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Положим, W1=W2=W и Ф1+Ф2=Фm.             


       (211)

Тогда из формулы (210) будем иметь
     


Ф(ωt) = Фmsinωt,                          

                    (212)
где
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          (213)
Из равенств (210) - (213) следует, что сумма магнитных потоков первого и второго трансформаторов изменяется во времени по синусоидальному закону.

Вторичные обмотки трансформаторов 1 и 2 включены навстречу друг другу и ЭДС, индуктируемые в них потоками Ф1 и Ф2 вычтутся. Покажем, что при этом первые основные гармоники этих ЭДС вычтутся, а третьи сложатся, и на выходе устройства мы получим напряжение тройной частоты. Аппроксимируем вебер-амперную характеристику ненасыщенного трансформатора прямой 1
Ф1(i) = ki.                                                               (214)

В выражении (214) i - ток, обтекающий первичные обмотки трансформаторов 1 и 2. Аппроксимируем кривую намагничивания насыщенного трансформатора 2 гиперболическим синусом (18). Для магнитного потока в его сердечнике по формуле (28) имеем
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Из равенств (212), (214) и (215) для суммы потоков Ф1(i) и Ф2(i) получим
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которая в неявном виде представляет собой зависимость i (ωt).
Поскольку выше было принято, что  i(ωt) содержит только основную и третью гармоники, i(ωt) имеет вид

    i(ωt) = A sin ωt + B sin 3ωt,                    
                  (217)

наиболее характерными точками кривой i(ωt) являются i (
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 - переход от пика к пологой части (см. § 2.6, рис. 15). Полагая в формуле (217)      
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 получим два трансцендентных уравнения:
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Определив из выражения (218) значения i (
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 и, подставив их в равенство (217) для определения коэффициентов А и В, получим систему уравнений:
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Из равенств (214) и (217) для магнитного потока в первом ненасыщенном трансформаторе получим

Ф1(ωt) = k(A sin ωt + B sin 3ωt).                                 (220)

Поскольку трансформатор 1 не насыщен, кривая магнитного потока в его сердечнике Ф1(ωt) подобна кривой тока в первичной обмотке: i (ωt).
Из формул (211) и (212) для магнитного потока в сердечнике второго насыщенного трансформатора получим

  


Ф2(ωt) = Фm sin ωt−Ф1 (ωt).                                  (221)

Подставляя в равенство (221) зависимости (212), (213) и (220), получим:
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На выходе схемы (обмотки W3 и W4 включены встречно) получим:
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Дифференцируя выражения (220) и (222) и подставляя результаты в уравнение (223), получим:
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          (224)
Потребуем, чтобы коэффициент при cosωt  был равен нулю. Определим из него соотношения между W3 и W4. Получим:
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                  (225)

Из соотношений (224) и (225), исходя из требуемой величины U2, можно определить числа витков вторичных обмоток W3 и W4. Напряжение на выходе схемы имеет тройную частоту

U2(3ωt) = 3kωB(W3+W4)cos3ωt.               

       (226)
Рассмотрим конкретный пример.

 Пример 18. 

Трансформатор 1 утроителя частоты имеет W1=500, S=1·10-3м2, 
[image: image331.wmf]l

=0,416 м, δ = 1·10-3м. Вольт-амперная характеристика трансформатора

Ф1(i) = 0,56·10-3i,       
                            (227)

кривая 4, рис. 7. Трансформатор 2 имеет те же данные, что и трансформатор 1, но δ = 0. Для сердечника трансформатора 2 примем аналитическую аппроксимацию кривой намагничивания из примера 4
§ 2.2:

α = 0,9; β = 5,36; H = 0,9sh5,36 B, A/м.

По выражению (215)
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Учитывая формулу (26), получим приближенно: 

Ф2(i)=0,187(10-3 ln2670i.                                     (229)

Определим рабочую точку устройства. Примем U1=380 В, U1m=536 B. По выражению (213) амплитуда магнитного потока равна:
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Из равенства (216) получим:
3,4·10-3 sinωt = 0,56·10-3i + 0,187·10-3 ln2670i.              (230)

Полагая 
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Полагая 
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Подставляя эти значения в формулу (217), получим систему уравнений для определения коэффициентов A и B:
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Отсюда A = 2,56, B = - 0,44. Из выражения (217) получаем функцию i(ωt) для тока входной цепи: 

i(ωt) = 2,56sinωt − 0,44sin3ωt.

       (232)
Магнитный поток в сердечнике трансформатора 1из выражения (227)
Ф1(ωt) = 0,56·10-3(2,56sinωt−0,44sin3ωt)=1,43·10-3sinωt−0,25sin3ωt.       (233)
Магнитный поток в сердечнике трансформатора 2. Из выражения (222)
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Напряжение на выходе схемы из формулы (226):
U2(3ωt) = 3·0,56·10-3·0,44·314(W3+W4) cos3ωt = 0,232(W3+W4) cos3ωt.  (235)
По формуле (225) найдем соотношение между W3 и W4, при котором на выходе схемы отсутствует основная гармоника
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Примем U2 = 220 B , U2m = 220
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Из выражений (236) и (235) получим 
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отсюда W4 = 564 виткам, W3 = 
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Регулирование величины выходного напряжения U2 обычно осуществляется включением первичной цепи через автотрансформатор. Следует отметить, что сам принцип работы утроителя частоты приводит к низкому кпд и cosφ
[image: image345.wmf] устройства.

§ 4.3. Управляемая нелинейная индуктивность. Простейший магнитный усилитель
На сердечнике управляемой нелинейной индуктивности (рис. 30) размещены две обмотки. Первичная с числом витков W подключена к гармоническому напряжению u(ωt) = Um cos ωt.
По управляющей обмотке с числом витков W0 протекает постоянный ток I0. Для подавления переменного тока, индуктируемого в обмотке W0 переменным магнитным потоком, принимаются специальные конструктивные меры. Полагаем RH = 0 и R0 = 0.

Аппроксимируем кривую H(B) гиперболическим синусом. Как показано в § 2.2, в рассматриваемом случае для напряженности магнитного поля в сердечнике имеем (по формуле (32):

H(ωt) = ash(βB0 + βBm sinωt).

Выражение (32) разлагается в гармонический ряд, коэффициентами которого являются функции Бесселя от чисто мнимого аргумента (33), (34) табл. 3.

Все дальнейшие рассуждения проведем относительно первых гармоник тока и напряжения в первичной цепи. Постоянная слагающая H0 напряженности поля в сердечнике равна

H0 = ashβВ0 [J0(jβBm)].

По закону полного тока
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Рис. 30
Из выражения (25) сравнивая формулы (36) и (237), получим для постоянной слагающей магнитной индукции в сердечнике
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Амплитуда первой гармоники напряженности магнитного поля в сердечнике H1m = 2achβB0 [−јJ1(jβBm)].


Максимальное значение переменной слагающей магнитной индукции

[image: image349.wmf]WS

U

B

m

m

ω

=


По закону полного тока 
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где I1m - амплитуда первой гармоники тока i(ωt).

 Выражения (36) и (37) позволяют выявить зависимость амплитуды первой гармоники I1m тока i(ωt) в обмотке W от амплитуды Um гармонического напряжения на ее зажимах в функции величины управляющего тока I0.

 Как известно из гиперболической тригонометрии,
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Из равенства (36) получим
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Подставим формулу (241 ) в выражение (240), получим
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Подставим равенство (242) в формулу (37), получим
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Подставляя в равенство (243) выражения (86), (237) и (239), получим:
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Выражение (244) дает зависимость амплитуды первой гармоники тока в обмотке W от амплитуды Um приложенного к ней напряжения и ампер-витков управляющей обмотки I0 W0. 

Рассмотрим конкретный пример.
Пример 19.

Дроссель с подмагничиванием (W = 470, S = 1·10-3, 
[image: image356.wmf]l

=0,52 м) подключен к напряжению u(ωt) = 155 cosωt, ω=314с-1. Построить зависимость x1(I0W0); X1 - индуктивное сопротивление обмотки W по первым гармоникам тока и напряжения
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I0W0 – ампер-витки управляющей обмотки постоянного тока. При одном из значений I0W0 разложить H(ωt) в гармонический ряд.

В качестве аналитической аппроксимации кривой намагничивания используем выражение из примера 10. H = 15,9 sh 3,54B, A/м  (101), α=15,9, β=3,54.

Максимальное значение переменной составляющей магнитной индукции в сердечнике (86)
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Bm находится в зоне хорошего приближения H(B) выражением (101).

Подставим в формулу (244) числовые значения, получим
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Возьмем из табл. 3 значения функций Бесселя: - jJ1(3,72) = =7,6J0(j3,72) = 8,9.
Получим
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Индуктивное сопротивление обмотки по первой гармонике (245)
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Построим по выражению (246)  I1m(I0W0) и по формуле (247) X1(I1m).
Результаты вычислений приведены в табл. 12. Графики функций - на рис. 31. Кривая 1- I1m(I0W0), кривая 2 – X1(I0W0).

Таблица 12
	I0W0, A
	0
	50
	100
	150
	200
	250
	300
	350
	400
	500

	I1m, A
	0,266
	0,32
	0,45
	0,6
	0,76
	0,93
	1,1
	1,27
	1,45
	1,8

	X1, Oм
	583
	484
	344
	258
	204
	167
	141
	122
	107
	80


При изменении ампер-витков обмотки управления I0W0 от 0 до 500 I1m увеличился в 6,8 раза, X1  уменьшилось в 7,2 раза. Разложим H(ωt) в гармонический ряд при I0W0 = 500.

По формуле (237)  
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По выражению (238)     
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Равенство (32) примет вид 
H(ωt) = 15,9sh3,54(1,34+1,05sinωt) = 15,9sh(4,57+3,7sinωt) А/м.  (248)

Подставляя в выражение (33) числовые значения, получим разложение (248) в ряд Фурье:

H(ωt) = 15,9 sh 4,75[J0 (j3,7) + 2J2 (j3,7)cos2ωt + 2J4(j3,7)cos4ωt + …] + 

+ 15,9 ch 4,75{2[-jJ1(j3,7)]sinωt – 2jJ3(j3,7)sin3ωt + …}.                 (249)

Поскольку в выражении (249) βВ0= 4,75 > 2,3. значения гиперболических функций вычислим по формуле (23):


[image: image365.wmf]58

2

57

.

4

sh

75

,

4

ch

75

.

4

=

=

»

e

.

Значения Бесселевых функций возьмем из табл. 3.
J0(j3,7)=8,77; J2(j3,7)=4,74; J4(j3,7)=0,943; -jJ1(j3,7)=7,47;   jJ3(j3,7)=2,35.
Из выражения (249) получим окончательно

H(ωt) = 15,9 ·58(8,77+2·4,74 cos2ωt+2·0,943cos4ωt + ….) + +15,9·58(2·7,47 sin ωt – 2·2,35sin 3ωt - ….) = 8090 +8740 cos2ωt +
+1740 cos4ωt +…. + 13870sinωt – 4330 sin3ωt - ….  A/м.         
       (250)

В напряженности поля в сердечнике содержится ярко выраженная четная гармоника двойной частоты. Это обстоятельство может быть использовано для построения статического удвоителя частоты. Нелинейная индуктивность с подмагничиванием, расчет которой приведен в примере 18, может быть использована, например, для стабилизации однофазной сварочной дуги (рис. 32). При касании электродом сварочного шва подмагничивание исчезает и сопротивление индуктивности достигает максимального значения Xm = 583 Ом.
При горении дуги сопротивление первичной обмотки W уменьшается в функции величины сварочного тока.

Рассмотренное устройство позволяет путем изменения тока I0 в цепи подмагничивания управлять величиной тока I1 в первичной обмотке, а тем самым и величиной активной мощности I12RH, выделяющейся в нагрузке RН.
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Рис. 31

Затрачиваемая в цепи управления мощность I02R0, как правило, значительно меньше мощности I12RH, и, таким образом, имеет место эффект усиления мощности. Тем самым мы получили простейший магнитный усилитель. В оптимально спроектированных магнитных усилителях с обратной связью коэффициент усиления по мощности достигает многих сотен. Магнитные усилители вследствие простоты устройства и надежности находят применение в устройствах автоматики.
[image: image367.jpg]



Рис. 32

§ 4.4. Удвоитель частоты

Устройство состоит из двух одинаковых трансформаторов (рис 33), каждый из которых имеет по три обмотки - входную W1,  выходную W2 и обмотку подмагничивания W0. По входным обмоткам протекает ток i(ωt) = =Imsin ωt,  обмотки включены последовательно и согласно. Вторичные обмотки включены последовательно и встречно.
Покажем, что при наличии подмагничивания нечетные гармоники, ЭДС, индуктируемые в обмотках W2, вычтутся, а четные - сложатся. Будем считать, что гармоники порядка выше второго пренебрежимо малы.

 На выходе устройства мы получим напряжение двойной частоты. Аппроксимируем кривую намагничивания полиномом





B = αH − βH3.

В первом трансформаторе напряженность поля в сердечнике равна

H1(ωt) = H0 + Hm sin ωt.  

                  (251)

Напряженность поля от подмагничивающей обмотки W0:
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Амплитуда напряженности поля от первичной обмотки W1:
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Во втором трансформаторе напряженность поля в сердечнике

H2(ωt) = - H0 + Hm sin ωt.
                            (253)
Магнитная индукция в сердечнике первого трансформатора по выражению (70):
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Рис. 33

Магнитная индукция в сердечнике второго трансфоратора рассчитывается по формуле, аналогичной формуле 70: 
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EMBED Equation.3[image: image374.wmf]t
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Поскольку вторичные обмотки W2 обоих трансформаторов включены встречно, для суммарной магнитной индукции получим:
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Суммарный магнитный поток: 
Ф
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          (256)

Напряжение, индуктируемое суммарным магнитным потоком: 
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Рассмотрим конкретный пример.

Пример 20 [5].
Трансформаторы 1 и 2 удвоителя частоты имеют W1=160, W2=277:

W0=24,S=
[image: image379.wmf]4
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М2, l=0.4 M, ω=314 1/с, I0=2 A.

Первичные обмотки обтекаются гармоническим током:

i(ωt) = 2 sin 314 t.

Вычислить U2. Напряженность поля, создаваемая обмоткой переменного тока, равна:
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По табл. 1 для Hm = 800 A/м, Bm = 1.3 Tл.

Найдем коэффициенты α и β аналитической аппроксимации (62).
По формуле (65)     
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по выражению (66)       
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Напряженность поля, создаваемая обмоткой подмагничивания (237):
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Амплитуда напряжения   U2(2ωt)  (257)

U2m = 277·6·314·10·10-4·1,27·10-9·120·8002 = 50,9 В,
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U2(ωt) = 50,9 sin 2ωt.                                                     (258)

Вопросы и задания для самопроверки 
1. Какова роль компенсационной обмотки    в феррорезонансном стабилизаторе напряжения?
2. Объясните принцип действия утроителя и удвоителя частоты.

3. Каков принцип действия магнитного усилителя?
ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В настоящем учебном пособии изложены общие подходы к изучению нелинейных электрических цепей со сталью. За его рамками остались нерассмотренными вопросы автоколебаний на частоте периодической вынуждающей силы, действующей на систему, а также субгармонических колебаний, частота которых меньше частоты периодической возмущающей силы.

По переходным процессам приведено только несколько простых примеров. Устойчивость режимов в нелинейных цепях рассмотрена в самом элементарном изложении. Однако, усвоив материал, изложенный в настоящем учебном пособии, читатель сможет самостоятельно расширить и углубить свои знания в этой области, изучив рекомендуемую литературу.

Процессы в нелинейных электрических цепях со сталью изучены недостаточно. Особенно это касается расчёта сил, действующих в нелинейных cbcntvf[, переходных процессов в контурах второго и более высокого порядков, содержащих нелинейные индуктивности и емкости. При использовании численных методов решения нелинейных дифференциальных уравнений могут быть утеряны основные закономерности, описывающие такие процессы, а нахождение удовлетворительных приближенных решений связано с огромными математическими трудностями. Еще очень многое здесь ждет своего исследователя.

Полученные при изучении настоящего учебного пособия знания помогут читателю глубже понять процессы, происходящие в электрических машинах и аппаратах, уяснить принципы работы простейших устройств, основанных на чисто нелинейных эффектах (стабилизаторы напряжения, удвоители и утроители частоты и т.д.).

Авторы с благодарностью примут все замечания и пожелания.
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