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ПРЕДИСЛОВИЕ 

 
Издание знакомит с матричной 

алгеброй и системами линейных урав-
нений – важнейшими разделами ли-
нейной алгебры. При создании пособия 
был сделан упор на возможность его 
использования как руководства в само-
стоятельной работе студентов при ре-
шении задач. Теоретическая часть ни-
коим образом не является самодоста-
точным курсом лекций, так как доказа-
тельства теорем не приводятся, но при 
необходимости могут быть найдены в 
литературе из приведенного в конце 
издания библиографического списка. В 
параграфе четвертом содержатся инди-
видуальные задания к типовым расче-
там, каждое из которых содержит 
тридцать вариантов задач. Большин-
ство из них стандартные, и примеры их 
решения приводятся в пособии, что 
должно помочь студентам справиться с 
решением индивидуальных заданий.  

  



4 

§ 1. ОПРЕДЕЛИТЕЛИ 
 

1.1. Основные понятия 
 

Очень часто под понятием «определитель» имеют в виду как 
значение определителя, так и форму его записи. Определители позво-
ляют удобно записывать сложные выражения, возникающие, напри-
мер, при решении линейных уравнений в аналитической геометрии и 
математическом анализе. Определение понятия «определитель» свя-
зано с такими понятиями, как «перестановка» и «инверсия». Но вы-
числение значения какой-либо величины по определению вообще 
производится редко, так как на практике применяют правила вычис-
ления этой величины. Далее будет нужно уметь вычислять определи-
тели по правилу (одному из нескольких). Чтобы облегчить понимание 
изложенного материала, строгое определение приводить не будем. В 
связи с тем, что употребляется выражение «определитель матрицы», 
сначала объясним, что такое матрица. 

Матрицей А размерами m х n называется прямоугольная табли-
ца из m строк и n столбцов, элементами которой могут быть числа, а 
также другие математические выражения.  ܣ = ൭аଵଵ аଵଶ …⋮ ⋮ ⋱

а௠ଵ а௠ଶ … аଵ௡⋮
а௠௡൱. 

Матрицы обозначают большими латинскими буквами А, В, С и 
другими, а элементы матрицы – соответствующими маленькими ла-
тинскими буквами с указанием двойного индекса, где первое число i – 
это номер строки (i = 1, 2, …, m), а второе число j – номер столбца (j = 
= 1, 2, …, n), на пересечении которых стоит данный элемент. Напри-
мер, элемент аଵଶ  матрицы А расположен в 1-й строке, 2-м столбце. 
Более подробно о матрицах будет сказано в следующем параграфе. 

Квадратная матрица n-го порядка – матрица размерами n х n, 
т.е. у квадратной матрицы количество строк равно количеству столб-
цов.  

Для любой квадратной матрицы А порядка n можно найти по 
правилам, приведенным ниже, некоторое число, которое называют 
определителем, или детерминантом, и обозначают det А (или | А |, 
или ∆, редко D):  
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det ܣ = ∆	= |ܣ| = 	 อаଵଵ … аଵ௡⋮ ⋱ ⋮
а௡ଵ … а௡௡อ. 

Порядок определителя равен порядку матрицы. Определитель 
может быть только у квадратной матрицы. Для неквадратных матриц 
понятие определителя не вводится. 

Минором ࢐࢏ࡹ элемента а௜௝ определителя п-го порядка называет-
ся определитель порядка на единицу меньше (т.е. п – 1), полученный 
из исходного путем вычеркивания i-й строки и j-го столбца, содержа-
щих выбранный элемент.  

Примеры миноров ܯଵଵ и  ܯଶଷ элементов ܽଵଵ и ܽଶଷ определителя 
∆ 4-го порядка: ∆	= ቮаଵଵ аଵଶ

аଶଵ аଶଶ аଵଷ аଵସ
аଶଷ аଶସ

аଷଵ аଷଶ
аସଵ аସଶ аଷଷ аଷସ

аସଷ аସସቮ,	 ܯଵଵ = อаଶଶ аଶଷ аଶସ
аଷଶ аଷଷ аଷସ
аସଶ аସଷ аସସอ , ଶଷܯ = อаଵଵ аଵଶ аଵସ

аଷଵ аଷଶ аଷସ
аସଵ аସଶ аସସอ.	 

Алгебраическим дополнением ࢐࢏࡭  элемента а௜௝  определителя п-
го порядка называется его минор, умноженный на (–1)k, где k – это 
сумма номеров строки и столбца, содержащих данный элемент: ܣ௜௝ = (−1)௜ା௝ ∙ -௜௝. Как видно из формулы, если номер строки и ноܯ
мер столбца элемента а௜௝ в сумме дают четное число, то алгебраиче-
ское дополнение будет равно минору этого элемента, а если нечетное 
число – минору этого элемента, взятому с противоположным знаком. 
Чтобы каждый раз не считать сумму для определения знака ܣ௜௝, мож-
но использовать следующие таблицы: + − +− + −+ − +,      

+ −− + + −− ++ −− + + −− +    и т.д. 

Примеры алгебраических дополнений ଵଵܣ		  и  ܣଶଷ		определителя       
∆ 4-го порядка: ܣଵଵ = (−1)ଵାଵ อаଶଶ аଶଷ аଶସ

аଷଶ аଷଷ аଷସ
аସଶ аସଷ аସସอ = อаଶଶ аଶଷ аଶସ

аଷଶ аଷଷ аଷସ
аସଶ аସଷ аସସอ, 
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ଶଷܣ = (−1)ଶାଷ อаଵଵ аଵଶ аଵସ
аଷଵ аଷଶ аଷସ
аସଵ аସଶ аସସอ = − อаଵଵ аଵଶ аଵସ

аଷଵ аଷଶ аଷସ
аସଵ аସଶ аସସอ. 

 
1.2. Правила вычисления определителей  

 
При n = 1 определитель состоит из одного элемента и отож-

дествляется с этим элементом: 
А = (а1),   det А = |а1| = а1. 
Для n = 2 и 3 существуют правила вычисления определителя.  

При n = 2 ܣ = ቀаଵଵ аଵଶ
аଶଵ аଶଶቁ ,  det ܣ = 	 ቚаଵଵ аଵଶ

аଶଵ аଶଶቚ = аଵଵ ∙ аଶଶ − аଶଵ ∙ аଵଶ 

(рис. 1). 

 

+    – 
 

Рис. 1. Схема вычисления определителя 2-го порядка 
 

► Пример 1. Вычислим определители 2-го порядка: ቚ1 23 7ቚ = 1 ∙ 7 − 3 ∙ 2 = 1,  ቚ1 −23 5 ቚ = 1 ∙ 5 − 3(−2) = 11. 
Для n = 3 существуют несколько правил вычисления определи-

теля, одно из которых имеет своё название, а другие позволяют вы-
числять определители порядков выше третьего. 

 
 Правило Саррюса («правило треугольников/звёздочки») det ܣ = ∆	= |ܣ| = 	 อаଵଵ аଵଶ аଵଷ

аଶଵ аଶଶ аଶଷ
аଷଵ аଷଶ аଷଷอ = = аଵଵаଶଶаଷଷ + аଵଶаଶଷаଷଵ + аଶଵаଷଶаଵଷ − −(аଷଵаଶଶаଵଷ + аଶଵаଵଶаଷଷ + аଷଶаଶଷаଵଵ) = = аଵଵаଶଶаଷଷ + аଵଶаଶଷаଷଵ + аଶଵаଷଶаଵଷ − −аଷଵаଶଶаଵଷ − аଶଵаଵଶаଷଷ − аଷଶаଶଷаଵଵ. 
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Для запоминания правила удобнее пользоваться схемой, изоб-
раженной на рис. 2 (а, б), а для понимания лучше разобрать его на 
примере. Сформулировать правило можно так: первое из трех произ-
ведений, входящих в приведенную выше формулу со знаком «плюс», 
есть произведение элементов главной диагонали, второе и третье – 
произведения элементов, находящихся в вершинах двух равнобедрен-
ных треугольников с основаниями, параллельными главной диагонали 
(определение главной и побочной диагоналей, см. стр. 16). Три после-
дних произведения, входящих в формулу со знаком «минус», опреде-
ляются аналогично, но относительно второй (побочной) диагонали. 

а) 

 +          – 

б) 

 

в) 

 
 

Рис. 2. Схемы вычисления определителя 3-го порядка 
 

Можно использовать другую схему вычисления определителя 3-го 
порядка, но она даст в итоге аналогичную формулу. Для этого справа 
от определителя дописывают два первых столбца, затем берут произ-
ведения элементов на главной диагонали и произведения элементов 
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на параллельных ей диагоналях со знаком «плюс», а произведения 
элементов побочной диагонали и диагоналей, ей параллельных, ‒ со 
знаком «минус». Схема этого способа приведена на рис. 3 (в). 

► Пример 2. Вычислить определитель 3-го порядка อ3 		3 −14 		1 			31 −2 −2อ. 
Решение.  

1-й способ:  อ3 		3 −14 		1 			31 −2 −2อ = = 3 ∙ 1(−2) + 3 ∙ 3 ∙ 1 + 4(−2)(−1) − −1 ∙ 1(−1) − 4 ∙ 3(−2) − (−2	)3 ∙ 3 = = −6 + 9 + 8 + 1 + 24 + 18 = 54. 
2-й способ:  อ3 		3 −14 		1 			31 −2 −2อ = อ3 		3 −14 		1 			31 −2 −2อ 3 			34 			11 −2 = = 3 ∙ 1(−2) + 3 ∙ 3 ∙ 1 + (−1)	4(−2) − −	(−1)1 ∙ 1 − 3 ∙ 3(−2	) 	− 3 ∙ 4(−2) = 54. 
Для определителей 4-го порядка и выше существуют два спо-

соба вычисления путём сведения их к определителям на порядок ниже – 
разложение определителя по строке или по столбцу. Выбор строки и 
столбца никак не влияет на результат. Как бы мы ни считали опреде-
литель, результат будет один и тот же. 

Определитель п-го порядка равен сумме произведений элемен-
тов любой его строки или столбца на их алгебраические дополнения. 

 
Разложение определителя п-го порядка по i-й строке ∆	= ܽ௜ଵ ∙ ௜ଵܣ + ܽ௜ଶ ∙ ௜ଶܣ + ⋯+ ܽ௜௡ିଵ ∙ ௜௡ିଵܣ + ܽ௜௡ ∙ ௜௡ܣ =෍ܽ௜௝ ∙ ௜௝௡ܣ

௝ୀଵ , 
где  i = 1, …, n; ܣ௜௝  – алгебраические дополнения элемента  аij. 

 
Разложение определителя п-го порядка по j-му столбцу ∆	= ܽଵ௝ ∙ ଵ௝ܣ + ܽଶ௝ ∙ ଶ௝ܣ + ⋯+ ܽ௡ିଵ௝ ∙ ௡ିଵ௝ܣ + ܽ௡௝ ∙ ௡௝ܣ =෍ܽ௜௝ ∙ ௜௝௡ܣ

௜ୀଵ , 
где  j = 1, …, n; ܣ௜௝  – алгебраические дополнения элемента аij. 
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Обратите внимание! Сумма произведений элементов какой-либо 
строки (столбца) определителя на алгебраические дополнения эле-
ментов другой строки (столбца) равна нулю.  

Например, ܽଵଵ ∙ ଶଵܣ + ܽଵଶ ∙ ଶଶܣ + ܽଵଷ ∙ ଶଷܣ = 0. 
Для определителя 3-го порядка разложение по 1-й строке будет 

иметь вид ∆	= อа૚૚ а૚૛ а૚૜
аଶଵ аଶଶ аଶଷ
аଷଵ аଷଶ аଷଷอ = ૚૚ࢇ ∙ ଵଵܣ + ૚૛ࢇ ∙ ଵଶܣ + ૚૜ࢇ ∙  .ଵଷܣ

Правило вычисления определителя 2-го порядка есть частный 
случай предложенного способа (а именно разложение по 1-му столб-
цу). 

► Пример 3. Вычислить определители: 

а) 3-го порядка อ3 		3 −14 		1 			31 −2 −2อ с помощью разложения по строке 

и по столбцу; 
б) 4-го порядка с помощью разложения по строке или по столбцу. ቮ2 35 7 5 			11 			22 36 4 	4 		1	9 −1ቮ 
Решение.  
а) Выберем, например, 3-ю строку и разложим по ней определи-

тель. ∆	= อаଵଵ аଵଶ аଵଷ
аଶଵ аଶଶ аଶଷ
а૜૚ а૜૛ а૜૜อ = ૜૚ࢇ ∙ ଷଵܣ + ૜૛ࢇ ∙ ଷଶܣ + ૜૜ࢇ ∙  .ଷଷܣ

∆	= อ3 		3 −14 		1 			31 −2 −2อ = = 1(−1)ଷାଵ ቚ3 −11 3 ቚ + (−2)(−1)ଷାଶ ቚ3 −14 3 ቚ + (−2)(−1)ଷାଷ ቚ3 34 1ቚ = = ቚ3 −11 3 ቚ + 2 ቚ3 −14 3 ቚ − 2 ቚ3 34 1ቚ = = 3 ∙ 3 − 1(−1) + 2൫3 ∙ 3 − 4(−1)൯ − 2(3 ∙ 1 − 4 ∙ 3) = = 9 + 1 + 2(9 + 4) − 2(3 − 12) = 10 + 26 + 18 = 54. 
Теперь разложим определитель, например, по 1-му столбцу. 
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∆	= อа૚૚ аଵଶ аଵଷ
а૛૚ аଶଶ аଶଷ
а૜૚ аଷଶ аଷଷอ = ૚૚ࢇ ∙ ଵଵܣ + ૛૚ࢇ ∙ ଶଵܣ + ૜૚ࢇ ∙  .ଷଵܣ

∆	= อ3 3 −14 1 31 −2 −2อ = = 3(−1)ଵାଵ ቚ 1 3−2 −2ቚ + 4(−1)ଶାଵ ቚ 3 −1−2 −2ቚ + 1(−1)ଷାଵ ቚ3 −11 3 ቚ = = 3 ቚ 1 3−2 −2ቚ − 4 ቚ 3 −1−2 −2ቚ + ቚ3 −11 3 ቚ = = 3(1(−2) − (−2)3) − 4൫3(−2) − (−2)(−1)൯ + (3 ∙ 3 − 1(−1)) = = 3(−2 + 6) − 4(−6 − 2) + 9 + 1 = 12 + 32 + 10 = 54. 
б) Выберем в определителе, например 3-й столбец, и разложим 

по нему определитель. Получим четыре определителя 3-го порядка 
(их вычисление проведите самостоятельно): ቮ2 35 7 5 			11 			22 36 4 	4 		1	9 −1ቮ = 5(−1)ଵାଷ อ5 7 22 3 16 4 −1อ + 1(−1)ଶାଷ อ2 3 12 3 16 4 −1อ + 

+	4(−1)ଷାଷ อ2 3 15 7 26 4 −1อ + 9(−1)ସାଷ อ2 3 15 7 22 3 1อ = = 5 ∙ 1 − 1 ∙ 0 + 4(−1) − 9 ∙ 0 = 5 − 4 = 1. 
 
Такой способ вычисления определителя 3-го порядка может по-

казаться сложнее правила Саррюса, но это дело практики. К тому же, 
заметим, что если в строке/столбце определителя есть нулевые эле-
менты, то по таким строкам/столбцам очень удобно производить раз-
ложение, в данном случае в разложении определителя становится 
меньше слагаемых (за счет умножения на 0). Если вообще в строке 
(или столбце) определителя все, кроме одного элемента, равны нулю, 
то в сумме останется одно слагаемое (остальные будут равны нулю), и 
определитель будет равен произведению ненулевого элемента вы-
бранной строки (столбца) на его алгебраическое дополнение. 

► Пример 4.  Вычислить определитель 3-го порядка อ3 2 52 0 01 4 7อ. 
Решение. Используем формулу разложения по 2-й строке, так 

как она содержит нулевые элементы: 	аଶଶ	= 0 и  аଶଷ	= 0, то 
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∆	= อаଵଵ аଵଶ аଵଷ
а૛૚ а૛૛ а૛૜
аଷଵ аଷଶ аଷଷอ = ૛૚ࢇ ∙ ଶଵܣ + ૛૛ࢇ ∙ ଶଶܣ + ૛૜ࢇ ∙ ଶଷܣ = ૛૚ࢇ ∙  ,ଶଵܣ
∆	= อ3 2 52 0 01 4 7อ = 2(−1)ଶାଵ ቚ2 54 7ቚ = −2(2 ∙ 7 − 4 ∙ 5) = 12. 

Зная свойства определителя, можно с помощью элементарных 
преобразований привести его к такому виду, что в строке или столбце 
будет всего лишь один ненулевой элемент (редко, но встречается слу-
чай, когда получается целая строка или столбец, состоящие из нулей, 
тогда весь определитель равен нулю). Также можно преобразовать 
определитель к треугольному виду (когда все элементы, лежащие по 
одну сторону диагонали, идущей из верхнего левого угла в нижний пра-
вый, становятся нулями). В этом случае определитель будет равен про-
изведению элементов главной диагонали.  

 
1.3. Свойства определителей 

 
1°. Определитель не изменится, если его строки заменить столб-

цами, и наоборот (это операция транспонирования). Поэтому все 
свойства, верные для строк, будут верны и для столбцов.  

2°. При перестановке двух строк (столбцов) определитель меня-
ет знак на противоположный. 

3°. Определитель, имеющий две одинаковые строки (столбца), 
равен нулю. 

4°. Общий множитель какой-либо строки (столбца) можно выно-
сить за знак определителя. 

Следствие из 3° и 4°. Если все элементы какой-либо строки 
(столбца) пропорциональны элементам другой строки (столбца), то 
определитель равен нулю. 

5°. Если все элементы некоторой строки (столбца) равны нулю, 
то весь определитель тоже равен нулю. 

6°. Если элементы какой-либо строки (столбца) определителя 
представляют собой суммы двух слагаемых, то определитель может 
быть разложен на сумму двух соответствующих определителей. 

Например, อаଵଵ аଵଶ аଵଷ + ܾଵ
аଶଵ аଶଶ аଶଷ + ܾଶ
аଷଵ аଷଶ аଷଷ + ܾଷอ = อаଵଵ аଵଶ аଵଷ

аଶଵ аଶଶ аଶଷ
аଷଵ аଷଶ аଷଷอ + อаଵଵ аଵଶ ܾଵ

аଶଵ аଶଶ ܾଶ
аଷଵ аଷଶ ܾଷอ. 
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7°. Элементарные преобразования определителя 
Определитель не изменится, если к элементам одной строки 

(столбца) прибавить соответствующие элементы другой строки (столб-
ца), умноженные на одно и то же число k. 

Последнее свойство и есть тот «инструмент», с помощью кото-
рого определитель можно привести к заданному виду (с нужным ко-
личеством нулевых элементов или к треугольному виду). 

► Пример 5. Проверить свойства 1° ‒ 6° на определителе ቚ2 14 5ቚ. 
Проверим свойство 1°: ቚ2 14 5ቚ = 2 ∙ 5 − 4 ∙ 1 = 6, ቚ2 41 5ቚ = 2 ∙ 5 − 1 ∙ 4 = 6. 
Проверим свойство 2° (поменяем местами сначала столбцы, а 

потом строки): ቚ1 25 4ቚ = 1 ∙ 4 − 5 ∙ 2 = −	6, ቚ4 52 1ቚ = 4 ∙ 1 − 2 ∙ 5 = −6. 
Проверим свойство 4°. Вынесем из 1-го столбца общий множи-

тель 2: ቚ2 14 5ቚ = 2 ቚ1 12 5ቚ = 2(1 ∙ 5 − 2 ∙ 1) = 2 ∙ 3 = 6. 
Проверим свойство 6° и по ходу вычислений проверим свойство 

3°. Представим элементы второго столбца в виде суммы и воспользу-
емся свойством 6°: ቚ2 14 5ቚ = ቚ2 2 + (−1)4 4 + 1 ቚ = ቚ2 24 4ቚ + ቚ2 −14 1 ቚ = = (2 ∙ 4 − 4 ∙ 2) + ൫2 ∙ 1 − 4(−1)൯ = 0 + (2 + 4) = 6. 

В данном примере при разложении определителя на сумму двух 
определителей первым слагаемым является определитель, у которого, 
с одной стороны, два одинаковых столбца, а с другой ‒ две пропорци-
ональные строки (элементы 2-й строки в два раза больше элементов 1-
й строки). В любом случае мы проверили, что такие определители 
равны нулю. 

Свойства определителя верны для определителя любого поряд-
ка, поэтому для быстроты вычислений проверка свойств 1°‒ 6° вы-
полнялась на определителе 2-го порядка. Для определителя 3-го по-
рядка проверьте эти свойства самостоятельно. 

Проверим свойство 7° на определителе 3-го порядка. 
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► Пример 6. Вычислить определитель 3-го порядка อ3 5 −14 1 51 −2 4 อ, 
используя элементарные преобразования и разложение по стро-
ке/столбцу. 

Решение. Сначала вычислим определитель с помощью дописы-
вания справа от определителя первых двух столбцов (см. рис. 2, в): อ3 5 −14 1 51 −2 4 อ 3 			54 			11 −2 = = 3 ∙ 1 ∙ 4 + 5 ∙ 5 ∙ 1 + (−1)4(−2) − −(−1)1 ∙ 1 − 3 ∙ 5(−2	) − 5 ∙ 4 ∙ 4 = = 12 + 25 + 8 + 1 + 30 − 80 = −4. 

Попробуем способ вычисления с применением свойства 7°. Ис-
пользуя элементарные преобразования, получим в какой-нибудь стро-
ке/столбце определителя как можно больше нулевых элементов. Для 
этого нужно выбрать самую «удобную» строку/столбец и подобрать 
числа k. Выберем 3-ю строку, так как линейную комбинацию элемен-
тов этой строки  ܽଷ௝ + ܽଷ௣ ∙ ݇  (j, p = 1, 2, 3, j ≠ p) легко сделать равной 
нулю. Прибавим ко второму элементу 3-й строки (ܽଷଶ	= –2) первый 
элемент 3-й строки (ܽଷଵ	= 1), умноженный на число k = 2, получим 0. 
Точно также прибавим к третьему элементу 3-й строки (ܽଷଷ	= 4) первый 
элемент 3-й строки (ܽଷଵ= 1), умноженный на число k = – 4, получим 0.   
То есть			ܽଷଶ + ܽଷଵ ∙ 2	= –2 + 1 · 2 = 0  и  ܽଷଷ + ܽଷଵ(−4)= 4 + 1 · (– 4) = 0.  

Так как мы выбрали «удобную» строку, то все действия будут 
производиться со всеми элементами столбца и, наоборот, если бы мы 
выбрали «удобный» столбец, то все действия производились бы со 
всеми элементами строки. 

Прибавим к элементам второго столбца соответственные эле-
менты первого столбца, умноженные на k = 2: II +  I · 2. 

Прибавим к элементам третьего столбца соответственные эле-
менты первого столбца, умноженные на k = – 4:  III +  I (– 4). А затем 
разложим определитель по 3-й строке. อ3 5 −14 1 51 −2 4 อ = ቮ3 5 + 3 ∙ 2 −1 + 3 ∙ (−4)4 1 + 4 ∙ 2 5 + 4 ∙ (−4)1 −2 + 1 ∙ 2 4 + 1 ∙ (−4) ቮ = อ3 11 −134 9 −111 0 0 อ = 
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= 1(−1)ଷାଵ ቚ11 −139 −11ቚ = 11(−11) − 9(−13) = −121 + 117 = −4. 
Здесь особенно важно обращать внимание, куда записывать ре-

зультат. Когда мы прибавляли к элементам второго столбца, резуль-
тат записывали вместо второго столбца, когда прибавляли к эле-
ментам третьего столбца – результат записывали вместо третьего. То 
есть результат действий записывается на место того столбца (или 
строки), к которому прибавляется. Вычитание можно рассматривать, 
как прибавление к одной строке (столбцу) другой, умноженной на –1. 

Если строки (столбцы) складываются, то результат записывается 
вместо любой из этих двух строк (столбцов). 

► Пример 7. Преобразовать определитель к треугольному виду 

и вычислить его อ 2 2 −12 −4 1−2 −2 2 อ. 
Решение. Чтобы вычислить определитель после преобразования 

его к треугольному виду, нужно перемножить элементы главной диа-
гонали (идущая из верхнего левого угла в нижний правый). อ 2 2 −12 −4 1−2 −2 2 อ = стр. ۷۷ − Iстр. ۷۷۷ + I = อ2 2 −10 −6 20 0 1 อ = 2(−6)	1 = −12. 

Заметим, что при сложении 1-й и 3-й строки в определителе по-
лучается строка с двумя нулевыми элементами. Поэтому его также не 
сложно было бы вычислить разложением по 3-й строке. 

► Пример 8. Вычислить определитель 4-го порядка ቮ2 35 7 5 			11 			22 36 4 	4 		1	9 −1ቮ. 
Решение. Чтобы вычислить определитель 4-го порядка, нужно 

использовать разложение по строке или столбцу. Если не использо-
вать элементарных преобразований, то придется считать четыре опре-
делителя 3-го порядка. Можно заметить, что в данном определителе 
есть «удобный» для элементарных преобразований 4-й столбец, зна-
чит будем действовать со строками. Результат записываем вместо 
строк, к которым прибавляем измененные другие строки и которые 
для удобства всегда будем выделять и указывать первыми в краткой 
записи преобразований.  
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ቮ2 35 7 5 			11 			22 36 4 	4 		1	9 −1ቮ =
стр. ۷۷ + I	(−2)стр. ۷۷۷ + 	Iܸстр. ࢂ۷ + I = 

= ተ 2 35 + 2(−2) 7 + 3(−2) 5 			11 + 5(−2) 			2 + 1(−2)2 + 6												 3 + 46 + 2												 4 + 3 	4 + 9 												1 + (−1)	9 + 5 −1 + 1 ተ = 

= ቮ2 31 1 5 			1−9 			08 78 7 	13 			0	14 			0ቮ. 
Разложим определитель по 4-му столбцу, а затем по 3-й строке: 

ቮ2 31 1 5 			1−9 			08 78 7 	13 			0	14 			0ቮ = 1(−1)ଵାସ อ1 1 −98 7 138 7 14อ = стр. ۷۷۷ − II = 

= − อ 1 1 −98 7 138 − 8 7 − 7 14 − 13อ = − อ1 1 −98 7 130 0 1 อ = = −1(−1)ଷାଷ ቚ1 18 7ቚ = −(7 − 8) = 1. 

Таким образом, выше было приведено четыре способа вычисле-
ния определителя 3-го порядка: 

– правило Саррюса («правило треугольников/звёздочки»); 
– дописывание первых двух столбцов справа от определителя  
(далее вычисляют шесть произведений: три с «+», три с «–»); 
– разложение определителя по строке или столбцу; 
– преобразование определителя к треугольному виду и пере-

множение элементов главной диагонали. 
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§ 2. МАТРИЦЫ 
 

2.1. Основные понятия 
 

Матрицей А размерами m х n называется прямоугольная табли-
ца из m строк и n столбцов, элементами которой могут быть числа, а 
также другие математические выражения. 

ܣ =
ۈۉ
ۇۈۈۈ
аଵଵ аଵଶ аଵଷ
аଶଵ аଶଶ аଶଷ
аଷଵ аଷଶ аଷଷ

… аଵ௝ … аଵ௡… аଶ௝ … аଶ௡… аଷ௝ … аଷ௡⋮ ⋮ ⋮
а௜ଵ а௜ଶ а௜ଷ⋮
а௠ଵ ⋮

а௠ଶ ⋮
а௠ଷ

⋱ ⋮ ⋱ ⋮… а௜௝ … а௜௡⋱… ⋮
а௠௝ ⋱… ⋮

а௠௡ۋی
 .ۊۋۋۋ

Матрицы обозначают большими латинскими буквами А, В, С и 
другими, а элементы матрицы – соответствующими маленькими ла-
тинскими буквами с указанием двойного индекса, где первое число i – 
это номер строки (i = 1, 2, …, m), а второе число j – номер столбца         
(j = 1, 2, …, n), на пересечении которых стоит данный элемент. 
Например, элемент аଷଶ  – матрицы А расположен в 3-й строке, 2-м 
столбце. Встречается обозначение			ܣ௠×௡ = (ܽ௜௝). 

Матрица может состоять из одной строки (вектор-строка), из 
одного столбца (вектор-столбец) и даже из одного элемента: ܤ = (ܾଵଵ ܾଵଶ ܾଵଷ ܾଵସ),							ܥ = ൭ܿଵଵܿଶଵܿଷଵ൱ ,						ܹ = (ଵଵݓ) =  .ଵଵݓ

Матрица, состоящая из одного числа (т.е. размерами 1 х 1), отож-
дествляется с этим числом. 

Квадратная матрица n-го порядка – матрица размерами n х n, 
т.е. у квадратной матрицы количество строк равно количеству столб-
цов.  

Главная диагональ квадратной матрицы n-го порядка – диаго-
наль, идущая из верхнего левого угла в нижний правый (слева напра-
во и сверху вниз), т.е. от элемента		аଵଵ к элементу а௡௡. 

Диагональная матрица – квадратная матрица, у которой все 
элементы вне главной диагонали (т.е. с индексами i ≠ j) равны нулю. 
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Треугольная матрица – квадратная матрица, у которой все эле-
менты выше или ниже главной диагонали (т.е. с индексами i < j или      
i > j) равны нулю. Соответственно их называют нижнетреугольная и 
верхнетреугольная матрицы (по расположению ненулевых элемен-
тов). 

Единичная матрица (обозначается Е) – диагональная матрица, 
у которой на главной диагонали все элементы равны единице.  

Нулевая матрица (обозначается О) – матрица любого размера, у 
которой все элементы равны нулю. 

В матричном исчислении матрицы О и Е играют соответственно 
роль чисел 0 и 1 в арифметике. 

Матрица вида C = (A | B), составленная из двух матриц (с одина-
ковым количеством строк), разделенных вертикальной чертой, назы-
вается расширенной. 

Примеры матриц: М – квадратная,   D – диагональная,  
N – нижнетреугольная, Е – единичная, 
V – верхнетреугольная, G – нулевая, 

R	–	расширенная: 
М = ቀ5 −13 0 ቁ ,				ܰ = ൭2 0 01 5 03 0 1൱,	ܸ = ൭1 7 30 1 20 0 5൱,		ܦ = ൭2 0 00 ݕ 00 0  ,ଷ൱ݔ

Е = ൭1 0 00 1 00 0 1൱,  ܩ = ൭0 00 00 0൱, 	ܴ = ൭4 6 −11 5 20 2 1 อ 1 22 45 1൱. 

 

Матрицы одинакового размера равны между собой, если равны 
все соответствующие элементы этих матриц. 

Симметрическая матрица – матрица, у которой			а௜௝ = а௝௜  (эле-
менты, симметричные относительно главной диагонали, равны): ܵ = ൭3 0 70 −1 7ݕ ݕ  .൱ݔ

Элемент матрицы назовём крайним, если он отличен от нуля, а 
все элементы этой строки, находящиеся левее него, равны нулю.  

Матрица называется ступенчатой, если крайний элемент каж-
дой строки находится правее крайнего элемента предыдущей строки.  

Матрицы А	 и В – ступенчатые, С – неступенчатая матрица (под-
черкиванием отмечены крайние элементы каждой строки): 
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ܣ = ቌ2 3 0 20 2 1 60 0 5 1ቍ,		ܤ = ൮2 1 0 90 4 6 100 00 00 80൲,  ܥ = ቌ2 3 8 20 0 0 60 5 4 1ቍ. 

Квадратная матрица А называется невырожденной, если det А ≠ 0	
и, наоборот,	если det А = 0, матрица называется вырожденной.  

 
2.2. Операции над матрицами 

 
Сложение, вычитание 
Складывать и вычитать можно матрицы только одинакового 

размера.  
Суммой матриц 	ܣ௠×௡ = (ܽ௜௝)  и ܤ௠×௡ = (ܾ௜௝)  называется мат-

рица С௠×௡ = (с௜௝) такая, что с௜௝ = а௜௝ + ܾ௜௝ для  ∀	i, j.  
Запись: С = А + В.  

Разностью матриц ܣ௠×௡ = (ܽ௜௝)  и ܤ௠×௡ = ൫ܾ௜௝൯  назовем мат-

рицу С௠×௡ = (с௜௝) такую, что с௜௝ = а௜௝ − ܾ௜௝  для  ∀	i, j.  
Запись: С = А – В.  
(∀ – математическое обозначение – квантор всеобщности. Чита-

ется: «для любого…», «для каждого…», «для всех…», или «лю-
бой…», «каждый…», «все…»). 

► Пример 9. Вычислим сумму и разность матриц:

 ቀ2 0 −35 −1 4 ቁ + ቀ−3 1 31 7 −2ቁ = ቀ−1 1 06 6 2ቁ; 

  

 ቀ2 0 −35 −1 4 ቁ − ቀ−3 1 31 7 −2ቁ = ቀ5 −1 −64 −8 6 ቁ. 

Свойства операции сложения матриц 
1°. А + В		= В	+ А			(коммутативность);   3°. А + О = А; 
2°. А + (В  + С) = (А + В ) + С  (ассоциативность); 4°. А	– А	= О. 

Умножение матрицы на число 
Произведение матрицы		ܣ௠×௡ = (ܽ௜௝)  на число k есть матрица ܤ௠×௡ = (ܾ௜௝)  такая, что ܾ௜௝ = ݇ · ܽ௜௝   для  ∀	i, j.  
Запись: B = k ·А. 
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► Пример 10. Вычислим произведение матрицы на число: 3 ቀ1 4 −20 −1 5 ቁ = ቀ3 12 −60 −3 15ቁ. 

Чтобы вынести общий множитель элементов матрицы за скобки, 
нужно каждый элемент матрицы разделить на это число, то есть это 
обратное действие к умножению матрицы на число. 

Матрица  –А	 = (– 1) А	 называется противоположной матрице А.	
Разность матриц можно определить так: А – В = А + (–В). 

Свойства операции умножения матрицы на число 
1°.  α · А	= А	· α; 
2°. α(β · А) = (α · β) А			(ассоциативность); 
3°. α(А + В ) = α · А	 + α · В (дистрибутивность относительно сложения мат-

риц); 
4°. (α + β) А	= α ·А	+ β · А	(дистрибутивность относительно сложения чисел). 

Здесь А, В		– матрицы, α,  β – числа. 

Линейная комбинация матриц 
Линейной комбинацией матриц А	 и В одинакового размера 

называется выражение вида α · А	+ β · В, где α, β – числа. 

Элементарные преобразования матриц 
1. Перестановка местами двух любых строк (столбцов). 
2. Умножение элементов строки (столбца) на число k ≠ 0. 
3. Прибавление к элементам одной строки (столбца) соответ-

ствующих элементов другой строки (столбца), умноженных на одно и 
то же число. 

Две матрицы А и В называются эквивалентными, если одна из 
них получается из другой с помощью элементарных преобразований.  

Запись: А	~ В. 
При помощи элементарных преобразований любую матрицу 

можно привести к матрице, у которой в начале главной диагонали 
стоят подряд несколько единиц, а все остальные элементы равны ну-
лю. Такую матрицу называют канонической, например ቌ1 00 1 0 00 00 00 0 1 00 0ቍ. 

► Пример 11. Привести к каноническому виду матрицу ܣ = 	൭2 3 1 20 2 −1 14 0 5 1൱. 
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Решение. Выполним следующие элементарные преобразования: 
1-й шаг. Поменяем местами 1-й и 3-й столбец (стлб) матрицы ൭2 3 1 20 2 −1 14 0 5 1൱ стлб	I		 ↔ III	~ ൭ 1 3 2 2−1 2 0 15 0 4 1൱. 

 

2-й шаг. В полученной матрице  
 ко 2-й строке (стр) прибавим 1-ю строку;  

к 3-й строке прибавим 1-ю строку, умноженную на –5. ൭ 1 3 2 2−1 2 0 15 0 4 1൱ стр	II + 	I	
стр	III + 	I(−5)~ 

~൭ 1 3 2	 																			2−1 + 1 2 + 3 0 + 2 												1 + 25 + 1(−5) 0 + 3(−5) 4 + 2(−5) 1 + 2(−5)൱ = ൭1 3 2 			20 5 2 			30 −15 −6 −9൱. 

 

3-й шаг. В полученной матрице  
ко 2-му столбцу прибавим 1-й столбец, умноженный на –3;  
к 3-му столбцу прибавим 1-й столбец, умноженный на –2; 
к 4-му столбцу прибавим 1-й столбец, умноженный на –2. ൭1 3 2 			20 5 2 			30 −15 −6 −9൱		~					 стлб		II + 	I(−3)стлб		III + 	I(−2)стлб		IV + 	I(−2)				~ 

~ቌ1 3 + 1(−3) 			2 + 1(−2) 			2 + 1(−2)0 5 + 0(−3) 			2 + 0(−2) 			3 + 0(−2)0 −15 + 0(−3) −6 + 0(−2) −9 + 0(−2)ቍ = ൭1 0 0 					00 5 2 					30 −15 −6 −9൱. 

 

4-й шаг. В полученной матрице  
2-й столбец умножим на 1/5, т.е. разделим на 5;  
3-й столбец умножим на 1/2, т.е. разделим на 2; 
4-й столбец умножим на 1/3, т.е. разделим на 3. ൭1 0 0 					00 5 2 					30 −15 −6 −9൱~	 стлб		II ∶ 5стлб		III ∶ 2стлб		IV ∶ 3	~൭1 0 ∶ 5 0 ∶ 2 					0 ∶ 30 5 ∶ 5 2 ∶ 2 					3 ∶ 30 −15 ∶ 5 −6 ∶ 2	 −9 ∶ 3൱ = 

= ൭1 0 0 					00 1 1 					10 −3 −3 −3൱. 

 

5-й шаг. В полученной матрице  
к 3-й строке прибавим 2-ю строку, умноженную на 3.  ൭1 0 0 					00 1 1 					10 −3 −3 −3൱ стр	III + 	II ∙ 3~ ൭ 1 0 0 																					00 1 1 																					10 + 0 ∙ 3 −3 + 1 ∙ 3 −3 + 1 ∙ 3 −3 + 1 ∙ 3൱~ 

~൭1 0 0 00 1 1 10 0 0	 0൱. 
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6-й шаг. В полученной матрице  
к 3-му столбцу прибавим 2-й столбец, умноженный на –1;   
к 4-му столбцу прибавим 2-й столбец, умноженный на –1. ൭1 0 0 00 1 1 10 0 0	 0൱ стлб		III + 	II(−1)~стлб		IV + 	II(−1) ቌ1 0 0 + 0(−1) 0 + 0(−1)0 1 1 + 1(−1) 1 + 1(−1)0 0 0 + 0(−1)	 0 + 0(−1)ቍ~	~൭1 0 0 00 1 0 00 0 0	 0൱. 

 
Произведение матриц 
 

Произведением матриц 	ܣ௠×௡ = ൫ܽ௜௣൯ и ܤ௡×௞ = (ܾ௤௝) называет-
ся матрица  С௠×௞ = (с௜௝)  такая, что 

с௜௝ = ෍ܽ௜௧ · ܾ௧௝௡
௧ୀଵ = 	ܽ௜ଵ · ܾଵ௝ + ܽ௜ଶ · ܾଶ௝ + ⋯+ ܽ௜௧ · ܾ௧௝ + ⋯+ ܽ௜௡ · ܾ௡௝, 

где i = 1, …, m, j = 1, …, k. То есть элемент новой матрицы С, находя-
щийся в i-й строке и j-м столбце, равен сумме произведений элемен-
тов i-й строки матрицы А на соответствующие элементы j-го столбца 
матрицы В – правило «строка на столбец». На рис. 3 схематически 
изображено вычисление элемента в произведении матриц и располо-
жение элемента в новой матрице. 
 

а) 

 
б)  

 
 

Рис. 3: а ‒ вычисление элемента в произведении, 
б ‒ расположение элемента в новой матрице 
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У матрицы 		С࢑×࢓ = ௡×࢓ܣ ∙ ࢑×௡ܤ  количество строк равно числу 
строк матрицы А, а количество столбцов равно числу столбцов матри-
цы В. 

Операция умножения С௠×௞ = ࢔×௠ܣ ∙ ௞×࢔ܤ   двух матриц возможна 
только, если число столбцов первой матрицы равно числу строк второй 
матрицы. Эту важную особенность легче проверять, если записать ря-
дом размеры матриц в том порядке, в котором они умножаются:  
матрицу 3х 3 на 3 х 4 умножить можно, результат – матрица 3 х 4; 
матрицу 4х 2 на 2 х 2 умножить можно, результат – матрица 4 х 2; 
матрицу 2х 4 на 4 х 1 умножить можно, результат – матрица 2 х 1; 
матрицу 2х 2 на 3 х 4 умножить нельзя, 
матрицу 3х 3 на 4 х 3 умножить нельзя, 
матрицу 1х 4 на 3 х 4 умножить нельзя. 

Умножение А · В и В · А квадратных матриц А и В одинаковых 
размеров возможно всегда.  

► Пример 12. Найти произведение матриц А · В, В · А, А · С, С · А, 

если это возможно, ܣ = ൭1 42 53 6൱ ,				В = ቀ7 98 0ቁ , С = ቀ−1 −2 −3−4 −5 −6ቁ. 

Решение. Матрица А имеет размеры 3 х 2, матрица В имеет раз-
меры 2 х 2. Матрицу 3х 2 на 2 х 2 умножить можно, т.е. А · В можно 
вычислить, результатом будет матрица размерами 3 х 2, а матрицу          
2 х 2 на 3 х 2 умножить нельзя, т.е. В · А вычислить нельзя. ܣ ∙ В = ൭૚ ૝2 53 6൱ ቀૠ 9ૡ 0ቁ = ൭ ૚ ∙ ૠ + ૝ ∙ ૡ 1 ∙ 9 + 4 ∙ 02 ∙ 7 + 5 ∙ 8			 2 ∙ 9 + 5 ∙ 03 ∙ 7 + 6 ∙ 8			 3 ∙ 9 + 6 ∙ 0൱ = 

= ൭39 954 1869 27൱. 

Матрица А имеет размеры 3 х 2, матрица С имеет размеры 2 х 3. 
Матрицу 3 х 2 на 2 х 3 умножить можно, т.е.  А · С  можно вычислить, 
результатом будет матрица размерами 3 х 3. Матрицу 2 х 3 на 3 х 2 
тоже можно умножить, т.е. С · А можно вычислить, результатом будет 
матрица размерами 2 х 2. ܣ ∙ ܥ = ൭૚ ૝2 53 6൱ ቀ−૚ −2 −3−૝ −5 −6ቁ = 
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= ቌ ૚(−૚) + ૝(−૝) 1(−2) + 4(−5) 1(−3) + 4(−6)2(−1) + 5(−4)			 2(−2) + 5(−5) 2(−3) + 5(−6)3(−1) + 6(−4)			 3(−2) + 6(−5) 3(−3) + 6(−6)ቍ = 

= ൭−17 −22 −27−22 −29 −36−27 −36 −45൱. 

ܥ ∙ ܣ = ቀ−૚ −૛ −૜−4 −5 −6ቁ൭૚ 4૛ 5૜ 6൱ = 

= ൬(−૚)૚ + (−૛)૛ + (−૜)૜ (−1)4 + (−2)5 + (−3)6(−4)1 + (−5)2 + (−6)3 (−4)4 + (−5)5 + (−6)6൰ =	 = ቀ−14 −32−32 −77ቁ. 

Можно увидеть, что А · С и С · А получились симметрическими, 
но не равными матрицами.  

Произведение матриц не обладает свойством коммутативности, 
т.е. в общем случае А · В ≠ В · А. Если же А · В = В · А, то матрицы А  и 
В называются перестановочными или коммутирующими (в этом 
случае А и В обязательно должны быть квадратными матрицами оди-
накового размера). 

Свойства операции умножения матриц 

1°. А (В · С) = (А · В) С = А · В · С (ассоциативность); 

2°. А (В + С) = А · В + А · С   (дистрибутивность); 

3°. (А + В) · С = А · С + В · С    (дистрибутивность); 

4°. α (А · В) = A (α · В) = (α · А) В; 

5°. D · Е = Е · D = D, 

где А, В, С – матрицы, Е – единичная матрица такого же размера, что 
и квадратная матрица  D, α – число.  

Эти свойства верны при условии, что данные произведения мат-
риц существуют. 

 

Транспонирование 
 

Транспонированной к матрице 	ܣ = ൫ܽ௜௝൯		называется матрица ܣ୘ = (ܽ௜௝ )୘ = ( ௝ܽ௜), полученная из исходной матрицы заменой строк 
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на столбцы (или столбцов на строки, результат будет такой же). В но-
вой матрице элемент i-й строки j-го столбца будет уже в j-й строке i-м 
столбце, элементы главной диагонали при этом остаются на своих ме-
стах. Данная операция называется транспонированием.  

Свойства операции транспонирования 

1°. Симметрическая матрица совпадает со своей транспониро-
ванной матрицей.  

2°. Если транспонировать матрицу два раза, то получится исход-
ная матрица (АТ)Т = А. 

3°.  (А + В)Т = АТ + ВТ. 
4°. (А · В)Т = ВТ · АТ. 
► Пример 13. Транспонировать матрицы А,  В,  С: ܣ = ൭3 2 14 5 69 8 7൱ ܤ										, = (−4 2 0 ܥ											,(15 = ቆݖݕݔቇ. 
Решение. ்ܣ = ൭3 4 92 5 81 6 7൱ , Тܤ = ቌ−42015ቍ,							்ܥ = ݔ) ݕ  .(ݖ
Возведение матрицы в степень 

Возведение матрицы А в целую положительную степень п сво-
дится к произведению п одинаковых матриц: ܣ௡ 	ܣ		= ∙ 	ܣ	 ∙ … ∙ раз	ᇣᇧᇧᇧᇤᇧᇧᇧᇥ݊ܣ	 . 

Дополнительно определим  А0	=	Е, А1	=	А.	
Возведение матрицы А в степень может привести к нулевой мат-

рице: ቀ			1 			1−1 −1ቁଶ = ቀ			1 			1−1 −1ቁ ቀ			1 			1−1 −1ቁ = ቀ0 00 0ቁ. 
Операция возведения в степень определена только для квадрат-

ных матриц. 
 

Матричный многочлен 
 

Если задан многочлен  f(x) = anx
n + an–1x

n–1 + … + a1x + a0, то 
матричным многочленом f(А) называется выражение 

f(А) = an · А n + an–1· А n–1 + … + a1· А + a0 · E. 
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Значением матричного многочлена f(А) будет матрица при за-
данной матрице А.	

► Пример 14. Найти значение матричного многочлена: 

а)  f(А), где f(x) =  – 2x2+ 5x + 4,   ܣ = ቀ1 20 3ቁ, 

б) f(В), где f(x) = x2 – 3x + 1,   В = ൭ 1 2 −13 0 1−2 1 5 ൱. 

Решение.  

а)  ܣ ∙ ܣ = ቀ1 20 3ቁ ቀ1 20 3ቁ = ቀ1 ∙ 1 + 2 ∙ 0 1 ∙ 2 + 2 ∙ 30 ∙ 1 + 3 ∙ 0 0 ∙ 2 + 3 ∙ 3ቁ = ቀ1 80 9ቁ, ݂(ܣ) =	– ଶܣ2 + ܣ5	 + ܧ4	 =	– 2 ቀ1 80 9ቁ + 5 ቀ1 20 3ቁ + 4 ቀ1 00 1ቁ = = ቀ−2 −160 −18ቁ + ቀ5 100 15ቁ + ቀ4 00 4ቁ = ቀ7 −60 1 ቁ. 
б) В ∙ В = ൭ 1 2 −13 0 1−2 1 5 ൱൭ 1 2 −13 0 1−2 1 5 ൱ = 

= ቌ			1 ∙ 1 + 2 ∙ 3 − 1 ∙ (−2) 			1 ∙ 2 + 2 ∙ 0 − 1 ∙ 1 			1 ∙ (−1) + 2 ∙ 1 − 1 ∙ 5			3 ∙ 1 + 0 ∙ 3 + 1 ∙ (−2) 			3 ∙ 2 + 0 ∙ 0 + 1 ∙ 1 			3 ∙ (−1) + 0 ∙ 1 + 1 ∙ 5−2 ∙ 1 + 1 ∙ 3 + 5 ∙ (−2) −2 ∙ 2 + 1 ∙ 0 + 5 ∙ 1 −2 ∙ (−1) + 1 ∙ 1 + 5 ∙ 5ቍ = 

= ൭ 9 1 −41 7 2−9 1 28൱ , 3 ∙ В = 3൭ 1 2 −13 0 1−2 1 5 ൱ = ൭ 3 6 −39 0 3−6 3 15൱. ݂(В) = Вଶ– 	3В+ ܧ = = ൭ 9 1 −41 7 2−9 1 28൱ − ൭ 3 6 −39 0 3−6 3 15൱ + ൭1 0 00 1 00 0 1൱ = ൭ 7 −5 −1−8 8 −1−3 −2 14൱. 
 
 

2.3. Обратная матрица 
 

Операции деления в матричном исчислении нет, но для некото-
рых матриц существует обратная матрица к матрице А, такая, что при 
умножении на матрицу А в произведении получится единичная мат-
рица.  

Обратной к квадратной матрице А называется матрица А–1, для 
которой выполнено равенство А–1 · А = А · А–1 =	 Е, где Е – единичная 
матрица. Матрицы Е и А–1 имеют те же размеры, что и матрица А. 
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Обратная матрица существует и единственна (∃!) только у не-
вырожденных матриц, т.е. у которых det А ≠ 0. 

Запись: А–1 ∃!		det А ≠ 0. 
Рассмотрим два способа нахождения обратной матрицы: метод 

присоединенной матрицы и метод элементарных преобразований (ме-
тод Гаусса). 

  

Метод присоединенной матрицы 
 

Для невырожденной матрицы А 3-го порядка А–1 находится по 
формуле ܣ–ଵ = 1det ܣ ൭ܣଵଵ ଵଶܣ ଶଵܣଵଷܣ ଶଶܣ ଷଵܣଶଷܣ ଷଶܣ ଷଷ൱ܣ

୘ = 1det ܣ ൭ܣଵଵ ଶଵܣ ଵଶܣଷଵܣ ଶଶܣ ଵଷܣଷଶܣ ଶଷܣ ଷଷ൱ܣ = 

=
ۈۉ
ۇۈ
ଵଵdetܣ ܣ ଶଵdetܣ ܣ ଷଵdetܣ ଵଶdetܣܣ ܣ ଶଶdetܣ ܣ ଷଶdetܣ ଵଷdetܣܣ ܣ ଶଷdetܣ ܣ ଷଷdetܣ ۋیܣ

 ,ۊۋ
где		ܣ௜௝	–	алгебраические дополнения, а матрица ܣሚ = ൭ܣଵଵ ଵଶܣ ଶଵܣଵଷܣ ଶଶܣ ଷଵܣଶଷܣ ଷଶܣ ଷଷ൱ܣ

୘ = 	൭ܣଵଵ ଶଵܣ ଵଶܣଷଵܣ ଶଶܣ ଵଷܣଷଶܣ ଶଷܣ ଷଷ൱ܣ = ଵ–ܣ ∙ det  ܣ

называется присоединенной матрицей. 
Для матриц других порядков обратная матрица находится анало-

гично. В частности, для матриц 2-го порядка формула имеет вид ܣ–ଵ = 1det ܣ ቀ ܽଶଶ −ܽଵଶ−ܽଶଵ ܽଵଵ ቁ. 
► Пример 15. Найти А–1 методом присоединенной матрицы для  

 

матрицы ܣ = ቀ1 −24 −5ቁ. 

Решение. Обратная матрица существует и единственна (∃!) толь-
ко у невырожденных матриц, у которых det А ≠ 0. 

det А = 1 (–5) – 4 (–2) = 3 ≠ 0. 
Вычислим алгебраические дополнения к каждому элементу мат-

рицы (по столбцам): 
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ଵଵܣ = (−1)ଵାଵ|−5| = 1(−5) = −5; ଶଵܣ  = (−1)ଶାଵ|−2| = −1(−2) = 2 ଵଶܣ ; = (−1)ଵାଶ|4| = −1 ∙ 4 = ଶଶܣ ;4− = (−1)ଶାଶ|1| = 1 ∙ 1 = ଵ–ܣ .1 = 1det ܣ ൬ܣଵଵ ଶଵܣଵଶܣ ଶଶ൰୘ܣ = 13 ቀ−5 −42 1 ቁ୘ = 13 ቀ−5 2−4 1ቁ. 
Таким образом, мы убедились, что для матриц 2-го порядка вер-

на формула ܣ–ଵ = 1det ܣ ቀ ܽଶଶ −ܽଵଶ−ܽଶଵ ܽଵଵ ቁ. 
► Пример 16. Найти А–1 методом присоединенной матрицы для 

 

матрицы ܣ = ൭3 5 −14 1 51 −2 4 ൱ и сделать проверку. 

Решение. Обратная матрица существует и единственна (∃!) толь-
ко у невырожденных матриц, у которых det А ≠ 0. Для данной матри-
цы определитель был посчитан в примере 6, det А = –4. 

Вычислим алгебраические дополнения к каждому элементу мат-
рицы (по столбцам): ܣଵଵ = (−1)ଵାଵ ቚ 1 5−2 4ቚ = 1(1 ∙ 4 − (−2)5) = ଶଵܣ ;14 = (−1)ଶାଵ ቚ 5 −1−2 4 ቚ = −1(5 ∙ 4 − (−2)(−1)) = ଷଵܣ ;18− = (−1)ଷାଵ ቚ5 −11 5 ቚ = 1(5 ∙ 5 − 1(−1)) = ଵଶܣ ;26 = (−1)ଵାଶ ቚ4 51 4ቚ = −1(4 ∙ 4 − 1 ∙ 5) = ଶଶܣ ;11− = (−1)ଶାଶ ቚ3 −11 4 ቚ = 1(3 ∙ 4 − 1(−1)) = ଷଶܣ ;13 = (−1)ଷାଶ ቚ3 −14 5 ቚ = −1(3 ∙ 5 − 4(−1)) = ଵଷܣ ;19− = (−1)ଵାଷ ቚ4 11 −2ቚ = 1(4(−2) − 1 ∙ 1) = ଶଷܣ ;9− = (−1)ଶାଷ ቚ3 51 −2ቚ = −1(3(−2) − 1 ∙ 5) = ଷଷܣ ;11 = (−1)ଷାଷ ቚ3 54 1ቚ = 1(3 ∙ 1 − 4 ∙ 5) = −17. 

Подставим найденные значения в формулу (не забываем про 
операцию транспонирования в этой формуле): 



28 

ଵ–ܣ = 1det ܣ ൭ܣଵଵ ଵଶܣ ଶଵܣଵଷܣ ଶଶܣ ଷଵܣଶଷܣ ଷଶܣ ଷଷ൱ܣ
୘ = 1−4൭ 14 −11 −9−18 13 1126 −19 −17൱

୘ = 

= 1−4൭ 14 −18 26−11 13 −19−9 11 −17൱ = 1det  .ሚܣܣ
Чтобы умножить матрицу на число, отличное от нуля, нужно 

каждый элемент матрицы умножить на это число. Но так как элемен-
ты матрицы не кратны 4, то элементы обратной матрицы будут дроб-
ными: 

ଵିସ ൭ 14 −18 26−11 13 −19−9 11 −17൱ = ۇۉ
−14 4ൗ 18 4ൗ −26 4ൗ11 4ൗ −13 4ൗ 19 4ൗ9 4ൗ −11 4ൗ 17 4ൗ  ,ۊی

поэтому для удобства проверки и краткости записи не будем вносить 
число (– ¼) в присоединенную матрицу, внесём только знак «–»: ଵିସ ൭ 14 −18 26−11 13 −19−9 11 −17൱ = ଵସ ൭−14 18 −2611 −13 199 −11 17 ൱. 

Проверка заключается в том, что при умножении найденной об-
ратной матрицы на исходную матрицу должна получиться единичная 
матрица А–1 · А = А–1 · А =	Е:	ܣ–ଵ ∙ 	ܣ = 	 ଵସ ൭−14 18 −2611 −13 199 −11 17 ൱൭3 5 −14 1 51 −2 4 ൱ =   

= ቌ−14 ∙ 3 + 18 ∙ 4 − 26 ∙ 1 −14 ∙ 5 + 18 ∙ 1 − 26(−2) −14(−1) + 18 ∙ 5 − 26 ∙ 4				11 ∙ 3 − 13 ∙ 4 + 19 ∙ 1 				11 ∙ 5 − 13 ∙ 1 + 19(−2) 				11(−1) − 13 ∙ 5 + 19 ∙ 4						9 ∙ 3 − 11 ∙ 4 + 17 ∙ 1 							9 ∙ 5 − 11 ∙ 1 + 17(−2) 							9(−1) − 11 ∙ 5 + 17 ∙ 4ቍ = 

= 14൭4 0 00 4 00 0 4൱ = ൭1 0 00 1 00 0 1൱ = Е. 
Проверка выполнена, обратная матрица найдена верно. 

 
Метод элементарных преобразований (метод Гаусса) 

 

Припишем справа к матрице А размерами п х п единичную мат-
рицу такими же размерами п х п, разделяя их вертикальной чертой. 
Получится прямоугольная матрица G = ( А | Е ) размерами п х 2п. Умно-
жим справа обе части этой «сдвоенной» матрицы G на А–1, получим  

 =ଵ–ܣ
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Ğ = ( А ∙ А–1 | Е ∙ А–1 ) = ( Е | А–1 ). 
Таким образом, если элементарными преобразованиями над 

строками матрицы G привести ее к виду Ğ = ( Е | А–1 ), где в левой ча-
сти единичная матрица Е, то в правой части окажется искомая обрат-
ная матрица А–1. 

Вычисляя обратную матрицу предыдущим методом присоеди-
ненной матрицы, можно заметить, что элементы матрицы А–1 чаще 
всего дробные (так как происходит деление на det А). То есть чаще 
всего правая часть матрицы Ğ = ( Е | А–1 ) дробная, а это значит, что 
при элементарных преобразованиях над строками матрицы G придет-
ся работать с дробями, чтобы этого избежать, умножим справа обе ча-
сти матрицы G = ( А | Е )  на  А–1∙ det А: 

(А ∙ А–1∙ det А | Е ∙ А–1∙ det А) = (Е ∙ det А | А–1 ∙ det А) = (Е ∙ det А | ܣሚ) = = ൭detА 0 00 detА 00 0 detАอܣሚ൱, 

где в правой части получим присоединенную матрицу 	ܣሚ. После при-
ведения матрицы G = ( А | Е ) к виду Ĝ = ( Е ∙ detА | ܣሚ ) достаточно бу-
дет последним действием разделить все элементы матрицы Ĝ на 
det А, таким образом, справа будет получена обратная матрица А–1. 

► Пример 17. Найти методом Гаусса обратную матрицу А–1 для 

матрицы 	ܣ = ൭3 5 −14 1 51 −2 4 ൱. 

Решение. В примере 16 мы выяснили, что для данной матрицы 
А–1 существует, так как det А = –4. Запишем матрицу G = ( А | Е ). При-
ведем ее к виду Ĝ = ( Е ∙ det А | ܣሚ ), т.е. диагональной матрице с эле-
ментами на главной диагонали, равными –4.  

Обратим внимание на следующие особенности. В методе Гаусса 
элементарные преобразования производятся над строками матрицы G 
и ими являются: 

1) перестановка местами двух любых строк; 
2) умножение элементов строки на число k ≠ 0; 
3) прибавление к элементам одной строки соответствующих 

элементов другой строки, умноженных на одно и то же число. 
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Преобразования 2 и 3 можно делать одновременно, т.е. напри-
мер, умножить первую строку на 5 и прибавить к ней вторую строку, 
умноженную на (–3).  

У матриц в отличие от определителя результат действий после 
элементарных преобразований можно записывать вместо любой стро-
ки. Заметим, что у определителей умножение элементов строки на 
число k ≠ 0 не является элементарным преобразованием. 

Выполняя элементарные преобразования над матрицами, удоб-
нее от вычитания переходить к сложению с противоположными эле-
ментами, т.е. описанное выше действие: стр I · 5 + стр II · (–3) на са-
мом деле является вычитанием стр I · 5 – стр II · 3, но для удобства 
вычислений используют такой прием. Так как преобразования можно 
выполнять только со строками, то в будущем будем опускать в крат-
кой записи преобразований уточнение «стр». 

Делать нулевыми все, кроме стоящих на главной диагонали, 
элементы правой части матрицы Ĝ = (Е ∙ det А | ܣሚ) нужно по столбцам – 
один под другим. Например, сначала зануляем элемент ܽଶଵ, а затем сто-
ящий под ним ܽଷଵ, причем получить это можно за один раз, не перепи-
сывая постоянно матрицу после каждого преобразования. Можно начать 
делать нулевыми элементы третьего столбца, т.е. ܽଵଷ и ܽଶଷ или второго, 
т.е. ܽଵଶ и ܽଷଶ. А элементы на главной диагонали  следует преобразовать 
так, чтобы они стали кратными определителю матрицы. 

Все преобразования будем записывать кратко. Номер строки, 
вместо которой записываем результат, – выделен. Зануляем сначала 
элементы первого столбца и одновременно делаем элемент ܽଵଵ крат-
ным определителю, который равен –4. 

൭3 5 −14 1 51 −2 4 อ1 0 00 1 00 0 1൱~ ۷ + 	III۷۷ − I − III۷۷۷ ∙ 3 − I ~ 

 ~൭ 3 + 1 5 − 2 −1 + 44 − 3 − 1 1 − 5 − (−2) 5 − (−1) − 41 ∙ 3 − 3 −2 ∙ 3 − 5 4 ∙ 3 − (−1) อ 1 + 0 0 + 0 0 + 10 − 1 − 0 1 − 0 − 0 0 − 0 − 10 ∙ 3 − 1 0 ∙ 3 − 0 1 ∙ 3 − 0 ൱ = 

 = ൭4 				3 30 −2 20 −11 13อ			1 0 			1−1 1 −1−1 0 			3൱~ ۷ ∙ 2 + 	II ∙ 3۷۷ ∙ 2۷۷۷ ∙ (−2) + II ∙ 11~ 

(теперь зануляем элементы второго столбца, а элемент 	ܽଶଶ уже мож-
но сделать равным –4. Так как вычисления расписаны подробно, то 
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матрицу приходится писать на двух строках (на первой строке – левая 
часть матрицы, на нижней – правая часть). 

~൭ 4 ∙ 2 + 0 ∙ 3 3 ∙ 2 + (−2)3 3 ∙ 2 + 2 ∙ 30 ∙ 2 −2 ∙ 2 2 ∙ 20(−2) + 0 ∙ 11 −11(−2) + (−2)11 13(−2) + 2 ∙ 11ะ ะ อ ൱ 

 ൭∗ อ ะ ะ 1 ∙ 2 + (−1)3 0 ∙ 2 + 1 ∙ 3 1 ∙ 2 + (−1)3−1 ∙ 2 1 ∙ 2 −1 ∙ 2−1(−2) + (−1)11 0(−2) + 1 ∙ 11 3(−2) + (−1)11൱ = 

 = ൭8 			0 120 −4 			40 			0 −4อ−1 3 −1−2 2 −2−9 11 −17൱ ۷ + III ∙ 3~۷۷ + III = 

(Осталось сделать нулевыми элементы третьего столбца). 

= ൭8 + 0 ∙ 3 			0 + 0 ∙ 3 12 + (−4)30 + 0 −4 + 0 4 + (−4)0 0 −4 อ−1 + (−9)3 3 + 11 ∙ 3 −1 + (−17)3−2 + (−9) 2 + 11 −2 + (−17)−9 11 −17 ൱ = 

 = ൭8 			0 00 −4 00 0 −4อ−28 36 −52−11 13 −19−9 11 −17൱ ۷ : (−2)~ ൭−4 			0 00 −4 00 0 −4อ 14 −18 26−11 13 −19−9 11 −17൱. 

Полученная матрица и есть матрица  

Ĝ = ( Е ∙ det А | ܣሚ )	= ൭det	ܣ 0 00 det	ܣ 00 0 det	Аอܣሚ൱. 

Разделим все ее элементы на det А = – 4: ିܣଵ ۇۉ =
−14 4ൗ 18 4ൗ −26 4ൗ11 4ൗ −13 4ൗ 19 4ൗ9 4ൗ −11 4ൗ 17 4ൗ  .ۊی

Получили матрицу, как и в примере 16. 
 

Свойства обратной матрицы 
 

1°.	det(ିܣଵ) = ଵୢୣ୲஺ Т(ଵିܣ)	.3° ; =  .ଵି(Тܣ)
ܣ)	.2° ∙ В)ିଵ = Вିଵ ∙ ଵି(ଵିܣ)	.ଵ; 4°ିܣ =  .ܣ
 

2.4. Матричные уравнения 
 

Матричные уравнения простейшего вида с неизвестной матри-
цей X записывают следующим образом: 
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ܣ ∙ ܺ = В,   ܺ ∙ ܣ = В,     ܣ ∙ ܺ ∙ С =  .ܤ
В этих уравнениях A, B, C, X	 – матрицы таких размеров, что все 

используемые операции умножения возможны, и с обеих сторон от 
знаков равенства находятся матрицы одинаковых размеров. 

Если в приведенных выше уравнениях матрицы A	 и C невырож-
денные (т.е. их определители не равны нулю), то решения этих урав-
нений записываются соответственно: ܺ = ଵିܣ ∙ В,  ܺ = В ∙ ܺ   ,ଵିܣ = ଵିܣ ∙ ܤ ∙ Сିଵ. 

► Пример 18. Решить матричное уравнение ቀ2 −21 −3ቁܺ = ቀ6 −101 −9 ቁ. 
Решение. Запишем данное матричное уравнение в виде ܣ ∙ ܺ = В,  

где ܣ = ቀ2 −21 −3ቁ ܤ			, = ቀ6 −101 −9 ቁ. 
Решением является матрица 	ܺ = ଵିܣ ∙ В	(если существует мат-

рица ିܣଵ). 
1. Найдем определитель матрицы А: det ܣ = ቚ2 	−21 −3ቚ = −4 ≠ 0. 
Значит, обратная матрица ିܣଵ	 существует, и исходное уравне-

ние имеет (единственное) решение. 
2. Найдем обратную матрицу по формуле (см. вычисление об-

ратных матриц): ܣ–ଵ = 1det ܣ ቀ ܽଶଶ −ܽଵଶ−ܽଶଵ ܽଵଵ ቁ. ܣ = ቀ2 −21 −3ቁ ଵିܣ								, = 1−4 ቀ−3 2−1 2ቁ. 
3. Найдем матрицу  ܺ = ଵିܣ ∙ В = ଵିସ ቀ−3 2−1 2ቁ ቀ6 −101 −9 ቁ = ቀ4 −31 2 ቁ. 

Ответ:   ܺ = ቀ4 −31 2 ቁ. 
► Пример 19. Найти матрицу Х, удовлетворяющую уравнению ቀ 1 0−1 3ቁܺ ቀ−1 21 3ቁ = ቀ 5 15−14 −27ቁ. 
Решение. Запишем матричное уравнение в виде		ܣ ∙ ܺ ∙ С =   ,ܤ

где ܣ = ቀ 1 0−1 3ቁ , В = ቀ 5 15−14 −27ቁ ,						С = ቀ−1 21 3ቁ.		 
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Его решением является матрица ܺ = ଵିܣ ∙ ܤ ∙ Сିଵ (если матрицы ିܣଵ и Сିଵ	 существуют). 
1. Найдем определители матриц A	и C: det ܣ = ቚ 1 0−1 3ቚ = 3 ≠ 0,   det ܥ = ቚ−1 21 3ቚ = −5 ≠ 0. 
Матрицы A	 и C невырожденные, значит, существуют обратные 

матрицы ିܣଵ и 	Сିଵ, и исходное уравнение имеет (единственное) ре-
шение. 

2. Найдем обратные матрицы 	ିܣଵ  и 	Сିଵ . Опять используем 
формулу ܣ–ଵ = 1det ܣ ቀ ܽଶଶ −ܽଵଶ−ܽଶଵ ܽଵଵ ቁ. ܣ = ቀ 1 0−1 3ቁ,					ିܣଵ = 13 ቀ3 	01 1ቁ ; 

С = ቀ−1 21 3ቁ , Сିଵ = 1−5 ቀ 3 −2−1 −1ቁ. 
3. Найдем матрицу  ܺ = ଵିܣ ∙ ܤ ∙ Сିଵ = 13 ቀ3 	01 1ቁ ቀ 5 15−14 −27ቁ 1−5ቀ 3 −2−1 −1ቁ = = 1−15 ቀ15 45−9 −12ቁ ቀ 3 −2−1 −1ቁ = 1−5 ቀ 5 15−3 −4ቁ ቀ 3 −2−1 −1ቁ = = 1−5ቀ 0 −25−5 10 ቁ = ቀ0 51 −2ቁ. 
Ответ:   ܺ = ቀ0 51 −2ቁ. 
 

2.5. Ранг матрицы 
 

Рассмотрим матрицу A	размерами m×n. 

ܣ =
ۈۉ
ۇۈۈۈ
аଵଵ аଵଶ аଵଷ
аଶଵ аଶଶ аଶଷ
аଷଵ аଷଶ аଷଷ

… аଵ௝ … аଵ௡… аଶ௝ … аଶ௡… аଷ௝ … аଷ௡⋮ ⋮ ⋮
а௜ଵ а௜ଶ а௜ଷ⋮
а௠ଵ ⋮

а௠ଶ ⋮
а௠ଷ

⋱ ⋮ ⋱ ⋮… а௜௝ … а௜௡⋱… ⋮
а௠௝ ⋱… ⋮

а௠௡ۋی
 .ۊۋۋۋ
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Минором k-го порядка Мk произвольной матрицы A называется 
определитель, составленный из элементов матрицы, расположенных 
на пересечении каких-либо k строк и k столбцов (k ≤ min (m; n), где 
min (m; n) –  меньшее из чисел m и n). (Заметим, что количество таких 

миноров равно ܥ௠௞ ∙ ௡௞ܥ ௡௞, гдеܥ = ௡!௞!(௡ି௞)!  – число сочетаний из n эле-

ментов по k). Понятия «минор элемента матрицы» и «минор матрицы» 
имеют различный смысл, и их не следует путать. 

Например, в матрице A	можно указать такие миноры 2-го порядка: ቚаଵଵ аଵଶ
аଶଵ аଶଶቚ,   ቚаଶଶ аଶଷ

аଷଶ аଷଷቚ,   ቚаଵଶ аଵସ
аଷଶ аଷସቚ,   ቚ а௜௝ а௜௡

а௠௝ а௠௡ቚ и другие, 

миноры 3-го порядка: อаଵଵ аଵଶ аଵଷ
аଶଵ аଶଶ аଶଷ
аଷଵ аଷଶ аଷଷอ,  อаଵଶ аଵଷ аଵହ

аଷଶ аଷଷ аଷହ
аସଶ аସଷ аସହอ,  อаଶଷ аଶ௝ аଶ௡

а௜ଷ а௜௝ а௜௡
а௠ଷ а௠௝ а௠௡อ	и др. 

Рангом матрицы называется наибольший из порядков миноров 
данной матрицы, отличных от нуля. Обозначается r, r(A), или rang(A). 

Очевидно, что 0 ≤ rang(A) ≤ min (m; n). 
Ранг нулевой матрицы равен нулю. Ранг квадратной матрицы п-

го порядка равен п тогда и только тогда, когда ее определитель не ра-
вен нулю. 

Базисным минором называется минор, порядок которого опре-
деляет ранг матрицы. У матрицы может быть несколько базисных ми-
норов. 

 

Свойства ранга матрицы 
 

1°. При транспонировании матрицы ее ранг не меняется. 
2°. Если вычеркнуть из матрицы нулевой столбец/строку, то 

ранг матрицы не изменится. 
3°. Ранг матрицы не изменяется при элементарных преобразова-

ниях матрицы. 
4°. Ранг ступенчатой матрицы равен количеству ее ненулевых 

строк. Ранг канонической матрицы равен числу единиц на главной 
диагонали. 

Определить ранг матрицы можно следующими способами: 
– по определению; 
– используя метод элементарных преобразований; 
– используя метод окаймляющих миноров. 
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Вычисление ранга матрицы по определению 
 

► Пример 20. Найти ранги матриц:  

а) ܣ = ቀ1 −3 80 0 0ቁ ; б) В = ቀ5 00 1ቁ ;			в)  С = ൭ 1 05 0−2 0 3 01 01 0൱. 

Решение.  
а) Любой из миноров 2-го порядка матрицы A равен нулю, и су-

ществует хотя бы один минор 1-го порядка, не равный нулю, напри-
мер |8| = 8. Базисным минором матрицы A является каждый из нену-
левых миноров 1-го порядка: | 1 | = 1, | –3 | = – 3, | 8 | = 8. Следователь-
но, rang(A) = 1. 

б) Так как существует минор 2-го порядка		ቚ5 00 1ቚ = 5, не рав-

ный нулю, а миноров 3-го порядка у матрицы В нет, то rang(В) = 2. 

Единственный базисный минор матрицы В – минор		ቚ5 00 1ቚ. 
в) Все миноры 3-го порядка равны нулю. Есть минор 2-го поряд-

ка, отличный от нуля ቚ1 35 1ቚ = −14 ≠ 0. Значит, rang(С) = 2. Базис-

ный минор стоит на пересечении 1-й и 2-й строк с 1-м и 3-м столб-
цами. 

 

Метод элементарных преобразований 
 

На свойстве 4° основан метод элементарных преобразований 
нахождения ранга матрицы. То есть матрицу A приводят к ступенча-
тому виду с помощью элементарных преобразований; количество 
ненулевых строк полученной ступенчатой матрицы есть искомый 
ранг матрицы A. 

► Пример 21. Найти ранги матриц методом элементарных пре-
образований: 

а)  ܣ = ൭2 3 1 20 2 −1 14 0 5 1൱;  б)  В = ൭2 −1 5 61 			1 3 51 −5 1 −3൱. 

Решение.  

а) В примере 11 показано, что ܣ	~൭1 0 0 00 1 0 00 0 0	 0൱. 
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То есть ܣ	~ ቀ1 00 1 0 00 0ቁ. Таким образом, rang(A) = 2. 

б) Приведем матрицу к ступенчатому виду с помощью элемен-
тарных преобразований   ൭2 −1 5 61 			1 3 51 −5 1 −3൱ 2 ∙ ۷۷ − I~2 ∙ ۷۷۷ − I ൭2 −1 5 60 			3 1 40 −9 −3 −12൱ ~۷۷۷ + 3 ∙ II ~൭2 −1 5 60 			3 1 40 			0 0 0൱. 

Полученная ступенчатая матрица содержит две ненулевые стро-
ки, значит, ее ранг равен  2. Следовательно, ранг исходной матрицы 
тоже равен 2, rang(В) = 2. 

 

Метод окаймляющих миноров 
 

Данный метод нахождения ранга матрицы A состоит в следую-
щем. Необходимо: 

1) Найти какой-нибудь минор М1 первого порядка (т.е. элемент 
матрицы), отличный от нуля. Если такого минора нет, то матрица A 
нулевая и rang(A) = 0. 

2) Вычислять миноры 2-го порядка, содержащие М1 (окаймляю-
щие М1) до тех пор, пока не найдется минор М2, отличный от нуля. 
Если такого минора нет, то rang(A) = 1, если есть, то rang(A) ≥ 2. И так 
далее 

… 
k) Вычислять (если они существуют) миноры k-го порядка, 

окаймляющие минор Мk – 1 ≠ 0. Если таких миноров нет, или они все 
равны нулю, то rang(A) = k – 1; если есть хотя бы один такой минор   
Мk ≠ 0, то rang(A) ≥ k, и процесс продолжается. 

При нахождении ранга матрицы таким способом достаточно на 
каждом шаге найти всего один ненулевой минор k-го порядка, причем 
искать его только среди миноров, содержащих минор Мk – 1 ≠ 0. 

► Пример 22. Найти ранг матрицы методом окаймляющих ми-
норов и указать один из базисных миноров ܣ = ൭1 			3 3 40 			0 1 22 			6 1 −2൱. 
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Решение. Так как у матрицы А  есть ненулевые элементы, то 
r (А) ≥ 1.  Найдем какой-либо ненулевой минор 2-го порядка (если он 

существует). Таким минором является, например Мଶ = ቚ3 30 1ቚ = 3 ≠ 0. 

Значит, rang(A) ≥ 2. 
Вычислим миноры 3-го порядка, окаймляющие Мଶ: Мଷ(ଵ) = อ1 3 30 0 12 6 1อ = ൤ Разложениепо	2-й	строке൨ = −1 ቚ1 32 6ቚ = 0; 

Мଷ(ଶ) = อ3 3 			40 1 		26 1 −2อ = ൤ Разложениепо	1-му	столбцу൨ = 3 ቚ1 			21 −2ቚ + 6 ቚ3 	41 2ቚ = = 3(−2 − 2) + 6(6 − 4) = −12 + 12 = 0. 
Все миноры 3-го порядка, окаймляющие М2, равны нулю, следо-

вательно, rang(A) < 3. Итак, rang(A) = 2. 

Одним из базисных миноров является М 2 = ቚ3 30 1ቚ. 
 
 

§ 3. СИСТЕМЫ ЛИНЕЙНЫХ УРАВНЕНИЙ 
 

3.1. Основные понятия 
 

Системой линейных алгебраических уравнений (СЛАУ), со-
держащей т уравнений и п неизвестных, называется система вида 

൞ ܽଵଵݔଵ + ܽଵଶݔଶ + ⋯+ ܽଵ௡ݔ௡ = ܾଵ,ܽଶଵݔଵ + ܽଶଶݔଶ + ⋯+ ܽଶ௡ݔ௡ = ܾଶ,…………………………………ܽ௠ଵݔଵ + ܽ௠ଶݔଶ + ⋯+ ܽ௠௡ݔ௡ = ܾ௠,   (*) 

где числа ܽ௜௝ (i = 1, 2, …, m;  j = 1, 2, …, n) называются коэффициен-
тами системы, а числа ܾଵ, … , ܾ௠ – свободными членами. 

В общем случае количество уравнений т может не совпадать с 
числом неизвестных п. На практике встречаются все ситуации: т = п, 
т < п и т > п. 

Решением системы (*) называется такой набор чисел (c1, c2, ... , 
cп), что при его подстановке в систему вместо соответствующих неиз-
вестных (c1 вместо х1, ..., cп вместо хп) каждое из уравнений системы 
обращается в тождество. 

Совместная система – система, имеющая хотя бы одно решение.  
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Несовместная система – система, не имеющая ни одного ре-
шения.  

Определенная система – система, имеющая единственное ре-
шение.  

Неопределенная система – система, имеющая более одного 
решения. Каждое решение неопределенной системы называется 
частным решением системы. Совокупность всех частных решений 
называется общим решением. 

Две системы линейных уравнений с одинаковым числом неиз-
вестных называются эквивалентными (равносильными), если мно-
жества всех решений этих систем совпадают. Эквивалентные системы 
получаются, в частности, при элементарных преобразованиях си-
стемы при условии, что преобразования выполняются лишь над 
строками. 

Однородная система – система, у которой все свободные члены 
равны нулю (ܾଵ = ܾଶ = 	… = ܾ௠ = 0): 

൞ ܽଵଵݔଵ + ܽଵଶݔଶ + ⋯+ ܽଵ௡ݔ௡ = 0,ܽଶଵݔଵ + ܽଶଶݔଶ + ⋯+ ܽଶ௡ݔ௡ = 0,…………………………………ܽ௠ଵݔଵ + ܽ௠ଶݔଶ + ⋯+ ܽ௠௡ݔ௡ = 0, 
в противном случае она называется неоднородной. Однородная си-
стема всегда совместна, так как х1 = х2 = ... = хп = 0 является решением 
системы. Это решение называется нулевым или тривиальным. 

Систему (*) можно записать в матричной форме  ܣ ∙ ܺ = В, 

или   ൮ ܽଵଵ ܽଵଶ… ܽଵ௡ܽଶଵ ܽଶଶ… ܽଶ௡⋮						 ⋮			⋱			 ⋮ܽ௠ଵ ܽ௠ଶ… ܽ௠௡൲൮
௡൲ݔ⋮ଶݔଵݔ = ൮ܾଵܾଶ⋮ܾ௡൲, 

где ܣ = ൮ ܽଵଵ ܽଵଶ… ܽଵ௡ܽଶଵ ܽଶଶ… ܽଶ௡⋮ 				⋮				⋱				 ⋮ܽ௠ଵ ܽ௠ଶ… ܽ௠௡൲ ‒ матрица системы,  

ܺ = ൮ݔଵݔଶ⋮ݔ௡൲ 	и		В = ൮ܾଵܾଶ⋮ܾ௡൲		  ‒ соответственно столбец неизвестных, 

или вектор-столбец, и столбец свободных членов. 
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Произведение матриц А ∙ Х определено, так как в матрице А 
столбцов столько же, сколько строк в матрице Х (п штук). 

Решение системы можно записать в виде столбца 		С = ൮сଵсଶ⋮
с௡൲.	

Расширенной матрицей системы называется матрица 

ܣ̅ = (ܤ	|	ܣ) = ൮ ܽଵଵ ܽଵଶ… ܽଵ௡ܽଶଵ ܽଶଶ… ܽଶ௡⋮		 			⋮⋱	 				⋮		ܽ௠ଵ ܽ௠ଶ… ܽ௠௡ተ
ܾଵܾଶ⋮ܾ௡൲. 

 
3.2.  Теорема Кронекера ‒ Капелли 

 
Система линейных алгебраических уравнений (*) совместная 

тогда и только тогда, когда ранг матрицы системы равен рангу 
расширенной матрицы системы 

rang(А) = rang(Ā). 

Исследовать систему линейных уравнений означает определить, 
совместная она или нет, а для совместной системы – выяснить, опре-
деленная она или нет. При этом возможны три варианта: 

1. Если rang(А) < rang(Ā), то система несовместная (решений 
нет). 

2. Если rang(А) = rang(Ā) = n (где n – число неизвестных), то си-
стема совместная и определенная (решение есть и оно единственное). 

3. Если rang(А) = rang(Ā) < n, то система совместная и неопреде-
ленная (решение есть, но оно не единственное, решений бесконечно 
много). 

Примечание. Более подробно можно эти случаи расписать в зависимости 
от количества уравнений и неизвестных в системе: 

 
rang(А) < rang(Ā)  система несовместная 
 
rang(А) = rang(Ā) = r система совместная 
n > m > r бесконечно много решений  (кол-во неизв. > кол-ва ур-й > ранга) 
n > m = r бесконечно много решений  (кол-во неизв. > кол-ва ур-й = рангу) 
n = m > r бесконечно много решений  (кол-во неизв. = кол-ву ур-й > ранга) 
m > n > r бесконечно много решений  (кол-во ур-й > кол-ва неизв. > ранга) 
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m = n = r единственное решение  (кол-во неизв. = кол-ву ур-й = рангу) 
m > n = r единственное решение  (кол-во ур-й > кол-ва неизв. = рангу, 

переопределенная система, есть лишние 
уравнения, которые можно получить из 
других уравнений системы). 

 
Правило решения произвольной системы линейных уравнений 
1. Найти ранги основной и расширенной матриц системы. Если 

rang(А) ≠ rang(Ā), то система несовместная (решений нет). 
2. Если rang(А) = rang(Ā) = r, то система совместная. Найти ка-

кой-либо базисный минор порядка r (напоминание: минор, порядок 
которого определяет ранг матрицы, называется базисным). Взять r 
уравнений, из коэффициентов которых составлен базисный минор 
(остальные уравнения отбросить). Неизвестные, коэффициенты кото-
рых входят в базисный минор, называют главными и оставляют слева, 
а остальные п – r неизвестных называют свободными и переносят в 
правые части уравнений. 

3. Найти выражения главных неизвестных через свободные. По-
лучить общее решение системы. 

4. Придавая свободным неизвестным произвольные значения, 
получим соответствующие значения главных неизвестных. Таким об-
разом, можно найти частные решения исходной системы уравнений. 

► Пример 23. Исследовать систему линейных уравнений; если 
она совместная, решить ее: ൜2ݔ − ݕ = ݔ12 + ݕ = 7. 

Решение. Запишем расширенную матрицу системы и приведем 
ее к ступенчатому виду с помощью элементарных преобразований: 

Ā = ቀ2 −12 1 ቚ 17ቁ ~۷۷ − I ቀ1 −10 2 ቚ 16ቁ. 
Ранг матрицы равен количеству ненулевых строк ступенчатой 

матрицы. Значит, ранг матрицы системы равен 2 (в эквивалентной А 
матрице, которая записана в левой части расширенной матрицы, две 
ненулевые строки) и ранг Ā тоже равен 2 (в эквивалентной Ā матрице 
тоже две ненулевые строки): rang(А) = rang(Ā) = 2, следовательно, си-
стема совместная. Количество неизвестных также равно 2:  
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п = rang(А) = rang(Ā) = 2, 

значит, система определенная, т.е. имеет единственное решение. За-
пишем систему уравнений, соответствующую полученной расширен-
ной матрице (в 1-м столбце находятся коэффициенты при х, а во 2-м – 
при у, 1-я строка соответствует 1-му уравнению, 2-я – 2-му уравнению): ൜2ݔ − ݕ = ݕ12 = 6 . 

Из второго уравнения y = 3, подставляя это значение в первое 
уравнение, получим х = 2. 

Итак, решение (2; 3).  
Ответ: система совместная и определенная; решение (2; 3).  

► Пример 24. Исследовать на совместность системы линейных 
уравнений: 

а) ൜ ݔ + ݕ = ݔ13 + ݕ3 = 6;    б) ൜ ݔ3 − ݕ2 = ݔ4−6 + ݕ4 =‒8.	 
Решение. Даже без вычисления рангов матриц можно сделать 

вывод о совместности этих систем.  
а) Разделим второе уравнение системы на 3: ൜ ݔ + ݕ = ݔ3							1 + ݕ3 = 6			| ∶ 3,  ൜ݔ + ݕ = ݔ1 + ݕ = 2. 
Очевидно, что такая система не имеет решений, т.е. несовмест-

ная. Убедимся в этом также с помощью теоремы Кронекера ‒ Капел-
ли. Запишем расширенную матрицу системы и приведем ее к ступен-
чатому виду с помощью элементарных преобразований ቀ1 13 3ቚ 16ቁ ~۷۷ ∶ 3 ቀ1 11 1ቚ 12ቁ ~۷۷ − I ቀ1 10 0ቚ 11ቁ	. 

Ранг матрицы равен количеству ненулевых строк ступенчатой 
матрицы. В эквивалентной А матрице (записана в левой части) только 
одна ненулевая строка. Значит, ранг матрицы системы равен 1. А в эк-
вивалентной Ā матрице две ненулевые строки, т.е. ранг расширенной 
матрицы системы равен 2.  

Так как rang(А) = 1 < 2 = rang(Ā), то система несовместная (ре-
шений нет). 

б) Разделим второе уравнение системы на –2: ൜ ݔ3 − ݕ2 = ݔ4−6 + ݕ4 =‒8	| ∶ (−2),  ൜3ݔ − ݕ2 = ݔ43 − ݕ2 = 4.	 
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Очевидно, что такая система имеет бесконечно много решений, 
т.е. система совместная и неопределенная (решение есть, но оно не 
единственное). Убедимся в этом также с помощью теоремы Кронеке-
ра ‒ Капелли. Запишем расширенную матрицу системы и приведем ее 
к ступенчатому виду с помощью элементарных преобразований: ቀ 3 −2−6 4 ቚ 4‒ 8ቁ ~۷۷ ∶ (−2) ቀ3 −23 −2ቚ 44ቁ ~۷۷ − I ቀ1 10 0ቚ 10ቁ	. 

Ранг матрицы равен количеству ненулевых строк ступенчатой 
матрицы. В эквивалентной А матрице (записана в левой части) только 
одна ненулевая строка, значит, ранг матрицы системы равен 1. В эк-
вивалентной Ā матрице также одна ненулевая строка, т.е. ранг расши-
ренной матрицы системы тоже равен 1. Число неизвестных в системе 
равно п = 2.  

Так как rang(А) = rang(Ā) = 1 < 2 = п, то система совместная и не-
определенная. 
Ответ: а) система несовместная;  

 б) система совместная и неопределенная. 

► Пример 25. Исследовать систему линейных уравнений; если 
она совместная, то найти ее общее и одно частное решение: ൝		ݔ + ݕ3 − ݖ2 = ݔ4 + ݕ2 − ݖ = ݔ52 + ݕ9 − ݖ7 = 5. 

Решение. Приведем к ступенчатому виду расширенную матрицу 
системы с помощью элементарных преобразований ൭1 3 −21 2 −12 9 −7อ 455൱ ۷۷ − I~۷۷۷ − I ∙ 2 ൭1 3 −20 −1 10 3 −3อ 41−3൱ ~۷۷۷ + II ∙ 3 

~൭1 3 −20 −1 10 0 0 อ 410൱. 
Ранг матрицы равен количеству ненулевых строк ступенчатой 

матрицы. Так как rang(А) = rang(Ā) = 2 < 3 = п, то система совместная 
и неопределенная (т.е. имеет бесконечно много решений). 

Количество главных переменных равно r = rang(А) = 2, количе-
ство свободных переменных равно п – r = 3 – 2 = 1. Выберем какой-
нибудь не равный нулю минор 2-го порядка полученной матрицы А 
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(базисный минор), например минор	ቚ1 30 −1ቚ.	 Его столбцы – 1-й и 2-й 

столбцы матрицы А – соответствуют переменным х и у – это будут 
главные переменные, а  z – свободная переменная. Запишем систему 
уравнений, соответствующую полученной расширенной матрице ൜ݔ + ݕ3 − ݖ2 = ݕ−4 + ݖ = 1.  

Теперь для наглядности запишем эту систему в другом виде 
(слева остаются только главные переменные): ൜ݔ + ݕ3 = ݖ2 + ݕ4 = ݖ − 1.  

Подставляя выражение для у в первое уравнение, получим x = 7 – z. 
Обозначая свободную переменную z через t, получим общее решение 
системы (7 – t; t – 1; t). Частное решение системы получим, например, 
при t = 0: (7; – 1; 0). 

Ответ: система совместна и неопределенная;  
общее решение (7 – t; t – 1; t), где t ‒ любое действительное число;  
частное решение (7; – 1; 0). 

► Пример 26. Исследовать систему линейных уравнений ൝ ݔ		 − ݕ2 = ݔ9 − ݕ4 − ݖ2 = ݔ133− − ݕ5 + ݖ = −4.  
Решение. Приведем к ступенчатому виду расширенную матрицу 

системы с помощью элементарных преобразований ൭1 −2 01 −4 −23 −5 1 อ 9−13−4 ൱ ۷۷ − I~۷۷۷ − I ∙ 3 ൭1 −2 00 −2 −20 1 1 อ 9−22−31൱ ۷۷ ∶ (−2)~  

~൭1 −2 00 1 10 1 1อ 911−31൱ ~۷۷۷ − II ൭1 −2 00 1 10 0 0อ 911−42൱. 
Так как rang(А) = 2 ≠ 3 = rang(Ā), то система несовместная (не 

имеет решений). В самом деле, последней строке полученной расши-
ренной матрицы соответствует уравнение 0 · х + 0 · у + 0 · z = –42, не 
имеющее решений.  

Ответ: система несовместная. 

► Пример 27. Исследовать систему линейных уравнений; если 
она совместная, то найти ее общее и одно частное решение: 
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൞ ଵݔ + ଶݔ2 + ଷݔ2 + ସݔ3 = ଵݔ16 − ଶݔ3 − ଷݔ3 − ସݔ = ଵݔ9−7− 	+ ଶݔ + ଷݔ − ସݔ2 = ଵݔ8−3 + ଶݔ9 + ଷݔ9 + ସݔ = 12. 
Решение. Приведем к ступенчатому виду расширенную матрицу 

системы с помощью элементарных преобразований 

൮ 16−7−3
2−319

2−319
3−1−21 ተ

1−9812൲
۷۷ − 6 ∙ I~۷۷۷ + 7 ∙ I۷ࢂ + 3 ∙ I ൮

1000
2−151515

2−151515
3−191910 ተ

1−151515 ൲
۷۷۷ + II۷܄ + II~II(−1)  

~൮1000		
21500 		

21500 		
3190−9ተ

11500 ൲. 
Ранг матрицы равен количеству ненулевых строк ступенчатой 

матрицы. Так как rang(А) = rang(Ā) = 3 < 4 = п, то система совместная 
и неопределенная (т.е. имеет бесконечно много решений). 

Количество главных переменных равно r = rang(А) = 3, количе-
ство свободных переменных равно п – r = 4 – 3 = 1. Выберем какой-
нибудь не равный нулю минор 3-го порядка полученной матрицы А (ба-

зисный минор), например минор 	อ1 2 30 15 190 0 −9อ = 1 ∙ 15(−9) = −135. 
Его столбцы – 1-й, 2-й и 4-й столбцы матрицы А – соответствуют пе-
ременным х1, х2 и  х4  – это будут главные переменные, а  х3 – свободная 
переменная.  

Запишем систему уравнений, соответствующую полученной 
расширенной матрице ൝ ଵݔ + ଶݔ2 + ଷݔ2 + ସݔ3 = ଶݔ115 + ଷݔ15 + ସݔ19 = ସݔ9−	15 = 0.  

Перенесем в каждом уравнении направо свободную переменную 
х3 и найденную из третьего уравнения переменную х4 = 0: ൜ݔଵ + ଶݔ2 = 1 − ଶݔଷ15ݔ2 = 15 − .ଷݔ15  

Из второго уравнения выразим х2 через х3 и подставим в первое 
уравнение 
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൜ ଶݔ = 1 − ଵݔଷݔ = 1 − ଷݔ2 − ଶ, ൜ݔ2 ଶݔ = 1 − ଵݔଷݔ = 1 − ଷݔ2 − 2(1 − (ଷݔ = −1. 
Обозначим свободную переменную х3 через u. Тогда общее ре-

шение системы: х1 = – 1,  х2 = 1 – u, х3 = u, х4 = 0 или (–1; 1 – u; u; 0). 
Частное решение получим, например при u = 1: (–1; 0; 1; 0). 

Ответ:  система совместная и неопределенная;  
общее решение  (–1; 1 – u; u; 0), где u ‒ любое действительное число; 
частное решение  (–1; 0; 1; 0). 

► Пример 28.  Исследовать систему линейных уравнений в за-
висимости от параметра λ. В случае, когда система совместная, найти 
общее и одно частное решение ൜ ݔ − ݕ2 = ݔ43 − ݕ6 = λ	. 

Решение. Приведем к ступенчатому виду расширенную матрицу 
системы ቀ1 −23 −6ቚ 4λቁ ۷۷ − I ∙ 3~ ቀ1 −20 0 ቚ 4λ − 12ቁ. 

Запишем полученную матрицу системы ܣ = ቀ1 −20 0 ቁ,  ее ранг 
равен rang(А) = 1. 

а) При λ ≠ 12 получим расширенную матрицу системы ̅ܣ = ቀ1 −20 0 ቚ 4λ − 12ቁ, 
ее ранг rang(Ā) = 2. Получаем, что rang(А) = 1 ≠ 2 = rang(Ā), система 
несовместная. 

б) При λ = 12 получим расширенную матрицу системы ̅ܣ = ቀ1 −20 0 ቚ 40ቁ, 
ее ранг rang(Ā) = 1. Получаем, что rang(А) = 1 = rang(Ā) < 2 = n, систе-
ма совместная и неопределенная. Полученной расширенной матрице 
системы соответствует уравнение x – 2y = 4. В качестве главной пере-
менной можно взять, например x = 2y + 4. Обозначая свободную пе-
ременную y через t, получим общее решение системы (2t + 4; t). Част-
ное решение системы получим, например при t = 0: (4; 0). 
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Ответ: при λ ≠ 12 система несовместна; при λ = 12 система сов-
местная и неопределенная, общее решение (2t + 4; t), частное решение 
(4; 0). 

 
3.3. Методы решения систем линейных алгебраических уравнений   

 
3.3.1.  Матричный метод 

 

Напомним, что систему линейных алгебраических уравнений 
(СЛАУ) (*) можно записать в матричной форме ܣ ∙ ܺ = В. 

Это уравнение ‒ частный случай матричных уравнений, рас-
смотренных в п. 2.4 (здесь Х и В всегда являются вектор-столбцами, 
т.е. матрицами размерами п х 1). Если матрица A	 невырожденная (т.е. 
ее определитель не равен нулю), то решение этого матричного урав-
нения записывается так же, как и для всех матричных уравнений по-
добного вида: ܺ = ଵିܣ ∙ В. 

► Пример 29. Решить систему уравнений матричным способом 
(с помощью обратной матрицы): ൝3ݔ + ݕ5 − ݖ = ݔ114 + ݕ + ݖ5 = ݔ9 − ݕ2 + ݖ4 = 0.  

Решение. Матрица системы A, столбец неизвестных Х и столбец 
свободных членов В имеют вид: ܣ	 = ൭3 5 −14 1 51 −2 4 ൱ , ܺ = ቆݖݕݔቇ ,								В = ൭1190 ൱. 

Из примера 6 следует, что матрица невырожденная (так как det A = 
= – 4), а в примерах 16 и 17 найдена обратная матрица ܣ–ଵ = 	14൭−14 18 −2611 −13 199 −11 17 ൱. 

Найдем решение матричного уравнения и соответствующей ему 
системы уравнений по формуле ܺ = ଵିܣ ∙ В = 14൭−14 18 −2611 −13 199 −11 17 ൱൭1190 ൱ = 
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= 14൭−14 ∙ 11 + 18 ∙ 9 − 26 ∙ 0				11 ∙ 11 − 13 ∙ 9 + 19 ∙ 0						9 ∙ 11 − 11 ∙ 9 + 17 ∙ 0൱ = 14൭840൱ = ൭210൱. 
Решением матричного уравнения будет столбец ܺ = ቆݖݕݔቇ = ൭210൱, 

а решением системы является набор чисел:  х = 2, у = 1, z = 0.  

Ответ: х = 2, у = 1, z = 0 (можно записать ответ в виде {2; 1; 0}). 
 

3.3.2.  Метод Крамера 
 

Рассмотрим систему из двух уравнений с двумя неизвестными ൜ ܽଵଵݔ + ܽଵଶݕ = ܾଵܽଶଵݔ + ܽଶଶݕ = ܾଶ	. 
Исключим из нее у. С этой целью умножим первое уравнение на ܽଶଶ, 

и из того, что получится, вычтем второе уравнение, умноженное на ܽଵଶ: ൜ܽଶଶܽଵଵݔ + ܽଶଶܽଵଶݕ = ܽଶଶܾଵܽଵଶܽଶଵݔ + ܽଵଶܽଶଶݕ = ܽଵଶܾଶ, (ܽଶଶܽଵଵ − ܽଵଶܽଶଵ)ݔ = ܽଶଶܾଵ − ܽଵଶܾଶ. 
Коэффициент, стоящий при х, есть не что иное как определитель ∆ матрицы системы А (см. п. 1.2), а в правой части равенства можно 

увидеть определитель, обозначаемый ∆௫,	полученный заменой в ∆ пер-
вого столбца на столбец свободных членов: det ܣ = ∆	= ቚаଵଵ аଵଶ

аଶଵ аଶଶቚ , ∆௫= ฬܾଵ аଵଶܾଶ аଶଶฬ. 
Получаем ∆ ∙ ݔ = ∆௫, откуда, если Δ ≠ 0, получим  ݔ = ∆∆ೣ . 

Теперь исключим из начальной системы х. С этой целью умно-
жим второе уравнение на ܽଵଵ, и из того, что получится, вычтем первое 
уравнение, умноженное на ܽଶଵ: ൜ܽଶଵܽଵଵݔ + ܽଶଵܽଵଶݕ = ܽଶଵܾଵܽଵଵܽଶଵݔ + ܽଵଵܽଶଶݕ = ܽଵଵܾଶ, (ܽଵଵܽଶଶ − ܽଶଵܽଵଶ)ݕ = ܽଵଵܾଶ − ܽଶଵܾଵ. 

Коэффициент, стоящий при y, – определитель матрицы системы 
А, а в правой части равенства определитель, полученный заменой в ∆ 
второго столбца на столбец свободных членов, обозначаемый ∆௬: det ܣ = ∆	= ቚаଵଵ аଵଶ

аଶଵ аଶଶቚ , ∆௬= ฬаଵଵ ܾଵ
аଶଵ ܾଶฬ. 
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Получаем, ∆ ∙ ݕ = ∆௬, откуда, если Δ ≠ 0, ݕ = ∆೤∆ . 

Геометрически систему из двух уравнений и двух неизвестных 
можно интерпретировать как две прямые на плоскости. Из уравнений 
системы можно выразить y и, сделав переобозначения, получить 
уравнения прямых линий (известные из школьного курса алгебры): ݕ = −ܽଵଵܽଵଶ ݔ + ܾଵܽଵଶ = ݇ଵݔ + ݉ଵ,			ݕ = −ܽଶଵܽଶଶ ݔ + ܾଶܽଶଶ = ݇ଶݔ + ݉ଶ. 

Две прямые на плоскости могут располагаться следующим образом:  
пересекаться в одной точке (система имеет одно решение – совмест-
ная и определенная система),  [Δ ≠ 0]; 
быть параллельными (система не имеет решений – система несов-
местная),  [Δ = 0, Δх = 0 и/или Δy = 0]; 
совпадать (система имеет бесконечно много решений – совместная и 
неопределенная система), [Δ = Δх = Δy = 0]. 

Какой именно реализуется случай – зависит от определителя си-

стемы ∆. Он присутствует в формулах ݔ = ∆∆ೣ ݕ , = ∆೤∆   в знаменателе, 

поэтому если две прямые пересекаются в одной точке с координатами 
(х0, у0), т.е. система имеет единственное решение, то ∆ не может быть 
равен нулю. Если же определитель равен нулю, то возможен один из 
двух оставшихся вариантов – система не имеет решений или их бес-
конечно много. 

Рассмотрим систему   ൜5ݔ + ݕ3 = ݔ15 + ݕ3 = 8.  
Даже без вычисления определителя системы ясно, что система 

не имеет решений, так как левые части уравнений совпадают, а пра-

вые ‒ нет. У этой системы ∆	= ቚ5 35 3ቚ = 0. Геометрически это парал-

лельные прямые. 

Рассмотрим систему   ൜ݔ − ݕ = ݔ0 − ݕ = 0.	 
Также без вычисления определителя системы ясно, что система 

имеет бесконечно много решений: все точки, у которых ݔ = -пред ,ݕ

ставляют решение системы. Здесь также ∆	= ቚ1 −11 −1ቚ = 0. Геометри-

чески это совпадающие прямые. 
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Рассмотрим теперь систему трех уравнений с тремя неизвест-
ными ൝ ܽଵଵݔ + ܽଵଶݕ + ܽଵଷݖ = ܾଵܽଶଵݔ + ܽଶଶݕ + ܽଶଷݖ = ܾଶܽଷଵݔ + ܽଷଶݕ + ܽଷଷݖ = ܾଷ. (1) 

Исключим из нее у. С этой целью умножим первое уравнение на ܽଶଶ, и из того, что получится, вычтем второе уравнение, умноженное 
на ܽଵଶ: ൝ܽଶଶܽଵଵݔ + ܽଶଶܽଵଶݕ + ܽଶଶܽଵଷݖ = ܽଶଶ ∙ ܾଵܽଵଶܽଶଵݔ + ܽଵଶܽଶଶݕ + ܽଵଶܽଶଷݖ = ܽଵଶ ∙ ܾଶܽଷଵݔ + ܽଷଶݕ + ܽଷଷݖ = ܾଷ.  

В результате получим уравнение, не содержащее y: (ܽଶଶܽଵଵ − ܽଵଶܽଶଵ)ݔ + (ܽଶଶܽଵଷ − ܽଵଶܽଶଷ)ݖ = ܽଶଶܾଵ − ܽଵଶܾଶ.  (2) 
Проделаем такую же операцию исключения, заменив в нашем 

рассуждении первое уравнение вторым, а второе третьим, т.е. умно-
жим второе уравнение на ܽଷଶ, и из того, что получится, вычтем третье 
уравнение, умноженное на ܽଶଶ: ൝ ܽଵଵݔ + ܽଵଶݕ + ܽଵଷݖ = ܾଵܽଷଶܽଶଵݔ + ܽଷଶܽଶଶݕ + ܽଷଶܽଶଷݖ = ܽଷଶܾଶܽଶଶܽଷଵݔ + ܽଶଶܽଷଶݕ + ܽଶଶܽଷଷݖ = ܽଶଶܾଷ. 

Получим (ܽଷଶܽଶଵ − ܽଶଶܽଷଵ)ݔ + (ܽଷଶܽଶଷ − ܽଶଶܽଷଷ)ݖ = ܽଷଶܾଶ − ܽଶଶܾଷ.    (3) 
Аналогично умножим третье уравнение на ܽଵଶ, и из того, что по-

лучится, вычтем первое уравнение, умноженное на ܽଷଶ: ൝ܽଷଶܽଵଵݔ + ܽଷଶܽଵଶݕ + ܽଷଶܽଵଷݖ = ܽଷଶܾଵܽଶଵݔ + ܽଶଶݕ + ܽଶଷݖ = ܾଶܽଵଶܽଷଵݔ + ܽଵଶܽଷଶݕ + ܽଵଶܽଷଷݖ = ܽଵଶܾଷ. 
Получим (ܽଵଶܽଷଵ − ܽଷଶܽଵଵ)ݔ + (ܽଵଶܽଷଷ − ܽଷଶܽଵଷ)ݖ = ܽଵଶܾଷ − ܽଷଶܾଵ.  (4) 
Теперь умножим уравнения (2), (3), (4) соответственно на ܽଷଷ, ܽଵଷ, ܽଶଷ: (ܽଷଷܽଶଶܽଵଵ − ܽଷଷܽଵଶܽଶଵ)ݔ + (ܽଷଷܽଶଶܽଵଷ − ܽଷଷܽଵଶܽଶଷ)ݖ = = ܽଷଷܽଶଶܾଵ − ܽଷଷܽଵଶܾଶ, (ܽଵଷܽଷଶܽଶଵ − ܽଵଷܽଶଶܽଷଵ)ݔ + (ܽଵଷܽଷଶܽଶଷ − ܽଵଷܽଶଶܽଷଷ)ݖ = = ܽଵଷܽଷଶܾଶ − ܽଵଷܽଶଶܾଷ, 
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(ܽଶଷܽଵଶܽଷଵ − ܽଶଷܽଷଶܽଵଵ)ݔ + (ܽଶଷܽଵଶܽଷଷ − ܽଶଷܽଷଶܽଵଷ)ݖ = = ܽଶଷܽଵଶܾଷ − ܽଶଷܽଷଶܾଵ 
и все сложим (ܽଷଷܽଶଶܽଵଵ − ܽଷଷܽଵଶܽଶଵ + ܽଵଷܽଷଶܽଶଵ − −	ܽଵଷܽଶଶܽଷଵ +	ܽଶଷܽଵଶܽଷଵ − ܽଶଷܽଷଶܽଵଵ)ݔ = = ܽଷଷܽଶଶܾଵ − ܽଷଷܽଵଶܾଶ + ܽଵଷܽଷଶܾଶ − ܽଵଷܽଶଶܾଷ + ܽଶଷܽଵଶܾଷ − ܽଶଷܽଷଶܾଵ. 

От перестановки мест слагаемых сумма не изменится, и от пере-
становки мест множителей произведение не изменится, поэтому по-
следнее равенство равносильно следующему: = (аଵଵаଶଶаଷଷ + аଵଶаଶଷаଷଵ + аଶଵаଷଶаଵଷ − −	аଷଵаଶଶаଵଷ − аଶଵаଵଶаଷଷ − аଷଶаଶଷаଵଵ)х = = ܾଵаଶଶаଷଷ + аଵଶаଶଷܾଷ + ܾଶаଷଶаଵଷ − −	ܾଷаଶଶаଵଷ − ܾଶаଵଶаଷଷ − аଷଶаଶଷܾଵ.    (5) 

Коэффициент, стоящий при х, есть не что иное как определитель 
матрицы системы А (см. п. 1.2): det ܣ = ∆	= อаଵଵ аଵଶ аଵଷ

аଶଵ аଶଶ аଶଷ
аଷଵ аଷଶ аଷଷอ. 

 

В правой части равенства можно увидеть другой определитель 
(полученный заменой в ∆ первого столбца на столбец свободных чле-
нов), обозначаемый ∆௫: ∆௫= อܾଵ аଵଶ аଵଷܾଶ аଶଶ аଶଷܾଷ аଷଶ аଷଷอ. 

Таким образом, уравнение (5) можно записать в виде ∆ ∙ ݔ = ∆௫. 
Аналогичными действиями, исключая переменные х и z, а затем 

таким же образом переменные у и х, получим уравнения ∆ ∙ ݕ = ∆௬,			∆ ∙ ݖ = ∆௭, 
где ∆௬	= อаଵଵ ܾଵ аଵଷ

аଶଵ ܾଶ аଶଷ
аଷଵ ܾଷ аଷଷอ,			∆௭	= อаଵଵ аଵଶ ܾଵ

аଶଵ аଶଶ ܾଶ
аଷଵ аଷଶ ܾଷอ. 

То есть ∆௬ получен заменой на столбец свободных членов в	∆ второго 

столбца, а ∆௭ − заменой третьего столбца. 
Таким образом, выражая из этих уравнений неизвестные, полу-

чим, если Δ ≠ 0,  формулы для нахождения решения системы: 
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ݔ = ∆௫∆ , ݕ = ∆௬∆ ݖ								, = ∆௭∆ . 
Приведенный метод решения системы называется «метод (пра-

вило) Крамера». 
Эти формулы будут верны и для системы п уравнений с п неиз-

вестными, но выводить их проще с помощью матричного представле-
ния решения системы  ܺ = ଵିܣ ∙ -и используя разложения определи ܤ
теля по столбцам. Здесь приведем теорему без доказательства. 

Теорема Крамера. Если определитель системы п линейных урав-
нений с п неизвестными отличен от нуля, то система имеет един-
ственное решение, причем каждое неизвестное равно дроби, знаменате-
лем которой служит определитель системы, а числителем ‒ определи-
тель, получаемый из определителя системы заменой столбца коэффици-
ентов при определяемом неизвестном столбцом свободных членов. 

Замечание. Условие ∆	≠ 0  в теореме Крамера гарантирует два 
вывода: 1) система имеет решение (т.е. она совместна),  

2) это решение единственно (т.е. система определенная).  
Если ∆	= 0 возможны два варианта: система не имеет решений 

или их бесконечно много. Выше это было показано на примере систе-
мы двух уравнений с двумя неизвестными. Для системы трех уравне-
ний с тремя неизвестными уточнить, какой именно вариант реализу-
ется, без дополнительных приемов не всегда легко. Это можно выяс-
нить с помощью исследования рангов матрицы системы и расширен-
ной матрицы системы или с помощью метода Гаусса, который будет 
рассмотрен ниже. 

► Пример 30. Решить систему методом Крамера ൝2ݔ + ݕ3 − ݖ = ૚ݔ + ݕ + ݖ2 = ૚	2ݔ − ݕ + ݖ = ૚.  
Решение. Вычислим определитель системы (с помощью элемен-

тарных преобразований над столбцами и разложением по 3-й строке): ∆	= อ2 3 −11 1 22 −1 1 อ стлб. ۷ + II ∙ 2=стлб. ۷۷۷ + II อ8 3 23 1 30 −૚ 0อ = 

= (−1)ଷାଶ(−૚) ቚ8 23 3ቚ = 3 ቚ8 21 1ቚ = 3 ∙ 6 = 18 ≠ 0 => 

система имеет единственное решение.  
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Вычислим ∆௫  (полученный заменой в ∆  первого столбца на 
столбец свободных членов): ∆௫= อ૚ 3 −1૚ 1 2૚ −1 1 อ стлб. ۷ + II=стлб. ۷۷۷ + II อ4 3 22 1 30 −૚ 0อ = 

= (−1)ଷାଶ(−૚) ቚ4 22 3ቚ = ቚ4 22 3ቚ = 8. 
Здесь определитель вычисляли разложением по 3-й строке. 
Вычислим ∆௬  (полученный заменой в ∆  второго столбца на 

столбец свободных членов): ∆௬= อ2 ૚ −11 ૚ 22 ૚ 1 อ стр. ۷ − II ∙ 2=стр. ۷۷۷ − II ∙ 2 อ0 −1 −5૚ 1 20 −1 −3อ = 

= (−1)ଶାଵ ቚ−1 −5−1 −3ቚ = − ቚ−1 −5−1 −3ቚ = − ቚ1 51 3ቚ = 2. 
Здесь определитель вычисляли разложением по 1-му столбцу, 

используя элементарные преобразования над строками, а в конце ис-
пользовали свойство определителя 4° (вынесли одновременно  (–1)  из 
1-й строки и (–1)  из 2-й строки за знак определителя). 

Наконец, ∆௭= อ2 3 ૚1 1 ૚2 −1 ૚อ стлб. ۷ + II ∙ 2=стлб. ۷۷۷ + II อ8 3 43 1 20 −1 0อ = 

= (−1)ଷାଶ(−૚) ቚ8 43 2ቚ = 4 ቚ2 13 2ቚ = 4 ∙ 1 = 4. 
Находим неизвестные переменные по формулам Крамера: ݔ = ∆௫∆ = 818 = 49 , ݕ = ∆௬∆ = 218 = 19 ݖ								, = ∆௭∆ = 418 = 29	. 
Самостоятельно можете убедиться в правильности решения пу-

тем подстановки найденных значений в исходную систему.  

Ответ: ݔ = ସଽ,		ݕ = ଵଽ,		ݖ = ଶଽ. 
► Пример 31. Решить систему ൝					ݔ + ݕ			 − ݖ	 = ݔ		4− + ݕ2 − ݖ3 = 		ݔ2−	0 − ݖ2 = 16.  

Решение. Вычислим определитель системы 



53 

∆	= อ 1 1 −11 2 −3−2 0 −2อ = − อ 1 1 11 2 3−2 0 2อ стлб. ۷۷۷ + I= − อ 1 1 21 2 4−2 0 0อ = 

= −(−2) อ1 1 21 2 41 0 0อ = 2(−1)ଷାଵ1 ቚ1 22 4ቚ = 2 ቚ1 22 4ቚ = 0. 
Так как ∆	= 0, возможны два варианта: система не имеет реше-

ний или их бесконечно много. Используя пример 25, самостоятельно 
убедитесь в том, что система совместная, неопределенная и ее общее 
решение имеет вид (‒ t ‒ 8; 2t + 4; t), где t ‒ любое действительное 
число. 

► Пример 32. Решить систему ൝ݔଵ − ଶݔ2 + ଷݔ − ସݔ3 = ଵݔ3− − ଶݔ2 + ଷݔ + ସݔ = ଵݔ	1 − ଶݔ2 + ଷݔ + ସݔ4 = 4.  

Решение. Так как число неизвестных больше числа переменных, 
то запишем матрицу системы А и расширенную матрицу системы Ā, и 
исследуем систему на совместность с помощью теоремы Кронекера ‒ 
Капелли. ܣ = ൭111		−2−2−2			111		−314 ൱ ;								 ܣ̅ = ൭111		−2−2−2			111		−314 อ−314 ൱. 

Так как у матрицы А есть ненулевые элементы, то rang(А) ≥ 1.  
Найдем какой-либо ненулевой минор 2-го порядка (если он существу-

ет). Таким минором является, например Мଶ = ቚ1 11 4ቚ = 3 ≠ 0. Значит, 

rang(A) ≥ 2. 
Вычислим миноры 3-го порядка, окаймляющие Мଶ: 

Мଷ(ଵ) = อ111			111		−314 อ = 0;			Мଷ(ଶ) = อ−2−2−2			111			−314 อ = −2 อ111		111	−314 อ = 0. 
При вычислении этих миноров мы использовали свойства опре-

делителей 3° и 4° (определитель, имеющий два одинаковых столбца, 
равен нулю; общий множитель столбца можно выносить за знак опре-
делителя). Так как все окаймляющие миноры 3-го порядка равны 0, то 
rang(A) = 2. 
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Чтобы найти ранг расширенной матрицы системы Ā, найдем еще 
один минор 3-го порядка, окаймляющий Мଶ (так как Ā отличается от А всего лишь одним столбцом),  Мଷ(ଷ) = อ111		−314 −314 อ = 0 

(содержит два одинаковых столбца). Значит, rang(Ā) = 2. Так как          
rang(A) = rang(Ā) = 2 < 4 = п, то система совместная и неопределенная 
(т.е. имеет бесконечно много решений). 

Количество главных переменных равно r = rang(А) = 2, количе-
ство свободных переменных равно п – r = 4 – 2 = 2. Выберем какой-
нибудь не равный нулю минор 2-го порядка полученной матрицы А 
(базисный минор), например минор ቚ1 11 4ቚ. Его столбцы – 3-й и 4-й 

столбцы матрицы А – соответствуют переменным х3 и х4 – это будут 
главные переменные, а  х1 и х2 – свободные переменные. Выразим х3 и 
х4 через х1 и х2 из последних двух уравнений (так как мы выбрали нену-

левой минор ቚ1 11 4ቚ из элементов последних двух строк матрицы A): ൜ ଷݔ + ସݔ = 1 − ଵݔ + ଷݔଶݔ2 + ସݔ4 = 4 − ଵݔ +  .ଶݔ2
Решим полученную систему методом Крамера, определитель 

этой системы равен  ∆	= ቚ1 11 4ቚ = 3 ≠ 0. ∆௫య	= ฬ1 − ଵݔ + ଶݔ2 14 − ଵݔ + ଶݔ2 4ฬ = = 4(1 − ଵݔ + (ଶݔ2 − 1(4 − ଵݔ + (ଶݔ2 = ଵݔ3− + =	ଶ; ∆௫రݔ6 ฬ1 1 − ଵݔ + ଶ1ݔ2 4 − ଵݔ + ଶฬݔ2 = 4 − ଵݔ + ଶݔ2 − (1 − ଵݔ + (ଶݔ2 = 3. 
Таким образом, ݔଷ = ଵݔ3− + ଶ3ݔ6 = ଵݔ− + ସݔ			,ଶݔ2 = 33 = 1. 
Пусть х1 = u, х2 = v. Тогда общее решение системы имеет вид 

х1= u, х2 = v, х3 = – u + 2v, х4 = 1.  
Частное решение можно получить, придавая различные значения 

u и v, например, при u = 2, v = 1 имеем одно из частных решений   
х1 = 2, х2 = 1, х3 = 0, х4 = 1. 

Ответ:  х1 = u, х2  = v,  х3 = – u + 2v,  х4 = 1, где u, v ‒ любые 
действительные числа.  
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3.3.3.  Метод Гаусса 
 

Метод  Гаусса – наиболее мощный и универсальный инструмент 
для нахождения решения любой системы линейных уравнений. Как 
мы помним, если определитель матрицы равен нулю, то обратной 
матрицы не существует, соответственно найти решение системы мат-
ричным методом невозможно. Правило Крамера при 	∆	= 0	 однознач-
ного ответа не дает (система имеет бесконечно много решений или 
несовместная). Метод Гаусса основан на известном из обычного 
школьного курса алгебры последовательном исключении неизвестных 
переменных, и в любом случае приведет нас к ответу. Единственное 
ограничение в этом методе – ни один элемент главной диагонали не 
должен быть нулевым, но почти всегда можно поменять уравнения (а 
в матрице системы – строки) местами так, чтобы это условие выпол-
нялось. 

Пусть дана система уравнений 

൞ ܽଵଵݔଵ + ܽଵଶݔଶ + ⋯+ ܽଵ௡ݔ௡ = ܾଵܽଶଵݔଵ + ܽଶଶݔଶ + ⋯+ ܽଶ௡ݔ௡ = ܾଶ…………………………………ܽ௠ଵݔଵ + ܽ௠ଶݔଶ + ⋯+ ܽ௠௡ݔ௡ = ܾ௠.   (*) 

Процесс решения по методу Гаусса состоит из двух этапов. На 
первом этапе (прямой ход) система приводится к ступенчатому (в 
частности, треугольному) виду.  

Сразу скажем, что на практике удобнее работать не с самой си-
стемой (*), а с ее расширенной матрицей, выполняя все элементарные 
преобразования над ее строками таким образом, чтобы привести ее к 
ступенчатому виду 

ۈۉ
ଵଵܽۇۈ

ᇱ0⋯000
ܽଵଶᇱ ⋯ܽଶଶᇱ ⋯⋯		⋯0			⋯0			⋯0			⋯

ܽଵ௞ᇱ ⋯ܽଶ௞ᇱ ⋯		⋯			⋯	ܽ௞௞ᇱ ⋯	0				 ⋯	0				 ⋯
ܽଵ௡ᇱܽଶ௡ᇱ⋯ܽ௞௡ᇱ00 ተተ

ܾଵᇱܾଶᇱ⋯ܾ௞ᇱܾ௞ାଵᇱ0 ۋی
 (**)    ,ۊۋ

где k ≤ n, ܽ௜௜ ≠ 0, i = 1, …, k. Коэффициенты ܽ௜௜  назовем главными 
элементами матрицы. 

Также удобно, чтобы коэффициент ܽଵଵ  был равен 1 (для этого 
можно переставить местами уравнения либо разделить обе части 
уравнения на ܽଵଵ ≠ 1). 
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На втором этапе (обратный ход) идет последовательное опреде-
ление неизвестных из ступенчатой системы, соответствующей сту-
пенчатой расширенной матрице (**): 

۔ۖەۖ
ۓ ܽ11′ ଵݔ + ܽ12′ ଶݔ + ⋯ܽ1݇′ ௞ݔ + ⋯+ ܽ1݊′ ௡ݔ = ܾଵ															ܽ22′ ଶݔ + ⋯ܽ2݇′ ௞ݔ + ⋯+ ܽ2݊′ ௡ݔ = ܾଶ																					…………………………………																																				ܽ݇݇′ ௞ݔ + ⋯+ ܽ݇݊′ ௡ݔ = ܾ௞,																																																																								0 = ܾ௞ାଵ																																																																		0 = 0.

 

Если в процессе приведения системы (*) к ступенчатому виду 
появятся нулевые уравнения, т. е. равенства вида 0 = 0, то их отбрасы-
вают. Далее возможны три варианта: 

1.  Если ступенчатая система – треугольная, т.е. k = n, то ис-
ходная система имеет единственное решение. Из последнего уравне-
ния находим хn, из предпоследнего уравнения находим хn – 1, далее, под-
нимаясь по системе вверх, найдем все остальные неизвестные хn –2, ... , х1. 

2.  Если появится уравнение вида 0 = ܾ௜,  а число ܾ௜ ≠ 0  (т.е. в 
системе получено уравнение, в котором все неизвестные имеют нуле-
вые коэффициенты, а правая часть отлична от нуля), то это свидетель-
ствует о том, что система несовместная. 

3.  Если число неизвестных n больше числа уравнений k, то сту-
пенчатая система уравнений имеет бесчисленное множество реше-
ний. В полученной системе последнее уравнение будет содержать бо-
лее одного неизвестного. Из него выражаем первое неизвестное хk че-
рез остальные неизвестные (хk + 1, ... , хn). Затем подставляем значение 
хk в предпоследнее уравнение системы и выражаем хk – 1 через (хk + 1, ... , 
хn); затем находим хk – 2, ... , х1. Придавая свободным неизвестным 
(хk + 1, ... , хn) произвольные значения, получим бесчисленное множе-
ство решений системы. 

Рассмотрим метод Гаусса подробнее на примере. 
 

► Пример 33. Решить систему  методом Гаусса: 

൞ 		₁ݔ2 + 		₂ݔ7 + ₃ݔ3 + ₄ݔ = 	₁ݔ								5 + 		₂ݔ3 + ₃ݔ5 − ₄ݔ2 = 	₁ݔ									3 + 	₂ݔ5 − ₃ݔ9 + 	₄ݔ8 = ₁ݔ5								1 + 	₂ݔ18 + 	₃ݔ4 + ₄ݔ5 = 12.  
Решение. С помощью элементарных преобразований над стро-

ками расширенной матрицы системы приведем ее к ступенчатому ви-
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ду. Для начала поменяем 1-ю и 2-ю строки местами, чтобы коэффици-
ент ܽଵଵ был равен 1: ቌ 2 71 3 3 		15 −2		1 5		5 18 −9 84 5ቮ		

53112ቍ~ቌ
1 32 7 5 −23 1		1 5		5 18 −9 84 5ቮ		

35112ቍ~ 

۷۷ − I ∙ 2~۷۷۷ − I۷܄ − I ∙ 5൮
1 32 − 1 ∙ 2 7 − 3 ∙ 2 5 −23 − 5 ∙ 2 1 + 2 ∙ 2		1 − 1 5 − 3		5 − 1 ∙ 5 18 − 3 ∙ 5 −9 − 5 8 + 24 − 5 ∙ 5 5 + 2 ∙ 5ተ		

35 − 3 ∙ 21 − 312 − 3 ∙ 5൲~ 

~ቌ		1 3		0 1 5 −2−7 5		0 2		0 3 −14 10−21 15ቮ		
3−1−2−3ቍ ~۷۷۷ − II ∙ ܄2۷ − II ∙ 3 ቌ

		1 3		0 1 5 −2−7 5		0 0		0 0 0 00 0 ቮ		 3−100 ቍ. 
Запишем систему, которая соответствует полученной расширен-

ной ступенчатой матрице ൜ ₁ݔ + ₂ݔ3 + ₃ݔ5 − ₄ݔ2 = ₂ݔ												3 − ₃ݔ7 + ₄ݔ5 = −1. 
Из второго уравнения выразим x2 через x3 и x4, а затем подставим 

в первое уравнение и выразим x1 через x3 и x4. В итоге получим общее 
решение системы: x2 = 7x3 – 5x4 – 1, x1 = –26x3 +17x4 + 6 или   
x1 = –26u  + 17v + 6, x2 = 7u – 5v – 1, x3 = u, x4 = v, где u, v – любые числа. 

Если положить, например, u = 0, v = 0, то найдем одно из част-
ных решений этой системы:  x1 = 6,  x2 = –1,  x3 = 0,  x4 = 0. 

Ответ: общее решение системы: x1 = –26u + 17v + 6, x2 = 7u  – 5v – 1,
    x3 = u, x4 = v, где u, v – любые числа. 

 

► Пример 34. Решить систему методом Гаусса: 

൞ ₁ݔ − ₂ݔ + ₃ݔ = ₁ݔ22− + ₂ݔ − ₃ݔ3 = ₁ݔ7 − ₂ݔ2 + ₃ݔ = ₁ݔ44− − ₂ݔ2 − ₃ݔ = 1. 
Решение. Так как коэффициент ܽଵଵ  равен 1, то менять строки 

местами не будем. Произведем элементарные преобразования над 
строчками расширенной матрицы системы 

൮1214
		−1				1		−2		−2		

			1−3		1−1ተ
−2				7−4			1൲

۷۷ − I ∙ 2~۷۷۷ − I۷܄ − I ∙ 4൮
1000
		−1				3	−1				2

			1	−5			0	−5ተ
−211−29 ൲. 
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Поменяем местами 2-ю и 3-ю строки 

൮1000
		−1			−1				3				2

					1				0		−5	−5ተ
−2−2119 ൲

۷۷ ∶ (−1)~۷۷۷ + II ∙ ܄3۷ 	+ II ∙ 2~ ൮1000		
−1100 		

10−5−5	ተ	
−2255 ൲

۷۷۷ ∶ ܄۷~(5−) − III ൮1000		
−1100 		

1010		ተ	
−22−10 ൲. 

Полученная матрица соответствует системе ൝ ଵݔ − ₂ݔ + ₃ݔ = 				₂ݔ																			2− = ₃ݔ																				2 = −1. 
Осуществляем обратный ход. Из 3-го уравнения x3 = –1, из 2-го 

уравнения x2 = 2. Подставляем найденные значения x3 = –1 и x2 = 2 в 
первое уравнение и находим x1 = 1. 

Ответ: x1 = 1, x2 = 2, x3 = ‒1. 
 

3.3.4.  Однородные и неоднородные СЛАУ 
 

Рассмотрим отдельно однородные системы линейных уравне-
ний. Напомним, что однородная система – это система, у которой 
все свободные члены равны нулю (ܾଵ = ܾଶ = 	… = ܾ௠ = ܣ :(0 ∙ ܺ = ܱ, 

൞ ܽଵଵݔଵ + ܽଵଶݔଶ + ⋯+ ܽଵ௡ݔ௡ = 0ܽଶଵݔଵ + ܽଶଶݔଶ + ⋯+ ܽଶ௡ݔ௡ = 0…………………………………ܽ௠ଵݔଵ + ܽ௠ଶݔଶ + ⋯+ ܽ௠௡ݔ௡ = 0,   (***) 

в противном случае она называется неоднородной. Однородная си-
стема всегда совместна, так как х1 = х2 = ... = хп = 0 является решением 
системы. Это решение называется нулевым, тривиальным, или оче-
видным. 

При каких условиях однородная система имеет и ненулевые ре-
шения? 

Для того чтобы однородная система п линейных уравнений с п 
неизвестными имела ненулевые решения, необходимо и достаточно, 
чтобы ее определитель ∆ был равен нулю, т. е. ∆ = 0. 

Если определитель системы не равен нулю (∆ ≠ 0), то у одно-
родной системы (***) только нулевое решение (нет решений, кроме 
нулевого). Другими словами, если однородная система имеет ненуле-
вое решение, то ее определитель обязательно равен нулю (∆ = 0). 
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Для того чтобы система однородных уравнений имела ненуле-
вые решения, необходимо и достаточно, чтобы ранг ее основной мат-
рицы rang(A) был меньше числа п неизвестных, т. е. rang(A) < п. 

Если ∆ = 0, то решением системы (***) является набор алгебра-
ических дополнений элементов любой строки определителя (m = n). 

Если ∆ = 0, но минор какого-нибудь элемента определителя от-
личен от нуля, то набор алгебраических дополнений элементов стро-
ки, содержащей упомянутый элемент, представляет ненулевое реше-
ние системы (m = n). 

Если числа x1, … хn представляют решение системы (***), то 
числа qx1, … qxn также представляют собой ее решение. 

Пусть rang(A) = r, а общее решение однородной системы записа-
но в виде 

Х =
ۈۉ
ۇۈ
,ଵݐ)ଵݔ … , ,ଵݐ)௥ݔ⋮(௡ି௥ݐ … , ௡ି௥ݐ⋮ଵݐ(௡ି௥ݐ ۋی

 ,ۊۋ
где ݔଵ, … , ௥ݔ  – главные переменные, ݐଵ, … ,  – значения свободных	௡ି௥ݐ
переменных ݔ௥ାଵ, … ,  ௡. Выберем п – r решений однородной системыݔ
(***), полученных из общего решения следующим образом: одно из 
значений свободных переменных полагается равным 1, а остальные – 
равными 0: 

Хଵ =
ۈۉ
ۇۈۈ
,ଵ(1ݔ 0, … , ,௥(1ݔ⋮(0 0, … , 0)10⋮0 ۋی

ۊۋۋ , 		Хଶ =
ۈۉ
ۇۈۈ
,ଵ(0ݔ 1, … , ,௥(0ݔ⋮(0 1, … , 0)01⋮0 ۋی

ۊۋۋ ,… 	 , Х௡ି௥ =
ۈۉ
ۇۈۈ
,ଵ(0ݔ 0, … , ,௥(0ݔ⋮(1 0, … , 1)00⋮1 ۋی

 	.ۊۋۋ
Эти решения образуют нормальную фундаментальную систему 

решений исходной однородной системы. Любое решение системы 
(***) может быть выражено через них следующим образом: 

Х = ଵХଵߙ + ⋯+ …,ଵߙ ௡ି௥Х௡ି௥, гдеߙ , ௡ି௥ߙ − некоторые числа. 
Любой набор из п – r решений однородной системы (***), обла-

дающий указанным свойством, называется фундаментальной систе-
мой решений системы (***). 
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Набор из п – r произвольных решений системы (***) –  

Хଵ = ቌݔଵ(ଵ)⋮ݔ௡(ଵ)ቍ , Хଶ = ቌݔଵ(ଶ)⋮ݔ௡(ଶ)ቍ ,… 	 , Х௡ି௥ = ቌݔଵ(௡ି௥)⋮ݔ௡(௡ି௥)ቍ 

образует фундаментальную систему решений тогда и только тогда, 
когда матрица, составленная из их компонентов  ቌ(1)1ݔ ⋯ ⋮(ݎ−݊)1ݔ ⋱ (1݊)ݔ⋮ ⋯  .ቍ, имеет ранг п – r(ݎ−݊݊)ݔ

Пусть дана некоторая неоднородная система линейных уравне-
ний ܣ ∙ ܺ = ܣ  а ,ܤ ∙ ܺ = ܱ – соответствующая ей однородная система. 

Общее решение неоднородной системы ܣ ∙ ܺ = 	ܤ  может быть 
представлено в виде суммы общего решения однородной системы ܣ ∙ ܺ = ܱ  и какого-то одного (частного) решения неоднородной си-
стемы ܣ ∙ ܺ =  .ܤ

► Пример 35. Установить, при каком 	λ система ൝ݔ − ݕ2 + ݖ3 = 0λݔ − ݕ − ݖ5 = ݔ05 + ݕ + ݖ4 = 0 

имеет нетривиальное (ненулевое) решение. Найти такие решения. 

Решение. Прежде всего вычисляем определитель системы ∆	= อ1 −2 3λ −1 −55 1 4 อ стр. ۷۷۷ + II=стр. ۷ − II ∙ 2 อ1 − 2λ 0 13λ −1 −55 + λ 0 −1อ = 

= −1 ቚ1 − 2λ 135 + λ −1ቚ = −൫−1 + 2λ − (65 + 13λ)൯ = 11λ + 66. 
Так как для существования нетривиального решения надо, что-

бы ∆	= 0, то из условия 11λ + 66 = 0 находим λ = −6. 
Если λ ≠ −6, то  ∆	≠ 0, и система имеет единственное – нулевое 

решение.  
Если λ = −6, то имеем ∆	= อ 1 −2 3−6 −1 −55 1 4 อ. 
Выше было сказано, что если при ∆ = 0 минор какого-нибудь 

элемента определителя отличен от нуля, то набор алгебраических до-
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полнений элементов строки, содержащей упомянутый элемент, пред-
ставляет ненулевое решение системы. 

Минор ܯଵଵ  элемента ܽଵଵ  равен алгебраическому дополнению 

этого же элемента  11ܣ = ቚ‒ 1 ‒ 51 4 ቚ = 1 ≠ 0. Далее вычислим  ܣଵଶ =	 =	‒ ቚ‒ 6 ‒ 55 4 ቚ = −1, ଵଷܣ = ቚ‒ 6 ‒ 15 1 ቚ = −1. 
Итак, числа ݔ = ݕ				,1 = ݖ				,1− = −1	 представляют собой нену-

левое решение системы.  
Решение будут образовывать и любые другие тройки чисел, 

кратные данным, например, ݔ = ݕ				,2− = ݖ			,2 = 2. 
Также λ	 =	‒ 6 можно подставить в исходную систему и решить 

ее методом Гаусса. 

► Пример 36. Решить систему  ൜3ݔଵ + ଶݔ − ଷݔ3 = ଵݔ4	0 + ଶݔ − ଷݔ5 = 0. 
Решение. Запишем матрицу системы ܣ = ቀ3 1 −34 1 −5ቁ. 

Так как ∆	= ቚ3 14 1ቚ = −1 ≠ 0,	 то rang(A) = 2 < 3 = n. Значит, си-

стема имеет бесконечно много решений. Главными переменными вы-
берем х1 и х2: ൜3ݔଵ + ଶݔ = ଵݔଷ4ݔ3 + ଶݔ =  .ଷݔ5

Решим систему методом Крамера (∆	= ቚ3 14 1ቚ = −1 ≠ 0): ∆௫భ	= ฬ3ݔଷ ଷݔ15 1ฬ = =	∆௫మ			ଷ,ݔ2− ฬ3 ଷ4ݔ3 ଷฬݔ5 = ଵݔ 				.ଷݔ3 = ∆௫భ∆ = ଷ−1ݔ2‒ = ଶݔ			,ଷݔ2 = ∆௫మ∆ = ଷ−1ݔ3 =  .ଷݔ3−
Тогда общее решение системы имеет вид х1 = 2х3, х2  = – 3х3,         

х3 = х3. Пусть  х3 = t, тогда общее решение системы (2t; ‒ 3t; t). 
Частное решение можно получить, придавая различные значения t. 

При t = 0 имеем одно частное решение  х1 = 0, х2 = 0, х3 = 0. При t = 1 
имеем другое частное решение  х1 = 2, х2 = ‒ 3, х3 = 1. 
Ответ: общее решение системы (2t; ‒ 3t; t), где t ‒ любое число; 
частное решение системы (2; ‒ 3; 1). 
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§ 4.  ЗАДАНИЯ ДЛЯ САМОСТОЯТЕЛЬНОЙ РАБОТЫ 
 
Задание 1. Решить уравнение 

1.1. ቚ2ݔ + 1 ݔ2 ቚݔ = 1   1.2. ቚݔ + 8 1ݔ− ݔ2 ቚ = −15 

1.3. ቚ4ݔ − 1 ݔ2 ቚݔ = 1   1.4. ቚ5ݔ + 2 ݔ2− ݔ ቚ = 1 

1.5. ቚ1 − ݔ2 ݔ2 ቚݔ− = 5  1.6. ቚ3 − ݔ 3−ݔ ቚݔ2− = 2 

1.7. ቚ3ݔ − 4 ݔ3 ቚݔ = −4  1.8. ቚ2 − ݔ3 1ݔ2 ቚݔ− = 7 

1.9. ቚ5 − ݔ 1ݔ2 ቚݔ− = 8  1.10. ቚ3 − ݔ4 ݔ4− ݔ ቚ = 3 

1.11. ቚݔ − 4 3ݔ2− ݔ ቚ = 3  1.12. ቚ4ݔ + 3 ݔ−2 ቚݔ = 9 

1.13. ቚ2ݔ − 7 ݔ2 ቚݔ = −7  1.14. ቚݔ + 3 2ݔ ቚݔ4 = −6 

1.15. ቚ2ݔ − 3 ݔ−3 ቚݔ2 = 1  1.16. ቚ2ݔ − 1 ݔ12 ݔ3 + 1ቚ = 2 

1.17. ቚ5ݔ − 2 ݔ5− ቚݔ− = 2  1.18. ቚ2 − ݔ4 5−1 ݔ − 1ቚ = 5 

1.19. ቚ2ݔ + 6 ݔ2 ቚݔ = 6   1.20. ቚ3ݔ + 6 ݔ1 ݔ − 2ቚ = 2 

1.21. ቚ7ݔ + 1 ݔ7 ቚݔ = 1   1.22. ቚ2ݔ + 10 ݔ3− ݔ − 5ቚ = 5 

1.23. ቚ4ݔ + 5 4ݔ ቚݔ = 5   1.24. ቚ3ݔ − 12 3−2 ݔ + 1ቚ = 6 

1.25. ቚݔ 8ݔ ݔ8 − 3ቚ = −3  1.26. ቚ2ݔ + 9 2ݔ ቚݔ = 9 

1.27. ቚ2ݔ + 5 −42 ݔ − 2ቚ = 8  1.28. ቚ9ݔ + 1 ݔ9 ቚݔ = 1 

1.29. ቚ3 − ݔ4 ݔ14− ݔ ቚ = 3  1.30. ቚ4ݔ − 5 1−4 ݔ + 2ቚ = 4 

 
Задание 2. Решить неравенство 

2.1. อ 2 ݔ2 − 1 1−1 0 03 ݔ2 ݔ3 + 1อ ≤ 2  2.2. อ5ݔ − 2 3 −50 1 ݔ0 −4 อݔ− > 2 

2.3. อ2 − ݔ4 5 10 0 −1−1 ݔ − 1 5 อ < 5  2.4. อ 4 ݔ2 + 6 2−3 ݔ 1ݔ 0 0อ ≥ 6 
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2.5. อ3ݔ + 6 −5 ݔ1 2 ݔ − 20 −1 0 อ ≤ 2  2.6. อ7ݔ + 1 7 ݔ1 ݔ 50 0 1อ < 1 

2.7. อ 0 −1 ݔ02 + 10 5 ݔ3− 4 ݔ − 5อ > 5  2.8. อ 0 0 ݔ14 + 5 ݔ −24 ݔ −7อ ≥ 5  

2.9. อ 5 ݔ3 − 12 3−1 0 0−2 −2 ݔ + 1อ ≤ 6  2.10. อݔ 5 0ݔ −1 08 2 ݔ8 − 3อ > 3  

2.11. อ2ݔ + 9 ݔ 10 0 −12 ݔ 3 อ < 9   2.12. อ 2 ݔ2 + 5 −4−1 2 ݔ − 21 0 0 อ ≥ 6 

2.13. อ9ݔ + 1 10 ݔ9 7 0ݔ −1 0อ ≤ 1   2.14. อ3 − ݔ4 −1 ݔ24 ݔ −40 0 1 อ > 3 

2.15. อ1 2 −30 ݔ4 − 5 10 −4 ݔ + 2อ < 4  2.16. อ 2 −1 ݔ52− + 1 0 ݔ2 0 ݔ อ ≥ 1 

2.17. อ 5 2 ݔ1− + 8 ݔ− 01 ݔ2 0 อ ≤ 15  2.18. อ 0 ݔ4 − 1 2−1 3 −60 ݔ ݔ อ > 1 

2.19. อ5ݔ + 2 0 −22 1 ݔ3− 0 ݔ อ < 1   2.20. อ1 − ݔ2 2 04 1 ݔ1− ݔ− 0 อ ≥ 5 

2.21. อ0 3 − ݔ 0ݔ −3 1ݔ2− 2 −1 อ ≤ 2   2.22. อ3ݔ − 4 0 ݔ3 0 2ݔ 1 −7อ > 4  

2.23. อ2 − ݔ3 ݔ2 01 ݔ− 03 −3 1อ < 7   2.24. อ 2 2 15 − ݔ ݔ2 01 ݔ− 0อ ≥ 8  

2.25. อ 1 −1 53 − ݔ4 0 ݔ4− 0 ݔ อ ≤ 3  2.26. อ1 4 −10 ݔ − 4 0ݔ2− 3 ݔ อ > 3  

2.27. อ−1 ݔ4 + 3 21 0 05 ݔ อݔ− < 9  2.28. อ2ݔ − 7 2 20 −1 ݔ0 ݔ6− อݔ ≥ 7 

2.29. อݔ + 3 ݔ −30 0 12 ݔ4 7 อ ≤ 6   2.30. อ2ݔ − 3 3 ݔ−3 −2 0ݔ2 −1 0 อ > 1 
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Задание 3. Вычислить  определитель матрицы В 3-го порядка: 
 
а) по правилу Саррюса; б) разложением по строке или столбцу. 

ܤ .3.1 = ൭3 2 15 3 22 5 3൱   3.2. ܤ = ൭ 6 2 3−2 3 57 1 2൱ 

ܤ .3.3 = ൭1 2 52 3 45 4 3൱   3.4. ܤ = ൭1 −3 22 7 33 5 4൱ 

ܤ .3.5 = ൭2 3 73 2 54 1 2൱   3.6. ܤ = ൭8 3 51 2 42 1 3൱ 

ܤ .3.7 = ൭2 3 51 2 45 4 3൱   3.8. ܤ = ൭ 8 5 −3−1 3 43 4 2 ൱ 

ܤ .3.9 = ൭1 3 24 2 16 5 3൱   3.10. ܤ = ൭1 −2 −32 4 13 5 2 ൱ 

ܤ .3.11 = ൭3 1 44 2 52 3 1൱   3.12. ܤ = ൭3 5 22 3 51 2 3൱ 

ܤ .3.13 = ൭6 −2 72 3 13 5 2൱  3.14. ܤ = ൭1 2 52 3 45 4 3൱ 

ܤ .3.15 = ൭ 1 2 3−3 7 52 3 4൱  3.16.	ܤ = ൭2 3 43 2 17 5 2൱ 

ܤ .3.17 = ൭8 1 23 2 15 4 3൱   3.18. ܤ = ൭2 1 53 2 45 4 3൱ 

ܤ .3.19 = ൭ 8 −1 35 3 4−3 4 2൱  3.20. ܤ = ൭1 4 63 2 52 1 3൱ 

ܤ .3.21 = ൭ 1 2 3−2 4 5−3 1 2൱  3.22. ܤ = ൭ 2 5 3−3 −4 24 3 −6൱ 

ܤ .3.23 = ൭3 5 −22 −3 41 −4 5 ൱  3.24. ܤ = ൭3 7 −22 1 31 6 −4൱ 
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ܤ .3.25 = ൭ 2 1 −34 −3 2−1 4 −5൱  3.26. ܤ = ൭ 2 5 3−3 2 11 4 2൱ 

ܤ .3.27 = ൭−1 −2 32 3 43 4 6൱  3.28. ܤ = ൭9 3 12 5 31 −7 −5൱ 

ܤ .3.29 = ൭3 1 56 −4 34 −3 2൱  3.30. ܤ = ൭2 −1 32 −2 −33 2 1 ൱ 

 
Задание 4. Вычислить  определитель 4-го порядка 

4.1. 1	 0	 2	 1	 -15 4.2. 1	 0	 2	 1	 -10 2	 ‒2	 3	 2	 2 ‒2 3 2	3	 1	 4	 3	 3 1 4 3	4	 4	 5	 1	 3 2 5 1	
4.3. 1	 0	 2	 1	 14 4.4. 1 5 2 1	 21 2	 ‒2	 3	 3	 2 ‒2 3 2	3	 1	 4	 2	 3 4 1 2	1	 5	 3	 1	 1 2 0 1	
4.5. 1	 2	 2	 1	 -20 4.6. ‒1 2 2 1	 -19 2	 ‒2	 3	 2	 3 ‒2 3 2	3	 1	 4	 2	 2 1 4 3	1	 0	 5	 1	 1 0 5 1	
4.7. 1	 0	 2	 1	 -1 4.8. 1 3 2 2	 17 2	 ‒2	 3	 2	 2 ‒2 3 1	3	 1	 4	 2	 3 1 0 1	1	 5	 5	 1	 1 ‒2 5 2	
4.9. 1	 ‒1	 2	 1	 5 4.10. 1 ‒1 2 1	 -18 2	 0	 3	 2	 2 7 4 2	3	 1	 4	 2	 0 1 4 2	1	 2	 3	 1	 1 2 3 1	
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4.11. 1	 ‒1	 2	 1	 3 4.12. 1 ‒1 2 1	 -18 2	 ‒2	 3	 2	 2 0 3 2	3	 1	 0	 2	 ‒4 1 5 2	1	 2	 3	 1	 1 ‒2 4 1	
4.13. 1	 ‒1	 2	 1	 9 4.14. 1 2 3 1	 18 2	 ‒2	 3	 2	 2 1 0 2	5	 1	 0	 2	 4 3 1 2	1	 2	 3	 1	 ‒1 2 3 1	
4.15. 1	 ‒1	 2	 1	 3 4.16. 4 1 2 ‒1	 -20 2	 0	 3	 2	 ‒3 ‒4 3 2	5	 1	 6	 2	 0 1 6 3	1	 ‒2	 3	 1	 2 2 3 1	

 
 

4.17. 1	 1	 2	 0	 5 4.18. 1 3 2 5	 29 2	 4	 3	 3	 2 5 3 4	5	 1	 ‒1	 2	 3 2 ‒1 2	1	 2	 2	 1	 ‒2 ‒3 0 7	
4.19. ‒2	 1	 2	 4	 -15 4.20. ‒2 1 2 4	 0 2	 4	 1	 3	 2 4 1 3	5	 7	 0	 2	 6 7 0 2	3	 ‒2	 2	 1	 3 ‒4 1 6	
4.21. 1	 3	 ‒2	 1	 21 4.22. 1 ‒1 2 1	 3 2	 ‒1	 3	 2	 2 ‒2 3 2	0	 2	 4	 3	 3 1 0 2	4	 1	 ‒2	 1	 1 2 3 1	
4.23. 1	 0	 2	 1	 -5 4.24. 1 ‒1 2 1	 28 2	 ‒2	 3	 3	 2 ‒2 3 2	3	 7	 4	 2	 7 4 0 3	1	 5	 ‒2	 1	 1 6 3 1	
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4.25. 1	 8	 2	 1	 -8 4.26. 1 ‒1 2 1	 -3 2	 ‒2	 3	 2	 3 0 3 2	3	 1	 4	 2	 5 1 7 4	1	 0	 2	 1	 1 ‒2 3 1	
4.27. 3	 1	 2	 3	 -10 4.28. 1 3 2 0	 20 2	 ‒5	 3	 ‒1	 ‒2 ‒4 3 2	0	 1	 2	 2	 4 1 ‒1 3	1	 ‒3	 4	 1	 1 2 2 1	
4.29. 1	 ‒1	 2	 1	 5 4.30. ‒2 1 2 7	 -11 2	 0	 3	 2	 2 3 1 3	3	 1	 4	 2	 5 4 0 ‒2	1	 2	 3	 1	 1 2 3 1	

 
Задание 5. Вычислить  ࡮࡭ − ૜С 

ܣ .5.1 = ൭1 1 				30 4 −23 1 			1൱ ܤ			, = ൭			1 				2−1 				2				3 −2൱ ܥ			, = 	൭−1 			2			2 			0				3 −1൱ 

ܣ .5.2 = ൭1 1 40 6 −23 1 1 ൱ ܤ			, = ൭ 1 2−1 33 −2൱ ܥ				, = 	൭−2 32 04 −1൱ 

ܣ .5.3 = ൭1 1 50 8 −23 1 1 ൱ ܤ			, = ൭ 1 2−1 43 −2൱ ܥ				, = 	൭−3 42 05 −1൱ 

ܣ .5.4 = ൭1 2 20 2 −23 1 2 ൱ ܤ			, = ൭ 2 2−1 13 −2൱ ܥ				, = 	൭1 12 03 −2൱ 

ܣ .5.5 = ൭1 2 30 4 −23 1 2 ൱ ܤ			, = ൭ 2 2−1 23 −2൱ ܥ				, = 	൭0 22 04 −2൱ 

ܣ .5.6 = ൭1 2 40 6 −23 1 2 ൱ ܤ			, = ൭ 2 2−1 33 −2൱ ܥ				, = 	൭−1 32 05 −2൱ 

ܣ .5.7 = ൭1 2 50 8 −23 1 2 ൱ ܤ			, = ൭ 2 2−1 43 −2൱ ܥ				, = 	൭−2 42 06 −2൱ 
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ܣ .5.8 = ൭1 3 20 2 −23 1 3 ൱ ܤ			, = ൭ 3 2−1 13 −2൱ ܥ				, = 	൭2 12 04 −3൱ 

ܣ .5.9 = ൭1 3 30 4 −23 1 3 ൱ ܤ			, = ൭ 3 2−1 23 −2൱ ܥ				, = 	൭1 22 05 −3൱ 

ܣ .5.10 = ൭1 3 40 6 −23 1 3 ൱ ܤ			, = ൭ 3 2−1 33 −2൱ ܥ				, = 	൭0 32 06 −3൱ 

ܣ .5.11 = ൭1 3 50 8 −23 1 3 ൱ ܤ			, = ൭ 3 2−1 43 −2൱ ܥ				, = 	൭−1 42 07 −3൱ 

ܣ .5.12 = ൭1 4 20 2 −23 1 4 ൱ ܤ			, = ൭ 4 2−1 13 −2൱ ܥ				, = 	൭3 12 05 −4൱ 

ܣ .5.13 = ൭1 4 30 4 −23 1 4 ൱ ܤ			, = ൭ 4 2−1 23 −2൱ ܥ				, = 	൭2 22 06 −4൱ 

ܣ .5.14 = ൭1 4 40 6 −23 1 4 ൱ ܤ			, = ൭ 4 2−1 33 −2൱ ܥ				, = 	൭1 32 07 −4൱ 

ܣ .5.15 = ൭1 5 30 4 −23 1 5 ൱ ܤ			, = ൭ 5 2−1 23 −2൱ ܥ				, = 	൭3 22 07 −5൱ 

ܣ .5.16 = ൭−1 3 −22 −4 00 −1 3 ൱ ܤ			, = ൭ 3 −11 −2−4 0 ൱ ܥ				, = 	൭ 6 1−2 −32 −2൱ 

ܣ .5.17 = ൭−1 −2 32 5 00 −1 −2൱ ܤ			, = ൭−2 −11 −3−4 0 ൱ ܥ				, = 	൭−4 13 22 3൱ 

ܣ .5.18 = ൭−1 4 −32 −6 00 −1 4 ൱ ܤ			, = ൭ 4 −11 −3−4 0 ൱ ܥ				, = 	൭ 8 1−3 −42 −3൱ 

ܣ .5.19 = ൭−1 −4 52 10 00 −1 −4൱ ܤ			, = ൭−4 −11 5−4 0 ൱ ܥ				, = 	൭−8 15 42 5൱ 

ܣ .5.20 = ൭−1 5 −42 −8 00 −1 5 ൱ ܤ			, = ൭ 5 −11 −4−4 0 ൱ ܥ				, = 	൭10 1−4 −52 −4൱ 

ܣ .5.21 = ൭−1 −5 62 12 00 −1 −5൱ ܤ			, = ൭−5 −11 6−4 0 ൱ ܥ				, = 	൭−10 16 52 6൱ 



69 

ܣ .5.22 = ൭1 1 40 6 −22 1 −1൱ ܤ			, = ൭ 1 2−1 31 0൱ ܥ				, = 	൭−2 32 04 −1൱ 

ܣ .5.23 = ൭1 1 60 10 −12 −1 1 ൱ ܤ			, = ൭ 1 −2−1 52 −2൱ ܥ				, = 	൭−4 51 06 −1൱ 

ܣ .5.24 = ൭−1 1 50 8 −23 1 1 ൱ ܤ			, = ൭ 1 2−1 43 −2൱ ܥ				, = 	൭−3 42 05 −1൱ 

ܣ .5.25 = ൭2 1 20 2 −24 −1 1 ൱ ܤ			, = ൭ 1 −2−1 14 −2൱ ܥ				, = 	൭0 13 −22 −1൱ 

ܣ .5.26 = ൭1 1 30 4 −25 −1 1 ൱ ܤ			, = ൭ 1 2−1 23 −2൱ ܥ				, = 	൭−1 20 33 −1൱ 

ܣ .5.27 = ൭ 2 5 4−1 6 −20 1 5 ൱ ܤ			, = ൭ 5 0−1 33 −1൱ ܥ				, = 	൭2 32 08 −5൱ 

ܣ .5.28 = ൭1 5 20 2 −12 −1 5 ൱ ܤ			, = ൭ 5 2−1 13 −2൱ ܥ				, = 	൭ 4 1−1 06 −5൱ 

ܣ .5.29 = ൭−1 5 30 4 −23 −1 5 ൱ ܤ			, = ൭ 5 10 2−1 −2൱ ܥ				, = 	൭ 3 2−1 07 −5൱ 

ܣ .5.30 = ൭−1 3 60 10 −11 −1 3 ൱ ܤ			, = ൭ 3 1−1 50 −2൱ ܥ				, = 	൭−2 52 08 −3൱ 

 
Задание 6. Вычислить:  а) ܣ ∙ ܣ (б       ;ܤ ∙ ܤ + ܤ	 ∙  ܣ

ܣ .6.1 = ൭ −1 −1 1−11 7 −119 −11 −1൱, ܤ = ൭3 2 15 3 22 5 3൱ 

ܣ .6.2 = ൭ 1 −1 139 −9 −36−23 8 22 ൱,	 ܤ = ൭ 6 2 3−2 3 57 1 2൱ 

ܣ .6.3 = ൭−7 14 −714 −22 6−7 6 −1൱, ܤ = ൭1 2 52 3 45 4 3൱ 

ܣ .6.4 = ൭ 13 22 −231 −2 1−11 −14 13 ൱, ܤ = ൭1 −3 22 7 33 5 4൱ 
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ܣ .6.5 = ൭−1 1 114 −24 11−5 10 −5൱, ܤ = ൭2 3 73 2 54 1 2൱ 

ܣ .6.6 = ൭ 2 −4 25 14 −27−3 −2 13 ൱,			 ܤ = ൭8 3 51 2 42 1 3൱ 

ܣ .6.7 = ൭−10 11 217 −19 −3−6 7 1 ൱, ܤ = ൭2 3 51 2 45 4 3൱ 

ܣ .6.8 = ൭−10 −22 2914 25 −29−13 −17 29 ൱, ܤ = ൭ 8 5 −3−1 3 43 4 2 ൱ 

ܣ .6.9 = ൭ 1 1 −1−6 −9 78 13 −10൱, ܤ = ൭1 3 24 2 16 5 3൱ 

ܣ .6.10 = ൭ 3 −11 10−1 11 −7−2 −11 8 ൱,	 ܤ = ൭1 −2 −32 4 13 5 2 ൱ 

ܣ .6.11 = ൭−13 11 −36 −5 18 −7 2 ൱, ܤ = ൭3 1 44 2 52 3 1൱ 

ܣ .6.12 = ൭−1 −11 19−1 7 −111 −1 −1 ൱,	 ܤ = ൭3 5 22 3 51 2 3൱ 

ܣ .6.13 = ൭ 1 39 −23−1 −9 81 −36 22 ൱, ܤ = ൭6 −2 72 3 13 5 2൱ 

ܣ .6.14 = ൭−7 14 −714 −22 6−7 6 −1൱,	 ܤ = ൭1 2 52 3 45 4 3൱ 

ܣ .6.15 = ൭ 13 1 −1122 −2 −14−23 1 13 ൱,	 ܤ = ൭ 1 2 3−3 7 52 3 4൱ 

ܣ .6.16 = ൭−1 14 −51 −24 101 11 −5൱,	 ܤ = ൭2 3 43 2 17 5 2൱ 

ܣ .6.17 = ൭ 2 5 −3−4 14 −22 −27 13൱, ܤ = ൭8 1 23 2 15 4 3൱ 

ܣ .6.18 = ൭−10 17 −611 −19 72 −3 1 ൱,	 ܤ = ൭2 1 53 2 45 4 3൱ 
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ܣ .6.19 = ൭−10 14 −13−22 25 −1729 −29 29 ൱,	 ܤ = ൭ 8 −1 35 3 4−3 4 2൱ 

ܣ .6.20 = ൭ 1 −6 81 −9 13−1 7 −10൱,	 ܤ = ൭1 4 63 2 52 1 3൱ 

ܣ .6.21 = ൭ 3 −1 −2−11 11 −1110 −7 8 ൱, ܤ = ൭ 1 2 3−2 4 5−3 1 2൱ 

ܣ .6.22 = ൭ 18 39 22−10 −24 −137 14 7 ൱,	 ܤ = ൭ 2 5 3−3 −4 24 3 −6൱ 

ܣ .6.23 = ൭ 1 −17 14−6 17 −16−5 17 −19൱, ܤ = ൭3 5 −22 −3 41 −4 5 ൱ 

ܣ .6.24 = ൭−22 16 2311 −10 −1311 −11 −11൱, ܤ = ൭3 7 −22 1 31 6 −4൱ 

ܣ .6.25 = ൭ 7 −7 −718 −13 −1613 −9 −10൱,	 ܤ = ൭ 2 1 −34 −3 2−1 4 −5൱ 

ܣ .6.26 = ൭ 0 2 −17 1 −11−14 −3 19 ൱,	 ܤ = ൭ 2 5 3−3 2 11 4 2൱ 

ܣ .6.27 = ൭ 2 24 −170 −15 10−1 −2 1 ൱, ܤ = ൭−1 −2 32 3 43 4 6൱ 

ܣ .6.28 = ൭ −4 8 413 −46 −25−19 66 39 ൱, ܤ = ൭9 3 12 5 31 −7 −5൱ 

ܣ .6.29 = ൭ 1 −17 230 −14 21−2 13 −18൱, ܤ = ൭3 1 56 −4 34 −3 2൱ 

ܣ .6.30 = ൭ 4 7 9−11 −7 1210 −7 −2൱,	 ܤ = ൭2 −1 32 −2 −33 2 1 ൱ 

 
Задание 7. Найти значение матричного многочлена f(А) 

7.1.  f(x) = – x3 + 2x2 – x + 3,    ܣ = ቀ−1 03 2ቁ 

7.2.  f(x) = x3 – 3x2 + 2x – 2,   ܣ = ቀ2 30 −1ቁ 
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7.3.  f(x) =  – x3 + 3x2+ x – 2,    ܣ = ቀ 2 −1−3 0 ቁ 

7.4.  f(x) = x3+ 3x2 + 2x – 1,   ܣ = ቀ 0 3−1 −2ቁ 

7.5.  f(x) = 2x3 – x2 + 3x + 1,   ܣ = ቀ0 −21 −1ቁ 

7.6.  f(x) = –2x3 + x2– x + 3,    ܣ = ቀ 1 0−2 −1ቁ 

7.7.  f(x) = – x3 + 3x2– x + 4,    ܣ = ቀ1 −10 2 ቁ 

7.8.  f(x) = x3 – 2x2+ 4x – 3,    ܣ = ቀ 2 1−1 0ቁ 

7.9.  f(x) = – x3 + 4x2 – 3x + 1,    ܣ = ቀ0 −11 2 ቁ 

7.10. f(x) = x3 – 5x2 + 3 x– 2,    ܣ = ቀ−1 02 1ቁ 

7.11. f(x) = 2x3– 3x2 + 1,     ܣ = ቀ2 01 −1ቁ 

7.12. f(x) = 4x3 – 5x2– 2x + 3,    ܣ = ቀ1 10 −2ቁ 

7.13. f(x) = 2x3 + 3x2– x – 4,     ܣ = ቀ−1 10 2ቁ 

7.14. f(x) = –2x3 + 2x2– 3x + 1,    ܣ = ቀ 1 −2−1 0 ቁ 

7.15. f(x) = – x3 + 3x2 + 2x – 3,    ܣ = ቀ0 11 −1ቁ 

7.16. f(x) = 3x3  – 2x2– x + 2,    ܣ = ቀ 2 0−1 −1ቁ 

7.17. f(x) = – 3x3 + x2– 2x + 1,    ܣ = ቀ−1 03 1ቁ 

7.18. f(x) = – x3 – 3x2+ 5x + 10,    ܣ = ቀ2 −10 −3ቁ 

7.19. f(x) = 2x3 – 3x2 + 6x + 3,    ܣ = ቀ 2 2−2 0ቁ 

7.20. f(x) = – x3 + 2x2 + 7,     ܣ = ቀ 0 3−1 −1ቁ 

7.21. f(x) = x3 + 2x2+ 5x – 2,   ܣ = ቀ−1 12 0ቁ 

7.22. f(x) = x3 + 2x2– x – 3,     ܣ = ቀ 1 0−3 −2ቁ 

7.23. f(x) = 2x3 – 10x + 5,     ܣ = ቀ0 22 −1ቁ 

7.24. f(x) = 3x3 + 6x2– x – 2,    ܣ = ቀ−2 0−3 1ቁ 
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7.25. f(x) = – x3 + 3x2 – 2x + 3,    ܣ = ቀ2 −10 3 ቁ 

7.26. f(x) = – 2x3 + 3x2 + x – 2,    ܣ = ቀ1 21 0ቁ 

7.27. f(x) = 3x3 + 4x2 – 1,     ܣ = ቀ 0 −1−1 −1ቁ 

7.28. f(x) = x3 – 9x + 4,     ܣ = ቀ1 03 −3ቁ 

7.29. f(x) = 2x3 – 6x2 + 3,     ܣ = ቀ3 −10 1 ቁ 

7.30.  f(x) = – 5x3 + 4x2 – x – 4,    ܣ = ቀ 1 1−1 0ቁ 

 
Задание 8. Найти обратную матрицу и сделать подробную  

проверку: 

а) методом присоединенной матрицы;  
б) методом элементарных преобразований (методом Гаусса). 

ܤ .8.1 = ൭ 1 2 3−2 4 5−3 1 2൱  8.2. ܤ = ൭ 2 5 3−3 −4 24 3 −6൱ 

ܤ .8.3 = ൭3 5 −22 −3 41 −4 5 ൱  8.4. ܤ = ൭3 7 −22 1 31 6 −4൱ 

ܤ .8.5 = ൭ 2 1 −34 −3 2−1 4 −5൱  8.6. ܤ = ൭ 2 5 3−3 2 11 4 2൱ 

ܤ .8.7 = ൭−1 −2 32 3 43 4 6൱  8.8. ܤ = ൭9 3 12 5 31 −7 −5൱ 

ܤ .8.9 = ൭3 1 56 −4 34 −3 2൱  8.10. ܤ = ൭2 −1 32 −2 −33 2 1 ൱ 

ܤ .8.11 = ൭3 2 15 3 22 5 3൱   8.12. ܤ = ൭ 6 2 3−2 3 57 1 2൱ 

ܤ .8.13 = ൭1 2 52 3 45 4 3൱   8.14. ܤ = ൭1 −3 22 7 33 5 4൱ 

ܤ .8.15 = ൭2 3 73 2 54 1 2൱   8.16. ܤ = ൭8 3 51 2 42 1 3൱ 
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ܤ .8.17 = ൭2 3 51 2 45 4 3൱   8.18. ܤ = ൭ 8 5 −3−1 3 43 4 2 ൱ 

ܤ .8.19 = ൭1 3 24 2 16 5 3൱   8.20. ܤ = ൭1 −2 −32 4 13 5 3 ൱ 

ܤ .8.21 = ൭3 1 44 2 52 3 1൱   8.22. ܤ = ൭3 5 22 3 51 2 3൱ 

ܤ .8.23 = ൭6 −2 72 3 13 5 2൱  8.24. ܤ = ൭1 2 52 3 45 4 3൱ 

ܤ .8.25 = ൭ 1 2 3−3 7 52 3 4൱  8.26. ܤ = ൭2 3 43 2 15 4 3൱ 

ܤ .8.27 = ൭8 1 23 2 15 4 3൱   8.28. ܤ = ൭2 1 53 2 45 4 3൱ 

ܤ .8.29 = ൭ 8 −1 35 3 4−3 4 2൱  8.30. ܤ = ൭1 4 63 2 52 1 3൱ 

 
Задание 9. Найти, при каком значении с матрица А не имеет 

обратной 

ܣ  .9.1 = ൭с 4 12 5 −10 с 1 ൱  9.2. ܣ = ൭с −4 17 −с 22 −1 0൱ 

ܣ  .9.3 = ൭−1 1 −2−с 3 −11 с 3 ൱  9.4.  ܣ = ൭ 3 2 1−1 с −2
с −2 3 ൱ 

ܣ .9.5 = ൭ 5 4 1−с 3 −4
с −2 3 ൱  9.6.  ܣ = ൭ 1 −2 с5 с 2−2 1 −3൱ 

ܣ  .9.7 = ൭1 2 −1
с 3 −2
с −2 3 ൱  9.8.  ܣ = ൭2 с −11 4 −31 −2 с

൱ 

ܣ  .9.9 = ൭ 1 −1 с−2 −3 11 −с 3൱  9.10.  ܣ = ൭ 7 2 5−5 −3 с1 с 3൱ 
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ܣ  .9.11 = ൭1 с −22 5 −31 −2 с
൱  9.12.  ܣ = ൭ 6 4 с−2 2 −41 −с 3 ൱ 

ܣ  .9.13 = ൭2 4 с2 6 −41 с 3 ൱  9.14. ܣ = ൭ 4 с 3−3 −2 −1
с −2 3 ൱ 

ܣ  .9.15 = ൭−2 с −33 4 −1
с −2 3 ൱  9.16.  ܣ = ൭ 5 с 4

с −2 3−4 −3 −1൱ 

ܣ  .9.17 = ൭0 1 −с
с 2 −1
с −2 3 ൱  9.18. ܣ = ൭ 1 с 3−3 −1 с5 2 3൱ 

ܣ  .9.19 = ൭−4 −2 с1 с 36 2 4൱  9.20.  ܣ = ൭ 1 с 3−2 2 −44 6 с
൱ 

ܣ  .9.21 = ൭ 7 2 5−5 −3 с1 с 3൱  9.22.  ܣ = ൭ 5 7 с1 с 3−3 2 −5൱ 

ܣ  .9.23 = ൭ 2 с с
с −2 3−1 0 −1൱  9.24.  ܣ = ൭3 с 00 с −31 −2 с

൱ 

ܣ  .9.25 = ൭2с 3 с1 −2 с−3 0 −3൱  9.26.  ܣ = ൭7 с 41 −2 с4 1 3൱ 

ܣ  .9.27 = ൭−2 −3 с
с −2 3с−1 −4 3 ൱  9.28.  ܣ = ൭ 1 с 32 −1 3−5 −3 с

൱ 

ܣ  .9.29 = ൭ 3 4 с−с −2 3−с 5 −4൱  9.30.  ܣ = ൭3 5 с2 7 −51 с 3 ൱ 

 
Задание 10. Вычислить ранг матрицы  

ܣ  .10.1 = ൭ 7 2 5−5 −3 −21 −2 3 01−1൱ 10.2.  ܣ = ൭ 5 7 −21 −2 3−3 2 −5 010൱ 

ܣ  .10.3 = ൭ 2 1 11 −2 3−1 0 −1 403൱  10.4.  ܣ = ൭3 −2 00 −2 −31 −2 −2 120൱ 

ܣ  .10.5 = ൭ 6 3 31 −2 3−3 0 −3 201൱  10. 6.  ܣ = ൭7 3 41 −2 34 1 3 00−1൱ 
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ܣ  .10.7 = ൭−2 −3 11 −2 3−1 −4 3 021൱          10.8. ܣ = ൭ 1 −2 32 −1 3−5 −3 −2 1−10 ൱ 

ܣ .10.9 = ൭ 3 4 −1−1 −2 3−1 5 −4 011൱          10.10. ܣ = ൭3 5 −22 7 −51 −2 3 010൱ 

ܣ  .10.11 = ൭−8 4 12 5 −10 −8 1 205൱          10.12. ܣ = ൭6 −4 18 −6 22 −1 0 23−1൱ 

ܣ  .10.13 = ൭−1 1 −22 3 −11 −2 3 130൱          10.14. ܣ = ൭ 3 2 1−1 4 −24 −2 3 6−10 ൱ 

ܣ  .10.15 = ൭ 5 4 1−1 3 −41 −2 3 410൱          10.16. ܣ = ൭ 1 −2 −45 −4 2−2 1 −3 071൱ 

ܣ  .10.17 = ൭1 2 −11 3 −21 −2 3 −120 ൱          10.18. ܣ = ൭2 3 −11 4 −31 −2 3 60−1൱ 

ܣ  .10.19 = ൭ 1 −1 −4−2 −3 11 4 3 250൱          10.20. ܣ = ൭ 7 2 5−5 −3 21 2 3 0−16 ൱ 

ܣ  .10.21 = ൭1 3 −22 5 −31 −2 3 40−3൱           10.22. ܣ = ൭ 6 4 11−2 2 −41 −11 3 10−1൱ 

ܣ  .10.23 = ൭2 4 12 6 −41 1 3 03−2൱  10.24. ܣ = ൭ 4 1 3−3 −2 −11 −2 3 0−21 ൱ 

ܣ  .10.25 = ൭−2 1 −33 4 −11 −2 3 20−3൱ 10.26. ܣ = ൭ 5 1 41 −2 3−4 −3 −1 208൱ 

ܣ  .10.27 = ൭0 1 −11 2 −11 −2 3 302൱  10.28. ܣ = ൭ 1 −2 3−3 −1 −25 2 3 012൱ 

ܣ  .10.29 = ൭−4 −2 −21 −2 36 2 4 103൱  10.30. 	ܣ = ൭ 1 9 3−2 2 −44 6 9 −100 ൱ 

 
Задание 11. Решить матричное уравнение 

11.1.  ܺ ቀ−1 12 3ቁ் = ቀ−8 1−4 8ቁ   
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11.2.  ܺ ቀ 3 2−1 1ቁ் = ቀ 7 1−10 −5ቁ 

11.3.  ܺ ቀ 5 4−1 3ቁ் = ቀ 17 8−20 −15ቁ  

11.4.  ܺ ቀ 5 3−2 1ቁ் = ቀ 17 2−15 −5ቁ  

11.5.  ܺ ቀ1 21 3ቁ் = ቀ11 16−6 −9ቁ  

11.6.  ܺ ቀ2 13 4ቁ = ൭ 5 52 1−3 −14൱ 

11.7.  ܺ ቀ 1 −2−1 −3ቁ = ൭ 0 −51 −212 1 ൱ 

11.8.  ܺ ቀ4 −22 1 ቁ = ൭−2 34 −222 −21൱ 

11.9.  ܺ ቀ1 23 5ቁ = ൭ 2 31 2−6 −7൱ 

11.10.   ܺ ቀ6 −23 0 ቁ = ൭−3 26 −251 −20൱ 

11.11.   ܺ ቀ4 −31 −2ቁ = ൭ 5 −54 −343 −31൱ 

11.12. ቀ−2 31 4ቁ் ܺ = ቀ10 −548 −20ቁ 

11.13.  ቀ5 −41 −3ቁ் ܺ = ቀ 18 −5−43 15ቁ 

11.14.   ቀ2 −11 3 ቁ் ܺ = ቀ16 −141 −3ቁ 

11.15.   ቀ5 32 −1ቁ் ܺ = ቀ 35 −2−12 1 ቁ 

11.16.   ቀ6 −41 −2ቁ் ܺ = ቀ 22 −1−36 2 ቁ 

11.17.   ቀ−2 24 5ቁܺ = ቀ−4 −2 −36−1 4 63 ቁ 

11.18.   ቀ 7 3−4 −1ቁܺ = ቀ−4 7 473 −4 −14ቁ 
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11.19.   ቀ−2 −3−1 4 ቁܺ = ቀ−1 −2 −575 −1 76 ቁ 

11.20.   ቀ−5 −32 −1ቁܺ = ቀ 2 −5 −60−3 2 −20ቁ 

11.21.   ቀ3 41 −2ቁܺ = ቀ 1 3 84−3 1 −42ቁ 

11.22.  ቀ 7 4−3 1ቁܺ = ቀ−3 7 884 −3 22ቁ 

11.23.    ܺ ቀ3 21 5ቁ் = ቀ 3 167 18ቁ 

11.24.  ܺ ቀ7 −34 −1ቁ் = ቀ 10 5−72 −24ቁ 

11.25. ܺ ቀ−5 2−3 −1ቁ் = ቀ−7 −250 −25ቁ 

11.26. ܺ ቀ−2 −1−3 4 ቁ் = ቀ −1 −7−26 104ቁ 

11.27. ܺ ቀ7 −43 0 ቁ் = ቀ 11 3−108 0ቁ 

11.28. ܺ ቀ2 −53 −2ቁ = ൭ 1 32 −584 −56൱ 

11.29. ܺ ቀ1 −34 −1ቁ = ൭ 3 21 −3116 −29൱ 

11.30. ቀ−1 −32 −2ቁܺ = ቀ−2 −1 −90−4 2 −60ቁ 

 
Задание 12. Решить матричное уравнение 

12.1. ABX – AX  = A, где ܣ = ቀ1 −1 00 1 −1ቁ,  ܤ = ൭−1 14 10 −2൱ 

12.2. B – 2X = BAX, где ܣ = ൭−1 00 22 1൱ ܤ			, = ቀ 1 2 0−2 0 −3ቁ 

12.3. 3X = (X – A)B, где ܣ = ൭−2 03 11 −1൱ , ܤ = ቀ−1 −72 7 ቁ 

12.4. X – B = AX + B, где ܣ = ቀ−2 15 −1ቁ , ܤ = ቀ4 03 −2ቁ 
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12.5. ABX – 3X = 2A, где ܣ = ቀ5 0 −11 2 0 ቁ , ܤ = ൭ 1 0−2 30 1൱ 

12.6. XB + 2X = AB, где ܣ = ൭ 1 20 3−1 1൱ , ܤ = ቀ−1 −42 5 ቁ 

12.7. 4X = A + ABX, где ܣ = ቀ2 −1 00 1 3ቁ , ܤ = ൭ 0 4−3 12 −1൱ 

12.8. 2A + X = ABX, где ܣ = ቀ3 0 −20 1 −1ቁ , ܤ = ൭0 12 −11 2 ൱ 

12.9. 2X – AB = 2B, где ܣ = ൭ 2 −1 01 4 1−3 0 2൱ , ܤ = ൭ 20−1൱ 

12.10. ABX + A = B + BAX, где ܣ = ቀ−1 01 2ቁ , ܤ = ቀ 3 1−2 1ቁ 

12.11. 2X – B = AX + AB, где ܣ = ቀ1 −10 0 ቁ , ܤ = ቀ−3 21 4ቁ 

12.12. XB = A – 3X, где ܣ = ൭ 1 2−3 10 −1൱ , ܤ = ቀ2 −10 1 ቁ 

12.13. (X – A)B = 4X, где ܣ = ൭ 1 −20 3−1 1 ൱ , ܤ = ቀ−1 −42 5 ቁ 

12.14. 2X = 2A + XB, где ܣ = ൭−1 21 00 −3൱ , ܤ = ቀ2 11 −1ቁ 

12.15. XA + 3X = B, где ܣ = ቀ−2 10 4ቁ , ܤ = ൭1 03 −10 2 ൱ 

12.16. B – X = XA, где ܣ = ቀ3 −10 1 ቁ , ܤ = ൭ 0 −23 5−4 2 ൱ 

12.17. A + X = 2BX, где ܣ = ቀ6 −10 3 ቁ, 	ܤ = ቀ4 −30 1 ቁ 

12.18. X – 2A= (X + B)A, где ܣ =ቀ1 −20 1 ቁ , ܤ = ቀ3 01 −1ቁ 

12.19. 2X = (X – A)B, где ܣ = ൭−2 03 11 −1൱ , ܤ = ቀ−1 −72 7 ቁ 
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12.20. X + B = AX – B, где ܣ = ቀ−2 15 −1ቁ , ܤ = ቀ4 03 −2ቁ 

12.21. ABX – 3X = 5A, где ܣ = ቀ5 0 −11 2 0 ቁ , ܤ = ൭ 1 0−2 30 1൱ 

12.22. XB = X – 2AB, где  ܣ = ൭ 1 20 3−1 1൱ , ܤ = ቀ−1 −42 5 ቁ 

12.23. 3X – A = ABX, где ܣ = ቀ2 −1 00 1 3ቁ , ܤ = ൭ 0 4−3 12 −1൱ 

12.24. 2B – X = BAX, где ܣ = ቀ−1 −2 02 0 3ቁ , ܤ = ൭1 00 −22 1 ൱ 

12.25. X + 3AB = 2B, где ܣ = ൭ 2 −1 01 4 1−3 0 2൱ , ܤ = ൭ 20−1൱ 

12.26. A + ABX = B + BAX, где ܣ = ቀ−1 01 2ቁ , ܤ = ቀ 3 1−2 1ቁ 

12.27. X – B = AX + 3AB, где ܣ = ቀ1 −10 0 ቁ , ܤ = ቀ−3 21 4ቁ 

12.28. 2X – XB = A, где ܣ = ൭ 1 2−3 10 −1൱ , ܤ = ቀ2 −10 1 ቁ 

12.29. (X + A)B = 3X, где ܣ = ൭ 1 −20 3−1 1 ൱ , ܤ = ቀ−1 −42 5 ቁ 

12.30. XA – 2X = B, где ܣ = ቀ−2 10 4ቁ , ܤ = ൭1 03 −10 2 ൱ 

 
Задание 13. Решить систему уравнений: 

а) методом Крамера;  б) матричным методом 

13.1.  ൜ ݕ − ݔ2 = ݔ53 + ݕ4 = 9  13.2.  ൜3ݕ − ݔ2 = ݔ178 + ݕ2 = 2  

13.3.  ൜2ݕ − ݔ = ݔ73− − ݕ = 16   13.4.  ൜2ݕ − ݔ5 = ݔ47 − ݕ5 = 1 

13.5.  ൜ ݕ5 − ݔ3 = ݔ12 + ݕ3 = 12  13.6.  ൜ ݔ + ݕ2 = ݕ812 − ݔ5 = 4 
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13.7.  ൜ݕ − ݔ7 = ݔ105 − ݕ3 = 2  13.8.  ൜3ݔ + ݕ4 = ݕ9 − ݔ2 = 5  

13.9.  ൜ ݔ4 + ݕ = ݕ13 − ݔ2 = 17  13.10. ൜7ݔ − ݕ3 = ݕ12− − ݔ3 = 4  

13.11. ൜3ݔ − ݕ = ݕ162 − ݔ = −7  13.12. ൜7ݔ − ݕ5 = ݕ12 − ݔ5 = 4 

13.13. ൜2ݔ + ݕ3 = ݕ125 − ݔ3 = 1   13.14. ൜ ݔ + ݕ2 = ݕ812 − ݔ5 = 4 

13.15. ൜5ݔ − ݕ3 = ݕ2 − ݔ7 = 10  13.16. ൜7ݔ − ݕ3 = ݕ12− − ݔ3 = 4  

13.17. ൜ ݔ + ݕ3 = ݕ6 − ݔ2 = −5  13.18. ൜3ݕ + ݔ2 = ݔ125 − ݕ = 13  

13.19. ൜4ݕ − ݔ3 = ݔ24− − ݕ7 = 25   13.20. ൜ ݔ4 − ݕ = ݕ85− + ݔ3 = 17 

13.21. ൜ ݕ + ݔ7 = ݔ254 + ݕ3 = 24  13.22. ൜2ݕ + ݔ5 = ݔ207 + ݕ3 = 29 

13.23. ൜ ݔ − ݕ3 = ݕ64− − ݕ2 = 10  13.24. ൜ ݕ + ݔ6 = ݔ127 + ݕ5 = 37 

13.25. ൜5ݕ + ݔ3 = ݔ304 − ݕ = 17   13.26. ൜ ݕ + ݔ5 = ݔ103 + ݕ2 = 13 

13.27. ൜5ݔ − ݕ2 = ݕ207− + ݔ3 = 29   13.28. ൜6ݔ − ݕ = ݕ127− + ݔ5 = 37  

13.29. ൜7ݕ − ݔ = ݔ143− − ݕ4 = 25   13.30. ൜7ݕ − ݔ2 = ݔ285− − ݕ9 = 53  

 
Задание 14. Решить систему уравнений: 

а) методом Крамера;   б) матричным методом;   в) методом Гаусса 

14.1. ൝3ݔ + ݕ4 + ݖ2 = ݔ7 + ݕ2 + ݖ3 = ݔ64 + ݕ5 + ݖ = 6 	 	 14.2. ൝ ݔ3 + ݕ2 + ݖ = ݔ35 + ݕ3 + ݖ2 = ݔ2	7 + ݕ5 + ݖ3 = −8 

14.3. ൝ ݔ6 + ݕ2 + ݖ3 = ݔ7−2− + ݕ3 + ݖ5 = ݔ7				1 + ݕ + ݖ2 = −7  14.4. ൝ ݔ + ݕ2 + ݖ	5 = ݔ82 + ݕ3 + ݖ4 = ݔ5	8 + ݕ4 + ݖ3 = 6 

14.5. ൝ݔ − ݕ3 + ݖ2 = ݔ42− + ݕ7 + ݖ3 = ݔ73 + ݕ5 + ݖ4 = 6   14.6. ൝2ݔ + ݕ3 + ݖ7 = ݔ13− + ݕ2 + ݖ5 = ݔ34 + ݕ + ݖ2 = 6  
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14.7. ൝8ݔ + ݕ3 + ݖ5	 = ݔ1 + ݕ2 + ݖ4 = ݔ72 + ݕ + ݖ3 = 5   14.8. ൝2ݔ + ݕ3 + ݖ	5 = ݔ2− + ݕ2 + ݖ4 = ݔ35− + ݕ4 + ݖ3 = 7  

14.9. ൝ ݔ8 + 	ݕ5 − ݖ	3 = ݔ−5 + ݕ3 + ݖ4 = ݔ3				3 + ݕ4 + ݖ2 = 6  14.10. ൝ ݔ + ݕ3 + ݖ2 = ݔ24 + ݕ2 + ݖ = ݔ6		6 + ݕ5 + ݖ3 = 9 

14.11.  ൝ ݔ − ݕ2 − ݖ	3 = ݔ52 + ݕ4 + ݖ = ݔ63 + ݕ5 + ݖ2 = 4  14.12. ൝ ݔ3 + ݕ + ݖ4 = ݔ64 + ݕ2 + ݖ5 = ݔ82 + ݕ3 + ݖ = 3  

14.13.  ൝3ݔ + ݕ5 + ݖ	2 = ݔ42− + ݕ3 + ݖ5 = ݔ5 + ݕ2 + ݖ3 = 3  14.14. ൝6ݔ − ݕ2 + ݖ	7 = ݔ32− + ݕ3 + ݖ = ݔ53 + ݕ5 + ݖ2 = 9  

14.15. ൝ ݔ + ݕ2 + ݖ	5 = ݔ82 + ݕ3 + ݖ4 = ݔ85 + ݕ4 + ݖ3 = 6  14.16.  ൝ ݔ + ݕ2 + ݖ	3 = ݔ2−3 + ݕ7 + ݖ5 = ݔ2				6 + ݕ3 + ݖ4 = 4 

14.17.  ൝2ݔ + ݕ3 + ݖ4	 = ݔ43 + ݕ2 + ݖ = ݔ17 + ݕ5 + ݖ2 = 1   14.18.  ൝		8ݔ + ݕ + ݖ	2 = ݔ23− + ݕ2 + ݖ = ݔ35 + ݕ4 + ݖ3 = 9  

14.19.   ൝ ݔ2 + ݕ + ݖ5 = ݔ93 + ݕ2 + ݖ4 = ݔ55 + ݕ4 + ݖ3 = −1 14.20.  ൝ ݔ8		 − ݕ + ݖ3	 = ݔ5		3 + ݕ3 + ݖ4 = ݔ7−3 + ݕ4 + ݖ2 = 3 

14.21.  ൝ ݔ + ݕ4 + ݖ	6 = ݔ3	1 + ݕ2 + ݖ5 = ݔ92 + ݕ + ݖ3 = 6   14.22.  ൝ݔ + 	ݕ2 + ݖ3	 = ݔ8−2− + ݕ4 + ݖ5 = ݔ2−3 + ݕ + ݖ2 = 9  

14.23.  ൝2ݔ + ݕ5 + ݖ	3 = ݔ7−3− − ݕ4 + ݖ2 = ݔ4			1 + ݕ3 − ݖ6 = 3  14.24.  ൝3ݔ + ݕ5 − ݖ	2 = ݔ12 − ݕ3 + ݖ4 = ݔ			6 − ݕ4 + ݖ5 = 6 

14.25.  ൝3ݔ + ݕ7 − ݖ	2 = ݔ32 + ݕ + ݖ3 = ݔ			1− + ݕ6 − ݖ4 = 5  14.26.  ൝ ݔ2 + 	ݕ − ݖ	3 = ݔ54− − ݕ3 + ݖ2 = ݔ−4 + ݕ4 − ݖ5 = −8 

14.27.  ൝ ݔ2 + ݕ5 + ݖ3	 = ݔ1−3 + ݕ2 + ݖ = ݔ				3− + ݕ4 + ݖ2 = 1  14.28.  ൝ ݔ− − ݕ2 + ݖ	3 = ݔ32 + ݕ3 + ݖ4 = ݔ3				5 + ݕ4 + ݖ6 = 8 

14.29.  ൝ ݔ9 + ݕ3 + ݖ	 = ݔ82 + ݕ5 + ݖ3 = ݔ3 − ݕ7 − ݖ5 = −2  14.30.  ൝3ݔ + ݕ + ݖ5	 = ݔ46− − ݕ4 + ݖ3 = ݔ84 − ݕ3 + ݖ2 = 7  
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Задание 15. Дана система линейных уравнений 

а)  с помощью теоремы Кронекера ‒ Капелли установить совместность 
системы; 
б)  решить систему методом Гаусса 

15.1.   ൝ ଵݔ + ଶݔ3 + ଷݔ2 + ସݔ − ହݔ2 = ଵݔ152 + ଶݔ4 + ଷݔ2 + ସݔ2 − ହݔ3 = ଵݔ4	6− + ଶݔ10 + ଷݔ6 + ସݔ4 − ହݔ7 = 24 

15.2.    ൝ ଵݔ + ଶݔ5 + ଷݔ4 + ସݔ2 − ହݔ4 = ଵݔ233 + ଶݔ4 + ଷݔ + ସݔ − ହݔ3 = ଵݔ4	11− + ଶݔ9 + ଷݔ5 + ସݔ3 − ହݔ7 = 12 

15.3.    ൝ ଵݔ + ଶݔ7 + ଷݔ6 + ସݔ2 − ହݔ6 = ଵݔ475 + ଶݔ6 + ଷݔ + ସݔ2 − ହݔ3 = ଵݔ6	29− + ଶݔ13 + ଷݔ7 + ସݔ3 − ହݔ9 = 18 

15.4.    ൝ ଵݔ5 + ଶݔ16 + ଷݔ4 + ସݔ3 = ଵݔ29 + ଶݔ3 − ଷݔ5 + ହݔ3 = ଵݔ4	25 + ଶݔ13 + ଷݔ9 + ସݔ2 − ହݔ2 = 4 

15.5.    ൝ ଵݔ3 + ଶݔ7 + ଷݔ4 + ସݔ2 − ହݔ4 = ଵݔ37 + ଶݔ4 + ଷݔ3 + ସݔ3 − ହݔ3 = ଵݔ4	1− + ଶݔ11 + ଷݔ7 + ସݔ5 − ହݔ7 = 36 

15.6.  ൝ ଵݔ5 + ଶݔ6 + ଷݔ + ସݔ2 − ହݔ = ଵݔ6−4 + ଶݔ + ଷݔ5 + ସݔ5 − ହݔ3 = ଵݔ9 + 17 + ଷݔ6 + ସݔ7 − ହݔ4 = 15  

15.7.    ൝2ݔଵ + ଶݔ5 + ଷݔ3 + ସݔ2 − ହݔ3 = ଵݔ19 + ଶݔ3 + ଷݔ2 + ସݔ2 − ହݔ3 = ଵݔ3	7− + ଶݔ8 + ଷݔ5 + ସݔ4 − ହݔ6 = 18 

15.8.    ൝ ଵݔ + ଶݔ4 + ଷݔ3 + ସݔ2 = ଵݔ142 + ଶݔ3 + ଷݔ − ହݔ3 = ଵݔ3	5− + ଶݔ7 + ଷݔ4 + ସݔ4 − ହݔ5 = 9 

15.9.    ൝ ଵݔ4 + ଶݔ7 + ଷݔ3 + ସݔ2 − ହݔ3 = ଵݔ−29 + ଶݔ3 + ଷݔ4 + ସݔ4 − ହݔ3 = ଵݔ3	7 + ଶݔ10 + ଷݔ7 + ସݔ6 − ହݔ6 = 36 

15.10.    ൝ ଵݔ5 + ଶݔ9 + ଷݔ4 + ସݔ2 − ହݔ4 = ଵݔ−51 + ଶݔ4 + ଷݔ5 + ସݔ5 − ହݔ3 = ଵݔ4	9 + ଶݔ13 + ଷݔ9 + ସݔ7 − ହݔ7 = 60 

15.11.    ൝ ଵݔ3 + ଶݔ2 − ଷݔ + ସݔ2 + ହݔ = ଵݔ8−4− − ଶݔ + ଷݔ3 + ସݔ3 − ହݔ3 = ଵݔ−1− + ଶݔ + ଷݔ2 + ସݔ5 − ହݔ2 = −9  
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15.12.         ൝ ଵݔ − ଶݔ5 + ଷݔ3 + ସݔ4 = ଵݔ42 − ଶݔ9 + ଷݔ2 + ହݔ = ଵݔ7 − ଶݔ4 + ଷݔ5 + ସݔ8 + ହݔ = 9 

15.13.         ൝ ଵݔ + ଶݔ6 + ଷݔ5 + ସݔ2 − ହݔ5 = ଵݔ344 + ଶݔ5 + ଷݔ + ସݔ − ହݔ3 = ଵݔ5	19− + ଶݔ11 + ଷݔ6 + ସݔ3 − ହݔ8 = 15 

15.14.         ൝ ଵݔ + ଶݔ5 + ଷݔ4 + ସݔ4 − ହݔ3 = ଵݔ15− + ଶݔ14 + ଷݔ9 + ସݔ6 − ହݔ8 = ଵݔ4	60 + ଶݔ9 + ଷݔ5 + ସݔ2 − ହݔ5 = 61  

15.15. ൝ ଵݔ− + ଶݔ2 + ଷݔ3 + ସݔ4 − ହݔ3 = ଵݔ53 + ଶݔ5 + ଷݔ2 + ସݔ2 − ହݔ2 = ଵݔ2	13 + ଶݔ7 + ଷݔ5 + ସݔ5 − ହݔ5 = 18 

15.16. ൝ ଵݔ + ଶݔ4 + ଷݔ3 + ସݔ4 = ଵݔ−6 + ଶݔ + ଷݔ2 − ହݔ = ଵݔ2	2 + ଶݔ3 − ଷݔ + ସݔ2 − ହݔ = −2 

15.17. ൝ݔଵ + ଶݔ4 + ଷݔ3 + ସݔ4 − ହݔ4 = ଵݔ−6 + ଶݔ + ଷݔ2 + ସݔ2 − ହݔ3 = ଵݔ2	3 + ଶݔ3 + ଷݔ + ସݔ2 − ହݔ = 3  

15.18. ൝ݔଵ + ଶݔ6 + ଷݔ5 + ସݔ6 − ହݔ4 = ଵݔ12−3 + ଶݔ + ଷݔ4 + ସݔ4 − ହݔ3 = ଵݔ4	7 + ଶݔ5 + ଷݔ + ସݔ2 − ହݔ = 5  

15.19. ൝ݔଵ + ଶݔ7 + ଷݔ6 + ସݔ7 − ହݔ4 = ଵݔ155 + ଶݔ6 + ଷݔ + ସݔ2 − ହݔ = ଵݔ6−4 + ଶݔ + ଷݔ5 + ସݔ5 − ହݔ3 = 9 

15.20. ൝ ଵݔ + ଶݔ5 + ଷݔ4 + ସݔ4 = ଵݔ9−2 + ଶݔ + ଷݔ3 − ହݔ3 = ଵݔ3	5 + ଶݔ4 − ଷݔ + ସݔ2 + ହݔ = 4 

15.21. ൝ ଵݔ + ଶݔ3 + ଷݔ2 + ସݔ2 − ହݔ2 = ଵݔ7 + ଶݔ2 + ଷݔ + ସݔ − ହݔ3 = ଵݔ2	1− + ଶݔ5 + ଷݔ3 + ସݔ3 − ହݔ5 = 6 

15.22. ൝ݔଵ + ଶݔ4 + ଷݔ3 + ସݔ2 − ହݔ3 = ଵݔ142 + ଶݔ3 + ଷݔ + ସݔ − ହݔ3 = ଵݔ3	5− + ଶݔ7 + ଷݔ4 + ସݔ3 − ହݔ6 = 9 

15.23. ൝ ଵݔ + ଶݔ5 + ଷݔ4 + ସݔ2 − ହݔ2 = ଵݔ233 + ଶݔ4 + ଷݔ + ସݔ − ହݔ3 = ଵݔ4	11− + ଶݔ9 + ଷݔ5 + ସݔ3 − ହݔ7 = 12 
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15.24. ൝ ଵݔ + ଶݔ6 + ଷݔ5 + ସݔ2 = ଵݔ104 + ଶݔ5 + ଷݔ − ହݔ3 = ଵݔ5	2 + ଶݔ11 + ଷݔ6 + ସݔ − ହݔ = 16 

15.25. ൝ ଵݔ + ଶݔ6 + ଷݔ5 + ସݔ2 − ହݔ5 = ଵݔ345 + ଶݔ11 + ଷݔ6 + ସݔ3 − ହݔ8 = ଵݔ4	15 + ଶݔ5 + ଷݔ + ସݔ − ହݔ3 = −19  

15.26. ൝ ଵݔ + ଶݔ3 + ଷݔ2 + ସݔ2 − ହݔ3 = ଵݔ13− + ଶݔ8 + ଷݔ5 + ସݔ4 − ହݔ6 = ଵݔ2	18 + ଶݔ5 + ଷݔ3 + ସݔ2 − ହݔ3 = 19 

15.27. ൝ ଵݔ + ଶݔ5 + ଷݔ4 + ସݔ5 − ହݔ4 = ଵݔ92 − ଶݔ − ଷݔ3 − ସݔ3 + ହݔ3 = ଵݔ3	5− + ଶݔ4 + ଷݔ + ସݔ2 − ହݔ = 4  

15.28. ൝ ଵݔ − ଶݔ2 − ଷݔ3 + ହݔ3 = ଵݔ52− + ଶݔ7 + ଷݔ5 + ସݔ2 = ଵݔ3	18 + ଶݔ5 + ଷݔ2 + ସݔ − ହݔ2 = 13 

15.29. ൝ ଵݔ + ଶݔ5 + ଷݔ4 + ସݔ4 − ହݔ3 = ଵݔ15− + ଶݔ14 + ଷݔ9 + ସݔ6 − ହݔ8 = ଵݔ4	60 + ଶݔ9 + ଷݔ5 + ସݔ2 − ହݔ5 = 61  

15.30. ൝ݔଵ + ଶݔ6 + ଷݔ5 + ସݔ6 − ହݔ4 = ଵݔ124 + ଶݔ5 + ଷݔ + ସݔ2 − ହݔ = ଵݔ5−3 + ଶݔ + ଷݔ4 + ସݔ4 − ହݔ3 = 7 

 
Задание 16. Решить систему для любого λ 

16.1.     ൝ ଵݔ + ଶݔ7 − ଷݔ3 = 0λݔଵ − ଶݔ5 + ଷݔ = ଵݔ3	0 + ଶݔ4 − ଷݔ2 = 0 16.2.     ൝ ଵݔ + ଶݔ5 − ଷݔ2 = ଵݔ04 + λݔଶ + ଷݔ2 = ଵݔ3	0 + ଶݔ − ଷݔ2 = 0  

16.3.     ൝ ଵݔ + ଶݔ − ଷݔ = ଵݔ06 + ଶݔ5 + λݔଷ = ଵݔ3	0 + ଶݔ4 − ଷݔ3 = 0 16.4.     ൝ ଵݔ − ଶݔ2 + ଷݔ3 = ଵݔ02 − ଶݔ − ଷݔ3 = 0	λݔଵ + ଶݔ2 − ଷݔ10 = 0 

16.5.     ൝ݔଵ + ଶݔ2 − ଷݔ4 = ଵݔ02 − ଶݔ − ଷݔ3 = ଵݔ	0 + λݔଶ + ଷݔ7 = 0 16.6.     ൝ ଵݔ − ଶݔ + ଷݔ2 = ଵݔ05 + ଶݔ − ଷݔ3 = ଵݔ3	0 + ଶݔ3 + λݔଷ = 0 

16.7.     ൝ݔଵ − ଶݔ2 + ଷݔ3 = 0λݔଵ − ଶݔ3 − ଷݔ = ଵݔ4	0 − ଶݔ − ଷݔ4 = 0 16.8.     ൝ݔଵ − ଶݔ11 + ଷݔ8 = ଵݔ05 + λݔଶ + ଷݔ2 = ଵݔ2	0 + ଶݔ4 − ଷݔ3 = 0 

16.9.     ൝ ଵݔ − ଶݔ3 − ଷݔ4 = ଵݔ05 − ଶݔ8 + λݔଷ = ଵݔ2	0 + ଶݔ − ଷݔ = 0  16.10.   ൝ ଵݔ + ଶݔ3 − ଷݔ4 = ଵݔ02 − ଶݔ6 + ଷݔ3 = 0	λݔଵ + ଶݔ3 + ଷݔ = 0  
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16.11.    ൝ ଵݔ − ଷݔ9 = ଵݔ04 − ଶݔ3 − ଷݔ5 = ଵݔ	07 + λݔଶ − ଷݔ = 0  16.12.    ൝ ଵݔ − ଶݔ + ଷݔ2 = ଵݔ04 − ଶݔ2 + ଷݔ5 = ଵݔ3	0 − ଶݔ + λݔଷ = 0  

16.13.    ൝ݔଵ + ଶݔ2 + λݔଷ = ଵݔ03 + ଶݔ + ଷݔ2 = ଵݔ2	0 − ଶݔ − ଷݔ = 0  16.14.    ൝ ଵݔ + λݔଶ − ଷݔ6 = ଵݔ03 + ଶݔ2 − ଷݔ = ଵݔ8	0 − ଶݔ + ଷݔ3 = 0 

16.15.    ൝ ଵݔ − ଷݔ2 = 0λݔଵ − ଶݔ3 + ଷݔ = ଵݔ5	0 − ଶݔ6 + ଷݔ4 = 0 16.16.    ൝ ଵݔ + ଶݔ2 − ଷݔ5 = ଵݔ02 + λݔଶ + ଷݔ = ଵݔ3	0 − ଶݔ2 − ଷݔ4 = 0 

16.17.    ൝ ଵݔ + ଶݔ + ଷݔ = ଵݔ02 − ଶݔ3 + λݔଷ = ଵݔ3	0 − ଶݔ2 + ଷݔ5 = 0 16.18.    ൝ ଵݔ − ଶݔ4 + ଷݔ5 = ଵݔ02 + ଶݔ3 − ଷݔ4 = 0	λݔଵ + ଶݔ2 − ଷݔ3 = 0 

16.19.    ൝ ଵݔ + ଶݔ2 + ଷݔ4 = ଵݔ05 + ଶݔ + ଷݔ2 = ଵݔ	04 + λݔଶ − ଷݔ2 = 0 16.20.    ൝ݔଵ + ଶݔ3 + ଷݔ5 = ଵݔ03 − ଶݔ2 − ଷݔ = ଵݔ7	0 − ଶݔ + λݔଷ = 0 

16.21.    ൝ ଵݔ − ଶݔ5 + ଷݔ6 = 0λݔଵ + ଶݔ3 − ଷݔ5 = ଵݔ5	0 + ଶݔ − ଷݔ4 = 0  16.22.    ൝ݔଵ + ଶݔ3 − ଷݔ8 = ଵݔ02 − ଶݔ + λݔଷ = ଵݔ5	0 + ଶݔ + ଷݔ2 = 0 

16.23.    ൝ ଵݔ + ଶݔ3 − ଷݔ5 = ଵݔ03 + λݔଶ − ଷݔ3 = ଵݔ5	0 + ଶݔ + ଷݔ6 = 0  16.24.    ൝ ଵݔ − ଶݔ3 − ଷݔ2 = 0λݔଵ + ଶݔ2 + ଷݔ6 = ଵݔ3	0 − ଶݔ + ଷݔ4 = 0  

16.25.    ൝ ଵݔ − ଶݔ3 + ଷݔ4 = ଵݔ02 + ଶݔ2 − ଷݔ3 = ଵݔ	05 + λݔଶ − ଷݔ2 = 0 16.26.    ൝ ଵݔ + ଶݔ5 − ଷݔ4 = ଵݔ05 − ଶݔ − ଷݔ2 = ଵݔ3	0 + ଶݔ2 + λݔଷ = 0 

16.27.    ൝ ଵݔ + λݔଶ − ଷݔ5 = ଵݔ03 − ଶݔ2 − ଷݔ2 = ଵݔ2	0 + ଶݔ2 + ଷݔ3 = 0 16.28.    ൝ ଵݔ + λݔଷ = ଵݔ05 + ଶݔ4 − ଷݔ6 = ଵݔ2	0 + ଶݔ2 − ଷݔ = 0  

16.29.    ൝ ଵݔ − ଶݔ2 − ଷݔ9 = 0λݔଵ − ଶݔ5 + ଷݔ3 = ଵݔ5	0 − ଶݔ4 − ଷݔ = 0  16.30.    ൝ ଵݔ − ଶݔ2 + ଷݔ = ଵݔ05 + λݔଶ − ଷݔ6 = ଵݔ4	0 + ଶݔ3 − ଷݔ7 = 0 
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ 
 

«Высшее назначение математики ‒ находить скрытый порядок 

в хаосе, который нас окружает», ‒ сказал Норберт Винер, выдаю-

щийся математик и философ, основоположник кибернетики и тео-

рии искусственного интеллекта. Действительно, математика зани-

мает важное место в системе высшего образования, необходима при 

изучении специальных дисциплин, является языком общения специали-

стов различных профилей. 

Авторы надеются, что пособие поможет студентам разо-

браться в приведенных разделах нелегкой науки, как математика. 
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