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ВВЕДЕНИЕ 
  

     Управление экономикой преследует цель достижения определенного 
эффекта в будущем. Будущее неясно, и управление протекает в условиях 
неопределенности, что порождает риск неэффективного управления, при 
котором намеченные цели не достигаются.  

     Исторически первой реакцией  на необходимость учета неопределен-
ности было создание теории вероятностей. Наиболее оправданным ее при-
менение оказалось там, где имеют место статистически однородные собы-
тия массового характера, так как классическая вероятность аксиоматиче-
ски определена как характеристика генеральной совокупности статистиче-
ски однородных случайных событий. В том случае, если это условие не 
выполняется, применение методов классической теории вероятностей ока-
зывается некорректным. 

     Одним из ответов на эти затруднения стало возникновение некласси-
ческих вероятностей, другим – появление теории нечетких множеств, соз-
данной профессором Калифорнийского университета (Беркли) Лотфи А. 
Заде (L. Zade). Математическая теория нечетких множеств позволяет опи-
сывать нечеткие понятия и знания, оперировать этими знаниями и делать 
нечеткие выводы. Наиболее серьезные результаты по применению  теории 
нечетких множеств были достигнуты  в управлении техническими объек-
тами, где удалось расширить границу приложения систем автоматизации 
за пределы применимости классической теории автоматического управле-
ния. В последнее время методы теории нечетких множеств начинают ши-
роко применяться в экономике. В связи с этим в учебные планы подготов-
ки специалистов соответствующих направлений были включены учебные 
дисциплины, либо непосредственно рассматривающие теорию нечетких 
множеств, либо изучающие ее в качестве перспективного прикладного ин-
струментария. 

     Настоящее учебное пособие предназначено для студентов, обучаю-
щихся по специальности 080801 (351400) «Прикладная информатика в 
экономике», а также может быть полезна для студентов специальностей 
«Менеджмент», «Маркетинг», «Антикризисное управление» и др.    
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1. ОСНОВЫ ТЕОРИИ НЕЧЕТКИХ МНОЖЕСТВ 
 

1.1. Нечеткие множества 
 

К классической теории множеств в общем случае относятся аксио-
матическая теория множеств и элементарная теория множеств. Первая - 
одна из фундаментальных теорий математики. В нашем случае нам  доста-
точно   некоторых положений  элементарной теории, которую в дальней-
шем будем называть теорией четких множеств. 

Рассматривая управление в самом общем смысле этого слова, с по-
зиции теории четких множеств можно представить процесс управления как 
задание правил соответствия между элементами множеств входных пара-
метров { : 1, }iX x i I= =  и элементами множества выходных параметров 

{ : 1, },jY y j J I J= = ≠ . В теории множеств в этом случае считается за-
данным отображение 

  Г : X Y→  .     (1.1) 
В различных приложениях отображение (1.1) может быть определено 

самыми различными способами: в виде таблиц, графиков, алгебраических 
или дифференциальных уравнений, при этом общим для них всех является то 
обстоятельство, что в отображении (1.1) участвуют только элементы, обяза-
тельно принадлежащие множествам X и Y. В теории четких множеств это оп-
ределяется заданием характеристической функции (рис. 1.1). Пусть U – уни-
версальное множество*)  и X – множество в пространстве U, тогда характери-
стическая функция множества X определится следующим образом: 

                                                           
*)  Множество U называется универсальным, если для  любого X U⊂  выполняется 
условие X U X=∩ . Универсальное множество описывается функцией принадлежно-
сти µ ( ) 1,u x x U= ∀ ∈  

⎩
⎨
⎧

∉
∈

=
Xx
Xxx

,0
,1)(χ

Рис. 1.1 

х 

Х 
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Пример . Для множества X чисел 2 4x≤ ≤  характеристическая 
функция имеет вид,  представленный  рис. 1.2 .  
 

Естественно, что при таком подходе 
нет места предположению, что «x на-
ходится приблизительно в пределах от 
2 до 4». Для разрешения этой ситуа-
ции Л. Заде [1] расширил двузначную 
оценку  0  или 1 до неограниченной 
многозначной оценки выше  0 и ниже 
1 на [0,1] и впервые ввел понятие не-
четкого множества и заменил  харак-

теристическую функцию на функцию принадлежности (рис. 1.3), которая 
может принимать любые значения в интервале [0,1] для x X∈ .  В соответ-
ствии с этим элемент  xi  множества U   может не принадлежать X ( )µ 0x = ,  
может быть элементом  X  в  небольшой степени  (µx   близко к нулю), мо-
жет более или менее принадлежать X (µx  не слишком близко к 0, не слиш-
ком близко  к единице), может быть в значительной  степени элементом X 
(µx  близко к единице) или, наконец, может быть элементом Х (µx =1). Та-
ким образом, мы можем создать математическую структуру, которая по-
зволяет оперировать с относительно неполно определенными элементами, 
принадлежность которой к данному подмножеству лишь в какой-то мере 
иерархически упорядочена. Множество значений х, на котором определена 
функция принадлежности, получило название нечеткого множества.  Более 
строгое определение имеет следующую формулировку: 

 пусть U – универсальное множество, тогда 
нечетким множеством X�  на множестве U 
называется совокупность пар вида 

( ){µ }XX x x=� , где ( )µx x  – функция при-
надлежности. 

Чаще всего определение нечеткого 
множества объясняют следующим обра-
зом: величина ( )µx x  обозначает субъек-

тивную оценку степени принадлежности х множеству  Х, например  
( )µx x =   0,8  означает, что х на 80 % принадлежит Х.  

Рис. 1.2 

Рис. 1.3 

Х

(х) 

(х) 

Х 
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Теперь предположение, что «х приблизительно лежит в пределах от 
2 до 4» может быть представлено, например, функцией принадлежности    
(рис. 1.4). 

Носителем нечеткого множества называется множество элементов  х 
∈ U  такое, что для  любого х∈  U , ( )x xµ  > 0 

{ ,      µ 0}XSuppX x x U= ∀ ∈ >� .                                                       

Иными словами, носителем нечет-

кого множества 
~
X  является подмножест-

во универсального множества U, для эле-
ментов которого функция принадлежно-
сти строго больше нуля. Нечеткое множе-
ство называют нормальным, если 

( )(µ ) 1XSup x = . 
В противном случае нечеткое множество субнормальное. 
 Очень важным результатом введения функции принадлежности яви-
лось то, что она позволила отразить субъективный взгляд на ту или иную 
ситуацию. 

Например, разные лица могут представить приблизительное равен-
ство х двум совершенно по-разному (рис. 1.5). 

Следовательно, могут и должны сущест-
вовать «моя функция принадлежности», «твоя 
функция принадлежности»,  «функция принад-
лежности эксперта» и т.д.  

Обратим внимание на связь четкого и не-
четкого множеств. Два значения  {0,1} принад-
лежат  замкнутому интервалу [0,1]. Следова-
тельно, четкое множество является частным 
случаем  нечеткого множества, а понятие нечеткого множества является 
расширенным понятием, охватывающим и понятие четкого множества.  
Таким образом, понятие принадлежности получает интересное обобщение,  
приводящее, как  мы это увидим, к очень полезным результатам.  

Нечеткое множество строго определяется с помощью  функции 
принадлежности. Понятие функции принадлежности, по существу, явля-

Рис. 1.4 

Рис. 1.5 

Рис. 1.4.

(х) 

Х 

(х) 

Х 
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ется основным в теории нечетких множеств, и большинство приложений 
этой теории основано на различных операциях над  функциями принад-
лежности.  

Кроме функции принадлежности, к основным понятиям теории не-
четких множеств относятся  лингвистическая и нечеткая переменные. 

 
 

1.2. Лингвистическая и нечеткая переменные 
 

Одной из областей применения теории нечетких множеств являются 
человекомашинные системы управления. Осуществление диалога в таких 
системах немыслимо без использования языков, близких к естественному, 
способных описывать нечеткие категории, приближенные к  человеческим 
понятиям и представлениям. В этой связи целесообразно использовать по-
нятие лингвистической переменной, введенной впервые  Л. Заде [2]. По-
добные лингвистические переменные  позволяют адекватно отразить при-
близительное словесное описание предметов и явлений в том случае, когда 
точное детерминированное описание отсутствует. При этом следует 
учесть, что многие нечеткие категории, описанные лингвистически, зачас-
тую не менее информационны, чем точное описание. 

В качестве примера конкретная фраза «температура воды равна +5 0С» 
может быть заменена приблизительной фразой «температура воды низ-
кая». В этом смысле слово «низкая» можно рассматривать как лингвисти-
ческое  значение переменной «температура», имея в виду при этом, что  
лингвистическое значение играет такую же роль, как и численное значение 
«+5 0С». То же самое можно сказать о лингвистических значениях «очень 
низкая», «чуть больше чем низкая», «почти средняя» и т.д., если их сопос-
тавить с численными значениями +3, +6.5,  +12,... 

Совокупность значений лингвистической переменной составляет 
терм-множество этой переменной. Это множество может иметь , вообще 
говоря, бесконечное число элементов, но на практике,   естественно ,  оно 
конечно. Например, терм-множество лингвистической переменной  «тем-
пература» можно записать так: 
(температура)={очень низкая \/  почти низкая \/  низкая \/  почти средняя \/  

средняя \/ ...\/ высокая \/ очень высокая}. 
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Отметим, что в случае лингвистической переменной «температура» 
числовая переменная «температура», принимающая, например, значения 
[+3, +5, +6.5, +12, +17,...,+50, +70], является так называемой базовой пере-
менной  лингвистической переменной «температура». Соответствующее 
множество значений называется множеством базовых значений, или базо-
вым множеством. При этом такое, например, лингвистическое значение 
как «высокая», можно интерпретировать как название  некоторого нечет-
кого ограничения на значение базовой переменной. Именно это ограниче-
ние  будем считать  смыслом лингвистического значения «высокая». Соот-
ветственно функция принадлежности представляет числовую характери-
стику, количественно определяющую представление субъекта относитель-
но нечеткого ограничения.  

Таким образом, нечеткую переменную определяют ее название, об-
ласть определения, описание ограничений  на возможные значения нечет-
кой переменной, которые задаются функцией принадлежности. 

Формальное описание нечеткой переменной будет представлено 
тройкой 

      < L, D, CL >, 
где   L –  наименование нечеткой переменной; 
         D –   область ее определения; 
         СL  = ( ){µ }L x x  –  нечеткое множество на D. 

Пример .  Пусть температура среды оценивается с помощью поня-
тий « низкая», «средняя», «высокая», при этом минимальная температура 
оценивается как +3 0С , а максимальная +60 0С . Функции принадлежности, 
соответствующие этим понятиям, приведены на рис. 1.6. Тогда нечеткая 
переменная будет задана следующей совокупностью:  

< температура, [ 3,60] , ( ) ( ) ( )1 2 3µ , µ , µx x x x x x > . 
Чтобы определить лингвистическую 

перемененную, необходимо задать ее имя, 
множество значений (терм-множество), 
представляющих собой наименование не-
четких переменных областью определения, 
каждой из которых является множество D. 
Кроме этих определений, необходимо задать 
правила, с помощью которых из имеющихся 
элементов терм-множеств могут  получаться  новые, а также правила, со-

Рис. 1.6 

( )х Хµ  

1 2 3( )  ( )  ( )Х Х Хµ µ µ  

Х 
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гласно которым значениям лингвистической переменной ставятся в соот-
ветствие нечеткие множества. Формально это представляется так: 

< L, T, D, G , M >, 
где   L – наименование лингвистической переменной;  
         T – множество значений лингвистической переменной (терм-множе 

ство), определенное на D; 
         G – грамматика, совокупность правил, позволяющая оперировать 

элементами терм-множества Т, в частности генерировать но-
вые осмысленные термы;  

   М – процедура, позволяющая установить соответствие между лин-
гвистическим значением и нечетким множеством, т.е. правила 
вычисления функции принадлежности нового значения, опре-
деленного G. 

Вернемся к примеру. Пусть определяется новое значение – «малая 
или средняя температура». Грамматика G 
определяет правило построения нового зна-
чения (рис. 1.7, утолщенная линия), а проце-
дура М – определяет значения новой функ-
ции принадлежности '

1 2µ ( ) µ ( ) µ ( )x x x= ∪  
(утолщенная кривая). 

 
     

 
 
1.3. Основные методы построения  функций принадлежности 

 
В основании теории из любой области естествознания лежит очень 

важное основополагающее для ее построения понятие элементарного объ-
екта. Например, для механики – это материальная точка, для электродина-
мики – это вектор напряженности поля, для теории автоматического  
управления – передаточная функция. Для теории нечетких множеств осно-
вополагающим понятием является понятие нечеткого множества, которое 
характеризуется функцией принадлежности.  С помощью нечетких мно-
жеств можно строго описывать присущие для языка человека расплывча-
тые  понятия, "без формализации которых нет надежды существенно про-
двинуться вперед в моделировании интеллектуальных  процессов" [1]. Ос-

µ1(x) µ2(x) 

Рис. 1.7 

( )Хµ  
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новной трудностью, мешающей интенсивному применению теории нечет-
ких множеств при решении практических задач, является то, что функция 
принадлежности должна быть задана вне самой теории и, следовательно, 
ее адекватность не может быть проверена непосредственно средствами 
теории. В каждом в настоящее время известном методе построения функ-
ции принадлежности формулируются свои требования и обоснования к 
выбору именно такого построения. 

Фиксирование конкретных значений из интервала [0,1] , которыми 
оценивается степень принадлежности, имеет субъективный характер. С 
одной стороны, для экспертных методов существенным является характер 
измерений (первичный  или производный) и тип шкалы [3], в которой по-
лучают информацию от эксперта и которая определяет допустимый вид 
операций, применяемых к экспертной информации. С другой стороны, 
имеется два типа свойств: те, которые  можно непосредственно измерить, и 
те, которые являются качественными и требуют попарного сравнения объ-
ектов, обладающих рассматриваемыми  свойствами, чтобы  определить их 
относительное место по отношению к рассматриваемому понятию. Таким 
образом, построение функции принадлежности выполняется по эксперт-
ным оценкам. При этом можно выделить две группы методов – прямые и 
косвенные. 

Прямые методы определяются тем, что эксперт непосредственно за-
дает правила определения значений функции принадлежности. Целесооб-
разность прямых методов обосновывается в [1]: "По своей природе оценка 
является приближением. Во многих случаях достаточна весьма прибли-
женная характеризация набора данных, поскольку в большинстве основ-
ных задач, решаемых человеком, не требуется высокая точность. Челове-
ческий мозг использует допустимость такой неточности, кодируя инфор-
мацию, достаточную для задачи (или достаточную для решения), элемен-
тами нечетких множеств, которые приближенно описывают исходные 
данные. Поток информации, поступающий в мозг через органы зрения, 
слуха, осязания и др., суживается таким образом в тонкую струйку инфор-
мации, необходимой для решения поставленной задачи с минимальной 
степенью точности." 

В косвенных методах значения функции принадлежности выбирают-
ся таким образом, чтобы удовлетворить заранее сформулированным усло-
виям. Экспертная информация является только исходной информацией для 
дальнейшей обработки. Дополнительные условия могут налагаться как на 
вид получаемой информации, так и на процедуру обработки. 
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Как правило, прямые методы используются для описания понятий, 
которые характеризуются измеряемыми параметрами. Однако следует 
помнить о возможных субъективных искажениях и поэтому прямые мето-
ды должны использоваться только в том случае, когда такие ошибки не-
значительны или маловероятны. 
  Косвенные методы более трудоемкие, но они менее чувствительны 
относительно искажений в ответах. И, наконец, последнее замечание. 
Функция принадлежности может отражать мнение одного (уникального) 
эксперта или же мнение группы экспертов, следовательно, круг методов 
может быть расширен, так как возможны прямые и косвенные методы для 
одного эксперта, прямые и косвенные методы для группы экспертов.  Под-
робная классификация методов построения функций принадлежности при-
ведена  в [3]. 
        

1.3.1. Требования к функциям принадлежности 
 

Пусть { }τ , 1,iT i I= =  – базовое  множество лингвистической пере-
менной, αi – соответствующая ему нечеткая переменная, Si – носитель не-
четкого множества ( ){ }µi XX x x= . Договоримся о естественной упорядо-
ченности множества Т, при которой терм, имеющий носитель, располо-
женный левее на числовой оси, имеет меньший номер. Тогда относительно 
функции принадлежности можно выдвинуть следующие условия. 

1. Функция принадлежности должна быть положительной, т.е.      
( )( , 1, , µ 0)

ii Xx S i I x∀ ∈ = ≥ . 

2. Если это не оговаривается дополнительно, функция принадлеж-
ности должна быть нормальной 

( )µ 1
iXSup x = .     (1.2) 

Если условие нормальности приня-
то, то запрещается использование функ-
ций принадлежности, не удовлетворяю-
щих условию  (1.2)  (рис. 1.8). Следует 
отметить, что это условие относится к ис-
ходным функциям принадлежности, так 
как при выполнении различных операций 
над функциями принадлежности условие  

(1.2) может быть нарушено. Функция принадлежности 3 относится к за-
прещенным (рис. 1.8). 

Рис. 1.8 

(Х) 

       Х 
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3. В базовом множестве термов Т запрещается использование пар 
термов, представленных рисунками  (1.9 а, б). В первом случае отсутствует 
естественная разграничиваемость понятий, представленных соседними 
термами 1τ и τi i+ , во  втором – участку  [c, d]  из области определения  
не поставлено в соответствие какое-либо понятие.  
 

 
 

4. Термы с минимальными и максимальными  номерами не могут со-
ответствовать колоколообразным функциям принадлежности. Для этих 
термов функции принадлежности имеют S-образный вид (рис. 1.10). 
 

 
 

5. Функция принадлежности может задаваться на непрерывном 
или  дискретном носителе. 

В практике нечеткого управления наиболее часто используются пря-
мые методы построения функций управления. 

Описание  более сложных методов можно  найти в  работах [4, 5]. 
 

 

Рис. 1.9 

Рис. 1.10 

( )хµ  ( )хµ  

а) 
б) 

х х 

( )хµ  
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1.4. Прямые методы для одного эксперта 
 

Прямые методы для одного (уникального) эксперта состоят в непо-
средственном назначении степени принадлежности для исследуемых объ-
ектов или непосредственном назначении функции (правила), позволяющей 
вычислить ее значения. 

 
Использование типовых функций принадлежности 

  
К настоящему времени накоплен достаточно широкий набор различ-

ных вариантов функций принадлежности для самых разнообразных нечет-
ких утверждений [3, 4] (см. таблицу). Безусловно, выбор функции принад-
лежности и их параметров  определяется в большой степени опытом, ин-
туицией и другими субъективными факторами лица, принимающего реше-
ния.  Именно здесь возникают новые, связанные с неоднозначностью и 
другого рода нечеткостью неопределенности, которые носят субъективный 
характер. Тем не менее, имея некоторый набор типовых функций принад-
лежности, можно подобрать ту, которая будет в достаточной мере отвечать 
представлениям лица, её выбирающего. Существенным является то, что 
для этих функций заранее известны их аналитические представления, что 
позволяет вычислить их значения в любой точке области определения. В 
то же время определенные трудности возникают при вычислении парамет-
ров аналитического представления функции принадлежности, соответст-
вующих конкретным лингвистическим значениям. 

Для вычисления параметров функции принадлежности при известном 
аналитическом представлении в [5]  предложен достаточно сложный метод 
расчета, отдельные моменты которого представляются слишком формали-
зованными и даны без достаточных обоснований. 
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Рис.1.11 

  Хотя этот метод и позволяет получить результат, вопрос « почему  на-
до действовать именно так?», на наш взгляд, остается без должного ответа.  

Можно предложить более простую методику, которая вытекает из 
рассмотрения функций принадлежности, приведенных в таблице. 

Все функции могут быть разбиты на два класса: 
– с конечным носителем, т.е.  когда точно можно указать элемент х, 

при котором    ( )µ 0;X x =  

– с бесконечным носителем, для которого ( )
 
lim µ 0X
х

x
→∞

= .  

В первом случае эксперт или лицо, принимающее решение, однознач-
но определяет носитель нечеткого множества, или базовое множество, со-
ответствующее определенному лингвистическому значению.  

Во втором  эксперт должен ответить на вопрос типа: «Какое мини-
мальное значение должна иметь функция принадлежности, чтобы не счи-
тать элемент х принадлежащим данному множеству?» Ответ на этот во-
прос в дальнейшем определит параметры функции принадлежности.  

Вторым шагом является указание координат плато функции принад-
лежности (c, d) (рис. 1.11).  

Для многих аналитических 
представлений (см. таблицу) этих 
параметров достаточно для расчета 
значений функций принадлежности 
в любой точке. Однако для экспо-
ненциальных, параболических и ги-
перболических форм представления 
функций принадлежности этого 
оказывается недостаточно. Тогда  
эксперту можно предложить сле-
дующий вопрос: «Для какого значения  х его  принадлежность  нечеткому 
множеству оценивается равной 0,5?». Пусть эксперт выбрал функцию при-
надлежности вида 

( )
2

µ .kx
X x e−= Тогда при  0,5x x=    ( )µ 0,5X x =  соответственно, 

 

( )20,5

ln 0,5 .k
x

= −  

( )Хµ  
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Если при ответе на предыдущий вопрос для функции принадлежно-
сти было указано значение 1ε , то носитель нечеткого множества будет оп-
ределяться из соотношения: 

( )21
0,5

ln ε .
ln 0,5’x x= ±  

И, наконец, может быть использована методика, предложенная в [6],  
которая основана на анализе двух соседних лингвистических значений. 
Пусть рассматриваются два лингвистических значения j – 1, j  и соответст-
вующие термы  (рис .1.12).  Определяются носители (аj-1, bj-1), (a j, bj),  пла-
то  (cj-1, dj-1), (cj, dj ).  Для построения нисходящей (для терма j – 1) и восхо-
дящей (для терма j) ветвей эксперта просят указать точку, относительно 
которой он испытывает наибольшие трудности при соотнесении ее с тер-
мом  j-1 или  j. Нетрудно видеть, что в этой точке ( )µ 0,5X x =  для обоих 
термов. Дальнейшие расчеты трудностей не представляют. 

 

 
 

Достаточно часто встречается задача построения функций принад-
лежности, соответствующей некоторому произвольному значению. Для 
этой цели удобно использовать представление функций принадлежности в 
виде стандартных S-образных функций. Не обсуждая варианты аналитиче-
ского представления этих функций, покажем чисто качественно возмож-
ность их использования. S-образную функцию можно определить тремя 
точками (l, m, r) (рис. 1.13).  

При  х  = l  S(x) = 0,  
при  x = m S(x) = 0,5,  
при  x = r S(x) = 1.  
Таким образом, S(x) = S(x, l, m, n).  
Функция  вида 1 – S(x)  представлена на рис. 1.14. Нетрудно видеть, 

что, комбинируя эти две функции, можно построить функции принадлеж-
ности, удовлетворяющие ранее сформулированным условиям. 

Рис. 1.12 

( )х Хµ  
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Пусть определены функции S(x1) и S(x2), соответствующие исходно-

му базовому множеству  термов { }τ , 1,iT i I= = . Если произвольное  значе-

ние [ ]1 2,x x x′∈ ,  то можно предположить, что [ ]1 2,m m m′∈ .  Положим, что 

справедливо равенство  

1 2 1 2( ) /( ) ( ) /( )m m m m x x x x′ ′ ′ ′− − = − −    

и, обозначая через [ ]1 2λ ( )/( ), λ 0,1x x x x′ ′= − − ∈ , получим ( )1 2λ 1 λ .m m m′ = + −  
 

 
Последнее соотношение позволяет при непрерывном носителе рас-

считывать значения функции принадлежности для произвольного значе-
ния  лингвистической переменной, не включенного в исходное базовое 
множество.  

 Рассмотренные выше примеры, естественно, не исчерпывают всего 
множества прямых методов построения функций  принадлежности для од-
ного эксперта. Целый ряд других методов этого класса рассмотрен в [4] , 
там же рассматриваются и прямые методы для нескольких экспертов. Опи-
сание косвенных методов построения функций принадлежности можно 
найти в работах [5, 22]. Здесь необходимо отметить, что эти методы дают 
только числовые значения функций принадлежности и не дают их анали-
тического представления, что не всегда удобно. 

 
                                            
 

                 Рис.  1.13                            Рис. 1.14 

S  1 ( )S x−  

X x  
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1.5.  Операции над нечеткими множествами 
 

Операции над нечеткими множествами такие,  например, как  объе-
динение и пересечение, можно определить различными способами.  Выбор 
конкретного из них зависит от специфики  решаемой  задачи, т.е. от кон-
кретного смысла, вкладываемого в эти операции.  

Объединением нечетких множеств A~  и B~  из U  называют нечеткое 
множество вида 

( ) ( )( )µ µA B
U

A B x x x= ∨∫∪ ,     (1.3) 

где   ( ) ( )( ) ( ) ( ){ }µ µ max µ ,µ ,A B A Bx x x x x U∨ = ∈ . 
Знак интеграла  здесь и для всех последующих операций обозначает 

их выполнение над всеми элементами множеств A  и B . 
Графическая интерпретация операции объединения приведена на 

рис. 1.15. 

 
 Пересечением  нечетких множеств A  и B  из  U  называют нечеткое 

множество вида   (рис. 1.16) 
( ) ( )( )µ µA B

U
A B x x x= ∧∫∩ , 

где  ( ) ( )( ) ( ) ( ){ }µ µ min µ ,µ ,A B A Bx x x x x U∧ = ∈                               (1.4) 
 
Дополнением или отрицанием нечеткого множества A  называют  

нечеткое  множество вида (рис. 1.17). 
        ( )( )1 µ ,A

U
A x x x U= − ∈∫ .        (1.5) 

Концентрирование нечеткого множества A   ∈ U  определяют в виде   
(рис. 1.18) 

( ) ( )( )2µ ,A
U

CON A x x x U= ∈∫  .         (1.6) 

 

Рис.

( )xµ

Рис. 
х х 
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Операцию размытия нечеткого множества А U∈  определяют как 
(рис. 1.19) 

0,5( ) (µ ( )) / ,   .A
U

DIL A x x x U= ∈∫                                  (1.7)  

 

 
Множество уровня α  нечеткого множества  (α -срезом) А  называют 

нечеткое множество, составленное из  элементов  x U∈ , степень принад-
лежности которых нечеткому множеству  А не меньше  α   (рис. 1.20) 

[ ] ( ){ }αα 0,1 , , µ αAA x x U x∀ ∈ = ∈ ≥ . 

 
 
 

 

Строгое множество уровня определяется как 

[ ] ( ){ }αα 0,1 , , µ αAA x x U x−∀ ∈ = ∈ > . 

Тогда функцию принадлежности можно определить для произвольного не-
четкого множества А с помощью его α -сечения в виде 

( )
[ ]

( )( )α
α 0,1

µ sup  min α,µA Ax x
∈

= , 

где  ( ) α
α

α

1,     если  A
µ

 0,    если  AA
x

x
x
∈⎧

= ⎨ ∉⎩
 . 

Нечеткое множество уровня α нечеткого множества А определяется 
следующим образом: 

iα α( ,µ ( ), ).xA x x x A= ∈  

Рис. 1.17 
Рис. 1.18 

Рис. 1.20 Рис. 1.19 х 
х 
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Преимуществом такого определения является то, что в прикладных 
задачах целесообразно использовать не сами нечеткие множества, а их  
множества уровня, что позволяет экономить время вычислений и память 
ЭВМ. 

Пусть А и В – произвольные нечеткие множества из  U.  Говорят, что 
А включает в себя  В  ( )B A⊆ ,  если   

( ) ( ),  µ µB Ax U x x∀ ∈ ≤ . 
Когда последнее неравенство строгое, тогда говорят, что включение 

строгое. Очевидно, что А = В, если   ( )A B⊆ , ( )B A⊆ . 
Если функции принадлежности двух нечетких множеств  А и В из U 

равны, то А и В – равные нечеткие множества, т.е., если  
( ) ( )µ µ ,    B Ax x x U= ∀ ∈  ,  то А=В. 

Нетрудно убедиться, что введенные операции над нечеткими множе-
ствами являются более общими, чем аналогичные операции над обычными 
множествами.   

Известно определение  функции принадлежности объединения не-
четких множеств через их алгебраическую сумму 

( ) ( ) ( )
( ) ( )

1  при    µ µ 1
µ

µ µ   в  противном  случае,
A B

A B
A B

x x
X

x x
⎧ + ≥

= ⎨ +⎩
∪    

а функции принадлежности пересечения нечетких множеств  через алгеб-
раическое произведение 

( ) ( ) ( )µ µ µ ,   A B A Bx x x x U= ∀ ∈∩ . 
Нечеткие подмножества некоторого универсального множества от-

носительно операций объединения, пересечения и дополнения, определен-
ных соотношениями  (1.3) – (1.6),  удовлетворяют следующим свойствам:  

1. Идемпотентность: 0AAAA ≠= ∩∪    при  0A ≠ . Отметим, что 
нечеткое подмножество универсального множества  U называется пустым 
при условии   Ux  для  0)x(0 ∈∀=µ ; 

2. Коммутативность: ,    A B B A A B B A= =∪ ∪ ∩ ∩ ;   
Данные свойства с очевидностью вытекают из приведенных выше 

определений операций над нечеткими множествами. 
3. Ассоциативность:( ) ( ) ( ) ( ),  A B C A B C A B C A B C= =∪ ∪ ∪ ∪ ∩ ∩ ∩ ∩ ; 
4. Дистрибутивность: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ),    A B C A B A C A B C A B A C= =∪ ∩ ∪ ∩ ∪ ∩ ∪ ∩ ∪ ∩ ; 
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5. Поглощаемость: ( ) AABA =∩∪ . Это  свойство можно записать в 
другой форме, а именно  

  ( )( )max µ ,min µ ,µ µA A B A= ; 

6. Единственность обратного:  ( )A A= ; 

 
7. Правила Моргана:  

( )
( )

,

.

A B A B

A B A B

=

=

∪ ∩

∩ ∪
 

Перейдем к рассмотрению следующих операций над нечеткими 
множествами. 

Пусть  А1   и  А2  – нечеткие  подмножества универсальных множеств  
U1  и U2  соответственно. Тогда декартово произведение нечетких подмно-
жеств А1 и А2  обозначается А1×А2  и определяется как нечеткое подмноже-
ство множества U. Последнее определяется декартовым произведением 

1 2U U U= × . 
При этом  функция степеней принадлежности декартова произведе-

ния  А1×А2 определяется выражением 
                      ( ) ( ) ( ){ }1 2 1 21 2 1 2 1 1 2 2µ , min µ  µ ,    ,    A A A Ax x x x x U x U× = ∈ ∈ . 

Например, пусть имеем  универсальные множества U1=U2=(3, 5, 7)  и 
нечеткие подмножества 

А1= (0,5/3, 1/5, 0,6/7) и А2 = (1/3, 0,6/5). 
В этом случае декартово произведение нечетких подмножеств А1  и А2 

будет равно А1×А2 ={0,5/(3,3), 1/(5,3), 0,6/(7,3), 0,5/(3,5), 0,6/(5,5), 0,6/(7,5)}. 
Декартово произведение нечетких множеств тесно связано с поняти-

ем нечеткого отношения, которое будет рассмотрено ниже. 
В ряде приложений теории нечетких множеств требуется проводить 

их сравнение. Формализацией сравнения нечетких подмножеств А и В 
универсального множества U с конечным числом элементов может быть 
вычисление расстояния Хэмминга, которое определяется выражением  

( ) ( ) ( )
1

, µ µ
n

A i B i
i

d A B x x
=

= −∑ . 

Знак   « ∑ »  обозначает арифметическое сложение. 
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Отметим, что  

( ) ( ) ( ) ( ){ } ( ) ( ){ }
( )

µ µ max µ ,µ min µ ,µ
0 , .

A i B i A i B i A i B ix x x x x x
d A B n

− = −
≤ ≤

,  

 Например, A = (0/0, 0,1/1, 0,2/2, 0,5/3, 0,8/4, 1/5), 
                        B = (1/0, 1/1, 0,8/2, 0,6/3, 0,4/4, 0,2/5). 
Найдем расстояние Хэмминга 
     d(A, B) =/1-0/+/1-0,1/+/0,8-0,2/+/0,6-0,5/+/0,8-0,4/+/10,2/= 

=1+0,9+0,6+0,1+0,4+0,8=3,8. 
Кроме линейных форм расстояние между нечеткими подмножества-

ми рассматривают как квадратичные формы, а именно: 

( ) ( ) ( ) 2

1
, µ µ ,

n
A i B i

i
e A B x x

=
⎡ ⎤= −⎣ ⎦∑  для которых  ( )0 ,e A B n≤ ≤ . 

 
 

1.6. Формализованное представление отношений 
 

Параметры различных систем могут быть связаны между собой раз-
личного рода отношениями. Выделение отношений производят по заранее 
выбранному признаку. Если нас интересует влияние параметра системы на 
ее производительность или качество выпускаемой продукции, то данная 
связь может быть описана различного вида отношениями: “влияет”, “ не 
влияет”, “сильно влияет”, “ слабо влияет” и т.д. Наиболее распространен-
ной формой  задания отношений является словесное описание. Общепри-
нятая формализация отношений осуществляется в соответствии со сле-
дующим определением. 

Отношением R на множестве U называется подмножество R множе-
ства, определяемого декартовым произведением U×U. 

Существует несколько форм задания отношений. Задание отношения 
R на множестве U может быть выполнено перечислением всех пар 

( ) ( ),   , 1,i ju u U i j n∈ = , для которых выполняется отношение R. Кроме то-

го, отношения задаются в виде матриц и графов. Простейшими отноше-
ниями являются такие, для которых можно четко указать, выполняются 
они или нет для параметров Х1 и Х2. 
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В тех случаях, когда связи между параметрами системы выражены 
нечетко, целесообразно формализовать отношения в соответствии со сле-
дующим определением.  

Пусть U1 и U2 – универсальные множества. Если U является декарто-
вым произведением U = U1×U2, то нечеткое отношение R определяется как 
нечеткое подмножество универсального множества U 

 [ ]1 2µ : 0,1R u u× → . 

     Значение  ( )µ ,R i ju u    для конкретной пары ( ) 1 2,i ju u u u∈ ×   характери-

зует субъективную степень выполнения отношения i ju Ru� . 

Если множество U конечно и невелико, нечеткое отношение R удобно за-
давать в матричном виде. В этом случае матрица ( )M R~  отношения ~R  пред-
ставляет собой квадратную матрицу, строки и столбцы которой помечены 
элементами u U∈ , и на пересечении строки ui  и столбца uj записано значе-

ние ( )µ ,i j R i jr u u= . 

 П р и м е р .  Пусть U ={1, 3, 5, 7, 9}. Определим на множестве U  не-
четкое отношение R�  “намного больше”. Матрица такого отношения может 
иметь следующий вид: 
 

 1 3 5 7 9 
1 0 0 0 0 0 
3 0,2 0 0 0 0 
5 0,1 0 0 0 0 
7 0,8 0,4 0 0 0 
9 1 0,8 0,5 0 0 

 
 
Наглядностью обладает задание нечеткого отношения в виде нечет-

кого графа ( ),G U V=� � � , где { }1 2 3 4 5, , , ,U u u u u u=�  – множество вершин; 

{ }µ ( , ) /( , ) ,µ ( , 0R i j i j R i jV u u u u u u= >�  ( ),i ju u U∈   (рис. 1.16) – множество 

нечетких дуг. Очевидно, что, как и в случае нечетких множеств, обычное 
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четкое отношение можно рассматривать как частный случай нечеткого от-
ношения, функция принадлежности которого принимает два значения 0 и 1.  
 

 
                                                                                                                          
Дадим некоторые определения, характеризующие нечеткие отноше-

ния. Носителем нечеткого отношения R на множестве U называют под-
множество декартова произведения U×U вида 

{ }1, 2( ) /( , ) , µ ( , 0i j R i jSupp R u u u u U U u u= ∈ × >� . 

Носитель нечеткого отношения следует понимать как  отношение на 
множестве U, связывающее все пары( ),i ju u , для которых степень выпол-

нения данного нечеткого отношения не равна нулю. 
Для нашего примера  

(u1,u3),(u1,u5),(u1,u7),(u1,u9),(u3,u5),(u3,u7),(u3,u9),(u5,u9). 
По аналогии с нечеткими множествами определяется и множество α-

уровня нечеткого отношения ,т.е. 

( ){ }α ( , ) /( , ) ,   µ ,i j i j R i jR u u u u U U u u α= ∈ × ≥ . 

Перейдем к рассмотрению операций над нечеткими отношениями, 
некоторые из которых являются аналогами операций над нечеткими мно-
жествами, а некоторые присущи только нечетким отношениям. 

Пересечением нечетких отношений P и Q на U×U называют нечеткое 
отношение P Q∩ , определяемое функцией принадлежности:   

( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }
,

µ , µ , µ , µ , ,µ ,min
i j

P Q i j P i j Q i j P i j Q i j
u u U

u u u u u u u u u u
∈

= ∧ =∩ . 

Объединением нечетких отношений P и Q на Х×Х называют нечеткое 
бинарное отношение P Q∪ , определяемое функцией принадлежности: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }, , µ , µ , ,µ ,maxP Q i j P i j Q i j P i j Q i jx x x x x x x x x xµ µ= ∨ =∪ . 

Рис. 1.21
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Дополнением нечеткого отношения R X X⊆ ×  называют отношение 
R   с функцией принадлежности  

( ) ( )µ , 1 µ , ,
, .

i j R i jR

i j

x x x x
x x X X

= −
∀ ∈ ×

 

Обратным отношением к отношению R называют отношение  R-1  с 
функцией принадлежности  

( ) ( )1µ , µ , ,
, .

i j R i jR
i j

x x x x
x x X X
− =

∀ ∈ ×
 

Очевидно, что матрица М-1(R) является транспонированной М(R). 
Говорят, что отношение R1 включено в отношение R, если множество 

пар, для которых выполняется отношение R1 находится в множестве пар, 
для которых выполняется отношение R. Так, например, отношение между 
параметрами Z1 и Z2, характеризуемое термином “много меньше”, включе-
но в отношение, характеризуемое понятием “меньше”. Отметим, что об-
ратное утверждение может не выполняться. Тот факт, что отношение R1 
включено в отношение R, обозначают следующим образом: 1R R⊆ . 

На этапе формализации качественной информации важную роль иг-
рают отношения эквивалентности, порядка и доминирования. С помощью 
отношения эквивалентности могут выделяться классы свойств исследуе-
мых объектов или систем, которые являются в некотором смысле равно-
ценными. Это отношение оказывается полезным для выявления в множе-
стве первичных терминов подмножества терминов-синонимов. 

Отношение эквивалентности обладает свойствами рефлективности, 
симметричности и транзитивности. Рефлективность отношения R обозна-
чает выполнение условия U R⊆ , U – диагональное отношение. Данное от-
ношение используется для формализации понятий типа “похоже на”, “по-
добен” и т.п. На главной диагонали матрицы рефлексивного отношения 
стоят единицы. В понятиях типа “похоже на”, “подобен” выделяют свойст-
ва симметричности. 

Отношение R симметрично, если выполняется 1R R−⊆ , т.е. если вы-
полняется связь z1 Rz2 , то должно выполняться z2 Rz1 . 

Транзитивность подразумевает то, что если параметры  z1  и  z2  свя-
заны отношением R, а также этим же отношением связаны z2  и z3 , то пара-
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метры z1 и z3  связаны этим же отношением. Формально данное свойство 
записывается следующим образом: если z1 Rz2 и z2 Rz3 , то z1 Rz3 . 

Наряду с рассмотренными свойствами отношений выполняются 
свойства антирефлексивности и асимметричности. Первое выполняется, 
если пересечение 0R U =∩ , а второе – при 1 0R R− =∩ . По своему смы-
словому содержанию свойства антирефлексивности и асимметричности 
противоположны рефлективности и симметричности соответственно.  

Отношение доминирования характеризуется свойствами антиреф-
лексивности и асимметричности. Это отношение используется для форма-
лизации связей между z1  и z2 в случаях, когда z1 превосходит или предпоч-
тительнее в некотором смысле z2 . 

Частным случаем отношения доминирования является отношение 
порядка, для которого дополнительно выполняется свойство транзитивно-
сти. Примером отношения порядка является понятие “ больше”.  

В теории нечетких множеств имеется ряд операций над нечеткими 
отношениями, которые не имеют аналогов для нечетких множеств, рас-
смотренных в предыдущем разделе. 

 
Максиминное произведение нечетких отношений R1 и R2 , которые 

определены на множестве U, обозначается 1 2R RD   и задается функцией 
принадлежности ( )1 2 1 2µ ,R R u uD ,вычисляемой следующим  образом: 

( ) ( ) ( )( ){ }1 2 1 11 2 1 2µ , Sup min µ , , µ ,R R R Ru u u z z u=D , 

где µR1, µR2 – функции принадлежности нечетких отношений R1 и R2  соот-
ветственно.  

Например, пусть заданы два универсальных множества U1 = U2 = (1, 
2, 3). На множестве U1 ×U2   определены нечеткие отношения 

1 2

1 0.8 0.4 0 0.3 0.7
0.8 1 0.8 ; 0.3 0 0.3 .
0.4 0.8 1 0.7 0.3 0

R R
⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥= =⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

 

Так как нечеткие отношения заданы в матричном виде, то макси-
минное произведение в данном случае представляет собой операцию, ана-
логичную умножению матриц, но вместо арифметических операций умно-
жения и сложения используют операции нахождения минимального (/\— 



 31

пересечение) и максимального (\/ — объединение) элементов соответст-
венно. Поэтому максиминное произведение имеет вид 

1 2

0.4 0.3 0.7
0.7 0.3 0.7 .
0.7 0.3 0.4

R R
⎡ ⎤
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

D  

 
Минимаксное произведение нечетких отношений  R1 и R2  на множе-

стве U определяется функцией принадлежности, вычисляемой по соотно-
шению 

( ) ( ) ( )( ){ }1 2 1 11 2 1 2µ , inf max µ , , µ ,R R R Ru u u z z u=D . 

Если нечеткие отношения R1 и R2  заданы в виде матриц, то мини-
максное произведение представляет собой операцию, аналогичную  опера-
ции умножения матриц, но вместо  арифметических операций умножения 
и сложения используются операции /\ и \/.   

Например, для предыдущего примера минимаксное произведение в 
матричном виде равно 

1 2

0.7 0.4 1
0.8 0.8 0.8 .
0.4 0.4 0.7

R R
⎡ ⎤
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

D  

Максимультипликативное произведение нечетких отношений R1 и R2 

заданных на множестве U,  определяется функцией принадлежности 

( ) ( ) ( )( ){ }1 2 1 11 2 1 2µ , sup µ , µ ,R R R Ru u u z z u= ×D . 

Для исходных данных примера максимультипликативное произведе-
ние нечетких отношений равно 

0,28 0,3 0,7
0,56 0,24 0,56 .
0,7 0,3 0,28

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

 

Выбор той или иной композиции при решении практических задач 
определяется требованиями, которым должно удовлетворять решение за-
дачи. Поэтому в каждом конкретном случае данный вопрос требует особо-
го рассмотрения. 
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1.1.  Нечеткая логика 
 

В сочетании слов “ нечеткая “ и “ логика” есть что-то необычное. 
Логика в обычном смысле слова есть представление механизмов мышле-
ния, то, что никогда не может быть нечетким, но всегда строгим и фор-
мальным. Однако математики,  исследовавшие эти механизмы мышления, 
заметили, что в действительности существует не одна логика (например 
булева), а столько логик, сколько мы пожелаем, потому что все определя-
ется выбором соответствующей системы аксиом. Конечно, как только ак-
сиомы выбраны, все утверждения, построенные на их основе, должны 
быть строго, без противоречий увязаны  друг  с другом согласно правилам, 
установленным в этой системе аксиом.  

Булева логика – это логика, связанная с булевой теорией множеств, 
аналогично нечеткая логика связана с теорией нечетких множеств. 

В бинарной булевой алгебре определены следующие основные логи-
ческие операции: 

 a b∧ – операция “ И”  [ ] [ ]0,1 , 0,1a b= =   ,                            (1.7)               
  a b∨ – операция “ИЛИ”  ,                                                        (1.8) 

    a – операция “ НЕ” ,                                                          (1.9) 
             a b ab ab⊕ = ∨ – исключающее “ИЛИ”  .                             (1.10) 

                    
Соотношения (1.8) – (1.10) будут справедливы и для нечетких пере-

менных. Путь x U∈ ,  A и B – нечеткие подмножества U .  
Обозначим ( ) ( )µ , µa ba x b x= =�� . 

Тогда, ( )min ,a b a b∧ =� �� � – нечеткий аналог операции “ И”; 

( )max ,a b a b∨ =� �� �  – нечеткий аналог операции “ ИЛИ”; 

1a a= −� � – нечеткий аналог операции “ НЕ “; 

( ) ( )a b a b a b⊕ = ∧ ∨ ∧� � �� � �  – нечеткий аналог  операции ”исключающее 

ИЛИ”. 
Можно доказать, что эти операции удовлетворяют следующим 

свойствам: 
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a b b a

a b b a

⎫∧ = ∧ ⎪
⎬

∨ = ∨ ⎪⎭

� �� �
� �� �

   –  коммутативность;   

( ) ( )
( ) ( )
a b – a b c

a b – a b c

⎫∧ ∧ = ∧ ∧ ⎪
⎬

∨ ∨ = ∨ ∨ ⎪⎭

� �� � ��
� �� � ��

 – ассоциативность; 

a a a
a a a
∧ = ⎫

⎬∨ = ⎭

� � �
� � �

– идемпотентность; 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

a b – a b a c

a b – a b a c

⎫∧ ∨ = ∧ ∨ ∧ ⎪
⎬

∨ ∧ = ∨ ∧ ∨ ⎪⎭

� �� � � ��
� �� � � ��

 – дистрибутивность;                     (1.11), (1.12) 

;11~
;~1~
;~0~
;00~

=∨
=∧
=∨
=∧

a
aa
aa

a

 

;~~ aa =                                     (1.13) 

a b a b

a b a b

∧ = ∨

∨ = ∧

� �� �
� �� �

 – обобщение теорем де Моргана на случай нечетких мно-

жеств.                                                                          (1.14) 
 
         Доказательства всех этих формул тривиальны, за исключением, мо-
жет быть, формул (1.11) – (1.14 ). 

На рис. 1.17, 1.18 приведены графические построения, доказываю-
щие соотношения (1.11) и (1.12), соответствующие результаты представ-
лены заштрихованными областями. 

За исключением двух свойств 
0,
1,

a a
a a
∧ =
∨ =

 

для которых, кроме случая 0 или 1a a= =� � , соответствующие соотношения 
для нечетких множеств не выполняются 

0,a a∧ ≠� �   
1.a a∨ ≠� �  
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Перечисленные выше соотношения составляют все свойства бипо-
лярной булевой алгебры. Читателю, желающему более подробно изучить 
этот вопрос, рекомендуем обратиться к работе [3]. 
 

 
 

    Основные понятия            
1. Нечеткое множество.  
2. Функция принадлежности. 
3. Нечеткая и лингвистическая переменные. 
4. Операции над нечеткими множествами. 
5. Нечеткие отношения. 
6. Нечеткие графы. 
7. Нечеткая логика. 
 

      Контрольные вопросы 
1. Что характеризует функция принадлежности? 
2. В чем состоит отличие характеристической функции от функции 

принадлежности? 
3. Дайте определение нечеткой и лингвистической переменным? 
4. Какие варианты определения операций пересечения и объединения 

существуют? 
5. Чем различаются операции концентрации и размытия? 
6. Как определяются нечеткие отношения? 

 7. Какие операции классической алгебры логики не выполняются в не-
четкой логике?   
 

Рис. 1.17 Рис. 1.18 

�        a b c� �  �      a b c� �  

�       a b c� �  �      a b c� �  
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2. МАТЕМАТИКА НЕЧЕТКИХ ЧИСЕЛ 
 

2.1. Нечеткие числа 
 

Нечеткие числа широко используются в повседневной жизни. Когда 
мы говорим: “приблизительно три”, “приблизительно двадцать пять” и 
т.п., то тем самым предполагаем использование нечеткого числа.  

Формально определение нечеткого числа строится аналогично опре-
делению нечеткой переменной. Действительно, если считать, что универ-
сальное множество – это множество действительных чисел, то нечеткое 
подмножество X U∈ , определяемое функцией принадлежности 

( ) [ ]µ 0,1X x ∈ , можно рассматривать как нечеткое число. 
Нечеткое число ~X на действительной прямой выпукло, если для ка-

ких-либо чисел , , ,i j k i j kx x x x x x≤ ≤    

( ) ( ) ( )( )µ min µ ,µ .x j x i x kx x x≥� � �  

 

Нечеткое число X�  на действительной прямой называется нормаль-
ным, если ( )maxµ 1.x x =�  На рис. 2.1 приведены 1X~ – нечеткое выпуклое 

число, 2X~ – нечеткое нормальное число, 3X� – нечеткое нормальное выпук-
лое число. 

Вводя понятие нечеткого числа (нечетких чисел), мы, естественно, 
должны определить некоторые, хотя бы простейшие, математические опе-
рации над этими числами. Сразу же следует указать, что это далеко не три-
виальная задача, которая, к тому же, в некоторых аспектах еще не решена. 

Математические операции, вводимые для нечетких чисел, впрочем, 
как и для четких, должны решать по крайней мере две задачи: 

Рис. 2.1 

( )Xµ  

X
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– первая – это находить результат применения некоторой комбина-
ции математических операций к заранее известной совокупности чисел, 
т.е. находить значение соотношения 

( )1 2 3, ,..., ,y x x x= ϕ  
где ϕ– некоторый функционал; 

– вторая – это находить значение некоторой переменной по извест-
ным значениям других, т.е. решения различного рода уравнений, например 
для простейшего случая 

A X B= +  или /A X B= , 
 где A B,  – известные значения, X – неизвестная переменная. При этом оче-
видно, что должно выполняться условие, если X A B= −  или X AB= , то 

( ) ,  ( ) / .A A B B A A AB B A= − + = = =                                 (2.1) 
Для четких чисел выполнение условий (2.1) и соответственно реше-

ние указанных уравнений каких-либо проблем не составляет. Кроме того, две 
перечисленные задачи в этом случае как бы объединяются. В какой-то мере 
это можно объяснить тем, что  для четких чисел определены противополож-
ное число A , такое что 0A A+ =  или 0A A= −  и обратное число *A  

* * 11,A A A
A

⋅ = = , 

т. е. эти числа могут быть вычислены с помощью стандартных операций 
вычитания и деления. 

Для нечетких чисел все обстоит значительно сложнее. Сразу же ука-
жем, что согласно исследованиям, проведенным в [80], нечеткое число не 
имеет противоположного и обратного чисел, а арифметические операции 
умножения и сложения для нечетких чисел коммутативны: 

, ,A B B A A B B A× = × + = +� � � �� � � �  
ассоциативны:           

( )( ) ,A B C A B C× × = × ×� � � �� �  

( ) ( )A B C A B C+ + = + +� � � �� �  ,         

в общем виде недистрибутивны:    ( )A B C A B A C× + ≠ × + ×� � � � �� � . 

В связи с этим первая и вторая задачи для нечетких чисел приобре-
тают определенную несвязанность. Проблема заключается в том, что ме-
тоды, относящиеся к первой задаче, не дают точного решения второй, в то 
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же время методы, используемые при решении второй задачи, могут при-
меняться в первой с весьма существенными ограничениями. 

Для решения первой задачи нам нужно определить алгоритмы вы-
полнения арифметических операций над нечеткими числами, для решения 
второй – алгоритмы решения нечетких уравнений. 
 
 

2.2. Алгоритмы выполнения арифметических операций 
над нечеткими числами 

 
Конечной целью любого алгоритма для выполнения арифметических 

операций над нечеткими числами является вычисление функции принад-
лежности для любой точки носителя результата выполнения заданной 
арифметической операции над исходными нечеткими числами. Если ~A  и 
~B  нечеткие числа с областью определения в виде интервала действитель-
ной оси и их носители соответственно определены как 

2 1 2 1 2 1 2 1( , ), ( , ), ,A bS a a S b b a a b b= = > > и ( , )g a b  – некоторая функция, 
определяющая одну из четырех арифметических операций “+”, “–”,  “:”,  
“×” , то в общем виде справедливо соотношение 

( ) ( ) ( ){ }µ supmin µ ,µ ,D A Bx a b=                     (2.2) 

( , ) ,g a b x=  
, ,A ba S b S∈ ∈  

которое отражает принцип обобщения, впервые сформулированный Л. За-
де. Если функция g  является функцией большего числа аргументов, то 
принцип обобщения записывается аналогично. 
 Соотношение (2.2) в той или иной мере является основой различных 
арифметических алгоритмов для нечетких чисел. Значительное их количе-
ство может быть объяснено различной точностью вычисления функции 
принадлежности и вычислительными затратами. Ниже будут рассмотрены 
несколько наиболее простых, но в то же время имеющих наибольшее 
практическое применение алгоритмов. Желающим познакомиться с более 
сложными можно рекомендовать работы [4, 5] и другие. 
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2.2.1. Арифметические операции над нечеткими числами 
при L-R аппроксимации 

 
Одним из вариантов представления нечетких чисел является так на-

зываемая L-R-аппроксимация, при которой нечеткое число ~X определяется 
его левой Lx  и правой Rx  границами, а также 

центральным значением x∗ . Наиболее просто L-
R аппроксимация выполняется для нечетких чи-
сел, функции принадлежности которых за пре-
делами носителя тождественно равны нулю, на-
пример треугольные, трапецеидальные. 
  Для треугольной функции принад-
лежности нечеткое число x x∗≈ представляется 

следующим соотношением 

( ) ( )
R

L

xx

L R
x x

x x x x x x x
∗

∗

∗ = − + −∫ ∫�  , 

где знак ∫ означает  объединение по всем ,Lx x x∗⎡ ⎤∈⎣ ⎦  и , Rx x x∗⎡ ⎤∈⎣ ⎦  соот-

ветственно. 
 Пусть имеются два нечетких числа  

( ) ( )
1 1

1 1

1 1 1
R

L

x x

L R
x x

x x x x x x x
∗

∗

∗ = − + −∫ ∫�   и ( ) ( )
2 2

2 2

2 2 2 .
R

L

x x

L R
x x

x x x x x x x
∗

∗

∗ = − + −∫ ∫�   

 Суммой чисел 1x
∗�  и  2x∗�  назовем число 3x∗� такое, что  

( ) ( )
3 3

3 3
3 3

3 µ µ ,
R

L

x x

x x
x x

x x x x x
∗

∗

∗ = +∫ ∫�  

где 3 1 2L L Lx x x= + ; 
       3 1 2R R Rx x x= + ; 

       3 1 2x x x∗ ∗ ∗= + . 
 Для треугольных функций принадлежности слагаемых функция при-
надлежности суммы также будет треугольной и представится уравнением 
( ) 0µ x a kx= + . Для определения значений 0a  и k  необходимо для 

3 3Lx x x∗≤ ≤  решить систему уравнений  

0 1a kx+ =  при   3 1 2x x x x∗ ∗ ∗= = + , 

Рис. 2.2 

xµ  xµ  
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0 0a kx+ =  при    3 1 2L L Lx x x x= = + , 

откуда 3
0

3 3 3 3

1,L

L L

xa k
x x x x∗ ∗= − =
− −

 и соответственно ( )3
3

3 3
µ L

x
L

x xx
x x∗
−

=
−

.     

Для *
3 3Rx x x∗≤ ≤    0 1a kx+ =  при  3x x∗= , 

           0 0a kx+ =  при    3Rx x= . 

Тогда   3
0

3 3 3 3

1,R

R R

xa k
x x x x∗ ∗= − =
− −

      и      ( )3
3

3 3
µ R

x
R

x xx
x x∗
−

=
−

. 

Таким образом,  
3 3

3 3

3 3
3

3 33 3

R

L

x x
L R

RLx x

x x x xx x x
x xx x

∗

∗

∗
∗
− −

= +
−−

∫ ∫� . 

Аналогично для операции вычитания  
3 3

3 3

3 3
3

3 33 3

R

L

x x
L R

RLx x

x x x xx x x
x xx x

∗

∗

∗
∗
− −

= +
−−

∫ ∫� , 

3 1 2L L Rx x x= − , 3 1 2R R Lx x x= − , 3 1 2x x x∗ ∗ ∗= − . 
Для операций умножения и деления, предполагая сохраняемость 

треугольной функции принадлежности, в работе [5] получены следующие 
соотношения:  

3 3

3 3

3 3
3

3 33 3

R

L

x x
L R

Rx xL

x x x x
x x x

x xx x

∗

∗

∗
∗

− −
= +

−−
∫ ∫� , 

3 1 2L L Lx x x= , 3 1 2R R Rx x x= , 3 1 2x x x∗ ∗ ∗= , 
 
результирующая функция принадлежности ( )3 0 1µx x a k x= +  

( )
( )

( )
( )

3 3

3 3

3 3 3 3
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x x
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∫ ∫�  , 

где 1 1 1
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, ,L R
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x x xx x x
x x x

∗
∗

∗= = = , 

результирующая функция принадлежности ( )3
1

0µx
kx a
x

= + . 
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 В отношении двух последних операций целесообразно сделать сле-
дующее замечание. Операции умножения и деления являются операциями 
нелинейными, поэтому предположение о сохранении вида функции при-
надлежности представляются достаточно искусственными. 
 Отметим еще одну особенность нормальных выпуклых непрерывных 
нечетких чисел: найти нечеткое число и его правую и левую границу мож-
но, не проводя лингвистического анализа, поскольку точно известно, при 
каком  х функция принадлежности равна 1, а при каких  х  она равна нулю. 
 
 

2.2.2. Операции над нечеткими числами с использованием 
уровневых множеств 

 
 В основу данного подхода к выполнению операций над нечеткими 
числами положено то, что нечеткое число может быть дискретизировано 
по конечному числу α -уровней, когда каждому уровню αi  ставится в со-
ответствие множество  

{ }
( )
α α 1 α 2 α

α

, ,... ,

µ α , 1, ,
i i i i

i

n

j i

X x x x

x j n

=

≥ =
 

а также разложено на выпуклые, возможно ненормализованные нечеткие 
подмножества (рис. 2.3). На операции с исполь-
зованием уровневых множеств накладывается 
дополнительное ограничение, что эти нечеткие 
подмножества должны иметь функции принад-
лежности либо строго убывающие, либо строго 
возрастающие, либо постоянные (рис. 2.4). Эти 
ограничения объясняются тем, что если рас-

сматривать только монотонные  (только возрастающие или только убы-
вающие) операции*), то для этих операций на участках одинаковой моно-
тонности функций принадлежности результат может быть получен без до-
полнительного лингвистического анализа. 
                                                           
*)  Бинарная операция * называется возрастающей, если для любых 

1 1 2 2 1 2 1 2 и   * *x y x y x x y y> > ⇒ > и убывающей, если для  

1 1 2 2 1 2 1 2 и    *  *x y x y x x y y> > ⇒ <  
 

Рис. 2.3 

µ  

х 
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 Пусть нечеткие числа ~X  и ~Y  представлены в виде α-уровневых под-
множеств, для которых функции принадлежности имеют одинаковый ха-
рактер монотонности: 

{ } { }α α,
i i

X X Y Y= =� �  

( ){ }
( ){ }

( )
( )

α 1 α

α 1 α

α

α

,...     1, ,

,...   1, ,

µ α    1, 1, ,

µ α     1, 1, .

i i i

j j j

i

ji

n

m

k i i

q j j

X x x i I

Y y y j J

x i J k n

y i J q m

= =

= =

≥ = =

≥ = =

�

�

 

 Операции выполняются над абсциссами точек, находящихся на оди-
наковых α-уровнях и имеющих одинаковые участки монотонности функ-
ций принадлежности. 
 Рассмотрим для простоты один α-уровень  αi  и три значения аргу-
мента (рис. 2.5):  

α α и   1,2,3
ij ij

x y j = , 

 
Рис. 2.5 

 

{ }
{ }

α α 1 α 1 α 1 α 2 α 2 α 2 α 3 α 3 α 3

α α 1 α 1 α 1 α 2 α 2 α 2 α 3 α 3 α 3

µ ( ) / , µ ( ) / , µ ( ) / ,

µ ( ) / , µ ( ) / , µ ( ) / .
i i i i i i i i i i

i i i i i i i i i i

X x x x x x x

Y y y y y y y

=

=

�

�  

 
 Тогда для строго возрастающих или строго убывающих операций, 
какими являются сложение и умножение, справедливы соотношения: 

Рис. 2.4 

( )Хµ  

Х

µ  

y  

x  
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{ }α α α α 1 α 1 α 1 α 2 α 2 α 2 α 3 α 3 α 3µ /( ), µ /( ),µ /( )
i i i i i i i i i i i i

Z X Y x y x y x y= =� � �            (2.3) 

{ } ( )α α α α 1 α 1 α 1 α 2 α 2 α 2 α 3 α 3 α 3µ /( ), µ /( ),µ /( ) 2.4
i i i i i i i i i i i i

Z X Y x y x y x y= = + + +� � �  
Операции вычитания и деления не являются строго возрастающими 

или строго убывающими, поэтому их вначале надо представить в виде  

( )
( ),

1 .
X Y X Y
X X

Y Y

− = + −

= ×

� � � �
� �� �

 

а затем может использоваться соотношение (2.3) или (2.4). 
 

  
Рис. 2.6 

 
Основным ограничением при использовании данного метода реали-

зации нечетких множеств является требование участков одинаковой моно-
тонности функций принадлежности для участков операций. На рис. 2.6 
представлен случай, когда это условие не выполняется. 
 
 

2.2.3. Алгоритм использования принципа обобщения при выполнении 
арифметических операций над нечеткими числами 

 
 Арифметические операции над нечеткими числами можно рассмат-
ривать как функциональное преобразование возможных значений вектора 

{ }   1,iX x i n= =
G

: 

( )1,... ny x x= ϕ ,                       (2.5) 
например, 1 2 1 2 1 2 1 2,   ,   / ,   .y x x y x x y x x y x x= + = × = = −  

Считая известным значение функции принадлежности ( )µ X ix , необ-
ходимо найти функцию принадлежности  ( )µY y , которая будет опреде-
лять результат функционального преобразования (2.5). В литературе, изла-

� i j1 2x A A∨=  �y  

x  
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гающей основные операции над нечеткими множествами (числами), огра-
ничиваются преимущественно лишь заданием основного правила для оп-
ределения функции принадлежности  

( )
( )

{ }
:

µ max min µ ( )Y x i
X X y

y x
ϕ =

= G G   .                  (2.6) 

 При непосредственном использовании такого правила для решения 
практических задач возникают трудности в разработке методов и алгорит-
мов определения результирующей функции принадлежности, вызванной 
математической сложностью описания и определения множества Х.  

В работе [8] предложены два варианта алгоритмов определения 
функции принадлежности  (2.6): алгоритм перебора и рекуррентный алго-
ритм. В нашем случае мы остановимся только на алгоритме перебора, ко-
торый, несмотря на громоздкость, позволяет получить результаты в боль-
шинстве случаев, которые могут представлять практический интерес. 
 Рекуррентный алгоритм предполагает решение нелинейного уравне-
ния, которое только в отдельных случаях имеет аналитическое решение [7]. 
 При использовании метода перебора на множестве возможных зна-
чений нечетких переменных формируется множество различных их ком-
бинаций 
                    { } 1,i lx l L=   , где l – номер комбинации. 
 Для каждой комбинации рассчитываются значение функции   

{ }( )l i ly x= ϕ   и функции принадлежности   ( ) ( ){ }µ min µ
lY l x i

i
Y x= . 

 В общем случае для различных комбинаций , ,i j kl l l  возможно, что 

i j kl l ly y y= = при этом   ( ) ( ) ( )µ µ µ
i j kY l Y l Y lY Y Y≠ ≠ . 

 Тогда результирующее значение  ( ) ( ){ }
, ,

µ max µY l Y l
i j k

Y y= . 

 В заключение полученные значения ly  упорядочивают и затем раз-
бивают на некоторое количество k групп, с постоянным числом членов nk. 
Для каждой группы определяют µk (Ye)=max { ( )µY ey }. Значения µk (ye) 
рассматриваются как nk значения функции принадлежности результата. 
Очевидно, что точность расчета  ( )µY y   определяется дискретностью раз-
биения множеств исходных значений ix . После получения дискретного 
множества значений ( )µY y  имеет смысл воспользоваться интерполяцион-
ными процедурами. 
 Выбор количества дискретных отсчетов исходных значений ix  мож-
но осуществить, задаваясь точностью представления функций принадлеж-
ности. 
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 Отметим, что данный алгоритм может применяться и для многоме-
стных арифметических операций, однако вычислительные трудности в 
этом случае существенно возрастают. 

Основные понятия 
1. Нечеткая математика. 
2. Нечеткое число. 
3. L-R представление нечеткого числа. 
4. Нечеткое выпуклое число. 
5. Строго возрастающие и строго убывающие операции. 
6. α-разбиение нечетких чисел. 
7. Двуместные арифметические операции. 
 
Контрольные вопросы 
1. Как определяется нечеткое число? 
2. Какое нечеткое число считается выпуклым? 
3. Какое нечеткое число считается нормальным, какое - субнор-

мальным? 
4. Какие особенности имеют место в нечеткой математике? 
5. Как определяется  L-R представление нечеткого числа? 
6. Какие ограничения имеют место при выполнении арифметиче-

ских операций с использованием α-разбиений нечетких чисел? 
7. В чем состоят недостатки метода перебора при реализации ариф-

метических операций над нечеткими числами?  
 

 
 

                                    3. НЕЧЕТКИЕ ВЫСКАЗЫВАНИЯ 
 
                                     3.1.  Нечеткий логический вывод 
 

Нечетким высказыванием называется предложение, относительно 
которого можно судить о степени его истинности или сложности в на-
стоящее время. Степень истинности или степень сложности каждого не-
четкого высказывания принимает значения из замкнутого интервала [0,1], 
причем 0 и 1 являются предельными значениями степени истинности и 
совпадают с понятиями «ложь» и «истина» для четких высказываний. Ис-
тинность нечеткого высказывания, вообще говоря, является субъективной 
характеристикой и зависит от многих факторов, в частности от использо-
вания нечеткого высказывания. В теории нечетких множеств широкое рас-
пространение получили нечеткие условные высказывания и правила не-
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четкого логического вывода. Это обстоятельство связано с тем, что в се-
мантике обычного языка присутствует определенное число нечетких поня-
тий и условных правил, в которых предпосылки и следствия включают та-
кие понятия. Практика показывает, что формализация правил для нечетких 
условных выводов может быть чрезвычайно разнообразной и должна ос-
новываться на использовании многозначных логических схем. Исследова-
ния правил условного логического вывода охватывают в основном три ви-
да условных предложений: 
                Р1: если x есть А, то y есть В; 
                Р 2 : если x есть А, то y есть В, иначе y есть С; 
                Р3 : если x1 есть А1 и x2 есть А2  и …хn есть Аn , то у есть В. 

Концептуальной основой формализации правил условного логического 
вывода является правило отделения (modus = ponens), утверждающее: 
                       если (α→β) истинно и α истинно, то β истинно. 

В свою очередь, методологической основой такой формализации яв-
ляется композиционное правило, предложенное Л. Заде. Используя это 
правило, он сформулировал некоторые правила вывода, в которых логиче-
ские предпосылки и следствия являются условными предложениями, 
включающими нечеткую концепцию. В дальнейшем Е. Мамдани предло-
жил свое правило вывода, которое как и правило Л. Заде было разработано 
для логического  предложения вида Р1, для обработки которых на практи-
ке наибольшее распространение получили следующие преобразования: 
      1) µ(x, y) = min [μА(x),µВ(y)]=µА(x)∩µВ(y); 
         2)  µ(x, y) = min [µА(x)¸µВ(y)]∪min((1-µА(x),1); 

3) µ(x¸ y) = min [1¸(1-µА(x)+µВ(y)]; 
4) µ(x, y) = max [(1-µА(x))¸µВ(у)] . 

Первая формула удобна тем, что сохраняет ширину значений функ-
ций принадлежности и позволяет выделить каждое правило и процесс его 
изменения даже из информации в табличной форме. Среди недостатков 
этой формулы можно отметить коммутативность, отсутствие разницы ме-
жду выражениями типа (А∩В)→C и A→(B→C) и невозможностью исполь-
зовать связку ИЛИ вместо И для интерпретации связки ИНАЧЕ для полу-
чения протокола применения правил: 
                  ПРАВИЛО 1, ИНАЧЕ ПРАВИЛО 2, ИНАЧЕ …. 

Другие соотношения лишены этого недостатка за счет того, что каж-
дому правилу нельзя сопоставить его область влияния. Например, арифме-
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тические связки в третьей формуле приводят к получению новых значений 
функций принадлежности и требуют некоторой аппроксимации. Отметим, 
что это соотношение соответствует операции импликации для многознач-
ной логики Лукасевича. Формула четыре лишена всех указанных недос-
татков и является наиболее «человеческой» по природе, так как если усло-
вие А дает следствие В, то условие А’, близкое к А, дает следствие В’, 
близкое к В. Это свойство особенно важно для систем с участием  «челове-
ческого  фактора», где все ситуации не могут быть заданы с помощью на-
бора правил. 

Условное предложение Р 2  задает отношение 
                      R = (A×B)∨¬(Β×C) или 
    µк = max{min(µА, µВ),[1-min(µВ, µС)]}. 

Условное предложение Р3  можно свести к Р1, если выполнить 
свертку условий, находящихся в левой части предложения Р3 , используя 
для этого соответствующие операции над нечеткими множествами, содер-
жащимися в этой части. 
      В системах, основанных на обработке нечетких условных предложе-
ний, обычно выделяют три этапа: 
▪  фаззификация; 
▪  поиск подходящего условного предложения и его обработка; 
▪  принятие окончательного решения – дефаззификация. 

На этапе фаззификации определяются лингвистические значения пе-
ременных процесса. При этом в зависимости от характера решаемой зада-
чи лингвистические значения могут определяться экспертом(ами) либо пу-
тем сопоставления конкретного значения переменной с возможными лин-
гвистическими (рис. 3.1). 
 µ 
 
      М       НС        С         ВС        Б 
µс 
 
 
µнс                                                                                                       
 
                            xt                                                         x 
                                      Рис. 3.1 

 

 
В связи с тем, что  

                                          µс(xt) > µнс(xt) ,                                               (3.1 ) 
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может быть принято решение, что конкретное значение xt соответствует 
лингвистическому значению « среднее». В то же время может оказаться 
необходимым учет и второго лингвистического значения. Фаззификация 
выполняется для всех переменных процесса, участвующих в условной час-
ти нечетких предложений. На втором этапе подходящее правило либо 
формируется экспертом(ами), либо по полученным при фаззификации 
лингвистическим значениям извлекается из базы знаний, которая содержит 
различные варианты условных предложений. Подбор подходящего пред-
ложения выполняется по содержанию условной части нечеткого предло-
жения. Здесь также имеется два варианта. Первый состоит в том, что, ос-
новываясь на неравенстве  (3.1), пренебрегают вторым лингвистическим 
значением и выбирают одно условное предложение из базы знаний, затем 
переходят к его обработке, т.е. вычисляют свертку логических условий в 
левой части и выполняют одно из преобразований 1 – 4. Если принято ре-
шение о необходимости учета обоих лингвистических значений, то как 
минимум в базе знаний может оказаться два подходящих условных пред-
ложения. В более сложных ситуациях число таких предложений может 
оказаться больше. При учете нескольких подходящих правил могут ис-
пользоваться алгоритмы Мамдани (Mamdani), Сукамото (Tsukamoto), Лар-
сена (Larsen) и др. 

Для упрощения рассмотрения предположим, что базу знаний органи-
зуют два нечетких правила вывода: 

П1: если Х есть А1 и Y есть В1, тогда Z есть С1; 
   П2: если Х есть А 2  и Y есть В 2 , тогда Z есть С 2 , 

где X и Y – имена входных переменных, 
       Z – имя переменной вывода, 
      А1, В1, С1, А 2 , В 2 , С 2  – некоторые лингвистические значения соответ-
ствующих переменных, для которых определены функции принадлежно-
сти ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 2 2 2µ ,µ ,µ ,µ ,µ ,µ .A B C A B Cx y z x y z  

Алгоритм Мамдани. Данный алгоритм состоит из нескольких этапов: 
1. Для значений Х0 и Y0 определяется степень истинности для пред-

посылок каждого правила: ( ) ( ) ( ) ( )1 0 1 0 2 0 2 0µ ,µ ,µ ,µ .A B A Bx y x y  
2. Находятся уровни ”отсечения” для предпосылок каждого из пра-

вил (используется операция min):  
( ) ( )
( ) ( )

1 1 0 1 0

2 2 0 2 0

α ;
α .

A x B y
A x B y

= ∧
= ∧

 

Затем находятся "усеченные" функции принадлежности 
( )
( )

1 1 1

2 2 2

( ) α ;
( ) α .

c z c z
c z c z
′ = ∧
′ = ∧
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3. Объединяют усеченные функции с использованием операции 
MAX, что дает итоговое нечеткое подмножество для переменной выхода с 
функцией принадлежности (рис.3.2) 

( ) ( ) ( ) ( ){ }1 1 2 20 0 0 0µ ( ) max min µ ,µ ,min µ ,µA B A Bz x y x y
Σ

⎡ ⎤ ⎡ ⎤= ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ . 

µ                                      µ                                   µ 
 
 
 
 
                                                                                  α1 

 
                                                                                                                                                      
       
        
      µ                                   µ                                    µ          
 
 
 
 
 
                                                                                  
        
                                                                                                                           
                                                                                                                                     
 
 
 
 
 
 
                                                                                                                                                   
 

Рис.  3.2 
                                                                                                                                                     

 
Алгоритм Сукамото. Пункты 1 и 2 выполняются аналогично соот-

ветствующим этапам алгоритма Мамдани. 

4. Определяется решение z1 для нечеткого множества '
1( )C z  и z 2 для 

'
2( )C z . 

x  0y  y  z  

0x  x  0y  y
µ

z

z
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5. Определяется интегральное решение   1 1 2 2

1 2

α α .
α α
z zz +

=
+

 

Алгоритм Ларсена. Пункты 1 и 2 выполняются аналогично соответ-
ствующим этапам предыдущих алгоритмов.  

6. Итоговое нечеткое множество определяется как сумма 
' '
1 2( ) ( ) ( )C z C z C z= +     (рис. 3.3). 

µ                                      µ                                   µ 
 
 
 
 
                                                                                  α1 
 
                        x0                            x                                    y0                     y                                                         z 

       
        
              µ                                   µ                                    µ          
 
 
 
 
 
                                                                                 α2 
        
                        xo                           x                                      y0                  y                                                z 
                                                                                                   µ                                     
 
 
 
 
 
 
                                                                                                                                                  
                                                          Рис.  3.3                                                                                        
 
 
   На этапе дефаззификации на основе итогового нечеткого множества 
находится возможное решение, соответствующее используемым нечетким 
предложениям. Это решение определяется по итоговой функции, полученной 
после обработки правил условного логического вывода. Одним из применяе-
мых способов является выбор такого значения, для которого функция при-
надлежности имеет наибольшее значение (рис. 3.4, а). При наличии несколь-
ких экстремумов на функции принадлежности (рис. 3.4, б) выбирается сред-

z
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нее значение для этих точек. В последнем случае имеет место так называе-
мый метод mean of maxima (среднего по максимуму) (рис. 3.4, а, б). 
 

z 1
*

z

µ(z

б )

z 2
*z *

µ(z

z

а )
 

 
 

Разновидностью метода среднего по максимуму является метод 
средневзвешенного по максимуму, так как могут возникнуть ситуации, ко-
гда экстремумы функции принадлежности выходного нечеткого подмно-
жества не равны. Но это неравенство не столь значительно, чтобы можно 
было одним из экстремумов пренебречь (рис. 3.5). 

 

z 1 z 2

µ(z )
µ(z 2)

µ(z 1)

z

Рис. 2.38.  
 

В этом случае управляющее воздействие можно определить по соотношению  
* 1 2 2 2

1 2

µ( ) µ( )
µ( ) µ( )
z z z zz

z z
+

=
+

 . 

Широкое применение при выборе решения получил метод центра тяже-
сти, когда множество значений результирующей функции принадлежности 
рассматривается как множество материальных точек, массы которых равны 
значениям функции принадлежности с соответствующими координатами: 

* µ( )
µ( )

i i

i

z zz
z
⋅

= ∑
∑

. 

Рис. 3.5 

Рис. 3.4 
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Применение этого наиболее целесообразно,  когда нет достаточных осно-
ваний применять метод максимума или метод центра площадей. 

При выборе решения следует контролировать уровень функций при-
надлежности, т.е. необходимо установить некоторый порог решения, ниже 
которого принимать решение не следует: на рис. 3.6, а – выбор решения 
можно выполнять, на рис. 3.6, б – выбор решения производить не следует. 

 

а ) б )

µ(z ) µ(z )

zz

Рис. 2.39.

р

1

р

1

 
                                                      Рис. 3.6 

 
                                                        

Основные понятия 
1. Нечеткое высказывание. 
2. Нечеткое правило вывода. 
3. Фаззификация. 
4. Дефаззификация. 
5. Импликация. 
6. Формула Заде для обработки правил нечеткого вывода. 
7. Формула Лукасевича-Мамдани. 
8. Алгоритм Мамдани. 
9. Алгоритм Сукамото. 

10. Алгоритм  Ларсена.                                                             . 
 

Контрольные вопросы 
1. Как  можно определить нечеткое высказывание? 
2. Как определяется правило отделения (modus = ponens)? 
3. Какими недостатками обладает  формула Л. Заде для обработки пра-

вил нечеткого вывода? 
4. Чем отличаются алгоритмы Мамдани  и Сукамото? 
5. В каких случаях для дефаззификации является оправданным приме-

нение правила максимума? 
6. Когда для дефаззификации целесообразно применять правило центра 

тяжести?  
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4. НЕЧЕТКИЕ МОДЕЛИ МНОГОКРИТЕРИАЛЬНОГО 
ВЫБОРА АЛЬТЕРНАТИВНЫХ ПРОГРАММ 
В ПРОДУКТОВОМ И ПРОИЗВОДСТВЕННОМ 

ПЛАНИРОВАНИИ 
 

При продуктовом планировании в рамках стратегического планиро-
вания должны решаться следующие основные задачи. 

Следует определить, рассматривать ли в качестве альтернативных 
(будущих продуктовых программ) существующие или новые продукты на 
действующих или новых рынках. Здесь необходимо заметить, что, говоря о 
существующих продуктах, имеем в виду, что эти продукты будут иметь 
другие потребительские свойства. Например, автомобильная шина – это 
существующий продукт, но новый тип шин будет иметь большую мягкость 
хода и будет менее шумным. 

Альтернативные решения рассматриваются на двух уровнях: на 
уровне полей бизнеса и на уровне предприятия. 

На уровне полей бизнеса  альтернативные программы формируются 
по отдельным продуктам и продуктовым группам; на уровне предприятия 
в целом – из комбинаций полей бизнеса. 

В общем виде альтернативные решения являются различным обра-
зом сформированными возможными комбинациями будущих продуктовых 
программ, дифференцированных по ряду показателей (критериев) и по 
времени. Выбранная альтернатива включает в себя также и решение о ры-
ночной стратегии, то есть расширение старых рынков или открытие новых. 

Для оценки возможных продуктовых и производственных альтерна-
тив очень важен анализ полезности и целевых издержек продуктов и про-
изводства. Для такого анализа разрабатывают так называемые профили 
оценок продуктов и производства [9]: сначала грубых, а затем для пред-
ставляющих интерес продуктов детальных. В табл. 4.1 представлен вари-
ант профиля оценки нового продукта и возможный перечень критериев [9]. 
Система, используемая Дженерал Электрик [10],  представлена в табл. 4.2. 
Пример сетки предварительных оценок, разработанный консалтинговой 
группой МДА (США) [11], представлен в табл. 4.3. Известна модель       
Р.Г. Купера, содержащая 30 вопросов, задаваемых различным экспертам и 
оцениваемых по 10-балльной шкале. Несмотря на некоторые различия, все 
эти модели имеют достаточно много общего.  
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Таблица 4.1 
Оценка в баллах / взвешенная оценка 

 

Экономиче-
ский критерий 

Очень 
хоро-
шо (6)

Хо-
рошо 

(4) 

Сред-
нее 
(2) 

Пло-
хо 
(0) 

Очень 
плохо 
(-2) 

Вес 
кри-
терия

Про-
грам-
ма Р1 

Про-
грам-
ма Р2 

Про-
грам-
ма Р3 

Про-
грам-
ма Р4 

Вклад в покры-
тие постоян-
ных затрат и 
прибыль 

     

2 6/12 4/8 2/4 2/4 
Затраты капитал: 

 в основные 
средства 

     

0,5 2/1 4/2 6/3 4/2 
в оборотные 
средства 

     
0,5 4/2 2/1 4/2 6/3 

Пригодность 
для НИОКР 
ноу-хау 

     

1 2/2 4/4 6/6 -2/-2 
Техническое 
исполнение 

     
1 -2/-2 2/2 -2/-2 6/6 

Пригодность для 
сбыта система 
маркетинга 

     

2 6/12 4/8 6/12 4/8 
Система рас-
пределения 

     
2 6/12 6/12 4/8 6/12 

Пригодность 
для производ-
ства наличие 
технологий 

     

2 2/4 4/8 4/8 4/8 
Наличие мощ-

ностей 
     

1,5 4/6 4/6 4/6 4/6 
Пригодность для 
снабжения дос-
тупность сырья 
(материалов) 

     

1,5 4/6 4/6 4/6 4/6 
Зависимость от 
поставщиков 

     
1 2/2 0/0 6/6 6/6 

Пригодность 
для утилизации 
повторное 

(дальнейшее) 
использование 

     

1 4/4 4/4 4/4 2/2 
Повторная 

(дальнейшая) 
утилизация 

     

1 4/4 4/4 2/2 4/4 
Общая оценка 
пригодности 

     
 3,38/5 3,53/5 3,84/5 3,84/5 

    Примечание: 
                                               P1 
                                  P2 

                                      P3 
                                      P4 
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Таблица 4.2 
Факторы привлекательности рынка для мультифакторной модели  

бизнес-портфеля 
 

Продукт Р1 Продукт Р2 Продукт Р3 Экономический 
критерий 

Вес 
(0-1) Оцен

ка 
 (0-5) 

Ценность 
вес. оценка

Оцен
ка 

(0-5) 

Цен-
ность 
вес.   

оценка 

Оцен
ка 

(0-5) 

Цен-
ность 
вес. 

оценка
Привлекательность рынка 

С1 – общий объем рынка 
С2 – показатель темпов 
роста в год 
С3 – маржа прибыли 
С4 – интенсивность  
    конкуренции 
С5 – технологические  
    требования 
С6 – влияние инфляции 
С7 – энергоемкость  
С8 – воздействие  
    окружающей среды 
С9 – социальный / поли-
тический/ юридический 
аспекты 

Итого 
С1 – доля рынка 
С2 – темпы роста 
    доли рынка 
С3 – качество продукции 
С4 – репутация марки 
С5 – распределение 
     продукции 
С6 – эффективность 
     продвижения 
С7 – возможности 
     производства  
С8 – эффективность 
     производства 
С9 – расходы подразделения
С10 –  поставки материалов 
С11 – эффективность 
       научных исследований 
С12–  управленческий 
      аппарат 

Итого 

0,2 
 

0,2 
 

0,15 
0,15 

 
0,15 

 
0,05 
0,05 
0,05 

 
*** 

 
1,0 
0,1 
0,15 

 
0,1 
0,1 
0,05 

 
0,05 

 
0,05 

 
0,05 

 
0,15 
0,05 

 
0,1 

 
0,05 
1,0 

4 
 
5 
 
4 
2 
 
3 
 
4 
2 
3 

 
 

 
27 
4 
2 
 
4 
5 
4 
 
3 
 
3 
 
2 
 
3 
5 
 
3 
 
4 
42 

0,8 
 

1,0 
 

0,6 
0,3 

 
0,6 

 
0,15 
0,1 
0,15 

 
 
 

3,7 
0,4 
0,3 

 
0,4 
0,5 
0,2 

 
0,15 

 
0,15 

 
0,1 

 
0,45 
0,25 

 
0,3 

 
0,2 
3,4 

3 
 
4 
 
3 
4 
 
4 
 
5 
4 
4 
 
 
 

31 
4 
3 
 
5 
4 
3 
 
4 
 
2 
 
3 
 
2 
4 
 
4 
 
3 
41 
 

0,6 
 

0,8 
 

0,6 
0,6 

 
0,6 

 
0,25 
0,2 
0,2 

 
 
 

3,7 
0,4 
0,45 

 
0,5 
0,4 
0,15 

 
0,2 

 
0,1 

 
0,15 

 
0,3 
0,2 

 
0,4 

 
0,15 
3,4 

4 
 
4 
 
4 
3 
 
3 
 
4 
2 
1 
 
 
 

24 
3 
4 
 
4 
4 
4 
 
3 
 
3 
 
2 
 
3 
3 
 
4 
 
2 
39 

0,8 
 

0,8 
 

0,6 
0,45 

 
0,45 

 
0,45 
0,1 
0,05 

 
 
 

3,7 
0,3 
0,6 

 
0,4 
0,4 
0,2 

 
0,15 

 
0,15 

 
0,1 

 
0,45 
0,15 

 
0,4 

 
0,1 
3,4 

*** - должны быть приемлемыми. 
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Таблица 4.3 
Пример сетки предварительных оценок 

 
Оценка  

Критерий оценки 
 очень высокая высокая низкая очень низкая 

Рынок 
Срок жизни товара 
Скорость распрост- 
ранения 
Потенциал рынка 
(физический) 
 
Потенциал рынка 
(денежный) 
 
Потребность покупа-
телей 
 
Отношение торговцев 
Потребность в 
рекламной поддержке 
 
Доступность рынка 
«Притягательность» 
товара 
Отличительные качества 
 
 
Степень конкуренции 
Продолжительность 
эксклюзивности 
Соответствие фирме 
 
Цена 
Совместимость клиент- 
торговец 
 
 
Адекватность 
торгового персонала 
 
Уровень качества 

Возникающий 
10 лет и более 
Очень высокая 
 
Св. 10 000 тыс. у.е.
 
 
1 млрд. у.е. 
 
 
Не удовлетворя-
ется 
 
Восторженное 
 
Низкая, 0 – 2 % 
 
Очень легкая 
 
Очень высокая 
Эксклюзивность 
 
 
Очень слабая 
 
Св. 3 лет 
Укрепляет фирму 
 
Намного ниже 
Полная 
 
 
 
Высокая 
 
 
Значительно 
превосходит 

Растущий 
5 – 10 лет 
Довольно  
высокая 
10000 – 5000 
тыс. у.е. 
 
1 млрд. – 500 
млн. у.е. 
 
Удовлетворя-
ется.  
Плохо 
Позитивное 
 
Малозначи-
мая, 2 – 5% 
Легкая 
 
Высокая 
Значительные 
 
 
Слабая 
 
1 – 3 года 
Хорошо соче-
тается 
Немного ниже
Легко совме-
щаются 
 
 
Легко адап-
тируется 
 
Слегка пре-
восходит 

Стабильный 
3 – 5 лет 
Низкая 
 
500 – 1000 
тыс. у.е. 
 
500-100 
млн. у.е. 
 
Удовле-
творяется. 
Хорошо 
Нейтральное 
 
Высокая, 
5% 
Плохая 
 
Средняя 
Слабые 
 
 
Сильная 
 
До 1 года 
Слабая 
связь 
Равна 
Совмеща-
ются с 
трудом 
конверсия 
Возможна, 
но сложно 
 
Такой же 

В стадии упадка 
1 – 3 года 
Очень низкая 
 
До 100 тыс. 
у.е. 
 
До 100 млн. 
у.е. 
 
Удовлетворя-
ется. Очень 
хорошо 
Сдержанное 
 
Очень высо-
кая, св. 5 % 
Очень плохая 
 
Слабая 
Простое ко-
пирование 
(«как все») 
Очень сильная 
 
До 6 месяцев 
Никакой свя-
зи 
Выше 
Новый канал 
сбыта 
 
 
Новый торго-
вый персонал 
 
Уступает 
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Это позволяет предложить формализованную модель этих систем. 
Введем в рассмотрение множества:  
 

  
–   множество возможных продуктовых программ; 

}{ : 1,jA a j J= =  

–  множество альтернатив, элементами которого являются различ-
ные комбинации продуктовых программ, при этом комбинации образуют-
ся как по множеству, так и по времени, то есть ja  – это некоторое под-

множество Р. В частном случае j ia p= , то есть альтернатива содержит 

только одну продуктовую программу; 
{ }: 1,kS s k k= =  

–  множество рыночных стратегий, которые могут рассматриваться 
как для конкретной продуктовой программы, так и для их совокупности. 
Поэтому в дальнейшем будем полагать, что некоторая альтернатива 
включает в себя элементы множеств P и S; 

{ }: 1,lC c l L= =  

–  множество критериев, по которым осуществляется оценка про-
дуктовых программ и альтернатив.  В качестве таких критериев можно, 
например, рассматривать влияние на показатели оборота, размеры денеж-
ных потоков, а также капитала и имущества в будущих периодах, уровень 
риска, очевидно, могут использоваться и немонетарные показатели (кри-
терии). 

  Каждая из представленных систем оценок – это, по существу, от-
ношение вида 

R:P→C, PRC,     или                                         (4.1) 
                                      Г:А→С, АГС                                                  (4.2) 

  Принципиальных различий между сооотношениями (4.1) и (4.2) нет, но 
поэтому из соображений простоты изложения ограничимся рассмотрением 

}{ : 1,iP p i I= =
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отношения (4.1), которое определяется на прямом произведеним CP ×  и 
задается матрицей 

ilR r= , 

где ,i lr  – оценка в некоторой шкале, отражающая уровень соответствия 

между элементами рj∈Р и сl∈С. 

Кроме этого в различных системах оценок используются весовые ко-
эффициенты 

{ }: 1,lW w l L= = , 

учитывающие различную важность критериев сl∈C.                 
Подавляющее большинство моделей оценки альтернативных про-

дуктов используют числовые представления значений, и конечный резуль-
тат получается методом среднего балла. Этот подход имеет много доста-
точно серьезных недостатков, которые будут рассмотрены в нижеследую-
щих разделах, где будут также предложены и альтернативные решения. 

 
 

4.1. Нечеткая модель многокритериального выбора однопродуктовой 
альтернативы при числовой матрице соответствия 

 
   Этот простейший случай предполагает, что каждая альтернатива со-

держит только однопродуктовую программу. Помимо перечисленных вы-
ше множеств для решения задачи необходимо построить отношение между 
множествами Р и С: 
                                            R:P→C или PRC,                                              (4.3) 
которое определяет, с какой степенью та или иная программа соответству-
ет критериям   lc  ∈C. 

Поскольку речь идет о новых продуктах, то попытки точных расче-
тов вовсе не гарантируют, что их результаты будут реализованы. Более то-
го, вполне уместен вопрос: ”Какова вероятность реализации этих расче-
тов?”  Для строгого ответа на этот вопрос мы должны принять решение 
относительно вида закона распределения плотности вероятности. В случае 
новых продуктов  для этого нет или недостаточно соответствующих стати-
стических данных. Поэтому, задавая вопрос о вероятности, нам придется 
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смириться с тем, что это субъективная вероятность, которая базируется на 
экспертных оценках. 

  Таким образом, мы неминуемо приходим к проблеме обработки экс-
пертных оценок, которые и будут определять характер отношений (4.3). 
Наиболее распространен метод балльных оценок, когда отношение (4.3) 
задается матрицей                                                                                                                      

где ,i lr  – числа в некоторой шкале. В литературе известны методы решения 
задач подобного класса. Одним из наиболее мощных и хорошо обоснован-
ных является метод анализа иерархий (МАИ). На наш взгляд, основным 
недостатком этого метода является его громоздкость. 
     В основе МАИ лежит построение матриц парных сравнений. Так, для 
приведенного примера придется построить тринадцать матриц размером 

44×  и для каждой матрицы реализовать процедуру вычисления координат 
собственного вектора. В качестве еще одного замечания укажем на то, что 
МАИ не гарантирует высокой степени различимости альтернатив.  В каче-
стве    доказательства  приведем  сравнение  результатов  применения  
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рис. 4.1 
 
 

 
Рис. 4.1 

 
метода МАИ и метода, разработанного в работе [12],  на примере, описан-
ном в книге Т. Саати [13]. 
Оценку эффективности разделения альтернатив можно выполнить по 

формуле 
max

max

( )δ 100%iS a S
S
−

= ,           

 
где S (ai) – оценка альтернативы ai, 

       Smax – максимальная оценка, полученная некоторой альтернативой. 
Оба метода указали в качестве наилучшей альтернативу а2. Соответст-

венно, для метода МАИ δ1,2=0.8%, δ2,3=14%. Для предлагаемого  метода δ1,2 

= 22 %, δ2,3 = 55 % (рис. 4.1). 

,ilR r=
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 Наконец, следует отметить еще одно обстоятельство. Для руководи-
теля-практика очень важна прозрачность метода анализа на всех стадиях 
его выполнения. Если построение матриц парных сравнений каких-либо 
вопросов не вызывает, то принятие решения по оценкам координат  собст-
венных векторов предполагает наличие соответствующих знаний по тео-
рии матриц. 
      В практике выбора альтернативных продуктовых программ широко 
применяется балльный метод с вычислением среднего балла [10], при этом 
могут использоваться или не использоваться весовые коэффициенты кри-
териев.  Для примера, представленного табл. 4.1, без учета весовых коэф-
фициентов были получены следующие оценки: программа Р1 – 3,38, Р2 – 
3,53, Р3 – 3,84, Р4 – 3,84. По поводу этих результатов можно отметить сле-
дующее: 

– вычисление среднего значения дает необходимую точность оце-
нок, если длина усредняемого ряда значений большая, т.е. количество кри-
териев должно быть достаточно большим, что не всегда просто обеспечить 
на практике; 

– усреднение – это один из методов сглаживания и поэтому “ про-
вальные” оценки могут быть сглажены, что и имеет место в рассматривае-
мом примере, по крайней мере, в отношении альтернатив Р3  и Р4 . 

Применение  весовых коэффициентов требует известной осторож-
ности, поскольку некорректное их определение может существенно ска-
заться на результатах. Для устранения этого эффекта рекомендуется опре-
делять значения весовых коэффициентов на основе матриц парных сравне-
ний[5]. 
Отметим и другую возможность. Если для рассматриваемого примера 

использовать мультипликативную формулу введения весовых коэффици-
ентов 

                                    S(pi)=1/Nc ∑  rijwj  , 
                                                       j 

 где Nc  – количество критериев; 
       rij  – оценка  i-й альтернативы по j-му критерию; 
       wj – вес j-го критерия,  
то все четыре программы получают одинаковые оценки  S(p) = 5, т.е. си-
туация становится тупиковой. 

     Если использовать степенную формулу ( ) 1/ ,jw
i c ijS p N r= ∑  то 

для программы Р1 – S(P1 ) =10,87,   P2  – S(P2 ) = 9,03, т.е. кардинально иные 
результаты. В связи с этим весьма обоснованным представляется высказы-
вание Е. С. Вентцель: “Здесь мы встречаемся с очень типичным для по-
добных ситуаций приёмом – переносом произвола из одной инстанции в 
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другую. Простой выбор компромиссного решения на основе мысленного 
сопоставления всех “за” и  “против” каждого решения кажется слишком 
произвольным, недостаточно научным. А вот маневрирование с формулой, 
включающей (пусть столь же произвольно назначенные) коэффициенты – 
совсем другое дело. Это уже наука. По существу никакой науки тут нет, и 
нечего себя обманывать”. 

Наиболее часто для выбора наилучшей по множеству критериев аль-
тернативы используется максиминный подход [5], когда наилучшей при-
знается альтернатива  

                                                                     
Матрица R для программ, представленных в табл. 4.1, без учета ве-

сов критериев имеет вид: 
                                              1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 c c c c c c c c c c c c c  

              

1

2

3

4

6 2 4 2 2 6 6 2 4 4 2 4 4
4 4 2 4 2 4 6 4 4 4 0 4 4
2 6 4 6 2 6 4 4 4 4 6 4 2
2 4 6 2 6 4 6 4 4 4 6 2 4

p
p

R
p
p

−⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥=
⎢ ⎥−
⎢ ⎥−⎣ ⎦

.             (4.4)         

Для устранения отрицательных оценок прибавим ко всем элементам мат-
рицы два. 
                                  1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 min ijc c c c c c c c c c c c c r  

1

2

3

4

8 4 6 4 0 8 8 4 6 6 4 6 6 0
6 6 4 6 4 6 8 6 6 6 2 6 6 2
4 8 6 8 0 8 6 6 6 6 8 6 4 0
4 6 8 0 8 6 8 6 6 6 8 4 6 0

p
p

R
p
p

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

                  (4.5)   

                         max min 2ij
i j

r = . 

Таким образом, продуктовая программа 2P  имеет очевидное пре-
имущество перед всеми остальными. 

В случае выбора одной продуктовой программы задачу можно было 
бы  считать решенной. В то же время необходимо сделать некоторые ого-
ворки. Максиминный метод ориентируется на наихудший вариант (метод 
осторожного наблюдателя) со всеми вытекающими отсюда последствиями. 
Чисто визуальный анализ матрицы (4.3) не подтверждает абсолютного 

0 ,{ }.maxmin i li
li

ra →
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превосходства альтернативной программы Р2  над всеми остальными. Как 
правило, при планировании продуктовых программ нужно выстроить их в 
некоторую последовательность так, чтобы в случае необходимости можно 
было перейти на ближайшую к наилучшей продуктовую программу. Мак-
симинный метод при имеющейся структуре оценок не дает требуемого от-
вета. Это объясняется определенной однобокостью этого метода, так как в 
нем оцениваются только реализуемые шансы альтернатив и остаются без 
анализа упущенные шансы. По этой причине максиминный метод не по-
зволяет надежно различать достаточно близкие альтернативы. Применение 
весовых коэффициентов в данном примере вообще не имеет смысла. Ана-
логичная ситуация может иметь место, если максиминный подход просто 
дает одинаковые оценки для альтернативных продуктовых программ. Для 
решения сформулированной задачи применим метод, предложенный в 
[14]. Введем в рассмотрение матрицу iR ,которую определим следующим 
образом. Оставим без изменения элементы i-й строки,  а элементы всех ос-
тальных строк определим как разность maxij ijr r r= −  для всех  l ≠ i, где rmax – 

максимальная возможная оценка альтернативы в выбранной шкале. 
Матрицу iR  можно рассматривать как матрицу шансов i-й альтерна-

тивы. Действительно, строка i отражает ее возможности, а все остальные – 
это уступки в ее пользу со стороны других альтернатив. 

Обобщенную степень соответствия альтернативных продуктовых 
программ выбранной системе критериев определим как                                                       

S(pi )= m i /(I×J) 
I    J 

mi  =∑ ∑rij ×wi  , 
i=1  j=1 

 где wj – вес j-го критерия. Возможно, что окажется полезной непрерывная 
функция обобщенной степени соответствия, например, в виде функции 
   

Для иллюстрации возможностей этого метода проанализируем си-
туацию, которая возникла, когда с помощью весовых коэффициентов и ис-
пользования мультипликативной формы была предпринята попытка уточ-

[1 ( )]
( )( ( ) .

i
i

i s p
s ps p

e− −η =
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нить решение относительно альтернатив Р3 и Р4.  Для последующих преоб-
разований все элементы матрицы (4.5)  приведем к диапазону [0,1]. 
 
           1       0.5    0.75  0.5    0    1        1       0.5    0.75  0.75  0.5   0.75  0.75                       
           0.75  0.75  0.5    0.75  0.5 0.75   1       0.75  0.75  0.75  0.25 0.75  0.75               (4.6)        
R =      0.5     1      0.75  1        0    1       0.75  0 75  0.75  0.75   1     0.75  0.5 
           0.5     0.75 1       0       1     0.75  1       0.75  0.75  0.75   1     0.5    0.75 
 
С учетом весовых коэффициентов табл. 4.1          
                                                                                                                                                     
            2     0.25    0.375  0.5    0     2      2       1       1.125  1.125  1   0.75  0.75        
            1.5  0.375  0.25    0.75  0.5  1.5   2       1.5    1.125  1.125  0.25 0.75  0.75 
Rw =     1      0.5      0.375  1        0    2      1.5   1 125 1.125  1.125  1     0.75  0.5 
            1      0.375 0.5       0       1     1.5  2       1.5     1.125  1.125  1     0.5    0.75 
                                               
Определим матрицы i

wR , i = 1, 2, 3, 4. Верхний индекс указывает номер 
соответствующей альтернативной программы. 
             
               2       0.25    0.375  0.5    0     2        2       1    1.125   1.125   0.5    0.75   0.75       
               0.5    1.625  1.75    1.25  1.5  0.5     0       0.5  0.875   0.875  1.75  1.25   1.25   

1
wR =     1       1.5      1.625  1       2    0         0.5    0 5  0.875  0.875   1       1.125 1.5 

               1.0     1.625 1.5       2       1    0.5      0       0.5  0.875  0.875   1       1.5    0.75 
 
 
             0       1.75    1.625  1.5    2     0        0       1.0      0.75    0.75     1.5   1.25  1.25       

=wR 2  1.5    0.375  0.25    0.75  0.5  1.5     2       1.5      1.125  1.125   0.25 0.75  0.75 
            1       1.5      1.625  1       2     0       0.5     0.5      0 875  0.875   1      1.25  1.5 
            1        1.625  1.5      2     1       0.5     0       0.5      0.875   0.875  1      1.5    1.25 
 
 
 
               0       1.75     1.625   1.5     2      0        0        1       0.75   0.75    1.5      1.25  1.25       
              0.5    1.625   1.75     1.25   1.5   0.5     0        0       0.5     0.875  0.875  1.75  1.25 
 =wR 3   1       0.5        0.375   1        0      1       0.75    0 75  0.75   0.75    1         0.75  0.5 
              0.5     0.75 1  0          1        0.75  1       0.75    0.75  0.75   1         0.5      0.75 

 
 

 
 
              0      1.75    1.625  1.5     2      0      0       0    1     0.75   0.75   1.5      1.25  1.25          
 =4

wR    0.5   1.625  1.75    1.25  1.5   0.5   0     0    0        0.5     0.875  0.875  1.75  1.25 
              1       1.5      1.625  1       2     0      0.5   0 5 0.5    0.875  0.875  1         1.25  1.5 
              1       0.375   0.5     0       1     1.5    2     2    1.5    1.125  1.125  1         0.5    0.75 
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Оценки  по альтернативам  S(P1) = 1,024, S(P2) = 1,019, S(P3) = 1,0216,  
S(P4)  = 1,019. Хотя были получены различные оценки по альтернативам Р3 и 
Р4 , степень их расхождения весьма незначительна. Тем не менее, удалось от-
ранжировать альтернативы, которые изначально имели одинаковые оценки. 

Рассмотрим  еще одну возможность углубления выбора альтернатив, 
основанную на построении матрицы уступок. Вернемся к исходной матри-
це R (4.6). По методу среднего балла и максиминному методу альтернатив-
ные программы Р3 и Р4 получили одинаковые оценки. Допустим, что необ-
ходимо среди этой пары найти наилучшую альтернативу. 
Построим для этих программ матрицы  
             0     0.5      0.25  0.5    1    0        0       0.5    0.25  0.25  0.5   0.25  0.25       
─3      0.25  0.25    0.5    0.25  0.5 0.25   0       0.25  0.25  0.25  0.75 0.25  0.25                 (4.7) 
R   =     0.5  1         0.75  1       0    1        0.75  0 75  0.75  0.75   1     0.75  0.5 
            0.5    0.25   0       1       0    0.25   0       0.25  0.25  0.25   0     0.5    0.25 
                                                                                                                                           
            0       0.5    0.25  0.5    1    0        0       0.5    0.25  0.25  0.5   0.25  0.25       
─4      0.25  0.25  0.5    0.25  0.5 0.25   0       0.25  0.25  0.25  0.75 0.25  0.25                   (4.8) 
R  =     0.5    0       0.25  0       1    0        0.25  0 25  0.25  0.25   0     0.25  0.5 
            0.5    0.75  1       0       1    0.75   1       0.75  0.75  0.75   1     0.5    0.75 
                                                                                                                                           
  

Соответственно S(P3) = 0,408,  S(P4 ) = 0,408, т.е. задача пока не решена. 
Преобразуем матрицы (2.7), (2.8) в матрицы R, R путем удаления соот-

ветственно 3-й и 4-й строк. 
 
─-3             0        0.5      0.25   0.5       1     0       0    0.5   0.25  0.25  0.5     0.25  0.25  
R     =       0.25    0.25   0.5     0.25     0.5  0.25  0    0.25  0.25  0.25  0.75  0.25  0.25 
                 0.5     0.25    0        1          0     0.25  0    0.25  0.25  0.25  0       0.5    0.25  
 
 
─-4             0        0.5      0.25   0.5       1     0       0      0.5   0.25  0.25  0.5     0.25  0.25  
R     =       0.25   0.25    0.5     0.25     0.5  0.25  0      0.25  0.25  0.25  0.75  0.25  0.25 
                 0.5     0         0.25   0          1     0       0.25 0.25  0.25  0.25  0       0.25  0.5  
 

В отличие от матриц (4.7) и (4.8) матрицы 
4

3,R R
−

−  можно рассмат-
ривать как  матрицы уступок. Для каждой альтернативы наихудшей ситуа-
цией будет минимальный уровень уступок, для определения которого надо 
найти минимальное значение по каждому из критериев. Тогда 

{ }3Min R− ={0, 0.25, 0, 0.25, 0, 0 ,0 , 0.25, 0.25, 0.25, 0 , 0.25, 0.25 }, 

   i                                                                                                                                                                                                                (4.9) 
                            

{ }4Min R− ={ 0, 0, 0.25, 0 , 0.5, 0 , 0.25, 0.25, 0.25, 0.25, 0.5, 0.25, 0.25}.                           

i 
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Очевидно, что в лучшей ситуации будет альтернатива, у которой 
уровень уступок по критериям будет больше. Тогда                                                          

Max Min { 3−R    } = 0,25, 
                                                 j   i 

 (4.10) 
Max Min { 4−R  } = 0,5 , 

                                                   j    i 
что позволяет сделать вывод о предпочтительности программы  Р4 по от-
ношению к программе Р3 . Таким образом, для рассматриваемого варианта 
задачи окончательное ранжирование альтернативных программ имеет вид 

Р4 , Р3 , Р 2, Р1. 
В табл. 4.4 приведены результаты применения рассмотренного мето-

да  к данным табл. 4.2, что позволило выявить наилучший продукт Р2. 
                                                                            

  Таблица 4.4  
Матрицы уступок 

                           
R-1

пб Мin R-1
пб R-2

пб 
 

Мin R-2
пб R-3

пб Min R-3
пб 

Привлекательность рынка 
0,4          0,2 
0,2          0,2 
0,55        0,4 
0,4          0,55 
0,4          0,55 
0,85        0,75 
0,8          0,9 
0,8          0,95 

0,2 
0,2 
0,4 
0,4 
0,4 
0,75 
0,8 
0,8 

0,2    0,2 
0       0,2 
0,4    0,4 
0,7    0,4 
0,4    0,4 
0,75  0,85 
0,9    0,9 
0,85  0,8 

0,2 
0 

0,4 
0,4 
0,4 
0,75 
0,9 
0,8 

0,2    0,4 
0       0,2 
0,55   0,4 
0,4     0,7 
0,4     0,4 
0,75   0,55 
0,8     0,9 
0,8     0,85 

0,2 
0 

0,4 
0,4 
0,4 
0,55 
0,8 
0,8 

max (min R-1 
пб) = 0,8 max (min R-2

пб) = 0,9 max (min R-3
пб) = 0,8 

Σ min (R-1
пб) = 3,75 Σ min (R-2

пб) =  3,95          Σmin (R-3
пб)  =   3,75 

Эффективность бизнеса 
0,6           0,7 0,6 0,6         0,7 0,6 0,6         0,6 0,6 
0,55         0,4 0,4 0,7         0,4 0,4 0,7         0,55 0,55 
0,5           0,6 0,5 0,6         0,6 0,6 0,6          0,5 0,5 
0,6           0,6 0,6 0,5          0,6 0,5 0,5          0,6 0,5 
0,85         0,8 0,8 0,8          0,8 0,8 0,8          0,85 0,8 
0,8          0,85 0,8 0,85        0,85 0,85 0,85        0,8 0,8 
0,9          0,85  0,85 0,85        0,85 0,85 0,85        0,9 0,85 
0,85        0,9 0,85 0,7   0,9 0,9 0,9          0,85 0,85 
0,8          0,55 0,55 0,55        0,55 0,55 0,55         0,7 0,55 
0,8          0,85 0,8 0,75   0,85 0,75 0,75         0,8  0,75 
0,6          0,6 0,6 0,6  0,6 0,6 0,7   0,6   0,6 
0,85 0,85 0,8          0,9 0,8 0,8  0,85 0,8 

max (min R-1
эф) = 0,85 max (min R-2

эф) = 0,9 max (min R-3
эф) = 0,85 

Σ min (R-1
эф)  = 8,3 Σ min(R-2

эф) =  8,3 Σmin (R-3
эф) =   8,15 
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Полученные результаты позволяют предложить следующую последо-
вательность анализа продуктовых профилей. 

1. Исходные профили анализируются по методу среднего балла или 
максиминному. 

2. Если не найдено удовлетворительное решение, строятся матрицы 
собственных шансов альтернатив и вычисляются оценки (4.4). 

3. Если не найдено удовлетворительное решение, строятся матрицы 
уступок и вычисляются максиминные оценки  (4.9), (4.10). 

Возможны и тупиковые ситуации, когда решение не будет найдено. В 
этом случае целесообразно проанализировать корректность построения 
продуктовых профилей. 

 В рассмотренных примерах оценки соответствия альтернатив крите-
риям имеют точечный характер и их нечеткость (расплывчатость) связана 
с тем, что они имеют экспертный характер. Более полным отражением не-
четкости был бы переход к представлению критериальных оценок в виде 
нечетких чисел [24]. В качестве иллюстрации рассмотрим процедуру обра-
ботки данных табл. 4.2 

     Оценки и весовые коэффициенты из табл. 4.2 представим в виде 
нечетких чисел (рис. 4.2, 4.3). 
 
Оценки 
 
 µ  
 
         1 
 
 
  
   
 
                                                                                                                               
                                                                                                                                  

                  1          2                   3                    4               5            x    
 

                                                    Рис. 4.2 
µ  
 
 
1 
 
 
 
 
 
  
 
    
 0,05     0,10    0,15    0,20   0,25    0,3     0,35    0,4     0,45  0,5       х 

Рис. 4.3 
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     При построении функций принадлежности нечетких чисел будем 
придерживаться одного главного условия: для двух соседних нечетких чи-
сел минимумы и максимумы соответствующих функций принадлежности 
должны совпадать. При симметричных функциях принадлежности требо-
вание пересечения двух соседних функций на уровне 0,5 будут выполнять-
ся автоматически. Следует отметить, что для нечетких чисел указанные 
выше условия не являются строго обязательными. Однако их выполнение 
упрощает построение нечетких чисел. Наиболее просто операции над та-
кими числами выполняются в среде электронной таблицы Fuzzy Calc [15], 
которую можно считать нечетким аналогом популярной электронной таб-
лицы Excel. 

     В табл. 4.5 представлены результаты расчетов, выполненных в среде 
нечеткой электронной таблицы Fuzzi Calc . 

     Табл. 4.5 содержит нечеткие  числа, представляющие соответст-
вующие оценки анализируемых продуктов. 

На рис. 4.4 и 4.5 приведены соответствующие функции принадлежно-
сти. Для каждого продукта были вычислены суммарные ценности. Полу-
ченные результаты имеют противоречивый характер, так как по «привле-
кательности рынка» продукты распределялись следующим образом: 

Р1 – 3,81775; Р2 – 3,89087;  Р3 – 3,5037; 
по эффективности бизнеса: Р1 – 3,8971; Р2 – 3,89721; Р3 – 3,91197, т.е. яв-
ное преимущество какой-либо программы не установлено.  

 Для разрешения этой ситуации были рассчитаны нечеткие матрицы 
уступок R-1, R-2, R-3 для обеих оценок. Элементы этих матриц рассчитыва-
ют по формуле 

                       µ i−
lk(х)=1-µj,r (х), 

где   i =1, 2, 3     j≠i 
        k – определяется количеством критериев; 

l =1,….n-1, в нашем примере n = 3. 
Как уже отмечалось, наихудшей ситуацией для каждой альтернативы 

является минимум уступок со стороны  других альтернатив. Этот минимум 
находится как операция пересечения элементов каждой строки матриц ус-
тупок, т.е. находим   µ’

k  = min{µlk
-i  (x)}. 

 Наилучшая ситуация будет в случае  максимальных уступок:                             
µ’(x) = max{µ’

k(x)}. 
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                                                                          Таблица 4.5 

 

 
 
 

 
 
                                                             Рис. 4.4 
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Окончание табл. 4.5 

 

 
 
 
 

 
 
                                                                     Рис. 4.5 

  Соответствующие результаты обозначены MAX(MIN) в табл. 4.6. 
Функции принадлежности приведены на рис. 4.6, 4.7. 
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                                                                          Таблица 4.6 

 

 

 
 

 
 
                                                                     Рис. 4.6 
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Окончание табл. 4.6 
 

 

 

 

 
 
                                                              Рис. 4.7 
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        Точечные оценки получаются по методу центра тяжести  
 MIN(MAX)=Σµ’(x)*x/Σµ’(x). 
         Здесь также имеет место неоднозначная ситуация: 
         по привлекательности рынка 
P1:MAX(MIN) = 0,463604; 
P2:MAX(MIN) = 0,429485; 
P3:MAX(MIN) = 0,485283. 
 

         по эффективности бизнеса 
P1:MAX(MIN) = 0,625115; 
Р2:MAX(MIN) = 0,638415; 
P3:MAX(MIN) = 0,485283. 
 

 Если просуммировать все полученные оценки,  то ситуация разреша-
ется в пользу продукта Р2 
Р1:8,803569, Р2:8,85595, Р3:8,392236. 
  Более убедительные результаты получаются, если для получения 
итоговых значений воспользоваться операцией пересечения оценок. Сум-
марные ценности по «эффективности бизнеса» и «привлекательности рын-
ка» получаются в виде нечетких чисел с соответствующими функциями 
µэб, µпр, тогда итоговая оценка определяется как µ1= min{µэб,µпр}, анало-
гично определяется 
                    µ2 = min{MAX(MIN)эб,MAX(MIN)пр} (табл. 4.7, рис. 4.8). 
 

                                                                       Таблица 4.7 
 

 
 

 
 
                                                         Рис. 4.8 
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Аналогичные расчеты выполняются и для соответствующих матриц уступок 
µ-j = min{[MAX(MIN)/R-j

пр],[MAX(MIN)/R-j
эф.б]}, j = 1, 2, 3 (табл. 4.8, рис. 4.9). 

 
                                                                                                    Таблица 4.8 

 

 
 
 

        
 

Рис. 4.9 
 
 При таком подходе продукт Р2 однозначно получает  достаточно за-
метное преимущество. Окончательное решение может быть получено, если 
вычислить сумму 
                                                 2µ( ) µ µJ jP −= +  (рис. 4.10). 
 

 
 
                                                                Рис. 4.10 
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   Использование нечетких чисел позволяет сопоставлять продукты с 
учетом неопределенности полученных оценок. Строго определенное число 
можно представить функцией принадлежности (см. рис. 4.10), полностью 
неопределенное число функций  принадлежности (рис. 4.11), промежуточ-
ное положение занимает нечеткое число с произвольной функцией при-
надлежности (рис. 4.12) .        

Введем коэффициент ненадежности оценки  
                                       γ = FzArea/Area ,  
где FzArea – площадь под кривой произвольной функции принадлежности 
(рис. 4.13); 

Area-площадь под прямоугольной функцией принадлежности (см. 
рис. 4.12) 0 < γ < 1. Коэффициент надежности оценки ⎯γ = 1 – γ . 
µ(х)                                    
                                             µ(х)  
                                          
 
                                             1    
1 
 
                                              
 
                                      х                             x              х                                                  
         
                   Рис. 4.11                                      Рис. 4.12    
 
                µ(х)                                       
 
   
 
 
 
 
                х 
                                       x*                                                   

                                                 
                                       Рис. 4.13 
 

Модифицированные оценки продуктов получаются умножением 
их значений на γ. Соответствующие результаты приведены в табл. 4.9 и 
на рис. 4.14, которые опять же указывают на предпочтительность про-
дукта Р2. 
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                                                                          Таблица 4.9 
 

   

 
 
 
 

 
                                              

Рис.  4.14 
 
 
 Кроме этого в табл. 4.7 – 4.9 приведены результирующие оценки 

альтернативных продуктов, которые рассчитывались как суммы оценок с 
учетом коэффициента надежности по «привлекательности рын-
ка/эффективности бизнеса» и минимуму уступок. Эти оценки  также под-
твердили преимущество продукта Р2 (рис. 4.15, 4.16). 
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                                                         Рис.  4.15 
 

 
 
                                                              Рис.  4.16 
 

Таким образом, применение нечетких чисел дает не только возмож-
ность различными способами провести многокритериальный выбор аль-
тернативных продуктов, но и учесть фактор неопределенности, присутст-
вующий при выборе оценок. Следует отметить, что продукт Р2 имеет так-
же и наибольшие значения коэффициента надежности по всем оценкам. 

В работе [10] для сравнения альтернативных продуктов предлагается 
позиционирование их в матрице "Привлекательность рынка Эффектив-
ность бизнеса".  Эту процедуру можно также выполнить с использованием 
нечетких оценок. 

Рассмотрим задачу в общем виде. 
Пусть необходимо позиционировать некоторый продукт в матрице 

''Привлекательность рынка / Эффективность бизнеса''. Оценки, веса и сама 
матрица заданы в нечеткой форме. На рис. 4.17 представлена матрица 
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''Привлекательность рынка / Эффективность бизнеса'' в нечеткой форме с 
соответствующими функциями принадлежности по осям и здесь же пред-
ставлены функции принадлежности оценок: 

     эS  – оценка эффективности бизнеса; 
          прS  – оценка привлекательности рынка. 
 

Слабая

Эффективность бизнеса

П
ри
вл
ек
ат
ел
ьн
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ть

 р
ы
нк
а

Средняя Сильная

С
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ба
я

С
ре
дн

яя
С
ил
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C

A

ЭS~

ПРS~

 
                                                                       Рис. 4.17    

 
Для позиционирования продукта построим пересечения соответст-

вующих функций принадлежности, обозначенные разными видами штри-
ховки. Из рисунка видно, что по эффективности бизнеса для данного про-
дукта наиболее близкой является оценка ''средняя'', по привлекательности 
рынка ''сильная''. Положение продукта в квадранте ''Сильная – Средняя'' 
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можно определить по точке, определяемой координатами максимумов со-
ответствующих пересечений (точка А). 

     Окончательная оценка продукта: 
     ''Средняя эффективность бизнеса с тенденцией к сильной''; 
     ''Сильная привлекательность рынка с тенденцией к средней''. 
Отметим, что более глубокий анализ, который требует привлечения 

дополнительных сведений из теории нечетких множеств, позволит оценить 
и степени выраженности соответствующих тенденций. 

     Чисто качественно эти тенденции можно определить по отклоне-
нию точки А от центра  тяжести (точка С) соответствующей  ячейки мат-
рицы ''Привлекательность  рынка / Эффективность бизнеса''. 

     Таким образом, задача позиционирования продукта в матрице мо-
жет быть решена в условиях, когда указание точных оценок для продукта 
проблематично. 
 
 
 

4.2. Выбор альтернативных продуктовых программ 
 при лингвистических оценках соответствия критериям 

 
     Продуктовые профили являются достаточно распространённым сред-

ством при выборе альтернативных программ в продуктовом и производст-
венном планировании. Как правило, оценки соответствия альтернатив вы-
бранным критериям представляются в числовой форме [9]. Если речь идёт, 
например, о принципиально новой продукции, то числовые оценки могут 
быть недостаточно достоверными, или же для экспертов более предпочти-
тельными будут качественные оценки в виде словесных утверждений. В 
табл. 4.10 приведён вариант вербального представления продуктовых про-
филей для четырёх альтернативных программ Pi i = 1, 2, 3, 4.  

   Пусть }{ NipP i ,1: ==  – множество альтернативных продуктовых про-
грамм, 

             }{ NjcС j ,1: ==  – множество критериев, по которым выносятся              
оценки, 

             }{ NnqQ n ,1: ==  – терм-множество лингвистических оценок соот-
ветствия продуктовых  программ ip P∈  для всех i  критериям jc C∈  для 
всех j . 
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Отношение CPR ′→: в этом случае становится нечётким, т.е. каждый 
элемент ijr R∈  рассматривается как нечёткое множество. Для продуктовых 
профилей, представленных табл. 4.10, матрица R имеет вид 

 
                  С 1   С2         С3     С4   С 5   С6   С7   С8      С9       С 10   С 11   С 12  С13 

           Р1     В      М    ММ  М    S    B   B     M      MM   MM   M   MM   MM 
           P2     MM MM  M    MM M  MM B    MM   MM  MM  LM  MM   MM 
  R =   P3     M    MM   B      S     B   MM B    MM  MM  MM   B    MM    M 
           P4     M     B     MM   B    S    B    MM MM  MM  MM   B     M      MM 
 

Выбор наилучшей альтернативы в такой постановке задачи будет заклю-
чаться в сравнении соответствующих нечётких множеств. 

На рис. 4.18, а представлены функции принадлежности лингвистиче-
ских значений, используемых в матрице R и табл. 4.10 для описания про-
дуктовых профилей анализируемых программ. Треугольные функции при-
надлежности выбраны лишь из соображений простоты графического пред-
ставления. Выбор вида функций принадлежности  не имеет принципиаль-
ного значения для конечных результатов. 

В качестве первого шага анализа альтернатив выполняется операция 
нахождения пересечений нечётких множеств, являющихся элементами 
строк матрицы R. Для упрощения рисунков рассмотрим задачу меньшей 
размерности. На рис. 4.18, б, в для простоты представлены две произволь-
ные строки матрицы оценок с номерами h и h + V. 
Пусть, как это показано на рисунке 4.18, б, строка hr  содержит лингвис-

тические оценки < малое, среднее, выше среднего, большое >=< S, M, MM, 
B > с соответствующими функциями принадлежности 

( ) ( ) ( ){ ( )},µ µ ,  µ ,µs m mm bx x x x .   

Строка BMMLMSr Vh ,,,−+   (рис. 4.18, в)   и  ( ) ( ) ( ) ( )}{ ,  µ ,µ µ ,µs lm mm bx x x x  

соответственно. 
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Таблица 4.10 
 

Оценки 
Экономический 

критерий 
Большое 

В 
 

Выше      
среднего 
ММ 

Среднее 
М 

Меньше 
среднего 

LM 

Малое 
S 

Вклад в покрытие 
остонних затрат и 
прибыль 

     

Затраты капитала в 
основные средства 

     

в оборотные сред-
ства 

     

Пригодность для 
НИОКР ноу-хау 

     

Техническое ис-
полнение 

     

Пригодность для 
сбыта система 
маркетинга 

     

система распреде-
ления 

     

Пригодность для 
производства на-
личие технологий 

     

наличие мощностей      
Пригодность для 
снабжения доступ-
ность сырья (мате-
риалов) 

     

Зависимость от по-
ставщиков 

     

Пригодность для 
утилизации повтор-
ное (дальнейшее) 
использование 

     

повторная (даль-
нейшая) утилизация 

     

Общая оценка при-
годности 

     

Примечание: 
Р1                                   программа 1 
Р2                                   программа 2 
Р3                                   программа 3 
Р4                                   программа 4 
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                 Малое              Меньше    Среднее  Выше                Большое  
   

       
  

Рис. 4.18 
 
 
 

а) 
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б) 
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µ  
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Тогда   ( )µh x  = min ( ) ( ) ( ){ ( )},µ µ ,µ ,µs m mm bx x x x   (рис. 4.18, г), 

            ( )µh V x+  = min ( ) ( ) ( ) ( )}{ ,µ ,µ µ ,µs lm mm bx x x x   (рис.4.18, д). 

 
Для сравнения нечётких множеств { }( )µh h

x xH =  и                         (4.11) 
                                                           

                                                             ( ){ }µh V h V x xH + +=                      (4.12) 
используем взвешенную мощность этих множеств, вычисляемую на основе 
α -разбиений [5] по формуле 

                                                           αi
ij

i
j j

U d
x
n

=∑  ,                             (4.13) 

где α i  – i-й α -уровень,    1α αi iid −= −α , 

xij – аргумент функций принадлежности (1) и (2) такой, что ( )µ αij ih x ≥  

или ( ) iµ αijh V x+
≥  

  
j

n – число значений 
ij

x . 

Полная мощность     i
i

U U=∑ . 

Если какая-то строка матрицы оценок содержит непересекающиеся 
множества, то определяются группы множеств с непустым пересечением 
(рис. 4.18 г, д) и значение мощности рассчитывается для каждой группы 
отдельно, а затем они суммируются. Из рис. 4.18 г, д видно, что      

UU Vhh +> , соответственно альтернатива h предпочтительней h+V. 
До настоящего момента предполагалось, что оценки соответствия 

альтернатив критериям различны. Вполне реально, что некоторые оценки 
могут повторяться и это обстоятельство должно найти своё отражение при 
анализе. 

Для учёта кратности совпадения оценок введём весовую функцию 
кратности w(r, x), которую определяем следующим образом : 

W(r, x)=1 при  r = 1 и любом x, где r –  кратность оценок; 
W(r, x) – монотонно возрастает с увеличением x при  r >1. 

    Этим требованиям, например, удовлетворяют функции 
( 1)( , ) 2 a r xw r x e

− −= − , 

                                   2( , ) 1 ( 1)w r x a r x= + − , где а = const.                    (4.14) 
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Значения  W(r, x) будут изменяться не только при переходе от одного 
нечёткого множества к другому, но и внутри самого нечёткого множества. 
Если же значения W (r,x) необходимо зафиксировать внутри нечёткого 
множества, то можно использовать один из следующих вариантов: 

       1) 1( , ) ( , )
R

R L L

X
r x r x dx

X
w w

x x
=

− ∫  , 

  
где xR

, xL
 – соответственно левая и правая границы соответствующего 

нечёткого множества; 
      2) max( , ) ( , )r x r xw w=  ,  

где maxx – координата максимума функции принадлежности нечёткого 
множества; 

      3) ( , ) ( , )cr x r xw w= , 
где cx – координата центра тяжести функции принадлежности нечёткого 
множества. 

  Функции (4.14) представляют мнение, что кратности высоких оценок 
более важные, чем кратности низких. Обратное мнение может быть пред-
ставлено, например, такими функциями: 
                                         ( 1)( , ) ( 1) b r xr xw a r e− −= − +  ; 

                                         ( , ) ( 1)
( 1)
bw r x a r

b x r
= − +

+ −
 , 

где a, b = const и определяются из граничных условий, обусловленных 
конкретной задачей. 

В любом случае соотношение (4.13) приобретает вид 

                                             ( , )ij
i i ij i

j j

U dxr
x w
n

= α∑    . 

   Выбирая различные варианты весовых функций кратности, можно 
задать различные значения важности кратности появления тех или иных 
оценок.  

На рис. 4.19  а, б, в представлены результаты анализа без учёта крат-
ности оценок по критериям, в результате которого было установлено, что 
программа Р2 имеет явное преимущество, а программы Р1, Р3, Р4 получи-
ли одинаковые оценки 1 2 3 1,11U U U= = = . 
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Рассмотрим, как будет влиять кратность оценок для этих программ. 
Значения кратностей на рис. 4.19, а – г указаны цифрами в вершинах соот-
ветствующих функций принадлежности. 

Учёт кратности оценок предполагает соотнесение этих кратностей с 
элементами нечётких множеств, образованных пересечениями соответст-
вующих оценок. Из рис. 4.19 видно, что разные кратности связаны с одни-
ми и теми же множествами. Можно предложить следующее решение. Для 
заштрихованных площадей определяется центр тяжести, через него и вер-
шину, точку максимума соответствующей функции принадлежности, про-
водится разграничивающая прямая. Элементам слева от неё присваивается 
кратность, указанная слева, элементам справа – кратность, указанная спра-
ва. Для ситуации, представленной рис. 4.19, а, в, г, д, разграничительная 
линия пройдёт через вершину треугольника и середину основания, что 
объясняется выбором  треугольных функций принадлежности. При            
S-образных функциях картина будет иной.   

На первом этапе анализа было установлено явное преимущество 
программы Р 2 . Программы Р1, Р3  и Р 4  получили одинаковые оценки. 

Введение функции кратности позволило получить следующие оцен-
ки 1 2,058U = , 3 4 2,128U U= = , т.е. уточнить анализ. В рассмотренном 

примере даже при выполнении уточняющих расчётов две альтернативные 
программы Р3  и Р4  получили одинаковые оценки. На более ранних стади-

ях анализа одинаковые оценки были получены для программ Р1, Р3 , Р 4 . В 

общем случае может оказаться необходимым уточнить результаты анали-
за, если на предшествующих этапах или с самого начала альтернативные 
программы получили одинаковые оценки. 

Предположим, что на первом этапе были выделены альтернативные 

программы qP  и hP  с наилучшими значениями qU  и hU , 0q hU U → , что 

не даёт оснований для окончательного решения. Выбираем одну из про-
грамм, например qP . В исходной матрице R оставляем без изменения соот-

ветствующую строку.  
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Для всех остальных строк вычисляем объединения 

                                             { }max ,i
j

ij ijr i qS V= = µ ≠ .                         (4.15) 

Нечёткие множества iS  можно рассматривать как наиболее благо-
приятную оценку соответствующей альтернативной программы. 

Дополнение этого множества до универсального 1i iS S= −  можно 
рассматривать как множество, характеризующее уровень упущенных i-й 
альтернативой шансов. Интегральную оценку этих шансов можно полу-
чить, вычислив взвешенную мощность соответствующего множества по 
соотношениям (4.15), учитывая или не учитывая кратность оценок. 

В качестве окончательной оценки альтернативной программы при-
нимаем  

( )q qU U U S′ = +  

Очевидно, что для наилучшей альтернативы maxqU
′ → , так как 

здесь учитываются не только собственные шансы альтернативы q, но и ус-
тупки ей всех других альтернатив. Аналогичные расчёты можно проделать 
и для продуктовой программы с номером h. 

  Окончательное решение будет приниматься в зависимости от соотно-

шения между величинами qU
′  и hU ′ . Эти расчёты для рассматриваемого 

примера позволили получить следующую ранжировку альтернативных 
продуктовых программ: 

Р2, Р4, Р3, Р1. 
Таким образом установлена наилучшая программа, а также про-

граммы, к которым можно перейти впоследствии или которые могут рас-
сматриваться как резервные. 

Как отмечалось ранее, полезно построить некоторую цепочку про-
дуктовых программ так, чтобы в случае необходимости осуществить пере-
ход на другие программы. В этом случае возможны два подхода: первый – 
альтернативы (продуктовые программы) ранжируются по интегральной 
оценке относительно всей совокупности критериев, при этом полагают, 
что критерии равноценны; второй – когда предполагают, что критерии 
имеют различный уровень значимости и альтернативы ранжируются с уче-
том этого обстоятельства. В первом случае для всех i ≠ q по ранее описан-
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ному алгоритму рассчитываются значения U( iS ) и все альтернативы вы-

страиваются в порядке возрастания значений U( iS ). Так как U( iS ) харак-
теризует снижение качества альтернатив, то можно выстроить определен-
ную последовательность перехода к реализации некоторых продуктовых 
программ. 

Уровень значимости критерия во втором случае может задавать экс-
перт, либо он может быть определен из матрицы R. 

Рассчитав  { }maxj ij ij
i

S rV= = µ  по всем i ≠ q, определяем 

1j jS S= − . Это значение характеризует уровень проигрыша всех остав-

шихся альтернатив по критерию j альтернативе q. Затем  вычисляем 
( jU S ). Вполне логично предположить, что проигрыш альтернатив по наи-

более важному критерию должен стремиться  к минимуму, следовательно, 
выбрав минимальное   ( jU S ), определим наиболее существенный по зна-

чимости критерий. Естественно, что затем нужно выбрать из оставшихся та-
кую альтернативу, которая имеет наилучшую оценку по этому критерию. Та-
ким образом будет определена возможная цепочка продуктовых программ. 
 
 

4.3. Выбор альтернативных продуктов программ  
на основе правил условного логического вывода 

 
Рассмотренные в предыдущих  разделах методы выбора альтерна-

тивных продуктовых программ основываются на наличии матрицы оценок 
уровня соответствия альтернативных продуктовых программ критериям, 
по которым они оцениваются. Не исключено, что построение этих матриц 
будет по тем или иным причинам затруднено. И, например, для экспертов 
оценку альтернативных продуктовых программ будет удобно проводить в 
форме правил условного логического вывода (продукционных правил). 

Используя данные табл. 4.1, сформулируем упрощенное правило ло-
гического вывода, например: 
если <вклад в покрытие постоянных затрат и прибыль оцениваются как хо-

роший> и <затраты капитала в основные средства достаточно низкие> и 
<пригодность для сбыта хорошая>, то <программа 1 весьма подходящая> 
(4.16).  
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Полный набор подобных правил образует базу знаний системы.  Для 
дальнейшей обработки производится свертка условий в левой части и пра-
вила вида (4.16) преобразуются к виду: 

если <свертка условий (критериев)>, то <вывод>.                           (4.17) 
При известных выводах обработка правил (4.17) описана в [15]. В то 

же время следует отметить, что создание правил вида (4.16) особенно при 
достаточно большом наборе критериев и альтернативных программ оказы-
вается сложным. 

Возможна другая формулировка, при которой для определенной 
свертки критериев нужно найти наиболее подходящее значение вывода. 
При этом априорно известен только допустимый набор значений выводов. 

В такой постановке правила (4.16), (4.17) представляются в виде: 
если <свертка критериев>, то < ? >.                                                (4.18) 
Пусть имеется множество продуктовых программ, для которых нуж-

но произвести оценку: 

{ }    :   1, iP P i N= =  

{ }       1, jC c j M= ⋅ =  – множество критериев, используемых для 

оценки;  

{ } : 1,j jkL l k K= =   – множество лингвистических значений j-го крите-

рия; 
{ }.,1: MjLL j ==  

Для лингвистических значений  l jk  известна функция принадлежно-
сти:  

µljk (z).                                                  (4.19)                     
Для определенности положим, что z∈[0,1]. 
Предположим, что оценка программ проводится в форме лингвисти-

ческих высказываний. 

                                                  { }: 1,  qR r q Q= = ,                                   (4.20) 

для которых известны соответствующие функции принадлежности µrq(y), 
y∈[0,1]. 
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При известных функциях принадлежности (4.19) для свертки крите-
риев в соответствии с используемыми логическими связками и модифика-
торами вычисляется результирующая функция принадлежности 

( ) ( ) [ ] [ ], 1, , 1, , 1,ch h ljkz F z k K j M h H⎡ ⎤µ = µ ∈ ∈ =⎣ ⎦ ,          (4.21) 

где Fh – функциональное преобразование, определенное видом левой части 
правил типа (4.18); 
Н – количество использованных комбинаций критериев или правил вида 

(4.18). 
При вычислении свертки критериев (4.21) возможны два варианта: 
1) пересечение всех множеств, соответствующих оценкам удовлетво-

рения альтернативой выбранным критериям, образует непустое нечеткое 
множество. В этом случае следует непосредственно переходить к ответу на 
вопрос, сформулированный в соотношении (4.18); 

2) пересечение всех нечетких множеств образует пустое нечеткое 
множество. 

В последнем случае можно предложить следующее решение: нечет-
кие множества, входящие в левую часть правила (4.18), комбинируются в 
группы так, чтобы их пересечения образовывали непустые множества.  
Каждая из этих групп рассматривается как частная свертка, которые ана-
лизируется отдельно, а затем выводится общий результат. Для иллюстра-
ции положений, рассматриваемых в данном разделе, используем данные 
табл. 4.1. С целью сокращения объема расчетов ограничимся рассмотрени-
ем одной программы Р2.  

 В табл. 4.1 используется тринадцать критериев C = {Ci,i = 1,B}, 
оценки соответствия альтернатив по критериям определены: 

        - очень плохо (VB); 
        - плохо (В); 
        - среднее (М);       
        - хорошо (W); 
        - очень хорошо (VW). 

Соответствующие нечеткие множества могут быть представлены, 
например, рис. 4.20. 

Соотношение (4.18) для программы Р2 записывается в виде 
если <С1 = W> и <C2 = W> и <C3 = M> и <C4 = W> и <C5 = M> и <C6 = W> 

и <C7 = VW> и <C8 = W> и <C9 = W> и <C10 = W> и <C11 = B> и <C12 = W> и 
<C13 = W>, 
то <P2 оценивается как ?>.  
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Ненулевые пересечения, например, могут быть образованы крите-
риями  

             А1 = (С3, С11) ,  А2 = (С5, С1, С2, С4, С6, С8, С9, С10, С12) , 
                                  А3 = (С7, С13). 

 

                              А1 = (С3 ∧ С11) 

                              А2 = (С5 ∧ С1 ∧ С2 ∧ С4 ∧ С6 ∧ С8 ∧ С9 ∧ С10 ∧ С12) 

                              А3 = (С7 ∧ С13) 
Рис. 4.20 

 
Эти пересечения на рис. 4.21 представлены соответствующими за-

штрихованными областями. Предположим для простоты, что качество 

программы оценивается тремя лингвистическими оценками: 

      - низкое качество; 

      - среднее качество;   

      - высокое качество. 

Графики соответствующих функций принадлежности представлены 

на рис. 4.22.  Отметим еще раз, что выбор треугольных функций принад-

лежности объясняется лишь простотой графических представлений и 

принципиального значения не имеет. На этом же рисунке нанесены и 

функции принадлежности, соответствующие пересечениям А1, А2, А3. 

VW  B  M W  VW  
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Получение интересующего нас вывода требует вычисления импли-

кации. Самым простым является вычисление по формуле 

                µ ( , ) min{µ ( ),  ( )}
rqq ch eZ y Z y= µ , для всех [ ]Qq ,1∈ .        (4.22) 

Для примера, представленного рисунком, Q = 3. 
 

 
Рис. 4.21 

 
Выполнения преобразований по соотношению (4.22) для  оценки 

"низкое качество" представлено нечетким множеством 1, для оценки 
"среднее качество" – нечетким множеством 2, для оценки "высокое качест-
во" – множество 3. Для выбора наиболее достоверной оценки качества 
программы необходимо сравнить нечеткие множества 1, 2, 3. Эту процеду-
ру можно выполнить с помощью уже используемой взвешенной мощности 
нечетких множеств: 

                                                      i
i

i

x d
n

Μ = α∑ . 

Для примера, представленного на рис. 4.21,  4.22, были получены 
следующие результаты:  

                                               М (низкое качество) = 0,195; 
                                               М (среднее качество) = 0,25; 
                                               М (высокое качество) = 0,37. 
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Таким образом, качество программы Р2 оценивается как высокое, 
следовательно, данная  продуктовая программа может быть принята для 
дальнейшей проработки.  

Возможен иной подход к расчету мощности нечеткого множества. 
Согласно [15] мощность нечеткого множества 

 

                                                    ( )
,

µ ,q q
z y U

z y
∈

Μ = ∑ .                          (4.23) 

 
Однако использование соотношения (4.23) связано с определенными 

вычислительными неудобствами, главным образом из-за того, что точ-
ность расчета мощности существенно зависит от шага вычислений (см. 
рис. 4.22).  

Более удобным является подход, основанный на классическом опре-
делении мощности множества [16], поскольку при выполнении расчетов 
происходит переход от счетных множеств к конечным множествам, для 
которых понятие мощности совпадает с привычным понятием числа эле-
ментов множества. 

Для расчетов используем α – разбиение нечетких множеств, и мощ-

ность нечеткого множества определим как 
 

                                                   αq i i
i

n dΜ =∑ ,                                   (4.24) 

где  ni – количество элементов множества, таких, что µ(x) ≥ αi ; 

dαi = αi  – αi – 1. 
Нетрудно видеть, что результат не зависит (слабо зависит) от шага 

вычислений, так как увеличение шага приводит к уменьшению ni, но и од-

новременно к увеличению dαi и, наоборот, уменьшение шага вычислений, 

увеличивая ni, уменьшает dαi (см. рис. 4.23). 
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Рис. 4.23 

 
Расчеты по соотношению 4.24 дали следующие результаты: 

                                              М' (низкое качество) = 0,7;  
                                              М' (среднее качество) = 2,4; 
                                              M' (высокое качество) = 1,5. 

Рис. 4.22 
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Таким образом, в данном случае качество программы Р2 оценивается 
как среднее. Эту оценку можно интерпретировать как оценку осторожного 
наблюдателя (эксперта). Чисто визуальный анализ (см. рис. 4. 21) дает ос-
нования согласиться с этой оценкой. 

На рис. 4. 24 представлен вариант анализа, когда используется боль-
шее количество оценок качества программ:  

       - очень плохо (VB); 
       - ниже среднего (LM); 
       - среднее (M); 
       - выше среднего (MM); 
       - высокое (W). 

Результаты расчетов для данного случая следующие:  
               М (ниже среднего)  = 0,2,         М' (ниже среднего)  = 0,9,  
               M (среднее)              = 0,15,       М' (среднее)             = 1,0 , 
               М (выше среднего)  = 0,3,         М' (выше среднего) = 1,1 
               М (высокое)              = 0,4,         М' (высокое)            = 0,9 . 

Результаты практически совпадают. 
В исследовании [21] рассматривается несколько вариантов вычисле-

ния импликаций и при этом  указывается на существенные недостатки со-
отношения (4.22). Кроме того, отмечается, что импликация  

                                    µ ( , ) max (1 µ ( )),µ ( )
rqq ch ez y Z y⎛ ⎞= −⎜ ⎟

⎝ ⎠
               (4.25)           

свободна от недостатков соотношения (4.22) и является  наиболее "челове-
ческой" по своей природе. 

 

 

Рис. 4.24 
 

Рис. 4.25 представляет вычисления по соотношению (4.29) в графи-
ческой форме. Результаты расчетов: 

                         М (среднее) = 0,25;                   М' (среднее) = 6,7; 
                         М (высокое) = 0,26;                    М' (высокое) = 8,2.   
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Отметим полное совпадение результатов при расчете по соотноше-
нию (4.25).  Качество программы Р2  оценивается  как высокое. 

  Следует отметить, что проведенное выше рассмотрение не учиты-
вало кратность оценок. Этот вопрос  обсуждался ранее в разд. 4.1. Соот-
ветствующие соотношения, приведенные в нем, могут использоваться и в 
данном случае.   

Вычисление свертки критериев по формуле (4.21) предполагает рав-
ноценность критериев сj. Однако во многих задачах они имеют различные 
веса wj, которые, в свою очередь, могут быть четкими или нечеткими. 

Рассмотрим случай, когда веса wj заданы четкими числами. В работе 
[18] учет веса критерия предполагается осуществлять возведением в сте-
пень wj соответствующей функции принадлежности: 

                                                       ( ) ( ){ }µ / .wj
j j ljkC w z z=   

У этого предложения можно отметить следующие недостатки: 
- оно не сохраняет вида функции принадлежности, что затрудняет 

контроль процесса вывода; 
- требуется возведение вещественных чисел в дробную степень, что  

является не слишком удобной вычислительной процедурой; 
- возможно уменьшение максимального значения результирующей 

функции принадлежности. 

Рис. 4.25 
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На рис. 4.26 приведен пример, когда комбинируются два критерия А 
и В при одинаковых весах критериев w1 = w2 (кривая 1) и при w1=1, w2 =2 
(кривая 2), значение максимума М1 > М2. В задачах с использованием по-
рогов различения этот факт может сыграть отрицательную роль. 

 

Рис. 4.26 
 

В случае комбинирования критериев от указанных недостатков сво-
бодна следующая процедура. 

Пусть Cj1 и Cj2 пара комбинируемых критериев с различными уровнями 
важности wj1 и wj2 и соответствующими функциями принадлежности µlj1k1(z) и 
µlj2k2(z), тогда первоначально вычисляется µс'(z)=min{µl1k1(z), µl2k2(z)}, c'=cj1ncj2, 
определяется носитель z = supp{c'} и координата центра тяжести: 

                                                
( )

'
*

'

µ ( )
.

µ

c
z

c
z

z z
z

z
=
∑

∑
 

Вводится функция ценности (важности) критериев (рис. 4.27). 
Очевидно, что линия 1 на этом ри-

сунке представляет ситуацию равноценно-
сти критериев, смещение этой линии, из-
менение угла наклона или переход на не-
линейные функции ценности отражают из-
менение важности того или иного крите-
рия. Простым графическим построением 
можно определить смещение центра тяжести 
z* , то есть получить новое значение z*

см. То-
гда в качестве комбинации критериев будет 
принято нечеткое множество, имеющее но-
ситель z и смещенный в сторону более зна-
чительного критерия центр тяжести. 

Рис. 4.27 
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Выполняемые в данном случае вычисления не вызывают никаких за-
труднений, в то же время сохраняется вид функции принадлежности и зна-
чение максимума результирующей функции принадлежности. Определен-
ным недостатком рассмотренной процедуры является то, что она просто 
реализуется для какой-то пары критериев. При произвольном количестве 
комбинируемых с различными весами критериев возникает целый ряд 
трудностей, связанных с определением весов частичных комбинаций, по-
строения функций ценности частичных комбинаций. 

Можно предложить другую процедуру расчета смещенного центра 
тяжести (рис. 4.28). 

       При условии, что 0 < wj ≤ 1, 
в пространстве (w1, w2), стро-
ится точка с координатами (wj1, 
wj2), через начало координат и 
эту точку проводится прямая. 
Нетрудно видеть, что при wj1 = 
= wj2 эта прямая будет иметь 
наклон 45 град. и отражать 
равноценность критериев. Оп-
ределение координаты смеще-
ния центра тяжести выполня-
ется с помощью простых гео-
метрических построений. Ре-

зультирующий вес комбинации критериев определим 

                                                       1 2'
2

j jw w
w

+
= . 

В последующих расчетах комбинация критериев сj1, cj2 рассматрива-
ется как новый критерий с' с весом w'. 

Если веса рассматриваются как нечеткие, то есть 
                                            ( ){ } [ ]µ / , 0,1  ,j wjw y y y= ∈�  

то задача построения свертки критериев заметно усложняется, в частности 
приходится вычислять цилиндрические продолжения соответствующих 
нечетких множеств. 

В определенной мере методика, представленная на рис. 4.27 позво-
ляет решить эту задачу, поскольку функции ценности критериев, имею-
щие, вообще говоря, субъективный характер, могут рассматриваться и как 
форма представления нечеткости. 

Приведенное выше рассмотрение относится к случаю, когда для 
комбинирования критериев используется логическая связка "И". Нельзя 

Рис. 4.28 
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исключать и возможность применения связки "ИЛИ". Комбинация крите-
риев сj1 и сj2 в этом случае определяется по формуле (см. рис. 4.28): 

                                            ( ) ( ) ( )' 1 1 2 2µ µ µc j cj j cjz w z w z= ∨ , 

                                                      1 2
' 2

j j
c

w w
w

+
=   . 

Комбинация критериев с различными весами в этом случае даст не-
четкое множество, мощность которого Рс' будет меньше мощности множе-
ства полученного при wj1 = wj2 = 1 (рис. 4. 29). 

 

 

Рис. 4.29 
 

Если непустое подмножество нечетких оценок по критериям содер-
жит несколько оценок с кратностью большей единицы, то результирующая 
кратность определяется как произведение соответствующих кратностей 

i
i

r П r= . 

Проиллюстрируем изложенное простым примером. Пусть условная 
часть правила вывода имеет вид: 
если <C1=LM>и<C2=LM>и<C3=MM>и<C4=H>и<C5=MM>и<C6=H>, то…   (4.26) 

Функции принадлежности соответствующих оценок по критериям 
Ci, i =1, 2…6 приведены на рис. 4.30 по формуле (4.25), где также указаны 
области действия соответствующих кратностей, которые определяются как 
непустые пересечения нечетких множеств оценок по критериям и нечетких 
множеств выводов. 

Из рис. 4.30 можно предположить, что наиболее подходящим выво-
дом будет “средний”. На рис 4.31 представлены результаты обработки 
правила (4.30) по формуле Лукасевича. Предполагаемый результат, види-
мо, будет тем же самым. 

До сих пор полагалось, что критерии имеют одинаковую значимость, 
некоторые варианты учета различной значимости критериев были рас-
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смотрены ранее. Достаточно простое решение может быть, если положить, 
что при равной значимости весовые показатели α 1i =  для всех i, где i – 
номер критерия. 

Критерии разной значимости имеют веса, не равные единице 
0 1i< ω ≠  
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В этом случае можно использовать обобщенный коэффициент – вес, 
умноженный на кратность 

ρ i ir= ω ⋅ , 
эффект влияния которого и область действия определяются аналогично 
кратности оценок. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
При решении рассматриваемых задач следует учитывать то, что для 

оцениваемых объектов мы можем не получить информацию по всем кри-
териям. Причем, нельзя исключать варианты, когда для разных сравнивае-
мых объектов это будут и различные критерии. Естественно, что возникает 
вопрос и об оценке качества получаемых в этом случае выводов. Одним из 
возможных решений здесь является задание связи между количеством ис-
пользуемых критериев и качеством результата. 

Можно предположить, что количество критериев однозначно опре-
деляет качество результата, с другой стороны, могут быть ситуации, когда 
рост количества критериев лишь до некоторого порогового значения имеет 
значение, а последующее увеличение этого количества не дает ощутимых 
результатов, но усложняет вычислительные процедуры. Для решения этой 
задачи вводится функция ценности количества критериев V(q) как неубы-
вающая функция аргумента q = Qh / Qисп , Qh – количество используемых 
критериев в h-м правиле вида (4.18), Qисп – общее количество используе-

2=r

x

x

x

2=r 4=r
2=r

2=r 4=r

Рис 4.31
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мых критериев. Характер функции ценности критериев отражает, вообще 
говоря, субъективные представления о значимости их используемого ко-
личества. Линейная функция отражает мнение о равномерном влиянии ко-
личества используемых критериев. Кривая А отражает мнение, что рост 
количества критериев существенно улучшает качество вывода. Кривая В, 
наоборот, отражает противоположную точку зрения. 

 

                                         а)                                                        б) 
Рис. 4.32 

 
Фрагмент а рис. 4.32 представляет функции принадлежности нечет-

ких оценок влияния количества критериев на качество выводов. Методика 
оценки этого качества заключается в следующем. Пусть в результате рас-
четов была найдена некоторая оценка rn и соответствующая функция при-
надлежности µrq(y). Эта функция строится в системе координат функции 
ценности количества критериев, при этом координата максимума µrq(y) со-
вмещается с точкой Qh,  то есть с точкой, указывающей на количество кри-
териев, используемых в h-м правиле вида (4.18, б). Затем с помощью 
функции ценности количества критериев µrq(y) проецируется на сегмент а), 
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на котором в нашем случае представлены соответствующие функции при-
надлежности пяти оценок качества вывода в зависимости от количества 
используемых критериев: 

                                              S – низкое качество; 
                                              LM – ниже среднего; 
                                              M – среднее; 
                                              MM – выше среднего; 
                                              L – высокое. 

Проекция полученного вывода для кривой А представлена в сегменте 
а) функцией µа, для кривой В – функцией µв, для С – µс.  

Предположим для определенности, что была выбрана функция цен-
ности количества критерия вида А. Для принятия решения относительно 
качества вывода rq рассчитаем степень включения нечеткого множества, 
определенного функцией принадлежности µа в нечеткие множества М и 
ММ по соотношению [20]: 

                                         ( ) ( ) ( ), µ µrq A M
y Y

A M y y
∈

ν = →∫� v . 

Расчеты для приведенного примера дали 
                                    ( ) ( ), 0,24, , 0,66.rq rqA M A MMν = ν =  

Следовательно,   качество   вывода rn, полученного на основе некоторо-
го h-го продукционного правила вида (4.18), оценивается выше среднего. 

Таким образом, предлагаемая методика позволит не только произве-
сти выбор наилучшей продуктовой программы, но и в случае необходимо-
сти оценить качество сделанного вывода. 

Рассмотренная методика может найти и еще одно применение. Из-
вестна модель ведущей консалтинговой компании США (Бостонской кон-
сультационной группы (БКГ)), в которой стратегические бизнес-единицы 
делятся в зависимости от их предполагаемого положения на рынке на че-
тыре группы [10]: 

– вопросительные знаки; 
– звезды; 
– денежные дойные коровы; 
– собаки.  

Применение правил условного логического вывода позволяет про-
вести подобную классификацию. 
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Основные понятия 
1. Матрица соответствия  альтернатива – критерий. 
2. Средний балл альтернативы. 
3. Максиминная оценка альтернативы. 
4. Матрица уступок. 
5. Мощность множества. 
6. Мощность нечеткого множества. 
7. Кратность лингвистических оценок. 

     8. Функция кратности лингвистических оценок. 
 

    Контрольные вопросы 
1. Как можно сравнивать нечеткие множества? 
2. Как может определяться мощность нечеткого множества? 
3. Какими недостатками обладает метод оценки альтернатив на основе 

среднего балла? 
4. Какие  проблемы возникают при использовании весовых коэффици-

ентов для критериев,  по которым сравниваются альтернативы? 
5. Следует ли при сравнении альтернатив учитывать кратности одина-

ковых оценок по различным критериям? 
6. В чем состоят недостатки максиминного метода сравнения альтерна-

тив? 
7. Как определяются элементы матрицы уступок? 
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ 
 

 Рыночный характер современной экономики характеризуется тем, 

что экономические решения приходится принимать в условиях неопреде-

ленности, поскольку именно это обстоятельство является принципиальной 

особенностью рынка. Поэтому одного только интуитивного опыта руково-

дителя уже недостаточно для достижения успеха. Для принятия грамотно-

го управленческого решения в условиях рыночной неопределенности со-

вершенно необходимо использовать математические методы и модели. 

Одним из таких методов является теория нечетких множеств, которая уже 

доказала свою эффективность при принятии экономических решений. 

 Приведенные в учебном пособии основы теории нечетких множеств, 

а также методы многокритериального выбора альтернатив, построенные на 

ее основе, будут полезными для будущих информатиков-экономистов не 

только в процессе обучения, но и, вполне возможно, в их будущей практи-

ческой деятельности. 
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