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ВВЕДЕНИЕ 
 

 Настоящее учебное пособие посвящено современным методам 
расчета режимов одной из подсистем энергосистемы ‒ электрической 
системы. 

Энергетическая система представляет собой совокупность элек-
тростанций, электрических и тепловых сетей, соединенных между со-
бой и связанных общностью режима в непрерывном процессе произ-
водства, преобразования и распределения электрической энергии и 
тепла при общем управлении этим режимом, осуществляемом диспет-
черской службой. 

Электрическая часть энергетической системы, т. е. совокупность 
электрических станций, линий электропередач, преобразующих под-
станций и потребителей электроэнергии, работающих как единое це-
лое с точки зрения протекающих в ней физических процессов, называ-
ется электроэнергетической, или электрической, системой.  

Расчет установившихся режимов таких электрических систем 
связан с большими математическими и вычислительными трудно-
стями. Первоочередной задачей при расчете установившегося режима 
является построение соответствующей математической модели, кото-
рая представляется в виде системы нелинейных алгебраических урав-
нений. В настоящей работе рассматриваются три вида математических 
моделей, которые называются Y-, Z- и (Y-Z )-формами моделей. Для 
решения соответствующих нелинейных алгебраических уравнений 
применяется метод Ньютона ‒ Рафсона. 

Для решения системы нелинейных алгебраических уравнений в 
Y- и Z-формах применяется также метод Ньютона ‒ Рафсона второго 
порядка, при котором возникает матрица Гессе второго порядка. 

В учебном пособии подробно рассматриваются решения числен-
ных примеров, что облегчает освоение теоретического материала. 
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1. УРАВНЕНИЯ УСТАНОВИВШИХСЯ РЕЖИМОВ  
ЭЛЕКТРИЧЕСКИХ СИСТЕМ И МЕТОДЫ ИХ РЕШЕНИЯ 

 
Одним из важных моментов при исследовании оптимальных ре-

жимов электрических систем является вопрос определения их текущих 
установившихся режимов. Задача оптимизации режимов электриче-
ских систем сводится именно к оптимизации их установившихся режи-
мов. Поэтому правильнее говорить об оптимизации установившихся 
режимов электрических систем, что раскрывает физическую сущность 
рассматриваемой задачи. 

Перед исследованием оптимальных установившихся режимов 
следует исследовать текущие установившиеся режимы с целью выяв-
ления электрического состояния рассматриваемой системы, в первую 
очередь ‒ уровней напряжения отдельных узлов. 

С математической точки зрения задача расчета как текущих уста-
новившихся режимов, так и оптимальных установившихся режимов 
сводится к решению систем нелинейных алгебраических уравнений, 
что связано с большими затруднениями. 

При решении этих уравнений возникают вопросы выбора пра-
вильного метода, составления алгоритма и программирования на циф-
ровых вычислительных машинах. 

 
1.1. Выбор состава независимых и зависимых переменных  

при расчете установившихся режимов 

Для решения задачи расчета установившихся режимов электри-
ческих систем требуется построение соответствующей математичес-
кой модели, при этом необходимо заранее установить состояние пере-
менных, т. е. выбрать состав независимых и зависимых переменных. 

Режим работы электрических систем характеризуется рядом па-
раметров, которые в процессе ведения режима можно изменять, т. е. 
регулировать. Каждый узел электрической системы характеризуется 
четырьмя режимными параметрами: активной и реактивной мощно-
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стями, модулем и аргументом комплексного напряжения. В зависимо-
сти от характера задания исходных режимных параметров различают 
следующие типы узлов. 

Узел типа U-Ψu, для которого считаются заданными модуль и ар-
гумент комплексного напряжения и необходимо определить активную 
и реактивную мощности. Узел такого типа принимается только один, 
причем он выбирается одновременно в качестве базисного и баланси-
рующего. 

Узел типа Р-U, для которого считаются заданными активная 
мощность и модуль напряжения и необходимо определить реактивную 
мощность и аргумент напряжения. Узлом такого типа могут быть 
только станционные узлы. 

Узел типа Р-Q, для которого считаются заданными активная и ре-
активная мощности и необходимо определить модуль и аргумент ком-
плексного напряжения. Узлом такого типа могут быть как станцион-
ные, так и нагрузочные узлы. 

Следует отметить, что с точки зрения построения вычислительных 
алгоритмов, исходя из построенной соответствующей математической 
модели, наиболее неблагоприятным случаем является случай одновре-
менного наличия среди станционных узлов заданной информации типа 
Р-U и Р-Q. 

Вышеуказанные искомые режимные параметры узлов определя-
ются в результате решения соответствующей поставленной задачи. В 
зависимости от постановки задачи выбирается соответствующий со-
став независимых и зависимых переменных. Разумеется, что незави-
симо от данной постановки задачи всегда заданные режимные пара-
метры называются независимыми параметрами, а искомые режимные 
параметры ‒ зависимыми. Чтобы четко классифицировать состав пере-
менных, можно использовать термины, применяемые в теории автома-
тического регулирования. Исходя из физической сущности перемен-
ных, т. е. режимных параметров, их можно разделить на три типа: за-
висимые переменные состояния, независимые переменные управления 
и возмущения. 

Эти переменные можно представить в виде соответствующих 
векторов: X ‒ векторы переменных состояния, U ‒ векторы перемен-
ных управления, Д ‒ векторы возмущения. Применительно к выше-
приведенной системе исходной информации относительно отдель-
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ных узлов электрических систем векторы X, U, Д состоят из следу-
ющих режимных параметров: 

� =
��
���
�PБ

QБ
�  для базисного или балансирующего узла,

U
Ѱ
�  
для узлов типа P-Q , т.  е. как для 
станционных,так и для нагрузочных узлов,

Q
Ѱ
�  для узлов типа P-U, т. е. только

 для станционных узлов. �	
			


 ,                 (1.1.1) 

� = �	���  для базисного или балансирующего узла,�,��	для станционных узлов типа P-Q,�,��	для станционных узлов типа P-U.

�,                   (1.1.2) 

Д =	���� 	для нагрузочных узлов	�.                                                    (1.1.3) 

Нетрудно заметить, что компонентами вектора X являются ре-
жимные параметры как станционных, так и нагрузочных узлов, компо-
нентами вектора U ‒ только режимные параметры станционных узлов, 
а компонентами вектора Д ‒ только режимные параметры нагрузочных 
узлов. Компонентами вектора управляющих переменных в действи-
тельности должны быть режимные параметры станционных узлов, по-
скольку управлять режимами электрических систем можно только пу-
тем их изменения. 

Методы расчета установившихся режимов электрических систем 
развиваются в трех основных направлениях: в первом направлении ис-
пользуют Y-форму записи уравнений состояний, во втором ‒ Z-форму, 
а в третьем ‒ (Y-Z)-форму. 

Для построения уравнения установившихся режимов как при Y- 
и Z-, так и при (Y-Z)-формах принимается, что рассматриваемая элек-
трическая система состоит из станционных и нагрузочных (М+1) узло-
вых точек. 

После выбора первого станционного узла в качестве базисного 
(балансирующего) электрическая система будет состоять из М незави-
симых узловых точек. 

При построении уравнения установившихся режимов предпола-
гается, что задается конфигурация исследуемой электрической си-
стемы со всеми пассивными параметрами. 

Рассмотрим построение уравнения установившихся режимов 
сначала для Y-формы, затем для Z-формы задания состояния сети. 
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1.2. Уравнения установившихся режимов электрических систем 
при Y-форме задания состояния сети 

Уравнения установившихся режимов электрических систем в      
Y-форме составляются на основании метода узловых напряжений, (из-
вестного из курса теоретических основ электротехники ‒ ТОЭ). 

Как уже было сказано, предполагаются, что электрическая си-
стема состоит из (М + 1) узловых точек, из которых независимыми яв-
ляются М-узлы.  

Представим схему электрической системы в следующем виде 
(рис. 1.1). 

 
  

Рис. 1.1. Схематическое представление электрической системы 
 

На рис. 1.1 электрические станции обозначены кружками, нагрузки ‒ 
стрелками, а линии электропередач ‒ прямыми линиями. Предполага-
ется, что к каждому узлу может быть подключена либо электрическая 
станция, либо нагрузка. Необходимо отметить, что в случае, когда к 
данному узлу подключены как станция, так и нагрузка, то всегда 
можно их объединить и получить случай, когда к узлу подключена 
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либо только станция, либо только нагрузка. Например, если мощность 
станции больше мощности нагрузки, то их объединение (т. е. алгебра-
ическая сумма мощностей) всегда дает мощность, направленную в си-
стему (т. е. в электрическую станцию), а если мощность станции 
меньше мощности нагрузки, то результирующая мощность будет 
иметь направление от системы (т. е. от нагрузки). 

После выбора узла с нулевым индексом в качестве базисного (ба-
лансирующего) и обозначения его комплексного напряжения через �� �, 
(иногда обозначается через �� Б, где индекс Б от слова "базисный" или 
"балансирующий"), а также отнесения комплексных напряжений 
остальных независимых узлов относительно этого напряжения си-
стему уравнений состояния можно представить в следующем виде: I��	 = +������� − �� �� � − ��!��!� −	∙∙∙ 	−	��#��#�,I� 	 = −� ����� + �  �� � − � !��!� −	∙∙∙ 	−	� #��#�,…………………………………………………………		 ,	I�#	 = −�#����� − �# �� � − �#!��!� −	∙∙∙ 	+�##��#�%&

'
        (1.2.1) 

где ��10,	�� �, ��!�, ..., ��#� ‒ комплексные напряжения независимых 1, 2, 
3-го, ..., M-узлов относительно зависимого базисного узла 0; 	I��	I� 		;	 … , I�+		‒ комплексные токи независимых узлов 1, 2, ..., М; 	�� , ��!,	...,	 ��М, � � ...	� М, �М� ...	�ММ, взаимные комплексные проводимости между не-
зависимыми узлами 1, 2,.., М. Как известно из курса ТОЭ, собственная 
комплексная проводимость данного узла определяется суммой ком-
плексных проводимостей ветвей, примыкающих к данному узлу. По-
этому для независимых узлов собственные комплексные проводимо-
сти определяются следующим образом: ��� =	��� + �� + ��! +	∙∙∙ 	+	��М	,�  = 	� � + � � + � ! +	∙∙∙ 	+	� М	,. . . . . . . .	�ММ = �М� + �М� + �М +	∙∙∙ +	�ММ.�./                (1.2.2) 

Взаимные комплексные проводимости между независимыми уз-
лами характеризуются величиной комплексной проводимости ветви, 
связывающей эти два узла. Можно заметить из (1.2.1), что перед соб-
ственными проводимостями независимых узлов стоит положительный 
знак, а перед взаимными ‒ отрицательный. 



9 
 

Представим систему уравнений (1.2.1) в виде матричной записи 

���
� I��I� .I�+�	

	
 = � +��� − �� − ��! −	∙∙∙ 	−	��М−� � + �  − � ! −	∙∙∙ 	−	� М. . . . . . .−�+� − �+ − �+! −	∙∙∙ 	+	�+М
�	.	���
�U� ��U�  �.U�+��	

	
	.         (1.2.3) 

Поскольку 

���
�U� ��U�  �.U�+��	

	
 = ���
�U� � − U� �U�  − U� �.U�# − U� ��	

	
	,                               (1.2.4) 

то уравнение (1.2.3) можно представить в следующем развернутом 
виде: 

���
� I��I� .I�+�	

	
 = � +��� − �� −	∙∙∙ 	−	��М−� � + �  −	∙∙∙ 	−	� М	. . .−�+� − �+ −	∙∙∙ 	+	�+М
� . ���
�U� �U�  .U�+�	

	
 − 

‒		� +��� − �� −	∙∙∙ 	−	��М−� � + �  −	∙∙∙ 	−	� М	. . .−�+� − �+ −	∙∙∙ 	+�+М
� . ���
�U� �U� �.U� ��	

	
	,                      (1.2.5) 

или 

���
� I��I� .I�+�	

	
 = � +��� − �� −	∙∙∙ 	−	��М−� � + �  −	∙∙∙ 	−	� М	. . .−�+� − �+ −	∙∙∙ 	+	�+М
� . ���
�U� ��U�  �.U�+��	

	
 + 

+ ���
� (+��� − �� −	∙∙∙ 	−	��М)U� �(−� � + �  −	∙∙∙ 	−	� М)U� �	. . .(−�+� − �+ −	∙∙∙ 	+�+М)U� ��	

	
.                       (1.2.6) 

Пользуясь (1.2.2), можно установить, что +��� − �� −	∙∙∙ 	−	��М = ���,−� � + �  −	∙∙∙ 	−	� М = � �,	. . .−�+� − �+ −	∙∙∙ 	+	�+М = �М�./                     (1.2.7) 
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При этом уравнения (1.2.6) можно представить в следующем 
виде: 

���
� I��I� .I�+�	

	
 = − ���
����U� �� �U� �.�М�U� ��	

	
 + � +��� − �� −	∙∙∙ 	−	��М−� � + �  −	∙∙∙ 	−	� М	. . . . .−�+� − �+ −	∙∙∙ 	+�+М
� . ���
�U� �U�  .U�+�	

	
	.     (1.2.8) 

Приняв, что −�45 = �45	(6 ≠ 8), уравнение (1.2.8) в развернутой 

форме можно представить в виде I��	 = 	Y��U� � + Y��U� � + Y� U�  +	∙∙∙ 	+Y�+U�+,I� 	 = 	Y �U� � + Y �U� � + Y  U�  +	∙∙∙ 	+Y +U�+,…………………………………………………… . .	I�+	 = 	Y+�U� � + Y+�U� � + Y+ U�  +	∙∙∙ 	+Y++U�+.%&
'	.          (1.2.9) 

Полученную систему алгебраических уравнений можно пред-
ставить в компактной форме :�; = ∑ Y45+5=� U� 5	, 6 = 1,2, … , M.                  (1.2.10) 

Поскольку в качестве исходной информации относительно узлов 
всегда задаются мощности, то необходимо систему уравнений (1.2.10) 
представить через узловые мощности. Для этого обе стороны уравне-
ния (1.2.10) необходимо умножить на сопряженное значение напряже-

ния �>;:	 											:�;�?> = �>?� ∑ 	�;@#@=� �A� 	, 6 = 1,2, … , M .                 (1.2.11) 

 Приняв :� = :DAE?	, �> = �D.AEF,� 	левую часть (1.2.11) можно 
преобразовать и получить выражения узловых мощностей :�;�?> = :;D@E;	�;D.@EF = �;:;D.@(EG.EH). 

Поскольку �F −�; = I, то последнее выражение будет :�;�?> = = �;:;D.@J. 

C другой стороны, учитывая, что D.@J = cosφ − 8sinφ, 

получим :�;�?> = �;:;(cosφ − 8sinφ), 
или          :�;�?> = �;:;	cosφ − 8�;:;	sinφ. 
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Учитывая, что �; =	�;:;	cosφ; �; = �;:;	sinφ, получим: :�;�?> = �; − 8�;.                                   (1.2.12) 

При этом система уравнений (1.2.11), выраженная через узловые 

комплексные мощности, принимает следующий вид: 

 �; − 8�; = �>∑ �;@��@#@=� .                             (1.2.13) 

Нетрудно заметить, что в данной системе уравнений уже полно-

стью фигурируют узловые режимные параметры, т. е. комплексные 

мощности и напряжения. 

С другой стороны, принимая во внимание в выражении (1.2.13), 

что �?> = �;D.@EF;, ��@ = �@D@EF@	, �45 = Q;@ + 8R;@, 
получим �; − 8�; = �; ∑ (Q;@ + 8R;@)�@D.@(EF;.EF@)#@=� , 

или �; − 8�; = �; ∑ ST	Q;@ cosUѰF; −ѰF@W + R;@ sinUѰF; − ѰF@W⦌�@ 	−#@=�−8YQ;@ sinUѰF; −ѰF@W −	R;@ 	cosUѰF; −ѰF@WZ	�@	� .               (1.2.14) 

               Разлагая систему уравнений на действительные и мнимые со-

ставляющие, получим следующие выражения для узловых активных и 

реактивных мощностей: �; = �; ∑ 	YQ;@ cosUѰF; −ѰF@W +#@=� R;@ sinUѰF; −ѰF@W	[	�@,    (1.2.15) �; = �; ∑ 	#@=� YQ;@ sinUѰF; −ѰF@W −	R;@ 	cosUѰF; −ѰF@WZ�@.   (1.2.16) 

Принимая в (1.2.15) и (1.2.16) индекс i = 0, получим узловые ак-

тивную и реактивную мощности для базисного (балансирующего) 

узла: �� = ��∑ 	YQ�@ cosUѰF� −ѰF@W +#@=� R�@ sinUѰF� −ѰF@W	[	�@,   (1.2.17) �� = ��∑ 	#@=� YQ�@ sinUѰF� − ѰF@W −	R�@	cosUѰF� −ѰF@WZ�@ .	  (1.2.18) 
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Полученная система уравнений (1.2.15) и (1.2.16) является систе-
мой нелинейных алгебраических уравнений установившихся режимов 
электрических систем при Y-форме задания состояния сети. 

Данная система уравнений является нелинейной относительно 
модулей и фазовых сдвигов комплексных напряжений. Для решения 
системы нелинейных алгебраических уравнений установившихся ре-
жимов (1.2.15), (1.2.16) преимущественно пользуемся методом Нью-
тона ‒ Рафсона. 

Представим систему нелинейных алгебраических уравнений в 
следующем виде: �; = I\H(�;	ѰF;), �; = I]H(�;ѰF;	), 

		�; − I\H(�		, �) = 0,	�; − I]HU�	,	�W = 0,^                              (1.2.19) 

где 
U = (��, ��, � , … , �#),  

 Ψ = (��, ��, � , … ,�#).                            (1.2.20) 

Систему уравнений (1.2.19) представим в следующем виде: 	Ф`H(�, �, �) = �; − I\H(�,�) = 0,              (1.2.21) 	ФaH(�, �,�) = �; − I]H(�, �) = 0.              (1.2.22) 

После объединения (1.2.21) и (1.2.22) в одно уравнение получим 	Ф	(�, �, �,�) = 0.                             (1.2.23) 

Система уравнений (1.2.23) называется системой нелинейных ал-
гебраических уравнений установившихся режимов, написанной в век-
торной форме и имеющей порядок 2М. 

 Если пользоваться вышеприведенными понятиями вектора пере-
менных состояния X, вектора управления U и вектора возмущения Д, 
то уравнение (1.2.23) можно представить в следующем виде: 	Ф		(�, �, Д) = 0.                               (1.2.24) 

При решении задачи расчета установившихся режимов электри-
ческих систем векторное уравнение (1.2.24) назовем вектором небалан-
сов мощностей (активных и реактивных). Действительно, из (1.2.19) 
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можно заметить, что они состоят соответственно из разности активных 
мощностей и разности реактивных мощностей и функций, которые 
имеют размерности реактивных мощностей. Если в системе уравнений 
(1.2.19) P, Q, U,		cd являются строго параметрами данного режима, то 
функции (1.2.21) и (1.2.22) будут действительно равняться нулю, в про-
тивном случае равенства нулю никогда не будет. Поскольку при реше-
нии задачи расчета установившегося режима задаются Р, Q и необхо-
димо определить U,		cd, то, разумеется, что первоначально имеем 	�; = I\H(�		�e),                               (1.2.25) 	�; = I]H(�	, �e).                              (1.2.26) 

Из (1.2.25) и (1.2.26) следует, что в действительности (1.2.19) ха-
рактеризует небалансы мощностей. 

Поэтому правомерно векторное уравнение (1.2.24) называть 
уравнением небаланса мощностей. 

Необходимо отметить, что на основании (1.2.13) можно устано-
вить также другие типы уравнений для активных и реактивных мощ-
ностей узлов, если пользоваться следующими обозначениями: �?> = �;f − 8�;g;  �A� = �@f + 8�@g; 	�;@ = Q;@ + 8R;@. 

При этом 	�; = ∑ h	Q;@(�;f�@f + �;g	#@=� �@g) + R;@(�;g�@f − �;f�@g)	[,    (1.2.27) 

	�; = ∑ h	Q	;@(�;g�@f − �;f	#@=� �@g) − R;@(�;f�@f + �;g�@g)	[.    (1.2.28) 

Принимая i = 0, получим выражения активной и реактивной мощ-
ностей для базисного узла. 

Искомыми переменными в системе уравнений (1.2.27) и (1.2.28) 
являются составляющие комплексных напряжений независимых уз-
лов. 

Представим системы уравнений (1.2.27), (1.2.28) в следующем 
виде: 	Ф`H(�, �	f, �	g) = �; − I\H(�	f, �	g) = 0,            (1.2.29) 	Ф]H(�, �	f, �	g) = �; − I]H(�	f, �	g) = 0,           (1.2.30) 

где 	�	f = (	�	�f , �	 f , … , �	#f );	 	�	g = (	�	�g , �	 g , … , �	#g ),         (1.2.31) 
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	I`H = ∑ h	Q;@(�;f�@f + �;g	#@=� �@g) + R;@(�;g�@f − �;f�@g)	[,     (1.2.32) 

	I]; = ∑ h	Q;@(�;g�@f − �;f	#@=� �@g) − R;@U�;f�@f + �;g�@gW	[.	   (1.2.33) 

Объединив уравнения (1.2.29) и (1.2.30), получим 	Ф	(�, �, �	f, �	g) = 0.                           (1.2.34) 

Выражение (1.2.34) объединяет 2М нелинейных алгебраических 
уравнения установившегося режима. 

При этом, если пользоваться понятиями векторов X, U, Д, то 
уравнение (1.2.34) примет вид 	Ф	(X, U, Д) = 0.                             (1.2.35) 

Следует отметить, что в этом случае состав векторов X и U отли-
чается от соответствующих векторов уравнения (1.2.24). 

 
1.3. Методы решения уравнений установившихся режимов  

при Y-форме их представления 

Для решения уравнений установившихся режимов электрических 
систем в Y-форме в настоящее время применяется множество матема-
тических методов, таких как методы Гаусса ‒ Зейделя, Ньютона ‒ 
Рафсона, модифицированный метод Ньютона и др. 

Однако остановимся только на методе Ньютона ‒ Рафсона, по-
скольку он признан лучшим методом для решения нелинейных алгеб-
раических уравнений установившихся режимов электрических систем. 
Для решения поставленной задачи воспользуемся векторным уравне-
нием (1.2.24): 

Ф (Х, U0, Д0) = 0. 

Как было показано, сущность метода Ньютона ‒ Рафсона заклю-
чается в том, что начальное значение вектора Х0 путем итераций уточ-
няется до обеспечения следующего условия: 

 Ф (Х, U0, Д0) ≤ δ,                             (1.3.1) 

где δ является заданной малой положительной величиной и характери-
зует точность решения векторного уравнения (1.2.24), а векторы U0 и 
Д0 являются заданными. При этом необходимо определить вектор со-
стояния X. 
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Разлагая в ряд Тейлора векторное уравнение (1.2.24), получим: 

 Ф (Х, U0, Д0) = Ф (Х, U0, Д0) +	jф(Х,�m,Д�)jn 	Δx + ФБ,      (1.3.2) 

где ФБ ‒ слагаемые ряда Тейлора высших порядков, состоящие из част-
ных производных второго, третьего и более высоких порядков. 

Если пренебречь слагаемым ФБ, выражение (1.3.2) принимает 
следующий вид: 

 Ф (Х, U0, Д0) = Ф (Х�, U0, Д0) + 
qф(Х,	rm,Дm)jn  Δx.       (1.3.3) 

Из полученного выражения (1.3.3) можно определить 

	Δx� = −sjф(Х,rm,Д�)jn 	tx�u.� TФ(Х�, U�, Д�) − 	Ф(�, U�, Д�)[.   (1.3.4) 

Поскольку в точке решения уравнения имеем 

 Ф(Xv, U�, Д�) = 0,                            (1.3.5) 

то выражение (1.3.4) принимает следующий вид: 

 Δx� = −sjфjn	tx�u 	.wФ(Х�, U�, Д�),                (1.3.6) 

при котором новое значение вектора X определяется с помощью сле-
дующего выражения: 	X� =	X� + 	Δx�,                               (1.3.7) 

где X� ‒ значение вектора состояния на первой итерации, а X� ‒ его 
начальное значение, или значение при нулевой итерации. В выражении 
(1.3.6) численное значение правой части полностью определяется с по-
мощью численного значения вектора X. 

На основании (1.3.7) можно написать рекуррентное выражение 
для произвольной К-й итерации 	Xxy� =	Xx + 	Δхк,                               (1.3.8) 

где, задавая К = 0, получим выражение (1.3.7). Величина приращения Δx определяется с помощью следующего выражения: 

 Δхк = −sjфjn	tхкu 	.wФ(хк, U�, Д�).                  (1.3.9) 
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В результате рекуррентное выражение (1.3.8) принимает следую-
щий окончательный вид: 

 Xкy� = Xк − sjфjn	tхкu 	.wФ(Xк, U�, Д�).            (1.3.10) 

Необходимо отметить, что частная производная |ф/|х является 
квадратной матрицей Якоби, порядок которой характеризуется числом 
узлов, относительно которых составлена соответствующая система не-
линейных алгебраических уравнений установившегося режима. 

Учитывая вышепринятые обозначения, рекуррентное выражение 
(1.3.10) применительно к режимным параметрам электрической си-
стемы в развернутой форме можно представить в следующем виде: 

	�Ѱ;�; �}y� = �Ѱ;�; �} − �qф~�qѰ� 	 ⋮ qф~Hq��qф�HqѰ� 	 ⋮ qф�Hq��
�
.�

∙ 	 �Ф\;Ф];�.           (1.3.11) 

Или 

	�Ѱ;�; �}y� = �Ѱ;�; �} −	��Ѱ;��; �,                      (1.3.12) 

где 

 ��Ѱ;��; � = �−qФ~HqE�qФ�HqE�
−⋮ 	−	qФ~Hq��qФ�Hq��

	�
.�

∙ 	 �Ф\;Ф];�.           (1.3.13) 

Установлено, что для обращения матрицы требуется в 3 раза 
больше времени, чем при решении системы уравнений. Поэтому опре-
деление второго члена правой части (1.3.13) приводит к решению сле-
дующей системы уравнений: 

	�−qФ~HqE�qФ�HqE�
−⋮ 	−qФ~Hq��qФ�Hq��

−	� ∙ 	 ��Ѱ;��; � 	= 	 �Ф\;Ф];� .	          (1.3.14) 

Для решения системы линейных алгебраических уравнений 
(1.3.14) применяется метод оптимального исключения Гаусса с приве-
дением матрицы постоянных к треугольной форме, исключая при этом 
операции с нулевыми элементами. 
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Частные производные, входящие в матрицу Якоби, определяются 
с помощью следующих формул: 

‒ при одинаковых индексах: qФ~HqEGH = − qJ~HqEGH =	�; + R;;�; ,                        (1.3.15) 

qФ�HqEGH = − qJ�HqEGH =	−�; + Q;;�; ,                      (1.3.16) 

qФ~Hq�H = − qJ~Hq�H =	− `H�H − Q@;�;	,                      (1.3.17) 

qФ�Hq�H = − qJ�Hq�H =	− aH�H + R@;�;	;                       (1.3.18) 

‒ при разных индексах: qФ~HqEG� = − qJ~HqEG� =	−Yg45 sinUΨ�4 −Ψ�5W − b45 cosUΨ�4 −Ψ�5WZU4	U5	,    (1.3.19) 

qФ��qEG� = − qJ��qEG� =	−Yg�5 cosUΨ�4 −Ψ�5W − b�5 sinUΨ�4 −Ψ�5WZU�	 U5	,  (1.3.20) 

qФ~Hq�� = − qJ~Hq�� =	−Tg4� cos(Ψ�4 −Ψ��) − b4� sin(Ψ�4 −Ψ��)[U�	 ,    (1.3.21) 

qФ��q�� = − qJ��q�� =	−Tg�� sin(Ψ�� −Ψ��) − b�� cos(Ψ�� −Ψ��)[U�	.    (1.3.22)  

В начале итерации в качестве нулевого решения принимаются  �� = � = ⋯ = �# = �ср;	��� = ��� = ⋯ = ��# = 0. 

 Процесс решения, как уже было сказано, считается закончен-
ным, если имеет место следующее соотношение: 

 �UѰ�W}y� − UѰ�W}	 	 � ≤ δ,                            (1.3.23) 

где δ ‒ заранее принятое маленькое число. 
Однако чаще всего решение считается законченным, если уста-

навливаются следующие условия: 

�Ф�6(�,�) = �; − I\;(�,�) → 	Δ�;,Ф];(�, �) = �; − I];(�, �) → 	Δ�;,              (1.3.24) 

где ΔР; , Δ�;	‒ допустимые небалансы мощностей по узлам. 



18 
 

На основании описанного метода разработаны соответствующие 
программы к ЦВМ, которые в настоящее время нашли широкое приме-
нение для расчета установившихся режимов различных электрических 
систем. 

Практические расчеты показали, что в зависимости от структуры 
и числа узлов электрических систем на основе метода Ньютона ‒
Рафсона соответствующие нелинейные алгебраические уравнения 
установившихся режимов можно решить за 4 ‒ 8 итераций. Это говорит 
о большой эффективности метода Ньютона ‒ Рафсона при решении 
уравнения установившегося режима электрической системы в Y-форме. 
В результате решения задачи определяются значения неизвестных ре-
жимных параметров, т. е. модулей и аргументов комплексных напря-
жений всех узлов. Затем определяются активная и реактивная мощно-
сти балансирующего узла согласно выражениям (1.2.17), (1.2.18).  

Для иллюстрации метода рассмотрим схему замещения одной 
электрической системы, приведенную на рис. 1.2. 

 

 
 

Рис. 1.2. Схема замещения электрической системы 
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Исследуемая электрическая система состоит из четырех узловых 
точек, из которых один станционный узел с нулевым индексом выбран 
в качестве базисного (балансирующего). В результате система будет со-
стоять из трех независимых узлов. Исходя из заданной структуры элек-
трической системы и комплексных сопротивлений ветвей, можно уста-
новить следующую Y-матрицу узловых комплексных проводимостей: 

0,021615 – 
‒ j 0,052245 

‒ 0,004232 + 
+ j 0,011497 

‒ 0,003262 + 
+ j 0,010248 

‒ 0,014120 + 
+ j 0,030500 

‒ 0,004232 + 
+ j 0,011497 

0,034246 – 
‒ j 0,085112 

‒ 0,017502 + 
+ j 0,039951 

‒ 0,012511 + 
+ j0,033664 

‒ 0,003262 + 
+ j 0,010248 

‒ 0,017502 + 
+ j 0,039951 

0,040764 – 
‒ j 0,090200 

‒ 0,020000 + 
+ j 0,040000 

‒ 0,014120 + 
+ j 0,030500 

‒ 0,012511 + 
+ j 0,033664 

‒ 0,020000 + 
+ j 0,040000 

0,046632 – 
‒ j 0,104164 

(1.3.25) 

Данная матрица является квадратной особенной матрицей, по-
скольку ее детерминант равняется нулю. Разумеется, что эту матрицу 
из-за ее особенностей нельзя обратить. Однако если зачеркнуть строку 
и столбец, относящиеся к базисному узлу, то в результате получится 
неособенная матрица третьего порядка, которую можно будет обра-
щать, чем займемся позднее. Для решения задачи, поставленной перед 
нами, необходимо пользоваться всеми элементами, приведенными в 
матрице (1.3.25).  

Исходная информация относительно режимных параметров уз-
лов исследуемой электрической системы приведена в табл. 1.1. 

Таблица 1.1 
Режимные параметры узлов 

Узел P, МВт Q, МВар U, кВ Ѱ, град 

0 ‒ ‒ 220,0 0 
1 161,46 80,64 ‒ ‒ 
2 202,46 101,23 ‒ ‒ 
3 431,68 215,84 ‒ ‒ 
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Для рассматриваемой задачи рекуррентное выражение прини-
мает следующий вид: 
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 (1.3.26) 

Пользуясь формулами (1.3.15) ‒ (1.3.18); (1.3.19) ‒ (1.3.22), а 
также элементами матрицы (1.3.25) и данными табл. 1.1, можно уста-
новить численные значения элементов матрицы Якоби, приведенные в 
рекуррентном выражении (1.3.26). Однако перед началом организации 
итерационного процесса необходимо принять исходные численные 
значения искомых переменных c�w, c��, c�� и dw, d�, d�.	 Как 
обычно первоначально для них принимаем 

 �F� =	�F =	�F! = �F� = 0,�� = � = �! = �� = 220. 	               (1.3.27) 

После проведения четырех итераций получим следующие значе-
ния искомых режимных параметров, приведенные в табл. 1.2.  

Таблица 1.2 
Режимные параметры после итерации 

Узел P, МВт Q, МВар U, кВ Ѱ, град 
0 88,16 79,88 220,0 0,0 
1 161,29 80,69 220,8  1,13 
2 202,46 101,23 221,4 1,0 
3 431,68 215,84 204,7 ‒ 2,36 

 



21 
 

1.4. Уравнения установившихся режимов электрических систем 
при Z-форме задания состояния сети 

Уравнения установившихся режимов в Z-форме получаются не-
посредственно из Y-формы. Во многих случаях Z-форма уравнения 
установившихся режимов называется обращенной формой Y-формы 
уравнений установившихся режимов. Это связано с тем, что Z-матрица 
получается путем обращения Y-матрицы узловых проводимостей. 

Представим матричное уравнение (1.2.3) в следующем виде: 

 ���
� I��I� .I�#�	

	
 = � ��� − �� −	∙∙∙ 	−	��М−� � + �  −	∙∙∙ 	−	� М	. . . .−�+� − �+ −	∙∙∙ 	+	�+М
�	·	���
�U� � − U� �U�  − U� �.U�# − U� ��	

	
	.           (1.4.1) 

Если ввести обозначения 

 ���
� I��I� .I�#�	

	
 = I�	 ;	���
�U� � − U� �U�  − U� �.U�# − U� ��	

	
 = U� 	 − U� �,                    (1.4.2) 

 � ��� − �� −	∙∙∙ 	−	��М−� � + �  −	∙∙∙ 	−	� М	. . .−�+� − �+ −	∙∙∙ 	+	�+М
� = Y,                    (1.4.3) 

то уравнение (1.4.1) можно представить в векторной форме 

 I�	 = �(U� − U� �),                                (1.4.4) 

где ¡�	‒ многомерный вектор независимых узловых комплексных токов; (�� − �� �) ‒ многомерный вектор комплексных напряжений независи-
мых узлов относительно напряжения базисного узла; Y ‒ неособенная 
квадратная матрица узловых комплексных проводимостей. Умножив 
обе части векторного уравнения (1.4.4) на обратную матрицу узловых 
проводимостей, т.е. на	¢.�, получим: 

 �.�I� = �.��(U� − U� �),                               (1.4.5) 
поскольку 	�.�� = 1	                                        (1.4.6) 
и 

 	�.� = £.	                                        (1.4.7) 
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Получим 
 £	I�	 = U� 	 − U� �,                                    (1.4.8) 

или 
 U� 	 − U� � = £	I�	.                                    (1.4.9) 

Как обычно матричное уравнение (1.4.9) представляется в следу-
ющем виде: 

 U	� = U� � + 	£	I�	,                                 (1.4.10) 

где Z ‒ неособенная квадратная матрица узловых комплексных сопро-
тивлений независимых узлов. 

Матричное уравнение (1.4.10) в развернутой форме можно пред-
ставить в виде U� � = U� ¤ + £��I�� + £� I� +⋯+ £�+I�+,U�  = U� ¤ + £ �I�� + £  I� +⋯+ £ +I�+,. . . . . . . .U�# = U� ¤ + £+�I�� + £+ I� +⋯+ £++I�+,%&

'
          (1.4.11) 

где U� �, U�  , … , U�#, 	I��, I� … , I�+		‒ комплексные напряжения и токи узлов 
1, 2, ..., М;  U� Б = U� � ‒ комплексное напряжение базисного (балансирующего) узла; £��£  ,…,	£+М – собственные комплексные сопротивления независи-
мых узлов 1, 2, ..., М;  £� £�!,	…, £�+, ..., ‒ взаимные комплексные сопротивления независи-
мых узлов. 

Представим (1.4.11) в следующем виде: 

 ���
�U� �U�  . .U�#�	

	
 = ���
�U� ¤U� ¤. .U� ¤�	

	
 + � £��£� …£�+£ �£  …£ +. .£+�£+ …£++
� ∙ 	 ���

� I��I� . .I�#�	
	
 .             (1.4.12) 

Z-форма уравнения установившихся режимов электрических си-
стем в алгебраической компактной форме имеет вид 	U� ; = U� ¤ + ∑ £;@I�@ , 6 = 1,2, … ,¥.#@=�                 (1.4.13) 

Нетрудно заметить, что задавая индексы 6, 8 = 1, 2, ..., М, получим 
систему уравнений в виде (1.4.11). Поскольку в качестве исходных дан-
ных задаются мощности в узлах, то необходимо (1.4.11) или (1.4.13) 
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представить через узловые мощности. Для получения выражения узло-
вых мощностей необходимо уравнения системы (1.4.11) соответ-
ственно умножить на сопряженные значения токов I��, 	I� , … , I�М или 
уравнение (1.4.13) на I�;, в результате получим U� ;:¦	; = U� ¤:¦	; + ∑ :¦	;#@=� £;@I�@ .                      (1.4.14) 

Левая часть выражения (1.4.14) представляет собой комплексную 
мощность 6-го узла U� ;:¦	; = �;D@EG ∙ :;D.@E§ = �;:;D@(EG.E§) = �;:;D@JH, 
или U� ;:¦	; = ;̈D@©H = ;̈(cosφ; + 8sinφ;). 

В результате получим 	 ?̈� = U� ;:¦	; = �; + 8�;.                          (1.4.15) 

Следовательно, выражение (1.4.14) принимает вид 	�; + 8�; = U� Б:¦	; + ∑ :¦	;#@=� £;@I�@.                 (1.4.16) 

С другой стороны, знаем, что 	U� Б = UБ; 	 	I	> 	; = :а; − 8:\;	; 	 I�@ =	 :а@ + 8:\@	; 	£;@ = «;@ + 6¬;@.       (1.4.17) 

При этом (1.4.16) можно представить в виде �; + 8�; = �БU:а; − 8:\;W + ∑ 	YU:а;:а@ + :\;:\@W«;@ −#@=� U:а;:\@ −−:\;:а@W¬;@	[+j	∑ 	YU:а;:\@ − :\;:а@W«;@ + U:а;:а@ + :\;:\@W¬;@#@=� ⦌. 
(1.4.18) 

Из (1.4.18) получим выражения узловых активных �; и реактив-
ных �; мощностей: �; = �Б:а; + ∑ 	YU:а;:а@ + :\;:\@W«;@ − U:а;:\@ − :\;:а@W¬;@	[#@=� ,    (1.4.19) �; = −�Б:\; + ∑ 	YU:а;:а@ + :\;:\@W�;@ + U:а;:\@ − :\;:а@W«;@#@=� ⦌.   (1.4.20) 

Полученные системы уравнений (1.4.19) и (1.4.20) являются си-
стемами нелинейных алгебраических уравнений установившихся ре-
жимов электрических систем при Z-форме задания состояния сети. По-
следняя, в свою очередь, является нелинейной системой уравнений от-
носительно составляющих :­ 	и	:р комплексных узловых токов. 

Следует отметить, что системы нелинейных алгебраических 
уравнений (1.4.19), (1.4.20) используются для решения поставленной 
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задачи расчета установившихся режимов при условии, если в качестве 
исходной информации считаются заданными активные и реактивные 
мощности всех узлов, кроме базисного. 

Если в рассматриваемой электроэнергетической системе име-
ются станционные узлы типа Р-U, т. е. считаются заданными активные 
мощности и модули комплексных напряжений, применение системы 
уравнений (1.4.19) и (1.4.20) может вызвать серьезные затруднения с 
точки зрения обеспечения сходимости решения. При этом применя-
ются искусственные приемы, которые обеспечивают решение задачи, 
но это приводит и осложнению алгоритма и, следовательно, про-
граммы решения задачи. Поэтому систему нелинейных алгебраиче-
ских уравнений установившихся режимов (1.4.19) и (1.4.20) рекомен-
дуется использовать для случая, когда станционные узлы исследуемой 
электроэнергетической системы являются узлами типа Р-Q, т.е. когда 
задаются активные и реактивные мощности. 

Для решения данной системы уравнений успешно пользуются 
как методом простой итерации, так и методами Гаусса ‒ Зейделя и 
Ньютона ‒ Рафсона. 

Поскольку системы уравнений (1.4.19), (1.4.20) входят в общую 
математическую модель оптимизации режимов электрических систем 
и данная модель решается как единая задача, то при этом выбирается 
соответствующий метод для их решения. 

После решения системы нелинейных алгебраических уравнений 
установившихся режимов можно определить активную и реактивную 
мощности базисного (балансирующего) узла: РБ + 8�Б = U� БI	̄	Б = �БU:аБ − 8:\БW = �Б:аБ − 8�Б:рБ. 

Выражения активных и реактивных мощностей базисного (ба-
лансирующего) узла имеют вид 

 РБ = �Б:аБ,                                     (1.4.21) 	�Б = −�Б:рБ.                                  (1.4.22) 

Представим :аБ	и	:\Б через токи остальных М узлов. На основа-
нии первого закона Кирхгофа можно написать 	I�� + I� +⋯+ I�м.� + I�м + I�Б = 0.               (1.4.23) 

Разлагая выражение (1.4.23) на действительные и мнимые состав-
ляющие, получим: 
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  :а� + :а +⋯+ :ам.� + :ам + :аБ = 0,:р� + :р +⋯+ :рм.� + :рм + :рБ = 0,									    (1.4.24) 

откуда 	:а¤ = −∑ :а;#;=� ; :\¤ = −∑ :\;#;=� .                (1.4.25) 

Выражения РаБ и 	�рБ принимают следующий вид: 	РБ = −�Б∑ :±;М;=� ,                              (1.4.26) 	�Б = +�Б∑ :\;М;=� .                              (1.4.27) 

Действительно, определяя составляющие комплексных узловых 
токов, в результате решения системы уравнений (1.4.19) и (1.4.20) 
можно определить с помощью полученных выражений (1.4.26) и 
(1.4.27) активную и реактивную мощности базисного узла. 

 
1.5. Применение метода простой итерации для решения  

уравнений установившихся режимов  
при Z-форме их представления 

В настоящее время для решения системы нелинейных алгебраи-
ческих уравнений установившегося режима при Z-форме их представ-
ления применяются различные методы. Однако из всех этих методов 
необходимо остановиться на двух, которые широко применяются для 
решения предстоящей задачи. Первый является методом простой ите-
рации, который в основном применяется для решения системы нели-
нейных алгебраических уравнений установившегося режима, пред-
ставленной в виде (1.4.11), (1.4.13). Основная суть данного метода за-
ключается в следующем: принимая комплексные напряжения всех не-
зависимых узлов при заданных активных и реактивных мощностях уз-
лов равными напряжению базисного узла 	U� � = U�  = ⋯ = U� м = U� Б = UБ,                        (1.5.1) 

можно определить численные значения комплексных токов независи-
мых узлов: I�; = РH.@aHr²³ , 	6	= 1, 2, ..., M.                            (1.5.2) 

Устанавливая численные значения узловых комплексных токов 
согласно (1.5.2) и подставляя их, например в (1.4.13), можно опреде-
лить новые значения комплексных напряжений для независимых         
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узлов. Используя новые значения узловых комплексных напряже-
ний на основе формулы I�; = РH.@aH��³ , 6=1,2, ..., M.                             (1.5.3) 

определяют численные значения комплексных токов независимых уз-
лов. Пользуясь полученными значениями комплексных токов, c помо-
щью (1.4.18) определяют соответствующие значения узловых ком-
плексных напряжений и т. д. 

Итерационный процесс считается завершенным, если обеспечи-
вается условие ´�� 	;µy� − �� 	;µ´ ≤ 	Δ�;,                             (1.5.4) 

где Δ�; ‒ заданное действительное число, характеризующее точность 
решения системы нелинейных алгебраических уравнений (1.4.13). 

Для иллюстрации вышеприведенного метода рассмотрим схему 
электрической системы (см. рис 1.2), относительно узлов которой по-
строена особенная матрица узловых проводимостей (1.3.25). Выделим 
из этой особенной матрицы следующую матрицу (1.5.5). 
 
1 2 3 

 0,034246 ‒ j 0,085112  ‒ 0,017502 + j 0,039951  ‒ 0,012511+ j 0,033664 
 ‒ 0,017502 + j 0,039951  0,040764 ‒ j 0,090200  ‒ 0,020000 + j 0,040000 
 ‒ 0,012511 + j 0,033664  ‒ 0,020000 + j 0,040000  0,046632 ‒ j 0,104164 

(1.5.5) 

Нетрудно заметить, что полученная матрица (1.5.5) является 
квадратной и симметричной. Поскольку эта матрица построена отно-
сительно независимых узлов, она является и неособенной. 

После обращения данной матрицы получим Z-матрицу узловых 
комплексных сопротивлений (1.5.6).  

 
1                                      2                                       3 

9,3089 + j 23,4141 6,5448+ j16,5840 5,6871+ j13,7642 
6,5448 + j16,5840 9,4551 + j23,0103 5,7112 + j14,2406 
5,6871 + j13,7642 5,7112 + j14,2406 7,6454 + j17,8742 

(1.5.6) 
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Полученная Z-матрица также является квадратной и симметричной. 
Имея численные значения элементов Z-матрицы узлов сопротив-

лений, можно перейти к организации итерационного процесса рашения 
соответствующей системы нелинейных алгебраических уравнений: 

���
�� U� �… . .U�  … . .U� ! �	

		
 = ���
��220… . .220… . .220�		

	
 +	
���
���

9,3089+j23,4141 6,5448	+	j16,5840 5,6871+	j13,76426,5448+	j16,5840 9,4551	+	j23,0103 5,7112+	j14,24065,6871+	j13,7642 5,7112	+	j14,2406 7,6454+	j17,8742�		
		
·
���
�� I��… . .I� … . .I�! �	

		
.  (1.5.7) 

Однако для этого необходимо иметь исходную информацию от-
носительно режимных параметров исследуемой электрической си-
стемы, которая приведена в табл. 1.1. 
 Пользуясь формулой (1.5. 3) и данными табл. 1.1, а также прини-
мая �>	� = �>	 = �>	! = �>	¤ = 220, определяем: I�� = Р�.@a��>	� = �Ä�, Å.@Æ�,ÄÅ  �  = 0,7331 – j 0,3668, 

I� = Р�.@a��> =  � ,ÇÄ.@���, !  � 	= 0,9203 – j 0,4603,          (1.5.8) 

I�! = Р�.@a��>	� = .Ç!�,ÄÆy@ �È,ÆÇ  � 	= -1,9688+j 0,9811. 

Нетрудно заметить из (1.5.8), что для станционных узлов в выра-
жениях токов активные и реактивные мощности берутся с положитель-
ным знаком, а для нагрузочных узлов ‒ с отрицательным. 

Подставляя численные значения токов из (1.5.8) в (1.5.7), можно 
определить значения узловых напряжений в виде комплексных чисел. 
При переходе к их сопряженным значениям на основе формулы (1.5.3) 
определяем новые численные значения узловых комплексных токов, а 
при подставлении их в (1.5.7) ‒ новые численные значения комплекс-
ных напряжении и т. д. 

После проведения нескольких итераций поставленная задача ре-
шается с точностью 

 ´�;}y� − �;}´ ≤ 10.�.                           (1.5.9) 

Затем устанавливаются численные значения искомых узловых 
комплексных напряжений исследуемой четырехузловой электриче-
ской системы. 
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В табл. 1.3 приведены численные значения режимных парамет-
ров после окончательного решения задачи расчета установившегося 
режима. 

 Таблица 1.3 

Режимные параметры исследуемой электрической системы 

Узел Р, МВт Q, МВар U, кВ ѰU, град 

0 88,17 79,89 220,00 0,0 

1 161,29 80,64 220,90 1,13 

2 202,46 101,23 221,40 1,0 

3  431,68 215,84 204,50 ‒ 2,36 
 

Отметим, что на основании данного метода разработан вычисли-
тельный алгоритм и построена программа к ЦВМ для численной реа-
лизации практических задач. 
 

1.6. Применение метода Ньютона ‒ Рафсона 
для решения уравнений установившегося режима 

при Z-форме их представления 

Задача заключается в решении системы нелинейных алгебраиче-
ских уравнений (1.4.19), (1.4.20) с помощью метода Ньютона ‒ 
Рафсона. В данном случае нетрудно заметить, что итерационный про-
цесс необходимо организовать относительно составляющих узловых 
токов Ia и Ip. 

Для этого представим систему уравнений (1.4.19), (1.4.20) в следу-
ющем виде: 	 �; − I\;(:±, :̀ ) = 0,	�; − I];(:±, :̀ ) = 0,^                              (1.6.1) 

где 

ÉÊË
ÊÌI\;(:±, :̀ ) = �Б:±; +ÍYU:±;:±@ + :̀ ; :̀ @W«;@ − U:±; :̀ @ − :̀ ;:±@W�;@Z,#

@=�
I];(:±, :̀ ) = −�Б:̀ ; +ÍYU:±;:±@ + :̀ ; :̀ @W�;@ + U:±; :̀ @ − :̀ ;:±@W«;@Z.#

@=�
 

(1.6.2) 
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С другой стороны,  �:± = (:±�, :± , … , :±#),:\ = U:\�, :\ , … , :\#W. 																												(1.6.3) 
Введем следующие обозначения: 

ÎФ\;U�, :±, :\W = �; − I\;(:±, :̀ ) = 0,Ф];U�, :±, :\W = �; − I];(:±, :̀ ) = 0,                   (1.6.4) 

или Ф\;U�, :±, :\W = 0,Ф];U�, :±, :\W = 0.^			                               (1.6.5) 

Объединяя последнюю систему уравнений в одно векторное 
уравнение, получим: 

 ФU�, �, :±, :\W ≜ �Ф\;U�, :±, :\W,Ф];U�, :±, :\W.^                     (1.6.6) 

В данном случае полученное векторное уравнение (1.6.6) также 
является векторным уравнением небаланса активных и реактивных 
мощностей. Здесь, как и при Y-форме уравнения установившегося ре-
жима, перед решением системы нелинейных алгебраических уравне-
ний (1.6.1) имеем 

 
�; ≠ I\;(:±, :̀ ),	�; ≠ I];(:±, :̀ ).                                   (1.6.7) 

Следовательно, разность (1.6.7) действительно характеризует неба-
лансы мощностей. При решении данной системы уравнений принимаем, 
что как для станционных, так и для нагрузочных узлов заданы активные 
и реактивные мощности и необходимо определить активные и реактив-
ные составляющие комплексных узловых токов. Пользуясь понятием 
вектора состояния X, вектора управления U и вектора возмущения Д, эти 
составляющие характеризуются следующими режимными параметрами: 

� = ���� для базисного или
 балансирующего узла,��� для станционных узлов
типа � − �, � ;                    (1.6.8) 

 � = ���� для базисного или	балансирующего узла,:±:̀ � 	для станционных						 и	нагрузочных узлов

� ;                    (1.6.9)  
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Д = ���� для нагрузочных узлов�.                  (1.6.10)  

При этом векторное уравнение также можно представить в виде  

 Ð(�, �, Д) = 0.                               (1.6.11) 

Рекуррентное выражение, вытекающее из алгоритма Ньютона ‒ 
Рафсона, как мы знаем, для К-й итерации имеет следующий вид: 

 �µy� = �µ − sqÑqÒt �µu.� Ð(�µ, ��, Д�).           (1.6.12) 

Поскольку активная и реактивная мощности балансирующего 
узла определяются после решения установившегося режима электри-
ческой системы, то вектором состояния X, или вектором зависимых 
переменных, принимаем Ia и Ip. 

Учитывая, что 
 � ≜ 	 S:±:\Ó,                                  (1.6.13) 

 Ð ≜  Ф`; ,Ф]; .�                                   (1.6.14)  

Рекуррентное выражение (1.6.12) будет иметь следующий вид:  

	ÔÕÖHÕ~H×}y� = ÔÕÖHÕ~H×} −Ø
ÙÚ
qф~HqÕÖH ⋮ qф~HqÕ~H… ⋮ ⋯qф�HqÕÖH ⋮ qф�HqÕ~HÛ

ÜÝ
.�

∙ 	 �ФÞHФ�H�.         (1.6.15)  

Теперь необходимо определить частные производные, входящие 
в матрицу Якоби. Для этого нужно воспользоваться системой нелиней-
ных алгебраических уравнений (1.6.4). При этом удобнее сначала опре-
делить частные производные для одинаковых индексов, потом ‒ для 
разных индексов. 

В случае когда индексы одинаковые, т. е. когда i = j , получим 

ÉÊÊ
Ë
ÊÊÌ

qФÞHqÕÖH = qqÕÖH U�; − I\;W = − qJ~HqÕÖH ,qФÞHqÕ~H = qqÕ~H U�; − I\;W = − qJ~HqÕ~H ,qФ�HqÕÖH = qqÕÖH U�; − I];W = − qJ�HqÕÖH ,	qФ�HqÕ~H = qqÕ~H U�; − I];W = − qJ�HqÕ~H .
																							(1.6.16)  
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Частные производные, написанные для правых частей вышепри-
веденных выражений, определяются на основании системы уравнений 
(1.6.1) (1.6.2). В результате имеем  

ÉÊÊ
Ë
ÊÊÌ
qJÞHqÕÖH = �Б + ∑ ß;@ + U«;;:±; + �;;:\;W,#;=�	qJÞHqÕ~H 	= 	∑ à;@ + U«;;:\; − �;;:±;W#;=� ,
qJ�HqÕÖH =	∑ à;@ − U«;;:\; − �;;:±;W#;=� ,qJ�HqÕ~H = �Б + ∑ ß;@ + U«;;:±; + �;;:\;W,#;=�

																	(1.6.17) 

где �ß;@ = U«;@:±@ − �;@:\@W,à;@ = U«;@:\@ − �;@:±@W.	                         (1.6.18) 

При разных индексах, т. e. когда 6 ≠ 8, получим 

ÉÊÊ
Ë
ÊÊÌ
qФÞHqÕÖ� = qqÕÖ� U�; − I\@W = − qJ~HqÕÖ� ,qФÞHqÕ~� = qqÕ~� U�; − I\@W = − qJ~HqÕ~� ,qФ�HqÕÖ� = qqÕÖ� U�; − I]@W = − qJ�HqÕÖ� ,qФ�HqÕ~� = qqÕ~� U�; − I]@W = − qJ�HqÕ~� .

                  (1.6.19) 

Выражения, написанные для правых частей, определяем также на 
основании системы уравнений (1.6.2)  

 

ÉÊÊ
Ë
ÊÊÌ
qJÞHqÕÖ� = «;@:±; + �;@:\; ,qJÞHqÕ~� = «;@:\; − �;@:±;,qJ�HqÕÖ� = «;@:\; + �;@:±;,qJ�HqÕ~� = «;@:±; + �;@:\; .

	                          (1.6.20)  

Нетрудно заметить, что  

qJÞHqÕÖ� = qJ�HqÕ~� ; qJÞHqÕ~� = − qJ�HqÕÖ�  . 
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В результате получим все необходимые частные производные, 
входящие в матрицу Якоби. После этого можно перейти к построению 
итерационного процесса решения системы нелинейных алгебраиче-
ских уравнений установившегося режима. Итерационный процесс счи-
тается завершённым, если обеспечиваются условия: 

�Ф\;U:±; , :\;W = �; − I\;(:±; , :̀ ;) ≤ ∆�,Ф];U, :±; , :\;W = �; − I];(:±;, :̀ ;) ≤ ∆�,                (1.6.21) 

где ∆P и ∆Q ‒ заданные величины, характеризующие точность реше-
ния рассмотренной системы нелинейных алгебраических уравнений. 

Для иллюстрации данного метода рассмотрим схему замещения 
одной электрической системы, приведенную на рис. 1.3, и исходную 
информацию относительно ее узлов, приведенную в табл. 1.4. 
  

 
 

Рис. 1.3. Схема замещения электрической системы 
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 Исследуемая электрическая система (см. рис. 1.3) состоит из че-

тырех узловых точек, из которых один станционный узел с нулевым 

индексом выбран в качестве базисного (балансирующего). 

 Таблица 1.4 

Режимные параметры исследуемой электрической системы 

Узел Р, МВт Q, МВар U, кВ ѰU, град 

0 88,17 79,89 220,00 0,0 

1 161,29 80,64 220,90 1,13 

2 202,46 101,23 221,40 1,0 
3 431,68 215,84 204,50 ‒ 2,36 

 

Если написать рекуррентное выражение (1.6.15) для данной элек-

трической системы, то получим 

���
���
:±�:± :±!:̀ �:̀  :̀ ! �		

		

µy�

=
���
���
:±�:± :±!:̀ �:̀  :̀ ! �		

		

µ
−

��
��
��
��
��
��
��
�|I\�|:±� |I\�|:± |I\�|:±!|I\ |:±� |I\ |:± |I\ |:±!|I\!|:±� |I\!|:± |I\!|:±!

⋮
|I\�|:\� |I\�|:\ |I\�|:\!|I\ |:\� |I\ |:\ |I\ |:\!|I\!|:\� |I\!|:\ |I\!|:\!⋯ ⋯ ⋯|I±�|:±� |I±�|:± |I±�|:±!|I± |:±� |I± |:± |I± |:±!|I±!|:±� |I±!|:± |I±!|:±!

⋮
|I±�|:\� |I±�|:\ |I±�|:\!|I± |:\� |I± |:\ |I± |:\!|I±!|:\� |I±!|:\ |I±!|:\! �	

		
		
		
		
		
		

.�

× 

×
���
���
�� − I±�� − I± �! − I±!�� − I`�� − I` �! − I`! �		

		
 																																																																																																(1.6.22) 
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Перед итерационным процессом необходимо определить исход-

ные численные значения составляющих узловых токов. Принимая         

U1 = U2 = …= UM = 220 кВ, а также пользуясь исходной информацией, 

приведенной в табл. 1.4, на основании формулы 

	:±; + 8:\; = `H.@aH�>H                                (1.6.23)  

можно определить   

ÉÊÊ
Ë
ÊÊÌ
:±�� = 	0,07331,:± � = 	0,9203,:±!� = −1,9688,:\�� = 0,3668,:\ � = 0,4603,:\!� = 0,9811.

                                 (1.6.24)  

На основании формул (1.6.17), (1.6.18) и (1.6.20) нетрудно опре-

делить также численные значения частных производных, входящих в 

матрицу Якоби (1.6.22). 

Проведя две итерации с точностью 

 ∆Р = 0,01; ∆Q = 0,1,                             (1.6.25) 

можно получить соответствующие численные значения для искомых 

составляющих узловых токов исследуемой электрической системы  Ia1, 

Ia2, Ia3, Ip1, Ip2, Ip3 .  
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2. ГИБРИДНЫЕ УРАВНЕНИЯ УСТАНОВИВШИХСЯ 
 РЕЖИМОВ ЭЛЕКТРИЧЕСКИХ СИСТЕМ  

И МЕТОДЫ ИХ РЕШЕНИЯ 
 

В предыдущем разделе были рассмотрены Y- и Z-формы уравне-
ний установившихся режимов электрических систем. 

В отличие от этих двух уравнений в последние годы быстрыми 
темпами разрабатывают гибридные, или смешанные, типы уравнений 
установившихся режимов. 

Фактически гибридные уравнения установившихся режимов 
электрических систем основываются на сочетаниях Y- и Z-форм реше-
ний, что имеет определенное преимущество при решении практиче-
ских задач. 

 
2.1. Уравнения установившихся режимов электрических систем 

при (Y ‒ Z)-форме задания состояния сети 

Представим матричное уравнение (1.2.3) в векторной форме 

 ¡� = Y �� ,                                          (2.1.1) 

где U ‒ столбцевая матрица комплексных узловых напряжений отно-
сительно напряжения базисного узла; 
I  ‒ столбцевая матрица комплексных токов независимых узлов; 
Y ‒ неособенная квадратная матрица узловых комплексных проводи-
мостей независимых узлов относительно базисного узла. 

 Для дальнейшего изложения материала примем следующую си-
стему индексов: m (п) для станционных и k (I) для нагрузочных узлов. 

 Уравнения (2.1.1) представим в блочно-матричной форме 

 ãI�ä⋯I�å æ = ç�èé ⋮ �è}⋯ ⋯ ⋯�åé ⋮ �å} ê ∙ ã
��é�⋯��}�æ.                         (2.1.2) 

В развернутой форме данное блочно-матричное уравнение 
можно записать в виде системы двух матричных уравнений:  
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�:�è = �èé��éë + �è}��}ë,	: �å = �åé��éë + �å}��}ë.                           (2.1.3) 

Определяя �� ko из второго уравнения (2.1.3) ��}ë = �å}.�:�å − �å}.���åé��é� 
и подставив его в первое уравнение (2.1.3), получим: :�è = (�èé − �è}�å}.��åé)��éë + �è}�å}.�:�å.              (2.1.4) 

Объединяя уравнения ��}ë и :�è и представляя их в блочно-мат-
ричном виде, получим: 

ã :�è⋯��}�æ = ã�èé − �è}�å}.��åé ⋮ �è}�å}.�⋯ ⋯ ⋯−�å}.��åé ⋮ �å}.� æ ∙ ã��é�⋯:�å æ .       (2.1.5) 

Полученное уравнение называется смешанным, или гибридным 
уравнением состояния электрической системы. 

Для представления данного уравнения в более компактной форме 
введем следующие обозначения: �è,é = �èé − �è}�å}.��åé, ß�è,å = �è}�å}.�, ì�},é=íî�ï�íîð ,																																											(2.1.6) £},ñ=	í�,�ï�. 

В результате получим 

 ã I�ä⋯U� }�æ = ã�èé ⋮ ß�è,å⋯ ⋯ ⋯ì�}é ⋮ £},å æ ∙ ã
��é�⋯��}�æ .                    (2.1.7)  

Нетрудно заметить, что элементы подматрицы ß�è,ñ и 	С� },é явля-

ются безразмерными величинами. 
 Матричное уравнение (2.1.7) в алгебраической форме имеет вид :�è = ∑ �è,éóé=� ��}� + ∑ ß�è,å:�å#å=óy� ,                 (2.1.8)  ��}� = ∑ С� },éóé=� ��}ë + ∑ £},ñ#å=óy� :�å .                 (2.1.9)  
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Представим эти уравнения в следующем виде: :�è = :�Бè + ∑ �è,éóé=� ��é + ∑ ß�è,å:�å#å=óy� ,           (2.1.10) ��} = ��Бµ + ∑ С� },éóé=� ��} + ∑ £},å#å=óy� :�å ,           (2.1.11)  

где 

�:�Бè = −∑ �è,éóé=� ���,��Бµ = U1 − ∑ С� },éóé=� 	W��.	                      (2.1.12)  

При получении уравнений (2.1.10) и (2.1.11) было учтено, что ��}ë = ��é − �� и ��}± = ��} − ��. 
Для построения математической модели установившегося ре-

жима электрической системы необходимо уравнения (2.1.10) и (2.1.11) 
представить через узловые комплексные мощности. 

Умножая уравнение (2.1.10) на �>è, а уравнение (2.1.11) ‒ на :¦}, 
также учитывая, что �>è:�è = �è − 8�è,  ��}:¦} = �} + 8�},  получим  �è − 8�è = :�Бè�>è + ∑ �è,éóé=� ��é�>è + ∑ ß�è,å:�å#å=óy� �>è,   (2.1.13) �} + 8�} = ��Бµ:¦} + ∑ С� },éóé=� ��é:¦} + ∑ £},å#å=óy� :�å:¦} .      (2.1.14) 

Разлагая уравнения (2.1.13) и (2.1.14) на составляющие, можно 
установить выражения узловых активных и реактивных мощностей: 

�è = �Бè +ÍYQè,é(�èf �éf + �èff�éff) + Rè,é(�èff�éf − �èf �éff)Z,ó
é=� 		(2.1.15) 

�è = �Бè +ÍYQè,é(�èff�éf − �èf �éff) − Rè,é(�èf �éf + �èff�éff)Z.ó
é=� 	(2.1.16) 

�} = �Б} + ∑ Y«},å(:}f :åf + :}ff:åff) + �},å(:}ff:åf − :}f :åff)Z#å=óy� ,     (2.1.17) �} = �Б} + ∑ Y«},å(:}ff:åf − :}f :åff) − �},å(:}f :åf + :}ff:åff)Z.#å=óy�      (2.1.18) 

В выражениях (2.1.15) и (2.1.16) U′, U″ являются составляющими 
соответствующих узловых напряжений, а в (2.1.17) и (2.1.18) I′, I″ ‒ со-
ставляющими соответствующих узловых токов. Величины �Бè, �Бè, �Б}, �Б} определяются следующим образом: 
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�Бè = �Бè + ∑ Yôè,åf (�èf :åf + �èff :åff) + ôè,åff (�èff :åf − �èf :åff)Z,#å=óy��Бè = õБè + ∑ Yôè,åf (�èff :åf − �èf :åff) − ôè,åff (�èf :åf + �èff :åff)Z.#å=óy� ^ (2.1.19) 

�Б} = �Б} + ∑ Yö},éf (:}f�éf + :}ff�éff) + ö},éff (:}ff�éf − :}f�éff)Z,Гé=��} = õБ} + ∑ Yö},éf (:}ff�éf − :}f�éff) − ö},éff (:}f�éf + :}ff�éff)Z.Гé=� ^ (2.1.20) 

Здесь приняты следующие обозначения: 

�ôè,åf = «ñUß�èåW, ôè,åff = :èUß�èåW,ö},éf = «ñ(ö�}é), ö},éff = :è(ö�}é).                  (2.1.21) 

С другой стороны, величины �Бè, õБè, �Б}, õБ} определяются в 
виде  ��Бè = −∑ UQè,é�èf + Rè,é�èffWóé=� ��,õБè = −∑ UQè,é�èff − Rè,é�èf Wóé=� ��.             (2.1.22) 

� �Б} = :}f�� − ∑ Uö},éf :}f + ö},éff :}ffW��óé=� ,	õБ} = −:}ff�� + ∑ Uö},éf :}ff + ö},éff :}f W��.óé=�          (2.1.23) 

Представим системы уравнений (2.1.15), (2.1.16) и (2.1.17), 
(2.1.18) в следующем виде: 

	 �è = �Бè + I\è(�éf , �éff),�è = �Бè + I]è(�éf , �éff).^                   (2.1.24) 

�} = �Б} + I\}(:åf, :åff),�} = �Б} + I]}(:åf, :åff).^                      (2.1.25) 

Нетрудно заметить, что функции 	I\è, I\}  имеют размерности 
активных мощностей, а I]è, I]} ‒ размерности реактивных мощно-
стей и определяются в виде I\è = ∑ YQè,é(�èf �éf + �èff�éff) + Rè,é(�èff�éf − �èf �éff)Z,óé=�I]è = ∑ YQè,é(�èff�éf − �èf �éff) − Rè,é(�èf �éf + �èff�éff)Z.óé=� ^  (2.1.26) 

I\} = ∑ Y«},ñ(:}f :åf + :}ff:åff) + �},ñ(:}ff:åf − :}f :åff)Z,#å=óy�I]} = −∑ Y«},ñ(:}ff:åf − :}f :åff) − �},ñ(:}f :åf + :}ff:åff)Z.#å=óy� ^       (2.1.27) 

Далее представим (2.1.24) и (2.1.25) в виде Ф\è = �è − Y�Бè + I\è(�éf , �éff)Z,Ф]è = �è − Y�Бè + I]è(�éf , �éff)Z.^ = 0,         (2.1.28) 
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Ф\} = �} − Y�Б} + I\}(:åf, :åff)Z,Ф]} = �} − Y�Б} + I]}(:åf, :åff)Z^ = 0.            (2.1.29) 

Из (2.1.28) можно заметить, что искомыми переменными явля-
ются �éf 	и	�éff, а из (2.1.29) ‒ :åf	и	:åff. Выбор состава уравнений из систем 
(2.1.28), (2.1.29) зависит от характера заданной исходной информации 
относительно узлов исследуемой электрической системы. 

Представим систему уравнений (2.1.28) в виде 

Ф(�, �, �éf , �éff) = �Ф\è(�, �éf , �éff),Ф]è(�, �éf , �éff),              (2.1.30) 

которая изображает Y(Z) -блочное нелинейное векторное уравнение 
установившегося режима электрической системы (Y-Z)  математиче-
ской модели.  

Аналогично представим систему уравнений (2.1.29) в виде 

Ф(�, �, :åf, :åff) = �Ф\}(�, :åf, :åff),Ф]}(�, :åf, :åff),                (2.1.31)  

которая изображает Z(Y)-блочное нелинейное векторное уравнение 
установившегося режима электрической системы (Y-Z ) математиче-
ской модели. 

Воспользовавшись понятиями векторов X, U, Д относительно 
(2.1.30) и (2.1.31), можно получить:  

ø = ùù
����� 	для	базисного	или	балансирующего	узла,�f�ff� 	для	стационарных	узлов	типа	�-	,:f:ff� 	для	нагрузочных	узлов	типа	�-	;

 (2.1.32) 

d = ù ���F��	для	базисного	или	балансирующего		узла	типа	d-c�;��� 	для	стационарных	узлов	типа	�-	.       (2.1.33) 

Что касается вектора возмущения Д, то он включает в себя задан-
ные активные и реактивные мощности нагрузочных узлов, как и в 
предыдущих случаях. 



40 
 

Использовав эти обозначения, векторные уравнения (2.1.30) 
(2.1.31) можно соответственно представить в виде 

 ω2�,�, Д) = 0,                                 (2.1.34) 

 �(�, �, Д) = 0.                                 (2.1.35) 

 Полученные уравнения (2.1.34), (2.1.35) называются нелиней-
ными векторными уравнениями состояния электрической системы в 
(Y-Z)-форме. 

 
2.2. Решение (Y-Z)-формы уравнений установившегося 

режима электрической системы 

Система векторных уравнений состояний электрической системы 
в (Y-Z)-форме была получена в виде (2.1.34) и (2.1.35). 

Векторные уравнения (2.1.30) или (2.1.34) состоят из совокупно-
сти нелинейных алгебраических уравнений активных и реактивных 
мощностей станционных узлов с индексом m (n), а векторное уравне-
ние (2.1.31) или (2.1.35) ‒ из совокупности нелинейных алгебраических 
уравнений активных и реактивных мощностей нагрузочных узлов с ин-
дексом k (l). 

В зависимости от задания исходной информации относительно 
станционных узлов структура векторного уравнения (2.1.30) соответ-
ственно изменяется. Например, если относительно всех независимых 
станционных узлов заданы активные и реактивные мощности, т. е. они 
являются узлами типа P-Q, то векторное уравнение (2.1.30) необхо-
димо представить как совокупность нелинейных алгебраических урав-
нений узловых активных и реактивных мощностей. 

В случае если независимые станционные узлы являются узлами 
типа Р-U, то векторное уравнение (2.1.30) можно представить состоя-
щим только из нелинейных алгебраических уравнений активных мощ-
ностей или из совокупности нелинейных алгебраических уравнений 
активных мощностей и напряжений. 

Рассмотрим случай, когда независимые станционные узлы явля-
ются узлами типа Р-Q. Тогда система векторных уравнений (2.1.30) и 
(2.1.31) будет состоять из совокупности нелинейных алгебраических 
уравнений активных и реактивных мощностей всех независимых уз-
лов. Из структуры векторных уравнений можно заметить, что они вза-
имосвязаны, т.е. переменные, которые входят в (2.1.30), входят и в 
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(2.1.31), и наоборот, тем не менее первоначально они рассматриваются 
как самостоятельные уравнения, а при организации итерационного 
процесса учитывается их взаимосвязанность. 

Сначала рассмотрим векторное уравнение (2.1.34). Разлагая его в 
ряд Тейлора, получим ω2�, ��Д�) = ω(��, ��Д�) + q
q�t�m ∆� + �¤,      (2.2.1)  

где ω¤	‒ слагаемые ряда Тейлора, состоящие из частных производных 
второго и высших порядков.  

Если пренебречь слагаемым �¤, то ряд Тейлора (2.2.1) примет 
вид �(�, ��Д�) = �(��, ��Д�) + q
q�t�m ∆�.              (2.2.2)  

 Из (2.2.2) можно установить следующее выражение для иско-
мого вектора ∆�: 

∆� = −sq
q�t�mu.� �(��, ��Д�) − �(�, ��Д�).       (2.2.3)  

Учитывая, что в точке решения имеем 

 �(��, ��Д�) = 0,                              (2.2.4)  

выражение ∆� принимает более упрощенный вид 

 ∆� = −sq
q�t�mu.� �(��, ��Д�).                  (2.2.5)  

Новое значение, т. е. значение искомого вектора X1 на первой ите-
рации можно определить после установления численного значения 
приращения вектора ∆��: 

 �� = �� + ∆��.                                (2.2.6)  

Из выражения (2.2.6) нетрудно заметить, что при наличии чис-
ленного значения 	�� можно определить и численное значение ∆��. 

Разумеется, для определения численного значения вектора X на 
k-й итерации можно написать следующее рекуррентное выражение: 

 �}y� = �} + ∆�} ,                                (2.2.7) 

которое при k = 0 превращается в (2.2.6). 
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Величина приращения ∆�} для k-й итерации определяется в виде 

 ∆�} = −sq
q�t��u.� �(�} , ��Д�).                  (2.2.8) 

При этом для определения численного значения искомого век-
тора X рекуррентного выражение принимает следующий окончатель-
ный вид: 

 ∆�}y� = �} − sq
q�t��u.� �(�} , ��Д�).             (2.2.9) 

Здесь также |ω |¬⁄  является квадратной матрицей Якоби, поря-
док которой характеризуется числом независимых станционных узлов. 
Если число независимых станционных узлов равняется Г, то порядок 
матрицы будет 2Г. Учитывая обозначения (2.1.32), рекуррентное выра-
жение (2.2.9) принимает вид:  

	ç�èf⋯�èg ê
иy� = ç�èf⋯�èg ê

и − �qФ~�q�ð� ⋮ qФ~�q�ð�⋯ ⋯ ⋯qФ��q�ð� ⋮ qФ��q�ð�
� ∙ çФ\è⋯Ф]èê.        (2.2.10) 

Частные производные, входящие в рекуррентное выражение 
(2.2.10), определяются с помощью нижеприведенных выражений: 

‒ при одинаковых индексах, т. е. когда m = n: 

ÉÊÊ
Ë
ÊÊÌ

qФ~�q��� = −Y:Б}f + ∑ �èé + UQè,è�èf + Rè,è�èffWгé=� Z,qФ~�q���� = −Y:Б}f + ∑ �èé + UQè,è�èff − Rè,è�èf Wгé=� Z,qФ��q��� = −Y−:Б}f + ∑ �èé + UQè,è�èff − Rè,è�èf Wгé=� Z,qФ��q��� = −Y:Б}f + ∑ �èé − UQè,è�èf + Rè,è�èffWгé=� Z,
		(2.2.11) 

где   �èé = Qè,é�éf − Rè,é�éff,�èé = Qè,é�éff + Rè,é�éf .                            (2.2.12) 

С другой стороны,  

�:Б}f = −∑ Qèé�� + ∑ (ôè}f :}f − ôè}ff :}ff),#}=óy�гé=�:Б}ff = −∑ Rèé�� + ∑ (ôè}f :}ff + ôè}ff :}f );#}=óy�гé=�       (2.2.13) 
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‒ при разных индексах, т. е. когда � ≠ �: 

ÉÊÊ
Ë
ÊÊÌ

qФ~�q�ð� = −(Qèé�èf + Rèé�èff),qФ~�q�ð�� = −(Qèé�èff − Rèé�èf ),qФ��q�ð� = −(Qèé�èf − Rèé�èf ),qФ��q�ð�� = −(−Qèé�èf − Rèé�èff).
							            (2.2.14) 

Нетрудно заметить, что  

	qФ~�q�ð� = − qФ��q�ð��  ; 
qФ~�q�ð�� = qФ��q�ð� .                    (2.2.15) 

Если внести обозначения  	�èé}f = :Б}f + ∑ �èéгé=�  ;	�èé}f = :Б}ff + ∑ �èé,óé=�      (2.2.16) 

то частные производные (2.2.11) принимают следующий вид: 

ÉÊÊ
Ë
ÊÊÌ
qФ~�q��� = −�èé}f − (Qèè�èf + Rèè�èff),qФ~�q���� = −�èé}f − (Qèè�èff − Rèè�èf ),qФ��q��� = �èé}f − (Qèè�èff − Rèè�èf ),qФ��q���� = −�èé}f + (Qèè�èf + Rèè�èff).

            (2.2.17) 

При этом выражения для определения активных и реактивных 

мощностей принимают следующий вид: 	�è = �èf �èé}f + �èff�èé}f  ; �è = �èf �èé}f − �èff�èé}f ,   (2.2.18) 

или 

��è = −sQèè�è + qФ~�q��� �èf + qФ~�q���� �èffu ,�è = sRèè�è − qФ��q��� �èf − qФ��q���� �èffu .         (2.2.19) 

Функции Ф\è и Ф]è имеют вид 

� Ф\è = �è − (�èf �èé}f + �èff�èé}f ),Ф]è = 	�è − (�èf �èé}f − �èff�èé}ff ),           (2.2.20) 
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или 

�Ф\è = �è − s−Qèè�è − qФ~�q��� �èf − qФ~�q���� �èffu ,Ф]è = �è − sRèè�è − qФ��q��� �èf − qФ��q���� �èffu .      (2.2.21) 

Теперь рассмотрим решение нелинейного векторного уравнения 
(2.1.35). Проводя аналогичные преобразования, можно написать сле-
дующее рекуррентное выражение, вытекающее из метода Ньютона ‒ 
Рафсона: 	�}y� = �} − sq�q�t��u.� �(�} , ��Д�),             (2.2.22) 

где 
q�q� ‒ квадратная матрица Якоби, порядок которой определяется чис-

лом нагрузочных узлов. 
Если число нагрузочных узлов равняется Н, то порядок получен-

ной матрицы Якоби будет 2Н. 
Учитывая вышеприведенное обозначение в (2.1.32), рекуррент-

ное выражение (2.2.22) примет более наглядный вид: 

	ç:}f⋯:}gê
иy� = ç:}f⋯:}gê

и − ���
�qФ~�qÕ�� ⋮ qФ~�qÕ��⋯ ⋯ ⋯qФ��qÕ�� ⋮ qФ��qÕ�� �		


 ∙ çФ\}⋯Ф]}ê.          (2.2.23) 

Можно отметить, что если в рекуррентном выражении (2.2.10) 
искомыми переменными являются составляющие узловых комплекс-
ных напряжений станции, то в рекуррентном выражении (2.2.23) иско-
мыми переменными являются составляющие узловых комплексных 
токов нагрузок, в чем и заключается особенность предложенного ме-
тода. Частные производные, входящие в рекуррентное выражение 
(2.2.23), определяются по нижеприведенным выражениям: 

‒ при одинаковых индексах, т. е. когда l = k: 

ÉÊÊ
Ë
ÊÊÌ

qФ~�qÕ�� = −T�Б}f + ∑ Д}å + («}}:}f + �}}:}ff)#å=гy� [,
qФ~�qÕ��� = −T�Б}ff + ∑ �}å + («}}:}ff − �}}:}f )#å=гy� [,
qФ��qÕ�� = −T�Б}ff + ∑ �}å − («}}:}ff − �}}:}f )#å=гy� [,

qФ��qÕ�� = −T−�Б}f − ∑ Д}ñ + («}}:}f + �}}:}ff)#å=гy� [,
			    (2.2.24) 
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где  Д}å = («}å:åf − �}å:åff),�}å − («}å:åff + �}å:åf).                           (2.2.25) 

С другой стороны, 

 �Б}f = (1 − ∑ ì}éfгé=� )�� + ∑ (ì}éf �éf − ì}éff �éff),гé=��Б}ff = −∑ ì}éffгé=� �� + ∑ (ì}éf �éff + ì}éf �éf );гé=� 					(2.2.26) 

‒ при разных индексах, т. е. когда � ≠ �: 

ÉÊÊ
Ë
ÊÊÌ

qФ��qÕ�� = −(«}å:}f + �}å:}ff),qФ~�qÕ��� = −(«}å:}ff − �}å:}f ),qФ��qÕ�� = −(−«}}:}ff + �}}:}f ),qФ��qÕ�� = −(«}å:}f + �}å:}ff).
                      (2.2.27) 

Из приведенных выражений нетрудно заметить, что 

 
qФ~�qÕ�� = qФ��qÕ�� ; 

qФ~�qÕ��� = − qФ��qÕ�� .                     (2.2.28) 

Введем следующие обозначения: 

 Д}åéf = �Б}f + ∑ Д}�#å=гy�  ; �}åéf = �Б}ff + ∑ �}å#å=гy� .   (2.2.29) 

Тогда частные производные (2.2.14) будут иметь вид 

ÉÊÊ
Ë
ÊÊÌ
qФ~�qÕ�� = −Д}åéf − («}}:}f + �}}:}ff),qФ~�qÕ��� = −�}åéf − («}}:}ff − �}}:}f ),qФ��qÕ�� = −�}åéf + («}}:}ff − �}}:}f ),qФ��qÕ��� = Д}ñéf − («}}:}f + �}}:}ff).

                  (2.2.30) 

В этих обозначениях узловые активные Рk и реактивные Qk мощ-

ности можно представить в виде 

 �} = :}fД}åéf + :}ff�}åéf  ; �} = :}f�}åéf − :}ffД}åéf ,       (2.2.31) 
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или  

��} = Ô−«}}:} + qФ~�qÕ�� :}f − qФ~�qÕ��� :}ff×�} = Ô−�}}:} − qФ��qÕ�� :}f − qФ��qÕ��� :}ff×                (2.2.32) 

Неявные функции	Ф\}, Ф]} имеют вид  

�Ф\} = �} − (:}fД}åéf + :}ff�}åéf ),Ф]} = �} − (:}f�}åéf − :}ffД}åéf ),                  (2.2.33) 

или 

�Ф\} = �} − Ô−«}}:} − qФ~�qÕ�� :}f − qФ~�qÕ��� :}ff× ,Ф]} = �} − Ô−�}}:} − qФ��qÕ�� :}f − qФ��qÕ��� :}ff× .         (2.2.34) 

Рекуррентные выражения (2.2.10), (2.2.23) показывают, что в 
каждой итерации вместо обращения матрицы порядка 2М обращаются 
две матрицы более низших порядков, сумма порядков которых состав-
ляет 2М. Это говорит о высокой эффективности предложенного ме-
тода и вычислительного алгоритма расчета установившихся режимов 
электрических систем. 

Необходимо отметить, что можно и дальше улучшать вычисли-
тельный алгоритм, если процесс обращения матрицы заменить реше-
нием систем линейных алгебраических уравнений. 

Представим рекуррентное выражение (2.2.10) в следующем виде: 

	ç�èf⋯�èg ê
иy� = ç�èf⋯�èg ê

и − ç∆�èf⋯∆�èg ê
и,                     (2.2.35) 

где 

	ç∆�èf⋯∆�èg ê
и = �qФ~�q�ð� ⋮ qФ~�q�ð�⋯ ⋯ ⋯qФ��q�ð� ⋮ qФ��q�ð�

�
.�

∙ çФ\è⋯Ф]èê.           (2.2.36) 

Представим матричное уравнение (2.2.36) в следующем виде: 

 �qФ~�q�ð� ⋮ qФ~�q�ð�⋯ ⋯ ⋯qФ��q�ð� ⋮ qФ��q�ð�
� ∙ ç∆�èf⋯∆�èg ê = çФ\è⋯Ф]èê.             (2.2.37) 
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Нетрудно заметить, что полученное матричное уравнение 
(2.2.37) является линейным алгебраическим уравнением. Для опреде-
ления ∆�èf , ∆�èff  можно (2.2.37) решить, предположим, методом отно-
сительного исключения Гаусса. 

Аналогичным образом рекуррентное выражение (2.2.23) также 
можно представить с помощью следующего упрощенного выражения: 

	ç:}f⋯:}gê
иy� = ç:}f⋯:}gê

и − ç∆:}f⋯∆:}gê
и,                        (2.2.38) 

где  

	ç∆:}f⋯∆:}gê
и = ���

�qФ~�qÕ�� ⋮ qФ~�qÕ��⋯ ⋯ ⋯qФ��qÕ�� ⋮ qФ��qÕ�� �	
	

.�

∙ çФ\}⋯Ф]}ê.              (2.2.39) 

Представим (2.2.39) в следующем виде: 

	���
�qФ~�qÕ�� ⋮ qФ~�qÕ��⋯ ⋯ ⋯qФ��qÕ�� ⋮ qФ��qÕ�� �	

	
 ∙ ç∆:}f⋯∆:}gê = çФ\}⋯Ф]}ê.               (2.2.40) 

При этом можно заметить, что полученное матричное уравнение 
(2.2.40) является линейным алгебраическим уравнением относительно 
неизвестных ∆:}f , ∆:}ff. Решив также данное линейное алгебраическое 
уравнение методом оптимального исключения Гаусса, можно опреде-
лить ∆:}f , ∆:}ff. 

Таким образом, для проведения одной итерации необходимо ре-
шить системы линейных алгебраических уравнений, сумма порядков 
некоторых, как уже было отмечено, характеризуется удвоенным чис-
лом узлов рассматриваемой электрической системы. 

Для построения итерационного процесса решения систем урав-
нений (2.2.28) и (2.1.29) используются рекуррентные выражения 
(2.2.10) и (2.2.23). 

Принимая узловые комплексные напряжения равными напряже-
нию базисного узла U��� = ��W, для узлов типа P-Q. можно определить 
численные значения составляющих токов :}(å)f , :}(å)ff : 
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�:}2å)f = `�(�)�m ,:}(å)ff = a�(�)�m .	                                    (2.2.41) 

На основании численных значений составляющих токов, пользу-
ясь системой уравнений (2.2.13), можно установить численные значе-
ния :Бкf , :Бкff  соответственно, которые входят в частные производные 
(2.2.11). 

Нетрудно заметить, что в результате можно установить числен-
ные значения частных производных (2.2.11) и (2.2.14), входящих в мат-
рицу Якоби рекуррентного матричного выражения (2.2.10). Проделав 
одну итерацию, можно определить численные значения соответствую-
щих напряжений �è(é)f  и �è(é)ff . Используя полученные значения 

напряжений, из первой итерации рекуррентного выражения (2.2.23) с 
помощью системы уравнений (2.2.26) можно установить численное 
значения �Бкf  и �Бкff , которые входят в частные производные (2.2.24). 

Можно заметить, что устанавливая численные значения частных 
производных (2.2.24), а также (2.2.27), которые входят в матрицу 
Якоби рекуррентного матричного выражения (2.2.23), и проделав одну 
итерацию, можно установить новые численные значения соответству-
ющих токов :}(å)f  и :}(å)ff . В результате проведен один полный цикл ите-

рации, при котором установлены численные значения составляющих 
токов и напряжений узлов электрической системы. Пользуясь новыми 
численными значениями токов :}(å)f  и :}(å)ff , заново можно определить 

численные значения :Бкf , :Бкff . Пользуясь соответствующей системой 
уравнений (2.2.13), на основе также численных значений составляю-
щих напряжений �è(é)f  и �è(é)ff  можно вычислить значения частных 

производных (2.2.11) и (2.2.14), входящих в (2.2.10). Результаты дан-
ных итераций используются затем для организации итерационного 
процесса на основании рекуррентного выражения (2.2.23). Итерацион-
ный процесс считается завершенным, если обеспечиваются условия: Ф\è = �è − Y�Бè + I\è(�éf , �éff)Z ≤ ∆�è,Ф]è = �è − Y�Бè + I]è(�éf , �éff)Z ≤ ∆�è.^        (2.2.42) 
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Ф\} = �} − Y�Б} + I\}(:åf, :åff)Z ≤ ∆�} ,Ф]} = �} − Y�Б} + I]}(:åf, :åff)Z ≤ ∆�} ,^           (2.2.43) 

где ∆�è, ∆�è, ∆�} , ∆�} ‒ заданные положительные величины, харак-
теризующие требуемую точность расчетов. 

Для иллюстрации данного метода рассмотрим электрическую си-
стему, состоящую из четырех узлов (см. рис. 1.2). 

Рекуррентные выражения (2.2.10) и (2.2.23) для исследуемой 
электрической системы принимают следующий вид: 

���
���
���f⋯� f⋯��g⋯� g�	

			
	

}y�

=
���
���
���f⋯� f⋯��g⋯� g�	

			
	

}

−
���
���
��qФ~�q��� qФ~�q���qФ~�q��� qФ~�q���

⋮ qФ~�q��� qФ~�q���qФ~�q��� qФ~�q���⋯ ⋯ ⋯qФ��q��� qФ��q���qФ��q��� qФ��q���
⋮ qФ��q��� qФ��q���qФ��q��� qФ��q��� �	

			
		

.�

∙
���
���
�Ф\�⋯Ф\ ⋯Ф]�⋯Ф] �		

			


 . (2.2.44) 

	ç:}f⋯:}gê
}y� = 	ç:}f⋯:}gê

} − ���
�qФ~�qÕ�� ⋮ qФ~�qÕ��⋯ ⋯ ⋯qФ��qÕ�� ⋮ qФ��qÕ�� �	

	

.�

∙ çФ\!⋯Ф]!ê.        (2.2.45) 

Исходная информация относительно узлов приведена в табл. 1.1. 
Как видно из таблицы, для всех независимых узлов заданы актив-

ные и реактивные мощности. 
Однако перед итерационным процессом необходимо предвари-

тельно задать также значения узловых комплексных напряжений: 

U1
′ = 220 кВ;  U2

′ = 220 кВ;  U3
′ = 220 кВ; 

U1
″ = 0, U2

″ = 0, U3
″ = 0. 

Ввиду сложности организации итерационного процесса приве-
дем процесс численного решения задачи. При этом (2.2.44) принимает 
вид 

���
���f� f��ff� ff�	

	

�
= ã22022000 æ� − �	−7,4175	 5,0521 	−15,9945 	11,6426	5,0521 	−7,8827 	11,6426 	−16,1212−16,6910	 11,6426	 6,2252 −5,052111,6426 	−16,8238	 −5,0521	 6,3134�

.�
∙ �29,991729,812918,484446,6698�.  
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После обращения матрицы Якоби получим 

���
���f� f��ff� ff�	

	

�
= ã22022000 æ� − �−0,0299 −0,0176 −0,1015 −0,0709−0,0176 −0,0296 −0,0708 −0,0998−0,1155	 −0,0840	 0,0564	 			0,0437−0,0842 	−0,1137 	0,0435			 	0,0581 � ∙ �

29,991729,812918,484446,6698�. 
Откуда находим  

���
���f� f��ff� ff�	

	

�
= ã22022000 æ� − �−3,531471−4,089204−4,715733−4,36396 �

�
∙ �223,531471224,0892044,7157334,363960 �

�
. 

Затем переходим к рекуррентному выражению (2.2.45). Опреде-
ляя первоначальные токи на основании (2.2.41), получим следующие 
численные значения: I3

′ = ‒1,962182, I3″ = 0,981091.  
Устанавливая численные значения матрицы Якоби (2.2.45), полу-

чим: 

�:!f:!ff�� = h−1,962162	0,981091�� − �−205,969451 28,781940	12,515823 201,750091�.� ∙ h−23,138911−33,161702�. 
Обращая матрицу Якоби второго порядка, получим: 

�:!f:!ff�� = h−1,962162	0,981091 �� − h−0,004897 0,000698−0,000304 0,004999� ∙ h−23,138911−33,161702�, 
откуда 

�:!f:!ff�� = h−1,962162	0,981091�� − � 	0,105555−0,161310� ∙ h−2,0677371,142401�. 
Завершая полный цикл первой итерации, переходим ко второй 

итерации: 

���
���f� f��ff� ff�	

	

 
= �223,5315224,0892	4,71574,3640 �

�
− � −7,3414 4,8836 −16,3503 11,95924,9150 −7,8599 11,9592 −16,3100−17,1528 11,9378 5,8203 −4,8833611,9592 −17,4189 −4,9150 5,9510 �

.�
× 

× � −6,9015−9,2602−12,5814−14,8437�. 
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После обращения данной матрицы Якоби четвертого порядка по-
лучим 

���
���f� f��ff� ff�	

	

 
= �223,5315224,0892	4,7157	4,3640 �

�
− �−0,0261 −0,0162 −0,1004 −0,0707−0,0159 −0,0264 		0,0683 	−0,0978−0,1070 −0,0636 		0,0548 					0,0417−0,0811 −0,1119 		0,0419					 0,0571� × 

× �−	6,9015−	9,2602−12,5814−14,8437�. 
Умножая квадратную матрицу четвертого порядка на столбце-

вую матрицу, получим: 

���
���f� f��ff� ff�	

	

 
= �223,5315224,0892	4,7157	4,3640 �

�
− �2,6436372,6668660,0167160,220244� = �220,887873221,422344	4,6989844,143756 �. 

Переходим к рекуррентному выражению (2.2.45): 

�:!f:!ff�� = h−2,067737	1,142401 �� − �−205,863880 	31,614595−	11,283776 202,589840�.� ∙ �1,6135531,926317�. 
Получим  

�:!f:!ff�� = h−2,067737	1,142401 �� − h−0,004899 0,000764−0,000273 0,004978� ∙ �0,6135581,926317�, 
�:!f:!ff�� = h−2,067737	1,142401 �� − �0,0027520,005489� = �−2,065985	1,147899 �. 

Завершая полный цикл итерации, переходим к третьей: 

���
���f� f��ff� ff�	

	

�
= �220,887873221,422344	4,698984	4,143756 �

 
− �−7,1233 		4,5978 				−16,1498 11,78954,7270 					−7,6583 	11,7853 −16,1700−17,0901 11,6479 	5,3503 			−4,753511,6272 	−17,2471	 −4,6380 			5,1309 �

.�
× 

× �0,04360,08800,03580,0475�. 
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Обращая матрицу Якоби, получим: 

���
���f� f��ff� ff�	

	

�
= �220,887873221,422344	4,6989844,143756�

 
− �−0,0158 −0,0098 −0,0904 −0,0506−0,0108 −0,0204 −0,0595 −0,0862−0,0984 	−0,0424	 0,0475	 0,0287−0,0781 −0,0919	 	0,0365 	0,0482 � × 

× �0,04360,08800,03580,0475�. 
Затем 

���
���f� f��ff� ff�	

	

�
= �220,887873221,422344	4,6989844,143756 � − �−0,007178−0,004422−0,006279−0,007894� = �220,895051221,426766	4,7052634,151609 �. 

Теперь необходимо перейти к рекуррентному выражению 
(2.2.45): 

�:!f:!ff�� = �−2,065985	1,147889 � − �−205,933400 	31,462122−	11,107576 202,878600�.� ∙ � 	0,007510−0,002189�. 
Затем �:!f:!g�! = �−2,065985	1,147889 � − h−0,004896 0,000763−0,000268 0,004979� ∙ � 	0,007510−0,002189�. 
Производя умножение квадратной матрицы второго порядка на 

столбец матрицы, получим: 

�:!f:!g�! = �−2,065985	1,147889 � − �−0,000053−0,000013� = �−2,065932	1,147902 �. 
Этим завершается полный цикл третьей итерации. Переходим к 

четвертой, при которой устанавливаются численные значения элемен-
тов матрицы Якоби выражения (2.2.44): 

���
���f� f��g� g�	

	

Ç
= �220,8951221,4268	4,7053	4,1516 �

!
− � 	−7,0975 	4,2169 −16,0779 11,4551	4,4879 −7,5372 	11,6954 −16,0805−16,9845	11,4877 	11,3081−17,0356 5,1901 	−4,5432−4,4805 	5,5401 �

.�
× 

× �0,01080,03190,00740,0051�. 
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Обращая матрицу Якоби, получим: 

���
���f� f��g� g�	

	

Ç
= �220,8951221,4268	4,7053	4,1516�

!
− � 	−7,0975 	4,2169 −16,0779 11,4551	4,4879 −7,5372 	11,6954 −16,0805−16,9845	11,4877 	11,3081−17,0356 5,1901 	−4,5432−4,4805 	5,5401 � × 

× �0,01080,03190,00740,0051�. 
Обращая матрицу Якоби, получим: 

���
���f� f��g� g�	

	

Ç
= �220,8951221,4268	4,7053	4,1516 �

!
− �−0,0096 −0,0052 −0,0418 −0,0236−0,0082 −0,0079 −0,0197 −0,0359−0,0497	−0,0490 −0,0173−0,0518 	0,0115		 	0,0071	0,0174		 	0,0091� = 

= �0,01080,03190,00740,0051�. 
После умножения этих матриц получим 

���
���f� f��g� g�	

	

Ç
= �220,8951221,4268	4,70534,1516 �

!
− �−0,000701−0,000670−0,000460−0,002005� = �220,895801221,427470	4,7057604,153605 �. 

Переходим к четвертой итерации рекуррентного выражения 
(2.2.45). 

�:!f:!g�Ç=�−2,065932	1,147902 �! − �−205,974610 	31,671290−	11,175310 202,993100�.�·� 	0,005980−0,001379�. 
Затем 

�:!f:!g�Ç = �−2,065932	1,147902 �! − h−0,000030−0,000008� = �−2,065902	1,147910 � . 
Таким образом завершается итерационный процесс. Полученные 

значения искомых режимных параметров представим в виде табл. 2.1. 
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Таблица 2.1 
Искомые режимные параметры 

Узел �� = �f + 8�′′ :� = :f + 8:′′ 
ЭС-1 
ЭС-2 
ЭН-3 

220,8958 + 4,7058 
221,4275 + 4,1536 

‒ 

‒ 
‒ 

‒ 2,065902 + 1,147910 
 
Чтобы установить точность решения задачи, необходимо опреде-

лить численные значения небалансов мощностей узлов Ф\�, Ф\ , Ф]�, Ф] , а также Ф\! и Ф]! для режимных параметров, полученных на по-
следней четвертой итерации. 

Численные значения указанных небалансов приводятся в табл. 
2.2 и 2.3. 

  Таблица 2.2 
Процесс уменьшения небалансов режимных параметров исследуемой 

электрической системы 

Номер 
итерации 

Для рекуррентного выражения (2.2.44) Ф\� Ф\  Ф]� Ф]  
1 29,9917 29,8129 48,4844 46,6698 

2 ‒ 6,9015 ‒ 9,2602 ‒ 12,5814 ‒14,8437 

3 0,0436 0,0880 0,0358 0,0475 

4 0,0108 0,0319 0,0074 0,0051 

5 0,0025 0,0045 0,0018 0,0013 
 

Таблица 2.3 
Процесс уменьшения небалансов режимных параметров исследуемой 

электрической системы 

Номер 
итерации 

Для рекуррентного выражения (2.2.45) Ф\! Ф]! 
1 -2,138911 ‒ 33,161702 

2 1,613553 1,926317 

3 0,007510 ‒ 0,002188 

4 0,005980 ‒ 0,001379 

5 0,000934 ‒ 0,000854 
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Как видно из табл. 2.2, 2.3, сходимость по рекуррентному выра-
жению (2.2.45) обеспечивается лучше, чем по выражению (2.2.44). Это 
объясняется тем, что лучшая сходимость связана с использованием Z-
матрицы. Отметим, что использование Z-матрицы улучшает также 
сходимость Y-подуровня системы (2.1.28). 

Другим важным моментом является вопрос изменения числен-
ных значений элементов Якоби рекуррентных выражений (2.2.44) и 
(2.2.45). 

Таким же образом, если в рекуррентном выражении (2.2.45) чис-
ленные значения элементов как исходной, так и обращенной матриц 
Якоби, начиная со второй итерации, остаются неизменными, то это 
нельзя сказать относительно элементов матриц Якоби для рекуррент-
ного выражения (2.2.44). Это обстоятельство позволяет в рекуррент-
ном выражении (2.2.45) обращенную матрицу Якоби, начиная со вто-
рой итерации, считать неизменной, что приводит к уменьшению объ-
ёма вычислительных работ. 

После проведения четырех итераций по рекуррентному выраже-
нию (2.2.44) для системы уравнений типа (2.1.30) обеспечиваются точ-
ность в среднем ∆�è ∆�è⁄ = 0,0022 0,0024⁄  МВт/МВар, а по рекур-
рентному выражению (2.2.45) для системы уравнений типа (2.1.31) ∆�к ∆�к⁄ = 0,0009 0,0008⁄  МВт/МВар. 

Аналогичное явление имеет место для электрических систем бо-
лее сложной структуры со многими узловыми точками. Численные 
значения режимных параметров получаются такими, как в табл. 1.3. 

 
2.3. Решение (Y ‒ Z)-формы уравнений для станционных  

узлов типа P ‒ U 

В предыдущем разделе рассматривалось решение (Y – Z)-формы 
уравнений установившегося режима электрической системы для слу-
чая, когда станционные узлы являются узлами типа P – Q, т. е. когда 
для станционных узлов заданы активные и реактивные мощности и 
необходимо определить модуль и аргумент узловых напряжений. 

При этом из системы уравнений (2.1.30) можно исключить урав-
нения реактивных мощностей, а система уравнений (2.1.31) остается 
без изменений. Для этого необходимо пользоваться соотношением 

 �è = (�èf ) + (�èff) ,																																			(2.3.1) 

составленным для станционных узлов. 
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Таким образом, система уравнений, позволяющая решить постав-
ленную задачу, имеет вид: Ф\è = �è − Y�Бè + I\è2�éf , �éff), Z                 (2.3.2) 

 	Ф\} = �} − Y�Бк + I\}(:åf, :åff)Z,Ф]} = �} − Y�Бк + I]}(:åf, :åff)Z.^                   (2.3.3) 

разумеется, с учетом (2.3.1). 
Рекуррентное выражение (2.2.10) для этого случая упрощается и 

принимает следующий вид: 	T�èf [иy� = T�èf [и − hqФ~�q�ð� �.� ∙ YФ\èZ.              (2.3.4) 

При этом необходимо воспользоваться выражением (2.3.1) 
Более подробно рекуррентное выражение (2.3.4) можно предста-

вить в виде 

	���
f� f⋮�гf�

Иy�
= ���

f� f⋮�гf�
И
−
��
��
��qФ~�q��� qФ~�q��� qФ~�q�г�qФ~�q��� qФ~�q��� qФ~�q�г�⋮ ⋮ ⋮qФ~гq��� qФ~гq��� qФ~гq�г� �	

		
	

.�

∙ ���
�Ф\�Ф\ ⋮Ф\г�	

	
.         (2.3.5) 

Однако можно непосредственно рассмотреть совместное реше-
ние следующей системы нелинейных алгебраических уравнений: 

�Ф\è = �è − Y�Бк + I\è(�éf , �éff)Z = 0,ФFè = �è − (�èf ) − (�èff) = 0,                 (2.3.6) 

�Ф\} = �} − Y�Бк + I\}(:åf, :åff)Z,Ф]} = �} − Y�Бк + I]}(:åf, :åff)Z. 
Рекуррентное выражение, вытекающее из метода Ньютона – 

Рафсона, относительно системы уравнений (2.3.6) принимает следую-
щий вид: 

��èf�èg �Иy� = ��èf�èg �И − ���
��|Ф\è|�éf |Ф\è|�ég|ФFè|�éf |ФFè|�ég �		

	
.� ∙ �Ф\èФFè�, 
что в развернутой форме представлено в виде (2.3.7). 
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Частные производные |Ф\è/	|�éf , |Ф\è/	|�éff определяются 
теми же выражениями (2.2.11) для одинаковых индексов (т. е. когда         
n = m) и (2.2.14) для различных индексов (т. е. когда n	≠	m). 

Частные производные |ФFè/	|�éf , |ФFè/	|�éff определяются 
непосредственно из второго уравнения системы (2.3.6): 

��
��
��
����

f� f…�Гf��ff� ff…�Гff�	
		
		
	

}y�

=
��
��
��
����

f� f…�Гf��ff� ff…�Гff�	
		
		
	

}

−

��
��
��
��
��
��
��
��|Ф\�|��f |Ф\�|� f ⋯ |Ф\�|�Гf|Ф\ |��f |Ф\ |� f ⋯ |Ф\ |�Гf⋮ ⋮ ⋮ ⋮|Ф\Г|��f |Ф\Г|� f ⋯ |Ф\Г|�Гf

	
|Ф\�|��ff |Ф\�|� ff ⋯ |Ф\�|�Гf|Ф\ |��ff |Ф\ |� ff ⋯ |Ф\ |�Гff⋮ ⋮ ⋮ ⋮|Ф\Г|��ff |Ф\Г|� ff ⋯ |Ф\Г|�Гff|ФF�|��f |ФF�|� f ⋯ |ФF�|�Гf|ФF |��f |ФF |� f ⋯ |ФF |�Гf⋮ ⋮ ⋮ ⋮|ФFГ|��f |ФFГ|� f ⋯ |ФFГ|�Гf
	
|ФF�|��ff |ФF�|� ff ⋯ |ФF�|�Гff|ФF |��ff |ФF |� ff ⋯ |ФF |�Гff⋮ ⋮ ⋮ ⋮|ФFГ|��ff |ФFГ|� ff ⋯ |ФFГ|�Гff �	

		
		
		
		
		
		
	


.
���
���
���
Ф\�Ф\ …Ф\ГФF�ФF …ФFГ�	

			
			


. 

qФG�q��� = −2�èf ,	                                        (2.3.7) 

qФG�q���� = −2�èff , 
qФG�q�ð� = 0,	                                            (2.3.8) 

qФG�q�ð�� = 0. 

Рекуррентное выражение относительно системы уравнений 
(2.3.3) представляется полученным выше выражением (2.2.10). 

Разумеется, частные производные, входящие в матрицу Якоби 
(2.2.10), определяются теми же выражениями, которые приведены в 
виде (2.2.24) и (2.2.27). 

Имея аналитические выражения частных производных, входя-
щих в состав (2.3.7) и (2.2.10), можно перейти к организации итераци-
онного процесса решения соответствующих систем нелинейных алгеб-
раических уравнений установившегося режима электрической си-
стемы. 
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Принимая узловые комплексные напряжения равными напряже-
нию базисного узла (�Б = ��), с помощью следующих выражений 
можно определить для узлов типа P ‒ Q численные значения соответ-
ствующих токов :}2å3f , 	:}(å)ff : 

:}(å)f = `�(�)�m 	, :}(å)ff = a�(�)�m . 

Имея численные значения соответствующих токов, на основе вы-
шеприведенных выражений (2.2.13) устанавливаются численные зна-
чения величин :Б}f 	и :Б}ff , входящих в выражения искомых частных про-
изводных (2.2.11). Затем устанавливаются численные значения част-
ных производных (2.2.14), (2.3.8). В результате устанавливаются зна-
чения всех частных производных, входящих в матрицу Якоби рекур-
рентного выражения (2.3.7). 

Выполняя одну итерацию, можно определить численные значе-
ния узловых комплексных напряжений �è(é)f 	и	�è(é)ff  станционных уз-

лов типа P ‒ Q. Используя численные значения соответствующих напря-
жений, из первой итерации рекуррентного выражения (2.3.7) с помощью 
выражения (2.2.26) можно установить численные значения �Б}f 	и �Б}ff , 
входящих в выражения искомых частных производных (2.2.24). Уста-
навливая численные значения частных производных (2.2.24) и (2.2.27), 
входящих в матрицу Якоби рекуррентного выражения (2.2.23), можно 
произвести итерацию и определить новые значения соответствующих 
комплексных напряжений :}(å)f , :}(å)ff  для узлов типа P ‒ Q. 

Таким образом, организовывается полный цикл первой итерации 
и устанавливаются численные значения составляющих комплексных 
напряжений для узлов типа P – U и численные значения составляющих 
комплексных токов для узлов типа P – Q. 

Аналогичным образом организуются последующие итерации, ко-
торые считаются завершенными, если обеспечиваются условиями: 

�Ф\è = �è − Y�Бè + I\è(�éf , �éff)Z ≤ ∆�è,ФFè = �è − TIFè(�éf , �éff)[ ≤ ∆�è,											 		         (2.3.9) 
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� Ф\} = �} − Y�Бк + I\}2:ñf , :ñff)Z ≤ ∆�},Ф]} = �} − Y�Бк + I]}(:ñf , :ñff)Z ≤ ∆�}, 										(2.3.10) 

где ∆�è, ∆�è, ∆�}, ∆�} ‒ заданные положительные величины, характе-
ризующие требуемую точность расчетов. 

Для иллюстрации данного метода рассмотрим электрическую си-
стему, приведенную на следующем рисунке. 

 

 

Схема замещения системы 
 

Исследуемая электрическая система состоит из четырех узловых 
точек, из которых один станционный узел с нулевым индексом выбран 
в качестве базисного (балансирующего). В результате система будет 
состоять из трех независимых узлов.  

Рекуррентные выражения (2.3.7) и (2.2.45) применительно к ре-
шению систем нелинейных алгебраических уравнений установивше-
гося режима электрической системы, приведенной на рисунке, прини-
мают вид: 
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���
���f��ff� f� ff�	

	

}y�

= ���
���f��ff� f� ff�	

	

}
−
���
���
��qФ~�q��� 	qФ~�q���� qФ~�q��� qФ~�q����qФ~�q��� 	qФ~�q���� qФ~�q��� qФ~�q����qФG�q��� 	qФG�q���� qФG�q��� qФG�q����qФGq��� 	qФG�q���� qФG�q��� qФG�q����	 �		

			
	

.�

∙ ���
�Ф\�Ф\ ФF�ФF �	

	
 ,	    (2.3.11)       

или 

���
���f��ff� f� ff�	

	

}y�

= ���
���f��ff� f� ff�	

	

}
−
���
���
�qФ~�q��� 	qФ~�q���� qФ~�q��� qФ~�q����qФ~�q��� 	qФ~�q���� qФ~�q��� qФ~�q����−2��f − 2��ff	 0	 00	0	 −2� f −2� ff	 �		

			

.�

∙ ���
�Ф\�Ф\ ФF�ФF �	

	
       (2.3.12) 

и 

�:!f:!ff�}y� = �:!f:!ff�} − ãqФ~�qÕ�� qФ~�qÕ���qФ��qÕ�� qФ��qÕ��� æ
.� ∙ �Ф\!Ф]!�. 

Имея формы рекуррентных выражений, можно перейти к органи-
зации итерационного процесса с целью численного решения постав-
ленной задачи. 

Однако перед началом итерационного процесса необходимо за-
дать предварительные значения искомых переменных, которые посте-
пенно уточняются с помощью рекуррентных выражений, с целью ис-
следования вопроса влияния первоначальных значений искомых пере-
менных на сходимость итерационного процесса. 

В первом случае предполагаем, что действительные значения со-
ставляющих комплексных напряжений станционных узлов равны их 
заданным значениям модулей, а составляющие при мнимых частях – 
нулю, т. е. ��f 	= 220,9 кВ; � f  = 221,4 кВ;	��f 	= � ff	= 0. Затем действи-
тельную составляющую комплексного напряжения нагрузочного узла 
принимаем равной напряжению базисного узла, т. е. �!f 	= ��, а состав-
ляющую при мнимой части ‒ равной нулю, т. е. �!f 	= 0. 

Имея первоначальные значения искомых режимных параметров, 
нетрудно с помощью вышеприведенных выражений (2.2.11), (2.2.14) и 
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(2.3.8) определить численные значения частных производных, входя-
щих в матрицу Якоби рекуррентного выражения (2.3.7). Определяя 
также численные значения небалансов (2.3.6), получим: 

���
���f��ff� f� ff�	

	

�
= �220,9	0,0222,4	0,0 �

�
− � −7,4410 −16,0685						5,0728 11,6902			5,0842 			11,7167					−7,9524 −16,1687−441,800	 0,0000							0,0000					 0,00000,0000				 	0,0000			−442,8000 	0,0000 �

.�
∙ �30,552023,3196	0,0000	0,0000 �. 

Обращая квадратную матрицу Якоби, получим: 

���
���f��ff� f� ff�	

	

�
= �220,9	0,0221,4	0,0 �

�
− � 			0,0000	 	0,0000					−0,0023 0,0000−0,1316 −0,0952					0,0011 0,0002					0,0000 		0,0000					0,0000 −0,0023−0,954 −0,1308						0,0000 	0,0013 �

.�
∙ �30,552023,3196	0,0000	0,0000 �. 

Так как вместо нулевых элементов получены весьма маленькие 
числа, то они тоже принимаются за нули. 

После умножения квадратной матрицы на столбцевую получим 

���
���f��ff� f� ff�	

	

�
= �220,9	0,0221,4	0,0 �

�
− � 	0,000000−6,240693	0,000000−5,964524�

�
= �220,900000−	6,240693221,400000	5,964524 �

�
. 

Затем переходим к рекуррентному выражению (2.2.45). Вычис-
ляя первоначальные значения составляющих токов нагрузочного узла, 
на основании формул (2.2.41) получим: :!f = −1,962182, 			:!ff = 0,981091. 

Устанавливая численные значения частных производных, входя-
щих в матрицу Якоби рекуррентного выражения (2.2.45), получим: 

�:!f:!ff�� = h−1,962182	0,981091 �� −	�−206,808220 −11,325056	29,420319 	205,166130�.� ∙ 	 h−19,766990−33,793020�, 
или  

�:!f:!ff�� = h−1,962182	0,981091 �� −	h−0,004873 −0,000269	0,000698 	0,004972 � ∙ 	 h−19,766990−33,793020�. 
В результате получим следующие численные значения: 

�:!f:!ff�� = h−1,962182	0,981091 �� −	�	0,1054130−0,179775� = 	 �−2,067595	1,160866 �. 
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После завершения полного цикла первой итерации полученные 
численные значения искомых режимных параметров используем в по-
следующей второй итерации. 

На второй итерации имеем 

���
���f��ff� f� ff�	

	

 
=	�220,9000	6,2407221,4000	5,9645 �

�
− � −7,1549 −16,2575 4,7425	4,6969 11,8537 −7,6664	−441,8000 −12,4814 	0,0000 						11,833616,3418	0,0000					0,0000 							0,0000 		442,8000		 − 11,9291�

.�
× 

× �−6,4857−9,6871	0,0032	0,0036 �. 
Обращая данную квадратную матрицу четвертого порядка, полу-

чим: 

���
���f��ff� f� ff�	

	

 
=	 �220,9000	6,2407221,400	5,9645 �

�
− �		0,0037 			0,0027 −0,0023		0,1324 			−0,0961 	0,0011		0,0026 			0,0036 	−0,0000			

	0,0000	0,0003	−0,0023−0,0962 −0,1318								0,0002 	0,0013 �
.�

× 

× �−6,4857−9,6871−0,0033−0,0035�. 
Откуда находим  

���
���f��ff� f� ff�	

	

 
=	 �200,9000	6,2407221,400	5,9645 �

�
− �−0,050546	1,789361−0,051175	1,900189 � = �220,950546	4,451332221,451175	4,064335 �. 

Затем переходим к рекуррентному выражению (2.2.45) 

�:!f:!ff� = �−2,067595	1,160866 �� −	�−206,080550 −11,306347	30,077626 	202,321720�.� ∙ 	 h1,4141101,806020�. 
Обращая данную матрицу, получим:  

�:!f:!ff� = �−2,067595	1,160866 �� −	h−0,004899 0,0002734			0,000727 0,004988 � ∙ 	 h1,4141101,806020�, 
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�:!f:!ff� = �−2,067595	1,160866 �� −	h−0,007411	0,010027 � =	 h−2,060184	1,150839 �. 
Завершая полный цикл второй итерации, перейдем к третьей ите-

рации: 

���
���f��ff� f� ff�	

	

!
=	 �220,950546	4,451332221,451175	4,064335 �

 
− � −7,2552 −16,1986 4,83834,8703 11,8128 −7,7602	−441,9011 −8,9027 0,0000

							11,7928			−16,2668						0,0000		0,0000 				0,0000					−442,9023 	−8,1287 �
.�

× 

× � 	0,4363	0,6301−0,0004−0,0008� 
и 

���
���f��ff� f� ff�	

	

!
=	 �220,950546	4,451332221,451175	4,064335 �

 
− � 0,0027 0,0019 −0,0023−0,1325 −0,0962 0,00110,0018 0,0024 −0,0000

			−0,0000		0,0002			−0,0023−0,0962 −0,1319					0,0002 	0,0013 �
.�

× 

× � 	0,4363	0,6301−0,0004−0,0008�. 
Затем  

���
���f��ff� f� ff�	

	

!
=	 �220,950546					4,451332221,451175					4,064335�

 
− � 	0,023850−0,118373				0,002297−0,125077� = �220,948160					4,569705221,448880					4,189412�. 

Перейдя к рекуррентному выражению (2.2.45), получим: 

�:!f:!ff�! = h−2,060184	1,150839 � −	h−206,13621 −11,320698	29,872572 	202,480780�.� ∙ 	 h−0,094140	0,174960 �. 
�:!f:!ff�! = h−2,060184	1,150839 � −	h−0,004891 −0,0002734	0,000722 	0,004979 � ∙ 	 h−0,094140	0,174960 �. 
Затем  

�:!f:!ff�! = h−2,060184	1,150839 � −	h0,0004130,000803� = �−2,060597	1,150036 �. 
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В результате завершаем полный цикл третьей итерации и перехо-
дим к четвертой. Устанавливая численные значения элементов мат-
рицы Якоби рекуррентного выражения (2.3.12), получим:. 

���
���f��ff� f� ff�	

	

Ç
=	�220,9482	4,5697221,4489	4,1894 �

!
− � −7,2487 −16,2032 4,83204,8636 11,8155 −7,7539−441,8963 −9,1394 0,0000

					11,7977				−16,2723				0,00000,0000 							0,0000				−442,8978 −8,3788 �
.�

× 

× �−0,0334−0,0345−0,0002−0,0022�. 
и 

���
���f��ff� f� ff�	

	

Ç
=	 �220,9482	4,5697221,4489	4,1894 �

!
− � 0,0027 0,0020 −0,0023				−0,1325 −0,0962 0,0011		0,0018 0,0025 0,0000	

0,00000,00020,00290,0962 				−0,1319						0,0001 	0,0013� ∙ �
−0,0334−0,0345−0,0002−0,0022�. 

Затем устанавливаем окончательные значения составляющих 
комплексных узловых напряжений: 

���
���f��ff� f� ff�	

	

Ç
=	 �220,9482					4,5697221,4489					4,1894�

!
− �−0,000159	0,007741−0,000140	0,007761 � = �	220,948310					4,561964221,449020					4,181651�. 

Переходим к осуществлению четвертой итерации рекуррентного 
выражения (2.2.45): 

�:!f:!ff�Ç = �−2,060597	1,150036 �! −	h−206,133360 −11,309477	1,15036 	202,409650�.� ∙ 	 � 	0,006510−0,107850� 
и 

�:!f:!ff�Ç = �−2,060597	1,150036 �! −	h−0,004890 −0,0002733	0,0007221 	0,004980 � ∙ 	 � 0,006510−0,107850�. 
Окончательные значения составляющих комплексных токов 

имеют 

�:!f:!ff�Ç = �−2,060597	1,150036 � −	h−0,000002−0,000532� = �−2,060594	1,150568 �. 
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Полученные результаты после проведения четырех итераций 
приводятся в табл. 2.4. 

Таблица 2.4 
Результат расчета 

Узел �� = �f + 	8�ff :� = :f + #:ff 
ЭС-1 220,9483 + 4,5619 ‒ 

ЭС-2 221,4490 + 4,1816 ‒ 

ЭН-3 ‒ ‒ 2,060594 + 1,150568 

 
Для того чтобы уточнить точность расчета, необходимо опреде-

лить численные значения небалансов Фр� ,Фр  , ФF� , ФF  , а также Фр! 
и Ф]! при режимных параметрах, полученных на последней четвертой 

итерации. 
Для большей ясности в табл. 2.5 приводятся небалансы активных 

мощностей и модулей напряжений станционных узлов, а в табл. 2.6 – не-
балансы активной и реактивной мощностей нагрузочного узла.  

Таблица 2.5 

Процесс уменьшения небалансов режимных параметров исследуемой 

электрической системы 

Номер  
итерации 

Для рекуррентного выражения (2.3.12) 

Фр1 Фр2 Фu1 Фu2 

1 30,552 23,3196 0,0000 0,0000 

2 ‒ 6,4857 ‒ 9,6871 ‒ 0,0033 ‒ 0,0036 

3 0,4363 0,6301 ‒ 0,0004 ‒ 0,0008 

4 ‒ 0,0033 ‒ 0,0345 ‒ 0,0002 ‒ 0,0002 

5 ‒ 0,0008 ‒ 0,0095 ‒ 0,0001 ‒ 0,0001 
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Таблица 2.6 
Процесс уменьшения небалансов режимных параметров исследуемой 

электрической системы 

Номер  
итерации 

Для рекуррентного выражения (2.2.45) 

Фр3 Фq3 

1 ‒19,7669 ‒ 33,7930 

2 1,4141 1,8060 

3 ‒ 0,0941 0,1750 

4 0,0065 ‒ 0,1078 

5 0,0013 ‒ 0,0101 
 
Анализируя полученные численные значения небалансов узло-

вых активных мощностей и модулей напряжений станционных узлов 
(см. табл. 2.5), можно заметить, что средняя точность решения соответ-
ствующей системы нелинейных алгебраических уравнений составляет 
∆P/∆U = 0,0051/0,0001 МВт/кВ. 

Как видно из табл. 2.6, средняя точность решения соответствую-
щей системы нелинейных алгебраических уравнений составляет 
∆P/∆Q = 0,001/0,01 МВт/МВар. 

Если использовать данные из табл. 2.4 и перейти к режимным па-
раметрам решения соответствующей системы, т. е. активным реактив-
ным мощностям, модулям и аргументам комплексного напряжения, то 
получим значения, приведенные в табл. 1.3. 

При организации итерационного процесса первоначально дей-
ствительные составляющие узловых комплексных напряжений были 
приняты равными заданным модулям напряжений соответствующих 
узлов, а составляющие при мнимых частях – равными нулям. Однако 
первоначальные значения действительных составляющих узловых 
комплексных напряжений можно принять равными напряжению ба-
зисного (балансирующего) узла ��f = � f = �!f = �� = 220	кВ, а значе-
ния составляющих при мнимых частях ��ff = � ff = �!ff = 0. 

Не останавливаясь подробно на этом случае, отметим, что при про-
ведении четырех итераций в предыдущем случае точность решения со-
ответствующих нелинейных алгебраических уравнений установивше-
гося режима электрической системы изменилась незначительно. 
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2.4. Решение (Y ‒ Z)-формы уравнений при разных формах  
представлений комплексных переменных 

В этом пункте, как и в предыдущем, рассматривается решение за-
дачи расчета установившегося режима, когда в электрической системе 
имеются станционные узлы типа P – U и P – Q. 

Станционные узлы типа P – Q вводим в состав нагрузочных уз-
лов, которые всегда являются узлами P – Q. Фактически электрическая 
система состоит из станционных узлов типа P – U и P – Q (в состав 
которых входят как станционные узлы, так и нагрузочные).  

Для узлов с индексами m(п), которые приняты станционными уз-
лами типа P – U, выражения узловых комплексных мощностей полу-
чены в виде (2.1.13), а для узлов типа k(l), в состав которых входят как 
стационарные узлы, так и нагрузочные и которые приняты узлами типа 
P – Q, выражения комплексных узловых мощностей получены в виде 
(2.1.14). 

Поскольку для узлов типа P – U заданы активная мощность и мо-
дуль напряжения, необходимо определить реактивную мощность и ар-
гумент комплексного напряжения, удобнее при переходе от комплекс-
ных переменных к действительным пользоваться показательными фор-
мами комплексных переменных напряжений. В данном случае прини-
маем  �>è = �èexp	2−ΨFè3, 

 ��é = �é exp2ΨFé3,                                  (2.4.1) 

где �è,	�é – модули соответствующих комплексных напряжений, а ΨFè и ΨFé – их соответствующие аргументы.  
На основе (2.4.1) в системе уравнений (2.1.13) можно установить 

следующие выражения для активных и реактивных мощностей узлов с 
индексом m(п): �è = �Бè +∑ �èTQèé cos(ΨFè −ΨFé) + Rèésin	(ΨFè −ΨFé)[Гé�; �é, (2.4.2) �è = �Бè +∑ �èTQèésin(ΨFè −ΨFé) − Rèéc's	(ΨFè −ΨFé)[Гé=� �é, (2.4.3) 

Активные и реактивные мощности для узлов с индексом К(l) 
определяются теми же выражениями (2.1.17) и (2.1.18). 

Величины �Бè,	�Бè, входящие в выражения (2.4.2) и (2.4.3), со-
ответственно определяются в виде 
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�Бè = �Бè + Í 2�èå cosΨFè + �èåsinΨFè33�è,М
å=Гy�  

 �Бè = õБè + ∑ (�èå sinΨFè − �èåcosΨFè))�è,Мå=Гy� 		(2.4.4) 
где 

�Бè = −Í(Qèé cosΨFè + RèésinΨFè))���è,Г
é=�  

 õБè = −∑ (Qèé sinΨFè − RèécosΨFè))���è.							(2.4.5)Гé=�  

Величины �èå	и �èå, входящие в выражение (2.4.4), определя-
ются в виде �èå = ôèåf :åf − ôèåff :åff, �èå = ôèåf :åg + ôèåff :åf.																																				(2.4.6) 

Величины �Бк и	�Бк, входящие в состав (2.1.17) и (2.1.18), опре-
деляются в виде 

�Бк = �Бк +Í(�}é cosΨFé + (}ésinΨFé))�é,Г
é=�  

�Бк = õБк + ∑ (�}é cosΨFé − (}ésinΨFé))�é.Гé=�         (2.4.7) 

Величины �Бк	и	õБк, входящие в выражения (2.4.7), определяются 
соответственно с помощью (2.1.23). 

С другой стороны,	�}éи (}é, входящие в (2.4.7), определяются в 
виде �}é = ì}éf :}f + ì}éff :}ff, (}é = ì}éf :}g − ì}éff :}f .	                                (2.4.8) 

Из систем уравнений (2.4.2), (2.4.3) можно заметить, что если они 
выражены через �è(é) и ΨFè(é), то системы уравнений (2.1.17) и 
(2.1.18) выражены через :}(å)f 	и	:}(å)ff . 

Перепишем системы уравнений (2.4.2) и (2.4.3) в следующем 
виде: �è = �Бè + I\è(�é, ΨFé),	                         (2.4.9) �è = �Бè + I]è(�é, ΨFé),												            (2.4.10) 
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в системе уравнений (2.1.17) , (2.1.18) в виде �} = �Б} + I\}2:åf, :åff),	                    (2.4.11) �} = �Б} + I]}(:åf, :åff),	                    (2.4.12) 

где I\è,	I]è и I\}, I]} определяются в виде 

�I\è = ∑ �èTQèé cos(ΨFè −ΨFé) + Rèé sin(ΨFè −ΨFé)[Гé=� �é,I]è = ∑ �èTQèésin(ΨFè −ΨFé) − Rèécos	(ΨFè −ΨFé)[Гé=� �é,   (2.4.13) 

�I\} = ∑ Y«}.å(:}f , :åf + :}ff:åff) + �},å(:}ff:åf − :}f :åff)Z,Мå=Гy�I]} = ∑ Y«}.å(:}g, :åf − :}f :åff) − �},å(:}f :åf + :}g:åff)Z,Мå=Гy� 	          (2.4.14) 

Системы уравнений (2.4.9), (2.4.10) запишем в следующем виде: 

�Ф\è = �è − Y�Бè + I\è(�é, ΨFé)Z = 0,Ф]è = �è − Y�Бè + I]è(�é, ΨFé)Z = 0,           (2.4.15) 

а (2.4.11) и (2.4.12) – в виде 

�Ф\} = �} − Y�Б} + I\}(:åf, :åff)Z = 0,Ф]} = �} − Y�Б} + I\}(:åf, :åff)Z = 0.             (2.4.16) 

Следует отметить, что в структурном отношении системы урав-
нений (2.4.16) не полностью идентичны системе уравнений (2.1.29), 
хотя в них фигурируют одинаковые аргументы типов переменных :åf, :åff. 

Системы уравнений (2.4.15) и (2.4.16) связаны между собой с по-
мощью следующих величин:	�Бè; 	�Бè;	�Бк; 	�Бк. 

Как уже было сказано, для станционных узлов типа P – U требу-
ется определить реактивную мощность и аргумент комплексного 
напряжения. При определении численных значений аргументов ком-
плексных напряжений устанавливаются численные значения реактив-
ных мощностей этих же станционных узлов. 

Однако для определения численных значений аргументов ком-
плексных напряжений станционных узлов достаточно воспользоваться 
уравнением (2.4.15) для активных мощностей. 

Рекуррентное выражение относительно указанной системы урав-
нений можно представить в следующем виде: 

TѰè[}y� = TѰè[} − hqФ~�q)ð �.� ∙ YФ\èZ.	             (2.4.17) 



70 
 

Данное рекуррентное выражение можно представить в раскры-
том виде 

�ΨF�ΨF ⋮ΨFг
�
}y�

= �ΨF�ΨF ⋮ΨFг
�
}
−
���
���
qФ~�q)G�

qФ~�q)G� 	⋯	qФ~�q)GгqФ~�q)G�
qФ~�q)G� 	⋯	 	qФ~�q)Gг∙	∙	∙	qФ~гq)G�
qФ~гq)G� 	⋯	 qФ~гq)G*�	

			

.�

∙ ���
�Ф\�Ф\ ∙Ф\г�		


.   (2.4.18) 

Для решения системы нелинейных алгебраических уравнений 
(2.4.16) воспользуемся рекуррентным выражением 

�:}f:}ff�}y� = �:}f:}ff�} − �jФ+,j-.�
jФ+,j-.��jФ/,j-.�
jФ/,j-.�� �

.�
∙ �Ф\}Ф]}�. 

Частные производные, входящие в матрицу Якоби рекуррентного 
выражения (2.4.17), определяются с помощью нижеприведенных выра-
жений: 

‒ при одинаковых индексах, когда n = m: |Ф\è|ΨFè = −Î�Бè2}3 − �è ÍTQèé sin2ΨFè −ΨFé3 − Rèé cos2ΨFè −ΨFé3[г
é=� �é0 ;	 

(2.4.19) 
‒ при разных индексах, когда n	≠	m: qФ~�q)Gð = −1d2TQèé sin2ΨFè −ΨFé3 − Rèé cos2ΨFè −ΨFé3[���.	  (2.4.20) 

C другой стороны, �Бè2}3 = �Бè2}3f + �Бè2}3ff ,	                       (2.4.21) �Бè(})f = ∑ (Qèé sinΨFè − Rèé cosΨFè)���è	,гé=� 		   (2.4.22) �Бè(})g = −∑ (�èå sinΨFè − �èå cosΨFè)�è	.гé=�     (2.4.23) 

Из выражений (2.4.19) и (2.4.20) можно заметить, что для мат-
рицы Якоба рекуррентного выражения (2.4.17) или (2.4.18) требуется 
определить лишь два типа частных производных, что связано с затруд-
нениями. 

Частные производные, входящие в матрицу Якоби рекуррентного 
выражения (2.2.45), определяются с помощью следующих величин.  



71 
 

При одинаковых индексах, т. е. когда l = k: 

∂Ф4�
∂I�f = −çUБ�f + Í Дкå

+
å=гy� + 2R��I�f + X��I�ffê, 

∂Ф4�
∂I�ff = −çUБ�ff + Í Nкå

+
å=гy� + (R��I�ff − X��I�f ê, 

∂Ф]�
∂I�f = −çUБ�ff + Í Nкå

+
å=гy� − (R��I�ff − X��I�f ê, 

∂Ф7�
∂I�g = −ç−UБ�f − Í Дкå

8y+
å=гy� + (R��I�f + X��I�ffê, 

где Д}å = «кå:åf −	�}å�, 
�}å = «кå:åff −	�}å:åf.                              (2.4.25) 

С другой стороны, �Бкf = (1 − ∑ ì}éfóé=� )�� + ∑ (ì}éfóé=� ö'9ΨFé − ì}éff 96�ΨFé,   (2.4.26) �Бкg = −∑ ìé=�ff ��óé=� + ∑ (ì}éfóé=� 96�ΨFé − ì}éff ö'9ΨFé.     (2.4.27) 

При разных индексах, т. е. когда k		≠		l: qФ~�qÕ�, = −(«}å:}f + �}å:}ff), 
qФ~�qÕ�,, = −(«}å:}ff − �}å:}f ),                           (2.4.28) 

qФ��qÕ�, = −(«}å:}g + �}å:}f ), 
qФ��qÕ�,. = −(«}å:}f + �}å:}ff). 

После установления аналитических выражений частных произ-
водных, входящих в матрицу Якоби рекуррентных выражений (2.4.17) 
или (2.4.18) и (2.2.45), можно перейти к организации итерационных 
процессов. 

Перед началом итерационного процесса принимаем аргументы 
комплексных напряжений станционных узлов типа P ‒ U равными 
нулю, т. е.	ΨF� = ΨF = ⋯ = ΨFг, а комплексные напряжения всех не-
зависимых узлов типа P – Q ‒ равными заданному напряжению базис-
ного узла �� = �. Это означает, что �гy�f = г = ⋯ = �èf = ��; 	�гy�ff == �гy ff = ⋯ = �èff = 0. 

(2.4.24) 
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Используя численные значения мощностей узлов типа P – Q, 
определяем составляющие узловых комплексных токов: :}2å)f = `�2�3�m ,																																											(2.4.29) 

:}2å3ff = a�2�3�m . 

На основании численных значений аргументов комплексных 
напряжений узлов типа P ‒ U, составляющих комплексных токов узлов 
типа P – Q и численных значений элементов (Y – Z) расчетной мат-
рицы можно определить численные значения частных производных 
(2.4.19) и (2.4.20), входящих в матрицу Якоби рекуррентного выраже-
ния (2.4.17) или (2.4.18). 

Обращая матрицу Якоби и произведя одну итерацию по рекур-
рентному выражению (2.4.17) или (2.4.18), можно определить новые 
значения аргументов комплексных напряжений станционных узлов ΨF�, ΨF , … ,ΨFг. Используя численные значения вновь полученных ар-
гументов ΨF�, ΨF , … , ΨFг станционных узлов типа P – U, по выраже-
ниям (2.4.26) и (2.4.27) можно определить численные значения вели-
чин �БКf  и	�БКff . Имея численные значения соответствующих комплекс-
ных токов узлов типа P – Q, согласно (2.2.45) и (2.4.28) определяем 
численные значения Д}å	и	�}å. Затем с помощью формул (2.4.24) и 
(2.4.28) переходим к определению численных значений элементов мат-
рицы Якоби рекуррентного выражения (2.2.45). Обращая матрицу 
Якоби, входящую в (2.2.45), устанавливаем новые значения составля-
ющих комплексных напряжений :}2å3f 	и	:}2å3ff 	узлов типа P – Q как ре-
зультат осуществления первой итерации.  

Произведя первые итерации по рекуррентным выражениям 
(2.4.17) или (2.4.18) и (2.2.45), осуществляем полный цикл первой ите-
рации для исследуемой электрической системы в целом. Затем перехо-
дим к организации второй итерации, используя численные значения 
вновь полученных составляющих комплексных токов для узлов типа    
P – Q и численные значения аргументов комплексных напряжений для 
узлов типа P – U. Устанавливая численные значения элементов мат-
рицы Якоби рекуррентного выражения (2.4.17) или (2.4.18) и обращая 
её, осуществляем вторую итерацию по определению аргументов ком-
плексных напряжений узлов типа P ‒ U и переходим к осуществлению 
второй итерации относительно рекуррентного выражения (2.2.45) и т. д. 
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Итерационный процесс считается завершенным, если для рекур-
рентного выражения (2.4.17) или (2.4.18) обеспечиваются условия 

 Ф\è = �è − Y�бè + I\è2�é, ΨFé)Z ≤ ∆�è,       (2.4.30) 

�Ф\} = �} − Y�б} + I\}(:fñ , Iff;)Z ≤ ∆�},Ф]} = �} − Y�б} + I]}(:fñ , Iff;)Z ≤ ∆�} 	         (2.4.31) 

для рекуррентного выражения (2.2.45). 
В (2.4.30) и (2.4.31) заданные положительные величины ∆�è,∆�} , ∆�} характеризуют требуемую точность решения соответствую-

щих систем нелинейных алгебраических уравнений. 
Для иллюстрации численного решения задачи рассмотрим схему, 

приведенную на рис 1.2, исходная информация относительно узлов ко-
торой приведена в табл. 2.4. Численные значения элементов расчетной 
матрицы (< − =) также приведены выше. 

Для этой схемы соответствующие рекуррентные выражения 
имеют вид 

 �ΨF�ΨF �Иy� = �ΨF�ΨF �И − ãq>~�q)G�
q>~�q)G�q>~�q)G�
q>~�q)G�

æ.� ∙ �Φ\�Φ\ � ,    (2.4.32) 

� I′!I′′!�Иy� = �I′!I′′!�И − ãq>~�qÕ�� q>~�qÕ���q>��qÕ�� q>��qÕ��� æ
.� ∙ �Φ\!Φ]!�.    (2.4.33) 

Φ\� = (�� − 1�Б� + ��TQ�� cos(ΨF� −ΨF ) + R�� sin(ΨF� −ΨF )[�� ++	��TQ� cos(ΨF� −ΨF ) + R� sin(ΨF� −ΨF )[� �). Φ\ = (� − 1�Б + � TQ � cos(ΨF −ΨF�) + R � sin(ΨF −ΨF�)[�� ++	� TQ  cos(ΨF −ΨF�) + R  sin(ΨF −ΨF�)[� �). �Б� = �Б� + T(ôf�!:f! − ôff�!:ff!) cosΨF� + (ôf�!:g! + ôff�!:f!) sinΨF�[��. �Б = �Б + T(ôf !:f! − ôff !:ff!) cosΨF + (ôf !:g! + ôff !:f!) sinΨF [� . �Б� = −T(Q�� cos(ΨF�) + R�� sin(ΨF�)���� + (Q� cos(ΨF�) ++	R� sin(ΨF�)����[. �Б = −T(Q � cos(ΨF ) + R � sin(ΨF )��� + (Q  cos(ΨF ) ++	R  sin(ΨF )��� [. Ф\� = (161,29 − 1�Б� + 220,9T0,031006cos(ΨF� −ΨF ) −−	0,074285sin(ΨF� −ΨF )[220,9 + 220,9T−0,022964 cos(ΨF� −ΨF ) ++	0,052921 sin(ΨF� −ΨF )[221,4�). 
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Φ\ = 2202,46 − 1�Б + 221,4T−0,022964 cos(ΨF −ΨF�) ++	0,052921 sin(ΨF −ΨF�)[220,9 + 221,4T0,032264 cos(ΨF −ΨF�) −−	0,074375 sin(ΨF −ΨF�)[221,4�). �Б� = �Б� + T2−0,314020:f! − 0,020471:″!) cosΨF� + (−0,31402:g! ++	0,020471:f!) sinΨF�[220,9. �Б = �Б + T2−0,391505:f! − 0,016733:″!) cosΨF + (−0,391505:g! ++	0,016733:f!) sinΨF [221,4. �Б� = −20,031006 cosΨF� − 0,074285 sinΨF�) 220,0 ∙ 220,9 ++	(−0,022964 cosΨF� + 0,052921 sinΨF�)220,0 ∙ 220,9. �Б = −2−0,022964 cosΨF + 0,052921 sinΨF )220,0 ∙ 221,4 ++	(0,032264 cosΨF − 0,074375 sinΨF )220,0 ∙ 221,4. 
q>~�q)G� = −(�б�(!) − ��1TQ�� sin(ΨF� −ΨF )+R�� cos(ΨF� −ΨF )[� ++	TQ� sin(ΨF� −ΨF )−R� cos(ΨF� −ΨF )[� �). q>~�q)G� = −(�б (!) − � 1TQ � sin(ΨF −ΨF�)−R � cos(ΨF −ΨF�)[�� ++	TQ  sin(ΨF −ΨF�)+R� cos(ΨF −ΨF�)[� �). �′Б�2!3 = T2Q�� sinΨF�−R�� cosΨF�3 + 2Q� sinΨF�−R� cosΨF�3[����. �′′Б�2!3 = −T22ôf�!:f! − ôff�!:ff!3 sinΨF� − 2ôf�!:g! + ôff�!:f!3 cosΨF�[��. �′Б 2!3 = T2Q � sinΨF −R � cosΨF 3 + 2Q  sinΨF −R  cosΨF 3[� ��. �′′Б 2!3 = −T22ôf !:f! − ôff !:ff!3 sinΨF − 2ôf !:g! + ôff !:f!3 cosΨF [� . q>~�q)G� = −��TQ� sin2ΨF� −ΨF 3−R� cos2ΨF� −ΨF 3[� . 
q>~�q)G� = −� TQ � sin2ΨF −ΨF�3−R � cos2ΨF −ΨF�3[��. 
q>~�q)G� = 2�Б�2!3 − 220,91T0,031006 sin(ΨF� −ΨF ) + 0,074285 cos(ΨF� −−	ΨF )[220,9 + T−0,022964 sin(ΨF� −ΨF ) − 0,052921 cos(ΨF� −−	ΨF )[221,4�. q>~�q)G� = U�Б 2!3 − 221,41T−0,022964 sin(ΨF −ΨF�) − 0,052921 cos(ΨF −−	ΨF�)[220,9 + T0,032264 sin(ΨF −ΨF�) + 0,074375 cos(ΨF −−	ΨF�)[221,4�W. �fБ�2!3 = T20,031006 sinΨF� + 0,074285 cosΨF�) + (−0,022964 sinΨF� −−	0,052921 sinΨF�)[220,9 ∙ 220,0. 
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�′′Б�2!3 = −T2−0,31402:f! − 0,020471:g!) sinΨF� —0,314020:ff! ++	0,020471:f!) cosΨF� 220,9. �′Б 2!3 = T2−0,022964 sinΨF − 0,052921 cosΨF ) + (0,032264 sinΨF ++	0,074375 cosΨF [221,4 ∙ 220,0. �′′Б 2!3 = −T2−0,391505:f! + 0,016733:g!) sinΨF − (−0,391505:g! −−	0,016733:f!) cosΨF [221,4. 
q>~�q)G� = −220,9T−0,022964 sin(ΨF� −ΨF ) − 0,052921 cos(ΨF� −−	ΨF )[221,4. 
q>~�q)G� = −221,4T−0,022964 sin(ΨF −ΨF�) − 0,052921 cos(ΨF −−	ΨF�)[220,9. 

Перед итерацией принимаем ψF� = ψF = ψF! = 0;	�′! = 220,0; �′′! = 0. Имеем численные значения	�! = −431,68	и	�! = −215,84, с 
помощью формул (2.4.29) определяем численные значения 	:′!	и		:′′!: :′! = �̀�f� = .Ç!�,ÄÆ  �,� = −1,962182, 

:′′! = a��f� = . �È,ÆÇ  �,� = −0,981091. 

На основе :′! = −1,962182;	:′′! = −0,981091, имея заданные 
начальные значения других переменных, можно определить числен-
ные значения �′′Б�2!3	и	�′′Б 2!3. Определяя численные значения �fБ�2!3,�′Б 2!3, можно определить численные значения �Б�2!3 = �fБ�2!3 ++	�′′Б�2!3 и �б (!) = �fб (!) + �′′б (!),	а также частные производные q>~�q)G� 	и	 q>~�q)G�.	 qCр�qDG� = 76,615100, 

qC~�qDG� = 77,279180. 

При этом нетрудно установить также численные значения част-
ных производных ∂ϕр� |FF ⁄ , ∂ϕр ∂ψF�⁄ . jG~�jHG� = (−220,9)(−0,052921)(221,4) = 2588,2211, 

jG~�jGG� = (−221,4)(−0,052921)(220,9) = 2588,2211. 
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Затем определяем численные значения небалансов ϕр� = 30,1421,	ϕр = 29,8451. 

В результате рекуррентное выражение (2.4.17) или (2.4.18) при-
нимает следующий вид: 

�FF�FF �
� = h00�� − � 	76,6151 2588,22112588,2211 	77,3792 �.� ∙ h30,142129,8451�. 

Обращая матрицу Якоби, получим: 

�FF�FF �
� = h00� − h−0,00001179 0,00039077	0,00039077 −0,00001169� ∙ h30,142129,8451�. 

Откуда FF� = −0,01131100; 	FF = −0,01143030. 

Фазовые сдвиги получены в радианах, и их необходимо переве-
сти в градусы, в результате чего получим FF� = −0�38f	; 	FF = −0�39′. 

После проведения первой итерации по рекуррентному выраже-
нию (2.4.17) или (2.4.18) переходим к рекуррентному выражению 
(2.2.45). При этом используются также численные значения аргумен-
тов комплексных напряжений ψ��,ψ� , полученные из первой итера-
ции рекуррентного выражения (2.4.17). 

В рекуррентном выражении (2.4.33) имеем Iр! = 1Р! − TРБ! + «!!(:!f:!f + :!g:!g) + �!!(:!g:!f − :!f:!g)[�, I]! = 1�! − T�Б! − «!!(:!g:!f − :!f:!g) + �!!(:!f:!f + :!g:!ff)[�, 
где �Б! = рБ! + T(ì!�f :!f + ì!�g :!g)cosFF� + (ì!�f :!g − ì!�g :!f)sinFF�[�� ++	T(ì! f :!f + ì! g :!g)cosFF + (ì! f :!g − ì! g :!f)sinFF [� , �Б! = õБ! + T(ì!�f :!f + ì!�g :!g)sinFF� − (ì!�f :!g − ì!�g :!f)cosFF�[�� ++	T(ì! f :!f + ì! g :!g)sinFF − (ì! f :!g − ì! g :!f)cosFF [� . 

С другой стороны,  �Б! = :!f�� − T(ì!�f :!f + ì!�g :!g)�� + (ì! f :!g + ì! g :!g)��[, õБ! = −:!g�� + T(ì!�f :!g − ì!�g :!f)�� + (ì! f :!g − ì! g :!f)��[. 
Если вышеприведенные выражения представим в численной 

форме, то получим: 
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Iр! = −431,68 − TРБ! + 3,580302(:!f:!f + :!g:!g) + 7,997482(:!g:!f − :!f :!g)[. I]! = −215,84 − T�Б! + 3,580302(:!g:!f − :!f:!g) + 7,997482(:!f:!f + :!g:!g)[. �Б! = рБ! + T(0,314020:!f − 0,020471:!g)cos0�38f − (0,314020:!g ++	0,020471:!f)sin0�38f[220,9 + T(0,391505:!f + 0,016733:!g)cos0�39f −−	(0,391505:!g − 0,016733:!f)sin0�39f[221,4. �Б! = õБ! + T−(0,314020:!f − 0,020471:!g)cos0�38f − (0,314020:!g ++	0,020471:!f)sin0�38f[220,9 + T−(0,391505:!f + 0,016733:!g)cos0�39f −−	(0,391505:!g − 0,016733:!f)sin0�39f[221,4. 

Затем �Б! = 220,0:!f − T(0,314020:!f − 0,020471:!g)220,0 + (0,391505:!f 	++	0,016733:!g)220,0[. õБ! = −220,0:!f + T(0,314020:!g + 0,020471:!f)220,0 + (0,391505:!g −−	0,016733:!f)220,0[.  
Учитывая численные значения :!f = −1,96282	и :!g = 0,981091 в вы-

ражениях �Б!	и	õБ!, получим �Б! = −126,312169	и õБ! = −65,173150. 
Имея численные значения вышеприведенных величин, можно 

установить также численные значения небалансов активной и реактив-
ной мощностей нагрузочных узлов 	ϕр!	и	ϕ7!: ϕ\! = −13,970100;	ϕ]! = −27,145060. 

Затем переходим к установлению выражений частных производ-
ных. Частные производные, входящие в матрицу Якоби рекуррентного 
выражения (2.4.33), имеют вид: 
qCр�qÕ�� = −T�Б!f + Д!! + («!!:!f + �!!:!g)[, 
qCр�qÕ�� = −T�Б!g + �!! + («!!:!g − �!!:!f)[, 
qC��qÕ�� = −T�Б!g + �!! − («!!:!g − �!!:!f)[, 
qC��qÕ�� = −T−�Б!f − Д!! + («!!:!f + �!!:!g)[, 
где  Д!! = «!!:!f − �!!:!g; �!! = «!!:!g + �!!:!f  . 

Выражения �Б!f 	и	�Б!g  имеют следующий вид: 
qCр�qÕ�� = −T−�Б!f + Д!! + (3,580302:!f + 7,997483:!g)[, 
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qCр�qÕ�� = −T�Б!g + �!! + (3,580302:!g − 7,997483:!f)[, 
qC��qÕ�� = −T�Б!g + �!! − (3,580302:!g − 7,997483:!f)[, 
qC��qÕ�� = −T−�Б!f − Д!! + (3,580302:!f + 7,997483:!g)[. 
Д!! = 3,580302:!f − 7,997482:!g, �!! = 3,580302:!g + 7,997482!f . �Б!f = (1 − 0,314020 − 0,391505)220,0 + (0,314020cos0038f ++	0,020471sin0�38f)220,9 + (0,391505cos0�39f −−	0,016733sin0039f)221,4 = 220,674610, 

�Б!g = −(−0,020471 + 0,016733)220,0 + (−0,314020sin0038f −−	0,020471cos0038f)220,9 + (−0,391505sin0�39f ++	0,016733cos0�39f)221,4 = −1,737422. :!f = −1,962182,	:!g = 0,981091.   Д!! = −14,871462,	�!! = −12,179913. 

qФр�qÕ�� = −206,6242,	
qФр�qÕ�� = −5,287784, 

qФ��qÕ�� = 34,649524, 

qФ��qÕ�� = 204,98269. 

�:!f:!g�
� = h−1,962182	0,981091 �� − �−206,6242	 − 5,287784	34,6495	204,9827 �.� ∙ h−13,970100−34,346470�, 

�:!f:!g�
� = h−1,962182	0,981091 �� − �−0,0048607	 − 0,0001254	0,0008216	0,0048997 � ∙ h−13,970100−34,346470�, 

�:!f:!g�
� = h−1,962182	0,981091 �� − h	 	0,072208−0,179762�� = h−2,034390	1,160853 �. 
После проведения четырех итераций численные значения режим-

ных параметров получаются такими же, как в табл. 1.3. 
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3. РЕШЕНИЕ УРАВНЕНИЙ УСТАНОВИВШИХСЯ РЕЖИМОВ 
ЭЛЕКТРИЧЕСКИХ СИСТЕМ С ИСПОЛЬЗОВАНИЕМ 

МАТРИЦЫ ГЕССЕ 
 

3.1. Общие положения решения системы нелинейных  
алгебраических уравнений методом матрицы  

Гессе второго порядка 

В предыдущих разделах рассматривался вопрос применения ме-
тода Ньютона ‒ Рафсона для решения систем нелинейных алгебраиче-
ских уравнений установившихся режимов электрических систем при 
их представлении и Y-, Z-, (Y ‒ Z)-формах. В теоретическом плане 
было доказано, что метод Ньютона ‒ Рафсона обеспечивает квадратич-
ную сходимость.  

Было установлено, что по методу Ньютона ‒ Рафсона фактиче-
ское решение системы нелинейных алгебраических уравнений можно 
обеспечить за 4 ‒ 5 итераций, что является весьма хорошим показате-
лем для решения задачи установившегося режима электрической си-
стемы. 

При этом, конечно, важное значение имеет вопрос выбора 
начальных значений зависимых режимных параметров. При решении 
задачи, физика явлений которой хорошо известна инженеру-исследо-
вателю, всегда можно гарантировать правильный выбор начальных 
значений указанных параметров. Успех применения метода Ньютона ‒ 
Рафсона привел к естественному выводу об использовании слагаемых 
ряда Тейлора более высокого порядка, в данном случае второго по-
рядка, с целью ускорения решения задачи установившегося режима. 

Для решения задачи расчета установившегося режима нами было 
получено следующее векторное уравнение: 

Ф(Х, U, Д) = 0,                                   (3.1.1) 

где Х ‒ вектор состояния, или зависимых переменных; U ‒ вектор 
управления, или независимых переменных; Д ‒ вектор возмущения, 
или заданных величин. 
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В развернутой форме векторное уравнение представляется в виде 
системы следующих нелинейных алгебраических уравнений: Фр�2Х, �, Д) = 0,Фр (Х, �, Д) = 0,− − − − −−− −Фрм(Х, �, Д) = 0,%&

' 																																					(3.1.2) 

Ф]�(Х, �, Д) = 0,Ф] (Х, �, Д) = 0,− − − − −−−−Ф]è(Х, �, Д) = 0,%&
'

 

т. е. получаем систему, состоящую из 2М уравнений с действитель-
ными переменными. 

Решим следующую вспомогательную функцию, которая стро-
ится с помощью системы уравнений (3.1.2): Ð = ∑ (Ф\; +Ф]; )#;=� .                               (3.1.3) 

Если ввести обозначения Ф; = (Ф\;; Ф];),                                   (3.1.4) 

то функцию (3.1.3) можно представить в виде Ð = ∑ Ф; #;=� ,                                     (3.1.5) 
или Ð = TФ(Х, �, Д) ∙ Ф(Х, �, Д)[.                        (3.1.6) 

Очевидно, каждое решение системы (3.1.1) обращает в нуль F (Х, 
U, Д) и, наоборот, вектор Х, для которого функция F (X, U, Д) равна 
нулю, является вектором решения системы (3.1.1).  

Предположим, что система (3.1.1) имеет лишь изолированное ре-
шение, которое представляет собой точку строгого минимума функции 
F (X, U, Д). 

Таким образом, задача сводится к нахождению минимума функ-
ции F (X, U, Д), который эквивалентен решению системы нелинейных 
алгебраических уравнений (3.1.1). 

Как видно, вместо непосредственного решения системы (3.1.1) 
минимизируется вспомогательная функция F. В результате вектор Х, 
минимизирующий её, будет изображать и решение задачи расчета 
установившегося режима. 
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Для получения основного алгоритма минимизации вспомогатель-
ной функции разложим её в ряд Тейлора в окрестности исходной точки 
Х0, U0, Д0: Ð2�, ��, Д�) = Ð(��, ��, Д�) + qÑqХ |Òm∆Х + � ∆�т q�ÑqХ� |Òm ∙ ∆� + ÐK,   (3.1.7) 

где FM ‒ члены ряда Тейлора выше второго порядка. 
Пренебрегая этими членами, получим:  

Ð(�, ��, Д�) = Ð(��, ��, Д�) + qÑqХ |Òm∆Х + � ∆�т q�ÑqХ� |Òm ∙ ∆�.   (3.1.8) 

Условием минимума полученной функции (3.1.8) является 

 
qÑqÒ = qÑmqÒ + qÑqХ |Òm + q�ÑqХ� |Òm ∙ ∆� = 0,                (3.1.9) 

или qÑqХ |Òm + q�ÑqХ� |Òm ∙ ∆� = 0.                       (3.1.10) 

Если ввести обозначение N(�, ��, Д�) = qÑqÒ (�, ��, Д�)|Òm,                 (3.1.11) 

�(�, ��, Д�) = q�ÑqÒ� (�, ��, Д�)|Òm,                (3.1.12) 

то уравнение (3.1.10) примет вид  N + �∆� = 0,                                  (3.1.13) 
или 

   �∆� = −N, 
откуда ∆� = −�.� ∙ N.                                (3.1.14) 

В данном случае ∆Х является поправочным вектором к перемен-
ным состояния Х, а новый вектор определяется следующим образом: Х� = Х� + ∆Х�.                                (3.1.15) 

Для произвольной к-й итерации рекуррентное выражение (3.1.15) 
можно представить в следующем виде: Х}y� = Х} + ∆Х},                              (3.1.16) 
или �}y� = �} − Y�´ 	х}Z.� ∙ N´ 	х},                   (3.1.17) 
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где H ‒ квадратная неособенная матрица Гессе, элементы которой со-
стоят из частных производных второго порядка от вспомогательной 
функции (3.1.5) по зависимым переменным; G ‒ градиент этой же 
функции. 

Полученное выражение (3.1.17) является общим рекуррентным 
выражением для построения итерационного процесса решения любой 
системы нелинейных алгебраических уравнений о применении мат-
рицы Гессе. 

При организации итерационного процесса решения любой си-
стемы нелинейных алгебраических уравнений необходимо установить 
аналитические выражения частных производных второго порядка, вхо-
дящих в матрицу Гессе. 

Для этого необходимо иметь аналитическое выражение исходной 
вспомогательной функции (3.1.5), которая формируется на основании 
уравнений установившегося режима при заданном состоянии сети в     
Y- и Z- или (Y ‒ Z)-формах. Рассмотрим эти случаи в отдельности. 

 
3.2. Решение Y-формы уравнений установившегося режима  

электрической системы методом матрицы Гессе 

Рассматривается решение системы нелинейных алгебраических 
уравнений установившегося режима (1.2.27) и (1.2.28): Ф\;2�, �f, �g) = �; − I\;(�f, �g) = 0, Ф];(�, �f, �g) = �; − I];(�f, �g) = 0, 
где I\;(�f, �ff) = ∑ YQ;@U�;f�@f + �;ff�@ffW + R;@(�;ff�@f − �;f�@ff)Z#@=� , 

I];(�f, �ff) = ∑ YQ;@U�;ff�@f − �;f�@ffW − R;@(�;f�@f + �;ff�@ff)Z#@=� . 

Из вышеприведенных выражений можно заметить, что для всех 
независимых (станционных и нагрузочных) узлов заданы активные и 
реактивные мощности и необходимо определить составляющие ком-
плексные напряжения этих же узлов. 

Для данного случая векторы X, U, Д уравнения (3.1.1) определя-
ются в виде  � = h�f�g� для независимых станционных и нагрузочных узлов,  (3.2.1) 

� = ����	для независимых станционных узлов,                              (3.2.2) 
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Д = ����	для нагрузочных узлов.                                                      (3.2.3) 

При этом матрица Гессе Н имеет следующий вид: 

� = q�ÑqÒ� = ã q�Ñq��q��� q�Ñq��q���q�Ñq���q�� q�Ñq���q���
æ,                         (3.2.4) 

или с учетом индексов 

� = q�ÑqÒ� = � q�Ñq�H�q��� q�Ñq�H�q����
q�Ñq�H��q��� q�Ñq�H��q����

�.                       (3.2.5) 

Градиент G той же функции определяется в виде  

N = qÑqÒ = ã qÑq��qÑq���æ,                                  (3.2.6) 

или с учетом системы индексов 

N = qÑqÒ = � qÑq���qÑq�����.                                  (3.2.7) 

Рекуррентное выражение (3.1.17) на основании (3.2.5) и (3.2.7) 
принимает вид 

��;f�;ff�}y� = ��;f�;ff�} − � q�Ñq�H�q��� q�Ñq�H�q����
q�Ñq�H��q��� q�Ñq�H��q����

�
.�

∙ � qÑq���qÑq�����.        (3.2.8) 

Полученное выражение (3.2.8) является основным рекуррентным 
выражением решения системы нелинейных алгебраических уравнений 
(1.2.27), (1.2.28). 

Каждый блок матрицы Гессе представляется квадратной подмат-
рицей порядка М. В результате получается квадратная матрица по-
рядка 2М. 

Поскольку  �f = 2��f , � f , … , �#f ), �ff = (��ff, � ff, … , �#ff), 
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то матрицу Гессе в развернутой форме можно представить в виде 
(3.2.9). 

Как видно из матрицы Гессе (3.2.9), в ней фигурируют нижепри-
веденные типы частных производных: 

‒ при одинаковых индексах, т. е. когда j = i : q�Ñq�H��, q�Ñq�H��	, q�Ñq�H�q�H�	, q�Ñq�H�q�H�	; 
‒ при разных индексах, т. е. когда 6 ≠ 8: q�Ñq�H�q���	, q�Ñq���q�H�	, q�Ñq�H�q���	, q�Ñq���q�H�, q�Ñq�H��q��� , q�Ñq�H��q����	, q�Ñq����q�H��	, q�Ñq���q�H��. 

� =

��
���
���
���
� q�Ñq���� q�Ñq���q��� 	⋯ q�Ñq���q�O�q�Ñq���q��� q�Ñq����	 	⋯ q�Ñq���q�O�q�Ñq�O� q��� q�Ñq�O� q��� ⋯ q�Ñq�O��

⋮
q�Ñq���q���� q�Ñq���q���� 	⋯ q�Ñq���q�O��q�Ñq���q���� q�Ñq���q���� 	⋯ q�Ñq���q�O��q�Ñq�O� q���� q�Ñq�O� q���� 	⋯ q�Ñq�O� q�O��q�Ñq����q��� q�Ñq����q��� 	⋯ q�Ñq����q�O�q�Ñq����q��� q�Ñq����q��� 	⋯ q�Ñq����q�O�q�Ñq�O��q��� q�Ñq�O��q��� 	⋯ q�Ñq�O��q�O�

⋮
q�Ñq����� q�Ñq����q���� 	⋯ q�Ñq����q�O��q�Ñq����q���� q�Ñq����� 	⋯ q�Ñq����q�O��q�Ñq�O��q���� q�Ñq�O��q���� 	⋯ q�Ñq�O��� �	

			
			
			



  

(3.2.9) 

Учитывая, что для вторых частных производных сочетание ин-
дексов не имеет значения, т. е. i ‒ j = j ‒ i, то в результате остается всего 
шесть типов частных производных: q�Ñq�H��, q

�Ñq�H���, q�Ñq�H�q�H��, 
q�Ñq�H�q��� , q�Ñq�H��q����, q�Ñq�H�q����.                           (3.2.10) 

Однако два типа частных производных первого порядка необхо-
димо определить также для градиента функции qÑq�H� = 2∑ Ф\@ qФ~�q�H� +#@=� 2∑ Ф]@ qФ��q�H�#@=� ,               (3.2.11) 
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qÑq�H�� = 2∑ Ф\@ qФ~�q�H�� +#@=� 2∑ Ф]@ qФ��q�H��#@=� . 

Полученную систему уравнений (3.2.11) удобнее представить в 
следующем виде: 

qÑq�H� = 2ÔФ\; qФ~Hq�H� +Ф]; qФ�Hq�H��× + 2∑ ÔФ\@ qФ~�q�H� +Ф]@ qФ��q�H� ×#@=�@P; .  (3.2.12) 

qÑq�H� = 2ÔФ\; qФ~Hq�H�� +Ф]; qФ�Hq�H��× + 2∑ 2Ф\@ qФ~�q�H�� +Ф]@ qФ��q�H��3#@=�@P; . 

Из системы уравнений (3.2.12) можно заметить, что в первых сла-
гаемых фигурируют функции с одинаковыми индексами, а во вторых ‒ 
функции разных индексов. 

Функции типа Ф\ и Ф], входящие в (3.2.12), выражения которых 
получены в (1.2.31), (1.2.32) и (1.2.34), (1.2.35), удобнее представить в 
виде: Ф\; = �; − I\; = �; − �Q;;2�;f + �;ff 3 + ∑ 2Q;@ß;@ + R;@à;@3#@=�@P; �, 

 (3.2.13) 

Ф]; = �; − I]; = �; − �−R;;2�;f + �;ff 3 + ∑ 2Q;@à;@ − R;@ß;@3#@=�@P; �, 
или Ф\@ = �@ − I\@ = �@ − �Q@@U�@f + �@ff W + ∑ 2Q@;ß@; + R@;à@;3#;=�@P; �,  

(3.2.14) 

Ф]@ = �@ − I]@ = �@ − �−R@@U�@f + �@ff W + ∑ 2Q@;à@; − R@;ß@;3#;=�@P; �, 
где  ß;@ = �;f�@f + �;ff�@ff, à;@ = �;ff�@f − �;f�@ff, 
или  ß@; = �@f�;f + �@ff�;ff, à@; = �@ff�;f − �@f�;ff. 

Приведенные выражения функций Ф\;, Ф\@, Ф];, Ф]@ согласно 
(3.2.13) и (3.2.14) в такой же форме необходимо подставить и (3.2.12). 

Частные производные первых порядков, входящие в (3.2.12), 
определяются из аналитических выражений (3.3.13) и (3.2.14): 
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‒ при одинаковых индексах, т. е. когда j = i : qФ~Hq�H� = − qJ~Hq�H� = −Y2Q;;�;f + ∑ 2Q;@�@f − R;@�@ff3#@=� Z, 
qФ~Hq�H�� = − qJ~Hq�H�� = −Y2Q;;�;ff + ∑ UQ;@�@ff + R;@�@fW#@=� Z, 
qФ�Hq�H� = − qJ�Hq�H� = −Y−2R;;�;f − ∑ UQ;@�@ff + R;@�@fW#@=� Z,    (3.2.15) 

qФ�Hq�H�� = − qJ�Hq�H�� = −Y−2R;;�;ff + ∑ 2Q;@�@f − R;@�@ff3#@=� Z. 
Учитывая инвариантность индексов i и j, на основании (3.2.15) 

можно непосредственно получить частные производные этих функций 
по составляющим узловых напряжений, но с индексом j: 

‒ при разных индексах, т. е. когда 8 ≠ 6: qФ~Hq��� = − qJ~Hq��� = −2Q;@�;f + R;@�;ff3, 
qФ~Hq���� = − qJ~Hq���� = −UQ;@�;ff − R;@�;fW	,                  (3.2.16) 

qФ�Hq��� = − qJ�Hq��� = −2Q;@�;ff − R;@�;f3, 
qф�Hq���� = − qJ�Hq���� = −2−Q;@�;f − R;@�;ff3. 

После установления частных производных первого порядка 
можно перейти к определению частных производных второго порядка, 
т. е. к элементам матрицы Гессе. 

Как уже было сказано, необходимо установить шесть типов част-
ных производных: 

q�Ñq�H�� =	 qq�H�	 22∑ ф\@м@=� qф~�q�H�	 + 2∑ ф]@м@=� qф��q�H�	 3, 
или | Ð|�;f = 2	Í2м

@=�
|ф\@|�;f	 |ф\@|�;f	 + ф\@ | ф\@|�;f 	 + 2	Í2|ф]@|�;f	 |ф]@|�;f	 +

м
@=� ф]@ | ф]@|�;f 	 3	.	 

(3.2.17) 
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q�Ñq�H��� = qq�H�� 22∑ ф\@	м@=� 	qф~�q�H�� + 2∑ ф]@	м@=� 	qф��q�H��3, 
или 

q�Ñq�H��� = 2	∑ 2м@=� qф~�q�H�� 	qф~�q�H�� + ф\@ q�ф~�q�H���		3 + 2	 ∑ 2м@=� 	qф��q�H�� 	qф��q�H�� + ф]@ q�ф��q�H���		3. 
(3.2.18) 

q�Ñq�H�q�H�� = qq�H� 22∑ ф\@	м@=� qф~�q�H�� + 	2∑ ф]@	м@=� qф��q�H��3, 
или 

q�Ñq�H�q�H�� = 2	∑ 2м@=� qф~�q�H�	 qф~�q�H��	 + ф\@ q�ф~�q�H��q�H�3 + 2	∑ 2м@=� qф��q�H�	 qф��q�H��	 + ф]@ q�ф~�q�H��q�H�3. 
(3.2.19) 

q�Ñq�H�q��� = qq�H� 22∑ ф\}	м}=� qф~�q��� + 2∑ ф]}	м}=� qф��q��� 3, 
или 

 q�Ñq�H�q��� = 2	∑ 2м}=� qф~�q�H� qф~�q��� +	ф\} q�ф~�q���q�H�3 + 2	∑ 2м}=� qф��q�H� qф��q��� +	ф]} q�ф��q���q�H�3. 
(3.2.20) 

q�Ñq�H��q���� =	 qq�H�� Ô2∑ ф\}	м}=� qф~�q�H�� + 2∑ ф]}	м}=� qф��q�H��×, 

или 

q�Ñq�H��q���� = 2	∑ 2м}=� qф~�q�H�� qф~�q���� +	ф\} q�ф~�q����q�H��3 + 2	∑ 2м}=� qф��q�H�� qф��q���� +
	+	ф]} q�ф��q����q�H��3.                                                                                   (3.2.21) 

q�Ñq�H�q���� = qq�H� 22∑ ф\}	м}=� qф~�q���� + 2∑ ф]}	м}=� qф��q����3, 
или  

q�Ñq�H�q���� = 2	 ∑ 2м}=� qф~�q�H� ∙ qф~�q���� +	ф\} q�ф~�q����q�H�3 + 2	∑ 2м}=� qф��q�H� ∙ qф��q���� +
	+	ф]} q�ф��q����q�H�3.                                                                                   (3.2.22) 
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Окончательно вышеприведённые шесть типов частных производ-
ных можно представить в следующем виде:  

q�Ñq�H�� = 2 �2qф~Hq�H� 3 + 2qф�Hq�H� 3 + ф\; q�ф~Hq�H�� + ф]; q�ф�Hq�H�� � + 2	 ∑ �2qф~�q�H� 3 +м@=�@P;+	2qф��q�H� 3 + ф\@ q�ф~�q�H�� + ф]@ q�ф��q�H�� �.                                                   (3.2.23) 

q�Ñq�H��� = 2 �2qф~Hq�H��3 + 2qф�Hq�H��3 + ф\; q�ф~Hq�H��� + ф\; q�ф��q�H���� + 2	 ∑ �2qф~�q�H��3 +м@=�@P;+	2qф��q�H��3 + ф\@ q�ф~�q�H��� + ф]@ q�ф��q�H����  .                                                  (3.2.24) 

q�Ñq�H�q�H�� = 2Ôqф~Hq�H� 	qф~Hq�H�� + ф\; q�ф~Hq�H��q�H� + qф�Hq�H� 	qф�Hq�H�� +	ф]; q�ф�Hq�H��q�H�× ++	2	 ∑ 2qф~�q�H� 	qф~�q�H�� + ф\@ q�ф~�q�H��q�H� + qф��q�H� 	qф��q�H�� +	ф]@ q�ф��q�H��q�H�3м@=�@P; .        (3.2.25) 

q�Ñq�H�q��� = 2Ôqф~Hq�H� 	qф~Hq��� + ф\; q�ф~Hq���q�H� + qф�Hq�H� 	qф�Hq��� +	ф]; q�фq���q�H�× ++	2 Ôqф~�q�H� 	qф~�q��� + ф\@ q�ф~�q���q�H� + qф��q�H� 	qф��q��� +	ф]@ q�ф��q���q�H�× ++	2	 ∑ 2qф~�q�H� 	qф~�q��� + ф\} q�ф~�q���q�H� + qф��q�H� 	qф��q��� +	ф]} q�ф��q���q�H�3м}=�}P;}P@
.        (3.2.26) 

q�Ñq�H��q���� = 2Ôqф~Hq�H�� 	qф~Hq���� + ф\; q�ф~Hq����q�H�� + qф�Hq�H�� 	qф�Hq���� +	ф]; q�ф�Hq����q�H��× +
+	2 Ôqф~�q�H�� 	qф~�q���� + ф\@ q�ф~�q����q�H�� + qф��q�H�� 	qф��q���� +	ф]; q�ф��q����q�H��× +
+	2	 ∑ 2qф~�q�H�� 	qф~�q���� + ф\} q�ф~�q����q�H�� + qф��q�H�� 	qф��q���� +	ф]} q�ф��q����q�H��3м}=�}P;}P@

.    (3.2.27) 

q�Ñq�H�q���� = 2Ôqф~Hq�H� 	qф~Hq���� + ф\; q�ф~Hq����q�H� + qф�Hq�H� 	qф�Hq���� +	ф]; q�фq����q�H�× ++	2 Ôqф~�q�H� 	qф~�q���� + ф\@ q�ф~�q����q�H� + qф��q�H� 	qф��q���� +	ф]@ q�ф��q����q�H�× ++	2	 ∑ 2qф~�q�H� 	qф~�q���� + ф\} q�ф~�q����q�H� + qф��q�H� 	qф��q���� +	ф]} q�ф��q����q�H�3м}=�}P;}P@
.     (3.2.28) 
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Аналитические выражения частных производных первого по-
рядка, входящих в (3.2.11), приведены в виде (3.2.15) и (3.2.16). 

Однако из выражений (3.2.23 ‒ 3.2.28) можно заметить, что необ-
ходимо определить множество частных производных второго порядка: | ф\;|�;f = −| I\;|�;f = −2Q;;; 

| ф];|�;f = −| I];|�;f = 2R;;; 																														(3.2.29) 

q�ф~Hq�H��� = − q�J~Hq�H��� = −2Q;;; 	| ф];|�;ff = −| I];|�;ff = 2R;;; 
| ф\@|�;f = −| I\@|�;f = 0; 
| ф]@|�;f = −| I]@|�;f = 0; 
| ф\@|�;ff = −| I\@|�;ff = 0; 																																(3.2.30) 

| ф]@|�;ff = −| I]@|�;ff = 0. 
Смешанные частные производные второго порядка определя-

ются в виде q�ф~Hq�H��q�H� = −	 q�J~Hq�H��q�H� = 0;  
q�ф�Hq�H��q�H� = −	 q�J�Hq�H��q�H� = 0;  
q�ф~�q�H��q�H� = −	 q�J~�q�H��q�H� = 0; 																														(3.2.31)  

q�ф��q�H��q�H� = −	 q�J��q�H��q�H� = 0;  
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q�ф~Hq���q�H� = −	 q�J~Hq���q�H� = −Q;@;  
q�ф�Hq���q�H� = −	 q�J�Hq���q�H� = R;@; 																														(3.2.32)  

q�ф~�q���q�H� = −	 q�J~�q���q�H� = −Q@;;  
q�ф��q���q�H� = −	 q�J��q���q�H� = R@;;  

q�ф~�q���q�H� = −	 q�J~�q���q�H� = 0; 26 ≠ �; 8 ≠ �3;  
q�ф��q���q�H� = −	 q�J��q���q�H� = 0; 26 ≠ �; 8 ≠ �3;  

q�ф~Hq����q�H�� = −	 q�J~Hq����q�H�� = −Q;@;  
q�ф�Hq����q�H�� = −	 q�J�Hq����q�H�� = R;@;  

q�ф~�q����q�H�� = −	 q�J~�q����q�H�� = −Q@;; 																										(3.2.33)  

q�ф��q����q�H�� = −	 q�J��q����q�H�� = R@;;  
q�ф~�q����q�H�� = −	 q�J~�q����q�H�� = 0; 26 ≠ �; 8 ≠ �3;  
q�ф��q����q�H�� = −	 q�J��q����q�H�� = 0; 26 ≠ �; 8 ≠ �3  

q�ф~Hq����q�H� = −	 q�J~Hq����q�H� = R;@ .  
q�ф�Hq����q�H� = −	 q�J~Hq����q�H� = Q;@	; 																												(3.2.34)  

q�ф~�q����q�H� = −	 q�J~�q����q�H� = −R@;;  
q�ф��q����q�H� = −	 q�J��q����q�H� = −Q@;;  
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q�ф~�q����q�H� = −	 q�J~�q����q�H� = 0; 26 ≠ �; 8 ≠ �3; 
q�ф��q����q�H� = −	 q�J��q����q�H� = 0; 26 ≠ �; 8 ≠ �3. 

Учитывая полученные выражения (3.2.29 ‒ 3.2.34) в (3.2.23 ‒ 
3.2.28), получим:  

q�Ñq�H�� = 2	 �2qф~Hq�H� 3 + 2qф�Hq�H� 3 − 22Q;;ф\; − R;;ф];3� + 2∑ �2qф~�q�H� 3 +м@=�@P;+	2qф��q�H� 3 �.                                                                                              (3.2.35) 

q�Ñq�H��� = 2	 �2qф~Hq�H��3 + 2qф�Hq�H��3 − 22Q;;ф\; − R;;ф];3� + 2∑ �2qф~�q�H��3 +м@=�@P;+	2qф��q�H��3 �.                                                                                              (3.2.36) 

q�Ñq�H�q�H�� = 2	2qф~Hq�H� 	qф~Hq�H�� + qф�Hq�H� 	qф�Hq�H��3 + ∑ 2qф~�q�H� 	qф~�q�H�� + qф��q�H� 	qф��q�H��м@=�@P; 3. (3.2.37) 

Q�RQSH�QS��HT�
= 2 �qф~Hq�H� 	qф~Hq��� + qф�Hq�H� 	qф�Hq��� − 2Q;@ф\@ − R;@ф];3� + 2 �qф~�q�H� 	qф~�q��� +

+	qф��q�H� 	qф��q��� − 2Q@;ф\@ − R@;ф]@3� + 2	∑ Ôqф~�q�H� 	qф~�q��� + qф��q�H� 	qф��q��� ×м}=�}=;}P@
. 

(3.2.38) 

Q�RQSH��QS���HU�
= 2 �qф~Hq�H�� 	qф~Hq���� + qф�Hq�H�� 	qф�Hq���� − 2Q;@ф\; − R;@ф];3� + 2 �qф~�q�H�� 	qф~�q���� +

+	qф��q�H�� 	qф��q���� − 2Q@;ф\@ − R@;ф]@3� + 2	∑ Ôqф~�q�H�� 	qф~�q���� + qф��q�H�� 	qф��q����×м}=�}P;}P@
. 

(3.2.39) 

Q�RQSH�QS��� = 2 �qф~Hq�H� 	qф~Hq���� + qф�Hq�H� 	qф�Hq���� + 2R;@ф\; − Q;@ф];3� + 2 �qф~�q�H� 	qф~�q���� +
+	qф��q�H� 	qф��q���� + 2R@;ф\@ − Q@;ф]@3� + 2	∑ Ôqф~�q�H� 	qф~�q���� + qф��q�H� 	qф��q����×м}=�}P;}P@

. 

(3.2.40) 
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3.3. Решение Z-формы уравнений установившегося режима  
электрической системы методом матрицы Гессе 

Соответствующая система нелинейных алгебраических уравне-
ний установившегося режима имеет вид ф\;2�, :f, :ff) = �; − ƒ\;(:f, :ff) = 0,																							(3.3.1) ф];(�, :f, :ff) = �; − ƒ];(:f, :ff) = 0, 
где 

ƒ\;U:±, :\W = �Б:;f +ÍYU:;f:@f + :;ff:@ffW«;@ − U:;f:@ff − :;ff:@fW�;@Z,#
@=�

			(3.3.2) 

ƒ];U:±, :\W = −�Б:;ff +ÍYU:;f:@f + :;ff:@ffW�;@ + U:;f:@ff − :;ff:@fW«;@Z#
@=� . 

Для всех независимых станционных и нагрузочных узлов счита-
ются заданными активные и реактивные мощности и требуется опре-
делить составляющие комплексных токов этих же узлов. 

Векторы X, U и Д применительно к системе уравнений (3.3.1) ха-
рактеризуются следующими режимными параметрами: 

X = h :f:ff� для независимых станционных и нагрузочных узлов; 

U = ���� для независимых станционных узлов;                               (3.3.3) 

Д =	���� только для нагрузочных узлов. 

Для этого случая квадратная матрица Гессе Н, состоящая из част-
ных производных второго порядка, представляется в виде 

� = q�ÑqÒ� = ã q�ÑqÕ�qÕ� q�ÑqÕ�qÕ��q�ÑqÕ��qÕ� q�ÑqÕ��qÕ��
æ	.                      (3.3.4) 

Если учесть принятую систему индексов, то матрицу Гессе 
можно представить в более ясной форме: 

� = q�ÑqÒ� = � q�ÑqÕH�qÕ�� q�ÑqÕH�qÕ��q�ÑqÕH�qÕ�� q�ÑqÕH�qÕ��
�. 
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Градиент функции определяется в виде  

N = qÑqÒ = ã qÑqÕ�qÑqÕ��æ, 
а с учетом системы индексов 

N = qÑqÒ = � qÑqÕ��qÑqÕ����	.                                    (3.3.5) 

При этом рекуррентное выражение принимает следующий вид: 

� :;f:;ff�}y� = �:;f:;ff�} − � q�ÑqÕH�qÕ�� q�ÑqÕH�qÕ��q�ÑqÕH�qÕ�� q�ÑqÕH�qÕ��
�
.�

∙ 	 � qÑqÕ��qÑqÕ����.             (3.3.6) 

Приведенное выражение (3.3.6) является основным рекуррентным 
выражением для решения системы нелинейных алгебраических уравне-
ний установившегося режима электрической системы при Z-форме за-
дания состояния пассивной части. 

Необходимо отметить, что каждый блок матрицы Гессе представ-
ляет собой квадратную подматрицу порядка М, которая в результате 
является квадратной матрицей порядка 2М. Если учесть, что  :f = 2:�f , : f , … , :мf ),:ff = (:�ff, : ff, … , :мff),� 																																	(3.3.7) 

� =

��
��
��
��
��
��
� q�ÑqÕ��� q�ÑqÕ��qÕ�� ⋯ q�ÑqÕ��qÕм�q�ÑqÕ��qÕ�� q�ÑqÕ��� ⋯ q�ÑqÕ��qÕм�⋮ ⋮ ⋮ ⋮q�ÑqÕм�qÕ�� q�ÑqÕм�qÕ�� ⋯ q�ÑqÕм��

q�ÑqÕ��qÕ��� q�ÑqÕ��qÕ��� ⋯ q�ÑqÕ��qÕм�q�ÑqÕ��qÕ��� q�ÑqÕ��qÕ��� ⋯ q�ÑqÕ��qÕм��⋮ ⋮ ⋮ ⋮q�ÑqÕм�qÕ��� q�ÑqÕм�qÕ��� ⋯ q�ÑqÕм�qÕм��
q�ÑqÕ���qÕ�� q�ÑqÕ���qÕ�� ⋯ q�ÑqÕ���qÕм�q�ÑqÕ���qÕ�� q�ÑqÕ���qÕ�� ⋯ q�ÑqÕ���qÕм�⋮ ⋮ ⋮ ⋮q�ÑqÕм��qÕ�� q�ÑqÕм��qÕ�� ⋯ q�ÑqÕм��qÕм�

q�ÑqÕ���� q�ÑqÕ���qÕ��� ⋯ q�ÑqÕ���qÕм��
q�ÑqÕ���qÕ��� q�ÑqÕ���� ⋯ q�ÑqÕ���qÕм��⋮ ⋮ ⋮ ⋮q�ÑqÕм��qÕ��� q�ÑqÕм��qÕ��� ⋯ q�ÑqÕм��� �	

		
		
		
		
		



,    (3.3.8) 

то матрицу Гессе в развернутой форме можно представить в виде (3.3.8). 
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Анализ структуры развернутой матрицы Гассе (3.3.8) показывает, 
что в ней фигурируют следующие типы частных производных второго 
порядка: | Ð|:�f ,	 | Ð|:;ff , 

| Ð|:;f|:;ff , 
| Ð|:;ff|:;f. 

При разных индексах | Ð|:;f|:@f 	 , | Ð	|:@f|:;f 	 , | Ð|:;f|:@ff 	 , | Ð|:@ff|:;f		, | Ð|:;ff|:@f 	 , | Ð|:;ff|:@g 	 , | Ð|:@ff|:;ff 	 , | Ð|:@f|:;ff. 
Исходя из свойств частных производных второго порядка, можно 

написать: | Ð|:;f|:@f = | Ð|:@f|:;f 	 , | Ð|:;ff|:@ff =	 | Ð|:@ff|:;ff	,	 | Ð|:@f|:;ff 	= | Ð|:;ff|:;f 	 , | Ð|:;f|:@ff 	= | Ð|:@f|:;ff 	 , | Ð|:;ff|:@f 	= | Ð|:@ff|:;f. 
В результате устанавливаются аналитические выражения следу-

ющих частных производных второго порядка: | Ð|:;f 	,	 |
 Ð|:;ff 	,	 	| Ð	|:;f|:;ff .																																		(3.3.9) 

| Ð|:;f|:@f 	,	 | Ð	|:;ff|:@ff 	, | Ð	|:;f|:@ff , 																										(3.3.10) 
т. е. шесть типов производных. Для определения указательных частных 
производных целесообразно сначала установить аналитические выра-
жения частных производных первого порядка, которые входят в гради-
ент исследуемой функции: 

|Ð|:;f = 2Í(Ф\@
#
@=�

|Ф\@|:;f +Ф]@ |Ф]@|:;f ), 																		(3.3.11) 

|Ð|:;ff = 2Í(Ф\@
#
@=�

|Ф\@|:;ff + Ф]@ |Ф]@|:;f ). 																	(3.3.12) 
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Представим полученные частные производные в следующем 
виде: |Ð|:;f = 2WФ\; |Ф\;|:;f +Ф]; |Ф];|:;f X + 2Í2Ф\@

#
@=�@P;

|Ф\@|:;f +Ф]@ |Ф]@|:;f 3, 	(3.3.13)  

|Ð|:;ff = 2WФ\; |Ф\;|:;ff +Ф]; |Ф];|:;ff X + 2Í2Ф\@
#
@=�@P;

|Ф\@|:;ff +Ф]@ |Ф]@|:;ff 3.	 (3.3.14)	 
Частные производные первого порядка, входящие в последние 

два выражения (3.3.13) и (3.3.14), необходимо определить из аналити-
ческих выражений (3.3.2). 

При этом для определения аналитических выражений соответ-
ствующих частных производных целесообразно уравнения установив-
шегося режима (3.3.2) представить в более удобном виде: Ф\; = �; − Y\; = �; − T�Б:;f + 2:;f + :;ff 3«;; + 

+	Í2ß;@«;@ − à;@�;@3[, 																																																																											(3.3.15)

#
@=�@P;

 

Ф]; = �; − Y]; = �; − T−�Б:;ff + 2:;f + :;ff 3�;; + 

+	Í2ß;@�;@ − à;@«;@3[, 																																																																											(3.3.16)

ó
@=�@P;

 

где  ß;@ = :±;f :±@f + :\;ff :\@ff 	; 	à;@ = :±;f :\@ff − :\;ff :±@	f . 														(3.3.17) 

Частные производные, входящие в (3.3.13) и (3.3.14), определя-
ются следующим образом: 

‒ при одинаковых индексах, т. е. когда j = i; 

|Ф\;|:;f = −|Y\;|:;f = − ��
���Z + 2«;;:;f +ÍU«;@:@f − �;@:@ffW#

@=�@P; �	
	
, 
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|Ф\;|:;ff = −|Y\;|:;ff = − ��
��2«;;:;ff +ÍU«;@:@ff − �;@:@fW#

@=�@P; �	
	
 	,					(3.3.18) 

|Ф];|:;f = −|Y];|:;f = −
��
��2�;;:;f +ÍU«;@:@ff + �;@:@fW#

@=�@P; �	
	
	, 

|Ф];|:;ff = −|Y];|:;ff = −
��
��−�Z + 2�;;:;ff −ÍU«;@:@f − �;@:@ffW#

@=�@P; �	
	
 ; 

‒ при разных индексах, т. е. когда j ≠	i: |Ф\;|:@f = −|Y\;|:@f = −U:;f«;@ + :;ff�;@W, 
|Ф\;|:@ff = −|Y\;|:@ff = −U:;ff«;@ − :;f�;@W,																					(3.3.19) 

|Ф];|:@f = −|Y];|:@f = −U:;f�;@ − :;ff«;@W, 
|Ф];|:@ff = −|Y];|:@ff = −U:;ff�;@ + :;f«;@W. 

При этом необходимо иметь в виду |Ф\;|:@f = |Ф]@|:@ff ; 	|Ф\;|:@ff = −|Ф];|:@f .																					(3.3.20) 

Вышеприведенные выражения частных производных (3.3.18) 
можно представить также в следующим виде: 

|Ф\;|:;f = −|Y\;|:;f = −ç��Б +ÍU«;@:@f − �;@:@ffW + 2«;;:;f + �;;:;ff3#
;=� ê, 

|Ф\;|:;ff = −|Y\;|:;ff = −çÍU«;@:@ff − �;@:@fW + («;;:;f − �;;:;f)#
;=�

ê ,	(3.3.21) 
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|Ф];|:;f = −|Y];|:;f = −çÍU«;@:@ff − �;@:@fW − 2«;;:;ff − �;;:;f3#
;=� ê, 

|Ф];|:;ff = −|Y];|:;ff = − ç��Б −ÍU«;@:@f − �;@:@ffW + 2«;;:;f + �;;:;ff3#
;=� ê. 

После установления аналитических выражений частных произ-
водных первого порядка на основе выражений (3.3.13), (3.3.14) можно 
перейти к построению частных производных второго порядка: | Ð|:;f = 2ÍW|Ф\@|:;f |Ф\@|:;f +Ф\@ | Ф\@|:;f X#

@=� + 2ÍW|Ф]@|:;f |Ф]@|:;f +Ф]@ | Ф]@|:;f X#
@=� ; 

| Ð|:;ff = 2ÍW|Ф\@|:;ff |Ф\@|:;ff +Ф\@ | Ф\@|:;ff X#
@=� + 2ÍW|Ф]@|:;ff |Ф]@|:;ff +Ф]@ | Ф]@|:;ff X#

@=� ; 
 | Ð|:;f|:;ff = 2ÍW|Ф\@|:;f |Ф\@|:;ff +Ф\@ | Ф\@|:;f|:;ffX

#
@=� + 2Í W|Ф]@|:;f |Ф]@|:;ff +Ф]@ | Ф]@|:;f|:;ffX ;

#
}=�  

| Ð|:;f|:@f = 2Í W|Ф\}|:;f |Ф\}|:@f +Ф\} | Ф\}|:@f|:;fX +#
}=�  

+2Í W|Ф]}|:;f |Ф]}|:@f +Ф]} | Ф]}|:;f|:@fX ;
#
}=� 																																																														(3.3.22) 

| Ð|:;ff|:@ff = 2Í W|Ф\}|:;ff |Ф\}|:@ff +Ф\} | Ф\}|:@ff|:;ffX
#
}=� + 

	+2Í W|Ф]}|:;ff |Ф]}|:@ff +Ф]} | Ф]}|:;ff|:@ffX ;
#
}=�  

| Ð|:;f|:@ff = 2Í W|Ф\}|:;f |Ф\}|:@ff + Ф\} | Ф\}|:@f|:;ffX
#
}=� + 

+2Í W|Ф]}|:;f |Ф]}|:@ff +Ф]} | Ф]}|:@f|:;ffX .
#
}=�  
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Вышеприведенные частные производные в более подробной и яс-
ной форме можно представить в виде | Ð|:;f = 2 çW|Ф\;|:;f X +Ф\; | Ф\@|:;f + W|Ф];|:;f X +Ф]; | Ф];|:;f ê + 

+2ÍçW|Ф\@|:;f X +Ф\@ | Ф\@|:;f + W|Ф]@|:;f X +Ф]@ | Ф]@|:;f ê .#
@=�@P;

 

| Ð|:;ff = 2 çW|Ф\;|:;ff X + W|Ф];|:;g X + Ф\; | Ф\;|:;ff +Ф]; | Ф];|:;ff ê + 

+2ÍçW|Ф\@|:;ff X + W|Ф]@|:;g X +Ф\@ | Ф\@|:;ff +Ф]@ | Ф]@|:;ff ê
#
@=�@P;

. 
| Ð|:;f|:;ff = 2 �|Ф\;|:;f |Ф\;|:;ff + Ф\; | Ф\;|:;ff|:;f + |Ф];|:;f |Ф];|:;ff +Ф]; | Ф];|:;ff|:;f� + 

+2Í�|Ф\@|:;f |Ф\@|:;ff +Ф\@ | Ф\@|:;ff|:;f + |Ф]@|:;f |Ф]@|:;ff +Ф]@ | Ф]@|:;ff|:;f�
#
@=�@P;

. 
когда i	≠	j: | Ð|:;f|:@f = 2 �|Ф\;|:;f |Ф\;|:@f +Ф\; | Ф\;|:@f|:;f + |Ф];|:;f |Ф];|:@f +Ф]; | Ф];|:@f|:;f� + 

	+2 �|Ф\@|:;f |Ф\@|:@f +Ф\@ | Ф\@|:@f|:;f + |Ф]@|:;f |Ф]@|:@f + Ф]@ | Ф]@|:@f|:;f� + 

+2Í�|Ф\}|:;f |Ф\}|:@f +Ф\} | Ф\}|:@f|:;f + |Ф]}|:;f |Ф]}|:@f +Ф]} | Ф]}|:@f|:;f �.		
#
}=�}P;}P@

	(3.3.23) 

| Ð|:;ff|:f@f = 2 �|Ф\;|:;ff |Ф\;|:@ff +Ф\; | Ф\;|:@ff|:;ff + |Ф];|:;ff |Ф];|:@ff +Ф]; | Ф];|:@ff|:;ff� + 
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+2 �|Ф\@|:;g |Ф\@|:@g +Ф\@ | Ф\@|:@ff|:;g + |Ф]@|:;ff |Ф]@|:@g +Ф]@ | Ф]@|:@ff|:;ff� + 

+2Í�|Ф\}|:;ff |Ф\}|:@ff +Ф\} | Ф\}|:@ff|:;ff + |Ф]}|:;ff |Ф]}|:@ff +Ф]} | Ф]}|:@ff|:;ff� .
#
}=�}P;}P@

 

| Ð|:;f|:@ff = 2 �|Ф\;|:;f |Ф\;|:@ff + Ф\; | Ф\;|:@ff|:;f + |Ф];|:;f |Ф];|:@ff +Ф]; | Ф];|:@ff|:;f� + 

+2 �|Ф\@|:;f |Ф\@|:@ff +Ф\@ | Ф\@|:@ff|:;f + |Ф]@|:;f |Ф]@|:@ff +Ф]@ | Ф]@|:@ff|:;f� + 

+2Í�|Ф\}|:;f |Ф\}|:@ff +Ф\} | Ф\}|:@ff|:;f + |Ф]}|:;f |Ф]}|:@ff +Ф]} | Ф]}|:@ff|:;f� .
#
}=�}P;}P@

 

Аналитические выражения частных производных первого по-

рядка, входящих в (3.3.23), приведены выше в (3.3.18), (3.3.19). 

Теперь необходимо установить аналитические выражения вто-

рых частных производных, входящих в выражения (3.3.23): 

−2«;; = | Ф\;|:;f = −| Y\;|:;f ; 	| Ф];|:;f = −| Y];|:;f = −2�;;; 
−2«;; = | Ф\;|:;ff = −| Y\;|:;ff ; 	| Ф];|:;ff = −| Y];|:;ff = −2�;;; 
0 = | Ф\@|:;f = −| Y\@|:;f ; 	| Ф]@|:;f = −| Y]@|:;f = 0; 																																			(3.3.24) 

| Ф\@|:;ff = −| I\@|:;ff = 0; 
| Ф]@|:;ff = −| I]@|:;ff = 0. 
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Смешанные частные производные второго порядка определя-
ются по выражениям: | Ф\;|:;ff|:;f = − | Y\;|:;ff|:;f = 0; 

| Ф];|:;ff|:;f = − | Y];|:;ff|:;f = 0; 																															(3.3.25) 

| Ф\@|:;ff|:;f = − | Y\@|:;ff|:;f = 0; 
| Ф]@|:;ff|:;f = − | Y]@|:;ff|:;f = 0; 
| Ф\;|:@f|:;f = − | Y\;|:@f|:;f = −«;@ . 
| Ф];|:@f|:;f = − | Y];|:@f|:;f = −�;@; 																													(3.3.26) 

| Ф\@|:@f|:;f = − | Y\@|:@f|:;f = −«@;; 
| Ф]@|:@f|:;f = − | Y];|:@f|:;f = −�@;; 
| Ф\}|:@f|:;f = − | Y\}|:@f|:;f = 0; 
| Ф]}|:@f|:;f = − | Y]}|:@f|:;f = 0; 

| Ф\;|:@ff|:;ff = − | Y\;|:@ff|:;ff = −«;@; 
| Ф];|:@ff|:;ff = − | Y];|:@ff|:;ff = −�;@; 																										(3.3.27) 

| Ф\@|:@ff|:;ff = − | Y\@|:@ff|:;ff = −«@;; 
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| Ф]@|:@ff|:;ff = − | Y]@|:@ff|:;ff = −�@;; 
| Ф\}|:@ff|:;ff = − | Y\}|:@ff|:;ff = 0; 
| Ф]}|:@ff|:;ff = − | Y]}|:@ff|:;ff = 0; 
| Ф\;|:@ff|:;f = − | Y\;|:@ff|:;f = �;@; | Ф];|:@ff|:;f = − | Y];|:@ff|:;f = −«;@; 																											(3.3.28) | Ф\@|:@ff|:;f = − | Y\@|:@ff|:;f = −�@;; 
| Ф]@|:@ff|:;f = − | Y]@|:@ff|:;f = «@;; 
| Ф\}|:@ff|:;f = − | Y\}|:@ff|:;f = 0; 
| Ф]}|:@ff|:;f = − | Y]}|:@ff|:;f = 0; 

Учитывая полученные выражения частных производных (3.3.25), 
(3.3.28) в общих выражениях частных производных второго порядка 
(3.3.25), получим: | Ð|:;f = 2 çW|Ф\;|:;f X + W|Ф];|:;f X − 2U«;;Ф\; + �;;Ф];Wê + 

+2ÍçW|Ф\@|:;f X + W|Ф]@|:;f X ê .#
@=�@P;

 

| Ð|:;ff = 2 çW|Ф\;|:;ff X + W|Ф];|:;ff X − 2U«;;Ф\; + �;;Ф];Wê + 
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+2ÍçW|Ф\@|:;ff X + W|Ф]@|:;ff X ê#
@=�@P;

.																																																																(3.3.29) 

| Ð

|:;f|:;ff = 2 �|Ф\;|:;f |Ф\;|:;ff + |Ф];|:;f |Ф];|:;ff � + 2Í�|Ф\@|:;f |Ф\@|:;ff + |Ф]@|:;f |Ф]@|:;ff �
#
@=�@P;

. 

| Ð

|:;f|:@f = 2 �|Ф\;|:;f |Ф\;|:@f + |Ф];|:;f |Ф];|:@f + U«;@Ф\; + �;@Ф];W� + 

+2 �|Ф\@|:;f |Ф\@|:@f + |Ф]@|:;f |Ф]@|:@f − U«@;Ф\@ + �@;Ф]@W� + 

+2Í�|Ф\}|:;f |Ф\}|:@f + |Ф]}|:;f |Ф]}|:@f �
#
}=�}P;}P@

. 

| Ð

|:;ff|:@ff = 2 �|Ф\;|:;ff |Ф\;|:@ff + |Ф];|:;ff |Ф];|:@ff − U«;@Ф\; + �;@Ф];W� + 

+2 �|Ф\@|:;ff |Ф\@|:@ff + |Ф]@|:;ff |Ф]@|:@ff − U«;@Ф\@ + �;@Ф]@W� + 

+2Í�|Ф\}|:;ff |Ф]}|:@ff + |Ф\}|:;ff |Ф]}|:@ff �.																																																						
#

}=�}P;}P@
	(3.3.30) 

| Ð|:;f|:@ff = 2 �|Ф\;|:;f |Ф\;|:@ff + |Ф];|:;f |Ф];|fÕ��� + U�;@Ф\; − «;@Ф];W� + 

+�|Ф\@|:;f |Ф\@|:@ff + |Ф]@|:;f |Ф]@|:@ff − U�@;Ф\@ − «@;Ф]@W� + 

+Í�|Ф\}|:;f |Ф\}|:@ff + |Ф]}|:;f |Ф]}|:@ff � .
#

}=�}P;}P@
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4. ПОСТРОЕНИЕ «Z, P-Q» МАТЕМАТИЧЕСКОЙ МОДЕЛИ 
УСТАНОВИВШЕГОСЯ РЕЖИМА ЭЛЕКТРОЭНЕРГЕТИЧЕСКОЙ 

СИСТЕМЫ 
 
 

4.1. Построение диакоптической математической модели  
разделенной электроэнергетической системы 

В основе построения диакоптической математической модели ле-
жит матричное уравнение типа Y электроэнергетической системы 

 ,UYI && =                                            (4.1.1) 

где I&  ‒ многомерный вектор, или столбовая матрица независимых уз-

лов комплексных токов; U&  – многомерный вектор, или столбовая мат-
рица независимых узлов комплексных напряжений, приведенный при 
напряжении базисного узла; Y – обычная квадратная матрица собствен-
ных и взаимно комплексных проводимостей независимых узлов. 

Если (4.1.1) представить в виде матричного уравнения типа Z, по-
лучим: 

 IZUU Б
&&& += ,                                    (4.1.2)  

где БU&  ‒ комплексное напряжение базисного узла, аргумент которого 

принимаем равным нулю, так что можно писать как ББ UU =& ; Z ‒ об-
ращенная форма Y, является неособенным матричным уравнением не-
зависимых станционных узлов, составленных из собственных и вза-
имно комплексных сопротивлений. 

Полученное матричное уравнение (4.1.2) можно представить в 
следующем алгебраическом виде: 

 ,
1
∑

=
+=

M

j
jijБi IZUU &&&

                              (4.1.3) 

где i,  j – равные индексы, а М ‒ количество независимых узлов. 
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Предположим, исследуемая ЭЭС состоит из (М+1) узлов и необ-
ходимо их представить как совокупность радиально связанных под-
систем. 

Отрезав ветви необходимого количества, заданную ЭЭС можно 
представить как совокупность радиально связанных N подсистем. 

Если выберем какой-либо станционный узел первой подсистемы 
базисным, то данная ЭЭС будет составлена из независимых узлов М. 
Допустим, что каждая подсистема соответственно состоит из М1,       
М2, …, МN узлов, так что М = М1 + М2 + … + МN. 

Выберем следующую систему индексов для основных индексов: 

( )NN jijijiji ,;;,;,, 2211 K= , 

где 111 ,,2,1,0, Ìji K=  и являются индексами первой подсистемы;  

 12211122 ,,2,1, MMMMMji =+++= K и являются индексами 
второй подсистемы,  

NNNNNNNN MMMMMji ,1111 ,,2,1, −−−− =+++= K  ‒ индексы N подси-
стемы. 

Для противоположных узлов, возникших вследствие разрезания 
дополнительных ветвей, 

( )
( ).,;;,;,,

,,;;,;,,

2211

2211

NN

NN

SSSS lKlll

K

=
γδγδγδ=γδ

 

Например, чтобы представить ЭЭС как совокупность N подси-
стем, необходимо отрезать L ветви. 

Согласно выбранным индексам при разрезывании и отстранении 
ветви БЭЭС можем писать следующее матричное уравнение: 

















⋅
















′′′
′′′
′′′

+
















=
















S

γ

γ

δδγδ

γ

δ

I

I

I

ZZZ

ZZZ

ZZZ

U

U

U

U

U

U j

Sj

Sj

iSiij

Б

Б

Бi

&

&

&

&

&

&

&

&

&

llll

,                   (4.1.4) 

или 

















⋅
















′′′
′′′
′′′

=
















−
−
−

S

γ

γ

δδγδ

γ

δ

I

I

I

ZZZ

ZZZ

ZZZ

UU

UU

UU j

Sj

Sj

iSiij

Б

Б

Бi

&

&

&

&&

&&

&&

llll

,                   (4.1.5) 

где БUU && −1  ‒  комплексные напряжения основных узлов ЭЭС, выяв-
ленные по отношению напряжениям базисных узлов;  
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( )БUU && −δ , ( )БUU &&
l

−  ‒ встречные напряжения узлов по отношению к 
напряжениям базисных узлов, выявленные при разрезывании ветвей 
ЭЭС;  

jI&  ‒ комплексные токи основных узлов;  

SII &&  ,γ  ‒ комплексные токи, имеющие противоположные направления 

встречных узлов;  

ijZ′  ‒ собственные и взаимные комплексные сопротивления основных 

узлов;  

jjiSi ZZZZ
l
′′′′ δγ ,,,  ‒ напряжения основных и новоявленных и взаимно-ком-

плексных сопротивлений;  

SS ZZZZ
ll
′′′′ γδδγ ,,,  ‒ собственные и взаимно-комплексные сопротивления 

новоявленных узлов. 
Представим (4.1.5) матрицу в открытом виде 

.

,

,

γγ

δγδγδδ

γγ

SSjjБ

SSjjБ

SiSijijБi

IZIZIZUU

IZIZIZUU

IZIZIZUU

&&&&&

&&&&&

&&&&&

llll
′+′+′=−

′+′+′=−

′+′+′=−

                     (4.1.6) 

Поскольку γ−= II S
&& , (4.1.6) матричное выражение примет следую-

щий вид 
( )
( )
( ) .

,

,

γγ

γδδγδδ

γγ

IZZIZUU

IZZIZUU

IZZIZUU

SjjБ

SjjБ

iSijijБi

&&&&

&&&&

&&&&

llll
′−′+′=−

′−′+′=−

′−′+′=−

                      (4.1.7) 

Полученное (4.1.7) дает возможность представить уравнение от-
дельных подсистем в следующем виде: 

( ) ( ) ,γ,γ,21,, 1111111111
IZZIZIZUU SiiNMijjiБi
&&&&& ′−′++′=−            (4.1.8) 

( ) ( ) ,γ,γ,32,,1 22222222212
IZZIZIZUU SiiNMijji-Mi
&&&&& ′−′++′=−         (4.1.9) 

.................................................................... 

( ) ( ) .γ,γ,,,1,1
IZZIZIZUU

NNNNNNNNNN SiiNNNMijjiN-Mi
&&&&& ′−′++′=−    (4.1.10) 

Здесь jnjj III &K&& ,,, 21  являются 1-м, 2-м, …, N-м, векторами ком-

плексных напряжений радиально связанных подсистемы. 
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С другой стороны, 

.0

,

,

,

,

,1

,3

,2

3

4

4

3

3

3

3

2

2

=∆

=∆

+++=∆

+++=∆

∑

∑∑∑

∑∑∑

−

NN

M
iNN

M
i

M
i

M
iN

M
i

M
i

M
iN

I

II

IIII

IIII

N

N

N

N

N

N

&

&&

LLLLLLLLLLLLL

&L&&&

&L&&&

                  (4.1.11) 

Введем следующие обозначения 

;

;

;

γ

γ

γ

222222

111111

NNNNNN Si

Si

Si

ZZZ

ZZZ

ZZZ

lll

lll

lll

LLLLLLLLL

′−′=′

′−′=′

′−′=′

                       (4.1.12) 

тогда (4.1.8) ‒ (4.1.10) матричные уравнения можно представить в сле-
дующем виде: 

( ) ,γ,21,, 11111111
IZIZIZUU SiNMijjiБi
&&&&& ′++′+=         (4.1.13) 

( ) ,γ,32,,1 22222222
IZIZIZUU SiNMijjiM-i
&&&&& ′++′+=         (4.1.14) 

................................................................. 

( ) .γ,,,1,1
IZIZIZUU

NNNNNNN SiNNNMijjiN-Mi
&&&&& ′++′+=          (4.1.15) 

Введем также следующие обозначения: 

,γ)2(1 11111 IZIZUU iNMiÁБi
&&&&

l++=                   (4.1.16) 

,γ)3(21 221222 IZIZUU iNMiMБi &&&&
l++= −     (4.1.17) 

.......................................................... 

.γ)(1, 11 IZIZUU NNNNN iNNNMiNMБi
&&&&

l++= −              (4.1.18) 

Можно отметить, что 
NN MMMi ZZZ 11 ,,,

2211
K  являются элементами 

последних столбов I, II и N клеток матрицы (4.1.7). 
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Сейчас необходимо получить соответствующее выражение обруб-
ленных ветвей для выявленных токов iγ.  

Поскольку ББ UUUU &&&& −=− 1δ  ‒ напряжение встречных узлов, то-

гда (4.1.7) можем записать 

IZZIZIZZIZ iSijijSjj &&&& γγγδδγδ )''(')''(' −+=−+ , 

или 

,)''''()''( γγδδγδ IZZZZIZZ iSiSjijj && +−−−=−  

откуда 

( ) ( ) .δ
1

γSγγ IZZZZZZI jijjiSi && ′−′′+′−′−′−= −
δδ                    (4.1.19) 

Если отметим 

,'''''
γδδγ ZZZZZ iSiS +−−=ll                           (4.1.20) 

тогда выражение (4.1.19) примет следующий вид: 

IZZZI jijj &&
ll

)''()'( δ

1

γ −−= −
.                           (4.1.21) 

Поскольку ( )jNjjj IIII &K&&& ,,, 21= , то можно представить выражение 

(4.1.21) в следующем виде: 

,)'(
1

γ UZI j
&&

ll ∆−= −
                               (4.1.22) 

где      IZZIZZIZZU NNN jijjjijjjijjj
&&&& )(...)()( ''''''

δδδ 222111
−++−+−=∆ .        (4.1.23) 

Отметим, что выражение (4.1.22), представленное в матрице 
ll

Z′ , 
квадратное, порядок которого определяется по количеству обрублен-
ных ветвей. 

Используя (4.1.13 ‒ 4.1.23), получаем выражения в следующем виде: 

.

,

,

22222

11111

IZUU

IZUU

IZUU

NNNNN jjiii

jjiii

jjiii

&&&&

LLLLLLLL

&&&&

&&&&

+=

+=

+=

Б

Б

Б

                         (4.1.24) 

Полученные нелинейные алгебраические уравнения (4.1.24) 
можно представить в виде матрицы 
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&
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&
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22
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2

1

2

1

.         (4.1.25) 

На основе полученного матричного выражения (4.1.25) можно 
построить диакоптическую математическую модель установивше-
гося режима ЭЭС, для которого прежде всего нужно построить квад-
ратные неособенные подматрицы комплексных сопротивлений узлов 

NN jijiji ZZZ ,,,
2211
K . 

Построение данной подматрицы обусловлено обращением квад-

ратных неособенных матриц соответствующих 
NN jijiji YYY ,,,

2211
K  

комплексных проводимостей узлов. 
Предлагается новый метод, который, обойдя обращения квадрат-

ной неособенной матрицы, обеспечивает построение нужной подмат-
рицы. 

 
4.2. Расчет подматриц диакоптических видов 

Представим, что требуется построить первую подматрицу 
11jiZ  

(4.1.25). Для этого необходима соответствующая неособенная квадрат-
ная матрица порядка M1. 
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



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
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,21,221232221

,11,114131211
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YYYYYY

YYYYYY
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M

M

LLLLMLLLLLLLL

M

M

M

M

. (4.2.1) 

Для построения соответствующей подматрицы 
11 jiZ  по классиче-

скому методу нужно просто обращать неособенную квадратную мат-
рицу (4.2.1). 
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По новому методу обходим данный процесс и действия (4.2.1) 
представим 

[ ] 1
1111

−= YZ ,                                      (4.2.2) 

1

2221

1211
22

−









=

YY

YY
Z ,                                (4.2.3) 

1
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Z ,                            (4.2.4) 
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 ,                         (4.2.5) 

............................................................ 
1
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.        (4.2.6) 

Подматрица (4.2.2) составлена из одной комплексной величины, 
и ее обращение не представляет никакой сложности. Затем нужно об-
ращать матрицу (4.2.3) 










2221

1211

YY

YY
.                                      (4.2.7) 

Представим искомую обращенную матрицу в таком виде, в каком 
представлена первоначальная матрица (4.2.7) 










2221

1211

TT

TT
.                                      (4.2.8) 
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В отношении подматриц (4.2.7) и (4.2.8) можно записать 





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


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YY
.                     (4.2.9) 

По (4.2.9) можно составлять следующую систему уравнений: 
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                             (4.2.10) 

В результате получим 4 уравнения по отношению к 4 неизвест-
ным 22211211 ,,, TTTT . Согласно результату получим 

( ) .
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1

11212222

22
1

112121

2212
1
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22
1

112112
1
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1111
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+=

YYYYT

TYYT

TYYT

TYYYYYT

                      (4.2.11) 

Если имеем в виду (4.2.2), тогда (4.2.11) можно представить в сле-
дующем виде: ��� = £�� + £���� � �£���  , �� = −£���� �  , � � = −� �£���  ,                                (4.2.12) �  = (�  − � �£���� ).�. 

Можно отметить, что для получения вида обращенной подмат-
рицы (4.2.3) не требовалось обращение какой-либо матрицы. Для пра-
вой части записано только одно число, обращение которого не пред-
ставляет никакой сложности. 

Таким образом, в (4.2.12) мы воспользовались результатом (4.2.2) 
первого шага. Сейчас рассмотрим обращение подматрицы (4.2.4), 
представляя ее в следующем виде: 










′′
′′

3332

2322

YY

YY
,                                     (4.2.13) 
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где                                        ,
2221

1211
22 








=′

YY

YY
Y                                   (4.2.14) 

[ ] [ ] [ ] .,, 3333323132231323 YYYYYYYY T =′=′=′            (4.2.15) 

где Т – знак транспонирования. 

Здесь искомую матрицу также представим в первоначальном 

виде 










′′
′′

3332

2322

TT

TT
.                                     (4.2.16) 

В результате можем написать 









=









′′
′′

⋅








′′
′′

10

0

3332

2322

3332

2322 E

TT

TT

YY

YY
,                     (4.2.17) 

где Е – единичная матрица. 

Составим следующую систему уравнений: 













=′′+′′
=′′+′′
=′′+′′
=′′+′′

.1

,0

,0

,

33332332

32332232

33232322

32232222

TYTY

TYTY

TYTY

ETYTY

                           (4.2.18) 

Решим данную клеточную матричную систему по отношению к 

искомым величинам  33322322 ,,, TTTT ′′′′ : 

( ) ( ) ( )
( )

( )
( )[ ] .

,

,

,

1

23
1

22323333

33
1

223232

3323
1

2223

33
1

223223
1

22
1

2222

−−

−

−

−−−

′′′−′=′

′′′−=′

′′′−=′

′′′′′+′=′

YYYYT

TYYT

TYYT

TYYYYYT

            (4.2.19) 
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Имея в виду (4.2.3), (4.2.19), получим: 

[ ] .

,

,

,

1
2322323333

33223232

33232223

33223223222222

−′′′−′=′

′′′−=′
′′′−=′

′′′′′+′=′

YZYYT

TZYT

TYZT

TZYYZZT

                 (4.2.20) 

Здесь можно отметить, что для обращения матрицы (4.2.13) также 
не возникло проблем. В этом случае достаточно только воспользо-
ваться полученной матрицей предыдущего шага. 

Необходимо отметить, что выражение, записанное в скобках по-
следней формулы (4.2.20), представляет собой одно число, обращение 
которого несложно. 

Тем же образом можно обращать (4.2.5) и другие матрицы. 
Сейчас посмотрим обращение матрицы (4.2.6) порядка M1. 
Представляем матрицу (4.2.6) в следующем виде: 










′′
′′

−

−−−

1111

1111

,1,

,11,1

MMMM

MMMM

YY

YY
,                         (4.2.21) 

где 





















=′

−−−−

−

−

−−

1,12,11,1

1,22221

1,11211

1,1

1111

1

1

11

MMMM

M

M

MM

YYY

YYY

YYY

Y

M

LLMLLLL

M

M

,               (4.2.22) 

[ ]
[ ]

.

,

,

1111

1111111

1111111

,,

1,3211,

,1321,1

MMMM

MMMMMMM

T
MMMMMMM

YY

YYYYY

YYYYY

=′
=′
=′

−−

−−

L

L

             (4.2.23) 

Представим искомую противоположную матрицу по отношению 
к (4.2.21) в следующем виде: 

.
1111

1111

,1,

,11,1









′′
′′

−

−−−

MMMM

MMMM

TT

TT
                           (4.2.24) 
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Согласно данному условию 









=









′′
′′

⋅








′′
′′

−

−−−

−

−−−

10

0

1111

1111

1111

1111

,1,

,11,1

,1,

,11,1 E

TT

TT

YY

YY

MMMM

MMMM

MMMM

MMMM

.  (4.2.25) 

При построении системы четыре клеточных матричных уравне-
ний с помощью четырех неизвестных клеток и, решая их совместным 
образом, получим следующие выражения искомых противоположных 
матриц отдельных клеток: 

( ) ( ) ( )
( )

( )
( )[ ] .

,

,

,

1

,1
1

1,11,,,

,
1

1,11,1,

,,1
1

1,1,1

,
1

1,11,,1
1

1,1
1

1,11,1

1111111111

11111111

11111111

11111111111111

−

−
−

−−−

−
−−−−

−
−

−−−

−
−−−−

−
−−

−
−−−−

′′′−′=′

′′′−=′

′′′−=′

′′′′′+′=′

MMMMMMMMMM

MMMMMMMM

MMMMMMMM

MMMMMMMMMMMMMM

YYYYT

TYYT

TYYT

TYYYYYT

 (4.2.26) 

Согласно предыдущей постановке задачи очевидно, что 

( ) 1
1,11,1 1111

−
−−−− ′= MMMM YZ                       (4.2.27) 

и если иметь в виду (4.2.26), то последняя примет следующий вид: 

[ ] .

,

,

,

1
,11,11,,,

,1,11,1,

,,11,1,1

,1,11,,11,11,11,1

1111111111

11111111

11111111

11111111111111

−
−−−−

−−−−

−−−−

−−−−−−−−−−

′′′−′=′

′′′−=′

′′′−=′

′′′′′+′=′

MMMMMMMMMM

MMMMMMMM

MMMMMMMM

MMMMMMMMMMMMMM

YZYYT

TZYT

TYZT

TZYYZZT

   (4.2.28) 

Отметим, что даже в этом случае не возникает проблема обраще-
ния какой-либо матрицы, кроме этого, как видим из (4.2.28) первой ча-
сти 

21,ÌÌ
Τ′ , можно представить себе одну комплексную величину, число, 

обращение которого не требует сложности. 
Представим выражение (4.2.28) в следующем виде: 

[ ] .

,

,

,

1
,11,11,,,

,1,11,1,

,,11,1,1

,1,11,,11,11,11,1

1111111111

11111111

11111111

11111111111111

−
−−−−

−−−−

−−−−

−−−−−−−−−−

−=

−=

−=

+=

MMMMMMMMMM

MMMMMMMM

MMMMMMMM

MMMMMMMMMMMMMM

YZYYT

TZYT

TYZT

TZYYZZT

   (4.2.29) 
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Если введем следующие обозначения 

111111 ,11,1,1α MMMMMM YZ −−−− = ,                       (4.2.30) 

1,11,1, 111111
β −−−− = MMMMMM ZY ,                       (4.2.31) 

тогда выражение (4.2.29) примет следующий вид: 

,βα
1111111111 ,1,,11,11,1 MMMMMMMMMM TZT −−−−−− +=       (4.2.32) 

,α
111111 ,,1,1 MMMMMM TT −− −=                      (4.2.33) 

,β
111111 ,1,1, MMMMMM TT −− −=                       (4.2.34) 

[ ] .β 1
,11,1,, 11111111

−
−−−−= MMMMMMMM YYT                 (4.2.35) 

Необходимо отметить, что выражение (4.2.35) можно предста-
вить в следующем виде: 

[ ] 1
,11,,, 11111111

α −
−−−= MMMMMMMM YYT .            (4.2.36) 

Структура приведенных выражений (4.2.32) и (4.2.35) показы-
вает, что для определения численных значений искомых матриц необ-
ходимо только умножить несколько матриц. Этот вычислительный 
процесс несложен. 

Фактически мы описывали метод получения подматрицы 11jiZ , и 

таким же образом можно построить подматрицы 
NN jj ZZ 11 ,,

22
K . 

 
4.3. Построение расчетной диакоптической матрицы Z 

и ее коррекция 

В основе построения диакоптической математической модели ле-
жит расчетная матрица Z, которая имеет следующий вид: 

1Z     1Z∆  

 (4.3.1) 
 2Z    2Z∆  
  . . .  . . . 
   NZ  NZ∆  

    ЛЛ ZZ +∆  
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Если матрица 1Z  составлена по отношению к единственному ба-
зисному узлу, то 2Z  ‒ по отношению к пограничному узлу первой под-

системы. Матрица NZ  последней N-й подсистемы составляется по от-
ношению к пограничному узлу предпоследней подсистемы. Затем 
строятся подсистемы NZZZ ∆∆∆ ,,, 21 K , число строк которых характе-
ризуется числом узлов подматриц, а число столбцов ‒ числом обруб-
ленных ветвей. 

Каждый столбец подматрицы определяется различием двух 
столбцов, номера которых совпадают с номерами тех узлов, между ко-
торыми находились удаленные ветви. 

Целесообразно каждый столбец прямоугольной подматрицы 
( )NZZZZ ∆∆∆∆ ,,, 21 K  пронумеровать, они являются начальными и ко-

нечными номерами удаленной линии. ЛЛ ZZ +∆  ‒ квадратная матрица, 
порядок которой определяется по числу удаленных линий, притом 

ЛZ∆  является полным прямоугольником, а ЛZ  ‒ диагональным прямо-
угольником. 

Каждая строка матрицы ЛZ∆  определяется различием двух строк 

прямоугольной матрицы ,Z∆  номера которых совпадают с номерами 
тех чисел, между которыми находятся удаленные ветви. 

Во время построения матрицы ЛZ∆  при выборе соответствующих 
строк подматрицы Z∆ необходимо иметь в виду то, что к элементам 
каждой последующей подматрицы по столбцам нужно прибавить эле-
менты последних строк предыдущей подматрицы. Этим и завершается 
построение расчетной матрицы Z. 

Предположим, что делаются структурные изменения в первона-
чальной ЭЭС в соответствующих узлах по причине подключения от-
дельных ветвей. В этом случае возникает проблема коррекции расчет-
ной матрицы Z. 

Проблема коррекции может быть как в первой подсистеме, где 
находятся базисные узлы, так и в других радиально связанных подси-
стемах. 

Рассмотрим те случаи, когда изменения имеют место в первой 
подсистеме. 

В первой подсистеме структурные изменения наблюдаются 
между ветвями из-за подключения или отключения отдельных ветвей, 
в результате чего меняется матрица узловых сопротивлений 

11 jiZ . 
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В случае если одновременно подключаются две ветви между уз-

лами А ‒ В и С ‒ D, то новая матрица 
H
jiZ
11
определяется следующим 

выражением: 

,
111111

Д

ji
П

ji
H
ji ZZZ ∆+=                                 (4.3.2) 

где 
П

jiZ
11
представляет собой первоначальную матрицу, то есть до под-

ключения новых ветвей, а 
Д

jiZ
11

∆  ‒ дополнительную матрицу, которая 

выявляется вследствие подключения новых отмеченных ветвей. 
Элементы предварительной матрицы определяются согласно сле-

дующему выражению: 

( ) ( ) ( )[ ]{
( ) ( ) ( )[ ]},∆∆

∆∆
∆

1

DjCjABBjAjABCDiDiC

DjCjABCDBjAjCDiBiA
L
ij

ZZZZZZ

ZZZZZZZ

+−++−−+

++−++−−=
   (4.3.3) 

где 

,∆∆∆∆

,∆

,2∆

,2∆

2
ABCDCDAB

ACBDADBCABCD

CDDDCC
CD

CD

ABBBAA
AB

AB

ZZZZ

ZZZZ

ZZZZ

−⋅=

−−+=
−++=

−++=

                     (4.3.4) 

где 
CDAB ZZ ,  ‒ комплексные сопротивления ветвей, которые подключа-

ются между узлами А ‒ В и С ‒ D; 

CjАjiciА ZZZZ ,,,  ‒ комплексные сопротивления между теми же основ-

ными узлами, к которым подключается начало каждой ветви; 
CDAB ZZ , ; DjBjiDiB ZZZZ ,,,  ‒ комплексные сопротивления между теми же 

основными узлами, к которым подключаются концы ветвей CDAB ZZ , ; 

CAАCCCАA ZZZZ ,,, ‒ комплексные сопротивления, которые подключа-

ются между узлами и к которым подключается начало каждой ветви; 

DBBDDDBB ZZZZ ,,,  ‒ комплексные сопротивления между узлами, к ко-
торым подключаются концы этих ветвей; 

CDАB ZZ ,  ‒ комплексные сопротивления, происходящие между узлами, 

к которым подключаются начало и конец этих ветвей. 
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Предположим, что одновременно подключаются не две ветви, а 
одна между узлами, тогда выражение (4.3.3) примет следующий вид: 

( )( )
,

2 ABBBAA
AB

BjAjiBiAL
ij

ZZZZ

ZZZZ
Z

−++
+−−

=                         (4.3.5) 

где BjAjiBiА ZZZZ ,,,  представляют собой комплексные сопротивления 

между узлами А и В; 

BBAA ZZ , ‒ частные комплексные сопротивления между узлами А и В; 

ABZ ‒ продольные комплексные сопротивления между теми же самыми 
узлами. 

В результате меняется квадратная матрица узловых сопротивле-
ний первой подсистемы, которая составляется из единственного базис-

ного узла и которую обозначим .
11jiZ′  Квадратные матрицы узловых со-

противлений отдельных подсистем, т. е. ,,,,
3322 NN jijiji ZZZ K  остаются 

неизменными, и искомая расчетная уточняющая матрица принимает 
следующий вид: 

11 jiZ′     l1i
Z′∆   

 22 jiZ    l2i
Z∆   

  . . . . .   . . . . . .   (4.3.6) 

   NN jiZ  
lNi

Z∆   

    ЛЛ ZZ +′∆   

Как можно заметить, l1i
Z′∆  ‒ прямоугольная подматрица (4.3.6), 

тоже меняется по причине изменения матрицы .
11 jiZ  Для других l2i

Z∆ , 

l3i
Z∆ , …, прямоугольных подматриц необходимо сказать следующее: 

если ll 32 , ii  больше чем номера удаленных ветвей, тогда они остаются 

устойчивыми, в противном случае они тоже меняются. 

Прямоугольная подматрица lNi
Z∆  остается неизмененной, и 

квадратная подматрица ЛZ′∆  строится по вышеприведенному методу. 

Рассмотрим тот случай, когда изменения происходят в любой 
подсистеме типа k. 
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Если квадратная матрица 
11 jiZ первой подсистемы узловых сопро-

тивлений построена относительно единственного и базисного узла, то 
то же самое не можем сказать относительно других матриц узловых 
сопротивлений подсистемы. 

Каждый ( )1 ≠kZ
kk ji  следующей матрицы узловых сопротивлений 

подсистемы типа k строится по отношению к пограничным узлам 
предыдущей подсистемы (k ‒ 1). 

Для реализации структурных изменений матрицы узловых сопро-
тивлений подсистемы типа k необходимо ее привести в форму погра-
ничного узла, которая принадлежит данной подсистеме. 

Для этого достаточно из элементов первоначальной расчетной 
матрицы (4.3.1) удалить величину взаимно комплексных сопротивле-
ний, которая связывает подсистему типа k с подсистемой [k ‒ 1], т. е.  

( ) ( )kkkk ZZ 11 −− = . 

После этого можно реализовать структурные изменения рассмат-
риваемой подсистемы типа k. 

Структурное изменение, рассматриваемое в подсистеме k, может 
возникнуть даже из-за подключения или отключения отдельных вет-
вей. 

В случае если одновременно подключаются 2 ветви, можно вос-
пользоваться следующим выражением: 

Д

ji
П

ji
H

ji kkkkkk
ZZZ ∆+= .                              (4.3.7) 

Элементы дополнительной матрицы 
Д

ji kk
Z∆  определяются выра-

жениями (4.3.3) и (4.3.4), а в том случае, когда подключается одна 
ветвь, нужно воспользоваться выражением (4.3.5). 

После завершения построения матрицы 
kk jiZ  узловых сопротив-

лений типа k необходимо ее привести в первоначальный вид, т. е. нужно 
ее построить по отношению к граничной точке подсистемы (k ‒ 1). Для 

этого нужно прибавить элементы полученной новой подматрицы 
kk jiZ  

комплексному сопротивлению продольной ветви, которые связывают 
подсистему (k ‒ 1) с подсистемой типа k. 
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Если ее обозначим ,
kk jiZ′  то искомая уточненная расчетная мат-

рица будет иметь следующий вид: 

11 jiZ      l1
∆ iZ   

 . . . . . .    . . . . . .  

  kk jiZ′    lki
Z′∆   

   . . . . . .  . . . . . .    (4.3.8)

    NN jiZ  lNi
Z∆   

     ЛЛ ZZ +′∆   

Из (4.3.8) видно, что соответственно меняется lki
Z′∆ . 

Нужно заметить и то, что если такие высокие подматрицы l1
∆ iZ  

не меняются выше lki
Z′∆ , то ниже данной подматрицы ‒ меняются, и 

как всегда не меняется подматрица последней подматрицы. 

ЛZ′∆  ‒ подматрица, которая тоже изменяется, её нужно построить 

по вышеприведенному методу. 
Предложенный метод, обеспечивая во время коррекции расчет-

ной диакоптической матрицы Z высокую маневренность, также обу-
словливает высокую маневренность при ее использовании, т. е. во 
время расчета установившегося режима оптимальной ЭЭС. 

Численные исследования показывают, что для коррекции расчет-
ной диакоптической матрицы Z нужен небольшой вычислительный 
объем. 

 
4.4. Построение диакоптической модели «Z, P-Q» 

Строя диакоптическую матрицу Z и решая вопрос ее коррекции, 
мы можем перейти к построению диакоптической математической мо-
дели «Z, P-Q», когда для независимых станционных узлов в качестве 
исходной информации задаются активные и реактивные мощности. 

Для этого необходимо построить системы нелинейных алгебраи-
ческих уравнений, совокупность которых представляет собой диакоп-
тическую математическую модель установившегося режима ЭЭС. 
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Если умножим первую систему (4.1.24) системы на комплексно 
сопряженный ток ,

1i
i  тогда получим: 

( ) ( )[ ]
( ) ( )[ ] ,0,φ,

,0,φ,

11111111

11111111

=′′′+−=′′′Φ

=′′′+−=′′′Φ

iiqiБiiiiqi

iipiБiiiipi

IIQQII

IIPPII
                 (4.4.1) 

где 
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,,φ
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  (4.4.2) 

( ).
,

11111

11111

iБiiБiБi

iБiiБiБi

IUIUQ

IUIUP

′′′′−′′−=

′′′′+′′=
                          (4.4.3) 

Подмодель (4.4.1), полученную для первой подсистемы, нужно 
реализовать по методу второго порядка или Ньютона ‒ Рафсона, для 
этого строим следующую квадратную функцию: 

( ) ( )∑ Φ+Φ=
1

111

22

i
qipii IF ,                                (4.4.4) 

где                                            ( )III ′′′= , .                                        (4.4.5) 

Квадратная функция (4.2.4) разлагается в ряд Тейлора 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )Б
I

T

I

IFI
I

IF
II

I

IF
IFIF +∆

∂
∂∆+∆

∂
∂+=

00
2

2
0

2

1
,       (4.4.6) 

где ( )БIF  ‒ сумма слагаемых производных выше второго порядка ряда 

Тейлора; Т – знак транспонирования. 

Если пренебречь слагаемой ( ) ,БIF  тогда ряд (4.4.6) примет сле-

дующий вид: 

( ) ( ) ( ) ( )
I

I

IF
II

I

IF
IFIF

I

T

I

∆
∂

∂∆+∆
∂

∂+=
00

2

2
0

2

1
.             (4.4.7) 

Необходимо найти такой прирост I∆ , который будет минимизи-
ровать функцию (4.4.7), и соответственно нужное условие запишется в 
следующем виде: 
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           (4.4.8) 

Учитывая то, что производное первой функции выражения (4.4.8) 
равняется 0, получим: 

( ) ( )
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            (4.4.9) 

Введем следующие обозначения: 

( ) ( )
0
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=∆
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∂

∂
I

I

IF
II

I

IF

I
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.                (4.4.10) 

Можно заметить, что в результате получим выражения 

( ) ( )IG
I

IF =






∂
∂

,                                 (4.4.11) 

которое называется столбовой матрицей градиента от заданной функ-
ции F(1), и 

( ) ( )IH
I

IF =








∂
∂

2

2

,                               (4.4.12) 

которое называется матрицей Гессе и представляет собой неособенную 
квадратную матрицу, имеющую элементы частных производных вто-
рого порядка. Тогда выражение (4.4.10) примет следующий вид:  

 ( ) ( ) 0=∆+ IIHIG .                           (4.4.13) 

Из полученного выражения (4.4.13) определим I∆ : 

 ( )[ ] ( )[ ] 00
1

II IGIHI −=∆ .                           (4.4.14) 

Фактически (4.4.14) представляет собой приращение коррекции 
вектора. 

Если обозначим новый вектор ,1I  т. е. ее значения для первого 
шага, тогда можем написать 

 [ ] [ ] [ ],01 III ∆+=                                  (4.4.15) 

или                                       [ ] [ ] ( )[ ] ( )IGIHII I ⋅−= −101
0 .                           (4.4.16) 
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Для первой подсистемы (4.4.16) в развернутой форме принимает 
следующий вид: 
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. (4.4.17) 

Реализуя первый шаг, или итерацию I подсистемы, определяем 
компоненты комплексных токов, соответственно определяем и ком-
плексные токи. 

В результате у нас будет комплексный ток узла 1M  второй под-

системы и можем определить комплексное напряжение 1U& . Имея 1MU& , 

определяем 
2БiU&  и строим математическую подмодель второй подси-

стемы 
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где
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  (4.4.19) 

С другой стороны, 
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                     (4.4.20) 

Полученную математическую подмодель (4.4.18) также нужно 
реализовать по методу второго порядка или по методу Ньютона ‒ 
Рафсона, для неё строим следующую квадратичную функцию: 

( ) ( )∑ Φ+Φ=
2

222

22

i
qipii IF .                            (4.4.21) 
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Поступая так же с (4.4.21), как и в предыдущем случае для мате-
матической подмодели второй подсистемы, получим следующее ре-
куррентное выражение: 
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. (4.4.22) 

Реализуя первый шаг, или итерацию, получим комплексные токи 
узлов второй подсистемы, а также комплексные токи M2 для узлов тре-
тьей подсистемы. 

Определяя комплексное напряжение 2M  узла, можем построить 
математическую подмодель третьей подсистемы и т. д. 

Реализуя математическую подмодель предпоследней подси-

стемы, можем определить 
NБiU и построить математическую подмо-

дель последней подсистемы. 
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С другой стороны, 
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Полученную математическую подмодель (4.4.23) реализуем 
снова по методу второго порядка или Ньютона ‒ Рафсона, и соответ-
ствующая квадратичная функция представляется в следующем виде: 

 ( ) ( )∑ Φ+Φ=
N

NNN
i

qipii IF 22
.                         (4.4.26) 
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Разлагая (4.4.26) в ряд Тейлора и делая соответствующие моди-

фикации, для реализации математической подмодели (4.4.23) получим 

следующее рекуррентное выражение: 
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Сейчас необходимо получить аналитические выражения частных 

производных, входящих в состав рекуррентных выражений. 

 

4.5. Получение аналитических выражений с составляющими 
частных производных рекуррентных выражений 

Полученные аналитические выражения составляющих частных 

производных, входящих в рекуррентное выражение (4.4.17), определя-

ются согласно квадратичной функции (4.4.4). Частные производные, 

входящие в состав рекуррентных выражений (4.4.22) и (4.4.27), опре-

деляются соответственно аналитическим видам (4.4.18) и (4.4.23). 

Поскольку частные производные, входящие в состав рекуррент-

ных выражений (4.4.17), (4.4.22) и (4.4.27), имеют тот же вид, то мы 

представим их в обобщенном виде, предполагая, что 

( )NN jijijiji ,;;,;,, 2211 K= .                         (4.5.1) 

Частные производные первого порядка, т. е. элементы столбовой 

матрицы градиентов, определяются 
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(4.5.2)

 

Частные производные второго порядка, в данном случае эле-

менты матрицы Гессе, определяются 
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(4.5.3)
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Как можно заметить из (4.5.2) и (4.5.3), кроме выражений част-
ных производных первого и второго порядка в них также входят соот-
ветствующие производные функции piΦ  и qiΦ . 

Для получения выражений частных производных указанных функ-
ций целесообразно представить их в следующем виде: 
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Согласно выражениям (4.5.4) и (4.5.5) можем получить частные 
производные первого и второго порядка, которые соответственно вхо-
дят в состав рекуррентных выражений. 

Частные производные первого порядка определяются: 

‒ при равных индексах 
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‒ при разных индексах: 
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Частные производные второго порядка определяются 
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КОНТРОЛЬНЫЕ ВОПРОСЫ 
 

1. Энергетическая система представляет собой … 
2. Электрическая часть энергосистемы ‒ это … 
3. Электроэнергетическая система представляет собой … 
4. Система электроснабжения ‒ это … 
5. Узел нагрузки ‒ это … 
6. Чем характеризуется установившийся режим? 
7. Возмущение режима ‒ это … 
8. Переходный процесс ‒ это ... 
9. Нормальный режим электроэнергетической системы. 

10. Аварийный режим работы ЭЭС. 
11. Послеаварийный режим работы ЭЭС. 
12. Что понимают под нарушением устойчивости электроэнерге-

тической системы? 
13. Каковы причины и последствия системных аварий? 
14. При расчёте установившихся режимов первоочередной зада-

чей является… 
15. Какие математические модели надо построить для решения си-

стем нелинейных алгебраических уравнений? 
16.  Y-математические модели. 
17.  Z-математические модели. 
18.  Y-Z гибридные математические модели. 
19. Какие методы применяют при решении систем нелинейных ал-

гебраических уравнений в Y-форме? 
20. Какие методы применяют при решении систем нелинейных ал-

гебраических уравнений в Z-форме? 
21. Какие методы применяют при решении систем нелинейных ал-

гебраических уравнений в (Y-Z)-форме? 
22. Для решения систем нелинейных алгебраических уравнений в 

Y- и Z-формах возникает матрица …  
23. Как выбираются независимые и зависимые режимные пара-

метры ЭЭС? 
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24. Какими режимными параметрами характеризуется узел элек-
трической системы? 

25. Узел типа U-Ѱu. Какие параметры заданы и какие необходимо 
определить? 

26. Узел типа P-U. Какие параметры заданы и какие необходимо 
определить? 

27. Узел типа P-Q. Какие параметры заданы и какие необходимо 
определить? 

28. Почему метод Ньютона ‒ Рафсона признан лучшим методом 
для решения систем нелинейных алгебраических уравнений устано-
вившихся режимов электрических систем? 

29. Чем характеризуется порядок квадратной матрицы Якоби? 
30. За сколько итераций можно решить соответствующие нели-

нейные алгебраические уравнения установившихся режимов электри-
ческих систем методом Ньютона ‒ Рафсона при Y-форме? 

31. Можно ли обращать матрицу, если матрица является квадрат-
ной особенной, и чему равняется детерминант матрицы? 

32.  Уравнения установившихся режимов в Z-форме получаются 
непосредственно из … 

33. Метод простой итерации для решения уравнений установив-
шегося режима при Z-форме. 

34. Метод Ньютона ‒ Рафсона для решения уравнений установив-
шегося режима при Z-форме. 

35. Какие режимные параметры необходимо определить при (Y-Z)-
форме уравнений для станционных узлов типа  P-U? 

36. Какие режимные параметры необходимо определить при (Y-Z)-
форме уравнений для станционных узлов типа  P-Q? 

37. Какие численные значения устанавливаются после итерации 
для узлов типа P-U? 

38.  Какие численные значения устанавливаются после итерации 
для узлов типа P-Q? 

39. Итерационный процесс считается завершённым, если обеспе-
чиваются условия … 

40. За сколько итераций можно обеспечить решение системы не-
линейных алгебраических уравнений по методу Ньютона ‒ Рафсона? 
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

 

Современная электроэнергетическая система рассматривается 

как непрерывно развивающаяся большая и сложная система, состоя-

щая из взаимосвязанных и взаимоуправляемых подсистем и занимаю-

щая огромное пространство. Поэтому в современной прикладной науке 

проблема расчёта установившегося режима ЭЭС была и остаётся акту-

альной. Одним из решающих моментов при рассмотрении проблемы 

определения установившегося режима ЭЭС является обеспечение ин-

женерной наглядности для восприятия физических процессов, проис-

ходящих как в данном объединении, так и в отдельных его звеньях. 

Проблема установившегося режима большой и сложной ЭЭС с 

математической точки зрения сводится к решению систем нелинейных 

алгебраических уравнений высокого порядка и представляет серьез-

ный интерес также в современной прикладной математике. Для состав-

ления нелинейных алгебраических уравнений высокого порядка элек-

троэнергетическая система представляется в виде радиально связан-

ных подсистем (диакоптической системы) и соответствующие системы 

нелинейных алгебраических уравнений установившегося режима реа-

лизуются методом минимизации. 

Построенные диакоптические математические модели позволяют 

организовать итерационный процесс. Осуществляя один шаг или одну 

итерацию для каждой подсистемы, которая радиально связана с дру-

гими подсистемамы, получаем один шаг, или одну итерацию, для пол-

ной электроэнергетической системы. 

Построена Z-обобщённая диакоптическая математическая мо-

дель, которая представляется в виде совокупности соответствующих 
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подматриц отдельных подсистем и позволяет построить диакоптиче-

ские Y-Z математические модели. На основании Y-Z диакоптических 

математических моделей можно построить также обобщённую мате-

матическую модель сложной и большой электроэнергетической си-

стемы, когда станционные узлы могут быть типа P-Q.  Построенные 

диакотические математические модели обеспечивают высокую нагляд-

ность для восприятия физических процессов, происходящих в сложной 

и большой электроэнергетической системе. Становится возможным 

осуществлять количественное и качественное исследование любого 

характера.  

В настоящее время исследование различных режимных вопросов 

большой и сложной электроэнергетической системы должно основы-

ваться на рациональном сочетании диакоптики и современной вычис-

лительной техники. 
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