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                             ВВЕДЕНИЕ 
 

При изучении курса строительной ме-
ханики наибольшие затруднения для 
студентов обычно связаны с выполнени-
ем расчетно-проектировочных заданий. 
Именно эта часть практического курса в 
немалой степени способствует развитию 
инженерного мышления, приобретению 
необходимых навыков расчета конструк-
ций. 

Цель настоящих методических указа-
ний – помочь студентам овладеть мето-
дами расчета многопролетных статиче-
ски определимых (разрезных) балок. 
Здесь рассматривается построение эпюр 
внутренних силовых факторов, а также 
вычисление усилий в разрезных балках 
при помощи линий влияния.  

Методические указания включают за-
дание и примеры выполнения расчетно-
проектировочной работы, соответст-
вующие программе курса строительной 
механики. 

 



 4 

РАСЧЕТ МНОГОПРОЛЕТНОЙ СТАТИЧЕСКИ  
ОПРЕДЕЛИМОЙ БАЛКИ 

 

З а д а н и е  
 Для балки (рис. 1) с данными для расчета (табл. 1), выбранными в 

соответствии с вариантом, требуется: 
 1. Построить эпюры поперечных сил и изгибающих моментов. 
 2. Построить линии влияния момента и поперечной силы для сече-

ний 1, 2, 3 и линии влияния опорных реакций, возникающих во второй и 
третьей опорах, если считать слева. 

 3. Загрузить построенные линии влияния заданной нагрузкой и най-
денные результаты сравнить с теми, что получились при построении эпюр. 

Данные для расчета взять из табл. 1.  
Таблица 1 

 

№ 
п/п 

l1 
м 

l2 
м 

l3 
м 

l4 
м 

F1 
кн 

F2 
кн 

F3 
кн 

F4 
кн 

F5 
кн 

q1 
кн/м

q2 
кн/м 

q3 
кн/м 

q4 
кн/м

q5 
кн/м

1 4 4 6 8 5 6 - - 4 - - 1 2 - 

2 6 4 8 4 5 - 6 - 4 - 1 - 2 - 

3 8 4 6 4 5 - - 6 4 - 1 2 - - 

4 4 6 8 4 - 5 6 - - 1 - - 2 3 

5 6 6 8 4 - 5 - 6 - 1 - 2 - 3 

6 8 6 6 4 - - 5 7 - 1 2 - - 3 

7 4 8 8 6 6 4 - - 2 - - 2 1 1 

8 6 8 6 4 6 - 4 - 2 - 2 - 1 1 

9 8 8 6 4 6 - - 4 2 - 1 2 - 1 

10 4 4 8 6 - 6 4 - - 2 - - 1 2 

11 6 4 6 8 - 6 - 5 - 1 - 2 - 2 

12 8 4 8 6 - - 5 7 - 1 2 - - 2 

13 4 6 6 8 4 6 - - 4 - - 1 2 3 

14 6 6 8 4 4 - 7 - 2 - 1 - 2 1 

15 8 6 6 4 4 - - 6 2 - 2 1 - 1 

16 4 8 8 4 - 4 5 - 2 2 - - 1 2 

17 6 8 6 8 - 4 - 7 - 1 - 2 - 1 

18 8 8 4 6 - - 4 5 - 2 1 - - 2 

19 4 4 8 8 7 - 4 - 4 - 1 - 2 1 

20 6 4 6 4 7 - - 4 3 - 1 2 - 1 
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Окончание рис. 1 
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Указания к расчету разрезной балки 
 
      Прежде чем приступить к решению задачи, необходимо подсчитать 
число степеней свободы системы:       

 
W = 3d – 2ш – соп , 

 
здесь  d – число дисков (стержней), ш – число простых шарниров, соп – 
число опорных связей. 
      Если степень свободы системы равна нулю, необходимо составить 
схему взаимодействия простых балок между собой (поэтажную схему). 
При оформлении работы эту схему следует расположить непосредствен-
но под схемой заданной балки. При построении поэтажной схемы нужно 
вначале выделить главные (основные) балки, что легко делается мыслен-
ным удалением соединительных шарниров. Те балки, которые окажутся 
способными самостоятельно нести нагрузку (защемленные или имеющие 
две наземные опоры), будут главными. Остальные балки являются второ-
степенными. Второстепенные балки опираются на землю и другие балки. 
В поэтажной схеме одну из опор второстепенных балок необходимо сде-
лать шарнирно-неподвижной. 
      После построения поэтажной схемы заданную балку можно рассматри-
вать как ряд простых балок. Особенность задачи заключается в том, что для 
расчета нижележащей балки необходимо знать силу, с которой вышележа-
щая балка действует на нижележащую. Эта сила равна по величине реак-
ции, возникающей на верхней балке, но направлена противоположно. Дей-
ствует эта сила на нижнюю балку в точке соединения ее с верхней.  
       Каждая простая балка вычерчивается для расчета отдельно, а эпюры 
М и Q переносятся на общие оси под поэтажной схемой. При построении 
эпюр необходимо найти значения Q и М в сечениях 1,2,3 и проставить 
ординаты на графиках. 
      Перейдем к построению линий влияния. Линией влияния какого-либо 
усилия называется график  изменения этого усилия в зависимости от по-
ложения груза F = 1, движущегося по сооружению. Для построения ли-
ний влияния следует вычертить еще раз поэтажную схему. Обычно ли-
нии влияния строятся в два этапа. На первом этапе строится линия влия-
ния  усилия в пределах той отдельной балки, к которой относится иссле-
дуемое сечение (или опора). На рис. 2 изображена балка на двух опорах с 
консолями и построены линии влияния реакций, а также линии влияния 
усилий для различных вариантов сечений. На втором этапе добавляется 
продолжение линии влияния, обусловленное взаимодействием отдель-
ных балок при движении по ним единичного груза.   
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Рис. 2 
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усилия, кроме реакции этой опоры. Таким образом, линии влияния име-
ют ненулевые значения только на вышележащих этажах. Под шарнирами 
график будет иметь перелом, а под опорами на линии влияния значения 
графиков будут равны нулю. 
     Определение усилий по линиям влияния от заданной нагрузки называ-
ется загружением линии влияния. Загружение линий влияния проводится 
по формуле 

 
ω tg .i i j j k kT F y q M= + + α∑ ∑ ∑  

 
Здесь под Т подразумевается любое усилие (Q, М или R); 
Fi , qj , Mk – нагрузка, приложенная к балке, причем сила Fi и распреде-
ленная нагрузка qj считаются положительными, если направлены вниз, а 
момент Мk считается положительным, если действует против часовой 
стрелки; 
yi – ордината линии влияния под соответствующей силой. Эта ордината 
берется со знаком линии влияния; 
ωj – площадь линии влияния, лежащая под равномерно распределенной 
нагрузкой. Этой площади приписывается знак линии влияния; 
αk – угол наклона к оси х ветви линии влияния, которая расположена под 
соответствующим моментом. Угол  αk считается положительным, если 
ближайший поворот этой ветви до оси х надо делать против часовой 
стрелки. 
      Сравнение результатов, полученных для указанных усилий при по-
строении эпюр и при загружении линий влияния, необходимо свести в 
табл. 2: 

Таблица 2 
 

Искомое усилие RI RII Q1 M1 Q2 M2 Q3 M3 

найденное при построении 
эпюр         

найденное при загружении  
линий влияния         

∆(%) – расхождение результатов         

 
Заполняя эту таблицу, необходимо помнить о том, что, если заданное 

сечение находится в точке приложения силы или момента, соответст-
вующее усилие в этом сечении будет иметь два значения – левое и пра-
вое, и определять нужно оба значения.  
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Расхождение результатов, полученных при вычислении усилий во 
время построения эпюр и при загружении линий влияния, оценивается в 
процентах: 

                                      ∆(%) = эп л.в.

эп

T T
T
−

100% ≤ 1%. 

При оформлении расчетной работы следует обязательно показывать 
определение реакций опор и их проверки в каждой простой балке. 

 
Пример 1 

 
Для балки, показанной на рис. 3, требуется: 
–  построить эпюры поперечных сил (Q) и изгибающих моментов (М); 
– построить линии влияния внутренних силовых факторов, возни-

кающих в сечении 1, и линию влияния реакции во второй опоре; 
– по построенным линиям влияния определить усилия от внешней на-

грузки; 
– сравнить результаты, которые были получены при построении эпюр 

и при загружении линий влияния. 
 
 
 

 
 
 
 
 

Рис. 3 
 

Определим число степеней свободы системы: 
 

W = 3d – 2ш – соп = 3⋅4 – 2⋅3 – 6 = 0. 
 

Покажем поэтажную схему (рис. 4). Балками, имеющими три связи с 
землей и способными самостоятельно нести нагрузку, являются две бал-
ки  ABCD и HK. Эти балки являются главными. Здесь следует отметить, 
что горизонтальной связью для балки AВСD служит стержень DE, поэто-
му в точке С при построении поэтажной схемы вместо подвижной опоры 
покажем неподвижную. Балка EGH опирается на землю (опора G) и на 
балку HK в соединительном шарнире H. При построении поэтажной схе-
мы этот шарнир мы заменим шарнирно-неподвижной опорой. Балка DE 
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опирается в шарнирах D и E на балки ABCD и EGH. В шарнирах D и E 
покажем шарнирные опоры. 
                                                                                                               
 
 
 
 
 

Рис. 4 
Начнем построение эпюр поперечных сил (Q) и изгибающих моментов 

(М) с верхней балки (DE). Ее мы будем рассчитывать только на собствен-
ную нагрузку. Далее в любом порядке можно рассматривать или балку 
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ной по величине этой реакции, но противоположно направленной. 

Рассчитаем балку DE (рис. 5).                                   
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и направлена в противоположную сторону. Таким образом, на балку 
AВСD в точке D вниз действует сила, равная четырем килоньютонам. 

Определим реакции опор балки AВСD: 
 
∑ = 0BM        084722628 =⋅−⋅⋅−⋅+⋅ cR        7,33 кнcR =  
∑ = 0cM        024122688 =⋅−⋅⋅−⋅−⋅ BR       8,67 кнcR =  
 

Проверка правильности определения реакций: 
 
∑ = 0Y           8 8,67 7,33 2 2 4 0− + + − ⋅ − =      –  проверка  выполняется. 
                     
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рис. 6 
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Проверка правильности определения реакций:           
∑ = 0Y             4 2 2 9,5 6 4,5 0− − ⋅ + − + =    –    проверка выполняется. 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рис. 7 
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Сведем эпюры Q и М простых балок на общие оси (рис. 9). 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рис. 9 
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т.е. линию влияния RС (л.в. RС). Начнем с балки AВСD. (Воспользуемся 
графиками, приведенными на рис. 2). Эта часть линии влияния реакции 
RС показана на рис. 10 отрезком  A′ - D′. При движении груза F = 1 по 

П о э т а ж н а я   с х е м а

B C 
К

1 
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4кн 
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E D 

RD =4кн RЕ=4кн 

4кн 

A 
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2м 6м 2м 4м 2м 8м 5м 

6 кн 8 кн 2 кн/м 
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1 
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K

4,5 4,5 4,5 
8 

1,5 1,5 

8 
4 

0,67 

8 8 

0,67 

4 
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4 

Эп М (кн·м) 

22,5 

9

12 
16 
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балке DE она своей реакцией в точке D передает нагрузку на балку 
ABCD. Тогда все усилия в балке ABCD, в том числе и RС, будут зависеть 
от реакции RD. Следовательно, линия влияния RС повторит линию влия-
ния RD балки DE с некоторым коэффициентом пропорциональности. Ве-
личина этого коэффициента должна быть такова, чтобы совместить ли-
нию влияния RС балки AВСD и линию влияния RD балки DE в точке D′. 
Когда груз F = 1 движется по балкам EGH и  HK, нагрузка на главную 
балку AВСD не передается и, следовательно, на этих участках линия 
влияния RС будет равна нулю. Окончательная л.в. RС показана на рис. 10.  

Построим линию влияния поперечной силы, возникающей в сечении 
1 (л.в.Q1). Начнем с балки HK, которой принадлежит это сечение. Балка 
HK –  левая консоль. На рис. 2 этот случай соответствует сечению 1. Эта 
часть линии влияния Q1 на рис. 10 показана отрезком H′ – 1′. При движе-
нии груза F = 1 по балке EGH нагрузка на балку HK передается посред-
ством опорной реакции RH балки EGH. Следовательно, поперечная сила в 
сечении 1 будет зависеть от величины этой реакции, т.е линия влияния 
Q1 повторит линию влияния RH балки EGH с некоторым коэффициентом 
пропорциональности. Величина этого коэффициента такова, что линия 
влияния Q1 балки HK и  линия  влияния  RH балки EGH совместятся в 
точке H′. При движении груза F = 1 по балке DE на балку EGH будет пе-
редаваться опорная реакции RE балки DE, т.е. от ее величины будут зави-
сеть все усилия в балке EGH, в том числе и реакция RH. Тогда линия 
влияния RH балки EGH повторит линию влияния RE балки DE с некото-
рым коэффициентом  пропорциональности.  Этот  коэффициент  совмес-
тит в точке  Е′  линию  влияния RH балки EGH. Величина поперечной си-
лы в сечении 1 зависит от реакции RH балки EGH. Рассуждая подобным 
образом, построим линию влияния Q1, которая показана на рис. 10 
(л.в.Q1). 

Аналогично построим линию влияния изгибающего момента в сече-
нии 1 (л.в.М1), которая также показана на рис. 10. 

Ординаты на границах участков линий влияния вычислим из подобия 
треугольников. 

Определим усилия от нагрузки с помощью линий влияния 
 

tgαi i j j k kT F y q M= + ω +∑ ∑ ∑ ; 
 

( ) ( )1 1,333 1,333 48 0,333 2 2 7,334 кн
2 2CR

+⎡ ⎤⋅
= ⋅ − + ⋅ ⋅ + =⎢ ⎥

⎣ ⎦
 

( )1
0,25 66 1 2 4,5кн

2
Q ⋅

= ⋅ − + ⋅ = −          ( )1
0,5 66 2 2 9 кнм

2
M ⋅

= ⋅ − + ⋅ = −  
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Результаты сведем в табл. 3. 
Таблица 3 

 

Искомое усилие RС QI MI 

найденное при построении эпюр 7,33 кн – 4,5 кн  – 9 кн·м 
найденное при загружении линий 
влияния 7,334 кн  – 4,5 кн  – 9 кн·м 

∆(%) – расхождение результатов 0,05% 0 0  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рис. 10 
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Пример 2 
 

Для балки, показанной на рис. 11, требуется: 
– построить эпюры поперечных сил (Q) и изгибающих моментов (М); 
– построить линии влияния внутренних силовых факторов, возни-

кающих в сечении 1, и линию влияния реакции во второй опоре; 
– по построенным линиям влияния определить усилия от внешней на-

грузки; 
– сравнить результаты, которые были получены при построении эпюр 

и при загружении линий влияния. 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
Рис. 11 

 
Определим число степеней свободы системы. 

 

W = 3d – 2ш – соп = 3⋅3 – 2⋅2 – 5 = 0. 
 

Покажем поэтажную схему. Главной балкой здесь является балка 
CDEG. Второстепенные балки  АВС и GHK опираются на землю в опорах 
соответственно В и Н, а также на главную балку в соединительных шар-
нирах С и G. Эти шарниры в поэтажной схеме заменим шарнирно-
неподвижными опорами (рис. 12).    
 
 
 
 
 

 
Рис. 12 

 
Построение эпюр начинаем с любой из верхних балок. 
Рассчитаем балку ABC (рис. 13). 
Определим реакции опор: 

∑ = 0BM         02836 =⋅⋅−⋅CR        8 кнCR =  
∑ = 0CM         04836 =⋅⋅+⋅− BR      16 кнCR =  

A 
C 

B 
E D 

G 
K 

H 

A C B E D G K H 

3 кн/м 6 кн 10 кн⋅м 

3м 2м 6м 2м 6м 2м 6м 2м 

1 
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Проверка правильности определения реакций: 
∑ = 0Y             083816 =⋅−+        –  проверка выполняется. 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 

 
Рис. 13 

 

Рассчитаем балку GHK (рис. 14). 
Определим реакции опор: 

∑ = 0GM         0106 =−⋅HR        1,67 кнHR =  
∑ = 0HM         0106 =−⋅GR        1,67 кнGR =  
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 

Рис. 14 
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Рассчитаем балку CDEG (рис. 15). 
Определим реакции опор: 

 

∑ = 0DM     9 6 3 8 2 1,67 11 0ER− ⋅ − ⋅ + ⋅ + ⋅ =     1,82 кнER =  
∑ = 0EM      9 8 11 6 6 1,67 2 0DR− ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ =    14,15 кнDR =  
 

Проверка правильности определения реакций: 
 

∑ = 0Y        8 14,15 6 1,82 1,67 0− + − − + =    –  проверка выполняется. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 

 
 
 

Рис. 15 
 

Сведем эпюры Q и М простых балок на общие оси (рис. 16). 
Для построения линий влияния вычертим балку и поэтажную схему 

без нагрузки (рис. 17). Нагрузку покажем на отдельной оси выше задан-
ной балки. Начнем с построения линии влияния RD (л.в. RD). Реакция RD 
возникает в балке CDEG. Для построения линии влияния этой реакции на 
указанной балке воспользуемся рис. 2. Линия влияния RA на этом рисунке 
соответствует л.в. RD балки CDEG. На рис. 17 эта часть линии влияния RD 
показана отрезком C′G′ . Далее, если рассуждать так же, как мы рассуж-
дали при построении линий влияния в примере 1, очевидно, что график 
изменения реакции RD нужно продолжить на вышележащие балки, т.е. на 
участки GHK и ABC. При попадании силы F = 1 в опору (В и Н) любые 

E D C G 

6 кн 

3м 2м 6м 2м 

RE=1,82 кн RD=14,15 кн 8 кн 1,67 кн 

1,67 

6,15 

8 

0,15 

16 

3,332,45

Эп М (кн⋅м) 

Эп Q (кн) 

y 
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усилия в балках будут равны нулю, кроме реакции этой опоры. На линии 
влияния RD в этих точках будут нулевые значения. На рис. 17 эти части 
линии влияния RD показаны отрезками А′С′ и G′K′. 

Построим линию влияния поперечной силы, возникающей в сечении 
1 (л.в.Q1). Начнем с балки, которой принадлежит это сечение, т.е с балки 
CDEG. На рис. 2 нашей линии влияния соответствует линия влияния Q4. 
На рис. 17 этот участок л.в.Q1 обозначен отрезками C′′1′ и 1′′G′′. Далее 
продолжаем линию влияния Q1 на вышележащие балки через нули в точ-
ках В и Н. Эти части линии влияния Q1 на рис. 17 обозначены отрезками 
АС и GK. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рис. 16 
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Построим линию влияния изгибающего момента в сечении 1 (л.в.М1). 
На рис. 2 линия влияния М4 соответствует линии влияния М1 балки 
CDEG. На рис. 17 эта часть линии влияния М1 показана отрезками C′′′1′′′ 
и 1′′′G′′′. Отрезки, являющиеся продолжением линии влияния М1 на вы-
шележащие балки, обозначены на рис. 17 как A′′′C′′′ и G′′′H′′′.  

Числовые значения  на границах участков всех линий влияния найдем 
из подобия треугольников. 
 
  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рис. 17 
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Определим усилия от нагрузки с помощью линий влияния. 
 
ω tgαi i j j k kT F y q M= + +∑ ∑ ∑ ; 

 
0,407 2 1,222 6 0,0746 0,667 3 10 14,15кн

2 2 2DR ⋅ ⋅⎛ ⎞ ⎛ ⎞= ⋅ + ⋅ − + − ⋅ − =⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

; 

лев
1

0,074 2 0,222 6 0,0746 0,667 3 10 6,15кн;
2 2 2

Q ⋅ ⋅⎛ ⎞ ⎛ ⎞= ⋅ + ⋅ − + − ⋅ − =⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

( )пр
1

0,074 2 0,222 6 0,0746 0,333 3 10 0,15кн;
2 2 2

Q ⋅ ⋅⎛ ⎞ ⎛ ⎞= ⋅ − + ⋅ − + − ⋅ − =⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

1
0,444 2 1,333 6 0,2226 2 3 10 2,445 кнм

2 2 2
M ⋅ ⋅⎛ ⎞ ⎛ ⎞= ⋅ + ⋅ − − ⋅ − =⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
 

 
Результаты сведем в табл. 4.  

Таблица 4 
 

Искомое усилие RD 
лев
1

пр
2

Q
Q

 MI 

найденное при построении эпюр 14,15 кн 15,0
15,6  2,45 кн·м 

найденное при загружении линий 
влияния 

14,15 кн 15,0
15,6  2,445 кн·м

∆(%) – расхождение результатов 0 0
0  0,2%  
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