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ВВЕДЕНИЕ 

Концепция диссипативных солитонов – фундаментальное рас-

ширение теорий солитонов в консервативных и интегрируемых 

системах. Она состоит из трех частей, то есть стандартная теория 

солитонов, развиваемая с 1960-х годов, следствия из нелинейной теории 

динамики и работы Пригожина относительно систем, далеких от рав-

новесия и самоорганизации (рис. 1). Это основные три источника и три 

составляющих компоненты этой новой парадигмы. Физически говоря, 

главная часть стандартной теории солитонов связана с балансом между 

дисперсией и нелинейностью, которая позволяет существовать ста-

ционарным ограниченным решениям. Для диссипативных систем, нужно 

заметить, важный баланс между усилением и потерями – это условие, 

необходимое для того, чтобы солитоны были постоянными обра-

зованиями. Даже малейшая разбалансировка приведет к решению или 

бесконечно увеличивающемуся, если будет преобладать усиление, или 

полностью исчезающему из-за потерь. Таким образом, вместо одного 

баланса, мы должны рассмотреть сложный баланс между несколькими 

физическими явлениями.  

 

 
Рис. 1. Три источника и три составляющих концепции 

диссипативных солитонов 
 

Классическая  

теория солитонов 
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диссипативных 
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Теория систем, 

далеких  

от равновесия 
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намика теории 

бифуркаций 
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Вторая часть концепции диссипативных солитонов – нелинейная 

динамика – говорит нам о том, что солитон надо рассматривать как не-

подвижную точку бесконечномерной динамической системы. Свойства 

стабильности неподвижных точек непосредственно определяют ста-

бильность солитона. Неподвижные точки могут быть преобразованы в 

предельные циклы при определенных значениях параметров системы, и 

затем солитон становится пульсирующим образованием. Дальнейшие 

преобразования могут включать нерегулярное поведение траектории, 

таким образом создавая хаотические солитоны. Поэтому нелинейная 

динамика говорит нам о том, что возможны бифуркации солитона и 

хаотическая эволюция солитонов. Так как мы рассматриваем беско-

нечномерные динамические системы, есть огромное разнообразие типов 

солитонов и их бифуркаций. 

Наконец, третья часть концепции – теория систем, далеких от 

равновесия, – говорит нам о том, что солитоны являются самоорга-

низованными формированиями, требующими непрерывной поставки 

энергии. Как только эта поставка заканчивается, диссипативный 

солитон прекращает существовать. Говоря простым языком, само-

организация ‒ конвергенция определенных начальных условий к 

локализованному решению системы, которое является устойчивым 

для данного набора внешних параметров. Таким образом, конечное 

состояние определяется согласно физическим законам, а не согласно 

начальному условию. Для бесконечномерных динамических систем  

устойчивое решение может быть очень сложным. Это не обязательно 

гладкая функция с единственным максимумом и экспоненциально 

убывающими хвостами. Кроме того, может быть несколько устойчи-

вых решений, существующих для одного набора параметров. Воз-

можно даже в случае относительно простого уравнения, например, 

как комплексное уравнение Гинзбурга ‒ Ландау пятого порядка. 

Большинством процессов в природе управляют намного более 

сложные динамические факторы. Таким образом, стационарные 

решения этих систем могут быть значительно более сложными. 

С этой точки зрения идея относительно самоорганизации поз-

воляет отнести диссипативные солитоны к сложным объектам, таким 

как животный и растительный мир. То, как далеко мы можем пойти в 

распространении этих принципов в этом направлении, зависит только 

от нашего воображения. Также система может сходиться к решению 
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не обязательно постоянному, а, например, к предельному циклу или 

странному аттрактору в бесконечномерном фазовом пространстве. 

Много биологических процессов типа сердечных ударов и расп-

ространения нервного импульса были описаны с помощью простого 

математического моделирования.  

Есть существенное различие между солитонами в гамильто-

новых системах и в диссипативных. В гамильтоновых системах 

решения для солитона появляются в результате баланса между диф-

ракцией (или дисперсией) и нелинейностью. Дифракция расширяет 

луч, в то время как нелинейность фокусирует и делает его более 

узким. Баланс между этими двумя явлениями приводит к постоянным 

решениям. Они обычно образуют однопараметрическое семейство. В 

системах с усилением и потерями, чтобы иметь постоянные решения, 

усиление и потери должны быть уравновешены. Два баланса при-

водят к решениям, которые постоянны. Форма, амплитуда и ширина 

являются постоянными и зависят от параметров уравнения. Этот 

случай представлен качественно на 

рис. 2. Для телекоммуникационных 

приложений жесткость солитона может 

обеспечить эффективное подавление 

шума и остановить любое изменение 

параметров солитона. 

Ясно, что стационарные диссипа-

тивные солитоны можно рассматривать 

как стационарные решения беско-

нечномерной динамической системы. 

Таким образом, их параметры зафикси-

рованы. Эти формирования устойчивы 

при распространении, если параметры 

системы выбраны в соответствующих 

областях. Вообще, диссипативные со-

литоны не обязательно постоянны. 

Другими словами, стационарные реше-

ния не единственные объекты, которые 

могут существовать в таких системах. 

Например, предельный цикл ‒ другой более сложный объект, 

который может существовать в фазовом пространстве динамической 

Рис.  2.  Качественное различие  

между солитонными решениями 

в гамильтоновых и диссипативных 

системах 

Дифракция 

или дисперсия 

Нелинейность 

Семейство солитонных 

решений 

Дифракция 

или дисперсия 

Нелинейность 

Усиление 

Потери 

Фиксированное 
солитонное  

решение 



8 

системы. Это соответствует пульсирующему солитону, где параметры 

изменяются периодически [13]. Эти солитоны обычно существуют в 

регионах пространства параметров, которые являются смежными с 

таковыми для стационарных солитонов. Однако даже в этом случае 

особенности солитона установлены, то есть период пульсаций и форм в 

специфических пунктах периода весь установлен, так как они ‒ 

функции параметров системы. Возможен вариант, при котором 

диссипативный солитон может быть хаотический [13]. Если солитон 

является хаотическим, то характеристики этого хаотического 

поведения задаются параметрами системы. 

Другая простая качественная картина представлена на рис. 3. 

Чтобы быть стационарными, солитоны в диссипативных системах 

должны иметь области, где они получают энергию из внешнего 

источника, так же как и 

области, где энергия рассеива-

ется в окружающую среду. 

Стационарный солитон – ре-

зультат динамического про-

цесса непрерывного обмена 

энергией с окружающей сре-

дой и его перераспределения 

между различными частями 

солитона. Как только это пе-

рераспределение энергии за-

канчивается, солитон исче-

зает. В этом смысле диссипативный солитон больше походит на 

живое существо, чем объект неодушевленного мира. Это как вид в 

биологии, который является фиксированным (или изолированным) по 

своим свойствам. 

Таким образом, мы только что описали кратко основные крае-

угольные камни мощного понятия диссипативного солитона и пока-

зали их схематично на рис. 1, 2 и 3. Наши наблюдения, главным 

образом, связаны с динамическими системами, развитие которых мо-

жет быть описано дифференциальными уравнениями с частными про-

изводными. Такие динамические системы имеют бесконечное число 

степеней свободы и, конечно, могут иметь бесчисленное число реше-

ний для солитона с бесчисленным числом бифуркаций между ними. 

 
Рис. 3. Качественное описание солитонов  

в диссипативных системах 
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Как правило, эти системы неинтегрируемые, а значит, что точные 

решения в их полной сложности могут быть изучены только числен-

ным образом. Описывая особенности бифуркаций солитона анали-

тически, мы нуждаемся в приближениях и небольшом количестве 

методов для уменьшения размерности динамической системы. Эти 

методы могут помочь, до некоторой степени, в описании постоянных 

или пульсирующих солитонов и их бифуркаций по ограниченному 

диапазону параметров системы. Однако они не могут быть использова-

ны как полная замена для строгих исследований решений. Только 

самые характерные особенности солитонов наряду с отдельными 

бифуркациями могут быть определены таким образом. Для полной кар-

тины мы все еще нуждаемся в численном моделировании. 

Особый интерес вызывает ранее мало исследованное как с 

теоретической, так и с практической точки зрения направленение – 

изучение возникновения и распространения диссипативных соли-

тонов в оптически плотных средах. Давно известно, что оптические 

свойства плотных атомных ансамблей или сложных материалов могут 

сильно отличаться от свойств, проявляемых независимыми атомами. 

Некоторые из таких систем производят два различных выходных 

сигнала для одной и той же входящей интенсивности управляющего 

лазера. Для всего диапазона интенсивностей приложенного поля 

выходной сигнал будет образовывать петлю гистерезиса. Если не 

требуется внешней обратной связи для возникновения этого явления, 

то его называют внутренней оптической бистабильностью (ВОБ). 

Экспериментально ВОБ наблюдалась в оптическом отклике от редко-

земельных ионов и ионных пар в стеклах и кристаллических 

структурах [11]. Однако намного более богатая физика возникает в 

том случае, если узучать связанную систему атомно-оптических урав-

нений Максвелла ‒ Шредингера в оптически-плотных средах. С уче-

том локального отклика среды в такой системе становится возмож-

ным получить уравнение Гинзбурга ‒ Ландау пятого порядка и иссле-

довать динамику диссипативных солитонов на ее основе. Вопросы 

моделирования возникающих при этом устойчивых состояний элект-

ромагнитного поля методами нелинейной динамики и являются 

основным предметом рассмотрения авторов данного учебного пособия. 
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ГЛАВА 1 

 

ДИССИПАТИВНЫЕ ОПТИЧЕСКИЕ СОЛИТОНЫ 

1.1. Общие принципы моделирования диссипативных оптических 

солитонов 

1.1.1. Уравнение Гинзбурга ‒ Ландау пятого порядка 

В той форме, как оно используется в нелинейной оптике, урав-

нение Гинзбурга ‒ Ландау (УГЛ) пятого порядка имеет вид 

 
4422

2
 iiii

D
i ,  (1) 

где    – "медленное" время,   – нормированная длина распростране-

ния,  ,  ,  ,   и  – действительные постоянные (мы не требуем их 

малости),   – комплексное поле. В частном случае оптического во-

локна, который мы рассматривали выше, физический смысл этих ве-

личин следующий:   – комплексная огибающая электрического поля, 

  – постоянная дополнительной линейной накачки на несущей часто-

те,   – коэффициент спектральной фильтрации ( 0 ),   описывает 

нелинейные процессы накачки, или абсорбции,   представляет собой 

постоянную при поправочном члене высшего порядка к нелинейному 

усилению/абсорбции,   – коэффициент при квадратичной поправке к 

нелинейному показателю преломления, то есть нелинейность пред-

ставляет собой квадратичную зависимость от интенсивности. Пара-

метр D  определяет знак дисперсионного члена: 1D  соответствует 

аномальной дисперсии, a 1D  – нормальной. Первый случай не 

нуждается в пояснениях, последний может относиться, например, к 

случаю распространения солитона в волоконном лазере на основе 

неодимового усилителя. Уравнение (1) записано таким образом, что 

если в правой части стоит нуль, то мы получаем обычное нелинейное 

уравнение Шредингера (НУШ). С помощью этого уравнения можно 

описать и многие другие неравновесные процессы, как процессы в ла-

зерах, конвекцию двухкомпонентной жидкости, процессы переноса 

фазы и др. 



11 

Если коэффициенты ,δ  ,β   ,   в правой части малы, a 0 , то 

можно строить солитоноподобные решения уравнения (1), применяя к 

солитонным решениям НУШ теорию возмущений. Однако такой под-

ход не может отразить все свойства солитоноподобных импульсов и 

дать все области их существования в пространстве параметров. Важ-

ный шаг к полному пониманию свойств комплексного УГЛ – это по-

строение точных решений. Они помогают предсказывать поведение 

решения при произвольных начальных условиях. Мы рассмотрим 

здесь УГЛ как третьего, так и пятого порядков, и для обоих случаев с 

помощью одной и той же процедуры построим солитонные решения. 

Кубическое УГЛ хорошо изучено (например, Хокинг и Стюарт-

сон, 1972; Перейра и Стенфло, 1977; Нозаки и Бекки, 1984). Его лока-

лизованное решение общего вида при заданном наборе параметров 

имеет фиксированную амплитуду. Аккуратное исследование решений 

с фиксированной амплитудой показывает, что при определенных зна-

чениях параметров, соответствующих некоторой особой линии на 

плоскости ( β,   ), эти решения становятся сингулярными (Афанасьев, 

1995). 

Однако, хотя решений с фиксированной амплитудой здесь не 

существует, но возникает новый класс решений – класс солитонов с 

произвольной амплитудой. 

Уравнение пятого порядка также рассматривалось в ряде публи-

каций методами численного моделирования, теории возмущений и 

аналитически. В случае субкритических бифуркаций ( 0 ) численно 

было показано существование солитоноподобных решений (Туал и 

Фаув, 1988; Бранд и Дейслер, 1989). Качественный анализ областей 

существования локализованных решений для всей области существо-

вания коэффициентов от нуля до бесконечности (Хаким и др., 1990). 

Аналитический подход, основанный на редукции уравнения (1) к ди-

намической системе третьего порядка, был развит в работе Саарлоса 

и Хоенберга (1990, 1992). Он позволяет получить точные решения 

уравнения пятого порядка. 

Наиболее полное математическое исследование точных реше-

ний УГЛ пятого порядка на основе Пенлеве-анализа и символьных 

вычислений выполнено в работе Марка и др. (1994). Общий подход, 

использованный авторами, состоит в сведении процедуры решения 

дифференциального уравнения к чисто алгебраической задаче. Мно-
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жество решений, полученных на этом пути, включает в себя локали-

зованные решения, источники, стоки и фронты. Широкое разнообра-

зие возможных типов решений требует отдельного тщательного ана-

лиза решений каждого класса. Это одна из причин, по которой мы со-

средоточились исключительно на локализованных решениях. Мы 

приводим здесь явный вид и классификацию всех решений этого 

ограниченного класса. 

 

1.1.2. Область существования устойчивых импульсов 

Устойчивые импульсы – наиболее интересные объекты оптики. 

Именно их генерируют лазерные системы, и именно они являются 

битами информации в оптических волоконных системах. Поэтому 

чрезвычайно важно знать, при каких физических характеристиках си-

стемы мы можем ожидать существования подобных устойчивых им-

пульсов. Иными словами, необходимо знать те значения коэффи-

циентов уравнения, при которых оно имеет устойчивые локализован-

ные решения. Это должна быть такая область в пространстве пара-

метров, где широкий класс начальных условий будет приводить к 

формированию стационарного импульса, представляющего собой 

устойчивое локализованное решение УГЛ пятого порядка. 

О первом получении строго устойчивого локализованного ре-

шения впервые было сообщено в работе Туала и Фаува (1988). В про-

странстве параметров ими были найдены некоторые точки, где суще-

ствуют устойчивые импульсы. Грубая оценка положения границы, 

разделяющей фронты и локализованные решения УГЛ, была сделана 

Хакимом с соавторами (1990). Однако, как мы видели, между этими 

классами нет четкой границы. Ван Саарлосом и Хоенбергом (1992) 

было найдено, что для некоторых значений параметров одновременно 

существует большое разнообразие фронтов и локализованных реше-

ний. 

В этом разделе мы представляем численные результаты, полу-

ченные в работе Сото-Креспо и др. (1996), которые позволяют узнать 

значения коэффициентов ( ,  ,  ,  , ν ) УГЛ пятого порядка (то 

есть выделяют некоторую область в пространстве параметров), где 

существуют устойчивые импульсы.  
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Рис. 4. Солитонные решения, найденные численно для 0,5β  , 10μνδ ,   при 

ε , равном 0,38 (сплошная кривая), 0,52 (точечная кривая) и 0,66 (пунктир); а – 

амплитуда ψ , б – фаза  ψarg . Кружок, ромб и треугольник, с помощью 

которых соответственно помечены случаи 0,660,52,0,38,ε  , будут использо-

ваны на последующих рисунках для  обозначения местоположения этих решений   

в пространстве параметров 

 

Сформулируем сначала те ограничения, которые следует нало-

жить на параметры при поиске устойчивых импульсов. Очевидно, что 

для стабилизации частоты солитона параметр   должен быть неотри-

цательным. Коэффициент линейной накачки   должен быть нулевым 

или отрицательным, чтобы обеспечить устойчивость фона. В этом 

случае для 0  устойчивые импульсы могут существовать только 

при ε, лежащих выше кривой S . Чтобы предотвратить коллапс им-

пульса, следует выбрать 0 . Параметр   может иметь любой знак. 

Численно выйти на устойчивый импульс при решении уравне-

ния (1) можно, взяв в качестве начальных условий гауссиан произ-

вольной амплитуды и ширины (Сото-Креспо и др., 1996). Форма 

начального импульса не так уж важна. Если решение сходится к ка-

кому-то стационарному, его можно рассматривать как устойчивое 

решение, а набор параметров, при которых проводился расчет, можно 

считать принадлежащим области существования такого солитонного 

решения. 

На рис. 4 представлены три примера солитонных решений, 

найденных таким методом. Соответствующие значения коэффициен-

тов следующие: 5,0β , 1,0 μνδ  при ε, равном 0,38 (сплошная 

кривая), 0,52 (точечная кривая) и 0,66 (пунктирная кривая). Система-
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тически повторяя такие вычисления для других наборов параметров, в 

полном пространстве параметров можно построить области, где воз-

можно устойчивое распространение импульсов. 

Области ( , )-плоскости, где численно были найдены солитон-

ные решения, представлены на рис. 5. Разная штриховка областей со-

ответствует разным значениям параметра .μ  Нижняя кривая (нане-

сенная пунктиром) – это кривая S. Она показана для того, чтобы про-

вести некоторые сравнения с выводами, сделанными на основе анали-

тических решений. Прежде всего, заметим, что области суще-

ствования устойчивых импульсов расположены всегда выше кривой 

S, а нижняя граница области устойчивости (сплошная кривая) почти 

"параллельна" кривой S. Расстояние между кривой S и нижней грани-

цей области устойчивости зависит от параметров ,δ    и  . Для ма-

лых  ,   и   это расстояние мало. При фиксированных   и   с ро-

стом   заштрихованная область становится шире, но нижняя грани-

ца при этом поднимается выше. При δ, стремящемся к нулю, и фик-

сированных   и   нижняя граница приближается к S. Мы будем счи-

тать далее, что при нулевом S область неустойчивости ограничена 

кривой S. 

Рис. 5 представляет приблизительную схему того, как изменяет-

ся область существования устойчивых импульсов на плоскости ( , ) 

с изменением   и  . В стационарных импульсах накачка и диссипа-

ция должны быть уравновешены. Для тех систем, параметры которых 

лежат ниже границы заштрихованных областей, импульсы при рас-

пространении затухают. Поток энергии, подпитывающий первона-

чальный импульс благодаря положительному β,  меньше, чем обрат-

ный поток, вызванный линейными ( 0 , 0 ) и нелинейными        

( 0 ) потерями. На верхней границе протекают другие процессы. В 

общем случае верхняя граница на ( ,  )-диаграмме совпадает с кри-

вой, на которой фронты имеют нулевую скорость. Выше этой кривой 

два фронта широкого импульса расходятся, ниже – сходятся, образуя 

в итоге устойчивый импульс. Таким образом, устойчивые импульсы 

существуют лишь ниже этой линии. 
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Рис. 5. Области устойчивых локализованных решений на плоскости ( , ). 

Области с различным значением параметра   по-разному заштрихованы. Все 

области расположены выше кривой S (пунктирная кривая). При этом  0,1ν    и  

                                            0,01δ   (а), 10δ ,  (б) 

Теперь рассмотрим другие плоские сечения тех областей про-
странства параметров, где найдены устойчивые локализованные ре-
шения. На рис. 6, а показаны области существования устойчивых им-
пульсов на плоскости ( , ) при фиксированных  ,   и  , конкрет-

ные значения которых указаны на рис. 6. Видно, что ширина полосы 
устойчивости с ростом   быстро растет. Пунктиром на рис. 6 показа-
на линия, на которой при тех же параметрах существуют точные ана-
литические решения. Довольно интересно, что эта линия тоже почти 
параллельна верхней границе области устойчивых импульсов, но 
смещена от нее на некоторое расстояние. Это означает, что при зна-
чении параметров между этими линиями аналитические решения не-
устойчивы. 

 
Рис. 6. Область устойчивых импульсов на плоскостях (ν, ε)  (слева)  и  (, ε) 
(справа). Здесь  = 0,5 и  = ‒0,1. Пунктиром нанесена линия, где существуют 
аналитические решения. Условными символами  (кружок,  ромб  и  треугольник)  
                      показано положение решений, изображенных на рис. 4 
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На рис. 6, б показана область устойчивых импульсов на плоско-

сти ( , ) при фиксированных значениях параметров  ,   и  . С ро-

стом   интервал допустимых значений параметра   расширяется, а 

значение   в центре этого интервала возрастает. Это последнее 

наблюдение, кроме всего прочего, указывает на то, что возрастание 

нелинейных потерь пятого порядка должно компенсироваться ростом 

накачки третьего порядка. При 040,μ   ширина полосы становится 

исчезающе малой. Пунктиром нанесена линия, в каждой точке кото-

рой для данных значений    501010 ,,,,,βν,δ,   существуют точ-

ные аналитические решения. Видно, что они тоже не попадают в об-

ласть устойчивых импульсов. Однако в этом случае расстояние между 

областью устойчивых импульсов и пунктирной линией с ростом   

возрастает, а при 040,μ   устремляется к нулю. Инкремент нарас-

тания неустойчивости соответствующих аналитических решений для 

этих значений   становится пренебрежимо малым.  

А как зависит область существования устойчивых импульсов от 

величины  ? Эта зависимость для фиксированных  ,  и  показана 

на рис. 7. Для расчета были взяты следующие значения параметров: 

010,μν  , 50,β  . 

 
Рис. 7. Область устойчивых импульсов 

на  плоскости  ( ,).  Здесь    =  0,5 
и ν =  = ‒0,1. Аналитическое решение 

для этих параметров существует при  = 1. 

Три значка – кружок, ромбик и треугольник – 

показывают  положение решений, 

представленных на рис. 4 
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Видно, что с падением коэффициента линейной накачки интер-

вал допустимых значений   растет, причем с ростом   среднее зна-

чение   увеличивается. Это значит, что большие линейные потери 

должны быть скомпенсированы ростом нелинейной накачки третьего 

порядка (если остальные параметры постоянны). При заданных выше 

значениях параметров  ,   и   значение для   равно единице, кото-

рое лежит выше заштрихованной области. 

 

1.1.3. Редукция к системе обыкновенных дифференциальных 

уравнений 

Аналитические решения УГЛ можно найти лишь для опреде-

ленных комбинаций параметров. Один из способов отыскания стаци-

онарных решений уравнения ‒ сведение его к системе обыкновенных 

дифференциальных уравнений. Итак, ищем решения в виде 

     iωtitaψ  Exp , (2) 

где a  и   – действительные функции аргумента  vt  , v  – ско-

рость импульса, a   – нелинейный сдвиг постоянной распростране-

ния. Подставляя (2) в (1), мы получаем уравнение, связывающее 

функции a  и  . Разделив в уравнении действительную и мнимую ча-

сти, приходим к следующей системе двух обыкновенных дифферен-

циальных уравнений: 
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(3) 

где каждый штрих означает дифференцирование по t . Систему мож-

но преобразовать к виду 
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где '2aM  . 
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Разделяя переменные, получим 
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(4) 

ya '   

Эта система содержит все стационарные и трансляционные ре-
шения. Параметры v  и   являются собственными значениями систе-

мы (4). На плоскости  aM,  локализованные решения имеют вид за-

мкнутых кривых, начинающихся и заканчивающихся в начале коор-
динат. 

Если нас интересуют только неподвижные решения (v  = 0), то 
систему (4) можно упростить: 
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ya ' . 

Эту систему обыкновенных дифференциальных уравнений 
можно решить численно. Для малых a  асимптотическое поведение ее 
решений задается формулами: 

 
 gτa

βg

βωDδ
M 2Exp

41

2 2
02


 ,     τgaa Exp0 , 

где постоянная g  может быть получена из следующего биквадратно-

го уравнения: 
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Именно  0
41

2

41 2

2

2

22
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
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










 D
gg . 

Используя асимптотические выражения, центральную часть ло-

кализованного решения можно найти методом стрельбы. 

 

1.2. Атомно-оптические взаимодействия в  оптически-плотных 

средах 

1.2.1. Модель и формализм описания 

Рассмотрим ансамбль N  материальных частиц-излучателей A  и 

бесконечного набора мод квантованного электромагнитного поля .F  

При этом будем считать, что частицы A  (далее двухуровневые атомы) 

неподвижны и взаимодействуют друг с другом только через поле .F   

Гамильтониан такой системы в общем виде запишется как  

VHH  0 ,    
F

F
A

A HHH0 ,   
A F

AFVV , 

где AH  и FH  ‒ операторы Гамильтона свободных частиц и AFV  ‒ 

оператор их взаимодействия. Эволюция и все свойства многочастич-

ной системы описываются полным оператором плотности  t , кото-

рый подчиняется уравнению фон Неймана: 

  0,   H
dt

d
i . (5) 

Для определения характеристик атома и поля потребуется 

нахождение решения для редуцированных одночастичных матриц 

плотности A  и F . Редуцирование определяется как взятие следа 

по неполному числу частиц системы. Такие укороченные матрицы 

плотности нормируются таким образом, что свертка по их частицам 

равна единице. В начальный момент времени 0t  предполагается, 

что атомы и поле не взаимодействуют и полная матрица плотности 

системы  0  может быть факторизована, что используется для зада-

ния начальных условий  0A  и  0F . Уравнение фон Неймана 

идентично цепочке Боголюбова ‒ Борна ‒ Грина ‒ Кирквуда ‒ Ивона 

(ББГКИ) для редуцированных матриц плотности и корреляционных 

операторов [15]. Путем последовательного взятия частичных сверток 

и использования следующего общего определения корреляций: 

AFFAAF g  , ''''' AFFAFFFAFFFAAFF
ggg    
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уравнение (5) заменяется бесконечной цепочкой кинетических урав-

нений. Первые два типа уравнений описывают эволюцию одноча-

стичных матриц: 

   
F

AFAFFAAA gVTrH
dt

d
i ,, ,

   
A

AFAFAFFF gVTrH
dt

d
i ,, . 

Здесь введены эффективные операторы Гамильтона  


F

FAFAA VHH ,   
A

AAFFF VHH ,  

в которых под суммами учитываются потенциалы «самосогласован-

ных полей». Символом 
S

...  обозначается усреднение по частицам 

вида S, то есть SSS
XTrX ˆˆ  . Связь одной частицы с системой 

также выражена в правых частях уравнений через оператор корреля-

ции атом-поле, который, в свою очередь, подчиняется уравнению 

  ''П,
BFAAFAFAFAFFAAF CLIgHHg

dt

d
i  , (6) 

 

где  FAAFAF VI , ,    AFAFAAAFAFAF gVTrgVL ,,  , 

   



'

'''
'

''' ,,ρ,ПAF

AA
FAAFAA

FF
FFAAFF

gVTrgVTr  

   ,,,
'

'''
'

'''' 




AA
FAAFAA

FF
AFFAFFFAS

gVTrgVTrC  

и введен эффективный оператор взаимодействия, учитывающий са-

мосогласованные поля  

AAFFAFAFAF VVVV  . 

Индексы со знаком «штрих» обозначают разные частицы од-

ного сорта. Уже на этом этапе цепочка может быть оборвана с це-

лью получения замкнутой системы уравнений, учитывающей кол-

лективные эффекты. В рассматриваемом случае малым параметром, 

по которому эта операция может быть осуществлена, является кон-

станта связи атома с полевой модой в операторе AFV . Приближение 
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0П '' 
SFAAFAF CL  обеспечивает замкнутость системы уравне-

ний и позволяет получить независимое управляющее уравнение для 

матрицы плотности атома, учитывающее радиационное затухание и 

атомные переходы, индуцируемые некогерентным полем. Однако, как 

будет показано ниже, для решения спектроскопической задачи требу-

ется вычисление корреляционного оператора также с учетом релакса-

ции. Для этого приближение должно быть расширено частичным уче-

том корреляции 'AFF
g , то есть 0'' 

FASFAS
CC . Тогда (6) запишет-

ся как  

     




FF
AFFAFFFAAFAFFAAF gVTrVgHHg

dt

d
i

'
''' ,,,  . 

Трехчастичная корреляция будет находиться из приближенного 

уравнения  

   AFFAFAFFFAAFF
gVgHHHg

dt

d
i ,, '''  . 

Эта замкнутая система будет основой для построения теории на 

данном этапе. Следует отметить, что для корректного учета радиаци-

онных поправок для характерных констант необходимо полностью 

учитывать AFП  и 
FAS'C . При этом количество уравнений в системе 

увеличится за счет учета корреляций между частицами одного сорта. 

Система, используемая для решения текущей задачи, аналогична 

обобщенному борновскому приближению второго рода [15]. 

 

1.2.2. Основное управляющее уравнение 

Для набора двухуровневых атомов и поля операторы Гамильто-

на свободных частиц запишем  

zAAH  , skskkF aaH ,, ˆˆ  , 

где A  – частота атомного перехода и z  ‒ атомный оператор инвер-

сии, 
ska ,ˆ  и ska ,ˆ  соответственно операторы рождения и уничтожения 

полевой моды частоты k  с волновым вектором ck k / . Взаимо-

действие будет рассматриваться в пределе электрического дипольно-

го приближения  
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 Ak,sAAF rEdV  , где    AA rrδσσdd  -  ‒ есть оператор ди-

польного момента перехода атома в точке Ar  с понижающим и повыша-

ющим 
  и  . В операторе электрического поля  

  .Heâε
V

ωπ
irÊ c

ikr
s,ks,k

k
s,k 

2
 

учтены две независимые поляризации sk ,  и обозначен объем кванто-

вания V . Учет действия внешнего возбуждающего поля производится 

путем определения начальных условий для матрицы плотности F , а 

именно  

  skskF ,,0   , где sk ,  ‒ когерентное состояние поля. 

Для модели бистабильности вследствие взаимодействия атома с 

выделенной локальной фононной модой [8, 9] гамильтониан приобре-

тет следующие дополнительные слагаемые: 

  bbH   ,     bbV zA   . 

Однако далее подробно приводится вывод уравнений для взаи-

модействия с эффективным локальным электрическим полем. В силу 

очевидного подобия выкладок для прочих моделей бистабильности 

приводится лишь окончательный результат. 

С целью получения независимого управляющего уравнения для 

A  здесь можно воспользоваться стандартными приемами квантовой 

оптики. Используя формальные решения для F  и AFg  в представ-

лении взаимодействия, получим: 
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, 

где индексы t  и 
't  обозначают явные временные зависимости в дан-

ном представлении. Здесь и далее опускаются все члены более стар-

шего порядка, чем квадрат константы связи в AFV . Первый коммута-
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тор в правой части описывает взаимодействие атома с эффективным 

или локальным полем. Как показано в [16]: 

    



t

t

AAtt,AA

'

δ
AAAeff

'

''''' d̂rςGdtdrdrrEE
0

0 , (7) 

где  ArE0  ‒ внешнее поле, следующее из начальных условий. Мно-

житель в подынтегральном выражении ',' ttAA
G  обозначает гринов-

ский тензор электромагнитного поля 

 
 

     '
As,kAs,k

'

AAtt,AA
t,rÊ,t,rÊdk

π

V
tt,rrGG ''' 3

2

1


, 

а  Ar  определяет распределение плотности атомов в образце. Инте-

грирование по пространству производится в пределах объема образца 

  за вычетом малой области   вокруг рассматриваемого атома A . 

Необходимость такой процедуры отражает свойство цепочки ББГКИ, 

где в потенциале самосогласованного поля, действующего на атом, не 

учитывается влияние атома на самого себя. Далее первый интеграл в 

уравнении (7) описывает радиационное затухание. В коммутаторах 

присутствуют положительно- и отрицательно-частотные части функ-

ции Грина, взятые в пределе AA
rr ' , то есть  ',' ttrrGG AAtt

 . 

Последний член описывает переходы под действием некогерентного 

поля. 

Выражение для локального поля (7) не учитывает особенность 

функции Грина в нуле [17, 18]. Однако если записать полный тензор с 

дельта-функциональной особенностью и разделить интегрирование 

по макро- и микрообъемам   и  , то выражение для локального поля 

для однородной и изотропной среды излучателей может быть суще-

ственно упрощено 

PPGdtdrEE
t

tAttAAAeff
3

4

0
','','

'
'0


  



. 

Здесь была введена плотность макроскопической поляризации 

'
ˆt
AdP  . Так как два первых выражения справа по определению 

дают среднее максвелловское поле, то получаем полное соответствие 
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эффективного поля, возбуждающего атом в уравнениях, локальному 

полю Лоренца: 

PEE Meff
3

4
 . 

Таким образом, использование ББГКИ позволяет последова-

тельно и согласованно описывать взаимодействие плотных систем из-

лучателей с внешним полем, исходя только из основных фундамен-

тальных постановочных предположений.  

Теперь для получения уравнений бистабильности основное 

управляющее уравнение может быть записано в шредингеровском 

представлении и без учета последнего слагаемого, то есть пренебрегая 

перерассеянием, что может быть справедливо для оптически тонких 

сред. Принимая приближение вращающейся волны, вводя обозначения 

для отстройки от резонанса LA   , где L  ‒ частота излучения 

лазера, и эфективную частоту Раби  

 0 ,   


dE
0 ,   


 3

2

3

4  k
d


, 

а также вычисляя скорость спонтанного распада для атома в 

свободном пространстве  

 
 3

42
32

kd
ddGlmγ ω

AA   

и пренебрегая величиной лэмбовского сдвига, окончательно получаем  

     

     .,,

,i,i,i
dt

d

AA

AA
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AzA
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ΩΩ
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


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
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Записывая систему уравнений для компонент 11 , 22  и 21  

матрицы плотности A  и учитывая ее свойства при разрешении си-

стемы относительно 2211 ρρR   в стационарном пределе, получим 

уравнение для инверсии населенностей. Однако с целью общности 
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описания без приведения точного вывода обобщим уравнение биста-

бильности на случай тонких пленок или наличия поглощающей фо-

новой среды, когда  

    ci0 ,  где c  ‒ скорость коллективной релаксации. 

С учетом такой эффективной частоты Раби уравнение для инверсии 

запишем 
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Анализ его решений хорошо известен. Таким образом, развитый 

формализм позволяет описывать атомную подсистему в случае, когда 

имеет место бистабильный отклик без использования феноменологи-

ческих процедур и минимуме предположений при постановке задачи. 

 

1.3. Моделирование распространения диссипативных 

солитонов в допированной среде 

1.3.1. Анализ Λ-схемы взаимодействия в допированной среде 

На рис. 8 представлена схема энергетических уровней атома Rb
87

. 

Частоты разделения уровней с  и b  составляют 8346,δ   ГГц, диполь-

ный матричный элемент перехода ba   равен 2910583  ,μab см. 

Рассмотрим ансамбль одинаковых трехуровневых атомных систем с 

-конфигурацией энергетических уровней и разрешенных переходов.  

2,2,2/1

2  FmFSc

2,2,2/3

2  FmFPa

1,1,2/1

2  FmFSb

ab
ac



b c

c



p

 
Рис. 8. Схема энергетических уровней атома Rb

87
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Полагаем, что атомы Rb
87

 внедрены (допированы) в оптическую 

матрицу на основе кварцевого стекла с характерной длиной 10 мкм, в 

которой методом фемтосекундной модификации гидроксильных 

групп записан оптический волновод с характерным диаметром свето-

ведущей жилы 10 мкм. Геометрия эксперимента предполагает, что 

пробное поле Ep распространяется вдоль волноводного канала, кото-

рый одновременно подвергается воздействию поля оптической накач-

ки Ec, как на рис. 9. Поскольку атомы Rb
87

 обладают большими зна-

чениями дипольных моментов на рассматриваемых оптических пере-

ходах и с учетом их концентрации в оптической матрице, величина 

локального отклика среды 
0

2

3 







dN
  может принимать значения, 

сравнимые с величиной ча-

стоты Раби пробного поля. 

Таким образом, возникаю-

щие в системе нелинейно-

оптические и дисперсионные 

эффекты будут определяться, 

с одной стороны, настройка-

ми поля оптической накачки, 

а с другой ‒ значениями 

концентрации допированных 

атомов в оптически-плотной 

системе на основе такого до-

пированного волновода.   

Оператор Гамильтона для нашей системы с учетом локального 

отклика среды запишем в следующем виде: 

 
j sk

AF
sk

sk
F

j

j
A VHHH

,,

, , (8) 

где jjcjjbjja
j
A ccEbbEaaEH   – оператор Гамильтона 

для свободной частицы, j  – номер частицы,  

Рис. 9. Схематическое изображение 

допированного кристалла кварца 

  

 
  

 

    

 

Rb
87

 

Ep 

Ec 
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







 

2

1
ˆˆ ,,

,
skskk

sk
F aaH   – оператор Гамильтона для моды свободного 

поля, 
ska ,ˆ  и ska ,ˆ  – операторы рождения и уничтожения фотонов ча-

стоты k  с волновым вектором k , ck k / , c  – скорость света в ва-

кууме, и двумя независимыми поляризациями 2,1s , Êd̂V jAF   – 

взаимодействие между материальным и полевым ансамблями, 

   jjjjjjjjjjjjj ccbbaad̂ccbbaad̂   – 

оператор дипольного момента j -й частицы, d̂  – оператор дипольного 

момента атома, э.с.ˆˆ)(ˆ
,,,  rik
skskksk eaeirE   – оператор моды элек-

трического поля в точке r , Vkk 02/   , V  – объем квантования, 

ske ,ˆ  – единичный вектор поляризации. 

Эволюция и все свойства рассматриваемой многочастичной си-

стемы могут быть найдены, если известна ее матрица плотности )(t , 

которая подчиняется уравнению фон Неймана: 

  0,   H
dt

d
i , (9) 

с соответствующим гамильтонианом (8). Нахождение решения (9) при 

выбранной постановке задачи невозможно и, таким образом, форма-

лизм описания взаимодействия ансамбля излучателей и поля будет 

основан на нахождении редуцированных (неполных) матриц плот-

ности: 

   
sss 'Tr


 , где  s  – набор индексов частиц неполной матрицы 

 s . Также здесь  ssTr '  – операция взятия следа, которая произво-

дится по всем частицам системы 's , не входящим во множество  s . 

Переходя к картине медленно меняющихся компонент матри-

цы плотности, то есть сделав замену переменных σ

      tccωωaaωi

A

tccωωaaωi cppcpp eρe


 , где A  ‒ матрица плот-

ности одного произвольного атома, а p  и c  ‒ частоты пробного 
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импульса и импульса накачки соответственно, получим систему диф-

ференциальных уравнений элементов матрицы плотности: 

      

 

      

 

 

 









































,ii

,igig

,iigiig

,iiiigi

,

giii

,

iigi

aaacca
*

accc

aaabbaabbb

aaacabac
*

abca
*

baaa

baacacacbababa
*

acbccbbc

caacab

cbbabaaacccaaacccacca

baacab

bccacaaabbbaaabbbabba





























2

1
          

2

1
          

где   и g  ‒ частоты Раби для импульса накачки и пробного им-

пульса соответственно, b  и c  ‒ отстройки от резонанса для проб-

ного импульса и импульса накачки соответственно, 
0

2

3 







dN
  и 

0
3

32

3 




c

d


 . 

Для того чтобы найти решение для ba  из этой системы, сдела-

ем следующие предположения: 1bb , 0 ccaa  , 0 bbccaa   . 

Тогда систему уравнений запишем в следующем виде: 

     

   

 


































.ii

,igig

,iigiig

,iiiigi

,gii

,iigi

ca
*

accc

baabbb

ac
*

abca
*

baaa

baacacacbababa
*

acbccbbc

caacabcbbabacacca

baacabbccacabababba













0

0

0

2

1
2

1












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Полагаем, что caca , то есть 
ca

ca





 , то есть 

cag    и baca  ~ . Перепишем систему уравнений в следую-

щем виде, считая, что ba  : 

 





















 ,0

,

,

,

*
3

2

1

baabbb

baacbcbc

cbbabacbcaca

babcbaba

igig

iigi

iig

iiig

















 (10) 

где  







 acabbi

2

1
1 ,  








 acabci

2

1
2  и cb 3 . 

Будем решать эту систему уравнений в два этапа. На первом 

этапе фиксируем всю оптическую систему, считая поля неизменными, 

то есть 0   и соответственно 0ac , 0 bcbc   . Получим 

выражение для поляризации на нижних уровнях bc . Продифферен-

цируем bc   из (10) и получим 

baacbcbc iigi   *
3  . 

Тогда с учётом уравнения ba  из системы (10) получим 

 babcba iiigi   1
*0 . (11) 

Выразим ba  из уравнения на bc , а ca  из уравнения на сa , 

использовав сделанные приближения, и получим систему уравнений 

на ba  и ca :  

 















.cb
ba

ca

acbc*ba

σ
Γ

χσgε
iσ

,igεgσiΔ
Ω

i
σ

2

3

 (12) 
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Найдём из этой системы уравнений (12) ba , учитывая, что 

baab    (см. уравнение на bb  из (10)): 

bc

bc

ba
gi

ig












*
2

*

*
23

22

. 

Подставим ba  в уравнение (11) и получим квадратное уравне-

ние на bc : 

     .igigig **
bc

***
bc 222132

222
1

20     

Решив это уравнение, получим следующие корни: 

    










g

Digi ***

bc
2

22132
222

1 , 

где      **** giigiD 2
222

2

22132
222

1 4   . 

Разложим решение со знаком «+» в ряд по  : 





2

2

12
2

3













 










A
i

A

g

A

g

*

**

bc , где  iiA  13
2

. 

 (13) 

На втором этапе опускаем производную пробного поля по вре-

мени ( 00  bc  ) и находим поляризацию на пробном переходе, 

то есть ba . Выразим ba  из уравнения на bc  системы (10): 

*
2

*

3*
2

22

























bc

bcbc

ba
g

i

i
g












. 

Подставим найденное bc  из выражения (13) в выражение для ba : 

 
























 










tA
i

A

g

A

g

*

**

ba



22

12
2

3
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 














 
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
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


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


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
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










 








 




 4
2

12*
2

*5
2

2

1
3

*
2

*3

1
A

i

A

g

A
i

A
i

A

g

  


























 
















 *4

2

12*
2

*4
2

*
2

*2
3

*

i
A

i

A

g

A

g

A

g
i 





 . 

 

Для того чтобы определить вклад эффектов, которые действуют 

в рассматриваемой системе, необходимо разложить ba  в ряд по  : 

 





















 
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







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 
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A

g
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g
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g
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








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
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

 
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



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
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2
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1
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A
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i
A

g
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 





4
2

3
2

22
331

2

12*
2

5

22












 














A

i
A

i
AA

ii

A

g
i . 

Эволюция пробного импульса в среде описывается уравнением 

распространения, которое записывается через соответствующий ко-

эффициент матрицы плотности: 

baigN
z

c
t

 
















, 

 
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
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
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Введем следующие обозначения: 



















A

Ng

c
g 2

Re1



  
          42222

224

484

4
1












bcbbacabcb

cbcbNg

с   –  

групповая скорость, 



























 





A
i

cA

Ng
uR


2

12*
2

4

Re  – ударная волна, 



























 





A
i

cA

Ng
uI


2

12*
2

4

Im ,  











 


Ac

Ng
R

3
2

Re  – фазовый сдвиг, 










 


Ac

Ng
I

3
2

Im  – линейные 

потери, 









































 








A
ii

A
i

cA

Ng
2

1
3

*
2

4

2 1Re


  – потери )3( , 









































 








A
ii

A
i

cA

Ng
2

1
3

*
2

4

2 1Im


  – нелинейность )3( , 

  

























 














A

i
A

i
AA

ii

A

Ng
2

3

2

22
331

2

12*
2

6

4 22Re


  – 

потери )5( , 



33 

  

























 














A

i
A

i
AA

ii

A

Ng
2

3

2

22
331

2

12*
2

6

4 22Im


  – 

нелинейность )5( , 

  g
bg

g
babggpp d

d

d

d

d

d

d

d

















2212
111

 ‒ дисперсия, 



















































A

Ng

c

d

d

A

Ng

c b
2

2
2

22

1Im

1Im

1
  – спектральная фильтрация. 

Окончательно получаем уравнение распространения, которое 

соответствует уравнению Гинзбурга ‒ Ландау пятого порядка [2]: 
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


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
 . (14) 

Для дальнейшего моделирования уравнения (14) выберем сле-

дующие значения параметров взаимодействия:  

- параметры матрицы – 4510 ,n  ; 

- параметры атома Rb
87

: 

- 29
ab 10583  ,μ с·м – дипольный момент перехода,  

- 241780,λ  нм – длина волны рабочего перехода. 

- 181052  ,n см
-3

 – концентрация допированных атомов, 

- 9109  acab  – времена релаксации соответствующих 

переходов; 

- параметры пробного импульса и импульса накачки: 

- 494,I p  Вт/см
2
 – интенсивность пробного импульса, 
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- 15110 ,T  пс – длительность пробного импульса, 

- 90,Ic  МВт/см
2
 – интенсивность импульса накачки, 

- 0b  Гц – отстройки по частоте пробного импульса и им-

пульса накачки. 

На рис. 10, а представлены графики зависимости приведённых 

коэффициентов нелинейности и дисперсии ( 2  и 2 ) от частоты от-

стройки поля накачки от резонанса (графики функций 2  и 2  от-

масштабированы таким образом, чтобы их значения были одного по-

рядка).  

В представленной области значений наблюдаются значительные 

изменения дисперсионных и нелинейных свойств среды допирован-

ного волновода, и, выбирая соответствующие значения управляющих 

параметров системы, можно добиться компенсации одновременного 

воздействия этих эффектов на форму распространяющегося в такой 

среде оптического импульса и добиться формирования устойчивого 

солитонного образования. Однако наличие правой диссипативной ча-

сти в уравнении (14) может приводить к затягиванию или невозмож-

ности образования устойчивых оптических формирований, то есть 

речь идет фактически об изучении возможности получения устойчи-

вых (стабильных) диссипативных солитонов [10, 14]. На рис. 10, б 

представлены частотные зависимости для линейных и нелинейных 

(на )3( ) потерь в системе. Видим, что в выбранном диапазоне значе-

ний частоты отстройки эти величины могут иметь различные знаки, 

следовательно, можно добиться компенсации линейных потерь нели-

нейным усилением (либо наоборот), однако для этого необходимо со-

блюдение паритета между соответствующими характерными длинами 

взаимодействия [1], к рассмотрению которых мы переходим.  Конеч-

но, важен вклад и иных эффектов, присутствующих в УГЛ (14), но в 

последующем мы будем выбирать такие значения моделирования, 

чтобы соответствующие им характерные длины принимали макси-

мально большие значения и влияние данных эффектов можно было 

свести к минимуму.  

Вначале перейдем в бегущую систему координат gvztT / . 
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а) 

 
б) 

 
Рис. 10. Графики зависимости приведённых: а ‒ коэффициентов 

нелинейности 
2  и дисперсии 2 ; б ‒ коэффициентов линейных 

I      

и нелинейных  
2   потерь  в  зависимости  от  отстройки  частоты     

накачки c  
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Сделаем замену переменных: 
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Для предварительного обеспечения стабильности рассматривае-

мых далее решений уравнения (15) мы выбрали такие значения пара-

метров, чтобы при значении отстройки поля накачки 1210021  ,c  Гц 

наблюдалась полная компенсация нелинейных и дисперсионных эф-

фектов при равенстве соответствующих длин, то есть DNL LL   в 

точке А на рис. 11, а. Одновременно в данной точке будут совпадать 

и длина линейного поглощения и длина нелинейного усиления, то 

есть пнп LL   в точке А на рис. 11, б, что является дополнительным 

фактором для устойчивости рассматриваемых решений. 

 

1.3.2. Метод моментов 

Для изучения (15) будем использовать Метод моментов, суть 

которого заключается в  приведении полной задачи распространения 

с бесконечным числом степеней свободы к задаче распространения с 

конечным набором параметров импульса [19]. Для решения, имеюще-

го единственный максимум и не имеющего топологической структу-

ры в поперечном сечении, параметры импульса будут следующими: 

пиковая амплитуда, ширина импульса, положение центра-массы и па-

раметры фазы [10]. Для произвольной ограниченной области можно 

ввести два интеграла, а именно, энергия Q  и импульс M : 


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 duQ
2

,  




  dτuuuuM **

2

1
,    (16) 

и моменты высших порядков: 






  duI
2

1 , 




  duI
22

2 ,  




  dτuuuuI **
3 .     (17) 
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а) 

 
б) 

 

Рис. 11. Зависимости длин: а ‒ нелинейности NLL  и дисперсии 

DL ;  б ‒  нелинейных  потерь  3amL   и линейных потерь  amL   

от отстройки частоты накачки c  

 

В общем случае число моментов высших порядков равно беско-

нечности. В зависимости от сложности уменьшенной модели их чис-

ло будет ограниченно. Используя уравнение (15), можно получить 

уравнения распространения для моментов: 
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Для того чтобы упростить анализ системы, будем рассматривать 

подстановки, имеющие только четыре параметра: )(A  – амплитуда 

импульса, 
)(

1

B
 – ширина импульса, )(  – фаза импульса, )(D  или 

)(C  – линейный или нелинейный набег фазы соответственно. Поло-

жение центра-массы считаем равным нулю. 

Выберем в качестве пробного солитонного решения уравнения 

(15) подстановку вида 

            2τξCξφiexpτξBhsecξAξ,τu  , (19) 

где  A  ‒ нормированная амплитуда импульса, 
 B

1
 ‒ ширина им-

пульса,    ‒ фаза импульса,  C  ‒ нелинейный набег фазы им-

пульса. 

Используя (16) ‒ (18), получим следующую систему дифферен-

циальных уравнений на варьируемые переменные подстановки (19): 
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1.3.3. Солитонные решения и их стабильность 

Стационарные решения системы уравнений (20) находятся из 

условия 0jF , где 321 ,,j  . Стабильность стационарных решений 

определяется из анализа собственных значений матрицы Якоби [5, 7]. 

Если действительные части всех корней характеристического уравне-

ния отрицательны   0Re j , где 321 ,,j  , то в этом случае стацио-

нарное решение будет стабильным, если же хотя бы у одного соб-

ственного значения матрицы Якоби действительная часть положи-

тельна, то в этом случае стационарное решение будет нестабильным. 

На рис. 12 показана параметрическая плоскость (плотность до-

пирования n , частота отстройки поля накачки от резонанса c ) с 

нанесенными областями стабильности и существования предельных 

циклов уравнения Гинзбурга ‒ Ландау (15) с учетом подстановки (19). 

В данном случае область стабильности стационарных решений пред-

ставлена на рис. 12, а (область 1). Таким образом, варьируя, с одной 

стороны, концентрацию допирования на стадии изготовления допи-

рованного волновода и, с другой ‒ частоту отстройки поля накачки 
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при осуществлении эксперимента, можно добиться существования 

стабильных солитонов с учетом линейного/нелинейного поглоще-

ния/усиления при осуществлении Λ-схемы взаимодействия в оптиче-

ски-плотной среде. Чтобы сформировать экспериментально стабиль-

ный солитон, необходимо выбрать точку из области 1 со своей кон-

центрацией и отстройкой и подать на вход такой среды солитонопо-

добный импульс с характеристиками, соответствующими той же точ-

ке, но уже на рис. 11. 

Характер устойчивости полученных решений в области 1 соот-

ветствует устойчивому фокусу, так как 0Re 3,2,1   и 0Im 2,1   [7].  

Вид параметрических кривых вблизи устойчивой точки с вы-

бранными выше значениями параметров для приведённых варьируе-

мых величин (зависимость энергии Q , ширины импульса 
B

1
 и нели-

нейного набега фазы C  от приведенного расстояния) представлен на 

рис. 13.  

На рис. 12, а в области 3 представлен диапазон существования 

устойчивых предельных циклов. Так как в системе уравнений (20) три 

неизвестных, следовательно, матрица Якоби будет размерами 3×3. 

Характеристическое уравнение матрицы Якоби ‒ кубическое. Поэто-

му два собственных значения Якобиана комплексно-сопряжённые 

*
21   , а третье 3  действительное или все три собственных значе-

ния действительные.  

В том случае, когда при изменении управляющего параметра 

(или параметров) в системе происходит смена стабильности стацио-

нарного решения, то возможно появление предельного цикла. Если 

пара комплексно-сопряжённых значений переходит через мнимую 

ось, то есть     0ReRe 21   , с ненулевой скоростью и при ненуле-

вых мнимых частях     0ImIm 21   , а также   0Re 3  , то в си-

стеме происходит бифуркация Андронова ‒ Хопфа [7]. В зависимости 

от того, какого типа бифуркация Андронова – Хопфа ‒ суперкритиче-

ская или субкритическая, устойчивый предельный цикл будет суще-

ствовать либо в устойчивой, либо в неустойчивой области [4].  
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а) 

 

 
б) 

Рис. 12. Регионы стабильности и нестабильности стационарных решений 
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Рис. 13. Поведение параметров импульса 

 

Период осцилляций предельного цикла обратно пропорциона-

лен  1Im  , поэтому границы существования предельных циклов 

можно определить как   0Im 1  . 

Устойчивость предельного цикла определяют с помощью анали-

за мультипликаторов периодического решения или собственных зна-

чений матрицы монодромии [3, 6]. Мультипликаторы определим из 

следующего уравнения: 

  0Det  ρEM , где 
TTJeM )(  ‒ матрица монодромии, J  ‒ Якоби-

ан, T  ‒ период предельного цикла, i  ‒ мультипликаторы, E  ‒ еди-

ничная матрица.  

На рис. 14 представлен трёхмерный график фазовых траекторий 

для  пульсирующего солитона со следующими выбранными в задаче 

параметрами и при 
2410312  ,n  м

-3
 и 161,c   ТГц. 
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Несмотря на то что физической основой рассмотренных в дан-

ной главе динамических структур являются специфические атомно-

оптические системы, ис-

пользованные математиче-

ские и методологические 

подходы могут быть распро-

странены на целый ряд дина-

мических систем в физике, 

экономике, теории управле-

ния. Общая их черта – нали-

чие одной выделенной «про-

странственной» координаты, 

которую можно рассматри-

вать как направление рас-

пространения сигнала. При этом влияние характеристик среды вдоль 

остальных двух координат считается пренебрежимо малым. Однако 

при наличии определённых условий такое приближение нельзя счи-

тать вполне корректным, а учёт анизотропности среды может приво-

дить к целому ряду новых интересных эффектов. Их рассмотрению 

посвящена следующая глава. 

 
Рис. 14. Эволюция параметров  

пульсирующего  солитона 
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ГЛАВА 2  

ТРЁХМЕРНЫЕ ОПТИЧЕСКИЕ СОЛИТОНЫ 

Изучение процессов формирования и распространения оптиче-

ских локализованных пространственных образований в различных 

средах [31] ‒ одна из важных задач современной прикладной атомной 

оптики, которая связана с широким спектром их практического при-

менения, в частности, в задачах передачи и обработки информации 

[42].  Наибольший интерес здесь вызывает особый класс оптических 

топологических структур – оптические вихри [41], центральный про-

вал интенсивности которых надежно регистрируется в эксперименте 

даже при появлении сильного дифракционного расплывания оптиче-

ского пучка [42].  

Возможность наблюдения вихревых структур в оптике обуслов-

лена возникновением точек особого вида на волновом фронте оптиче-

ского пучка, которые называются винтовыми 

дислокациями. Интенсивность оптического по-

ля в самой такой точке обнуляется, а фаза не 

определена [32]. Однако при обходе вокруг 

винтовой дислокации фаза меняется на 2 , а 

топология волнового фронта представляет со-

бой винтовую структуру, аналогичную изоб-

раженной на рис. 15. 

Поскольку направление вектора Умова ‒ 

Пойнтинга перпендикулярно в каждой точке к 

волновой поверхности, энергетические потоки 

будут испытывать завихрения непосредственно вблизи точки винто-

вой дислокации. Существует возможность получения винтовых дис-

локаций и более высокого порядка, отличающихся скоростью враще-

ния фазы, которая при обходе вокруг особой точки может изменяться 

на πS2 , где S  принято называть топологическим зарядом. 

 
Рис. 15. Структура 

волновых фронтов     

при наличии винтовой 

дислокации 



46 

2.1. Основные сведения о вихревых оптических структурах 

2.1.1. Распределение энергетических потоков 

Математически амплитуда оптического вихря может быть опи-

сана с помощью следующего соотношения: 

 ]
2

[exp 2

2

2









 SCri

R

r

R

r

π

A
E

S

, (21) 

где A , R , C  – амплитуда, пространственная ширина и кривизна вол-

нового фронта оптического пучка. Параметр S  определяет топологи-

ческий заряд вихревого солитона, r и θ ‒ цилиндрические координаты. 

В зависимости от величины топологического заряда радиальное 

распределение энергетических потоков в вихревой оптической 

структуре будет сильно изменяться. При этом если речь идет о полу-

чении условий, при которых оптический вихрь сохраняет свою фор-

му в процессе его распространения в среде, такое распределение 

энергетических потоков всецело подчиняется условиям баланса эф-

фектов усиления и диссипации в системе [43]. В частности, устойчи-

вость вихревого солитона с 0S  (фундаментальный солитон) опре-

деляется самосогласованностью потоков энергии, изображенных, как 

на рис. 16. 

Так, для фундаментального солитона потоки направлены ради-

ально (к центру во внутренней ячейке и от центра во внешней). Тогда 

как в случае вихревого солитона на плоскости энергетических потоков 

имеется три предельных цикла, энергетические потоки между которыми 

раскручиваются и скручиваются так, как показано на рис. 16, б. При 

этом положение соответствующих предельных циклов задается вели-

чинами радиусов, для которых наблюдаются экстремумы радиального 

распределения фазы соответствующих пучков (рис. 16, в, г).  

Вихревые солитоны с большим топологическим зарядом харак-

теризуются более сложным устройством энергетических потоков 

внутри оптической структуры. Кроме того, имеются и так называемые 

“возбужденные состояния” представленных оптических структур, ко-

торые в том числе могут быть сформированы и промоделированы при 

использовании бинарных дифракционных оптических элементов [30]. 
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Рис. 16. Поперечное распределение потоков энергии для 

фундаментального (а) и вихревого (б) солитонов с 1S  
(направление потоков показано стрелками), и 
радиальные зависимости фазы для фундаментального 

(в) и вихревого (г) солитонов с 1S , а также 
соответствующие им пространственные распределения  

интенсивности (д, ж) 

2.1.2. Определение условий стабильности вихрей 

Эффекты распространения представленных оптических струк-

тур в лазерных средах могут быть описаны с помощью одного или 

нескольких связанных уравнений Гинзбурга ‒ Ландау пятого порядка 

с учетом насыщающейся нелинейности [22].  
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Однако имеется ряд особенностей, которые должны быть учте-

ны для получения солитонных решений в отношении сложных топо-

логических структур. В частности, для самоподдержания в процессе 

распространения формы вихревых солитонов (21) помимо баланса 

нелинейно-дисперсионных и диссипативных эффектов [1] требуется 

также выполнение дополнительных условий, связанных, например, с 

присутствием оптической диффузии. В данном случае нелинейное 

уравнение распространения примет следующий вид: 
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 , (22) 

где слагаемое с   описывает эффективную оптическую диффузию в 

плоскости, перпендикулярной направлению распространения оптиче-

ской структуры.  В частности, данное слагаемое появляется в модели 

лазера с большим аспектным соотношением, которая описывается с 

помощью комплексных уравнений Свифта ‒ Хоэнберга [34]. Пара-

метр оптической диффузии может быть представлен с помощью сле-

дующего соотношения: 

  2
 cpcp  , (23) 

где p  есть время затухания свободной поляризации, c  ‒ время жиз-

ни фотона и   ‒ частота отстройки от атомно-оптического резонанса. 

Таким образом, знак оптической диффузии определяется знаком па-

раметра .  При этом для стабилизации фундаментальных оптических 

солитонов наличие данного слагаемого в уравнении Гинзбурга ‒

Ландау не требуется, если же речь идет о вихревых структурах, то не-

обходимое условие ‒ 0  [36]. 

Однако центральной проблемой в случае использования уравне-

ния (22) для описания распространения оптических вихрей является 

тот факт, что слагаемое с   не может быть получено при его выводе 

из первопринципов, а добавляется в уравнение искусственным путем. 

В таком случае возникают очевидные сложности с описанием схемы 

лазерного эксперимента, которая бы удовлетворяла всем условиям 

уравнения (22). Одним из решений данной проблемы может быть до-
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бавление поперечного периодического потенциала в уравнение (22) 

при учете 0  (модель без диффузии), что приводит к уравнению 

распространения в следующей форме: 
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      (24) 

Периодический потенциал V  представляет собой модуляцию 

показателя преломления среды и может быть реализован с помощью 

оптических решеток. В частности, данный параметр можно предста-

вить в форме 

      yxpy,xV 2cos2cos  ,   0p , (25) 

где p  пропорционален амплитуде модуляции решетки [44]. 

Стабильные вихри в модели с периодическим потенциалом (25) 

были представлены в теоретической работе [33] как совокупность 

сложных оптических структур, построенных из нескольких отдель-

ных локальных пиков оптического излучения. Топологический заряд 

в данных образованиях обеспечивается за счет сдвигов фаз на 2/  

между соседними локальными пиками, что соответствует общему из-

менению фазы на 2  за полный обход, как это и должно быть в слу-

чае вихря с топологическим зарядом 1S . 

Экспериментально данные устойчивые вихри с 1S  были со-

зданы при использовании фоторефрактивных кристаллов с фотоинду-

цированной решеткой [38]. При этом разработанные в [38] техноло-

гии оптической записи решеток различного типа (различной периоди-

ки) позволяют экспериментально наблюдать большое количество раз-

нообразных картин распределения оптического поля. Дополнительная 

возможность управления топологией образующихся оптических 

структур связана с изменением величины амплитуды знакоперемен-

ных электрических синусоидальных полей (см. (25)), которые при-

кладываются к фоторефрактивной решетке и позволяют получать ре-

шетки оптических вихрей аналогично представленным на рис. 17. 

Отдельного внимания заслуживает вопрос определения условий 

стабильности при распространении одиночных осесимметричных 
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вихрей "кратерообразной" формы, которые должны быть сформиро-

ваны в единственной ячейке периодического потенциала. Как извест-

но из работ [36], при отсутствии потенциала оптические вихри могут 

быть стабилизированы только с помощью оптической диффузии при 

условии 0 .  В противном случае азимутальные возмущения быст-

ро разрушают устойчивое состояние оптического вихря и приводят 

его к совокупности отдельных (не стабилизированных во времени) 

фрагментов. Несмотря на ожидания, получить одиночные осесиммет-

ричные вихри при использовании периодических оптических реше-

ток, экспериментально наблюдать их в подобных системах не удава-

лось. Альтернативным подходом может быть использование также 

осесимметричного параболического потенциала вида  

  2/, 22 ryxV , (26) 

где 222 yxr  , 2  или p  – параметр, пропорциональный амплиту-

де модуляции решетки при ее записи в оптической среде лазерными 

методами. Экспериментально эффективный потенциал вида (26) мо-

жет быть реализован посредством простой оптической собирающей 

линзы, интегрированной в резонатор. 

 

Рис. 17. Экспериментальное наблюдение распространения оптического вихря        

в среде с фотоиндуцированной решеткой: а ‒ вихревой пучок на выходе решетки 

при нулевом значении поля смещения и б ‒ г ‒ ансамбль вихревых пучков на выходе   

при значениях полей смещения 600, 1200 и 3000 В/см соответственно 

 

В общем случае вихревые пучки могут быть удобно выражены в 

виде линейных комбинаций мод Лаггера ‒ Гаусса SpLG , , которые 

имеют цилиндрическую симметрию и характеризуются двумя целыми 

индексами p  и S , сохраняющимися в процессе распространения. В 
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данном случае распределение поля в поперечном сечении пучка про-

порционально мультипликативной функции вида   ),2(exp ξ/ξLS
p   где 

   Spξ

p

pS
ξS

p ξe
p!dξ

dξ
eξL 



  является обобщенным полиномом Лагер-

ра, а   – радиальная переменная. Здесь S  снова соответствует топо-

логическому заряду структуры, тогда как  параметр p  определяет ко-

личество радиальных узловых точек в структуре [23]. Одним из спо-

собов экспериментального получения вихревых пучков является ме-

тод непосредственного управления модами Лаггера ‒ Гаусса в лазер-

ном резонаторе, содержащем спиральную фазовую пластинку (СФП) 

[41]. На рис. 18 представлена схема такого лазерного резонатора, в 

котором заднее зеркало заменяется отражающей спиральной фазовой 

пластинкой. После отражения от этой пластинки фаза волнового 

фронта изменяется на )2exp( iS , где S  является топологическим за-

рядом. Таким образом, винтовая мода с фазой )exp( iS  преобразу-

ется в моду с фазой )exp( iS  после отражения от пластинки. 

 

Рис. 18. Схема лазерного резонатора для формирования спиральных пучков 

 

Расположенная внутри резонатора цилиндрическая линза фоку-

сируется на обратном пучке и инвертирует фазу луча снова к значе-
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нию )exp( iS  при повторном проходе, что необходимо для самосо-

гласованности работы схемы. Пучок, выходящий из резонатора, про-

ходит через другую внешнюю цилиндрическую линзу, после чего его 

фаза приобретает винтовую форму, а распределение поля имеет вид 

        iSLErE SS  exp2/exp, 0
2/

0 , 

где r  и   ‒ цилиндрические координаты, 0E  ‒ амплитуда поля, 

,w/rζ 222  w  ‒ размер пятна гауссова пучка, 10 SL . В случае 1S  

распределение поля (27) редуцирует к виду (21). При этом парамет-

рами вихревого пучка на выходе из лазерного резонатора можно 

управлять путем изменения параметров спиральной пластинки. В ра-

боте [41] для реализации представленного метода в качестве накачки 

был использован CO2 лазер, а спиральная фазовая пластинка изготав-

ливалась на кремниевом основании, которое содержало 32 сегмента с 

разным уровнем изменения фазы, в совокупности формируя тополо-

гический заряд 1S  у выходящего пучка. 

На рис. 19, а, б представлено распределение интенсивности 

сформированного таким образом вихревого пучка в дальней зоне, а 

также сравнение экспериментальной формы его поперечного сечения 

с расчетной соответственно. Получаемые искажения формы ассоции-

рованы в основном с недостатками при изготовлении спиральных 

пластинок. 

 

 
Рис. 19. Распределение интенсивности вихревого пучка   

в дальней зоне: а ‒ экспериментальное распределение 

интенсивности; б ‒ предсказанное (сплошная линия)       

и экспериментальное (по оси x  – штриховая и по оси y  – 

штрихпунктирная линии) распределения интенсивности  

в поперечных плоскостях 

а)                                                  б) 
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2.1.3. Консервативные трехмерные оптические солитоны – 

оптические пули 

Одни из наиболее сложных объектов для наблюдения в экспе-

рименте ‒ так называемые оптические пули ‒ полностью трехмерные 

солитоны, локализованные за счет нелинейности среды как в про-

странстве, так и во времени. Такие солитоны формируются, когда не-

линейное самовоздействие в среде одновременно компенсирует ди-

фракционное и дисперсионное расплывание локализованного волно-

вого пакета. Предсказанные более двадцати лет назад оптические пу-

ли не наблюдались в эксперименте вплоть до недавнего времени в ос-

новном благодаря их неустойчивости в некоторых средах, включая 

кубичные, а также из-за трудностей в подборе материала с достаточно 

низкими оптическими потерями, где дифракционная и дисперсионная 

длины были бы сравнимы уже для субпикосекундных импульсов. 

Один из важных вопросов ‒ обобщение нелинейной теории волн 

на практически важный случай микроструктурированных сред с не-

однородным профилем показателя преломления и/или нелинейности. 

В ней рассматриваются динамика формирования, свойства и устойчи-

вость одномерных и двумерных пространственных солитонов, а так-

же пространственно-временных пуль в периодических профилях по-

казателя преломления и более сложных оптических решетках, инду-

цированных недифрагирующими пучками.  

Для описания распространения волновых пакетов в среде с фо-

кусирующей нелинейностью, аномальной дисперсией групповых ско-

ростей и периодической модуляцией показателя преломления можно 

воспользоваться нелинейным уравнением Шредингера для безраз-

мерной комплексной амплитуды поля q: 

𝑖
𝜕𝑞

𝜕𝜉
= −

1

2
(
𝜕2𝑞

𝜕𝜂2
+

𝜕2𝑞

𝜕𝜍2
) −

𝛽

2

𝜕2𝑞

𝜕𝜏2
− 𝑞|𝑞|2 − 𝑝𝑅(𝜂, 𝜍)𝑞.  (27) 

Здесь нормировки амплитуды поля q, поперечных и продольной 

координат, а также глубины решетки p. 

Среди интегралов уравнения, т.е. величин, сохраняющихся в 

процессе распространения, приводят полную энергию U волнового 

пакета и его гамильтониан H: 

𝑈 =∭ |𝑞|2𝑑𝜂𝑑𝜍𝑑𝜏
∞

−∞
, 

𝐻 =
1

2
∭ (|

𝜕𝑞

𝜕𝜂
|
2

+ |
𝜕𝑞

𝜕𝜍
|
2

+ |
𝜕𝑞

𝜕𝜏
|
2

− |𝑞|4 − 2𝑝𝑅|𝑞|2)𝑑𝜂𝑑𝜍𝑑𝜏
∞

−∞
.   (28) 
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Солитонные решения уравнения можно представить в виде 

𝑞 = 𝑤(𝜂, 𝜍, 𝜏)exp⁡(𝑖𝑏𝜉). (29) 

Численное моделирование (27) с подстановкой (29) приводит к 

эволюции, как на рис. 20. 

 

Рис. 20. Поперечные сечения профилей 

оптических пуль при τ = 0 (а), (с) и при ς = 0 

(b), (d). Панели (а), (b) соответствуют       

U =1,60, b=5,965,   в  то  время  как  панели  

(с), (d)  ‒  U  = 2,17,  b  = 10,702. Во всех случаях  

p = 20 

Изображения на рис. 20 соответствуют типичному профилю оп-

тической пули с малой амплитудой, постоянная распространения ко-

торой близка к отсечке, как показано на рис. 20, а и b. Видно, что со-

литон занимает несколько каналов решетки и существенно более вы-

тянут в направлении оси τ, чем вдоль пространственной оси (напри-

мер ς). Типичный солитон с достаточно высокой амплитудой, кото-

рый сосредоточен практически в одном канале решетки, показан на 

рис. 20, с и d. Постоянная распространения такого солитона находит-

ся внутри области устойчивости близко к ее правой границе. Про-

странственная и временная ширины для такого солитона достаточно 

близки. При наличии малых исходных возмущений оптические пули, 

принадлежащие к области устойчивости, испытывают лишь неболь-

шие осцилляции, в то время как солитоны с неустойчивых ветвей ли-

бо коллапсируют, либо полностью расплываются.  

Возможность существования устойчивых оптических пуль в пе-

риодических решетках, предсказанная в рамках простейшей модели, 

описанной выше, позволила провести экспериментальное наблюдение.  



55 

В эксперименте [23] использовался гексагональный массив, со-

стоящий из слабосвязанного одномодового кварцевого волновода. 

Расстояние между соседними волноводами в массиве составляло        

d = 33,2 мкм, радиус отдельных каналов с увеличенным показателем 

преломления составлял 9,8 мкм при глубине модуляции показателя 

преломления δn = 1,2 ∙ 10
-3

. Для возбуждения центрального волновода 

в массиве использовался высокоинтенсивный волновой пакет с цен-

тральной длиной волны λ = 1,55 мкм и длительностью 170 фс. Вы-

ходные распределения интенсивности регистрировались с помощью 

инфракрасной камеры, в то время как временной профиль и спектр 

выходного волнового пакета анализировались на основе результатов 

его взаимодействия с пробным импульсом с длительностью 60 фс на 

длине волны 800 нм в кристалле BBO толщиной 25 мкм, расположен-

ном за массивом волноводов. В эксперименте использовались масси-

вы различной длины от 30 до 100 мм. Выходное распределение ин-

тенсивности на рис. 21, b иллюстрирует дискретную дифракцию вол-

нового пакета в линейном случае в массиве длиной 50 мм. Регуляр-

ность этого распределения свидетельствует о практически идеальной 

периодичности модуляции показателя преломления и отсутствии де-

фектов в массиве, что необходимо для достоверного наблюдения оп-

тических пуль. 

В результате можно показать, что поперечная модуляция пока-

зателя преломления приводит к подавлению коллапса даже в кубич-

ной нелинейной среде и формированию устойчивых световых пуль, 

которые наблюдались экспериментально. 

 

Рис. 21. Фотография массива, использовавшегося в эксперименте, 

(а). Выходное распределение интенсивности  в  массиве 

в линейном режиме длиной 50 mm (b) 

 



56 

В последние годы в исследованиях нелинейных волновых про-

цессов заметна тенденция к изучению трехмерных локализованных 

объектов. Так, в нелинейной оптике к настоящему времени известны 

квазимонохроматические «пули», «вихревые солитоны», локализо-

ванные «Х-пучки» и др. В то же время еще одним важным направле-

нием является изучение импульсов все более коротких длительностей 

вплоть до нескольких колебаний электромагнитного поля (до полупе-

риода), называемых предельно короткими импульсами (ПКИ), и их 

поперечной динамики. 

В качестве конкретной физической системы можно рассматри-

вать два сходных процесса. Первый из них ‒ стоксово саморассеяние 

оптического импульса в одноосном кристалле на порождаемом им же 

ПКИ необыкновенной волны. Другой процесс, мандельштам-

бриллюэновское саморассеяние оптического импульса на генерируе-

мом им ПКИ акустической деформации, происходит в условиях за-

медленного света при эффекте электромагнитно-индуцированной 

прозрачности (ЭИП).  

Оба предсказанных явления сопровождаются формированием 

двухкомпонентных солитонов, одни компоненты которых представ-

ляют собой квазимонохроматические солитоны (коротковолновые со-

литоны), а другие – ПКИ-солитоны без несущей частоты (длинновол-

новые солитоны). При этом коротковолновая составляющая испыты-

вает сдвиг Ω несущей частоты в красную область, величина которого 

пропорциональна интенсивности данной составляющей. Для эффек-

тивности указанных процессов саморассеяния необходимо выполне-

ние условия резонанса Захарова – Бенни, которое заключается в том, 

что групповая скорость коротковолновой компоненты равна фазовой 

скорости длинноволновой составляющей. 

Описанные выше процессы саморассеяния при распространении 

вдоль оси z подчиняются системе уравнений (30): 

𝑖
𝜕𝜉

𝜕𝑥
+ 𝑘2

𝜕2𝜉

𝜕𝜏2
+ 𝑎𝑢𝜉 =

𝑐

2𝑛𝜔
∆┴𝜉, 

𝜕𝑢

𝜕𝑧
− 𝛽

𝜕2

𝜕𝜏2
(|𝜉|2) = 𝑣𝑝ℎ∆┴ ∫ 𝑢𝑑𝜏′

𝜏

−∞
. (30) 

Несложно показать, что последние эквивалентны следующему 

обезразмеренному уравнению: 

𝑖
𝜕𝜓

𝜕𝑥
− 𝑣0

2∆┴𝜓 +
(𝑣0

2−1)𝜓

|𝜓|
+ ∆┴𝜓 + |𝜓|2𝜓 = 0. (31) 
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Данное обстоятельство позволяет описывать эволюцию исход-

ного импульса, пользуясь результатами, аналогичными таковым в 

теории квазимонохроматических пространственных пучков. При ано-

мальной ДГС возможны решения типа «оптических пуль», а также 

«светлых» вихрей. В последнем случае распределение поля имеет вид 

тора или «пончика», а фаза коротковолновой составляющей описыва-

ет спираль. Однако, как показывает вариационный подход, эти струк-

туры являются неустойчивыми и испытывают самофокусировку (кол-

лапс) при превышении критической мощности.  

Таким образом, предсказываются новые типы трехмерных двух-

компонентных длинно-коротковолновых солитонов. Тем не менее 

устойчивость структур, возникающих в области аномальной ДГС, в 

рамках использованных вариационных методов не полностью доказана. 

2.1.4. Диссипативные оптические пули 

В сплошной среде с нелинейными усилением и поглощением и 

частотной дисперсией возможны структуры поля, ограниченные не-

линейными механизмами по всем трем пространственным направле-

ниям. Такие диссипативные трехмерные солитоны ‒ «оптические пу-

ли» ‒ могут быть не только одиночными, но и формировать многосо-

литонные комплексы.  

Вследствие повышенной устойчивости диссипативные, оптиче-

ские солитоны могут найти большое применение в различных обла-

стях. Одиночные трехмерные диссипативные оптические солитоны – 

«оптические пули» – были предсказаны давно и для однородных сред 

с частотной дисперсией и нелинейными усилением и поглощением. 

Позднее были более детально изучены, в частности, рассматривались 

столкновения лазерных пуль и демонстрировались вращающиеся и 

осциллирующие трехмерные структуры. Близки к этим объектам и 

трехмерные солитоноподобные структуры в резонаторных схемах, 

хотя в этом случае их только условно можно называть солитонами, 

поскольку в каждой точке схемы поле не имеет характер импульса, а 

меняется периодически или квазипериодически. 

Интересным вопросом является возможность нахождения их 

устойчивых локализованных решений с любой размерностью геомет-

рического пространства.  
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В однородной среде с квадратичной частотной дисперсией и 

быстрыми нелинейностями усиления и поглощения уравнение для 

медленно меняющейся огибающей поля E с линейной поляризацией 

записывается в виде 

𝜕𝐸

𝜕𝑧
= [(𝑖 + 𝑑┴)∆ + (𝑖 + 𝑑ǁ)

𝜕2

𝜕𝜏2
] 𝐸 + 𝑓(|𝐸|2)𝐸.      (32) 

Здесь z – продольная координата, τ = t – z/vg – время в системе отсче-

та, движущейся с групповой скоростью света (все величины безраз-

мерны). 

Нелинейная функция  f  имеет вид 

𝑓(𝐼) = −1 +
1−𝑖∆𝑔

1+𝐼
𝑔0̅̅ ̅ −

1−𝑖∆𝑎

1+𝑏̅𝐼
𝑎̅0.     (33) 

При равных уширениях d и подстановки (31) в (32) получаем 

уравнение вида 

𝜕𝐸

𝜕𝑧
= (𝑖 + 𝑑)∆3𝐸 + 𝑓(|𝐸|2)𝐸,      (34) 

где ∆3 – трехмерный оператор Лапласа (два пространственных и одно 

временное измерение). Тогда (в принятой нормировке координат и 

времени) допускаются сферические симметричные решения. При d┴ ≠ dǁ 

дифференциальный оператор в правой части (31) не сводится к лапла-

сиану и трёхмерное пространство (x, y, τ) 

анизотропно (ввиду малости d). При-

ближенный метод моментов с аппрок-

симацией поля трехмерным гауссовым 

распределением позволяет найти ори-

ентировочные параметры, при которых 

могут существовать пули, однако 

надежные результаты получаются при 

прямом численном решении управля-

ющего уравнения (32) или (34). 

Процесс формирования пули, 

подтверждающий ее устойчивость, ил-

люстрируют рис. 22 и 23. 

Динамика формирования опреде-

ляется численным решением (32). В 

случае, изображенном на рис. 23, как начальные брались близкое к 

симметричному колоколообразное “супергауссовское” распределение 

 
Рис. 22. Область устойчивости 

S фундаментальных оптических 

пуль на плоскости расстроек 

между несущей частотой и 

центральными частотами линий 

усиления и поглощения 
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интенсивности и постоянное значение фазы. Переходный процесс 

включал стадию формирования волн переключения, движущихся в 

радиальном направлении, и резкое увеличение пиковой интенсивно-

сти после столкновения этих волн. Возбуждение пули, как и других 

диссипативных солитонов, жесткое (пороговое); начальные структу-

ры излучения с малой энергией постепенно рассасываются, а при 

весьма больших энергиях начального пакета излучения обычно фор-

мируется расширяющаяся сферическая волна переключения, отвеча-

ющая постепенному увеличению объема переключенной в генераци-

онное состояние области. Деформации волнового фронта связаны с 

нелинейной фокусировкой.  

 
Рис. 23. Формирование сферически сим-

метричной оптической пули: радиальные 

профили интенсивности I (сплошные линии, 

левая шкала) и фазы Ф (пунктирные линии, 

правая шкала)   при   различных   продольных  

координатах z 
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Из рис. 24 видно, что переходный процесс включает осцилля-

ции, экспоненциально затухающие при больших z. Это служит под-

тверждением устойчивости оптиче-

ских пуль. В некотором диапазоне па-

раметров имеются метастабильные 

(долгоживущие) асимметричные ос-

цилляции локализованных структур 

излучения. Они могут быть стабили-

зированы слабой пространственной 

неоднородностью. 

Если расстояние между центра-

ми двух пуль существенно превышает 

их характерную ширину, взаимодей-

ствие пуль пренебрежимо мало, как и 

в одномерном и двумерном случаях. 

Результат столкновения пуль сильнее 

всего зависит от скорости их сближе-

ния, кроме того, имеется также суще-

ственная зависимость от прицельного 

расстояния и от разности фаз солито-

нов (при малых скоростях сближения). Численное моделирование ло-

бовых столкновений выявило следующие типичные сценарии: 

1. Прохождение пуль сквозь друг друга. 

2. Отталкивание. 

3. Рождение новой (третьей) пули. 

4. Формирование после столкновения волны переключения, расши-

ряющейся и последовательно переключающей все пространство в ре-

жим генерации. 

Сценарии 1 ‒ 3-й уже были получены ранее для одномерных и 

двумерных солитонов. Наиболее интересные сценарии 3-й и 4-й ил-

люстрирует рис. 25. Сценарий 4-й ‒ формирование и распространение 

сферической волны переключения ‒ был найден впервые для трех-

мерных лазерных солитонов. Его существование можно объяснить 

тем, что значение коэффициента усиления, при котором наблюдается 

этот сценарий, значительно превышает соответствующее максвеллов-

ское значение, для которого скорость волны переключения обращает-

ся в нуль. При таких усилениях и тех же самых остальных параметрах 

одномерные и двумерные солитоны не существуют.  

 
Рис. 24. Затухание осцилляций 

фундаментальной оптической 

пули: продольная зависимость 

пиковой интенсивности I (a) и 

средней ширины ω (б); асим-

метричное начальное возмущение  

введено при z =250 
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Существование устойчивых движущихся солитонных комплексов 

позволяет рассматривать их столкновения. В зависимости от типа 

комплексов, угла между направлениями их движения, прицельного 

расстояния и начальной ориентации существует множество сценариев 

столкновений, включая частичную или полную дефрагментацию 

комплексов с изменением числа солитонов.  

Ориентация комплексов и их движение зависят, во-первых, от 

симметрии пространственно-временных характеристик схемы, которые 

можно контролировать надлежащим выбором эффективных коэф-

фициентов параметров диффузии искусственных сред и, во-вторых, от 

симметрии расположения соли-

тонов в комплексе, то есть от 

согласования внутренней и внеш-

ней симметрии. Продемонстри-

рован пример неплоской (спи-

ралевидной) траектории центра 

комплекса для 7-солитонного ком-

плекса без элементов симметрии. 

Заметим, что такое движение не 

описывается низшим порядком 

теории слабого взаимодействия 

солитонов. 

При столкновениях движу-

щихся трехмерных солитонных 

комплексов, по сравнению со стол-

кновениями молекул, имеется боль-

шее разнообразие сценариев столк-

новений, включая взрыв стал-

кивающихся комплексов, их пол-

ную или частичную дефрагмента-

цию и формирование вращающихся 

комплексов.  

Экспериментально трехмер-

ные диссипативные оптические 

солитоны могут быть реализованы 

в усилителе с насылающимися усилением и поглощением или 

приближённо в протяженном резонаторе, заполненном средой с 

 
Рис. 25. Распределение интенсивности 

в сечении xxτ (y = 0) для различных 

значений продольной координаты z 

двух сценариев столкновений лазерных 

пуль: рождение третьей пули (слева)    

и  генерация  расширяющейся   волны    

переключения (справа) 
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нелинейными усилением и поглощением. Выше отклик среды 

считался мгновенным (класс АА), что может быть оправдано для 

солитонных комплексов, временная длительность которых больше 

времени релаксации среды. Но и в этом случае, как мы видели в двух 

предыдущих главах, устойчивость солитона существенно зависит от 

соотношения времен релаксации для усиления и поглощения. Среда 

может быть непрерывной или слоистой с толщиной слоя меньшей, 

чем характерные длины дифракции, дисперсии и нелинейных 

искажений. 

Однако для сигналов с большей интенсивностью потери ком-

пенсируются, и для таких сигналов среда становится прозрачной. Это 

свойство благоприятно при обработке информации и связи с высоким 

отношением сигнала к шуму. 

2.1.5. Вариационные методы исследования устойчивости 

оптических пуль 

Сложные нелинейные диссипативные системы в настоящее вре-

мя являются предметом активных исследований. Обширный класс та-

ких систем в нелинейной оптике, физике плазмы, динамике жидко-

стей, сверхтекучести, сверхпроводимости и бозе-эйнштейновской 

конденсации может быть смоделирован сложным многомерным урав-

нением Гинзбурга ‒ Ландау. Стабильных точных аналитических ре-

шений этого уравнения не существует, поэтому их интегрирование 

возможно только численно. Тем не менее аналитический подход, да-

же приблизительный, необходим для того, чтобы проводить модели-

рование, избегая утомительных численных расчетов при поиске обла-

стей устойчивости. Здесь возможно использование вариационного 

метода, позволяющего оценить область стабильности параметров для 

сферических симметричных координат. Действительно, аналитиче-

ский критерий устойчивости по Ляпунову для диссипативных одно-, 

двух- и трехмерных солитонов подтверждается численным моделиро-

ванием поведения системы с помощью фурье-метода расщепления по 

физическим факторам. 

Выполнение критерия устойчивости вариационных решений 

обеспечивает аналитически широкие области параметров для генера-

ции стабильных (3 + 1)-мерных солитонов, называемых диссипатив-

ными оптическими пулями. 
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Возможен также аналитико-численный подход к поиску реше-

ний уравнения Гинзбурга ‒ Ландау, записанного в несферических ко-

ординатах. В сферических координатах производные второго порядка 

по радиус-вектору оптической пули 𝑟⁡ = √х2 ⁡+ ⁡у2 ⁡+ ⁡ 𝑡2 накладыва-

ют ограничения на независимые поперечные пространства х, у и вре-

мя t. Такие условия сильно ограничивают класс рассматриваемых си-

стем и их экспериментальную реализацию.  

Рассмотрим (3 + 1)-мерное комплексное уравнение Гинзбурга ‒ 

Ландау для нормированного поля огибающей Е, описывающее от-

дельно дифракцию вдоль координат х и у и аномальную дисперсию 

групповой скорости по времени Т без указанных ограничений: 

𝑖
𝜕𝐸

𝜕𝑥
+

𝜕2𝐸

𝜕𝑥2
+

𝜕2𝐸

𝜕𝑦2
+

𝜕2𝐸

𝜕𝑡2
+ |𝐸|2𝐸 − 𝑣|𝐸|2𝐸 = 𝑄,  (35)

 

где 𝑄 = 𝑖 [𝛿𝐸 + 𝜀|𝐸|2 + 𝜇|𝐸|4𝐸 + 𝛽 (
𝜕2𝐸

𝜕𝑥2
+

𝜕2𝐸

𝜕𝑦2
+

𝜕2𝐸

𝜕𝑡2
)]. 

 

Поскольку уравнение включает линейные потери энергии, то 

для их компенсации параметр δ должен быть отрицательным. Пара-

метры ε и μ связаны соответственно с квадратичной и кубичной нели-

нейностью, которые могут служить источниками притока или потери 

энергии. Параболическое усиление (β > 0) учитывается по каждой по-

перечной координате отдельно.  

Необходимым условием для формирования диссипативных оп-

тических пуль является баланс процессов дифракции и дисперсии с 

процессами самофокусировки, усиления и потерь. 

Лагранжиан распространения для данной системы выглядит как 

полный лагранжиан 

𝐿 = 𝐿𝑐 + 𝐿𝑄. (36) 

Он содержит не только консервативную часть 

𝐿𝑐 =
𝑖

2
(𝐸

𝜕𝐸∗

𝜕𝑧
− 𝐸∗ 𝜕𝐸

𝜕𝑧
) + 𝐺 −

|𝐸|4

2
+

𝑣|𝐸|6

3
, (37) 

но и диссипативную  

𝐿𝑄 = 𝑖𝛿|𝐸|2 + 𝑖
𝜀|𝐸|4

2
+ 𝑖

𝜇|𝐸|6

3
− 𝑖𝛽𝐺,⁡ (38)  

где  𝐺 = |
𝜕𝐸

𝜕𝑥
|
2

+ |
𝜕𝐸

𝜕𝑦
|
2

+ |
𝜕𝐸

𝜕𝑡
|
2

. (39) 

Для пробного поля E = E(η) систему (36) можно свести к урав-

нению Эйлера – Лагранжа:  
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𝑑

𝑑𝑥
(
𝜕𝐿с

𝜕𝜂′
) −

𝜕𝐿с

𝜕𝜂
= 2𝑅𝑒∭𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑡𝑄

𝜕𝐸∗⁡

𝜕𝜂
, (40) 

где   𝐿𝑐 = ∭𝐿𝑐𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑡.       (41) 

Уравнение Эйлера – Лагранжа на самом деле представляет со-

бой систему дифференциальных уравнений, с подстановкой парамет-

ров пробного поля E = E(η) в (40). 

В зависимости от пробного поля, к примеру волны вида E =       

= AExp(iφ) было получено устойчивое солитонное решение, где при 

распространении уширения амплитуда и мощность стабилизирова-

лись и стремились к четким, определенным значениям. 

2.1.6. Применение трехмерных оптических солитонов 

Существует несколько возможностей для практического исполь-

зования рассмотренных оптических структур. Одна из таких возмож-

ностей ‒ оптический захват и транспорт нейтральных атомов, кото-

рые могут эффективно удерживаться в центре оптического вихря за 

счет действия оптической дипольной силы в поле лазера. Подобная 

ловушка в состоянии сохранить порядка 
810  атомов рубидия в узко-

ограниченной области 2 мм в отсутствии каких-либо магнитных по-

лей [47]. Потенциальная энергия оптического барьера, сформирован-

ного в данном случае модами Лагерра ‒ Гаусса, может быть описана 

следующим выражением: 

 
 

 
,

/δ

I/rIδ
rU

c

c
















2
0

21
1ln

2


 (42) 

где  
 

 2
0

2

12
0

21

/2exp
!

2
rr

rS

r
PrI

S

SS







 – распределение интенсивности 

оптического излучения в моде Лаггера ‒ Гаусса (при значении ради-

ального индекса 0p ), P  и 0r  – мощность и радиус пучка оптиче-

ского излучения для данной моды соответственно, c  является атом-

но-оптической отстройкой для перехода    4535 2/32/1  FPFS  

атомов рубидия, 0I  – интенсивность насыщения,   – естественная 

ширина линии излучения на соответствующем переходе. В представ-

ленной работе формируемый оптический потенциал (рис. 26) созда-

вал барьер высотой 40 мкК, что позволяло удерживать атомы, пред-

варительно охлажденные до соответствующих температур. 
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Другой возможностью использования оптических вихрей явля-

ется перспектива их применения в телекоммуникационных системах. 

Т
ем

п
ер

ат
у
р
а 

(м
к
К

)

y (мм)

x (мм)  

Рис. 26. Поперечное сечение расчетного удерживающего 

потенциала, образованного модой  Лагерра ‒ Гаусса  3,0LG                         

в плоскости, перпендикулярной к оптической оси 

 

Важная особенность при использовании оптических вихрей в 

качестве носителей информации ‒ использование дополнительной 

степени свободы в оптическом пучке (его орбитального момента) для 

увеличения объема кодируемой информации и как следствие – увели-

чения емкости информационного канала. В частности, в работе [29] 

представлены принципы такого кодирования, когда четыре оптиче-

ских пучка с различными значениями орбитального углового момента 

1412108  ,,,S  создавались после отражения от спиральных фазо-

вых масок – на рис. 27, а1 ‒ а4, после чего попарно смешивались с ис-

пользованием трех светоделителей в суперпозиционное состояние – 

на рис. 27, б1 ‒ б5. Обратный процесс разделения каналов сводился к 

повторному отражению сформированного пучка от спиральных фазо-

вых пластинок. В частности, при отражении пучка 8,0 LG  от пла-

стинки с зарядом 8S  форма пучка восстанавливалась до гауссовой, 

тогда как при отражении от пластинки оставшихся пучков с 

141210  ,,S  на выходе наблюдались три новых пучка с зарядами  

62018  ,,S , которые могут быть идентифицированы в ходе ин-

терференционного эксперимента с пробным гауссовым пучком –     

рис. 27, в, г. 

y 

x 
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Представленный способ мультиплексирования нескольких ин-

формационных каналов позволяет добиться скорости передачи ин-

формации порядка 2 Тбит/с, что устанавливает новый предел плотно-

сти передачи данных в оптических каналах связи. 

 

  

Рис. 27. а1 ‒ а4 – четыре спиральные фазовые маски с топологическими 

зарядами S = +8, +10, +12 и +14 соответственно; б1 ‒ б5 – профили 

интенсивности четырёх LG  пучков ( 80 ,LG  – б1, 100 ,LG  – б2, 120 ,LG  – б3, 

140 ,LG  – б4) и их суперпозиционное состояние – б5; в1 ‒ в3 и г1 ‒ г3 – 

смоделированные фазовые фронты и интерферограммы трёх LG  пучков с 

изменёнными значениями топологических зарядов после демультиплексирования  

пучка 80 ,LG  (в1 и г1 – 180 ,LG , в2 и г2 – 200 ,LG , в3 и г3 – 60 ,LG ) 

 

На рис. 28 показан принцип обмена данными между LG  пучка-

ми. Суперпозиция двух LG  пучков (
1SLG ,

2SLG ), имеющих различ-

ные топологические заряды 1S  и 2S , отражается от спиральной фазо-

вой пластинки с топологическим зарядом  21 SSSR  . После от-

ражения фазовая пластинка добавляет азимутальный фазовый компо-

нент  RiSexp  к каждому из пучков и превращает 
1SLG  в 

2SLG  и 

наоборот. Компенсация знака происходит за счет еще одного допол-

нительного отражения пучков от зеркала. 
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Рис. 28. Принцип обмена данными между вихревыми LG  пучками 

 

Применение оптических солитонов 

Солитоны нашли применение, по крайней мере, в трех областях: 

- создание солитонных лазеров; 

- сжатие оптических импульсов; 

- создание солитонных линий связи. 

- в оптических устройствах цифровой обработки информации. 

Солитонные лазеры 

Основная идея солитонных лазеров – использование волоконно-

го световода для синхронной подачи части энергии обратно в резона-

тор лазера, работающего в режиме синхронизации мод. Световод из-

меняет форму импульса, формируя солитон (фундаментальный или 

высшего порядка в зависимости от пиковой мощности). После не-

скольких циклов возникает стационарное состояние, в котором им-

пульсы являются солитонами данного световода. Длительностью им-

пульса можно управлять, изменяя длину световода. При этом и дли-

тельность может быть гораздо меньше, чем в случае с одним лазером 

без световода (~ 50 фс). В последнее время при использовании много-

солитонных импульсов в световоде получены очень короткие им-

пульсы до 6 фс. 

Солитонные линии связи 

Самая простая схема солитонной линии связи на основе усили-

телей с вынужденным комбинационным рассеянием (ВКР) предложе-

на в 1983 г. Хасегавой (рис. 29). 
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Рис. 29. Схема солитонной линии связи с ВКР усилителями 

 

В ней реализована архитектура линейной последовательной це-

пи, состоящей из линейных сегментов световодов длиной L с ВКР 

усилителями. Усиление организовано так, что на концах каждого сег-

мента установлены направленные ответвители, через которые в ли-

нию связи (световод) в обоих направлениях вводится непрерывное 

излучение накачки от лазера, работающего на длине волны 1460 нм. В 

схеме может быть использовано одномодовое волокно – как обычное, 

так и со сдвигом дисперсии с эффективной площадью сердцевины    

25 мкм
2
, работающее на длине волны 1550 нм. Реализованные значе-

ния L составили 40 – 50 км, а общая длина линии – 600 км, она огра-

ничивается в основном случайным шумом когерентного усиления, 

вызывающего флуктуацию времени прихода импульса на детектор 

(эффект Гордона – Хауса).  

Серьезным стимулом к созданию новых экспериментальных со-

литонных линий связи стало появление в 1989 г. оптических усилите-

лей с сосредоточенным (а не распределенным, как в усилителях на 

ВКР) усилением, с диодной накачкой на основе легированного эрби-

ем волокна (EDFA), работающего на длине волны 980 или 1480 нм. С 

помощью таких усилителей была достигнута скорость 160 Гбит/с. 

Преимущество солитонных систем перед обычными методами опти-

ческой передачи ‒ возможность повышения скорости передачи и уве-

личения длины регенерационного участка. Основными препятствия-

ми к внедрению солитонных линий являются шум когерентного уси-

ления (эффект Гордона – Хауса), аккумуляция усиленного спонтанно-

го излучения и солитонные взаимодействия. 

Преимущества оптических пуль перед солитонами более про-

стой топологии здесь очевидны – наличие нелинейно-диссипативных 
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ограничений во всех пространственных измерениях позволяет избе-

жать необходимости создания типовых линий связи (волокна, волно-

воды), ограничивающих направление передачи информации волно-

водным каналом. 

 

Обработка информации 

Последние исследования показывают возможность эффективно-

го использования солитонов в оптических устройствах обработки 

цифровой информации. Было установлено, что волоконный интерфе-

рометр (Саньяка или Маха ‒ Цендера) позволяет переключить соли-

тонный сигнал, при этом контрастность достигает 93 %. С помощью 

таких переключателей возможно реализовать логические функции 

OR, AND и NOR. 

Существуют варианты выполнения многоуровневых оптических 

цифровых вычислений. Способ хранения многоуровневых числовых 

данных предложен А. С. Щербаковым. В его работах отмечается, что 

оптические волны при определённых условиях могут быть преобра-

зованы в оптические ансамбли частиц ‒ солитонные последователь-

ности.  

Генерация солитонных последовательностей выполнялась на 

специальном генераторе, построенном на амплитудно-фазово-

модулируемом полупроводниковом лазерном источнике, а также на 

оптических устройствах и акустооптических преобразователях света. 

В работе был предложен алгоритм параллельных N-битовых цифро-

вых вычислений, однако этот алгоритм, хотя и является по своей сути 

систолическим алгоритмом, тем не менее он предусматривает преоб-

разование аналого-цифрового многоуровневого сигнала в бинарную 

форму.  

Задача построения полностью оптической динамической памяти 

с периодическим доступом и потенциальной возможностью сколь 

угодно долгого хранения цифровой информации решаема с помощью 

схемы кварцевого свето-волоконного контура циркуляции солитон-

ных импульсов. Однако представляется возможным построение более 

простого и компактного устройства памяти на элементах оптики ци-

линдрических групп, выполненных также из кварцевого сверхпрово-

дящего материала с использованием принципов динамического обме-

на солитонными последовательностями.  
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Иным способом построения полностью оптической динамиче-

ской памяти является создание синхрогенераторов на активных резо-

наторах. В этом случае используется принцип хранения и динамиче-

ского восстановления информации, переносимой импульсными по-

следовательностями световых солитонов. В качестве хранителя ин-

формации используется кольцевой интерферометр Фабри ‒ Перро. 

Многомодовый интерферометр Фабри ‒ Перро представляет собой 

тороидальный световод, выполненный из кварцевого материала с 

уменьшением дисперсии распространяющихся в нём солитонных по-

следовательностей, введённых в него с помощью устройства наруше-

ния полного внутреннего отражения (устройство ввода) по продоль-

но-поперечным модовым и субмодовым траекториям. Динамическое 

обновление и поддержание информации в кольцевом интерферометре 

осуществляется с помощью импульсного источника света, помещен-

ного в центре торического резонатора. Передний фронт импульса 

накачки (усиления солитонных последовательностей) необходимо 

синхронизовать с моментами пересечения траектории экваториальной 

плоскости тора. Съём хранимой в интерферометре информации необ-

ходимо осуществлять в плоскости экватора тора (по его большой 

окружности) в моменты, синхронизованные с моментами "замыка-

ния" модовых и субмодовых траекторий хранителей информации на 

окружности большого круга тора.  

Существенная проблема на пути использования обычных дис-

сипативных солитонов в системах обработки информации ‒ инерци-

онность нелинейных свойств среды. Однако использование коротких 

оптических пуль, генерируемых в средах с быстрой электронной не-

линейностью, снимает такие ограничения.  

 

2.2. Взаимодействие оптического излучения с оптически-плотной 

трёхуровневой резонансной средой 

В рассматриваемой задаче предполагается, что пробный свето-

вой импульс Ep заданной формы с центральной частотой p  распро-

страняется вдоль оси z  полого оптического волокна, заполненного 

газом холодных атомов 87Rb  при температуре T  вблизи критической 

температуры [35] фазового перехода 
Ba

cr
km

h
T





261,2

23/2









 , где h  – 

постоянная Планка, Bk  – постоянная Больцмана, am  – атомная масса, 
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в противоположном направлении с непрерывным излучением оптиче-

ской накачки Ec (рис. 30, а). В рамановском пределе частота отстрой-

ки пробного поля b  существенно превосходит скорость релаксации 

ab  ( ac ) из возбужденного состояния aсс d  0  (рис. 30, б). При-

менительно к рассматриваемой задаче параметр оптической толщины 

среды 0d  может быть определен через характерный линейный размер 

0a  формируемых в плоскости  yx,  топологических структур в виде 

acc

Nag
d


 0

2

0  (сравните с [29]). Здесь 
V

g ba
02 





  – атомно-

оптическая константа связи, 

2/1

02













V
Ap







, pA  – медленно ме-

няющаяся амплитуда пробного поля, V  – объем квантования, 

ρVN   – количество атомов в области взаимодействия, c – скорость 

света в вакууме, 0  – электрическая постоянная. Частота разделения 

уровней с  и b  имеет значение 8346,δ   ГГц, дипольный матрич-

ный элемент перехода ab   составляет мК10583 29  ,dba .  

 

Рис. 30. Модель полого газозаполненного оптического волокна (а).  -схема 

атомно-оптического взаимодействия для атомов Rb
87

 (б), частота разделения 

уровней с  и b  составляет ГГц,δ  8346 , дипольный матричный элемент 

перехода ba   на длине волны нм,λ  241780  составляет мКл,μab    10583 29  
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Поскольку атомы Rb
87

 обладают большими значениями диполь-

ных моментов на рассматриваемых оптических переходах и с учетом 

их концентрации в оптической матрице, величина близкого диполь-

дипольного (БДД) взаимодействия 
0

2
3

3 






ba
ba

d
 , входящая в выра-

жение для эффективной частоты Раби bababaeff   [25], мо-

жет принимать значения, близкие к величине частоты Раби пробного 

поля (здесь ba  – соответствующий элемент матрицы плотности). Та-

ким образом, возникающие в системе нелинейно-оптические эффекты 

будут определяться, с одной стороны, настройками поля оптической 

накачки, а с другой – значениями концентрации загруженных атомов 

в оптически-плотной системе на основе такого газозаполненного во-

локна.  

Система уравнений для медленно меняющихся компонент мат-

рицы плотности примет вид 

    

   

    

   

 

 

,ii

,igig

,iigiig

,iiiigi

,gi

ii

,i

igi

aaacca
*

accc

aaabba
*

abbb

aaacabac
*

abca
*

ba
*

aa

baacacacbababa
*

acbccbbc

caacabcbbaba

aacccaaacccacca

baacabbccaca

aabbbaaabbbabba













































2

1
         

2

1
                            

 

(43)

 

где ca  и bag   – частоты Раби для поля накачки и пробного 

импульса соответственно, b  и c  – отстройки от резонанса для 

пробного импульса и импульса накачки соответственно; 

V
dg ba

02 




  – атомно-оптическая константа связи, 

2/1

02













V
Ap







,  pA  – медленно меняющаяся амплитуда пробного 
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поля, V  – объем квантования. Таким образом, система уравнений (43) 

получена ab intio и содержит естественные поправки, учитывающие 

наличие ансамбля атомов, обусловливающего локальный характер 

взаимодействия индивидуальных частиц среды с электромагнитным 

полем. 

2.2.1. Основные приближения для рамановского предела  

Λ-схемы взаимодействия в плотной среде в различных пределах 

атомно-оптического взаимодействия 

В данном разделе рассмотрим вопрос применимости используе-

мых в работе приближений для трехуровневой атомной среды в ре-

зультате различных режимов ее взаимодействия с внешними оптиче-

скими полями. Особое требование к такой задаче в нашем случае ‒ 

наличие значительных поляризаций среды на смежных переходах 

ba   и ca   для возможностей нелинейного управления 

пробными вортексами через волну оптической накачки. Кроме того, 

необходимо сделать ряд предположений, которые позволят суще-

ственно упростить систему (43) для ее дальнейшего анализа. При 

этом ключевым моментом становится выбор нужного соотношения 

между частотой Раби поля накачки, частотой его отстройки от резо-

нанса и скоростью релаксации возбужденного состояния атомной 

среды. 

В общем случае уравнение распространения для пробного поля 

в резонансной среде с учетом дифракции имеет вид 

baigN
D

ic
z

c
t

 


















2

2
,  (44) 

где 
2

2

2

2
2

yx 







 , N  – количество атомов в области взаимодей-

ствия, 



D

 
– параметр дифракции в поперечном к оси z  направле-

нии. 

Решение самосогласованной системы (43) ‒ (44) будем основы-

вать на следующих приближениях. Во-первых, полагаем, что все ато-

мы находятся на уровне b  изначально, т.е. 1bb , 0 ccaa   и 

выполняется условие малой  заселенности возбужденного состояния в 



74 

процессе работы схемы, т.е. 1bb , 0)( ccaa  (и 0ii , где 

c,b,ai  ). Во-вторых, полагаем, что при учете   baca  вели-

чина вклада локального поля сравнима с частотой Раби пробного пе-

рехода, но может не учитываться на накачивающем переходе, т.е. 

babag    и caca . В результате окончательная система 

(43) примет следующий (простой) вид: 

bababcbaba iiig   1 , (45а) 

cbbabacbcaca iig   2 , (45б) 

baacbcbc iigi  *
3  , (45в) 

baabbb igig  * , (45г) 

где  







 acabbi

2

1
1 ,  








 acabci

2

1
2  и cb 3 .  

В системе (45) вклад локального поля представлен двояким об-

разом: в уравнении (45а) его действие тривиально и приводит к ча-

стотному сдвигу, но в (45б) оно обеспечивает более существенный 

эффект – появление нелинейной связи между атомными возбуждени-

ями (поляризациями) на пробном ba  и магнитном сb   переходах.   

На рис. 31 представлены, в частности, результаты независимого 

решения точной системы (43) и приближенной (45) для различных 

режимов атомно-оптического взаимодействия при условии быстрого 

включения пробного поля за характерное время c 102 10sw  и при 

наличии постоянно действующего поля накачки. Параметры атомно-

оптической системы были выбраны следующими: характерный раз-

мер оптического пучка мкм200 a , атомная концентрация 

3-22 м 101,01 ρ , скорости релаксации 19 c 10  acab , интенсив-

ность пробного поля 2-смВт 22,0 pI , накачки 2-смВт 5146  ,Ic , 

частота отстройки пробного поля 1-9 c 105- b . Соответствующие 

частоты Раби могут быть рассчитаны как 


cacEμ
Ω  и 



pabEμ
gε   

через напряженности полей 
0

2

cε

I
E

)p(с
)p(c   и составят величины 
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11010131  с,  и 181044  с,gε  соответственно ( 161031  с,g  и 

810727  ,N ). При данных значениях параметров реализуется усло-

вие ab  для сильной атомно-оптической связи в системе.  

Сплошная линия (1) для 
2

ba , штриховая (2) для 
2

bb  и 

штрихпунктирная (3) для сс  соответствуют решению системы (43), 

пунктирная линия (4) для 
2

ba  соответствует решению системы (45). 

Сплошная линия (5) соответствует 
2

ba , рассчитанному для при-

ближенного стационарного решения (50).  

  

Рис. 31. Зависимости значений элементов матрицы 

плотности системы от нормированного на время 

жизни возбужденного состояния 1
ab

 времени (а) 

для близрезонансного (б) рамановского режимов 

 -схемы взаимодействия в условиях сильной связи 

и  для  близрезонансного  режима  слабой  связи  (в)  

(пояснения см. в тексте) 
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В условиях близрезонасного взаимодействия, когда 10
0

,
d ac

с 



 

при значении 30800 ,d   и выборе частоты отстройки от резонанса 

1-7 c 103 c , нелинейная связь между накачивающим и пробным 

полями в системе фактически отсутствует (см. рис. 31, а). Это связано 

с тем, что в процессе взаимодействия основное состояние b практиче-

ски не расселяется ( 1bb ), и в отсутствии атомов на уровнях а и с 

системы возникающая поляризация на переходе ba   мала при фак-

тически полном ее отсутствии на переходе ca   (см. рис. 31, а). При 

этом решения систем (43) и (45) для матричного элемента ba  с до-

статочной точностью аппроксимируют друг друга как доказательство 

справедливости используемых при выводе укороченной системы (45) 

приближений. Представленный на рис. 31, а режим характерен для 

наблюдения в резонансной трехуровневой атомной среде линейного 

эффекта ЭИП [41] либо его нелинейного аналога [24] при значитель-

ном увеличении интенсивности поля накачки. 

Совершенно иная связанная с нелинейным взаимодействием ис-

пользуемых полей динамика системы будет наблюдаться при выборе 

рамановского режима взаимодействия, когда abc d  0 .  Этот 

режим также давно известен [26] и достаточно хорошо изучен, но не 

получил столь сильного “научного резонанса” в связи с перспектива-

ми его практического использования в современных оптических тех-

нологиях, как это случилось с ЭИП. Данный режим характеризуется 

набором кривых для матричных элементов (см. рис. 31, б), выполнен-

ный для тех же параметров, что и на рис. 31, а, но при выборе боль-

шей частоты отстройки поля накачки от резонанса 1-10 c 103 c  и 

условии 100
0






ac

с

d
. В этом случае атомный уровень b эффективно 

расселяется – в основном на уровень с. Это предопределяет возникно-

вение значительной поляризация на переходе ba   (сравните 

масштаб значений для ba с рис. 31, а и 31, б, то же самое справедли-

во и для перехода ca  ) и приводит к установлению нелинейного 

энергообмена между модами пробного и накачивающего полей. Дан-

ного режима в основном мы и будем придерживаться далее.  
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Случай ab  слабой связи в атомно-оптической системе для 

обоих режимов (рис. 31, а и 31, б) ведет к значительным расхождени-

ям решений для систем (43) и (45) (см. рис. 31, в при 1-7 c 103 c , 

1810131  с, . В частности, это связано с нарушением условия 

caca  и необходимостью учета эффектов локального поля на 

переходе ca  . Данное обстоятельство существенно усложняет 

задачу и требует проведения прямого численного моделирования са-

мосогласованной задачи (44) и (45) [28], а анализ возможностей полу-

чения оптических, в том числе пространственных солитонов, сильно 

затруднен в условиях значительных трансформаций всех матричных 

элементов системы.  

Найдем стационарное решение для элемента матрицы плотности 

ba  на пробном переходе в форме, зависящей только от материаль-

ных параметров среды и характеристик оптических полей и с учетом 

различных случаев атомно-оптического взаимодействия. Для этого 

решим систему уравнений (45) в два этапа.  

На первом этапе определим поляризацию системы на нижних 

уровнях сb , исходя из приближения неизменных населенностей 

уровней и атомных поляризаций в стационарном режиме, т.е. 

0 ccbbaa    и 0 bccaba   . С учетом данного прибли-

жения из (45) получим алгебраическое уравнение для поляризации bc : 

  0ΓΩΓΓΩ 22
22

1
2  **

bc
*

bc
* igεσAεgiσχgε ,  (46) 

корни которого имеют следующий вид: 

 
*

*

bc
Ωχgε

DAεgi
σ

2

ΓΓ 2
22

1 
 , (47) 

где   2*
2

22
2

*
2

22
1 4   giAgD ,  iiA  13

2
, 

ba  . 

Решения (47) определяют фактически две ветви спиновых воз-

буждений, возникающих на переходе между уровнями b  и c  (см. 

рис. 30). Решение, содержащее знак минус в (47), приводит к задаче с 

насыщающей нелинейностью типа 



1

bc  и в данной работе не рас-
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сматривается. Разложение другого, содержащего знак плюс, решения 

(47) в ряд по пробному полю ε  приводит к следующему соотношению: 














 








 




2
2

12*
2

*3*

A
i

A

g

A

g
bc  

 
.

2 3 4

2

42
1

2
2

1
32*

2

*5
















 










AA

i

A

g
  (48) 

Переходя ко второму этапу, выразим из уравнений для ca  и 

bc  системы (45)  поляризацию атомной системы на пробном переходе: 

.

2

2
2

222
*

2

22

3
2

*
2

*
2

22

3

bc

bcbc

ba
g

g
i

g
i

g
i






















































  (49) 

Подставив разложение (48) в (49) и выполнив вторичное разло-

жение, получим 




























 
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



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
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2

2

2

*
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2

3
3 1

A
i

A
i

A
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A
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ba  

 





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

 







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
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AAA

i
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5 321
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
 43

*

2
*
1*

3
2

2
2 



















 














 








A
i

A
i

A
i

A

i
. (50) 

На рис. 31, а решение (50) представлено сплошной линией 5, ко-

торая с большой степенью точности совпадает с решениями систем 

(43) и (45) как явное доказательство правильности полученного вы-

ражения (50). Отметим, что при решении системы (45) в пределе 

электромагнитной индуцированной прозрачности (ЭМИП), когда 

можно полагать 0ac , выражение для bc  будет содержать только 
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первое слагаемое в правой части (48) (ср. с [41]).  В свою очередь, вы-

ражение (49) принимает вид  





A

gbc
ba

3

*

3 





     (51) 

и определяет появление фазовой модуляции и поглощения (усиления) 

пробного импульса в атомной среде. Соответствующая данному ли-

нейному режиму (51) толстая прямая для ba  также совпадает с ре-

шениями систем (43) и (45) (см. рис. 31, б), характеризуя справедли-

вость теории для предельных случаев.  

Для дальнейшего анализа мы остановимся на ситуации, пред-

ставленной на рис. 31, б, перейдем к изучению пространственной ди-

намики (в плоскости, перпендикулярной направлению распростране-

ния) оптических импульсов в среде заполненного резонансными ато-

мами полого оптического волокна (см. рис. 31) и рассмотрим возмож-

ности получения специального вида устойчивых образований – вих-

ревых солитонов [46] пробного поля. 

 

2.2.2. Анализ самосогласованной задачи нелинейного рассеяния 

света в трехуровневой среде 

В рамановском пределе для  -схемы взаимодействия (см. рис. 

30, б) после подстановки выражения (50) в уравнение распространения 

(44) самосогласованная задача пространственной динамики (43) ‒ (45) 

сводится к хорошо известной форме уравнения Гинзбурга ‒ Ландау 

(см. в [46]): 


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
4

4
2

2  I , (52) 

где соответствующие коэффициенты имеют вид 
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Ng 
  – коэффициент кубиче-

ской нелинейности; 
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 – коэффициент нелиней-

ных потерь пятого порядка. 

Очевидно, что полученное уравнение (52) представляет резуль-

тат сложного нелинейного взаимодействия между пробным полем и 

полем накачки, возникающим исключительно благодаря наличию 

существенных поляризаций на оптических переходах в рамановском 

пределе работы  -схемы [27]. Используемый в задаче учет локально-

го отклика хоть и не вносит в уравнение (52) новых слагаемых, но 

уточняет картину нелинейных взаимодействий соответствующими 

поправками (слагаемые с  ) на случай оптически-плотной среды. 

Отметим, что в другом пределе работы  -схемы при околорезонанс-

ных условиях abb   уравнение (52) существенно упрощается по-

терей всех нелинейных членов, а учет локального отклика в такой за-

даче не существенен, поскольку может приводить лишь к появлению 

дополнительной фазовой модуляции в пробном поле [49]. 
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Для анализа (52) перейдем в бегущую систему координат 

cztT /  и, сделав замену переменных 
2
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z
 , 
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дифракции 
D

a
Ldf

2
0 , где in – 

начальная приведенная амплитуда пучка. После домножения обеих 

частей уравнения (52) на dfL  окончательно получим:  
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где  UUUUUiQ
42

   – диссипативная часть, uNU  , 

2

2
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  и введены основные характерные параметры задачи 

I

df

L

L
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dfLL

L
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


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dfLL

L

4

2
2




  . Поскольку при используемых в 

задаче параметрах взаимодействия справедливо 2LLdf  , диспер-

сионное слагаемое в уравнении (53) исключено и далее речь идет 

только о пространственных эффектах. 

Для формирования оптического солитона на минимальной 

длине параметры взаимодействия должны быть подобраны таким об-

разом, чтобы характерные нелинейно-дисперсионные длины системы 

приблизительно соответствовали либо были кратны друг другу [1]. 

Этого можно добиться вблизи области  сильных трансформаций не-

линейных коэффициентов необходимым изменением величины ча-

стоты отстройки поля накачки c  (рис. 32). В частности, для точки 
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A
c  дифракционная длина составит всего мм, 611,Ldf   и в условиях 

положительной нелинейности 02   могут происходить фокусиров-

ка и формирование устойчивого пространственного солитона. Одна-

ко, следуя концепции диссипативных солитонов, для поддержания 

энергии светлых солитонов на неизменном уровне по мере их распро-

странения в среде дополнительно требуется чередование эффектов 

поглощения/усиления в различных областях огибающей пробного 

импульса, в частности, при выполнении неравенств 0 , 0 , 

0  [21]. На рис. 33 представлены зависимости характерных дисси-

пативных параметров от интенсивности поля накачки cI   при фикси-

рованном значении отстройки A
c  с рис. 32 вблизи порога усиления. В 

условиях разнопланового характера изменения диссипативных коэф-

фициентов при увеличении интенсивности накачки может быть подо-

брано такое значение cI  при фиксированном A
c  (или наоборот), что-

бы удовлетворить дополнительному условию динамического равнове-

сия диссипативных процессов как основы для формирования диссипа-

тивных солитонов, управляемых через волну оптической накачки.  

 
Рис. 32. Частотная зависимость коэффициентов 

нелинейности третьего 2γ  (сплошная линия) и пятого 

4γ

 

порядков (пунктирная линия) и обратной диф-

ракции 0/D1  (штриховая линия). На вставке – уве-

личенный фрагмент области вблизи точки A. Пара-

метры  взаимодействия  соответствуют  рис.  31, б 
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Рис. 33. Зависимости коэффициентов диссипативной 

части безразмерного уравнения Гинзбурга ‒ Ландау   

(сплошная линия),   (пунктирная линия) и   (штри-

ховая линия) от интенсивности поля накачки. Пара-

метры взаимодействия,  как  для  точки  A  на  рис. 32 

 

Используя вариационные методы для анализа уравнения (53), 

определим области значений параметров, при которых в нашей задаче 

могут возникать устойчивые пространственные солитоны. При этом 

особый интерес вызывает важный класс диссипативных простран-

ственных вихревых солитонов (vortex solitons) вида [46]: 
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где 22 YXr  ,   – угол в сферических координатах; A, R, С, Ψ – 

амплитуда, пространственная ширина, кривизна волнового фронта и 

фаза импульса соответственно. Параметр S определяет топологиче-

ский заряд вихревого солитона. В частном случае S = 1 нормировочные 

коэффициенты 0A  и 0R  могут быть выражены из условия нормировки 

полной мощности   



π

RARπS!Ardrdθ)U(r,θP
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0 0

222
0
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2
 и в простей-

шем случае 
22RAP   связаны соотношением 

0
0

1

R
A  ; далее пола-

гаем 10 R  (мы выбрали несколько иную нормировку, чем в [46]). 
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На практике эффекты диффузионного расплывания в атомных 

ансамблях, как правило, приводят к заполнению светом центрального 

провала интенсивности вортекса (54) даже при наличии долговремен-

ного сохранения внешнего профиля в виде светлого солитона при его 

распространении в таких средах [40]. Для самоподдержания особого 

вида вулканообразной формы вихревых солитонов (54) помимо ба-

ланса нелинейно-дисперсионных и диссипативных эффектов [21] в 

системе требуется, как правило, дополнительное присутствие оптиче-

ской диффузии [36] либо сложного вида модуляции показателя пре-

ломления [37], либо коэффициента поглощения [46]. В последнем 

случае статичный параметр линейного поглощения может быть заме-

нен новым пространственно-зависящим эффективным параметром 
2

eff Vr  , что соответствует внедрению в газозаполненное во-

локно дополнительного насыщающегося поглотителя; этот случай мы 

и рассматриваем далее, полагая везде 030,V  . Подробный анализ 

устойчивости вихревых солитонов при линеаризации управляющего 

уравнения более общего по сравнению с (52) вида (которое, по всей 

видимости, может быть получено при решении самосогласованной 

задачи серией последовательных приближений и без разложения не-

линейных по полю функций для матрицы плотности в степенные ря-

ды) и при учете оптической диффузии приведен в работе [48].  

Используя уравнение Эйлера ‒ Лагранжа 
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drdLL CC  ‒ усредненный консер-

вативный лагранжиан уравнения (53), а         ξ,ξC,ξR,ξA Ψ   – 

набор варьируемых параметров функций пространственной коорди-

наты ξ подстановки (54), для осесимметричного вихревого солитона 

получим: 
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В приближении малой частотной модуляции ( 02 С ) анало-

гично [46] справедлива следующая система уравнений, упрощающая 

поиск стационарных точек для (55): 
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Система (56) имеет набор из 16 решений, только два из которых 

отвечают физическим ограничениям по энергии и ширине вихревого 

солитона ( 0,0  RA  и RA, ), при этом лишь одно из них, обла-

дающее большим значением A  и отрицательной частотной модуляци-

ей ( 0C ), будет являться устойчивым [46].  

На рис. 34 приведена параметрическая плоскость, образованная 

следующими параметрами: плотностью резонансных атомов в систе-

ме ρ  и интенсивностью поля накачки cI . Ограниченная пунктирной 

линией область стабильности осесимметричного вихревого солитона 

возникает для выбранного физического решения системы уравнений 

(55) [46]. Данная область определялась из анализа собственных значе-

ний матрицы Якоби системы уравнений (55), т.е. из условия   0Re j , 

где 321 ,,j   [39], и соответствует точке устойчивого фокуса.  

Прямое численное моделирование уравнения (53) с перебором 

параметров η  для функции вида (54) и при учете начальных ангуляр-

ных возмущений для R и C [45] показывает, что набор полученных 

устойчивых решений упрощенной системы (56) оказывается весьма 

приближенным, а истинная область стабильности I имеет значительно 

меньшие размеры. Внутри полученной вариационным путем области 
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устойчивости проявляется “тонкая” структура в виде отдельных зон 

стабильности для солитонов с модифицированными формами, а также 

зона IV, где оптические вихри затухают.  

 

 
Рис. 34. Параметрическая плоскость (интенсивность 

поля накачки Ic, плотность допирования ). Пунктирной 

линией ограничена область стабильности осесим-

метричного вихревого солитона, полученная вариацион-

ным путем. Выделенные области получены прямым 

численным моделированием и соответствуют: I ‒ осе-

симметричным вихревым солитонам, II ‒ одногорбым 

вихревым солитонам, III ‒ безвихревым солитонам, VI ‒ 

затухающим оптическим вихрям, V ‒ нестационарным 

локализованным структурам. Параметры взаимо-

действия  соответствуют  параметрам  на  рис.  33 

 

В частности, в области II  на рис. 34 (параметры уравнения (53): 

0,1653 ν , 0,6819 δ , -1,1998φ , 0,2432  μ  при 3-21 м 109,85 ρ , 

2Вт/см 146,2 cI , для точки B) осуществляется спонтанный переход 

осесимметричного вихря в одногорбый несимметричный устойчивый 

вихревой солитон, представленный на фрагменте B рис. 35. Бифурка-
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ции подобного типа описаны в [46]. Область III на рис. 34 (параметры 

уравнения (53): 0,2519 ν , 0,7158 δ , -1,2576φ , 0,3169  μ  при 

3-21 м 109,85 ρ , 2Вт/см  152 cI ) для точки С характеризуется вы-

сокой чувствительностью системы к начальным возмущениям, в про-

цессе развития которых вихревой солитон спонтанно теряет тополо-

гический заряд и переходит в новое устойчивое состояние с 0S  (см. 

фрагмент С на рис. 35).  

В области V учет ангулярных возмущений для (54) приводит  к 

разрушению вихревых солитонов и появлению на их месте отдельных 

нестационарных локализованных структур, которые, однако, не зату-

хают, а поддерживают постоянную эволюцию [43]. В точке D данной 

области параметры уравнения (53) принимают значения 0,1043 ν , 

0,674 δ , -1,14φ , 0,1551  μ  при 3-21м109,6 ρ  и 2Вт/см  143,3 cI  и 

происходит преобразование осесимметричного вихревого солитона во 

вращающуюся при распространении в газозаполненном волокне мно-

гогорбую структуру на фрагменте D (рис. 35). Также возможен част-

ный случай двугорбого солитона [48] на фрагменте D (рис. 35), воз-

никающий при значениях параметров 0,1297, ν  0,6633 δ , 

-1,1848φ , 0,228  μ  при выборе -321м109,925 ρ  и 2Вт/см  143,3 cI . В 

области IV имеем потерю стабильности и полное затухание вихревых 

солитонов.  

Отметим, что точка А (с тем же набором параметров, как на 

рис. 32) действительно попадает в область стабильности, рассчитан-

ную на основе обоих – вариационного и численного – методов, что 

соответствует приведенному выше качественному анализу уравнения 

(53). При этом для формирования вихревого солитона в представлен-

ной среде начальные пространственная ширина и линейная частотная 

модуляция светового импульса вида (54) должны составлять 

мкм 19Rr  и 2-6 м 1073  ,CR  соответственно (безразмерные па-

раметры принимают значения 755,A  , 950,R  , 00150,С  ). Рас-

четные значения параметров уравнения (53) для точки A на рис. 34 

составят: 0,1899ν , δ = 0,675, -1,2375φ , 0,3075 μ . Выход на 

солитонный режим такой структуры осуществляется на характерной 

длине см, 4STL  период вращения волнового фронта вортекса в 

установившемся режиме составляет см 451,TV   (см. фрагмент A на 

рис. 35). 
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Рис. 35. Полученные прямым численным моделированием (53) пространст-

венные профили  (в плоскости X,Y)  оптических  пучков  на  входе    = 0        

и после прохождения расстояния  = 100000 в газозаполненном волокне при 

наличии азимутальных возмущений. Буква в левом верхнем углу каждого 

фрагмента соответствует точке на параметрической плоскости (рис. 34), 

координаты которой использовались  для расчета  параметров  уравнения (53) 

 

На рис. 36 представлена область стабильности вихревых соли-

тонов на плоскости ( VIc , ) при выборе 3-22 м 101,015 ρ . Получен-

ный вариационными методами регион стабильности простирается в 

обе – положительную и отрицательную ‒ области значений параметра 

V . Численное моделирование значительно сужает этот регион и де-

монстрирует, что устойчивые диссипативные вортексы могут суще-

ствовать только при отрицательных значениях ,V  что согласуется с 

результатами [46]. 

Принципиальным моментом в рассматриваемой задаче оказыва-

ется учет эффектов локального поля. Действительно, в случае 0 , 

т.е. без их учета, область стабильности не только трансформируется, 

но и полностью выходит за пределы представленных на рис. 34 пара-

метрических плоскостей. При этом все полученные решения для вих-

ревых солитонов становятся неустойчивыми. Таким образом, страте-

гия возможного эксперимента должна кардинально меняться с учетом 

локального отклика среды.  
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Рис. 36. Параметрическая плоскость (интенсивность 

поля накачки cI , параметр оптического траппинга V). 

Параметры взаимодействия  и  нумерация  областей  

аналогичны, как на рис. 34 

 

Дальнейший анализ и получение других, отличных от найден-

ной, областей стабильности вихревого солитона требует решения 

полной нелинейной системы (55), а также проведения расширенного 

численного многомерного эксперимента в пространстве параметров 

задачи. 

 

2.3. Анализ атомно-оптических взаимодействий в искусственных 

средах с резонансными двухуровневыми атомами 

Рассмотрим взаимодействие двухуровневых ( 1  и 2 ) атомов с 

комбинацией оптических полей частот c  (рис. 37). 

Используя полуклассический подход (квантовая динамика 

атомов в классическом поле), оптические поля могут быть описаны 

следующим образом: 

      .с.кut,zAe.с.кet,zAet,zE cc
tizi

ccc
cc 

  


, 
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Рис. 37. Схема атомно-оптического 

взаимодействия 

где  t,zAc


 соответствует амплитуде поля накачки, 
c

c
c


   ‒ модуль 

волнового вектора для поля накачки; u  ‒ гармонический сомножи-

тель. 

В обычном для такого типа задач приближении гамильтониан 

атомно-оптического взаимодействия с использованием Λ-схемы име-

ет вид 

𝐻𝑖𝑛𝑡 = −ℏ(𝑔|1⟩⟨2|𝑢 + 𝑔∗|2⟩⟨1|𝑣∗). (57) 

Коэффициент g определяется дипольным моментом μ и задает 

значения однофотонных частот 

Раби для соответствующих инду-

цированных переходов: 

𝑔 =
|𝜇|𝐴𝑐

ℏ
.               (58) 

Для невозмущенной сис-

темы гамильтониан задается в 

виде 

𝐻𝑓𝑟𝑒𝑒 = ℏ(𝜔|1⟩⟨1|). (59) 

Полный набор возможных 

межуровневых переходов и со-

ответствующих им амплитуд для одиночного атома может быть запи-

сан с использованием матрицы плотности  : 

𝜌 = ∑ 𝜌𝑚𝑛
2
{𝑚|𝑛}=1 |𝑚⟩⟨𝑛|.       (60) 

В рассматриваемом случае двухуровневой схемы временная 

эволюция элементов матрицы плотности задается уравнением 

Лиувилля, учитывающим возможности как индуцированных, так и 

спонтанных переходов: 
𝜕𝜌

𝜕𝑡
= −

𝑖

ℏ
[𝐻𝑓𝑟𝑒𝑒 +𝐻𝑖𝑛𝑡, 𝜌] − 𝛾12(|1⟩⟨1|𝜌−2|2⟩⟨1|𝜌|1⟩⟨2| + 𝜌|1⟩⟨1|) (61) 

Временные и пространственные изменения элементов mn  могут 

быть сведены к изучению их усредненных значений mn : 

𝜌𝑚𝑚 = 𝜌̅𝑚𝑚,⁡⁡⁡⁡⁡𝜌12 = 𝜌̅12𝑢,⁡⁡⁡⁡⁡𝜌21 = 𝜌̅21𝑢
∗.            (62) 

При подстановке (62) в (61) получаем систему дифференци-

альных уравнений, описывающих динамику изменения параметров 

mn : 
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𝜕𝜌̅11
𝜕𝑡

= −i(𝑔∗u∗𝜌̅21 − 𝑔𝑢𝜌̅12) − 2𝛾𝜌̅11, 

𝜕𝜌̅12
𝜕𝑡

= −i(𝑔∗u∗(𝜌̅22 − 𝜌̅11) − 𝜔𝜌̅12) − 𝛾𝜌̅12, 

𝜕𝜌̅21
𝜕𝑡

= −i(𝑔𝑢(𝜌̅11 − 𝜌̅22) − 𝜔𝜌̅21) − 𝛾𝜌̅21, 

𝜕𝜌̅22

𝜕𝑡
= −i(𝑔𝑢𝜌̅12 − 𝑔∗u∗𝜌̅21) + 2𝛾𝜌̅11.

 
(63)

 

Для моделирования реальной плотной среды уравнения (63) 

должны быть дополнены слагаемыми, ответственными за проявление 

эффектов локального поля, что приведет нас к системе следующего 

вида: 

  ,ρρρiρ a 222112011 ΓΩ      (64а) 

   ,ρ
Γ

ρiρρρξiρ a
a 12121122120012

2
ΔΩ   (64б) 

   ,ρρiρρρξiρ a
a 21211122210021

2

Γ
ΔΩ   (64в) 

  ,ρρρiρ a 222112022 ΓΩ   (64г) 

 

где 
0

2
12

0
3 






aN
  – величина поправки БДД, aN  и 12  – плотность 

и дипольный момент перехода излучателей. 

Начальные условия для режима электромагнитной индуциро-

ванной прозрачности (почти все атомы сконцентрированы на уровне 

2 ) имеют вид 

𝜌̅11 = 0,  𝜌̅22 = 1. (65) 

После некоторых соображений подставим параметр  𝜌̅12 в урав-

нение 

(
𝜕

𝜕𝑡
+ 𝑐

𝜕

𝜕𝑧
) 𝜀 = 𝑖𝑔𝑁𝜌̅12. (66) 

В результате получаем уравнение распространения, которое со-

ответствует уравнению Гинзбурга ‒ Ландау пятого порядка: 
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


















































 5
4

3
22

2

2

2
0

2

2

2
22

1






ii

yx

D
i

t

i

ztg   (67) 

 





























2

2

2

2

22

2

2
5

4
3

2
yxt

i RI






, 

запишем в следующей форме: 


















2
0

2

Re1
E

NEg

с
g  – групповая скорость, 

g
bgp d

d

d

d











212
1

 – коэффициент дисперсии, 





















































E

NEg
Im

c

d

d

E

NEg
Im

c b 0
2

2

0
2

22

1

1

1
  – коэффициент спек-

тральной фильтрации, 

 























D

BDC
C

CC

E
6

3
2

22

1

2

3/1
1

3/4
3/1

1
3/2

0 , 












 3

4

2 Im G
c

Nig
  – коэффициент нелинейности на 

 3 ,












 5

6

4 Im G
c

Nig
  – коэффициент нелинейности на 

 5 ,












 1

2

Re G
c

Ng
R  – коэффициент фазового сдвига,












 1

2

Im G
c

Ng
I  – коэффициент линейного поглощения/усиления, 
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










 3

4

2 Re G
c

Nig
  – коэффициент поглощения/усиления третьего по-

рядка, 












 5

6

4 Re G
c

Nig
  – коэффициент поглощения/усиления пятого по-

рядка, где 
E

iA
G 1

1  , 

 


























E

ξA
i

DE

BDC
C

B

C

D

C

B

iG

//

/

/

/

01

2

34
1

31
1

34

32
1

1
32

3 1
3

3
3

6
2

3

2 1

, 

 














































DE

BDC
C

B

C

D

C

B

i
DE

E

A
i

iG

//

/

/

/

3

3
3

6
2

3

2

3

1
0

2

2

34
1

1
31

1

34

32
1

1
32

01

5



 

 



















































 BDCD

C

B

CC

DB

C

B
D

C

//

/

/

/

3
9

8

4

12
2

9

4

2

2
12

1

2
1

31
1

34
1

134

2
1

2
1

134

31
1 , 

  201 /ξAiE aa  , 

   13222
3

1 31
1

23431
1

32
1  //// C/BDCCC

D
A , 

    
  



















222

2

1
4

23433
3

CBDDB

CBCDCBBD
DB , 

   2222
1 42792 CBDDBBDCCC  , 

   
 

    ,DBCDDBDCBCC

BDCCB

CBDDBBDC
D

3224

22
1

4

2222

1

423332 

4

4338









 

где  20
2 4/  aaB ,  004   aC , 2

04D , N  – количе-

ство излучателей типа a в области взаимодействия, a  – частота от-
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стройки пробного поля от резонанса, и a  – скорость релаксации воз-

бужденного состояния для квантовых точек типа a. Атомно-оптическая 

константа связи представлена как 
V

ga
0

12
2 





 , пробное поле 

определяется через 

2/1

02













V
Ap







, где pA  – его медленно меняю-

щаяся амплитуда, V  – объем квантования,  нм 844 
2

 qd
qd

с





  – 

частоты атомно-оптического перехода для пассивных квантовых точек. 

Для дальнейшего анализа уравнения (67) выберем следующие 

значения параметров взаимодействия:  

параметры матрицы – 4510 ,n  ; 

параметры атома: 

μ
ab
⁡=⁡242⁡∙⁡10-30с·м – дипольный момент перехода,  

λ⁡=⁡884⁡∙⁡10-9нм – длина волны рабочего перехода, 

n⁡=⁡2,5⁡∙⁡1018 см
-3

 – концентрация допированных атомов, 

Гba⁡=⁡3⁡∙⁡1012 – времена релаксации соответствующих переходов; 

параметры пробного импульса и импульса накачки: 

Ip⁡=⁡106 Вт/см
2
 – интенсивность пробного импульса, 

T0⁡=⁡10-10пс – длительность пробного импульса, 

Ic⁡=⁡0,9 МВт/см
2
 – интенсивность импульса накачки. 

Перейдем в бегущую систему координат для (67) gvztT / , 

также сделаем замену 
2

нε

ε
U 

DL

z
 ,   

0T

T
 ,   где 

2

2
0



T
LD  : 

 

  



















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






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


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L
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SgnUi

ami

D

am

D

sw

D

sw

D

)(
NL

D

NL

D

2

I
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2
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U
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L
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L

L
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L

L
i
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D
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D
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D




  , (68) 
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где 

R

sw
uε

T
L

2
н

0 , 

I

sw
uε

T
L

2
н

0I  , 
I

amL



1

, 
R

amiL



1

, 
2

н2

3
1


amL , 

4
н4

5
1


amL , 

2

2
0




T
LDG

. 

Сделаем замену NUu  , где 
NL

D

L

L
N 2 , получим 

        













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u
Sgnui 1
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1
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 
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2
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T

u
Sgniuuiuui




  ,   (69) 

где 

D
)(
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NL
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L
ν

5

2

 , 
УДL

LNL , I

УД

1
L

LNL , 
пL

L
δ D , 

R
п

1
L

L
δ D , 

пн
1

L

LNL , 

D

NL

LL

L

п5

2

 ,  
г
D

D

L

L
 ,   

2
н2

1


NLL ,   

4
н4
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2.4. Исследование областей устойчивости оптических импульсов  

с использованием вариационного метода Эйлера ‒ Лагранжа 

2.4.1. Поиск стационарных решений 

Рассмотри УГЛ в виде (70), то есть 
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где    
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 .               (70) 

Выберем в качестве пробной подстановки поле в виде 

 

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Y

Y

X

X
FYDXCiAu , (71) 

где 0A  – нормированная амплитуда; 0  – длительность импульса;     

0X  и 0Y  – пространственная ширина импульса по соответствующим 
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координатам X  и Y ; 0F  – нелинейный набег фазы волнового пакета;

0C  и 0D  – кривизна волнового фронта по соответствующим коорди-

натам X  и Y ; 0  – фаза импульса. 

Пусть данные параметры зависят от независимой переменной ξ, 

тогда каждая из этих функций дает одно из восьми уравнений Эйлера ‒ 

Лагранжа в среднем для поперечных координат X, Y и τ. 

Все параметры подстановки являются функциями от пройденно-

го в среде расстояния ξ,  то есть  00 AA  ,   00  ,  00 XX  , 

 00 YY  ,  00 FF  ,  00 CC  ,  00 DD  ,  00  . Используя урав-

нение Эйлера ‒ Лагранжа 
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
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где   












 dXdYdLL CC  ‒ усредненный консервативный лагран-

жиан уравнения (70), а                 ξΨ,ξF,ξD,ξC,ξτ,ξY,ξX,ξAη 0000000  – 

набор варьируемых параметров функций пространственной коорди-

наты ξ подстановки (72), для пространственно-временного солитона 

получим систему обыкновенных дифференциальных уравнений, опи-

сывающих динамику параметров подстановочного поля u: 
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где 2
0

2
0

2
0

2   YXW  и 000 FDCS  . 

Точные стационарные решения получаются из системы уравне-

ний для производных по  амплитуды, ширины, фазы и кривизны, 

равных нулю.  

Единственные возможные стационарные решения нелинейной 

системы (72) симметричны с равной шириной X0 = Y0 = τ0 и кривиз-

ной C0 = D0 = F0.  

Для удобства все диссипативные параметры нормированы на 

число 𝛿0 = |𝛿|:⁡𝜀0 =
𝜀

𝛿0
, 𝜇0 =

𝜇

𝛿0
⁡и⁡𝛽0 =

𝛽

𝛿0
⁡. 

В результате получаем систему из четырех дифференциальных 

уравнений: 
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
, (73г) 

где 𝑊2 = 3𝑋0
−2⁡и⁡𝑆 = 3𝐶0. 

В результате симметричности ширины и кривизны, введенной 

нами, получаем вместо восьми уравнений четыре и сводим систему 

(72) к более простой (74). 
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Предположим, что 𝜓0
′ = 0,09𝐴0

2, то есть правая часть (73г) равна 

0,09𝐴0
2,  тогда отсюда можно получить 

𝑋0 = 2,79−1(1,38 − 𝑣𝐴0
2)−

1

2.  (74) 

Остальные значения параметров найдем с помощью проведения 

элементарных операций с системой алгебраических уравнений. 

Разделим (73б) на X0 и вычтем из полученного результата (73в) 

умноженное на 𝑋0
2𝛽. В результате чего получим уравнение, из 

которого можно выразить С0: 

𝐶0 = 0,032𝐴0
2[1,38(𝜀0 − 𝛽0) + 𝐴0

2(𝜇0 + 𝑣𝛽0)]𝛿0. (75) 

Разделим (73а) на А и умножим на 
2

3
, прибавим к этому (73б), 

поделенное на 𝑋0, и еще прибавим к полученной сумме (73в), 

умноженное на 𝑋0
2𝛽. В итоге получим уравнение, из которого можно 

выразить A0:  

𝐴0 = 1,17√
𝛾±√𝛾+98,53(𝜇0+𝛽0𝑣)

6(𝜇+𝛽0𝑣)
, (76) 

где 𝛾 = 3𝛽0 − 4𝜀0. 

В результате получили стационарные решения системы (73) с 

симметричными шириной и кривизной, и теперь возможно исследо-

вание стационарного решения на устойчивость. 

 

2.4.2. Исследование стационарных решений на стабильность  

по методу Ляпунова 

Для того чтобы подстановочное поле (71) было оптической пу-

лей, необходимо чтобы стационарное решение было устойчивым. Для 

проверки устойчивости решения воспользуемся критерием устойчи-

вости Ляпунова. Для этого необходимо построить матрицу Якоби от 

производных правых частей уравнений (72) по отношению к неиз-

вестным величинам. Стационарные решения устойчивы, только если 

вещественные части собственных чисел матрицы Якоби J системы 

(72) будут отрицательны.   

Приравняв det[𝐽 − 𝜆] = 0, получим произведение вида 

(𝜆3 + 𝛼1𝜆
2 + 𝛼2𝜆 + 𝛼3)(𝜆

2 + 𝛼4𝜆 + 𝛼5) = 0.  (77) 
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Для устойчивости динамической системы необходимо и доста-

точно, чтобы действительные части собственных чисел характеристи-

ческого уравнения (77) были отрицательны. При определении знака 

собственных чисел воспользуемся критерием Рауса ‒ Гурвица. Для 

этого разобьем (77) на систему из двух уравнений: 

(𝜆3 + 𝛼1𝜆
2 + 𝛼2𝜆 + 𝛼3) = 0,   (78а) 

(𝜆2 + 𝛼4𝜆 + 𝛼5) = 0.   (78б) 

Воспользуемся теперь критерием Рауса – Гурвица для опреде-

ления устойчивости системы (72), построим матрицы Гурвица для 

уравнений (78):  

Г1 = (
𝛼4 1
0 𝛼5

),⁡⁡⁡Г2 = (
𝛼1
𝛼3
0

1
𝛼2
0

0
𝛼1
𝛼3

). 

По критерию для того чтобы собственные числа имели отрица-

тельные вещественные части, необходимо и достаточно, чтобы глав-

ные миноры матрицы Гурвица были положительны, откуда получаем 

неравенства: 

𝛼𝑖 > 0, 𝑖 = 1…5,  (79а) 

𝛼1𝛼2 − 𝛼3 > 0, где  (79б) 

𝛼1 = 𝛿0(1,0 + 𝐴0
2(0,968𝛽0 − 1,23𝜀0) + 𝐴0

4(−1,47𝜇0 − 0,706𝛽0𝑣)), (80a) 

𝛼2 = 𝐴0
4(−0,126 + 𝐴0

2𝑣(0,453 − 0,263𝐴0
2𝑣)), (80б) 

α3=⁡A0
4δ0((0,247⁡+⁡A0⁡

2 (0,328β0⁡‒⁡0,394ε0⁡‒⁡0,361ν) + 

+⁡A8ν2(‒0,177μ0⁡‒⁡0,177β0ν))⁡+⁡A0
6ν(0,487μ0⁡+⁡0,661β0ν⁡‒⁡0,209ε0ν)+ 

+⁡A0
4(‒0,334μ

0
⁡+⁡((‒0,813)β

0
⁡+⁡0,575ε0⁡+⁡0,131ν)ν), (80в) 

𝛼3 = 𝐴0
2𝛿0(0,353𝜀0 + 0,256𝐴0

2𝜇0 + 𝛽0(0,704 − 0,513𝐴0
2𝑣)), (80г) 

⁡𝛼4 = 𝐴0
4𝛿0 − (0,374 + 𝐴0

2(−0,451𝛽0 + 0,551𝜀0 + 0,815𝑣) + 

+𝐴0
8𝑉2(0,566𝜇0 + 0,363𝛽0𝑣) + 𝐴0

6𝑣(−1,15𝜇0 − 1,23𝛽0𝑣 + 0,535𝜀0𝑣) + 

+𝐴0
4(0,52𝜇0 + (1,34𝛽0 − 1,13𝜀0 − 0,395𝑣)𝑣)),     (80д) 

𝛼5 = 𝐴0
4(0,247 + 𝐴0

2𝑣(−0,361 + 0,131𝐴0
2𝑣)).     (80е) 
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В результате при значениях, равных β0 = 5, υ = 1 и δ0 = 0,01 по-

строим сепаратрисы системы (79) и получим область устойчивости, 

то есть область, где выполняются все неравенства. 

В области I (рис. 38) решения (74), (75) и (76) системы (72) яв-

ляются устойчивыми, так для любого значения из этой области глав-

ные миноры матрицы Гурвица положительны. Это влечет за собой 

отрицательность действительных частей собственных чисел характе-

ристического уравнения 𝑑𝑒𝑡[𝐽 − 𝜆] = 0, где J – матрица Якоби систе-

мы (72). 

 

Рис. 38. Выделенная область I ‒ область 

устойчивости оптической пули в зависимости   

от  параметров 𝜀0⁡и⁡𝜇0 

 

В этой области решение уравнения Гинзбурга ‒ Ландау в виде 

(71) устойчиво, т. е. данное решение является оптической пулей. 

Так как диссипативные параметры δ, μ, φ и β в (70) зависят от 

параметров оптической среды, то найдем области стабильности опти-

ческой пули в зависимости от концентрации атомов n в среде и от-

стройки пробного импульса от квантовой точки типа “А” ∆𝑎 (рис. 39). 

В качестве начальных значений параметров среды выберем:  

I 



101 

𝑆𝑑𝑖𝑓 = 1 – знак дифракции, 𝑆𝑑𝑖𝑠𝑝=1 – знак дисперсии, 𝜇𝑎𝑏 = 1,94 ∙ 10−28 – 

дипольный момент квантовых точек типа a (рис. 39), Г𝑎 = 1011 – ско-

рость релаксации квантовых точек типа “a” (рис. 39), 𝛽0 = 4, Г2 =

5,5 ∙ 109– скорость релаксации квантовых точек типа “b” (рис. 39), 

𝐼𝑝 = 106 ‒ начальная интенсивность пробного поля.⁡⁡⁡⁡ 

Используя (73) и условия устойчивости (76) оптической пули, 

численно смоделируем области устойчивости и получим результат, 

отраженный на рис. 39. 

  
Рис. 39. Выделенная область на графике ‒ область 

устойчивости параметров оптической пули в зависимости от 

концентрации атомов и отстройки верхнего квантового 

уровня. Точка А со значениями n = 38 ∙ 1022 и ⁡∆𝒂= −5,85 ∙ 1012  

Прямое численное моделирование системы уравнений (72) со 

значениями из области стабильности точки А на рис. 39 позволяет 

увидеть стабилизацию параметров импульса как на рис. 40 и 41.  

Так же можно построить трехмерный контур импульса (32), 

представленный на рис. 42. 
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Рис. 40. На рисунках изображены кривые ширины импульса X0, 

Y0, T0. Ширина соответствует разным начальным значениям   

в соотношении 1,3 : 1 : 0,7 соответственно X0, Y0, T0: а ‒ 

изображены кривые при малых значениях пройденного 

расстояния; б ‒ при больших расстояниях.  В  результате чего  

мы  видим стабилизацию формы волнового пакета 

 

а)

 

б) 
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Рис. 41. На рисунках изображены кривые изменения 

амплитуд в зависимости от пройденного расстояния 

импульса: а ‒ изображена кривая при малых значениях 

пройденного расстояния; б ‒ при больших расстояниях. На 

графиках видно, что амплитуда импульса стабилизируется и  

принимает постоянное значение 

 

 
а) ξ = 0  б) ξ = 10                в) ξ = 50  г) ξ = 2000 

 
Рис. 42. На рисунке изображен контур квадрата модуля импульса (71): а ‒ 

импульс имеет стационарный вид ξ = 0; б ‒ ξ =10; в ‒ ξ =50; г ‒ ξ = 2000, где 

ξ – пройденный путь импульса. Из рисунка видно, что контур импульса 

вначале начинает осциллировать ширину в различных направлениях, а затем 

параметры  импульса  стабилизируются  и  контур  превращается   в   сферу 

а)

 

б) 
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Таким образом, в проведенном исследовании продемонстриро-

вана возможность управления формированием трехмерных диссипа-

тивных оптических солитонов – лазерных пуль ‒ в процессе распро-

странения оптических импульсов в резонансных средах двухуровне-

вых атомов двух типов ‒ пассивных, находящихся в основном состо-

янии, и активных, переведенных в возбужденное состояние предвари-

тельным воздействием мощного импульса оптической накачки.  
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

Интерес к оптическим свойствам плотных систем излучателей и 

многокомпонентным средам с оптически активными частицами, к ко-

торым относятся примесные кристаллы и стекла, не ослабевает не-

сколько последних десятилетий. Современные успехи в развитии из-

мерительной техники и систем накопления и обработки информации 

лишь усиливают тенденции к изучению таких систем с целью их по-

следующего полезного использования и уточнения фундаментальных 

законов природы.  

Наблюдаемые отличия в характеристиках излучения ансамблей 

квантовых объектов и одиночных источников вместе с изменением 

оптических свойств излучателей в зависимости от их локального 

окружения на масштабах как порядка длин волн, так и субатомных 

ставят сложнейшие задачи построения новых теорий. Понимание ос-

новополагающих взаимодействий, которые определяют обнаружен-

ные свойства оптических материалов, дает возможность развития ме-

тодов количественного описания и последующего построения новых 

технологических схем. Изучение и использование свойств активных 

или резонансных возбуждающему излучению частиц и систем в раз-

личных средах определяют развитие самых современных направле-

ний физики – фотоники и нанооптики. Наличие примесей редкозе-

мельных элементов в оптических волокнах, дефекты типа азот-

вакансия в алмазных пленках представляют основу для разработки 

элементов оптической и квантовой логики, систем регистрации и ге-

нерации коротких оптических импульсов и одиночных фотонов.  

Существующие на сегодняшний день методы регистрации и 

анализа спектров излучения отдельных атомов и молекул в упорядо-

ченных и неупорядоченных средах имеют четкие перспективы стать 

новыми, более точными, способами диагностики микро- и макроха-

рактеристик сред. Успех последнего, однако, в большой степени зави-

сит от развития теории. Примечательно, что несмотря на значитель-

ные усилия и успехи в теоретическом описании некоторых наблю-

давшихся явлений, на многих направлениях остаются нерешенными 
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целые комплексы проблем и задач. Нередко в решении задач атомно-

оптического взаимодействия превалирует феноменологический под-

ход, что также определяет обширную область для построения более 

строгих теорий и развития новых формализмов описания. К одному 

из нерешенных вопросов можно отнести явление внутренней или без-

резонаторной оптической бистабильности, наблюдаемой при реги-

страции оптического отклика ионов или ионных пар редкоземельных 

металлов в различных кристаллах и стеклах при низкой температуре 

при возбуждении внешним лазерным полем. Здесь возможны ситуа-

ции, когда система возбуждается одинаковыми лазерными импульса-

ми, а интенсивность люминесценции принимает одно из двух суще-

ственно различающихся значений. При минимальной температуре и 

плотности мощности лазера, близкой к 1 кВт∙см
-2

, возможно реализо-

вать как почти максимально яркий отклик, так и свечение лишь не-

значительно интенсивнее того, что получается при слабом возбужде-

нии. Вся же зависимость имеет ярко выраженный характер гистерези-

са. При этом в подобных экспериментах отсутствуют системы искус-

ственной обратной связи для создания бистабильности. Процессы, ко-

торые в подобных условиях заставляют примеси люминесцировать с 

различной интенсивностью при одинаковой накачке, до сих пор в 

точности не определены. Несмотря на то что надежды на скорое со-

здание приборов, которые могли использовать такой способ светоин-

дуцированного переключения, в значительной степени не оправда-

лись, современный интерес к этой проблеме обусловлен необходимо-

стью понимания фундаментальной составляющей во взаимодействии 

резонансного излучения с ансамблями атомов и как следствие воз-

можностью развития новых способов диагностики состояния матери-

алов. 
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