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Лабораторная работа №1
 Предварительный анализ объекта исследования
1. Цель работы

Цель данной работы - приобретение практических навыков в проверке статистических гипотез о распределении ошибок эксперимента по нормальному закону и о воспроизводимости опытов.

 2. Общие сведения

Обработка активного эксперимента осуществляется на основе регрессионного анализа. Для использования регрессионного анализа должны выполняться следующие предпосылки:

- ошибки экспериментов должны распределяться по нормальному закону;

- опыты должны быть воспроизводимыми.

Поэтому, перед выполнением активного эксперимента необходимо провести предварительную серию опытов на изучаемом объекте (системе, процессе) для выявления наличия или отсутствия выше указанных предпосылок.

В лабораторной работе объект исследования имитируется математической моделью, а погрешности измерений моделируются нормально распределенными случайными числами. Работа выполняется в программе EXCEL.
2.1. Проверка гипотезы о нормальном законе распределения ошибок эксперимента

Для проверки гипотезы о нормальном законе распределения ошибок часто используют W- критерий [1]. Для анализа требуется провести от 3 до 50 параллельных опытов, выполняемых в одинаковых условиях. Проверка выполняется в следующей последовательности:

1) Результаты опытов располагаются в возрастающей последовательности

y1<=y2<=….<=yk
2) Вычисляется значение величины
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3) Вычисляют значение величины
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Коэффициенты ai берутся из таблицы 1

Таблица 1 -  Коэффициенты ai  используемые при проверке гипотезы с  

                      помощью  W- критерия
	i
	k

	
	3
	4
	5
	6
	10

	1
	0,7071
	0,6872
	0,6646
	0,6431
	0,5739

	2
	 
	0,1677
	0,2413
	0,2806
	0,3291

	3
	 
	 
	 
	0,0875
	0,2141

	4
	 
	 
	 
	 
	0,1224

	5
	 
	 
	 
	 
	0,0399


4) Находят расчетное значение критерия
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5) По таблице 2 определяют критическое значение W- критерия для уровня значимости 0,05

Таблица 2 – Критическое значение W-критерия для уровня 
                     значимости 0,05

	k
	3
	4
	5
	6
	10

	W 
	0,767
	0,748
	0,762
	0,788
	0,842


   При   выполнении неравенства
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принимается гипотеза о нормальном законе распределения ошибок эксперимента.

Пример 1
Рассмотрим пример проверки гипотезы с помощью W-критерия. Модель объекта описывается уравнением 

                        y= 200-4*(x1-5)2-4*(x2-5)2-4*(x3-5)2 + e,
где хi – факторные переменные; е – ошибка измерений, описываемая нормальным законом распределений (подлежит проверке).

Факторные переменные изменяются в пределах, указанных в табл. 3.
Таблица 3 – Диапазон изменения факторных переменных

	Факторные переменные
	х1
	х2
	х3

	Верхнее предельное значение 
	10
	10
	10

	Нижнее предельное значение 
	0
	0
	0


Экспериментатор реализовал 10 опытов при одинаковых значениях факторных переменных (табл. 4), на результаты опытов наложил ошибки измерений, описываемые нормальным законом распределения с параметрами 

 N ≈ (0, 1).

Распределим результаты измерений в порядке возрастания

	34,76983
	35,27362
	35,39197
	35,98818
	35,98864
	36,0119
	36,23937
	36,82188
	37,49322
	37,61634


Расчетное значение величины s2 равно 7,731716.

Таблица 4 – Эксперимент для проверки гипотезы нормальности закона 

                       распределения ошибок измерений

	Опыты
	х1
	х2
	х3
	y
	е
	у+е

	1
	5
	10
	1
	36
	1,493217
	37,49322

	2
	5
	10
	1
	36
	-0,04182
	35,95818

	3
	5
	10
	1
	36
	-1,23017
	34,76983

	4
	5
	10
	1
	36
	0,239374
	36,23937

	5
	5
	10
	1
	36
	1,616336
	37,61634

	6
	5
	10
	1
	36
	-0,60803
	35,39197

	7
	5
	10
	1
	36
	-0,72638
	35,27362

	8
	5
	10
	1
	36
	0,821879
	36,82188

	9
	5
	10
	1
	36
	0,011896
	36,0119

	10
	5
	10
	1
	36
	-0,01136
	35,98864


Для расчета величины b (2) коэффициенты ai выбираем из таблицы 1 с учетом того, что l=0,5*10=5
a10=0,5739 ; a9=0,3292 ; a8=0,2141 ;a7=0,1224 ; a6=0,0399 .
Расчетное значение величины b равно 2,7019.

Вычислим значение 
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Критическое значение критерия W для уровня значимости 0,05 находим из табл. 5 для k=10, значение равно W=0,842.

Таблица 5 - Критическое значение W-критерия для уровня значимости 0,05
	k
	3
	4
	5
	6
	10

	W 
	0,767
	0,748
	0,762
	0,788
	0,842


Сравнивая величины  
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приходим к выводу, что распределение ошибок в эксперименте подчиняется нормальному закону.
2.2. Проверка гипотезы о воспроизводимости опытов с помощью 

       критерия Кохрена

Для проверки гипотезы необходимы результаты нескольких серий параллельных опытов, в каждой серии количество опытов должно быть одинаковым. Обычно число серий принимают равным 2-3 и количество опытов в каждой серии должно быть небольшим, равным 2-3 [1]. 

Для каждой серии параллельных опытов вычисляют среднее арифметическое значение и оценку дисперсии по формулам:
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где j – номер серии;
I – номер опыта в серии;
k – число параллельных опытов.

Расчетное значение критерия Кохрена представляет отношение наибольшей оценки дисперсии к сумме всех найденных оценок дисперсий [1, 2]
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Критическое значение критерия Кохрена для уровня значимости 0,05, числе серий опытов N и степеней свободы  fj=k-1 находят по табл. 6.

Таблица 6 - Значение критерия Кохрена при уровне значимости 0,05
	N
	k

	
	1
	2
	3
	4
	5

	2
	0,999
	0,975
	0,939
	0,906
	0,877

	3
	0,967
	0,871
	0,798
	0,746
	0,707

	4
	0,907
	0,768
	0,684
	0,629
	0,59

	5
	0,841
	0,684
	0,598
	0,544
	0,507


При выполнении соотношения 
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принимается гипотеза о том, что опыты воспроизводимы. Оценки дисперсий, полученные в сериях опытов считаются однородными, принадлежащими к одной генеральной совокупности. С использованием однородных дисперсий вычисляют дисперсию воспроизводимости опытов
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где fy – число степеней свободы, связанное с дисперсией воспроизводимости опытов.
Оценка дисперсии воспроизводимости используется при анализе результатов активного эксперимента для проверки статистических гипотез об адекватности уравнения регрессии и значимости коэффициентов регрессии.

Пример 2
Рассмотрим пример проверки гипотезы о воспроизводимости опытов. Модель объекта описывается уравнением 

                    y= 200-4*(x1-5)2-4*(x2-5)2-4*(x3-5)2 + e,
где хi – факторные переменные; е – ошибка измерений, описываемая нормальным законом распределений (подлежит проверке).

Выполним эксперимент на имитационной модели объекта, состоящий из 3-х серий по два параллельных опыта. Результаты эксперимента приведены в табл. 7.

Таблица 7 - Параллельные опыты
	Номер серии опытов
	Результат
	х1
	х2
	х3
	y
	е
	у+е
	yср
	s2

	1
	1
	5
	10
	1
	36
	-0,30023
	35,69977
	35,21104
	0,477705

	
	2
	5
	10
	1
	36
	-1,27768
	34,72232
	
	

	2
	1
	3
	5
	2
	148
	0,244257
	148,2443
	148,7604
	0,532735

	
	2
	3
	5
	2
	148
	1,276474
	149,2765
	
	

	3
	1
	8
	1
	7
	84
	1,19835
	85,19835
	85,46574
	0,142996

	
	2
	8
	1
	7
	84
	1,733133
	85,73313
	
	


 В седьмом столбце таблицы 7 записаны ошибки измерений, описываемые нормальным законом распределения с параметрами N ≈ (0, 1). 

Результаты расчетов средних значений зависимой переменной и оценок дисперсий, выполненные по (5), приведены в столбцах 9 и 10 табл. 7. 

Рассчитаем значение критерия Кохрена
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Критическое значение критерия Кохрена  для N=3, f=k-1=2-1=1 берем из табл. 6, которое равно G = 0,967. 
Соотношение 
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выполняется, следовательно принимается гипотеза о воспроизводимости опытов. 
Вычислим оценку дисперсии воспроизводимости опытов (7), приведенных в табл. 7.
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Оценка дисперсии воспроизводимости используется при анализе результатов активного эксперимента для проверки гипотезы об адекватности уравнения регрессии и значимости коэффициентов регрессии.

3. Порядок выполнения лабораторной работы

1) Ознакомиться с методикой проверки гипотез о нормальном законе распределения ошибок эксперимента и  воспроизводимости опытов, приведенной выше.

2) Получить у преподавателя вариант задания.

3) Реализовать модельный эксперимент по проверке гипотезы о нормальном законе распределения ошибок эксперимента.

4) Сделать выводы по результатам модельного эксперимента.

5) Реализовать модельный эксперимент по проверке гипотезы о воспроизводимости опытов с помощью критерия Кохрена.

6) Сделать выводы по результатам модельного эксперимента.

7) Оценить дисперсию воспроизводимости опытов в модельном эксперименте.

8) Оформить отчет по выполненной работе.

4. Содержание отчета по лабораторной работе

1) Название, цель работы и номер варианта задания.
2) Таблица с результатами модельного эксперимента для проверки гипотезы нормальности закона распределения ошибок измерений.
3) Вычисления критерия W и проверки гипотезы о нормальном законе распределения ошибок эксперимента.

4) Таблица с результатами модельного эксперимента по проверке гипотезы воспроизводимости опытов.

5) Вычисления значение критерия Кохрена и проверка гипотезы о воспроизводимости опытов в эксперименте.

6) Результаты оценки дисперсии воспроизводимости опытов и связанного с ним числа степеней свободы в модельном эксперименте.

7) Выводы по результатам выполненной лабораторной работы.

5. Контрольные вопросы
1) Какие предпосылки должны выполняться для использования регрессионного анализа? 
2) С какой целью проверяется гипотеза о нормальном законе распределения ошибок эксперимента?

3) Как находят расчетное значение критерия Wp  и приходят к выводу, что распределение ошибок в эксперименте подчиняется нормальному закону?
4) Что необходимо для проверки гипотезы о воспроизводимости опытов?
5) Как оценивается дисперсия в сериях параллельных опытов?
6) Что надо иметь для расчета значения критерия Кохрена?

7) Как вычисляется оценка дисперсии воспроизводимости по серии опытов и значение числа степеней свободы, связанное с дисперсией воспроизводимости?
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7. Варианты индивидуальных заданий
Освоить методику проведения предварительного анализа объекта исследования, проверки гипотезы о нормальном законе распределения ошибок эксперимента и воспроизводимости опытов на модели объекта. 
	Вариант
	Модель объекта
	Диапазон
изменения факторов
	Дисперсия ошибки измерений

	1
2

3
	y=300-4*(x1-5)2-4*(x2-5)2-4*(x3-5)2
	0-10
0-10

0-10
	1,0
1,2
0,8

	4
5

6
	y=300-4*(x1-7)2-4*(x2-7)2-4*(x3-7)2
	2-12
2-12

2-12
	1,0
1,2
0,8

	7
8

9
	y=350-3*(x1-6)2-3*(x2-6)2-3*(x3-6)2
	0-12
0-12

0-12
	1,0
1,2

0,8

	10
11

12
	y=200-4*(x1-5)2-4*(x2-5)2-4*(x3-5)2
	0-10
0-10

0-10
	1,0
1,2

0,8


Лабораторная работа №2
Полный факторный эксперимент

1. Цель работы

Цель данной работы - приобретение практических навыков планирования полного факторного эксперимента и исследование уравнений регрессии, полученных с помощью эксперимента. 
2. Общие сведения

Факторные планы позволяют упростить методику вычисления коэффициентов регрессионной модели эксперимента и сократить число опытов, достаточных  для построения модели [1, 2]. 
Эксперимент, в котором реализуются все возможные сочетания уровней факторов, называется  полным факторным экспериментом. Наиболее простой вариант полного факторного эксперимента – эксперименты типа 2k. Удобно представлять результаты экспериментов в виде матрицы планирования (табл. 1). 

          Таблица 1 – Матрица планирования эксперимента 22
	Опыты
	Факторы
	Параметр

оптимизации

	
	x1
	x2
	y

	1
	-1
	-1
	y1

	2
	+1
	-1
	y2

	3
	-1
	+1
	y3

	4
	+1
	+1
	y4


Матрица планирования должна обладать следующими свойствами:  
1) Симметричность относительно центра эксперимента;

2) Условие нормировки;

3) Свойство ортогональности;

4)  Свойство ротатабельности.

Для планирования эксперимента необходима модель самого эксперимента, как правило, математическая. В качестве таковой рассматривается линейная модель следующего вида:

                       y = b0 + b1 x1  + b2 x2 + b3 x3 + …+ bkxk                                       (1)
 Цель работы сводится к поиску неизвестных коэффициентов функции отклика. Коэффициенты вычисляются по формуле:                                                                                             
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Коэффициенты при независимых переменных указывают на силу влияния фактора. Чем больше численная величина коэффициента, тем большее влияние оказывает фактор. Если коэффициент имеет знак плюс, то между данным фактором и параметром оптимизации наблюдается прямая связь. Если же коэффициент имеет знак минус, то между данным фактором и параметром оптимизации обратная связь. Величина коэффициента соответствует вкладу данного фактора в величину зависимой переменной «у» при переходе фактора с нулевого на верхний или нижний уровень. 

Исследование уравнений регрессии, полученных с помощью полного факторного эксперимента, проводится с использованием следующих формул:
- дисперсия погрешностей коэффициентов регрессии, вычисленных по формуле (3), равна
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где 
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- дисперсия ошибки опытов, оцененная по параллельным опытам в лабораторной работе №1;
- остаточная сумма квадратов вычисляется по формуле 
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где 
[image: image19.wmf]y
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- значение зависимой переменной в u-ой строке матрицы планирования;
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- значение зависимой переменной, рассчитанное по модели (1) для u-ой строки матрицы планирования;
- адекватность модели регрессии проверяется по критерию Фишера:
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Если расчетное значение F меньше табличного значения критерия Фишера,  выбранного для уровня значимости α=0,05 и числа степеней свободы fr и fy, то полученная модель считается адекватной;
- значимость коэффициентов регрессии проверяется по критерию Стьюдента:
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Расчетное значение сопоставляется с критическим значением критерия Стьюдента, выбранным для уровня значимости α=0,05 и числа степеней свободы, с которым была определена ошибка эксперимента
[image: image23.wmf]s
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. Если расчетное значение критерия больше критического, коэффициент регрессии считается значимым. 
Незначимые коэффициенты отбрасываются без повторного пересчета значимых коэффициентов регрессии, так как матрица планирования ортогональная.

Если хотя бы один коэффициент регрессии при парном взаимодействии будет значимым, то в этом случае отвергается гипотеза линейности регрессионной модели.
Пример
Объект исследования задан математической моделью вида
                            y=200-4*(x1-5)2-4*(x2-5)2-4*(x3-5)2+e .                        (7)

В заданном интервале варьирования переменных (табл.2) изучаемый объект может описываться линейной моделью. 
Таблица 2 – Интервалы варьирования переменных

	Факторные переменные
	х1
	х2
	х3

	Основной уровень  "0"
	8
	8
	8

	Шаг варьирования Δxi
	1
	1
	1

	Верхний уровень +1
	9
	9
	9

	Нижний уровень -1
	7
	7
	7


Имеем дело с тремя независимыми переменными и каждую из переменных  варьируем на двух уровнях, условно обозначаемых +1 и -1. Все возможные комбинации для трех факторов, варьируемых на двух уровнях, будут исчерпаны, если поставить восемь опытов. Матрица планирования эксперимента с наложением ошибок измерений «е», описываемых нормальным законом распределения с дисперсией, равной 
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=1, приведена в  таблице 3.
Таблица 3 – Матрица планирования эксперимента с наложением  

                     ошибок измерений 
	Опыты
	х1
	х2
	х3
	y
	е
	y+e
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y

^



	1
	-1
	-1
	-1
	152
	-0,30023
	151,6998
	151,9496

	2
	1
	-1
	-1
	104
	-1,27768
	102,7223
	104,5843

	3
	-1
	1
	-1
	104
	0,244257
	104,2443
	103,3869

	4
	1
	1
	-1
	56
	1,276474
	57,27647
	56,02168

	5
	-1
	-1
	1
	104
	1,19835
	105,1984
	104,0923

	6
	1
	-1
	1
	56
	1,733133
	57,73313
	56,72706

	7
	-1
	1
	1
	56
	-2,18359
	53,81641
	55,52967

	8
	1
	1
	1
	8
	-0,23418
	7,765819
	8,164406


Примечание: При расчете зависимой переменной «у» по формуле (7) вместо кодовых обозначений факторных переменных подставлялись  соответствующие им фактические значения из таблицы 2.
По формуле (3) вычисляем коэффициенты уравнения регрессии: 
               b0 = 80,057; b1 = -23,68; b2 = -24,28; b3 = -23,93.
В результате модельного эксперимента получено уравнение регрессии, в котором факторные переменные представлены в кодированном виде:

                     y = 80,057 – 23,68x1  - 24,28 x2 – 23,93 x3 .                        (8)
Проведем исследование уравнения регрессии, полученного с помощью полного факторного эксперимента.

1) Дисперсия погрешностей коэффициентов регрессии, вычисленная по формуле (3), равна:
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2) Проверяем значимость коэффициента регрессии b1 по критерию Стьюдента (6):

                                              
[image: image27.wmf].
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Критерий Стьюдента, выбранный для уровня значимости α=0,05 и числа степеней свободы 7, равен  t=2,36.
Расчетное значение критерия больше критического, что подтверждает значимость коэффициент регрессии b1. Проверка остальных коэффициентов подтвердила их значимость.

По матрице планирования были вычислены коэффициенты парных взаимодействий, которые приняли значения b12= 0,428; b13= 0,303. Проверка по критерию Стьюдента показала  их статистическую незначимость. 
Незначимые коэффициенты отбрасываются без повторного пересчета значимых коэффициентов регрессии, так как матрица планирования ортогональная.

3) Коэффициенты при независимых переменных указывают на силу влияния фактора. Чем больше численная величина коэффициента, тем большее влияние оказывает фактор. Коэффициенты в уравнении регрессии (8) имеют знак минус, что указывают на обратную связь между факторами и зависимой переменной. Величина коэффициента соответствует вкладу данного фактора в величину зависимой переменной при переходе фактора с нулевого на верхний или нижний уровень. 

4) Для определения остаточной суммы квадратов модели по уравнению регрессии (8) вычисляются значения зависимой переменной 
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 для всех строк матрицы планирования. Результаты вычислений записаны в последнем столбце таблицы 3. Остаточная сумма квадратов модели, рассчитанная по формуле (4), составила величину 
[image: image29.wmf].
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5) Адекватность модели регрессии проверяется по критерию Фишера:

                                          
[image: image30.wmf].
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Табличное значение критерия Фишера, выбранное для уровня значимости α=0,05 и числа степеней свободы fr=(8-3-1)=4 и fy=7 равно Fкр=4,12. Расчетное значение F меньше Fкр, поэтому  полученная модель (8) считается адекватной.         
3. Порядок выполнения лабораторной работы

1) Ознакомиться с методикой планирования полного факторного эксперимента и анализом полученного уравнения регрессии.

2) Получить у преподавателя вариант задания.

3) Составить матрицу планирования полного факторного эксперимента.
4) Реализовать модельный эксперимент, вычислить коэффициенты уравнения регрессии. 

5) Исследовать уравнение регрессии, полученного с помощью полного факторного эксперимента:

- оценить дисперсию погрешностей коэффициентов регрессии;

- проверить значимость коэффициентов регрессии при линейных членах и парных взаимодействиях факторов;

- определить остаточную сумму квадратов модели регрессии;

- оценить адекватность модели регрессии.
6) Сделать выводы по результатам модельного эксперимента.

7) Оформить отчет по выполненной работе.

4. Содержание отчета по лабораторной работе

1) Название, цель работы и номер варианта задания.

2) Математическая модель объекта и интервалы варьирования переменных.
3) Матрица планирования эксперимента с наложением ошибок измерений.
4) Вычисления коэффициентов уравнения регрессии, оценка дисперсии погрешности коэффициентов  уравнения регрессии.
5) Проверка значимости линейных и парных коэффициентов регрессии по критерию Стьюдента.
6) Расчетное определение остаточной суммы квадратов модели. Оценка адекватности модели.

7) Выводы по результатам выполненной лабораторной работы.

5. Контрольные вопросы
1) Что называется  полным факторным экспериментом?

2) Какова процедура поиска коэффициентов линейной модели?

3) Как численно оцениваются эффекты взаимодействия?

4) В чем состоит исследование уравнений регрессии, полученных с помощью полного факторного эксперимента? 
5) Как оценивается дисперсия погрешностей коэффициентов регрессии и их значимость?
6) Как рассчитывается остаточная сумма квадратов модели и проверяется адекватность линейности регрессионной модели?
6. Список литературы
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7. Варианты индивидуальных заданий
Освоить методику проведения полного факторного эксперимента и исследование уравнений регрессии на модели объекта. 
	Вариант
	Модель объекта
	Диапазон
изменения факторов
	Основной уровень
	Шаг изменения факторов
	Дисперсия ошибки измерений

	1
2

3
	y=300-4*(x1-5)2-4*(x2-5)2-4*(x3-5)2
	0-10
0-10

0-10
	7

8

9
	1,0

1,0

1,0
	1,0
1,2

0,8

	4

5

6
	y=300-4*(x1-7)2-4*(x2-7)2-4*(x3-7)2
	2-12
2-12

2-12
	9

10

11
	1,0

1,0

1,0
	1,0
1,2

0,8

	7

8

9
	y=350-3*(x1-6)2-3*(x2-6)2-3*(x3-6)2
	0-12
0-12

0-12
	8

9

10
	1,0

1,0

1,0
	1,0
1,2

0,8

	10

11

12
	y=200-4*(x1-5)2-4*(x2-5)2-4*(x3-5)2
	0-10
0-10

0-10
	7
8

9
	1,0

1,0

1,0
	1,0
1,2

0,8


Лабораторная работа №3

Отыскание оптимальных условий функционирования системы.

Крутое восхождение по поверхности отклика
1. Цель работы

Цель данной работы - приобретение практических навыков нахождения оптимальные условия функционирования системы методом крутого восхождения по поверхности отклика.
2. Общие сведения

Метод отыскания оптимальных условий функционирования процессов был предложен Боксом и Уильсоном в 1951 г. [1, 2]. Они предложили использовать последовательный метод изучения поверхности отклика, напоминающий итерационный метод решения задач вычислительной математики. 
Исследователь вначале ставит небольшую серию опытов для локального описания небольшой поверхности отклика полиномом первой степени. Далее он движется по поверхности отклика в направлении градиента линейного приближения. Если одного линейного приближения оказывается недостаточным, исследователь повторно ставит небольшую серию опытов и находит новое направление для движения по поверхности отклика. Такой шаговый процесс движения по поверхности отклика продолжается до тех пор, пока исследователь не попадет в «почти стационарную область», где линейное приближение окажется недостаточным. Здесь ставится большая серия опытов для описания поверхности отклика полиномом второго порядка. 

Опишем процедуру поиска экстремума функции отклика. Ставится  ПФЭ или, чаще всего, ДФЭ с шагом варьирования Δхi  ,  i=1,2,..к. Получают линейное описание поверхности отклика:

                                  [image: image32.png]y=Dby +by *xy + -+ by *x;



 ,                                     (1)

где коэффициенты регрессии представляют собой частные производные:                                                

                                                       
[image: image33.wmf].
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Градиент функции отклика y задается выражением:
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                     (3)

где i, j, ….k – единичные векторы (орты) в направлении координатных осей.

Предполагается, что функция y непрерывна, однозначна и не имеет особых точек. Если поверхность отклика локально может быть описана линейным уравнением, то частные производные будут равны коэффициентам регрессии. В этом случае для движения по поверхности отклика в направлении крутого восхождения нужно независимые переменные (факторные переменные) изменять пропорционально величине соответствующих коэффициентов регрессии, с учетом их знака:
                                       Xi’ = Xi0 + [image: image37.png]


 ,              i =1,....k,                                 (4)
где с – константа, шаг изменения факторов при крутом восхождении.

При постановке эксперимента всегда приходится переходить к натуральным переменным хi. В натуральных переменных величина шага  принимается равной:

                                           Сi’ = с* Δхi.                                                       (5)

Надо помнить, что направление движения по градиенту не инвариантно к изменению интервала варьирования независимых переменных Δхi. Инвариантными остаются только знаки составляющих градиента. 

Если при движении по градиенту не будет дальнейшего улучшения зависимой переменной y, то это будет свидетельствовать о достижении почти стационарной области, которая описывается, чаще всего, полиномом второй степени.
Пример

Исследуется система, модель которого описывается уравнением: 

                      y= 200-4*(X1-5)2-4*(X2-5)2-4*(X3-5)2+e.
Ошибка измерений «е» имеет нормальный закон распределений с дисперсией, равной 
[image: image38.wmf]s

2

y

=1. Необходимо найти соотношение факторов, обеспечивающее наибольшее значение показателя «у». 
Реализован ПФЭ 23, в первых строках табл. 1 записаны интервалы варьирования и указаны кодовые обозначения переменных. В строках 7-14 дана матрица планирования. 
Таблица 1 – Планирование эксперимента при выборе оптимального  

(максимального) значения зависимой переменной
	1
	Обозначения натуральных значений переменных
	Х1
	Х2
	Х3
	y
	e
	y+e

	2
	Основной уровень Хi0 
	8
	8
	8
	
	
	

	3
	Интервал варьирования ΔХi
	1
	1
	1
	
	
	

	4
	Верхний уровень Ximax
	9
	9
	9
	
	
	

	5
	Нижний уровень Ximin
	7
	7
	7
	
	
	

	6
	Кодовые обозначения переменных
	х1
	х2
	х3
	
	
	

	7
	Опыт 1
	-1
	-1
	-1
	152
	-0,30023
	151,699768

	8
	Опыт 2
	+1
	-1
	-1
	104
	-1,27768
	102,722317

	9
	Опыт 3
	-1
	+1
	-1
	104
	0,244257
	104,244257

	10
	Опыт 4
	+1
	+1
	-1
	56
	1,276474
	57,276474

	11
	Опыт 5
	-1
	-1
	+1
	104
	1,19835
	105,19835

	12
	Опыт 6
	+1
	-1
	+1
	56
	1,733133
	57,733133

	13
	Опыт 7
	-1
	+1
	+1
	56
	-2,18359
	53,816412

	14
	Опыт 8
	+1
	+1
	+1
	8
	-0,23418
	7,765818

	15
	bi
b0=655,1978
	-23,682
	-24,281
	-23,928
	
	
	

	16
	bi* ΔХi 
	-23,682
	-24,281
	-23,928
	
	
	

	17
	с
	0,05
	0,05
	0,05
	
	
	

	18
	Шаг (с округлением)
	-1,0
	-1,0
	-1,0
	
	
	

	19
	Мысленный шаг 1
	7
	7
	7
	151,9497
	
	

	20
	Мысленный шаг 2
	6
	6
	6
	223,8423
	
	

	21
	Реализованный опыт 3
	5
	5
	5
	200
	0,3317
	200,3317

	22
	Реализованный опыт 4
	4
	4
	4
	188
	0,9914
	188,9914


При постановке эксперимента переходили к натуральным значениям переменных Хi. Переход от натуральных значений переменных к кодированным значениям осуществляется по формуле:
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Коэффициенты уравнения регрессии, строка 15, соответствуют натуральным значениям переменных.

Для движения по поверхности отклика в направлении крутого восхождения нужно независимые переменные (факторные переменные) изменять пропорционально величине соответствующих коэффициентов регрессии при натуральных переменных с учетом их знака:
                                
[image: image40.wmf].
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где с – константа, выбирается из соотношения, чтобы шаг изменения факторов при крутом восхождении не превышал величины 1,0.

Пользуясь этими величинами, выполнена серия мысленных опытов 1 и 2 (строки 19-20) для крутого восхождения по поверхности отклика. 

Опыт 3, соответствующий строке 21, был реализован и дал хороший результат. Далее был реализован опыт 4 (строка 22), который дал худший результат, чем в предыдущем опыте. Дальнейшее продвижение по градиенту не целесообразно, т.к. приводит к уменьшению зависимой переменной. 
В результате крутого восхождения зависимая переменная увеличилось до величины 200,33. При традиционных методах исследования решение этой задачи потребовало бы длительных и дорогостоящих усилий [1, 2].

Дальше поверхность отклика может описываться уравнением второго порядка, которая поддается систематизации – представляется в типовой  канонической форме. Задачи, связанные с изучением поверхности отклика рассматриваются в следующей лабораторной работе. 

3. Порядок выполнения лабораторной работы
1) Ознакомиться с методикой нахождения оптимальных условий функционирования системы и методом крутого восхождения по поверхности отклика.
2) Получить у преподавателя вариант задания.

3) Составить матрицу планирования полного факторного эксперимента. Рассчитать коэффициенты линейного уравнения регрессии.

4) Определить градиент функции отклика, задав его выражением.
5) Выбрать величину шага  для движения по направлению градиента.  
6) Выполнить два мысленных шага, убедиться в правильности движения по направлению градиента (значение зависимой переменной «у» должно возрастать). 
6) Реализовать модельный опыт, убедиться в возрастании значения зависимой переменной «у».

7) Реализовать следующий модельный опыт, убедиться в том, что попали в «почти» стационарную область поверхности отклика, при котором не стало дальнейшее улучшение зависимой переменной «y».
8) Определить соотношение факторов х1, х2, х3, обеспечивающее наибольшее значение показателя «у». 

9) Сделать выводы по результатам нахождения оптимальных условий функционирования системы.
10) Оформить отчет по выполненной работе.

4. Содержание отчета по лабораторной работе
1) Название, цель работы и номер варианта задания.

2) Математическая модель объекта и интервалы варьирования переменных.
3) Матрица планирования эксперимента с наложением ошибок измерений.
4) Вычисления коэффициентов уравнения регрессии в кодированных переменных. Оценка значимости линейных коэффициентов регрессии и адекватности модели.

5) Запись уравнения регрессии в натуральных значениях факторных переменных.

6) Таблица с планированием эксперимента и результатами крутого восхождения по поверхности отклика.
7) Значения  факторов х1, х2, х3, обеспечивающих наибольшее значение показателя «у».
8) Выводы по выполненной лабораторной работе.
5. Контрольные вопросы
1) В чем сущность метода крутого восхождения по поверхности отклика?
2) До каких пор продолжается шаговый процесс движения по поверхности отклика? 
3) Опишите процедуру поиска экстремума функции отклика.
4) Запишите выражение для градиента функции отклика. 
5) Чему равны частные производные функции поверхности отклика, если она локально может быть описана линейным уравнением?
6) Как нужно изменять независимые переменные для движения по поверхности отклика в направлении крутого восхождения? 
7) При движении по градиенту, что будет свидетельствовать о достижении почти стационарной области? 
6. Список литературы
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7. Варианты индивидуальных заданий
Освоить методику и получить навыки нахождения оптимальных условия функционирования системы методом крутого восхождения по поверхности отклика на модели объекта. 
	Вариант
	Модель объекта
	Диапазон
изменения факторов
	Основной уровень
	Шаг изменения факторов
	Дисперсия ошибки измерений

	1
2

3
	y=300-4*(x1-5)2-4*(x2-5)2-4*(x3-5)2
	0-10
0-10

0-10
	7

8

9
	1,0

1,0

1,0
	1,0
1,2

0,8

	4

5

6
	y=300-4*(x1-7)2-4*(x2-7)2-4*(x3-7)2
	2-12
2-12

2-12
	9

10

11
	1,0

1,0

1,0
	1,0
1,2

0,8

	7

8

9
	y=350-3*(x1-6)2-3*(x2-6)2-3*(x3-6)2
	0-12
0-12

0-12
	8

9

10
	1,0

1,0

1,0
	1,0
1,2

0,8

	10

11

12
	y=200-4*(x1-5)2-4*(x2-5)2-4*(x3-5)2
	0-10
0-10

0-10
	7

8

9
	1,0

1,0

1,0
	1,0
1,2

0,8


Лабораторная работа №4

Описание почти стационарной области. 
Ротатабельное планирование второго порядка
1. Цель работы
Цель данной работы - приобретение практических навыков описания почти стационарной области поверхности отклика полиномом второго порядка с использованием ротатабельного планирования. 
2. Общие сведения

Почти стационарную область поверхности отклика обычно удается описать полиномом второго порядка [1]. 
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  (1)
где е - ошибка измерений.

При построении квадратичных моделей двухуровневый эксперимент не обеспечивает необходимого числа опытов, в то же время использование трехуровневых планов может привести к большому числу опытов. Более эффективными оказываются композиционные планы, которые строятся на базе двухуровневых планов (ядро плана) с добавлением экспериментов в центре плана (нулевые точки) и на некотором расстоянии α от центра плана (звездные точки) [1, 2]. 

В ряде случаев боле эффективным считается ротатабельный центральный композиционный план. К ротатабельным планам приходится обращаться тогда, когда надо минимизировать систематические ошибки, связанные с неадекватностью представления результатов исследования полиномами второго порядка. 
Ротатабельным является такое планирование, у которого корреляционная матрица (XтХ)-1 инвариантна к ортогональному вращению координат.  Свойство ротатабельности не инвариантно к изменению масштабности независимых переменных. 
Ротатабельные планы с равномерным расположением точек на сфере приводят к вырожденным матрицам [1]. Для устранения этого принимают комбинации ротатабельных планов с различными радиусами сферы. 
Композиционные центральные ротатабельные планы (РЦКП) состоят из точек трех сфер: центральные точки N0, точки куба Nc и звездные точки Nα. Планы РЦКП приведены в таблице 1  [1].
Таблица 1 – Планы РЦКП

	α
	Nα
	N0
	Nc
	N
	k

Число факторов

	1,41
	4
	5
	4
	13
	2

	1,682
	6
	6
	8
	20
	3

	2
	8
	7
	16
	31
	4

	2,378
	10
	10
	32
	52
	5

	2,828
	12
	15
	64
	91
	6


Коэффициенты регрессии модели при линейных и парных взаимодействиях bi, bij определяются независимым образом, а коэффициенты при квадратичных составляющих bii, коррелированны между собой и корреляционно связаны со свободным членом  b0 [1]:
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где 
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n0 - число нулевых точек, nп- число периферийных точек     
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Значимость коэффициентов регрессии проверяется по критерию Стьюдента, а адекватность модели оценивается по критерию Фишера, пользуясь дисперсионным отношением по методике, описанной в лабораторной работе №2. 
Пример
Исследовать почти стационарную область поверхности отклика объекта, описываемого нелинейной моделью:
                        y= 200-4*(x1-5) 2-4*(x2-5) 2-4*(x3-5) 2 +е.                       (4)
Ошибка измерений «е» имеет нормальный закон распределения с дисперсией, равной 
[image: image47.wmf]s

2

y

=1. Определить вид поверхности отклика и найти соотношение факторов, обеспечивающее наибольшее значение зависимой переменной «у». 
Для решения поставленной задачи выбираем план РЦКП с тремя факторами, состоящими из точек трех сфер: центральные точки N0=6, точки куба Nc = 8 и звездные точки Nα=6. Величина звездного плеча равна  α =1,682 (табл. 1).
Соотношение между кодированными и натуральными значениями факторных переменных в РЦКП приведено в таблице 2.
В связи с тем, что свойство ротатабельности не инвариантно к изменению масштабности независимых переменных, расчет коэффициентов уравнения регрессии (1) проводим с использованием кодированных переменных, а опыты в строках матрицы планирования (табл. 3) реализуем с использованием соответствующих им натуральных значений факторных переменных. 

Таблица 2 – Соотношение между кодированными и натуральными значениями факторных переменных в РЦКП 

	Факторные переменные
	х1
	х2
	х3

	Основной уровень, код "0"
	5
	5
	5

	Шаг варьирования Δxi
	1
	1
	1

	Верхний уровень +1
	6
	6
	6

	Нижний уровень -1
	4
	4
	4

	Звездное плечо +α
	6,682
	6,682
	6,682

	Звездное плечо -α
	3,318
	3,318
	3,318


 Матрица планирования (табл. 3) состоит из трех блоков. Первый блок (строки 1-8) образует ядро плана, полный факторный эксперимент Nc = 23. Второй блок состоит из звездных точек (строки 9-14) Nα=6. Третий блок (строки 15-20) - центральные точки N0=6.
Для упрощения расчета коэффициентов уравнения регрессии воспользуемся EXCEL программой Анализ данных \ Регрессия. Результаты  вычислений приведены в таблице 4. 
Проверим значимость коэффициентов регрессии с использованием критерия Стьюдента. Критическое значение критерия для уровня значимости 0,05 и числа степеней свободы f=20-9-1=10 равно tкр=2,228. Расчетная t- статистика коэффициентов при линейных членах и парных взаимодействиях меньше критического значения, что позволяет исключить эти составляющие из модели (1) как незначимые переменные. 
Таблица 3 – Матрица планирования и результаты модельного 
                     эксперимента
	Опыты
	х1
	х2
	х3
	х12
	х22
	х32
	х1х2
	х1х3
	х2х3
	y
	е
	у+е

	1
	-1
	-1
	-1
	1
	1
	1
	1
	1
	1
	188
	-0,66288
	187,3371

	2
	1
	-1
	-1
	1
	1
	1
	-1
	-1
	1
	188
	0,51329
	188,5133

	3
	-1
	1
	-1
	1
	1
	1
	-1
	1
	-1
	188
	-0,06004
	187,94

	4
	1
	1
	-1
	1
	1
	1
	1
	-1
	-1
	188
	1,13054
	189,1305

	5
	-1
	-1
	1
	1
	1
	1
	1
	-1
	-1
	188
	0,89315
	188,8932

	6
	1
	-1
	1
	1
	1
	1
	-1
	1
	-1
	188
	-1,24447
	186,7555

	7
	-1
	1
	1
	1
	1
	1
	-1
	-1
	1
	188
	1,01957
	189,0196

	8
	1
	1
	1
	1
	1
	1
	1
	1
	1
	188
	-0,45327
	187,5467

	9
	1,682
	0
	0
	2,829124
	0
	0
	0
	0
	0
	188,6835
	0,38857
	189,0721

	10
	-1,682
	0
	0
	2,829124
	0
	0
	0
	0
	0
	188,6835
	-0,47423
	188,2093

	11
	0
	1,682
	0
	0
	2,829124
	0
	0
	0
	0
	188,6835
	-1,40967
	187,2738

	12
	0
	-1,668
	0
	0
	2,782224
	0
	0
	0
	0
	188,6835
	1,45138
	190,1349

	13
	0
	0
	1,682
	0
	0
	2,829124
	0
	0
	0
	188,6835
	-0,70209
	187,9814

	14
	0
	0
	-1,682
	0
	0
	2,829124
	0
	0
	0
	188,6835
	-0,082827
	188,6007

	15
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	200
	0,15534
	200,1553

	16
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	200
	0,30591
	200,3059

	17
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	200
	1,58844
	201,5884

	18
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	200
	-0,26654
	199,7335

	19
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	200
	0,04227
	200,0423

	20
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	200
	-3,16969
	196,8303


В связи с тем, что коэффициенты регрессии модели при линейных и парных взаимодействиях bi, bij определяются независимым образом, их можно отбросить из структуры модели без пересчета коэффициентов регрессии при квадратах факторных переменных.
Таблица 4 – Регрессионный анализ результатов модельного 

                     эксперимента
	
	
	
	
	

	Регрессионная статистика
	
	
	

	Множественный R
	0,984965
	
	
	

	R-квадрат
	0,970156
	
	
	

	Нормированный R-квадрат
	0,943296
	
	
	

	Стандартная ошибка
	1,309956
	
	
	

	Наблюдения
	20
	
	
	

	
	
	
	
	

	Дисперсионный анализ
	
	
	
	

	 
	df
	SS
	MS
	F

	Регрессия
	9
	557,8245141
	61,98050156
	36,1194883

	Остаток
	10
	17,15985039
	1,715985039
	

	Итого
	19
	574,9843645
	 
	 

	
	
	
	
	

	 
	Коэффициенты
	Стандартная ошибка
	t-статистика
	

	Y-пересечение
	199,7684
	0,534214144
	373,9482376
	

	Переменная X 1
	0,01518
	0,354453486
	0,042825956
	

	Переменная X 2
	-0,17279
	0,355074317
	-0,486636696
	

	Переменная X 3
	-0,12795
	0,354453486
	-0,36097614
	

	Переменная X 12
	-3,87153
	0,34494501
	-11,22360524
	

	Переменная X 22
	-3,88338
	0,347270362
	-11,18257095
	

	Переменная X 32
	-3,99512
	0,34494501
	-11,58189276
	

	Переменная X 1X2
	0,084888
	0,463139428
	0,183287137
	

	Переменная X 1X3
	-0,74716
	0,463139428
	-1,613256083
	

	Переменная X 2X3
	-0,03781
	0,463139428
	-0,08164388
	

	
	
	
	
	


После отбрасывания незначимых компонент уравнение регрессии, описывающее почти стационарную область поверхности отклика, с кодированными переменными принимает вид:
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Адекватность модели оцениваем по критерию Фишера путем сравнения расчетного значения критерия F=36,12 с табличным значением, полученным для уровня значимости 0,05 и числа степеней свободы f1= 3, f2=20-3-1=16, равного Fкр=3,24. В связи с тем, что F> Fкр модель (5) считается адекватной. 

Поверхность отклика представляет собой параболоид. Максимальное значение зависимой переменной равно уs = 199,768, что  соответствует значению кодированных переменных Х1=0, Х2=0, Х3=0.
Для записи модели в натуральных значениях факторных переменных подставим в (5) вместо кодированных переменных их значения, выраженные  через натуральные переменные 
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После подстановки получаем уравнение регресс в натуральных значения факторных переменных:
  y=-94,0 + 38,71x1 + 38,84x2 + 39,95x3 – 3,87x12 – 3,88x22 – 3,99x32       (6)
Коэффициент детерминации модели высокий, равен 0.989. Остаточная дисперсия модели равна sr2 = 1,0, что соответствует дисперсии погрешности измерения данных в модельном эксперименте.
Беря частные производные от выражения (6) по факторным переменным и приравняв их нулю, получаем значения x1 = 5, x2 =5, x3 =5, соответствующие максимальному значению зависимой переменной, равному  уs = 199,768.
3. Порядок выполнения лабораторной работы

1) Ознакомиться с методикой описания почти стационарной области поверхности отклика полиномом второго порядка с использованием ротатабельного планирования. 
2) Получить у преподавателя вариант задания.
3) Выбирать план РЦКП с тремя факторами, определить уровни варьирования переменных в модельном эксперименте.
4) Составить матрицу планирования РЦКП, состоящую из трех блоков.

5) Провести модельный эксперимент по составленному плану, наложить на зависимую переменную ошибку измерений, описываемую нормальным законом распределений.

6)  Рассчитать коэффициенты уравнения регрессии в EXCEL используя программу Анализ данных \ Регрессия. 

7) Проверить значимость коэффициентов регрессии с использованием    t-критерия Стьюдента. Отбросить незначимые коэффициенты. Повторно пересчитать (при необходимости) значения коэффициентов уравнения регрессии.

8) Проверить адекватность разработанной модели с использованием критерия Фишера. Оценить качество статистической модели.
9) Определить вид поверхности отклика и факторные переменные, соответствующие максимальному значению зависимой переменной «у».
10) Записать уравнение регрессии в натуральных значения факторных переменных.

11) Сделать выводы по результатам выполненной работы.
12) Оформить отчет по лабораторной работе.

4. Содержание отчета по лабораторной работе

1) Название, цель работы и номер варианта задания.

2) Математическая модель объекта, дисперсия погрешности измерений в плане РЦКП.

3) Матрица планирования эксперимента РЦКП с тремя независимыми переменными. Результаты модельного эксперимента с наложением ошибок измерений.
4) Результаты расчета коэффициентов уравнения регрессии в EXCEL программе Анализ данных \ Регрессия. 
5) Результаты проверки значимости коэффициентов уравнения регрессии, описываемого полиномом второго порядка.

6) Уравнение регрессии после отбрасывания незначимых переменных. Проверка адекватности модели.

7) Анализ вида поверхности отклика и оценка значения факторных переменные, соответствующих максимальному значению зависимой переменной «у».

5. Контрольные вопросы
1) Какие планы используются при построении квадратичных моделей? 
2) Из каких блоков состоят  композиционные планы? 

3) Когда обращаются к  ротатабельным планам второго порядка?

4) Свойства униформ – ротатабельных планов.
5) Как определяются коэффициенты регрессии модели при линейных и парных взаимодействиях bi, bij, а также квадратичных составляющих bii в планах РЦКП? 
6) Какова структура композиционного центрального ротатабельного плана? 

7) Как определяется значимость коэффициентов регрессии? 
8) Оценка адекватности модели, описываемой полиномом  второго порядка.
9) Отличия уравнений регрессии в кодированных и натуральных значениях независимых переменных

9) Вид поверхности отклика и нахождение оптимального значения зависимой переменной.
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7. Варианты индивидуальных заданий
Освоить методику и получить навыки описания почти стационарной области поверхности отклика полиномом второго порядка с использованием ротатабельного планирования. 
	Вариант
	Модель объекта
	Диапазон
изменения факторов
	Основной уровень
	Шаг изменения факторов
	Дисперсия ошибки измерений

	1
2

3
	y=300-4*(x1-5)2-4*(x2-5)2-4*(x3-5)2
	0-10
0-10

0-10
	5
5

5
	1,0

1,0

1,0
	1,0
1,2

0,8

	4

5

6
	y=300-4*(x1-7)2-4*(x2-7)2-4*(x3-7)2
	2-12
2-12

2-12
	7
7

7
	1,0

1,0

1,0
	1,0
1,2

0,8

	7

8

9
	y=350-3*(x1-6)2-3*(x2-6)2-3*(x3-6)2
	0-12
0-12

0-12
	6
6

6
	1,0

1,0

1,0
	1,0
1,2

0,8

	10

11

12
	y=200-4*(x1-5)2-4*(x2-5)2-4*(x3-5)2
	0-10
0-10

0-10
	5
5

5
	1,0

1,0

1,0
	1,0
1,2

0,8


Содержание
Лабораторная работа №1. Предварительный анализ объекта исследования…………………………………………………………………… 3

Лабораторная работа №2. Полный факторный эксперимент………… 12

Лабораторная работа №3. Отыскание оптимальных условий функционирования системы. Крутое восхождение по поверхности отклика
                                            ………………………………………………  20
Лабораторная работа №4. Описание почти стационарной области. Ротатабельное планирование второго порядка………………………………. 27






PAGE  
2

_1468595279.unknown

_1468692566.unknown

_1468744740.unknown

_1468748146.unknown

_1468774783.unknown

_1468914024.unknown

_1468942598.unknown

_1468944291.unknown

_1468775533.unknown

_1468750643.unknown

_1468774759.unknown

_1468750470.unknown

_1468747827.unknown

_1468748055.unknown

_1468692614.unknown

_1468742673.unknown

_1468742698.unknown

_1468692600.unknown

_1468600716.unknown

_1468602721.unknown

_1468692159.unknown

_1468602592.unknown

_1468597304.unknown

_1468600414.unknown

_1468596720.unknown

_1468222952.unknown

_1468524031.unknown

_1468524044.unknown

_1468524234.unknown

_1468520213.unknown

_1468519761.unknown

_1466059759.unknown

_1466060792.unknown

_1467533467.unknown

_1466061184.unknown

_1466060571.unknown

_1466060666.unknown

_1465576565.unknown

_1465581043.unknown

_1465328995.unknown

