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Введение 
Мысль о том, что эксперимент можно планировать, восходит к глубокой древности. Наш далекий предок, убедившийся, что острым камнем можно убить даже мамонта, выдвигал гипотезы, которые после целенаправленной экспериментальной проверки привели к созданию копья, дротика, а затем и лука со стрелами. Он не пользовался статистическими методами, поэтому остается непонятным, как он вообще выжил и обеспечил тем самым наше существование. Только в начале нашего века люди придумали статистические методы планирования эксперимента. Честь открытия этой идеи принадлежит английскому статистику Рональду Фишеру (конец двадцатых годов), который впервые показал целесообразность одновременного варьирования всеми факторами в противовес широко распространенному однофакторному эксперименту. Понадобилось еще несколько десятилетий, чтобы в начале пятидесятых годов появилось новое направление в планировании эксперимента, связанное с оптимизацией процессов, - планирование экстремального эксперимента. Первая работа в этой области была опубликована в 1951 г. Боксом и Уилсоном в Англии. Идея метода Бокса - Уилсона крайне проста. Экспериментатору предлагается ставить последовательные небольшие серии опытов, в каждой из которых одновременно варьируются по определенным правилам все факторы. Серии организуются таким образом, чтобы после математической обработки предыдущей можно было выбрать условия проведения (т.е. спланировать) следующую серию. Так последовательно, шаг за шагом, достигается область оптимума.

Применение планирования эксперимента делает поведение экспериментатора целенаправленным и организованным, способствует повышению производительности его труда и надежности полученных результатов. Важным достоинством метода является его универсальность, пригодность в огромном большинстве областей исследования, интересующих современного человека. В нашей стране планирование эксперимента развивается с 1960 г. под руководством В. В. Налимова [1]. 

Планирование эксперимента еще совсем молодая область. Она бурно развивается и вызывает все больший интерес у исследователей. Интерес вполне понятен: перспектива сократить число опытов, найти оптимум, получить количественные оценки влияния факторов и определить ошибки - крайне привлекательна. Но, когда экспериментатор делает попытку познакомиться с планированием эксперимента, он часто сталкивается с серьезными трудностями. Больше того, иногда он просто неверно применяет методы планирования или выбирает не самый оптимальный для данной ситуации путь исследования, или допускает еще какие-нибудь досадные ошибки. При этом снижается эффективность его работы и появляется опасность дискредитации важного и полезного направления. Эти трудности вызваны объективными причинами. Здесь и молодость данного направления, неустановившаяся терминология, недостаточность практического опыта и слишком абстрактный характер многих опубликованных работ, и недостаточная математическая подготовка экспериментаторов, и многое другое.

Применение планирования эксперимента делает поведение экспериментатора целенаправленным и организованным, существенно способствует повышению производительности его труда и надежности полученных результатов. 

Задачи, для решения которых может использоваться планирование эксперимента, чрезвычайно разнообразны. Поиск оптимальных условий, построение интерполяционных формул, выбор существенных факторов, оценка и уточнение констант теоретических моделей (например, кинетических), выбор наиболее приемлемых из некоторого множества гипотез о механизме явлений, исследование диаграмм состав-свойство - вот примеры задач, при решении которых применяется планирование эксперимента. 
Лекция 1 Основные определения планирования эксперимента
Планирование эксперимента, как раздел науки, имеет свою терминологию. Из названия темы видно, что речь идет об экспериментальных методах. Большинство научных исследований связано с экспериментом. Он проводится в лабораториях, на производстве, на опытных полях и участках, в клиниках и т. д. Эксперимент может быть физическим, психологическим или модельным. Он может непосредственно проводиться на объекте или на его модели. Модель обычно отличается от объекта масштабом, а иногда природой. Если модель достаточно точно описывает объект, то эксперимент на объекте может быть заменен экспериментом на модели. 

В последнее время наряду с физическими моделями все большее распространение получают абстрактные математические модели. Можно получать новые сведения об объекте, экспериментируя на модели, если она достаточно точно описывает объект. 

Насколько эффективно используется эксперимент? Джон Бернал, например, отмечал, что научные исследования организуются и проводятся настолько хаотично, что их коэффициент полезного действия может быть оценен величиной порядка 2%. Для того чтобы повысить эффективность исследований, требуется нечто совершенно новое. Одним из возможных путей является применение математических методов, построение математической теории планирования эксперимента.

Планирование эксперимента - это процедура выбора числа и условий проведения опытов, необходимых и достаточных для решения поставленной задачи с требуемой точностью. При этом существенно следующее: 

- стремление к минимизации общего числа опытов; 

- одновременное варьирование всеми переменными, определяющими процесс, по специальным правилам - алгоритмам; 

- использование математического аппарата, формализующего многие действия экспериментатора; 

- выбор четкой стратегии, позволяющей принимать обоснованные решения после каждой серии экспериментов. 

Одним из возможных путей является применение математических методов, построение математической теории планирования эксперимента. Планирование эксперимента - это процедура выбора числа и условий проведения опытов, необходимых и достаточных для решения поставленной задачи с требуемой точностью. При этом существенно стремление к минимизации общего числа опытов. 

Эксперимент, который ставится для решения задач оптимизации, называется экстремальным. Это название связано с глубокой аналогией между оптимизацией и поиском экстремума некоторой функции. Задача является экстремальной, если цель ее состоит в поиске экстремума некоторой функции. Чтобы установить, какая из двух задач является экстремальной, надо обратиться к их формулировкам и выяснить, где удовлетворяются требования экстремальности. 

Для описания объекта исследования удобно пользоваться представлением о кибернетической системе, которая схематически изображена на рис.1.



Рисунок 1- Схема черного ящика
Такую кибернетическую систему называют "черным ящиком". Стрелки справа изображают численные характеристики целей исследования. Мы обозначаем их буквой Y и называем параметрами оптимизации. В литературе можно встретить другие названия: критерий оптимизации, целевая функция, выход "черного ящика" и т.д. 

Для проведения эксперимента необходимо иметь возможность воздействовать на поведение "черного ящика". Все способы такого воздействия мы обозначаем буквой X и называем факторами. Их называют также входами "черного ящика". При решении задачи будем использовать математические модели объекта исследования. 

Под математической моделью мы понимаем уравнение, связывающее параметр оптимизации с факторами. Это уравнение в общем виде можно записать так:
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                    (1)
Каждый фактор может принимать в опыте одно из нескольких значений. Такие значения будем называть уровнями. Может оказаться, что фактор способен принимать бесконечно много значений (непрерывный ряд). Однако на практике точность, с которой устанавливается некоторое значение, не беспредельна. Поэтому мы вправе считать, что всякий фактор имеет определенное число дискретных уровней. Это соглашение существенно облегчает построение "черного ящика" и эксперимента, а также упрощает оценку их сложности. 
Фиксированный набор уровней факторов (т.е. установление каждого фактора на некоторый уровень) определяет одно из возможных состояний "черного ящика". Одновременно это есть условия проведения одного из возможных опытов. Если перебрать все возможные наборы состояний, то мы получим полное множество различных состояний данного "ящика". Одновременно это будет число возможных различных опытов. Чтобы узнать число различных состояний, достаточно число уровней факторов (если оно для всех факторов одинаково) возвести в степень числа факторов. 

В этих условиях мы просто вынуждены отказаться от таких экспериментов, которые включают все возможные опыты: перебор слишком велик. Тогда возникает вопрос, сколько и каких опытов надо включить в эксперимент, чтобы решить поставленную задачу. Здесь приходит на помощь планирование эксперимента. 

Однако нужно иметь в виду, что при планировании эксперимента не безразлично, какими свойствами обладает объект исследования. Прежде всего существенно, воспроизводятся ли на объекте результаты эксперимента. Выберем некоторые уровни для всех факторов и в этих условиях проведем эксперимент. Затем повторим его несколько раз через неравные промежутки времени и сравним значения параметра оптимизации. Разброс этих значений характеризует воспроизводимость результатов. Если он не превышает некоторой заранее заданной величины (наших требований к точности эксперимента), то объект удовлетворяет требованию воспроизводимости результатов, а если превышает, то не удовлетворяет этому требованию. 

Мы будем рассматривать только такие объекты, для которых требование воспроизводимости выполняется. Планирование эксперимента предполагает активное вмешательство в процесс и возможность выбора в каждом опыте тех уровней факторов, которые представляют интерес. Поэтому такой эксперимент называется активным. Объект, на котором возможен активный эксперимент, называется управляемым. Это и есть второе требование к объекту исследования. На практике нет абсолютно управляемых объектов. 

На реальный объект обычно действуют как управляемые, так и неуправляемые факторы. Неуправляемые факторы влияют на воспроизводимость эксперимента и являются, причиной ее нарушения. Если требования воспроизводимости не выполняются, приходится обращаться к активно-пассивному эксперименту. Возможно, плохая воспроизводимость объясняется действием фактора, систематически изменяющегося (дрейфующего) во времени. Тогда нужно обращаться к специальным методам планирования. Наконец, возможно, что все факторы неуправляемы. В этом случае возникает задача установления связи между параметром оптимизации и факторами по результатам наблюдений за поведением объекта, или, как говорят, по результатам пассивного эксперимента. Эти случаи мы не будем рассматривать. 

Планирование экстремального эксперимента - это метод выбора количества и условий проведения опытов, минимально необходимых для отыскания оптимальных условий, т.е. для решения поставленной задачи. Приступая к знакомству с планированием экстремального эксперимента, надо иметь в виду, что при оптимизации распространен так называемый детерминированный подход, особенно широко используемый в химии. При этом предполагается построение физической модели процесса на основании тщательного изучения механизма явлений (например, кинетики, гидродинамики), что позволяет получить математическую модель объекта в виде системы дифференциальных уравнений. Несомненно, что детерминированный и статистический (связанный с планированием эксперимента) подходы должны разумно дополнять друг друга, а не противопоставляться, как это иногда делается. 
В качестве примера рассмотрим представление (1) в виде степенного ряда
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(2)
На практике ограничиваются конечным числом членов разложения, т.е. неизвестная функция аппроксимируется усеченным полиномом некоторой степени. Каждый фактор имеет свой допустимый диапазон изменения, т.е. известны граничные значения Ximin , Ximax .

Каждому фактору соответствует своя координатная ось, а образованное таким образом пространство называют факторным пространством. Назначая граничные значения, задаем область определения функции Y в факторном пространстве. На рисунке 2 представлена область экспериментирования функции двух переменных.

Поскольку факторы в общем случае размерные величины, их кодируют, чтобы иметь дело с безразмерными факторами. Операция кодирования представляет собой линейное преобразование факторного пространства, что ведет к переносу начала координат факторного пространства в точку с координатами
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Рисунок 2 -  Область экспериментирования функции двух переменных

Тогда для каждого фактора Ximin будет соответствовать -1, а Хimax +1. Кодированные значения факторов хi определяются следующим соотношением:
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Теперь уравнение (2) можно переписать через кодированные факторы в виде:
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или
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Уравнение (4) можно переписать в еще более компактной форме, если ввести фиктивный фактор х0, тождественно равный единице, и обозначить все двойные, тройные взаимодействия, а также квадраты факторов символом Xi, а соответствующие коэффициенты символом bi
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Пример. Пусть имеем два фактора Х1 и Х2. Тогда в соответствии с уравнением (4) получаем:
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Рисунок 3 - Поверхность отклика в двухфакторном пространстве
В соответствии с (5) задача нахождения Y заключается в том, чтобы на основе эксперимента при вариации xi определить неизвестные коэффициенты bi. Выражения (1) и (5) называют функцией отклика, представляющую в факторном пространстве в общем случае поверхность отклика. На рис. 3 показана поверхность отклика в двухфакторном пространстве.

Близость аппроксимирующей поверхности к истинной можно оценить тем или иным критерием. В качестве такой меры близости удобно выбрать квадратичную форму вида:
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где N — число экспериментальных значений функции отклика, число опытов в эксперименте; u - номер опыта; Y — значения функций отклика, предсказанная аппроксимирующим выражением; Yu — значения истинной поверхности отклика.
Рассмотрим пример для случая одного фактора:
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(7)

Подставив уравнение (7) в (6), получим:
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Чтобы найти экстремум, приравняем нулю частные производные:
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или
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Решая эту систему, получаем искомые значения b0 и b1 .
Контрольные вопросы:
1)  Планирование эксперимента и его особенности.
2)  Цели экстремального эксперимента

3) Схема черного ящика при планировании эксперимента

4) Понятие математической модели в планировании эксперимента
5) Воспроизводимость результатов опытов в эксперименте

6)  Требования, предъявляемые к объекту исследования

7) Представление математической модели степенным рядом
8) Кодирование факторов в эксперименте

9) Оценка близости аппроксимирующей поверхности к истинной
Лекция 2 Простые планы и планы более удачные
Несомненно, первое условие проведения эксперимента — это его организация, наличие плана. Но не всякий план можно считать удачным. Реальные эксперименты совершенствуются по мере приближения к безупречному.

Идеальный эксперимент

Лучше всего определить безупречность с помощью понятия идеального эксперимента (Кеппел, 1973, с. 23). В идеальном эксперименте допускается изменение только независимой переменной (и, разумеется, зависимой переменной, которая принимает различные значения при разных условиях). Все прочее остается неизменным, и поэтому на зависимую переменную влияет только независимая. В каждом эксперименте помимо независимой переменной изменяется что-то еще, идеальный эксперимент невозможен. Однако сама идея является полезной, именно ею  руководствуются при совершенствовании реальных экспериментов
Бесконечный эксперимент

Даже в случае проведения идеального эксперимента, оценки опытов все равно относились бы только к частным примерам реализации опытов. И, тем не менее, можно было  бы устранить влияния изменчивости внешних факторов, совершив невозможный «подвиг». Все, что  нужно исследователю, — это не прекращать эксперимент и продолжать его до бесконечности. Тогда он смог бы усреднить не только изменчивость внешней среды, но и возможные колебания в собственных оценках исхода опытов. Это и есть бесконечный эксперимент. Нетрудно видеть, что он не только невозможен, но и бессмыслен. Общий смысл эксперимента заключается в том, чтобы на базе ограниченного количества данных делать выводы, имеющие более широкое приложение. Однако бесконечный эксперимент, подобно идеальному, также может служить нам руководящей идеей.

Все это доказывает, что полностью безупречными не являются ни идеальный, ни бесконечный эксперименты. К счастью, они имеют не только разные недостатки, но и разные преимущества и могут служить для оценки реальных экспериментов, весьма далеких от безупречного.
Эксперимент полного соответствия

Ни идеальный, ни бесконечный эксперименты не позволяют устранить недостатки неудачного варианта исследования.  Чтобы совершенно исключить недостатки, нужен эксперимент полного соответствия. Этот эксперимент также является бессмысленным, хотя практически он осуществим. 

Все три вида безупречного (почти) эксперимента нереальны. Идеальный эксперимент является невозможным, эксперимент полного соответствия — бессмысленным, а бесконечный — тем и другим вместе. Полезны они как эксперименты «мысленные». Они подсказывают исследователю, что нужно делать для создания эффективного эксперимента. Идеальный и бесконечный эксперименты показывают, как избежать посторонних влияний и тем самым добиться большей уверенности в том, что экспериментальные результаты действительно отражают связь независимой и зависимой переменных. 
Эксперимент полного соответствия напоминает о необходимости контроля других важных переменных эксперимента, которые исследователь сохраняет неизменными.

Мало иметь заранее подготовленный план эксперимента и хорошо регистрировать его ход. Не всякий план является удачным. Реальный эксперимент можно оценить по его близости к эксперименту безупречному. Конечно, на практике безупречность недостижима. Значение идеи безупречного эксперимента состоит в том, что она дает образец для оценки реальных экспериментов и точного определения их недостатков. 
Одним из видов безупречного эксперимента является идеальный эксперимент, в котором одному и тому же испытуемому в одно и то же время предъявляются разные условия независимой переменной. Главное в нем — это обеспечение неизменности всех побочных факторов. 
Другим видом безупречного эксперимента является бесконечный, т.е. постоянно продолжающийся, эксперимент. Центральное значение имеет здесь достаточно большое количество данных. 
Третий вид безупречного эксперимента — эксперимент полного соответствия, все обстоятельства проведения которого суть те же самые обстоятельства, на которые будут распространяться его выводы. В нем важно то, что дополнительные факторы нужно сохранять не просто на неизменном, но и на адекватном уровне. 
В любом реальном эксперименте не все полученные данные можно считать достоверными. Однако нужно стремиться получить результаты как можно более близкие к результатам безупречного эксперимента. Чем ближе реальный эксперимент к безупречному, безошибочному и по плану, и по процедурам, тем лучше он репрезентирует, или представляет его. Во всех случаях сравнения оригинальных экспериментов с их менее удачно спланированными вариантами оказалось, что именно оригинальные лучше представляют безупречный эксперимент. В зависимости от того, насколько реальные эксперименты репрезентируют безупречный, они бывают более или менее валидными. Различают два вида валидности. Первый называется внутренней валидностью. Речь идет о таком планировании эксперимента, при котором можно получить то же отношение между независимой и зависимой переменными, что и в идеальном или бесконечном экспериментах, т.е. об устранении побочных влияний. 
Если же эксперимент по своему проекту позволяет получить те же результаты, что и эксперимент полного соответствия, то он обладает внешней валидностью.
Эксперимент, страдающий недостатком внутренней валидности, можно назвать неудачным, несостоятельным, а эксперимент, которому недостает внешней валидности, — неадекватным. Примером последнего служит эксперимент, при проведении которого уровень значимой дополнительной переменной не соответствует ее реальному уровню. Было установлено, что даже когда эксперимент удачно спланирован и успешно проведен, нет полной гарантии того, что полученные в нем результаты подобны результатам безупречного эксперимента. И наоборот, неудачно спланированный эксперимент может дать корректные результаты. Хотя у хорошо спланированного эксперимента таких шансов больше.

Особое внимание мы уделили внутренней валидности — главному требованию к любому эксперименту. Существует целый ряд факторов, затрудняющих достижение внутренней валидности. В эксперименте с одним испытуемым это прежде всего всевозможные изменения, происходящие с течением времени. Идеальный эксперимент неосуществим, нельзя одновременно предъявить одному и тому же испытуемому (объекту исследования) различные условия независимой переменной. На практике двух идентичных опытов не существует, независимо от того, предъявляются они одному испытуемому или разным. Это связано, в частности, с теми побочными факторами, уровни которых могут изменяться. Некоторые из этих факторов можно зафиксировать и проконтролировать. Однако в большинстве случаев связанная с ними нестабильность результатов от опыта к опыту неизбежна. Как продолжительные, так и кратковременные колебания такого рода являются скорее правилом, чем исключением. Некоторые из них связаны с непостоянством побочных влияний, которые можно определить, но нельзя проконтролировать. Даже сама независимая переменная не всегда остается неизменной в различных опытах. 
Непостоянство же зависимой переменной может быть связано также с особенностями изучаемого поведения и с его измерениями в эксперименте. Все эти факторы  объединяются под названием «факторы времени».
Рассмотрим еще три источника нарушения внутренней валидности. Некоторые эксперименты, особенно связанные с обучением, требуют применения различных задач для разных условий, и тогда «факторы задачи» становятся одним из таких источников. Далее, в любом эксперименте, где разные условия предъявляются одному и тому же испытуемому, существуют эффекты последовательности, т.е. влияния ранее предъявленного условия на предъявленное позже. 
И еще один источник нарушения внутренней валидности — это предубеждение экспериментатора о преимуществе одного из условий независимой переменной.

Все эти угрозы внутренней валидности, в случае их не устранения, могут привести к одному из двух следствий. Первое — ненадежность эксперимента. Она возникает в том случае, если при большом разбросе данных проведено слишком мало опытов. Здесь у исследователя нет полной уверенности в том, что при повторении эксперимента будут получены те же самые результаты. Второе—систематическое смешение, когда каждое из условий независимой переменной неразрывно связано со своим уровнем одной из других переменных, и это нарушает внутреннюю валидность.

Выше были обсуждены различные схемы эксперимента с одним испытуемым и то, насколько успешно позволяют они устранить указанные недостатки. Какая бы схема ни применялась, неотъемлемой частью эксперимента является первичный контроль за побочными факторами. Это — организация и протоколирование эксперимента, стабилизация известных побочных переменных, точность экспериментальных процедур и необходимое количество опытов.
Схема случайной последовательности особенно удобна в тех экспериментах, где для каждого из условий можно применить большое количествоопытов. Валидность зависит от числа опытов, необходимого для достижения высокой надежности эксперимента. Использование этой схемы исключает возможность всех эффектов последовательности, за исключением асимметричных влияний. Впрочем, последние сохраняются и при использовании других схем.

Если в эксперименте можно использовать не так много опытов, то лучше предъявлять их не в случайном порядке, а применить схему регулярного чередования. Надежность эксперимента вновь будет зависеть от соответствия количества опытов разбросу показателей. Экспериментатору следует обратить особое внимание на возможные влияния событий, происходящих через равные промежутки времени. Эти влияния могут давать определенное преимущество одному из исследуемых условий и, таким образом, приводить к систематическому смешению.

Схема позиционно уравненной последовательности применяется при относительно небольшом количестве опытов (или блоков опыта). Надежность зависит от адекватности выбора опытов или их блоков изучаемому поведению. Здесь контроль за систематическими влияниями факторов, изменяющимися от опыта к опыту, связан с предположением о линейном характере этих изменений.

Схемы различаются также и по тому, насколько успешно они позволяют преодолеть различия задач. При использовании позиционно уравненной последовательности все задачи разделяют на пары, стараясь подобрать в каждую пару задачи примерно одинаковой трудности. Если это не удается полностью, то внутренняя валидность эксперимента пострадает из-за неизбежного для данной схемы систематического смешения независимой переменной с факторами задачи. Если используются случайная последовательность или регулярное чередование условий, т.е. число опытов достаточно велико, то задачи (или пары задач) можно предъявлять в случайном порядке. Тогда систематического смешения с факторами задачи не происходит. Однако высокая степень изменчивости этих факторов снижает надежность эксперимента.

К систематическому смешению приводят также эффекты последовательности опытов. При использовании схемы позиционного уравнивания внутренней валидности угрожает неоднородность влияний ранних и поздних экспериментальных опытов. Труднее всего устранить такие случаи систематического смешения, когда влияния последовательности взаимно асимметричны, т.е. влияние условия А на условие Б отличается от влияния условия Б на условие А. И это может произойти в любом эксперименте, где различные условия независимой переменной предъявляются одному и тому же испытуемому.

Контрольные вопросы
1)  Как еще можно оценить эксперимент, кроме оценки качества организации его хода и протоколирования?

2)  Покажите, как с помощью понятия идеального эксперимента можно определить, что один способ проведения эксперимента лучше другого.

3)  Как внутренняя валидность связана с безупречным экспериментом?

4)  Можно ли считать хорошим эксперимент, который не вполне репрезентирует эксперименту полного соответствия?

5)  Опишите основные факторы, затрудняющие достижение внутренней валидности эксперимента.

6) Покажите различие между ненадежностью и систематическим смешением.

7)  Как вы определите, что в эксперименте лучше применить схему регулярного чередования, чем схему случайной последовательности?
Лекция 3 Основы планирования экспериментов
3.1 Общие черты эксперимента. Виды экспериментов
Эксперимент в ходе развития науки выступал мощным средством исследования явлений природы и технических объектов. Но лишь сравнительно недавно он стал предметом исследования. Пристальное внимание ученых и инженеров к тому, как лучше и эффективней проводить эксперимент, возникло не случайно, а является следствием достигнутого уровня и масштаба экспериментальных работ на современном этапе развития науки и техники. Этот этап с рассматриваемой точки зрения характеризуется ростом общего числа проводимых экспериментальных работ; увеличением количества специалистов, занимающихся экспериментальной деятельностью; существенным усложнением объектов исследования и используемого экспериментального оборудования; тенденцией к удлинению среднего времени экспериментирования и удорожанию исследований; начавшаяся процессом внедрения средств и систем автоматизации эксперимента.

Известно, что новая наука может возникнуть, если существует объективная необходимость ее появления и имеется предмет новой науки, представляющий общенаучный интерес. Сказанное в полной мере относится и к теории планирования эксперимента. Предмет исследования этого научного направления – эксперимент. Однако особенности планирования, постановки эксперимента рассматриваются и в физике, и в химии, и в прикладных науках. Для того, чтобы эксперимент стал предметом исследования отдельного научного направления, необходимо, чтобы он характеризовался некоторыми чертами, общими для любого эксперимента независимо от того, в какой конкретной области знаний эксперимент проводится. Такими общими чертами эксперимента является необходимость:

1) контролировать любой эксперимент, т.е. исключать влияние внешних переменных, не принятых исследователем по тем или иным причинам к рассмотрению;

2) определять точность измерительных приборов и получаемых данных;

3) уменьшать до разумных пределов число переменных в эксперименте;

4) составлять план проведения эксперимента, наилучший с той или иной точки зрения;

5) проверять правильность полученных результатов и их точность;

6) выбирать способ обработки экспериментальных данных и форму представления результатов;

7) анализировать полученные результаты и давать их интерпретацию в терминах той области, где эксперимент проводится.

Как и в любом сформировавшемся научном направлении, в теории планирования эксперимента выработалась определенная система основополагающих понятий и терминов. Приведем наиболее важные из них.

Объект исследования есть носитель некоторых неизвестных и подлежащих изучению свойств и качеств.

Планирование эксперимента – это процедура выбора числа и условий проведения опытов, необходимых и достаточных для решения поставленной задачи с требуемой точностью [2].

Принципы, положенные в основу теории планирования эксперимента, направлены на повышение эффективности экспериментирования, т.е.

- стремление к минимизации общего числа опытов;

- одновременное варьирование всеми переменными, определяющими процесс, по специальным правилам – алгоритмам;

- использование математического аппарата, формализующего многие действия экспериментатора;

- выбор четкой стратегии, позволяющей принимать обоснованное решение после каждой серии экспериментов.

Задачи, для решения которых может использоваться планирование эксперимента, чрезвычайно разнообразны.

Поиск оптимальных условий, построение интерполяционных формул, выбор существенных факторов, оценка и уточнение констант теоретических моделей, выбор наиболее приемлемых из некоторого множества гипотез о механизме явлений, исследование диаграмм – свойство – вот примеры задач, при решении которых применяется планирование эксперимента. Можно сказать, что там, где имеет место эксперимент, есть и наука о его проведении – планирование эксперимента [2].

Основной целью эксперимента являются выявление свойств исследуемых объектов, проверка справедливости гипотез и на этой основе широкое и глубокое изучение темы научного исследования.

Постановка и организация эксперимента определяют его назначение. Эксперименты, которые проводятся в различных отраслях науки, являются химическими, биологическими, физическими, психологическими, социальными и т.д.

Они различаются:

По способу формирования условий:

-  естественные;

-  искусственные.

По целям исследования:

-  преобразующие;

-  констатирующие;

-  контролирующие;

-  поисковые;

-  решающие.

По организации проведения:

-  лабораторные;

-  натурные;

-  полевые;

-  производственные и т.д.

По структуре изучаемых объектов и явлений:

-  простые;

-  сложные.

По характеру внешних воздействий на объект исследования:

-  вещественные;

-  энергетические;

-  информационные.

По характеру взаимодействия средства экспериментального исследования с объектом исследования:

-  обычный;

-  модельный.

По типу моделей, исследуемых в эксперименте:

-  материальный;

-  мысленный.

По контролируемым величинам:

-  пассивный;

-  активный

По числу варьируемых факторов:

-  однофакторный;

-  многофакторный.

По характеру изучаемых объектов или явлений:

-  технологические;

-  социометрические.

Конечно, для классификации могут быть использованы и другие признаки.

Для проведения эксперимента любого типа необходимо: разработать гипотезу, подлежащую проверке; создать программы экспериментальных работ; определить способы и приемы вмешательства в объект исследования; обеспечить условия для осуществления процедуры экспериментальных работ; определить способы и приемы вмешательства в объект исследования; обеспечить условия для осуществления процедуры экспериментальных работ; разработать пути и приемы фиксирования хода и результатов эксперимента (приборы, установки, модели и т.п.); обеспечить эксперимент необходимым обслуживающим персоналом [3].

3.2 Стратегия и тактика эксперимента

Особое значение для проведения эксперимента имеет правильно разработанная методика эксперимента. Методика – это совокупность мыслительных и физических операций, размещенных в определенной последовательности, в соответствии с которой достигается цель исследования. При разработке методик проведения эксперимента необходимо предусматривать: проведение предварительного целенаправленного наблюдения над изучаемым объектом или явлением с целью определения исходных данных (гипотез, выбора варьирующих факторов); создание условий, в которых возможно экспериментирование (подбор объектов для экспериментального воздействия, устранение влияния случайных факторов); определение пределов измерений; систематическое наблюдение за ходом развития изучаемого явления и точные описания фактов; проведение систематической регистрации измерений и оценок фактов различными средствами и способами; создание повторяющихся ситуаций, изменение характера условий и перекрестные воздействия, создание усложненных ситуаций с целью подтверждения или опровержения ранее полученных данных; переход от эмпирического изучения к логическим обобщениям, к анализу и теоретической обработке полученного фактического материала.

Перед каждым экспериментом составляется его план (программа), который включает: цель и задачи эксперимента; выбор варьирующих факторов; обоснование объема эксперимента, числа опытов; порядок реализации опытов, определение последовательности изменения факторов; выбор шага изменения факторов, задание интервалов между будущими экспериментальными точками; обоснование способов обработки и анализа результатов эксперимента.

Применение математической теории эксперимента позволяет уже при планировании определенным образом оптимизировать объем экспериментальных исследований и повысить их точность.

Важным этапом подготовки надо выбрать варьируемые факторы, т.е. установить основные и второстепенные характеристики, влияющие на исследуемый процесс, проанализировать расчетные (теоретические) схемы процесса. На основе этого анализа все факторы классифицируются и составляется из них убывающий по важности для данного эксперимента ряд. Правильный выбор основных и второстепенных факторов играет важную роль в эффективности эксперимента, поскольку эксперимент и сводится к нахождению зависимостей между этими факторами. Иногда бывает трудно сразу выявить роль основных и второстепенных факторов. В таких случаях необходимо выполнять небольшой по объему предварительный поисковый опыт.

Необходимо также обосновать набор средств измерений (приборов) другого оборудования, машин и аппаратов. В связи с этим экспериментатор должен быть хорошо знаком с выпускаемой в стране измерительной аппаратурой (при помощи ежегодно издающихся каталогов, по которым можно заказать выпускаемые отечественным приборостроением те или иные средства измерений). Естественно, что в первую очередь следует использовать стандартные, серийно выпускаемые машины и приборы, работа на которых регламентируется инструкциями, ГОСТами и другими официальными документами.

В отдельных случаях возникает потребность в создании уникальных приборов, установок, стендов, машин для разработки темы. При этом разработка и конструирование приборов и других средств должны быть тщательно обоснованы теоретическими расчетами и практическими соображениями о возможности изготовления оборудования. При создании новых приборов желательно использовать готовые узлы выпускаемых приборов или реконструировать существующие приборы. Ответственный момент – установление точности измерений и погрешностей.

В методике подробно разрабатывается процесс проведения эксперимента, составляется последовательность (очередность) проведения операций измерений и наблюдений, детально описывается каждая операция в отдельности с учетом выбранных средств для проведения эксперимента, обосновываются методы контроля качества операций, обеспечивающие при минимальном (ранее установленном) количестве измерений высокую надежность и заданную точность. Разрабатываются формы журналов для записи результатов наблюдений и измерений [3].

Важным разделом методики является выбор методов обработки и анализа экспериментальных данных. Обработка данных сводится к систематизации всех цифр, классификации, анализу. Результаты экспериментов должны быть сведены в удобочитаемые формы записи – таблицы, графики, формулы, номограммы, позволяющие быстро и доброкачественно сопоставлять полученное и проанализировать результаты. Все переменные должны быть оценены в единой системе единиц физических величин.

Результаты экспериментов должны отвечать трем статистическим требованиям:

1) требование эффективности оценок, т.е. минимальность дисперсии отклонения относительно неизвестного параметра;

2) требование состоятельности оценок, т.е. при увеличении числа наблюдений оценка параметра должна стремиться к его истинному значению;

3) требование несмещенности оценок – отсутствие систематических ошибок в процессе вычисления параметров.

Важнейшей проблемой при проведении и обработке эксперимента является совместимость этих трех требований.

При разработке плана-программы эксперимента всегда необходимо стремиться к его упрощению, наглядности без потери точности и достоверности. Это достигается предварительным анализом и сопоставлением результатов измерений одного и того же параметра различными техническими средствами, а также методов обработки полученных результатов. В условиях интенсификации проведения научных исследований важнейшее место в процессе подготовки эксперимента должно отводиться его автоматизации (АСНИ) с вводом экспериментальных данных непосредственно с ЭВМ, с расчетом результирующих показателей, с автоматическим управлением хода эксперимента (последовательности и повторяемости замеров, определение средних значений, построение и т.д.) [3].
3.3 Методы и способы измерений, погрешности измерений

Важное место в экспериментальных исследованиях занимают измерения. Суть измерения составляет сравнение измеряемой величины с известной величиной, принятой за единицу (эталон).

Методы измерений можно подразделить на прямые и косвенные. При прямых измерениях искомую величину устанавливают непосредственно из опыта, при косвенных – функционально от других величин, определенных прямыми измерениями.

Различают также абсолютные и относительные измерения. Абсолютные – это прямые измерения в единицах измеряемой величины; относительные измерения представляют собой отношение измеряемой величины к одноименной величине, играющей роль единицы или измерения этой величины по отношению к одноименной, принимаемой за исходную.

В исследованиях применяются совокупные и совместные измерения. При совокупных измерениях одновременно измеряются несколько одноименных величин, а искомую величину при этом находят путем решения системы уравнений. При совместных измерениях – одновременно проводят измерения неодноименных величин для нахождения зависимости между ними.

Выделяется несколько основных методов измерения.
Метод непосредственной оценки соответствует определению значения величины непосредственно по отсчетному устройству измерительного прибора прямого действия (например, измерение массы на циферблатных весах). При использовании метода сравнения с мерой измеряемую величину сравнивают с величиной, воспроизводимой мерой (например, измерение массы на рычажных весах с уравновешиванием гирями). При методе противопоставления осуществляется сравнение с мерой (измеряемая величина и величина, воспроизводимая мерой, одновременно воздействуют на прибор, с помощью которого устанавливается соотношение между этими величинами, как, например, при измерении массы на равноплечных весах с помещением измеряемой массы и гирь на двух противоположных чашках весов). При дифференциальном методе на измерительный прибор воздействует разность измеряемой и известной величины, производимой мерой (например, измерения, выполняемые при проверке мер длины сравнением с образцовой мерой на компараторе). При нулевом методе результирующий эффект воздействия величины на прибор доводят до нуля (например, измерение электрического сопротивления мостом с полным его уравновешиванием). При методе замещения измеренную величину замещают известной величиной, воспроизводимой мерой (например, взвешивание с поочередным помещением измеряемой массы и гири на одну и ту же чашку весов). При методе совпадений разность между измеряемой величиной и величиной воспроизводимой мерой измеряется с использованием совпадения отметок шкал или периодических сигналов [3].

Неотъемлемой частью экспериментальных исследований являются средства измерений, т.е. совокупность технических средств, имеющих нормированные погрешности, которые дают необходимую информацию для экспериментатора. К средствам измерений относят меры, измерительные приборы, установки и системы.

Измерительные приборы (отсчетные устройства) характеризуются величиной погрешности и точности, стабильностью измерений и чувствительностью. Погрешность средства измерения – одна из важнейших его характеристик. Она возникает вследствие недоброкачественных материалов, комплектующих изделий, применяемых для приготовления приборов; плохого качества изготовления приборов; неудовлетворительной эксплуатации и др. Существенное влияние оказывают градуировка шкалы и периодическая проверка приборов. Кроме этих систематических погрешностей возникают случайные, обусловленные сочетаниями различных случайных факторов – ошибками отсчета, параллаксом, вариацией и т.д. Таким образом, необходимо рассматривать не какие-либо отдельные, а суммарные погрешности приборов. Погрешности приборов бывают абсолютными и относительными. Суммарные погрешности, установленные при нормальных условиях, называют основными погрешностями прибора.

Основной характеристикой прибора является его точность. Она характеризуется суммарной погрешностью. Средства измерения делятся на классы точности. Класс точности – это обобщенная характеристика, определяемая пределами основной и дополнительных допускаемых погрешностей, влияющих на точность.

Стабильность (воспроизводимость прибора) – это свойство отсчетного устройства обеспечивать постоянство показаний одной и той же величины. Со временем в результате старения материалов стабильность показаний приборов нарушается.

Все средства измерения проходят периодическую проверку на точность. Такая проверка предусматривает определение и по возможности уменьшение погрешностей приборов. Проверка позволяет установить соответствие данного прибора регламентированной степени точности и определяет возможность применения для данных измерений [3].

Контрольные вопросы
1) Поясните общие черты эксперимента.
2) Назовите принципы, положенные в основу теории планирования эксперимента.
3) Методика проведения эксперимента, ее содержание.

4) Содержание плана и программы эксперимента. 
5) Каким статистическим требованиям должны отвечать результаты экспериментов. 

6) Методы измерений в экспериментах и погрешности измерений.
Лекция 4 Параметры оптимизации и факторы. Требования, 
предъявляемые к параметрам оптимизации и факторам

 4.1 Параметры оптимизации и требования, предъявляемые к ним
Прежде, чем проводить любой эксперимент, неважно научный он будет

или нет, каждый из нас четко определяет для себя, а чего собственно он ждет

в результате своей бурной деятельности? Причем желательно, особенно в

случае промышленных или научных экспериментов, чтобы этот результат

выражался количественно. В «Планировании и организации эксперимента»

результат проведения опытов называется параметром оптимизации или откликом системы на воздействие.

Параметр оптимизации (отклик) – величина, описывающая результат проведенного эксперимента и зависящая от факторов, влияющих на эксперимент. В зависимости от объекта и цели исследования параметры оптимизации могут быть самыми разнообразными. Введем классификацию параметров оптимизации [5]:

1 класс - Экономические параметры оптимизации.

К данному классу относятся прибыль, себестоимость, рентабельность (эти параметры используются при исследовании действующих промышленных объектов), затраты на эксперимент (оценивается в любых исследованиях, в т.ч. и научно-исследовательских).

2 класс - Технико-экономические параметры оптимизации.

Среди этих параметров наиболее распространенными являются производительность и коэффициент полезного действия; такие параметры как стабильность, надежность, долговечность связаны с длительными наблюдениями и используются в основном при изучении дорогостоящих ответственных объектов.

3 класс  - Технико-технологические параметры оптимизации.

К этим параметрам оптимизации относятся физические характеристики продукта, механические характеристики продукта, физико-химические характеристики продукта, медико-биологические характеристики продукта, выход продукта. Как видно из перечня, данная категория параметров оптимизации оценивает качество выпускаемой продукции.

4 класс  - Прочие.

Эта категория содержит психологические, эстетические, статистические параметры оптимизации. Несмотря на кажущуюся простоту этой группы, данные параметры являются не менее важными, чем все предыдущие.
С ростом сложности объекта растет и психологическая нагрузка на исполнителя, отчего очень сильно может измениться качество продукции. Эстетические же параметры прежде всего учитываются в вопросах повышения реализации.

В качестве примера выбора параметра оптимизации можно рассмотреть

процесс обучения студента. Оценивать успешность проходящего процесса

обучения можно различными вариантами, но наиболее оптимальным до сих

пор остается балльная оценка знаний обучающегося. Исходя из приведенной

выше классификации, данный параметр оптимизации относится, скорее все-

го, к четвертому виду – прочие.

Рассмотрим требования, предъявляемые к параметрам оптимизации.

Требование №1.

Прежде всего, параметр оптимизации должен быть количественным, задаваться числом. Исследователь должен иметь возможность его измерят при любом фиксированном наборе уровней факторов.

Вернемся, к оценке знаний. Не будь балльной оценки знаний, обучающемуся трудно было бы понять насколько его уровень знаний соответствует

предъявляемым требованиям. Множество значений, которые принимает параметр оптимизации, называется областью его определения. Области определения могут быть дискретными и непрерывными. На практике, как правило, области определения дискретные.

Измерение параметра оптимизации предполагает наличие соответствующего прибора. В случае отсутствия такового по каким-либо причинам,

приходится пользоваться приемом, называемым ранжированием: каждому

параметру оптимизации присваиваются оценки по заранее выбранной шкале

(двухбалльной, пятибалльной и т.д.), и в дальнейшем пользуются такой шкалой ранговой оценки при исследованиях. Фактически, мы качественным величинам присваиваем количественные значения. Яркий пример ранжированного подхода – балльная система оценки знаний.

Требование №2.

Параметр оптимизации должен выражаться одним числом. Не должно возникать таких ситуаций, когда один и тот же параметр описывается разными значениями. В противном случае возникают неясности и разночтения.

Примером таких разночтений может являться несоответствие в прочтении оценок, полученных при обучении. Приведем один яркий исторический пример. Однажды один знакомый рассказал, как он посещал Царскосельский лицей и там видел табель А.С. Пушкина. «Представляешь, воскликнул знакомый, – а Пушкин-то был двоечником! У него в табеле одни двойки и колы стоят!» Конечно, можно и огорчиться, какого ужасного неуча записали в гении нации, если бы не одно «НО». В Царскосельском лицее была принята следующая система оценок:

1 – отлично разбирается в предмете, имеет к нему склонность, желание, использует творческий подход;

2 – неплохо разбирается в предмете, изучает без особого рвения, хотя и имеет склонность;

3 – слабо разбирается в предмете, изучает без особого рвения, склонности к предмету слабые;

4 – очень слабо разбирается в предмете, склонностей практически нет, изучает по принуждению;

0 – не разбирается в предмете, склонностей не обнаружено, усвоение предмета практически отсутствует.

Вот тебе и двоечник! К слову сказать, во всем табеле у Пушкина была единственная плохая отметка – ноль по математике. Ну не его это был пред-

мет.

Требование №3.

Однозначность параметра оптимизации в статистическом смысле: заданному набору уровней факторов  должно соответствовать, с точностью до ошибки эксперимента, одно значение параметра оптимизации. При этом обратное утверждение неверно, т.е. одно и то же значение параметра оптимизации может встречаться для разных наборов факторов.

Приведем пример. Хорошо известно, что для того, чтобы закипятить воду при нормальном давлении необходимо ее нагреть до 100 °С. И сколько бы

раз вы не проводили этот опыт, результат будет один и тот же – при нормальном давлении и температуре 100°С вода закипит. Однако при понижении давления температура кипения воды также снизится, т.е. получаем следующую ситуацию: другое сочетание значений температуры и давления даст

тот же результат эксперимента – вода закипит.

Требование №4.

Параметр оптимизации должен быть эффективным с точки зрения достижения цели и в статистическом смысле. Фактически, это означает, что выбирать параметр оптимизации необходимо таким образом, чтобы он определялся с наибольшей возможной точностью.

Требование №5.

Параметр оптимизации должен удовлетворять требованию универсальности и полноты. Под универсальностью и полнотой параметра понимается его способность всесторонне охарактеризовать объект исследования.

Требование №6.

Параметр оптимизации должен иметь физическим смысл, быть простым и легко вычисляемым. Требование физического смысла объясняется необходимостью дальнейшей интерпретации результатов эксперимента. Вообще говоря, можно параметр оптимизации описывать каким угодно выражением или способом, если только потом сможете объяснить, что это описание означает. Легкость и простота вычислений позволяют проконтролировать правильность вычисления параметра оптимизации в процессе построения моде-

ли эксперимента.

Требование №7.

И, наконец, параметр оптимизации должен существовать для всех состояний системы. Если жизнь на Марсе невозможна ни при каких состояниях, то выбирать в качестве результата эксперимента данное требование крайне неразумно.

Исходя из перечисленных требований, видно, что выбрать подходящий

параметр оптимизации является делом довольно-таки трудоемким. Однако,

именно правильный выбор параметра оптимизации является залогом успеха

при дальнейшем планировании, поскольку выбор параметра оптимизации

диктует вид математической модели эксперимента.
4.2 Факторы и требования, предъявляемые к ним
После того, как выбран объект исследования и определен параметр оптимизации, необходимо определиться с величинами, которые могут влиять

на процесс. В «Планировании и организации эксперимента» эти величины

называются факторами. Упущенный существенный фактор ведет к абсолютно неправильным прогнозам и модели эксперимента, а лишний несущественный фактор только добавит хлопот при исследовании модели. Обычно рекомендуется использовать при планировании не более 15 факторов, если 15  же их больше – выбирать наиболее значимые, оставляя менее значительные факторы в стороне.

Фактор – измеряемая величина, описывающая влияние на объект исследования. Каждое значение, принимаемое фактором, называется уровнем фактора. Так же как и параметр оптимизации, каждый фактор имеет область определения – совокупность всех значений, которые может принимать данный фактор. Каждый фактор может принимать в опыте одно из нескольких значений. Фиксированный набор уровней нескольких факторов, т.е. их определенных фиксированных значений, будет определять какие-то конкретные условия проведения эксперимента. При изменении хотя бы одного из факторов в таком наборе приведет к изменению и условий и, как следствие, к изменению значения параметра оптимизации. Для иллюстрации вернемся к примеру с кипящей водой, описанному в предыдущем параграфе. В рассмотренном примере используются два фактора – температура и давление, каждый из которых принимает определенные значения, т.е. принимает определенные уровни. Например, для давления –нормальное давление (760 мм рт. ст.), повышенное давление (скажем, 900 мм рт. ст.), пониженное давление (700 мм рт. ст.); для температуры – 50,100, 1000°С. Задавая те или иные значения температуры и давления, мы получим, что в одних случаях вода испариться почти мгновенно, в других лишь слегка нагреется, в третьих – она закипит. Таким образом, меняя комбинации давления и температуры, говоря научным языком используя разные комбинации уровней двух факторов, мы определяем новые условия для проведения эксперимента и в то же время получаем другой результат.

Если перебрать все возможные наборы состояний, мы получим полное

число возможных различных опытов. При этом число различных состояний

системы определяет ее сложность. Если обозначить число факторов, оказывающих влияние на эксперимент, как k, а число уровней, принимаемых каждым из факторов, буквой m, то число возможных состояний системы, т.е.

число всех возможных опытов, определяется формулой:

                                              N = m k .

Факторы бывают двух типов:

количественные – их можно оценивать количественно: измерять, взвешивать,

титровать и т.п.; качественные – количественно данный фактор задать не удается. Это разные вещества, технологические способы и т.п.

Требования, предъявляемые к факторам [5].

Требование №1.

Факторы должны быть управляемыми, т.е. экспериментатор должен иметь возможность, выбрав нужное значение фактора, поддерживать его постоянным на протяжении всего эксперимента. Например, температура конфорки, на которую поставили подогревать воду – управляемая величина, мы можем ее величину менять самостоятельно и поддерживать постоянной сколько нам угодно; температура в комнате, где проходит эксперимент – неуправляемая величина, т.к. способов воздействовать на нее у нас практически нет и поддерживать ее на том или ином уровне для экспериментатора проблематично. В этом случае, при планировании эксперимента по нагреву воды мы в качестве фактора можем учитывать лишь первую температуру. Второй же показатель мы можем лишь принять во внимание.

Требование №2.

Фактор должен быть операциональным, т.е. можно указать последовательность действий (операций), необходимых для задания того или иного значения фактора. Для того, чтобы переключить регулятор температуры на конфорке, каждый из нас предпринимает определенную последовательность действий, и мы можем ее точно описать (подойти к конфорке, повернуть регулятор и т.д.). А попробуйте маленькому ребенку лет трех-четырех просто сказать:

- Включи чайник!

Если он делает это впервые, он просто-напросто вас не поймет. Во втором случае мы имеем дело с нарушением принципа операциональности. 

Требование №3.

Точность замера фактора должна быть как можно выше. Степень точности определяется диапазоном изменения факторов.

Требование №4.

Факторы должны быть однозначны, т.е. непосредственно влиять на объект исследования. Трудно изменять фактор, который является функцией других факторов. Например, в качестве влияющего фактора не рекомендуется использовать женское настроение, поскольку трудно понять, что именно влияет на него в ту или иную минуту. А даже если и поймете, то в этом случае в качестве фактора лучше выбрать именно то, что влияет, дабы регулировать это настроение.

При планировании эксперимента редко рассматривается один фактор,

обычно берется в рассмотрение сразу несколько факторов. Поэтому возникает необходимость формулировать требования, предъявляемые к совокупности факторов [5].

Требование №1.

Прежде всего, факторы должны быть совместимы. Совместимость факторов означает, что все их комбинации осуществимы и безопасны. Несовместимость факторов может наблюдаться на границах областей их определения.

Избавиться от несовместимости можно, если в каждой области брать подобласть несколько меньшего размера. Положение усложняется, если несовместимость наблюдается внутри областей определения факторов. В этом случае

приходится производить разбиение областей определения на несколько подобластей, «вырезая» кусок несовместимости, и ставить несколько планов

экспериментов.

Требование №2.

При планировании также важна независимость факторов, т.е. возможность установления факторов на каком-либо уровне вне зависимости от значений уровней других факторов. Иначе это требование называют требованием отсутствия корреляции между факторами. Если между факторами наблюдается зависимость среднего или высокого уровня, один из двух факторов не

принимают в рассмотрение.
Контрольные вопросы
1) Понятие параметра оптимизации. Классификация параметров оптимизации.
2) Требования, предъявляемые к параметрам оптимизации.

3) Факторы и требования, предъявляемые к ним.
4) Формулирование требований, предъявляемых к совокупности факторов.

Лекция 5 Выбор модели эксперимента
5.1 Принятие решений о выборе объекта  и его модели
Нередко при построении модели приходится принимать решение о вы-

боре самого объекта, а именно, какие его характеристики и поведенческие

функции следует учитывать, а какие – не вписываются в рамки поставленной

задачи. В планировании эксперимента любого исследователя, прежде всего,

интересует, как поведет себя система, если на нее подействовать определенным образом. При этом ни одного из экспериментаторов абсолютно не интересует, что при этом «чувствует» сама система. Модели подобного рода, когда рассматривается только влияние на объект и его ответ на это влияние без так называемым черным ящиком. При этом  воздействие на систему интерпретируется как входы черного ящика, а ответ системы на влияние – его выход.

В изучаемой курсе под моделью также часто понимают модель черного ящика, в которой используется функция, устанавливающая зависимость между параметром оптимизации и факторами:
                                  y= f(х1,х2, ..хк).

Данная функция носит название функции отклика. С этих позиций,

выбрать модель – значит выбрать вид этой функции, записать ее уравнение.

Тогда только останется провести эксперимент по вычислению численных коэффициентов данной модели.

Иногда вместо алгебраической формы, т.е. уравнения, функцию отклика удается представить в геометрической форме. В этом случае речь заходит

о поверхности отклика. Поиск решения в геометрической форме намного более нагляден, чем в виде уравнения. Однако, если число фактора больше двух, построение функции отклика невозможно, и приходится ограничиваться только алгебраической формой.

Остановимся на поверхности отклика подробнее. Для удобства рассмотрения представим систему, на которую влияют два фактора – х 1 и х 2 . Для того чтобы отобразить модель, достаточно располагать плоскостью с обычной декартовой системой координат, по осям которых располагаются уровни каждого из факторов. Тогда каждому состоянию системы, т.е. «ящика» будет соответствовать точка на плоскости. Так как для каждого из факторов существуют области определения, у каждого фактора есть максимальное и минимальное возможные значения, между которыми и изменяется тот или иной фактор. Если факторы совместимы, границы их областей определения образуют на плоскости некоторый прямоугольник – область совместного существования факторов, рисунок 1.

Рисунок 1. Пример факторного пространства
Пространство, образованное осями факторов (иногда осями факторов и осью параметра оптимизации), называется факторным пространством. Чтобы указать значения параметра оптимизации требуется еще одна ось координат – ось отклика. Объект подобного вида носит название поверхности отклика. Размерность факторного пространства зависит от числа факторов. Однако, если число факторов больше двух, построить поверхность отклика уже нельзя и приходиться ограничиваться только алгебраическим языком, т.е. уравнением функции отклика. Но для двух факторов можно даже не переходить к трехмерному пространству, а ограничиться плоскостью. Для этого достаточно произвести сечение поверхности отклика плоскостями, параллельными плоскости х1 О х2 , и полученные в сечениях линии спроектировать на эту плоскость, рисунок 2

Каждая линия, полученная в результате сечения, соответствует постному значению параметра оптимизации. Такая линия называется линией равного отклика.

Рисунок 2- Проекция сечений поверхности отклика на плоскость
Как же найти те оптимальные условия эксперимента, которые нас интересуют? Причем было бы неплохо, чтобы этот поиск не требовал особых затрат. В этом случае мы прибегаем к математической модели эксперимента,

с помощью которой можно предсказывать отклик системы в тех состояниях,

которые экспериментально не изучались. В этом случае появляется возможность прогнозирования результатов эксперимента в точках, являющихся оптимальными в рамках поставленной задачи. И здесь мы переходим к пошаговому принципу.

Однако, прежде, чем приступать к моделированию, необходимо определиться с основными требованиями к поверхности отклика, на основе которой мы и собираемся делать прогнозы [5].

Требование №1.

Непрерывность поверхности – если к какой-либо точке факторного пространства функция отклика терпит разрыв, нет никакой гарантии, что при

реальном осуществлении эксперимента данное состояние либо вообще не-

возможно, либо приведет к фатальным последствиям. При выборе большого шага перебора уровней факторов можно просто не заметить этот разрыв,

«перешагнув» через него, однако вероятность попадания в эту критическую

область на практике довольно-таки велика, и результат будет самым непредсказуемым.

Требование №2.

Гладкость поверхности отклика (соображения те же, что и в предыдущем пункте).

Требование №3.

Наличие единственного оптимума. Данное требование, пожалуй, одно из самых важных. При планировании эксперимента поиск оптимума может вестись в разных направлениях – и вправо, и влево. Если же оптимумов несколько, да они еще и неравноценны, нет никакой гарантии, что наткнувшись

на один из них, мы посчитаем данный оптимум именно тем решением, которое мы ищем, в то время, как это предположение неверно. Если же оптимум

будет единственным, неважно с какой стороны мы будем к нему приближаться.

Суть шагового принципа сводится к следующему. Если нам известен

вид поверхности отклика, кроме того, выполняются все требования для нее,

можно заранее теоретически выбрать направление, в котором следует двигаться в поисках оптимального решения, будь то максимум или минимуму

функции отклика (в зависимости от поставленной цели). Проведя эксперимент в выбранном направлении, по результатам определяемся, в каком направлении двигаться дальше. В конце концов, рано или поздно, реализовывая

такие серии экспериментов, и постоянно согласовываясь с видом поверхности отклика, мы найдем требуемый максимум.

Вообще говоря, моделей существует великое множество, а нам нужна

одна единственная. Чтобы выбрать ее необходимо определиться, какие требования нужно предъявлять к модели [5].

Требование №1.

Главное требование к модели эксперимента – способность предсказывать дальнейшее направление опытов с требуемой точностью. При этом точность предсказания не должна зависеть от направления, в котором мы двигаемся при планировании, т.е. точность предсказания должна быть одинакова во всех направлениях.

Требование №2.

Адекватность модели. Данное требование означает, что модель действительно должна предсказывать экспериментальные данные.

Требование №3.

Среди всех моделей необходимо выбирать ту, которая является наиболее простой. При этом понятие простоты довольно-таки относительно и зависит от решаемой проблемы. Прежде чем выбирать ту или иную функции нужно дополнительно задаться вопросом, а что подразумевается в данном случае под простотой – вид уравнения или легкость описания?

Наиболее часто в планировании эксперимента останавливаются на полиномиальных моделях вида:
y = bo– полином нулевой степени;

y=b0+b1x1+b2x2 – полином 1-ой степени (линейный);

y= b0+b1x1+b2x2+b12x1x2+b11x12+b22x22– полином 2-ой степени.
Увеличивая степень полинома, можно задать приблизительное описание (аппроксимацию) функции любой сложности. Для экспериментатора же

выбор полиномиальной модели позволяет значительно упростить поиск числовых коэффициентов. При выборе степени полинома нужно не забывать о

простоте описания. Слишком высокие степени, несмотря на увеличение точности предсказания, редко приветствуется, поскольку с каждой новой степенью затрудняется поиск числовых коэффициентов. При увеличении коэффициентов растет и число опытов, необходимых для их вычисления. Чаще всего

экспериментаторы стараются ограничиваться линейными полиномами, а если

они недостаточно точны, полиномами второй степени (квадратичными).

Дальнейшее увеличение степени полинома ведет, как правило, только к увеличению сложности прогнозирования и не больше.

5.2 Принятие решений перед планированием
Подытоживая все выше сказанное, отметим, что прежде чем заниматься планированием эксперимента, необходимо определиться с некоторыми вопросами [5].

I. Во-первых, следует точно определиться с понятием объекта исследования, дав ему точное формальное определение.

II.  Во-вторых, прежде чем приступать к эксперименту, необходимо однозначно и непротиворечиво сформулировать основную цель эксперимента, определиться с параметром оптимизации. Параметр оптимизации должен

быть единственным, хотя он и может принимать различные значения.

III.  В-третьих, необходимо определиться с факторами, влияющими на

ход эксперимента и с тем, какие значения принимают эти факторы. Влияющих факторов, вообще говоря, может быть сколько угодно, при этом каждый

из них может принимать бесконечное число значений. Однако не следует за-

бывать, что в зависимости от числа факторов и их уровней катастрофически

растет и число экспериментов. Выбирая, скажем, порядка двадцати факторов,

каждый из которых имеет, например, по два уровня, мы можем обречь себя

на долгие годы «мучений».

IV.  В-четвертых, необходимо озадачиться поиском области проведения эксперимента. И здесь должны учитываться следующие соображения [5].

1.  Прежде всего, необходимо оценить границы областей определения факторов. При выборе границ учитываются ограничения нескольких

типов:

a)  принципиальные ограничения – для значений факторов, которые

ни при каких условиях не могут быть нарушены. Например, температура никак не может по значению оказаться ниже абсолютного нуля;

b)  технико-экономические ограничения. Например, стоимость сырья, дефицитность отдельных компонентов, время протекания процесса;

c)  конкретные условия проведения процесса – наиболее часто встречающийся тип ограничений. Например, существование аппаратуры, стадия разработки технологии и т.п.

Таким образом,  выбор экспериментальной области факторного пространства связан с тщательным анализом априорной 1 информации .

2.  На втором этапе необходимо найти локальную область для планирования эксперимента. Данная процедура включает в себя два этапа:

a)  выбор основного уровня. Наилучшим условиям, определенным

из анализа априорной информации, соответствует одна или несколько комбинаций уровней факторов. Каждая комбинация является многомерной точкой в факторном пространстве. Ее можно рассматривать как исходную точку для построения плана эксперимента. Такая точка называется основным или нулевым уровнем. Построение плана сводится к выбору точек, симметричных относительно основной. В разных условиях мы обладаем различной ин-

формацией об области наилучших условий. 

b)  Выбрав основной уровень, необходимо провести выбор интервалов варьирования. Необходимо выбрать два уровня, желательно симметричных относительно основного, которые называют верхним и нижним уровнями. Обычно за верхний уровень принимается тот, который соответствует наибольшему значению фактора, хотя данное требование и не является обязательным.

Интервалом варьирования факторов называется некоторое число (свое для каждого фактора), прибавление которого к основному уровню дает верхний уровень, а вычитание – нижний уровень.

 Априорной называется информация, извлеченная из результатов предшествующих опытов. Если информация берется из последующих опытов, она называется апостериорной.

Для упрощения записи условий эксперимента и обработки экспериментальных данных масштабы по осям выбираются таким образом, чтобы верх-ний уровень соответствовал (+1), нижний (–1), а основной – нулю. Это всегда

можно сделать с помощью преобразования:
xi*=(xi-x0)/mi ,
xi*– кодированное значение фактора,

xi – истинное значение фактора,

x0 – истинное значение нулевого уровня,

mi  – интервал варьирования,

i – номер фактора.
Для качественных факторов, имеющих два уровня, один уровень обозначается (+1), другой (–1); порядок значения не имеет. Графически процедуру перекодировки можно представить как смещение осей факторного пространства в центр области проведения эксперимента.
На выбор интервалов варьирования накладываются естественные  ограничения сверху и снизу Интервал варьирования не может быть меньше ошибки фиксирования уровня фактора, иначе верхний и нижний уровни окажутся неразличимыми. С другой стороны, интервал варьирования не может быть настолько большим, чтобы выйти за пределы области определения.

Кроме того, выбор интервалов варьирования напрямую зависит от информации относительно кривизны поверхности отклика и о диапазоне изменения

параметра оптимизации. В зависимости от этих трех условий выбор интервалов варьирования будет различным.

V.  И, наконец, необходимо помнить, что для грамотного исследователя является главной целью не поиск материальных благ, приобретаемых при оптимизации процесса, а построение математической модели объекта исследования, представляющей собой математической уравнение, связывающее параметр оптимизации и факторы, т.е. функции отклика. Наличие функции отклика «под рукой» поможет в дальнейшем решать новые задачи с наименьшими затратами по исследованию объекта.
Контрольные вопросы
1) Принятие решения о выборе объекта  исследования.

2) Выбор вида функции отклика.

3) Понятие области совместного существования факторов и линий равного отклика.
4) Основные требования, предъявляемые к поверхности отклика?
5) Какие требования предъявляются  при выборе модели?

6)  Какие решения принимаются перед планированием эксперимента?

Лекция 6 Введение в факторные планы
Факторные планы, рассматриваемые ниже, позволяют упростить методику вычисления коэффициентов регрессионной модели эксперимента. Кроме того, факторные планы (см. дробный факторный эксперимент) позволяют сократить число опытов для построения модели эксперимента. При этом учитывается, где именно построенная модель потеряет чувствительность, т.е. где она не сможет оценить, благодаря каким компонентам происходит изменение значений отклика (в некоторых случаях подобный подход допустим). Исходя из сказанного, изложение предложенного ниже материала ведется следующим образом. На примере полного факторного эксперимента показано, как можно рассчитать коэффициенты уравнения регрессии без использования метода наименьших квадратов или других методов. Далее показывается лишь методика сокращения числа опытов и оценка потери чувствительности модели эксперимента. Расчет коэффициентов модели в случае дробных реплик будет производиться так же, как и для полного факторного эксперимента. Поэтому, читая параграфы, посвященные построению дробных реплик, следует помнить, что после построения реплик, определения систем смешивания производится оценка коэффициентов регрессионной модели по методике, описанной ниже.
Методика получения дробных реплик, равно как и методика оценки коэффициентов регрессионной модели приводятся на простейшем случае – для двухуровневых факторов.

6.1 Полный факторный эксперимент типа 2k
Эксперимент, в котором реализуются все возможные сочетания уровней факторов, называется  полным факторным экспериментом. Наиболее простой вариант полного факторного эксперимента – эксперименты типа 2k . Начнем изучение планов эксперимента и способов их построения именно с этого типа. Эксперимент, в котором каждый из факторов имеет только два уровня, называется  факторным экспериментом типа 2k . Зная число факторов, можно вычислить общее число экспериментов, которые необходимо провести в данном случае. Напомним, общее число опытов определяется по формуле: 
N =m k ,

где m – число уровней фактора,

k – число факторов.
Тогда для полного факторного эксперимента данного типа общее число испытаний составит:
N = 2 k
.

Удобно представлять результаты априорных экспериментов в виде таблицы, каждый столбец которого соответствует значениям факторов, а каждая

строка – различным опытам. Последний столбец такой таблицы отводится

под значения параметра оптимизации, которые он принимает при заданных значениях фактора. Такие таблицы называются матрицами планирования

эксперимента или просто планами эксперимента, таблица 1. Каждый столбец матрицы называют вектор–столбцом, а каждую строку вектор–строкой.
Таблица 1 – Матрица планирования эксперимента 22
	Опыты
	Факторы
	Параметр

оптимизации

	
	x1
	x2
	y

	1
	-1
	-1
	y1

	2
	+1
	-1
	y2

	3
	-1
	+1
	y3

	4
	+1
	+1
	y4


Представленные в матрице результаты можно изобразить геометрически, рисунок 1. Для этого в области определения факторов находим основную точку и проводим через нее новые оси координат, соответствующие перекодированным  факторам. При этом область эксперимента пересекается осями в точках (+1) и (–1). Тогда условия проведения опытов  будут  соответствовать вершинам квадрата, центром которого является основной уровень, а стороны равны двум интервалам варьирования и параллельны осям факторов. Номера вершин квадрата соответствуют номерам опытов в матрице планирования.

Рисунок 1- Геометрическое изображение матрицы 22 , представленной
 в таблице 1
Если для эксперимента типа 2k все возможные комбинации уровней

легко найти простым перебором, то с ростом числа факторов появляется вероятность упустить из виду какое-либо состояние или продублировать его

несколько раз, причем, чем больше факторов, тем выше эта вероятность. В результате возникает необходимость в разработке какого-либо алгоритма

учета всех состояний системы. Таких алгоритмов несколько. Некоторые основаны на переходе от матриц меньших размерностей к матрицам более высоких размерностей. Рассмотрим их на примере перехода от планов 22 к планам 23 [5].

Способ №1. Метод перевода из низшей в более высокую размерность При добавлении нового фактора каждая комбинация уровней исходного плана повторяется дважды: с верхним уровнем нового фактора и с его нижним уровнем. Отсюда возник следующий прием: записать матрицу меньшего размера, продублировать ее ниже, а затем для первого экземпляра исходной матрицы поставить верхний уровень нового фактора, а для второго экземпляра – нижний уровень нового фактора. Продемонстрируем данный

прием на примере перехода 22 → 23 , обозначив исходную матрицу во вновь

сгенерированной, рисунок 2. Для простоты записи цифру «1» в обозначениях уровней факторов опускаем.

	№
	x1
	x2
	x3
	y

	1
	+
	+
	+
	y1

	2
	-
	+
	+
	y2

	3
	+
	-
	+
	y3

	4
	-
	-
	+
	y4

	5
	+
	+
	-
	y5

	6
	-
	+
	-
	y6

	7
	+
	-
	-
	y7

	8
	-
	-
	-
	y8



Рисунок 2 - Пример перевода матриц 22 → 23 по методу перевода из низшей размерности в более высокую
Способ №2. Метод перемножения

Как и в предыдущем случае, дважды вводим матрицу низшей размерности, одну под другой. Столбец нового фактора получаем по следующей процедуре. Для первой «маленькой» матрицы – перемножаем построчно значения факторов, а результат записываем в новый столбец. Для второй «маленькой» матрицы – перемножаем построчно значения факторов, а в новый

столбец записываем результат, взятый с обратным знаком.

Продемонстрируем прием на примере перехода 22 → 23 , обозначив исходную матрицу во вновь сгенерированной, рисунок 3.
	№
	x1
	x2
	x3
	y

	1
	+
	+
	+
	y1

	2
	-
	+
	-
	y2

	3
	+
	-
	-
	y3

	4
	-
	-
	+
	y4

	5
	+
	+
	-
	y5

	6
	-
	+
	+
	y6

	7
	+
	-
	+
	y7

	8
	-
	-
	-
	y8


Рисунок 3- Пример перевода матриц 22 → 23 по методу перемножения

Какими же  свойствами обладают матрицы типа 2k ?

1) Симметричность относительно центра эксперимента. Алгебраическая сумма элементов вектор–столбца каждого фактора равна нулю,

т.е.     ∑xji = 0
где j – номер фактора,

N – число опытов, j = 1, 2, …, k.
2) Условие нормировки.  Сумма  квадратов элементов каждого столбца равна числу опытов:

т.е.     ∑xji2= N
3) Свойство ортогональности. Сумма почленных произведений любых двух вектор–столбцов матрицы равна нулю:

т.е.     ∑xji  xui  = 0,    j≠ u ,   j, u = 1, 2, …, k.
4) Свойство ротатабельности . Точки в матрице планирования подбираются таким образом, что точность предсказания значений параметра оптимизации одинакова на равных расстояниях от центра эксперимента и не зависит от направления.
6.2 Полный факторный эксперимент и математическая модель 
     эксперимента

Как уже говорилось ранее, для планирования эксперимента прежде всего необходима модель самого эксперимента и, как правило, математическая. В качестве таковой может рассматриваться то или иное уравнение, описывающее зависимость между значениями факторов и параметром оптимизации, т.е. функция отклика. Как правило, стараются выбрать линейную модель следующего вида:
                     y = b0 + b1 x1  + b2 x2 + b3 x3 + …

В данном параграфе будем рассматривать эксперимент типа 2k , т.е. математическая модель эксперимента имеет вид:
                     y = b0 + b1 x1  + b2 x2 .

Цель работы с подобными моделями сводится к поиску неизвестных коэффициентов функции отклика. Данную задачу можно решать методами регрессионного анализа, в частности, методом наименьших квадратов. Используя матрицу планирования, процедуру поиска коэффициентов можно упростить – они вычисляются по формуле:
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Благодаря кодированию факторов, процедура вычисления коэффициентов значительно упрощается. Как же найти третий коэффициент, b0? Если уравнение y = b0 + b1 x1  + b2 x2  справедливо, то оно справедливо и для средних значений, т.е.
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В силу свойства симметрии матрицы  
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следовательно, 
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Чтобы привести формулу для вычисления b0  в соответствие с формулой (1), в матрицу планирования удобно ввести вектор-столбец фиктивной переменной х0 , которая во всех опытах приобретает значение +1. Тогда, формула (1) примет вид:
                                          
[image: image20.wmf]k

j

N

N

i

i

ji

j

y

x

b

,....

2

,

1

,

0

,

1

=

=

å

=

      ,                                                      (2)
а формула линейной модели – 
y = b0 x0 + b1 x1  + b2 x2 .
Коэффициенты при независимых переменных указывают на силу влияния фактора. Чем больше численная величина коэффициента, тем большее влияние оказывает фактор. Если коэффициент имеет знак плюс, то между данным фактором и параметром оптимизации наблюдается прямая связь, т.е. при росте фактора возрастает и параметр оптимизации. Если же коэффициент имеет знак минус, то между данным фактором и параметром оптимизации обратная связь, т.е. при росте фактора параметр оптимизации уменьшается. Величина коэффициента соответствует вкладу данного фактора в величину параметра оптимизации при переходе фактора с нулевого на верхний или нижний уровень.

Иногда удобно оценивать вклад фактора при переходе от нижнего к верхнему уровню. Вклад, определенный таким образом, называется эффектом фактора (основным или главным эффектом). Численно он равен удвоенному коэффициенту.

Планируя эксперимент, на первом этапе мы стремимся получить линейную модель. Однако нет никакой гарантии, что в выбранных интервалах варьирования процесс описывается линейной моделью. Один из наиболее часто встречающихся видов нелинейности связан с тем, что эффект одного фактора зависит от уровня, на котором находится другой фактор. В этом случае говорят, что имеет место эффект взаимодействия двух факторов. 
Полный факторный эксперимент позволяет численно оценивать эффекты взаимодействия. Для этого, пользуясь правилом перемножения, получаем вектор–столбец х1х2 (см. табл.1), при вычислении коэффициентов взаимодействия пользуемся уже проверенной формулой (1), в которую в качестве значений факторов подставляем новый столбец. 
Таблица 1 – Матрица планирования

№   x0    x1    x2  x1x2  y
1  +1  –1  –1  +1    y1
2  +1  +1  –1  –1    y2
3  +1  –1  +1  –1    y3
4  +1  +1  +1  +1    y4
Модель такой матрицы будет выглядеть следующим образом:
y = b0 x0 + b1 x1  + b2 x2 + b12 x1x2 .

Столбцы x1  и x2  задают планирование – по ним непосредственно определяются условия опытов, а столбцы x0 и x1x2  служат только для расчета, это вспомогательные столбцы.

Эффект взаимодействия x1x2 носит название эффекта первого порядка или парного эффекта. Соответственно, эффект взаимодействия x1x2x3 носит название эффекта взаимодействия второго порядка или тройного эффекта и т.д. Вообще эффект взаимодействия максимального порядка в полном факторном эксперименте имеет порядок, на единицу меньший числа факторов. Полное число всех возможных эффектов, включая b0 , линейные эффекты и взаимодействия всех порядков, равно числу опытов полного факторного эксперимента. Чтобы найти число возможных взаимодействий некоторого порядка, можно воспользоваться формулой:
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где k – число факторов, n – число элементов во взаимодействии.
6.3 Исследование уравнений регрессии, полученных с помощью
 полного факторного эксперимента и дробных реплик

Для проведения регрессионного анализа используются следующие формулы [1].:

- коэффициенты регрессии вычисляются по формуле (2);

- дисперсия погрешностей коэффициентов регрессии равна
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где 
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- дисперсия ошибки опытов, оцениваемая по параллельным опытам,
- остаточная сумма квадратов вычисляется по формуле:
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где 
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- остаточная сумма квадратов,
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- число степеней свободы.
- разделив 
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 на 
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получим остаточную дисперсию модели:
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Если априори есть достаточно оснований для выбора степени полинома, то остаточную дисперсию можно рассматривать как оценку дисперсии, характеризующую ошибку эксперимента [1]:
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 - адекватность модели проверяется по критерию Фишера:
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Если расчетное значение F меньше табличного значения критерия Фишера,  выбранного для уровня значимости α=0,05 и числа степеней свободы 
[image: image32.wmf]f
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, то полученная модель считается адекватной.
В зависимости от постановки задачи различным способом можно использовать информацию, полученную при определении 
[image: image33.wmf]S
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:
1) При насыщенном планировании (все эффекты взаимодействия заменены новыми факторами), то 
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= 0, следовательно  
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 должно равняться нулю. В этом случае 
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вычисляют для проверки правильности вычисления коэффициентов регрессии (2).
2) При ненасыщенном планировании и линейной модели 
[image: image37.wmf]S

R

используют для проверки адекватности линейной модели (6).

3) При ненасыщенном планировании и линейной модели 
[image: image38.wmf]S
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используют для оценки ошибки эксперимента (5).

- оценка значимости коэффициентов регрессии проверяется по критерию Стьюдента:
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Расчетное значение сопоставляется с критическим значением критерия Стьюдента, выбранным для уровня значимости α=0,05 и числа степеней свободы, с которым была определена ошибка эксперимента  
[image: image40.wmf]s
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. Если расчетное значение критерия больше критического, коэффициент регрессии считается значимым. Незначимые коэффициенты отбрасываются без повторного пересчета значимых коэффициентов регрессии, так как матрица планирования ортогональная.
- если хотя бы один коэффициент регрессии при парном взаимодействии будет значимым, то в этом случае отвергается гипотеза линейности регрессионной модели.
Контрольные вопросы
1) Что называется  полным факторным экспериментом?

2) Какова процедура поиска коэффициентов линейной модели?

3) Как находится свободный коэффициент в линейной модели?

4) Как численно оцениваются эффекты взаимодействия?

5) В чем состоит исследование уравнений регрессии, полученных с помощью полного факторного эксперимента и дробных реплик?
6) Как оценивается дисперсия погрешностей коэффициентов регрессии?
7) Как оценивается адекватность модели и значимость коэффициентов регрессии?
8) Как проверяется гипотеза линейности регрессионной модели?
Лекция 7 Дробный факторный эксперимент типа 2k-p .  

                 Выбор полуреплик
7.1 Основные определения дробного факторного эксперимента

Прежде, чем говорить о дробном факторном эксперименте, построении дробных реплик и т.п., договоримся о терминологии. Сами факторы, оказывающие влияние на параметр оптимизации, в дальнейшем называются  эффектами или  главными эффектами. Взаимодействия между двумя факторами называются  двухфакторными (парными) или  взаимодействиями первого порядка. Взаимодействия между тремя факторами, соответственно, называются  взаимодействиями второго порядка или  трехфакторными

(тройными). Элементы типа х2 (квадрат фактора), х3 … называются  квадратичными,  кубическими и т.д. эффектами.
Дробный факторный эксперимент (далее – ДФЭ) применяется для тех же целей, что и полный факторный эксперимент, т.е. для облегчения поиска коэффициентов математической модели, которые решаются методами регрессионного анализа. Однако, в довесок к этой проблеме ДФЭ решает еще одну немаловажную задачу – уменьшение числа опытов, необходимых для планирования эксперимента. Решение этой проблемы достигается путем переобозначения вектор–столбца матрицы планирования, содержащем незначительное (по предварительно проведенным экспериментам) взаимодействие факторов, как нового фактора. При этом новая матрица планирования не теряет своих свойств, описанных ранее. Полученная часть матрицы планирования называется репликой или, точнее, дробной репликой матрицы планирования.

Достоинства такого подхода очевидны: 
1) уменьшается число экспериментов, проводимых для планирования; 
2) больше внимания уделяется тем эффектам, которые оказывают наибольшее влияние на изменение параметра оптимизации. 
Однако, у подобного метода решения проблемы есть и недостатки, среди которых одним из основных является следующий: при переобозначении вектор–столбцов происходит смешивание эффектов различного порядка (об этом скажем ниже), в результате чего получаемая математическая модель становится нечувствительной к вкладам, вносимым смешиваемыми эффектами по отдельности.

Необходимо отметить также, что любая дробная реплика строится на основе  полного факторного плана матрицы более низкой размерности. В зависимости от того, во сколько раз при образовании дробной реплики сокращается число опытов в полном факторном эксперименте (далее – ПФЭ), различают реплики различной дробности (табл. 1).
Таблица 1 – Дробные реплики и сокращение числа экспериментов
	Число экспериментов сокращается
	Уровень дробности реплики

	в 2 раза
	1/2-реплика (полуреплика)

	в 4 раза
	1/4-реплика (четверть–реплика)

	в 8 раз
	1/8-реплика


Рассмотрим методику образования дробных реплик, их особенности на конкретном примере. Запишем матрицу планирования эксперимента 22 с учетом взаимодействия между факторами, таблица 2.

Таблица 2 – Матрица планирования эксперимента с учетом
                     взаимодействия

	№

опыта
	x 1
	x 2
	x 3
x 1 x 2
	y

	1
	+
	+
	+
	y 1

	2
	–
	+
	–
	y 2

	3
	+
	–
	–
	y 3

	4
	–
	–
	+
	y 4


Результаты эксперимента, а, следовательно, и математическую модель эксперимента, можно представить в виде уравнения:
y = b0 + b1 x1 + b2 x2 + b12 x1 x2 .

Предположим, что из априорной информации известно, что в выбранных интервалах варьирования процесс может быть описан линейной моделью, т.е. вклад в изменчивость параметра оптимизации от взаимодействия факторов очень незначителен. В таком случае вектор-столбец матрицы планирования x1x2 остается «свободным». Тогда его можно использовать для минимизации числа опытов, присвоив ему значение фактора х3. В результате получаем четыре опыта для оценки влияния трех факторов, т.е.  половину ПФЭ – 23 . Таким образом, полученная нами матрица представляет собой  полуреплику ПФЭ–23 .

Подобным образом можно получать реплики различной дробности для сокращения числа опытов полных факторных экспериментов типа 2k за исключением только ПФЭ–22 . Отдельно отметим, что для ПФЭ–23 возможно получение только полуреплики, реплики большей дробности можно получить для экспериментов 2k, где k > 3.

Для обозначения дробных реплик предусмотрено специальное обозначение:

                                                  2k – p ,                                                 (1)

где k – число факторов полного факторного эксперимента, для  которого строится дробная реплика;

p – число взаимодействий,  которыми пренебрегаем при построении дробной реплики.

Для нашего примера: число факторов в ПФЭ, для которого строится реплика равно 3, число взаимодействий, которыми пренебрегли равно 1. Тогда обозначение нашей полуреплики имеет вид 23–1 .

Обозначение полуреплик имеет под собой несколько смыслов, один из которых мы только что привели. Есть и другие скрытые «резервы» у этого обозначения. Если уметь его правильно читать, можно выяснить и уровень дробности реплики, и на основе какого плана меньшей размерности будет строиться дробная реплика ПФЭ более высокой размерности. Покажем эти моменты.

Уровень дробности реплики можно в общем случае записать формулой 1/2p . Если в показателе степени у формулы (1) произвести вычитание k–p, то полученный показатель степени укажет, какой ПФЭ–план низшей размерности берется за основу при построении 1/2p – реплики ПФЭ большей размерности. Поясним данные моменты на нашем примере. Нами, как установлено выше была получена полуреплика ПФЭ–23 , которая обозначается как 23–1 . В данном обозначении k=3, p=1. Дробность реплики, как сказано в предыдущем абзаце устанавливается формулой 1/2 p . Применяя к нашему примеру, получим, что 23–1 есть 1/21 –реплика, т.е.  полуреплика . Построение этой полуреплики производится на основе плана ПФЭ 23-1 =22 , что и было проделано нами ранее.

Таким образом, можно сказать, что обозначение дробных реплик (1) предоставляет экспериментатору максимально возможную информацию о способе образования и разрядности дробной реплики.

7.2 Определяющий контраст, генерирующее соотношение.

      Планы с разрешающей способностью III

Можно заметить, что образование нашей полуреплики велось с использованием для нового фактора х3 простого математического уравнения:      х3=х1 х2 . Нетрудно видеть, что, если к этой матрице ниже дописать такую же полуреплику, но с использованием уравнения х3 = – х 1х 2 , то получим матрицу ПФЭ–23 . Таким образом, в зависимости от того, какое из двух упомянутых уравнений будем использовать для образования вектор–столбца нового фактора, получим различные части матрицы полного факторного эксперимента.

Эти два уравнения можно переписать иначе, домножив обе части каждого из уравнений на «новый» фактор х3:

х3 = х1 х2 →  х1 х2 х3 = +1

х3 = – х1 х2 →  х1 х2 х3 = –1

Символическое обозначение произведения столбцов, равное +1 или –1, называется  определяющим контрастом. Помимо того, чтобы указывать на ту часть матрицы ПФЭ, которая представлена в дробной реплике, определяющий контраст помогает определять какие эффекты будут смешаны между собой. Для этого необходимо умножить обе части определяющего контраста на столбец, соответствующий данному эффекту.

В нашем примере используется первый определяющий контраст. Используя его, определим, каким образом смешиваются эффекты в нашей математической модели. Для этого соответствующий определяющий контраст будем последовательно умножать на эффекты х1 , х2 , х3 . Напротив каждого полученного уравнения запишем, оценками каких эффектов являются коэффициенты нашей математической модели. При этом латинскими буквами bi будем обозначать коэффициенты математической модели, а греческими буквами βi – истинные значения вкладов каждого эффекта в изменчивость параметра оптимизации.

х1 = х2 х3          b1 → β1 + β23
х2 = х1 х3         b2 → β2 + β13
х3 = х1 х2         b3 → β3 + β12
Соотношение, показывающее, с каким из эффектов смешан данный эффект, называется  генерирующим соотношением. Т.е. выражения представляют собой генерирующие соотношения.

Что означают подобные соотношения? Фактически, эта запись показывает, что наша математическая модель проводит следующую замену:

y = β 0    + β 1 x 1         + β 2 x 2              + β 3 x 3 +

              β 23 x 2 x 3       + β 13 x 1 x 3    + β 12 x 1 x 2

                b1 x1                 b2 x2                   b3 x3
в результате чего на свет появляется уравнение

                    y = β0 + b1 x1 + b2 x2 +  b3 x3 .

«Чистым» в такой модели остается только свободный коэффициент. Однако, если помимо простого взаимодействия в математической модели наблюдаются и квадратичные коэффициенты, то свободный коэффициент будет смешиваться с ним.

С практической точки зрения подобные замены могут означать только одно: построенная таким образом математическая модель будет нечувствительна к оценке, какое именно взаимодействие дало тот или иной вклад в изменение параметра оптимизации – главный эффект (т.е. сам фактор) или же взаимодействие эффектов друг с другом. В том случае, когда взаимодействие эффектов носит незначительный характер, ничего фатального не произойдет.

Однако, если хотя бы один из эффектов взаимодействия играет существенную роль, математическая модель, определенная таким образом, будет выдавать ошибку в прогнозировании результатов. Подобные ошибки могут быть как не заслуживающими внимание, так и фатальными. Поэтому очень важно знать, где именно модель будет наиболее уязвима в плане достоверности.

Вернемся к нашему примеру и построенной полуреплике. Из генерирующих соотношений видно, что при построении полуреплики 23-1 происходит смешивание основных эффектов с эффектами взаимодействия первого порядка. Подобные планы называются  планами с разрешающей способностью III . В общем случае разрешающая способность плана определяется по наибольшему числу факторов в определяющем контрасте. Обозначение нашей полуреплики в таком случае будет иметь вид:
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– полуреплика ПФЭ–23 с разрешающей способностью III.

Еще раз отметим особенность планов с разрешающей способностью III. Не смешанным остается только свободный коэффициент, главные эффекты смешиваются с эффектами взаимодействия первого порядка.
Контрольные вопросы
1) Главные эффекты и взаимодействия между факторами в линейной модели.
2) Для каких  целей применяется дробный факторный эксперимент?

3) Понятие дробной репликой матрицы планирования, что оно обозначает?

4) Поясните методику образования дробных реплик, реплики различной дробности.
5) Определяющий контраст, генерирующее соотношение, что это такое?

6) Если эффекты взаимодействия будут играть существенную роль, то какова будет точность математической модели?
Глава 8 Планы с высокими разрешающими способностями
8.1 Планы с разрешающей способностью IV, V

Попробуем произвести построение полуреплик для ПФЭ–24 [5] . При этом в качестве основы для построения полуреплик выбирается ПФЭ–23 . Запишем математическую модель для ПФЭ–23, учитывая парные и тройные взаимодействия:

y = b0 + b1 x1 + b2 x2 + b3 x3 + b12 x1x2 + b13 x1x3 + b23 x2x3 + b123 x1x2x3 .

Для образования полуреплики необходимо пренебречь одним из эффектов взаимодействия. Очевидно, что, учитывая определяющий контраст, получим 8 вариантов:

контраст +1           контраст–1        Разрешающая способность плана

х4 = х1 х2               х4 = – х1 х2
х4 = х1 х3               х4 = – х1 х3
х4 = х2 х3               х4 = – х2 х3                           III

х4 = х1 х2 х3            х4 = – х1 х2 х3                       IV

Нетрудно заметить, что две последних реплики имеют максимальную разрешающую способность и называются  главными.

При отсутствии априорной информации об эффектах взаимодействия экспериментатор стремится выбрать реплику с наибольшей разрешающей способностью, т.к., как правило, чем выше степень взаимодействия, тем менее оно важно.

Определим систему смешивания для одной из главных полуреплик. Выберем определяющий контраст х1 х2 х3 х4 = +1. Получим:
х1 = х2 х3 х4                b1 → β1 + β234
х2 = х1 х3 х4             b2 → β2 + β134
х3 = х1 х2 х4             b3 → β3 + β124
х1 х2 = х3 х4                 b12 → β12 + β34
х1 х3 = х2 х4             b13 → β13 + β24
х1 х4 = х2 х3             b14 → β14 + β23
Таким образом, можно заметить, что:

1) ни один из главных эффектов не смешан с другим главным эффектом или парным взаимодействием;

2) все парные взаимодействия смешаны друг с другом.

Два перечисленных момента представляют собой особенности и, одновременно, определение планов с разрешающей способностью IV.

Рассмотрим построение полуреплики 25-1 . В нашем распоряжении будет множество вариантов, достаточно вспомнить уравнение ПФЭ–24:
y = b0 + b1 x1 + b2 x2 + b3 x3 + b4 x4 + b12 x1 x2 + b13 x1 x3 +

+ b14 x1 x4 + b23 x2 x3 + b24 x2 x4 + b34 x3 x4 + b123 x1 x2 x3 +

+ b134 x1 x3 x4 + b234 x2 x3 x4 + b124 x1 x2 x4 + b1234 x1 x2 x3 x4 .

Тогда можно получить следующие варианты:

контраст+1           контраст–1         Разрешающая способность плана

х5 = х1 х2              х5 = – х1 х2
х5 = х1 х3                      х5 = – х1 х3
х5 = х1 х4                       х5 = – х1 х4                                            III

х5 = х2 х3              х5 = – х2 х3
х5 =  2 х4               х5 = – х2 х4
х5 = х3 х4                       х 5 = – х3 х4
х5 = х1 х2 х3           х5 = – х1 х2 х3
х5 = х1 х2 х4           х5 = – х1 х2 х4
х5 = х1 х3 х4           х5 = – х1 х3 х4                          IV
х5 = х2 х3 х4                  х5 = – х2 х3 х4
х5 = х1 х2 х3 х4    х5 = – х1 х2 х3 х4                  V

Главными полурепликами здесь будут являться две последних, поскольку обладают наибольшей разрешающей способностью. Возьмем полуреплику, определяющуюся контрастом 

                        +1 = х1 х2 х3 х4 х5
 и определим для нее систему смешивания:
х1 = х2 х3  4  5                                    b1 → β1 + β2345
х2 = х1 х3 х4 х5                                b2 → β2 + β1345
х3 = х1 х2 х4 х5                                b3 → β3 + β1245
х4 = х1 х2 х3 х5                                b4 → β4 + β1235
х5 = х1 х2 х3 х4                                b5 → β5 + β1234
х1 х2 = х3 х4 х5                    b12 → β12 + β345
х1 х3 = х2 х4 х5                    b13 → β13 + β245
х1 х4 = х2 х3 х5                                 b14 → β14 + β235
х1 х5 = х2 х4 х5                                 b15 → β15 + β245
х2 х3 = х1  4 х5                                  b23 → β23 + β145
х2  4 = х1 х3 х5                     b24 → β24 + β135
х2 х5 = х1 х3 х4                    b25 → β25 + β134
х3 х4 = х1 х2 х5                    b34 → β34 + β125
х3 х5 = х1 х2 х4                    b35 → β35 + β124
х4  5 = х2 х3 х5                     b45 → β45 + β235
Как хорошо видно из системы смешивания, главные эффекты здесь смешаны со взаимодействиями третьего порядка, а взаимодействия первого порядка – со взаимодействиями второго порядка. Такая система смешивания является одновременно особенностью и определением планов с разрешающей способностью V.

Как правило, на полурепликах 25-1 работа с репликами данной дробности заканчивается, поскольку использование полуреплик 26-1 и т.д. не выгодно: число опытов большое, а система смешивания слишком сложная.

8.2  Выбор 1/4-реплик в ДФЭ-2 k. Обобщающий определяющий контраст [5]
Ранее уже отмечалось, что с увеличением дробности реплики уменьшается число опытов. А вместе с этим осложняется и система смешивания. При исследовании влияния, например, пяти факторов можно поставить не 16 опытов, а только 8, т.е. воспользоваться репликой 25-2 . Подобный подход возможен в том случае, если переименовывать не один из столбцов взаимодействий, а два. При этом взаимодействия должны быть разного порядка. Учитывая данные требования, возможно 12 решений для создания четверть реплики:
x 4 = x 1 x 2 ,               x 5 = x 1 x 2 x 3
x 4 = x 1 x 2 ,               x 5 = – x 1 x 2 x 3
x 4 = – x 1 x 2 ,            x 5 = x 1 x 2 x 3
x 4 = – x 1 x 2 ,            x 5 = – x 1 x 2 x 3
x 4 = x 1 x 3 ,               x 5 = x 1 x 2 x 3
x 4 = x 1 x 3 ,               x 5 = – x 1 x 2 x 3
x 4 = – x 1 x 3 ,            x 5 = x 1 x 2 x 3
x 4 = – x 1 x 3 ,            x 5 = – x 1 x 2 x 3
x 4 = x 2 x 3 ,                x 5 = x 1 x 2 x 3
x 4 = x 2 x 3 ,                x 5 = – x 1 x 2 x 3
x 4 = – x 2 x 3 ,             x 5 = x 1 x 2 x 3
x 4 = – x 2 x 3 ,            x 5 = – x 1 x 2 x 3
Допустим, для создания дробной реплики был выбран вариант:
                          x 4 = x 1 x 3 ,        x 5 = x 1 x 2 x 3 .

Тогда определяющими контрастами являются

                       +1 = x 1 x 3 x 4 ,     +1 = x 1 x 2 x 3 x 5 .

Если перемножить эти определяющие контрасты, получится третье соотношение, задающее элементы столбца +1 = x 2 x 4 x 5 . 
Чтобы полностью охарактеризовать разрешающую способность реплики, необходимо записать  обобщающий определяющий контраст
           +1 = x 1 x 3 x 4 =x 2 x 4 x 5 = x 1 x 2 x 3 x 5 . 
В этом случае система смешивания определяется умножением обобщающего определяющего контраста последовательно на главные эффекты. В результате система смешивания получается довольно сложной:
                    х 1 = х 3 х 4 = х 2 х 3 х 5 = х 1 х 2 х 4 х 5 
                    b 1 → β 1 + β 34 + β 235 + β 1245;
                    х 2 = х 1 х 2 х 3 х 4 = х 4 х 5 = х 1 х 3 х 5 
                    b 2 → β 2 + β 45 + β 135 + β 1234;
х 3 = х 1 х 4 = х 2 х 3 х 4 х 5 = х 1 х 2 х 5 
b 3 → β 3 + β 14 + β 125 + β 2345;
х 4 = х 1 х 3 = х 2 х 5 = x 1 x 2 x 3 х 4 x 5
 b 4 → β 4 + β 13 + β 25  + β 12345;
х 5 = х 1 х 3 х 4 х 5 = х 2 х 4 = х 1 х 2 х 3  
b 5 → β 5 + β 24 + β 123 + β 1345;
х 1 х 2 = х 2 х 3 х 4 = х 1 х 4 х 5 = х 3 х 5  
b 12 → β 12 + β 35 + β 145 + β 234;
х 1 х 5 = х 3 х 4 х 5 = х 1 х 2 х 4 = х 2 х 3  
b 13 → β 15 + β 23 + β 124 + β 345;
x 1 x 3 x 4 =x 2 x 4 x 5 = x 1 x 2 x 3 x 5 
b 134 → β 134 + β 245 + β 1235.
Как можно заметить из системы смешивания, практически все эффекты перемешиваются между собой, за исключением свободного члена. Таким образом, модель теряет чувствительность к тому, какой именно эффект и какой степени дает вклад в изменчивость параметра оптимизации. Однако, если все эффекты, кроме главных, особого значения не имеют, можно и воспользоваться данной моделью. В противном случае необходимо достроить четверть-реплику до полуреплики или полного факторного эксперимента, чтобы освободить необходимые эффекты взаимодействия и повысить чувствительность построенной модели.

Дополнительно отметим тот факт, что построение реплик большей дробности ведется подобно описанному здесь принципу четверть-реплик, т.е. строится обобщающий определяющий контраст, определяется система смешивания, затем – строится матрица планирования и т.д. Единственное, что будет отличаться – при увеличении степени дробности система смешивания будет все сложнее, а полученная модель – все менее чувствительна.

На этой оптимистичной ноте остановимся Ваше знакомство с факторными планами. Конечно, это лишь самые азы. Однако, «перекормив» Вас информацией, можно получим обратный рефлекс: вместо усвоения материала и готовности продолжать, лишь внушить ужас. Поэтому, дав лишь понятия о факторных планах и основных приемах работы с ними, мы адресуем Вас к [1].
Контрольные вопросы
1) Особенности планов с разрешающей способностью IV, V.

2) Множество определяющих контрастов полуреплики 25-1. Как выбираются главные полуреплики?

3) На что влияет увеличение дробности реплики? 
4) Что надо сделать, чтобы полностью охарактеризовать разрешающую способность реплики?

Лекция 9 Разбиение факторного эксперимента на блоки. 

Отсеивающие эксперименты

9.1 Разбиение факторного эксперимента на блоки
При постановке большой серии опытов, требующего длительного времени, приходится опасаться неконтролируемого временного дрейфа [1]. Временной дрейф может быть связан со старением агрегата, изменением свойств сырья и реагентов, потерями в тепловых агрегатах по временам года и др. Если временной дрейф представить в виде дискретного процесса, то его влияние можно скомпенсировать, разбивая серию опытов на отдельные блоки. При этом эффект от временного дрейфа необходимо смешивать с теми взаимодействиями, которыми можно пренебречь.  
Положим, что изучается некоторый процесс с тремя независимыми переменными и исследователя интересует не только линейные эффекты, но и парные взаимодействия. Реализуем полный факторный
 эксперимент 23. Если априори есть основания полагать, что может быть значительный временной дрейф, то можно разбить опыты на два блока и ввести четвертую независимую переменную х6, характеризующую межблоковый дрейф. Эту переменную можно приравнять тройному взаимодействию х1х2х3. Тогда планирование разобьется на два блока так, как это показано в табл. 1. 
Таблица 1 – Разбиение полного факторного эксперимента 23 на два блока  

	Блоки
	Матрица планирования
	Кодированное обозначение строк
	Выходная
 переменная

	
	х0  х1   х2   х3   х1х2   х1х3   х2х3   х1х2х3
	
	

	1
	+    -    -     +      +        -        -        +
+   +    -      -       -        -        +       +

+    -    +     -       -        +        -       +

+   +    +     +      +       +       +       + 
	c

a

b

abc
	y1
y2
y3
y4

	2
	+   -     -      -      +        +       +      -
+   +    -     +       -        +        -      -

+   -     +    +       -         -       +      -

+   +    +     -      +         -        -      -
	(1)
ac

bc

ab
	y5
y6
y7
y8


В верхний блок отобраны строки, для которых х1х2х3 =+1, (нечетные сочетания букв a, b, c), в нижний блок строки, для которых х1х2х3 =-1 (четные сочетания букв a, b, c). Формально это планирование можно рассматривать как планирование типа 24-1 (плуреплика плана 24) с генерирующим соотношением  х6 = х1х2х3 и определяющим контрастом  1 = х1х2х3х6.  
Считая, что временной дрейф не взаимодействует с основными факторными переменными, то коэффициенты регрессии, полученные с помощью плана табл.1, будут являться оценками для следующих эффектов:

b0→β0,  b1→β1,  b2→β2,  b3→β3;
b12→β12,  b13→β13,  b23→β23;

b123→β123+βб ,
где βб – средняя величина межблокового дрейфа.

В силу ортогонального планирования межблоковый дрейф не будет оказывать влияние  на оценку свободного члена, линейных членов и парных взаимодействий. 

Приведенные оценки имеют место в том случае, когда межблоковая разность 2 βб равномерно распределена  по двум блокам: в первом блоке все результаты наблюдений у1-у4 завышены на величину βб, в нижнем у5-у8 занижены на величин βб. 
Аналогичным образом проводится разбиение на блоки и дробных реплик. Допустим, что нужно разбить на два блок полуреплику типа 26-1 с определяющим контрастом 1 = х1х2х3х4х5х6. Эта плуреплика с числом опытов 32 позволяет определить:
- шесть линейных эффектов совместно с пятикратными взаимодействиями типа xixjxvxtxq;

- пять парных взаимодействий совместно с четырехкратными взаимодействиями типа xixjxvxt;

- десять пар тройных взаимодействий совместно с тройными взаимодействиями типа xixjxv = xtxqxp.
Чтобы разбить эту полуреплику на два блока надо пожертвовать одной из перечисленных оценок, например, одной парой тройных взаимодействий х1х2х3 = х4х5х6, приравняв ее межблоковой переменной хб1. В этом случае в один из блоков войдут строки матрицы планирования, для которых 

х1х2х3 = х4х5х6 = -1, а в другой -  строки с х1х2х3 = х4х5х6 = +1. 
9.2 Отсеивающие эксперименты
При планировании эксперимента утверждается, что в программу исследования включены все k факторных переменных, ответственных за протекание исследуемого процесса. При этом не оценивается риск, что некоторый существенный фактор k+1 не включен в исследование. Если в процессе поведения эксперимента k+1 переменная будет находится на постоянном уровне, то в результате исследований мы будем получать одно сечение поверхности отклика, сечение некоторой плоскостью хк+1 = const. 
Если эта переменная будет флуктуировать в некотором интервале значений, то это будет приводить к увеличению ошибки опытов. Чтобы не пропустить потенциально возможных переменных при изучении сложных систем (процессов), в программу исследований, на начальных этапах,  рекомендуется включать десятки независимых переменных. В дальнейшем большая часть переменных отсеивается, как незначимые. В связи со сказанным возникает необходимость в постановке предварительных отсеивающих экспериментов. 
Выше рассмотренные факторные планы не могут быть использованы для отсеивания в силу своей трудоемкости. Число опытов для отсеивания можно сократить за счет наложения некоторых дополнительных ограничений при постановке самой задачи. 
Выделяют три метода планирования отсеивающих экспериментов [1]:
1) предполагается, что могут иметь место только линейные эффекты;

2) отсеиваются как линейные эффекты и парные взаимодействия при дополнительных ограничениях – количество значимых эффектов значительно меньше общего числа эффектов. Большая часть эффектов относится к шумовому полю;

3) предполагается, что ошибка опытов мала по сравнению с эффектом, вызываемым переходом переменных с одного уровня на другой.
Насыщенные планы. При отсеивании линейных эффектов стремятся получить насыщенные планы, в которых все N-1 степеней свободы используются для оценки коэффициентов регрессии при линейных членах. Насыщенные дробные реплики получаются для k=3 (N=4), k=7 (n=8), k=15 (n=16), k=31 (N=32) и т.д. 
Показано, что класс насыщенных полностью ортогональных планов, может быть расширен путем включения специально образом составленных планов с числом наблюдений, кратных четырем [1].
Для построения планов при N=12, 20, 24 и 36 можно воспользоваться строками табл.2. 
Таблица 2 – Комбинация знаков, используемая при построении 

насыщенных планов для числа факторов k
	k
	N
	Комбинация знаков

	11

19

23
	12

20

24
	+ + - + + + - - - + -

+ + - - + + + + - + - + - - - - + + -

+ + + + + - + - + + - - + + - - + - + - - - -


При построении плана для N=12 в качестве элементов первого столбца берутся элементы первой строки табл. 2. Второй столбец получают из первого заменой первого элемента на последний и сдвигом в низ всех остальных элементов. Третий столбец получают  заменой в первом столбце первых двух элементов на последние и сдвигом вниз остальных элементов. Повторяя эту процедуру 10 раз получают матрицу размером 11х11. К этой матрице прибавляют последнюю 12 строку, элементами которой являются знаки минус (табл. 3).
Таблица 3 – Полностью насыщенный ортогональный план для k=11
	x1
	x2
	X3
	x4
	x5
	x6
	x7
	x8
	x9
	x10
	x11
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Аналогичным образом строятся планы для N=20, 24. Эти планы являются оптимальными, для них выполняются условия ортогональности. 
 Метод случайного баланса используется для отсеивания небольшого числа значимых эффектов на шумовом поле [1]. Вместо дробных реплик полного факторного эксперимента берутся случайные выборки. При этом совместные оценки коэффициентов регрессии оказываются смешенными некоторым случайным образом. Поскольку принимается, что доминирующих эффектов мало, то таким способом удается их выделить. Планирование делается сверхнасыщенным, при котором число эффектов  k>N-1. Это означает, что число степеней свободы f становиться отрицательной величиной. В этом случае невозможно дать количественные оценки всем коэффициентам регрессии. Этого и не требуется при проведении отсеивающих экспериментов. 
На первом этапе произвольно расщепляется математическая модель, отнеся большую часть эффектов к шумовому полю.  Тогда оставшиеся эффекты (их число мало) могут быть оценены количественно. 
Предположим, что изучаются k эффектов, создаваемых линейными членами и парными взаимодействиями. Их можно представить линейной моделью путем замены парных взаимодействий фиктивной переменной. Обозначим ошибку опыта через u. Расщепленная линейная модель будет выглядеть в следующем образом:
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Здесь из общего числа k эффектов выделено k-l значимых эффектов и l эффектов отнесено к шумовому полю. Методами регрессионного анализа оцениваются k-l эффектов на шумовом поле, созданном l эффектами. Остаточная дисперсия модели будет больше дисперсии ошибки опытов 
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Чувствительность модели будет меньшей, чем полного и дробного факторных экспериментов.  Метод случайного баланса обладает большей разрешающей способностью. Он позволяет, в благоприятной ситуации, выделить раздельно доминирующие эффекты среди большого числа эффектов, взятых под подозрение. 
Матрица планирования в методе случайного баланса строиться просто. Можно воспользоваться таблицей случайных чисел для случайного распределения уровней факторов по столбцам, либо выполнить случайное смешивание двух полуреплик, образующих вместе некоторую случайную выборку. 
Последовательное отсеивание. Если отсеивание небольшого числа эффектов производится при условии, когда ошибкой опыта можно пренебречь, то обследование факторного пространства можно производить методами случайного поиска [1]. Если обозначить через α часть факторного пространства, которая соответствует благоприятным значениям выхода, то после N опытов (лишенных ошибок) эту область можно обнаружить с вероятностью 
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Так, при N=16, α=0,1 получаем Р > 0,8. При отсутствии ошибок опыта соотношение (1) справедливо при любом числе независимых переменных. 
Используются различные варианты случайного поиска. Существует прием, позволяющий сократить число опытов, это шаговый процесс обследования факторного пространства, при котором факторы выдерживаются на двух уровнях - верхнем и нижнем  [1]. 
Контрольные вопросы
1) Для чего проводят разбиение факторного эксперимента на блоки?
2) С чем может быть связан временной дрейф при проведении экспериментов?

3) Как вводится в план эксперимента дополнительная независимая переменная, характеризующая межблоковый дрейф?
4) В силу чего межблоковый дрейф не будет оказывать влияние  на оценку свободного члена, линейных членов и парных взаимодействий?

5) Для чего проводятся отсеивающие эксперименты?

6) Какие методы планирования отсеивающих экспериментов Вы знаете?
7) В каких случаях используют насыщенные планы в отсеивающих экспериментах?

8) В каких случаях для отсеивания используют метод случайного баланс? 
Лекция 10 Композиционные планы
Почти стационарную область обычно удается описать полиномом второго порядка [1]. При построении квадратичных моделей двухуровневый эксперимент не обеспечивает необходимого числа опытов, в то же время использование трехуровневых планов может привести к большому числу опытов. Более эффективными оказываются композиционные планы, которые строятся на базе двухуровневых планов (ядро плана) с добавлением экспериментов в центре плана (нулевые точки) и на некотором расстоянии α от центра плана (звездные точки) [1, 6]. 
Для двухфакторного эксперимента при композиционном планировании получаются 9 опытов, как и в трехуровневом двухфакторном эксперименте 32=9.

Для трехфакторного эксперимента получаем 15 опытов: 8 как при ПФЭ, одна нулевая точка, 6 звездных точек, что меньше чем в плане 33. Расстояние звездных точек выбирается в зависимости от требований, предъявляемых к плану (рис.1).

Рисунок 1 – Опыты в композиционном плане
Для обеспечения ортогональности плана звездные точки выбираются следующим образом: при двухфакторном эксперименте равными α=1,0, при трехфакторном  α=1,215, четырехфакторном α=1,414 и т.д. Таким образом, получают ортогональный центральный композиционный план.
В ряде случаев боле эффективным считается ротатабельный центральный композиционный план. Он обеспечивает одинаковую дисперсию прогноза при равных расстояниях от центра плана [1, 6]. В этом случае при двухфакторном эксперименте α=1,414, при трехфактоном эксперименте α=1,682, четырехфакторном α=2.
10.1 Ортогональное планирование второго порядка

При составлении матрицы планирования возникает вопрос выбора величины плеча звездных точек и числа нулевых точек. В матрице для центрального композиционного планирования второго порядка не все вектор-столбцы ортогональны [1]. Скалярные произведения 
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так как х0u =1, а неотрицательные величины 
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не могут быть все равными нулю. 

Для получения ортогонального планирования второго порядка проводят преобразования квадратичных переменных и специальным образом выбирают звездные плечи.

Преобразования квадратичных переменных:
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Тогда будут равны нулю первые (1) скалярные произведения, не ортогональными остаются вектор столбцы для квадратичных членов:
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Подбором величины звездного плеча обеспечивается ортогональность для планирования второго порядка (табл.1)
Таблица 1 – Величина звездного плеча при ортогональном планировании
	
	Число независимых переменных

	
	2
	3
	4
	5

	Ядро планирования 

Величина α
	22

1,0
	23

1,215
	24

1,414
	25-1

1,547


В силу ортогональности планирования все коэффициенты регрессии определяются независимо друг от друга по формуле:
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где i обозначает порядковый номер столбца в  матрице планирования.
Дисперсия коэффициентов регрессии оценивается по формуле:
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Уравнение регрессии после преобразования квадратичных переменных записывается в форме:
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Чтобы перейти к обычной форме записи находят величину свободного члена:
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которая оценивается с дисперсией погрешности:
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10.2 Ротатабельное планирование второго порядка
К ротатабельным планам приходится обращаться тогда, когда надо минимизировать систематические ошибки, связанные с неадекватностью представления результатов исследования полиномами второго порядка. Ротатабельным будет такое планирование, у которого корреляционная матрица (XтХ)-1 инвариантна к ортогональному вращению координат [1].  Это условие для планов второго порядка выполняются, если все нечетные моменты, вплоть до четвертого порядка, равны нулю, а для четных моментов имеет место соотношение:
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где N –количество опытов в матрице плана; 
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- константы, выбираются из условия невырожденности матрицы (XтХ) и удовлетворяют условию 
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При выполнении равенства матрица (XтХ) становиться вырожденной.

Свойство ротатабельности не инвариантно к изменению масштабности независимых переменных. Планирование, обеспечивающее постоянство информации в интервале 0 ≤ ρ ≤ 1 называется униформ – ротатабельным (
[image: image58.wmf]l

4

<<1). При этом теряется ортогональность:

Cov(b0bii)≠0,

Cov (bii bjj )≠ 0.

Ротатабельные планы с равномерным расположением точек на сфере приводят к вырожденным матрицам [1]. Для устранения этого принимают комбинации ротатабельных планов с различными радиусами сферы. Композиционные центральные ротатабельные планы (РЦКП) состоят из точек трех сфер: центральные точки N0, точки куба Nc и звездные точки Nα. Величина звездного плеча вычисляется по формуле:

                                           α = 2(k-p)/4
где р- дробность факторного эксперимента.
Планы РЦКП приведены в табл.2.
Таблица 2 – Планы РЦКП

	α
	Nα
	N0
	Nc
	N
	k
Число факторов

	1,41
	4
	5
	4
	13
	2

	1,682
	6
	6
	8
	20
	3

	2
	8
	7
	16
	31
	4

	2,378
	10
	10
	32
	52
	5

	2,828
	12
	15
	64
	91
	6


Число нулевых точек выбирается из условия получения униформ - планирования. Ротатабельные планы не требуют ортогонализации вектор столбцов, поэтому никаких преобразований переменных при составлении матрицы планирования не делается [1]. Коэффициенты регрессии bi, bij определяются независимым образом, а коэффициенты bii, коррелированны между собой и корреляционно связаны со свободным членом  b0. 

Коэффициенты регрессии вычисляются по формулам (5), а дисперсии погрешностей коэффициентов регрессии - по формулам (6) [1].
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где 
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n0 - число нулевых точек, nп- число периферийных точек     
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Значимость коэффициентов регрессии проверяется по критерию Стьюдента:
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где α – уровень значимости критерия, принимается равным 0,05;

f – число степеней свободы, равное n-k-1;
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 – оценка стандартной ошибки погрешности вычисления коэффициентов регрессии;
tαf  – табличное значение критерия Стьюдента для уровня значимости α и числа степеней свободы f. 
При выполнении неравенства (7) проверяемый коэффициент регрессии считается незначимым, он подлежит исключению из структуры модели регрессии.
Адекватность модели оценивается по критерию Фишера пользуясь дисперсионным отношением:
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где 
[image: image67.wmf]S
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 - остаточная дисперсия модели;
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 - дисперсия воспроизводимости опытов в матрице планирования;

α – уровень значимости критерия, принимается равным 0,05;

f1,  f2 – число степеней свободы для  
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- табличное значение критерия Фишера для  уровня значимости α и числа степеней свободы f1 и f2.
При выполнении соотношения (8) регрессионное уравнение считается адекватным, т.к. остаточная дисперсия модели не превышает дисперсию погрешностей опытов.

Контрольные вопросы

1) Из каких блоков состоят  композиционные планы? 
2) Чем обеспечивается ортогональность планов второго порядка? 

3) Для получения ортогонального планирования второго порядка как  преобразуют квадратичные переменные и выбирают звездные плечи?

4) Как определяются коэффициенты регрессии в ортогональных планах?

5) Когда обращаются к  ротатабельным планам второго порядка?

6) Свойства униформ – ротатабельных планов.

7) Структура композиционного центрального ротатабельного плана. 

8) Определение коэффициентов регрессии в ротатабельных планах и  оценка их значимости.

9) Оценка адекватности модели, описываемой полиномом  второго порядка.
Лекция 11 Планирование машинных экспериментов с моделями 

                систем
Имитационное моделирование является машинным экспериментом с моделью исследуемой или проектируемой системы. План имитационного эксперимента представляет метод получения с помощью эксперимента необходимой информации. Эта информация может быть получена как для анализа характеристик, так и для их оптимизации при заданных ограничениях, т.е. для синтеза структуры, алгоритмов и параметров системы [7]. 
Планирование модельных экспериментов преследует две основ​ные цели: 

·  сокращение общего объема испытаний при соблюдении требований к досто​верности и точности их результатов; 

·  повышение информативности каждого из экспериментов в отдельности. 

Поиск плана эксперимента производится в так называемом факторном пространстве. Факторное пространство - это множество внешних и внутренних параметров модели, значения которых исследователь может контролировать в ходе подго​товки и проведения модельного эксперимента. 

Поскольку факторы могут носить как количественный, так и качественный ха​рактер (например, отражать некоторую стратегию управления), значения факто​ров обычно называют уровнями. Если при проведении эксперимента исследователь может изменять уровни факторов, эксперимент называется активным, в противном случае — пассивным. 

Как правило, план эксперимента строится относительно одного (основно​го) выходного скалярного параметра [image: image72.png]


, который называется наблюдаемой пе​ременной. Предполагается, что значение наблюдаемой переменной, полученное в ходе эксперимента, складывается из двух составляющих: 

                                             [image: image73.png]y= 1) +e(x)



, 

где [image: image74.png]Fies)



 - функция отклика (неслучайная функция факторов);
 [image: image75.png]e(x)



 - ошибка эксперимента (случайная величина); 
[image: image76.png]


 - точка в факторном пространстве. 
Очевидно, что [image: image77.png]


 является случайной переменной, так как зависит от случайной величины [image: image78.png]e(x)



. 

Дисперсия [image: image79.png]


 наблюдаемой переменной, которая характеризует точность из​мерений, равна дисперсии ошибки опыта: [image: image80.png]


.
 [image: image81.png]


 называют дисперсией воспроизводимости эксперимента. Она характеризу​ет качество эксперимента. Эксперимент называется идеальным при [image: image82.png]


. 

Существует два основных варианта постановки задачи планирования имитаци​онного эксперимента: 

1.     Из всех допустимых выбрать такой план, который позволил бы получить наибо​лее достоверное значение функции отклика при фиксированном числе опытов. 

2.     Выбрать такой допустимый план, при котором статистическая оценка функции отклика может быть получена с заданной точностью при минимальном объеме испытаний. 

Решение задачи планирования в первой постановке называется стратегичес​ким планированием эксперимента, во второй - тактическим планированием. 
11.1 Стратегическое планирование машинных экспериментов 
с моделями систем
  Цель методов стратегического планирования имитационных эксперимен​тов - получение максимального объема информации об исследуемой системе в каждом эксперименте (наблюдении) т.е. с помощью модели. 
При стратегическом планировании машинных экспериментов с моделями систем возникает ряд проблем [7]. Эта проблема построения плана машинного эксперимента; наличие большого количества факторов; многокомпонентная функция реакции; стохастическая сходимость результатов машинного эксперимента; ограниченность машинных ресурсов на проведение эксперимента. При построении плана эксперимента необходимо помнить, что целями проведения машинных экспериментов является либо получение зависимости реакции от факторов для выявления особенностей функционирования системы, либо нахождение комбинации факторов, обеспечивающей экстремальное значение реакции. Т.е. экспериментатор решает две ос​новные задачи: 

1)     идентификация факторов; 

2)     выбор уровней факторов. 

Под идентификацией факторов понимается их ранжирование по степени вли​яния на значение наблюдаемой переменной (показателя эффективности). Первичные - это те факторы, в исследовании вли​яния которых экспериментатор заинтересован непосредственно. Вторичные -  факторы, которые не являются предметом исследования, но влиянием, которых нельзя пренебречь. 

Выбор уровней факторов производится с учетом двух противоречивых тре​бований: 

1) уровни фактора должны перекрывать (заполнять) весь возможный диапазон его изменения; 

2) общее количество уровней по всем факторам не должно приводить к чрезмер​ному объему моделирования. 

Задачей стратегического планирования эксперимента является отыскание компромиссного решения, удовлетворяющего этим требованиям. 

Эксперимент, в котором реализуются все возможные сочетания уровней факторов, называется полным факторным экспериментом (ПФЭ). Общее число различных комбинаций уровней в ПФЭ для [image: image83.png]


 факторов можно вычислить так: 

                                     [image: image84.png]


, 

где [image: image85.png]


 - число уровней [image: image86.png]


- го фактора. 

Если число уровней для всех факторов одинаково, то [image: image87.png]


([image: image88.png]


 - число уровней). Недостаток ПФЭ - большие временные затраты на подготовку и проведение. Поэтому использование ПФЭ целесообразно только в том случае, если в ходе имитационного эксперимента исследуется взаимное влияние всех факторов, фи​гурирующих в модели. Если такие взаимодействия считают отсутствующими или их эффектом пренеб​регают, проводят частичный факторный эксперимент (ЧФЭ). 

На практике применяются различные варианты построения планов ЧФЭ. 

1.     Рандомизированный план - предполагает выбор сочетания уровней для каж​дого прогона случайным образом. 

2.     Латинский план («латинский квадрат») - используется в том случае, когда проводится эксперимент с одним первичным фактором и несколькими вторичны​ми. Суть такого планирования состоит в следующем. Если первичный фактор А имеет [image: image89.png]


 уровней, то для каждого вторичного фактора также выбирается [image: image90.png]


 уровней. Выбор комбинации уровней факторов выполняется на основе специальной проце​дуры. 

Пусть в эксперименте используется первичный фактор А и два вторичных фактора - В и С; число уровней факторов равно 4. Соответствующий план можно представить в виде квадратной матрицы размером [image: image91.png]Ixl



(4[image: image92.png]


4) относительно уровней фактора А. При этом матрица строится таким образом, чтобы в каждой строке и в каждом столбце данный уровень фактора А встречался только один раз (табл. 1). 
 Таблица 1- Пример латинского плана 

	Значение фактора В 
	Значение фактора С

	  
	С1 
	С2 
	С3 
	С4 

	В1 
	А1 
	А2 
	А3 
	А4 

	В2 
	А2 
	А3 
	А4 
	А1 

	В3 
	А3 
	А4 
	А1 
	А2 

	В4 
	А4 
	А1 
	А2 
	А3 


  

В результате имеем план, требующий 4[image: image93.png]


4=16 прогонов, в отличие от ПФЭ, для которого нужно [image: image94.png]


 прогона. 

3.     Эксперимент с изменением факторов по одному. 

Суть его состоит в том, что один из факторов «пробегает» все [image: image95.png]


 уровней, а остальные [image: image96.png]


 факторов поддерживаются постоянными. Такой план обеспечи​вает исследование эффектов каждого фактора в отдельности. Он требует всего [image: image97.png]N=l+h+..+1,



 прогонов ([image: image98.png]


- число уровней [image: image99.png]


- го фактора). 

4.     Дробный факторный эксперимент. 

Каждый фактор имеет два уровня – нижний и верхний, поэтому общее число вариантов эксперимента [image: image100.png]


, [image: image101.png]


 - число факторов. 

Следующей проблемой стратегического планирования машинных экспериментов является многокритериальная функция реакции [7]. Эту трудность в ряде случаев можно обойти, рассматривая имитационный эксперимент с моделью по определению многих реакций как несколько имитационных экспериментов, в каждом из которых исследуется только одна реакция. 
При исследовании систем часто требуется иметь переменные реакции, связанные друг с другом. В этом случае используют интегральные оценки нескольких реакций, построенные с использованием весовых функций, функций полезности и т.д.

Трудностью при определении характеристик процесса функционирования системы является медленная стохастическая сходимость. Мерой флуктуации случайной величины служит ее стандартное отклонение σ. Для уменьшения случайной ошибки увеличивают объем выборки за счет повторения модельных экспериментов. Так, для уменьшения случайной ошибки в К раз требуется увеличить объем выборки в К2, что не всегда возможно из-за ограничения ресурсов времени на проведение экспериментов. К методам ускорения сходимости относятся методы регрессионной выборки, дополняющей переменной, расслоенной выборки, значимой выборки [7]. 
Применяя системный подход к проблеме стратегического планирования машинных экспериментов, выделяют следующие этапы:

1) построение структурной модели;

2) построение функциональной модели.

Структурная модель плана эксперимента характеризуется числом факторов и  числом уровней для каждого фактора. Необходимо найти наиболее существенные факторы. Из опыта известно, что для большинства систем 20% факторов определяют 80% свойств системы [7].

Функциональная модель плана эксперимента определяет количество элементов структурной модели. Модель может быть полной, когда в оценке реакции системы участвуют все элементы и неполной, когда число реакций меньше числа элементов. Основная цель построения функциональной модели это нахождение компромисса между необходимыми действиями при машинном эксперименте и ограниченными ресурсами на решение задачи методом моделирования. 

При предварительном планировании машинного эксперимента с числом факторов k, числом уровней каждого фактора  g и повторений эксперимента  p полное число прогонов составит:

                                                N = pgk.                                                    (1)
Для анализа возможностей при планировании эксперимента рассматривается попарное  относительное влияние числа факторов k , числа уровней g и числа повторений p на количество необходимых машинных прогонов модели N. Для этого продифференцируем уравнение (1):
                                                                
[image: image102.wmf].
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                                                       (2)
Из этих уравнений следует, что:
1) если kp>g  и   k>glng , то оказывает наибольшее влияние на число машинных прогонов  N  изменение числа уровней g;
2) если kp>g  и  k>glng , то доминирует число факторов k;  
3) если p<g  и pln g <1, то доминирует число повторений  p.
Такой анализ дает интерпретацию определения доминирующей для данного машинного эксперимента с моделью системы переменной: k, g  или p.

Таким образом, использование при стратегическом планировании машинных экспериментов с моделью структурных и функциональных моделей плана позволяет решить вопрос о практической реализуемости на ЭВМ исходя из допустимых затрат ресурсов по моделированию системы [7].

11.2 Тактическое планирование машинных экспериментов с моделями  систем
Тактическое планирование эксперимента с машинной моделью системы связано с эффективным использованием машинных ресурсов и определением конкретных способов проведения испытаний модели с намеченным стратегическим планом эксперимента [7]. Проведение эксперимента связано с решением проблем:
1) определением начальных условий и их влияния на достижение установившегося результата при моделировании;

2) обеспечением точности и достоверности результатов моделирования;

3) уменьшением дисперсии оценок характеристик процесса функционирования моделируемой системы;

4) выбором плана останова имитационного эксперимента с моделью системы.

Начальные условия проведения машинного эксперимента могут выбираться из условия сокращения времени достижения установившегося режима либо из других соображений. 
Совокупность методов установления необходимого объема испытаний связана с решением второй проблемы. Поскольку точность оценок наблюдаемой переменной характеризуется ее дис​персией, то основу тактического планирования эксперимента составляют так на​зываемые методы понижения дисперсии. Так как имитационное моделирование представляет собой статистический эксперимент, то при его проведении необходимо не только получить достоверный результат, но и обеспечить его «измерение» с заданной точностью. 

В общем случае объем испытаний (величина выборки), необходимый для получения оценок наблюдаемой переменной с заданной точностью, зависит от следую​щих факторов: 

• вида распределения наблюдаемой переменной [image: image103.png]


 (при статистичес​ком эксперименте она является случайной величиной); 

•  коррелированности между собой элементов выборки; 

• наличия и длительности переходного режима функционирования моделиру​емой системы. 

Если исследователь не обладает перечисленной информацией, то у него име​ется единственный способ повышения точности оценок истинного значения наблюдаемой переменной - многократное повторение прогонов модели для каждого сочетания уровней факторов, выбранного на этапе стратегического планиро​вания эксперимента. Такой подход получил название «формирование простой слу​чайной выборки» (ПСВ). 

При таком подходе общее число прогонов модели, необходимое для достижения цели моделирования, равно произведению 
[image: image104.png]


,

где [image: image105.png]


- число сочетаний уровней факторов по стратеги​ческому плану;
 [image: image106.png]


 - число прогонов модели для каждого сочетания, вычисленное при тактическом планировании. 
Поэтому даже при использовании ПСВ до начала испытаний необхо​димо определить тот минимальный объем выборки, который обеспечит требуемую точность результатов. 

Основной недостаток методов планирования, основанных на использовании простой случайной выборки, - медленная сходимость выборочных средних к истинным средним с ростом объема выборки [image: image107.png]


 (пропорционально значению [image: image108.png]


). Это приводит к необходимости использования методов уменьшения ошибок, не требующих увеличения [image: image109.png]


. Такие методы называются методами понижения дис​персии и делятся на три группы: 

- активные (предусматривают формирование выборки специальным образом); 

- пассивные (применяются после того, как выборка уже сформирована); 

- косвенные (в которых для получения оценок наблюдаемой переменной исполь​зуются значения некоторых вспомогательных величин). 
Последней проблемой при тактическом планировании машинных экспериментов является выбор правил автоматической остановки имитационного эксперимента [7]. Простейшим алгоритмом является задание требуемого количества реализаций. Этот подход является не эффективным, т.к. в его основе лежит информация о распределении выходных переменных, которые на этапе тактического планирования неизвестны. 
Другой способ связан с достижением заданного доверительного интервала выходных переменных в процессе моделирования, что связано с вычислениями и увеличением машинного времени моделирования.
Правила автоматической остановки могут быть реализованными и другими способами [7]: путем двухэтапного проведения прогона; путем использования последовательного анализа для определения минимального количества реализаций и др.

Чем сложнее машинная модель системы, тем важнее этап тактического планирования машинного эксперимента, выполняемый перед моделированием на ЭВМ системы. 
Процесс моделирования машинных экспериментов с моделью системы итерационен. При уточнении некоторых свойств системы этапы стратегического и тактического планирования могут чередоваться.
Контрольные вопросы

1) Какие цели преследует планирование модельных экспериментов? 
2) В чем отличие активного эксперимента от пассивного эксперимента?

3) Основные варианты постановки задачи планирования имитаци​онного эксперимента.
4) Цели стратегического планирования машинных экспериментов с  моделями систем.

5) Какие проблемы возникают при стратегическом планировании машинных экспериментов и как они разрешаются?

6) Как выбираются  уровни факторов при стратегическом планировании?

7) Какие варианты построения частичных факторных экспериментов Вам известны?
8) В каких случаях используется латинский план («латинский квадрат») при стратегическом планировании?

9) Этапы системного подхода к проблеме стратегического планирования машинных экспериментов.

10)  Содержание структурной и функциональной модели плана эксперимента.

11)  С чем связано тактическое планирование эксперимента с машинной моделью системы? 
12) С решением каких проблем связано проведение машинного  эксперимента? 
13) От каких факторов зависит объем испытаний, необходимый для получения оценок наблюдаемой переменной с заданной точностью?  
14) Какие способы повышения точности оценок истинного значения наблюдаемой переменной Вы знаете?

15) Какие способы автоматической остановки имитационного эксперимента Вам известны?

Лекция 12 Метод статистических испытаний (Монте-Карло)

В современных задачах динамики нелинейных систем метод Монте-Карло играет роль своего рода моста между теорией и экспериментом. Моделирование методом Монте-Карло является мощным инструментом решения задач статистической динамики. Модель Монте-Карло можно рассматривать как реализацию теоретических систем при изучении взаимодействия сложного нелинейного объекта с внешней средой. 

Метод Монте-Карло связан с использованием весьма обширных массивов данных, моделирующих поведение исследуемой системы. Для получения достоверных значений физических переменных важное значение имеет надежность данных, получаемых в процессе статистического моделирования. Это требует высокого быстродействия и большого объема памяти вычислительных средств. Для решения таких задач используются высокопроизводительные вычислительные средства на базе суперкомпьютеров, в которых сочетаются современные достижения технологии построения элементной базы и конвейерная архитектура. 

Идея метода Монте-Карло состоит в построении теоретической модели физической системы и выполнении некоторого стохастического алгоритма. Алгоритм Монте-Карло организован так, чтобы можно было получать конфигурации моделируемой системы с некоторым распределением вероятностей. При этом физические величины рассчитываются путем усреднения по всей выборочной совокупности. В типичном случае моделирование методом  Монте-Карло представляет собой случайный обход некоторого конфигурационного пространства физической системы так, чтобы множество генерируемых конфигураций соответствовало заданной функции распределения. 
Математические ожидания оценки среднего и дисперсии исследуемой характеристики определяется усреднением по моделируемой конфигурации. 

Математическое обеспечение метода Монте-Карло включает программу численного интегрирования дифференциальных уравнений и реализации случайных функций и величин. В основу алгоритмов выработки случайных чисел и функций положен программный датчик псевдослучайных чисел, равномерно распределенных в интервале 0-1. Генерируемая датчиком последовательность случайных чисел с помощью стандартной подпрограммы преобразуется в последовательность случайных чисел, распределенных по нормальному закону с заданным математическим ожиданием и дисперсией. 

В качестве примера рассмотрим задачу о динамике судна на волнении [8]. Исходная математическая модель при реализации метода Монте-Карло в задаче о динамике судна на волнении преобразуется к виду, содержащему случайную нелинейную функцию восстанавливающего момента. Эту функцию можно представить как 

      M((,(,t)/(Jx+(Jx) = {1+((t)cos[kt+(o(t)]}((((2( - a(2sign().               (1) 

Параметр ( (t) и фаза ( (t) рассматриваются как случайные величины, распределенные соответственно по нормальному закону и закону равномерной плотности: 

       ((t)({M*[((t)], D*[((t)]}, (o(t) ( [0; 2(].               
                 (2) 

Гипотеза о принадлежности  ((t) к закону Гаусса проверялась путем анализа реализации процесса  ((t). 

Корреляционная функция R*(() процесса ((t) устанавливается по данным расчетов с использованием реальных регистраций морского волнения. Расчеты показывают, что величина R(*(()  может быть представлена в виде следующей аппроксимации: 

    R(*(() = D*[((t)]exp[-((()|t - (|]cos((()(t - (),                                (3) 

где ((() и ((() - параметры, устанавливаемые по данным специальных расчетов. 
Для моделирования случайной функции  ((t) используется метод синтеза формирующего фильтра во временной области. Параметры фильтра однозначно определяются величиной дисперсии D*[((t)] и корреляционной функции R(*((). 

Разработанный фильтр описывается системой дифференциальных уравнений: 
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           (4)

где:

M*[W1(t)W1(( )] = (*(t -(); 
M*[W1(t)W2(( )] = 0; 
M*[W2(t)W2(( )] = (*(t - ();              

                           (5) 
M*[ ((t)] = 0;  M*[( 2(0)] = D(*; 
M*[(2(0)] = D(*; D( = D(;   
M*[((0)((0)] = 0. 

Здесь W1(t) и W2(t) - случайные процессы типа <белый шум>; 
((()   и  ((() - параметры корреляционной функции; 
((t) - вспомогательный случайный процесс; 
M* и D* - операторы математического ожидания и дисперсии;
 (* - дельта-функция. 
Приведенная математическая модель характеризует практическую процедуру моделирования процесса с заданными начальными условиями. Принципиальным моментом здесь является необходимость формирования случайных начальных условий, определенных выражениями (5). Последовательность решения задачи представлена на рис.1. 
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Рисунок 1 - Поток информации при анализе нелинейной вероятностной
модели динамики судна на волнении методом Монте-Карло 
Как показывают расчеты, метод Монте-Карло имеет ряд преимуществ перед другими методами решения задач статистической динамики нелинейных систем (метод статистической линеаризации, теория Марковских процессов). Главными из них являются компактность вычислительной схемы, устойчивость результатов по отношению к машинным сбоям, а также весьма простая оценка точности полученных данных. Удобство использования этого метода заключается также в том, что здесь не накладывается никаких дополнительных ограничений на структуру исследуемых дифференциальных уравнений, которые могут включать нелинейные члены с любым видом нелинейности. 
Необходимое условие применение схемы анализа методом Монте-Карло - предварительное исследование устойчивости системы, описываемой заданными дифференциальными уравнениями в принятой области изменения кажущейся частоты. 

При практическом исследовании нелинейных задач динамики судна методом Монте-Карло важное значение имеет число испытаний N, обеспечивающее необходимую точность вычислений. Как показывают расчеты, величину N удобнее определять путем анализа сходимости оценок для дисперсии при увеличении числа испытаний. Такой подход оправдан не только практическими соображениями, но и тем, что обычные оценки точности Монте-Карло оказываются сильно завышенными. Анализ результатов моделирования позволяет сделать вывод о практической допустимости оценок точности в задачах динамики судов на волнении при сравнительно небольшом числе испытаний (N(200). В этих условиях относительная погрешность результата не превышает обычную погрешность при экспериментальном исследовании мореходности с использованием методов физического моделирования. 
Cледует отметить, что в задачах математической физики, требующих высокой точности, число статистических испытаний составляет тысячи, а иногда и десятки тысяч. 

Анализ математической модели динамического наклонения судна на нерегулярном волнении позволяет получить обширные статистические данные, характеризующие  изменение ((t), (max, а также области реализации опрокидывающего момента Mопр в зависимости от числа Фруда Fr. 

Обработка данных статистических испытаний в области устойчивости производится по совокупности реализаций процесса ((t), формирующегося за счет случайных изменений начальной фазы в диапазоне (0-2() и параметра  ((t)  в соответствии с корреляционной функцией R(*((). Оценки математического ожидания M*[q(t)] и дисперсии D*[q (t)] выходной переменной    устанавливаются по формулам математической статистики: 
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Полученные данные позволяют найти доверительные интервалы вероятности различных отклонений оценок M*[((t)] и D*[((t)] от соответствующих истинных вероятностных характеристик, а также закон распределения ((t). В качестве примера использования метода Монте-Карло ниже приведен анализ динамической остойчивости судна на нерегулярности попутном волнении интенсивностью 6 баллов. Ширина спектра, вычисленная для реальной записи морского волнения составляет 0,35. Статистические характеристики процесса ((t)   для заданных условий принимают значения: 

M*[((t)] = 0,465,  D*[((t)] = 0,013. 

Параметры корреляционной функции: 

((()=0,070,     ((() = (/16. 

Результаты исследования представлены на рис.2, где указаны области изменения опрокидывающего момента, фрагмент реализации и корреляционная функция процесса ((t), а также сопоставление гистограммы распределения амплитудных значений ((t) с теоретической кривой нормального закона. 
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Рисунок -2  Фрагмент реализации  (А); область изменения восстанавливающего (В) и опрокидывающего момента (С), а также корреляционная функция (D) и плотность распределения (E) значений ((t) для принятых условий моделирования.
Контрольные вопросы
1) Роль метода Монте-Карло в современных задачах динамики нелинейных систем. 
2) В чем состоит идея метода Монте-Карло? 
3) Как определяется математические ожидания оценки среднего и дисперсии исследуемой характеристики по моделируемой конфигурации?

4) Приведите математическую модель, характеризующую практическую процедуру моделирования процесса с заданными начальными условиями.

5) Какие преимущества имеет метод Монте-Карло перед другими методами решения задач статистической динамики нелинейных систем (метод статистической линеаризации, теория Марковских процессов)?

6) Назовите необходимое условие применение схемы анализа методом Монте-Карло.  
7) Как определяется число испытаний N, обеспечивающее необходимую точность вычислений?
Лекция 13 Дисперсионный анализ
В общем случае, задачей дисперсионного анализа является выявление

тех факторов, которые оказывают существенное влияние на результат эксперимента. Помимо этого. дисперсионный анализ может применяться для сравнения средних нескольких выборок, если число выборок больше двух. Для этой цели служит однофакторный дисперсионный анализ.

В целях решения поставленных задач принимается следующее. Если

дисперсии полученных значений параметра оптимизации в случае влияния факторов отличаются от дисперсий результатов в случае отсутствия влияния

факторов, то такой фактор признается значимым. Как видно из формулировки задачи, здесь используются методы проверки статистических гипотез, а именно – задача проверки двух эмпирических дисперсий. Следовательно, дисперсионный анализ базируется на проверке дисперсий по критерию Фишера.

В зависимости от того, сколько факторов принимается в рассмотрение,

различают однофакторный (случай простой группировки) и многофакторный

дисперсионный анализ. Частным случаем второго является двухфакторный

дисперсионный анализ (случай двойной группировки). В рамках этих двух случаев различают следующие виды дисперсионного анализа [5]:

• однофакторный дисперсионный анализ с одинаковым числом испытаний по уровням фактора (ОДА-ОЧИ);

• однофакторный дисперсионный анализ с неодинаковым числом испытаний по уровням фактора (ОДА-НЧИ);

• двухфакторный дисперсионный анализ без повторений

(ДДА-БП);

• двухфакторный дисперсионный анализ с повторениями (ДДА-П).
13.1 Однофакторный дисперсионный анализ с одинаковым числом испытаний на уровнях фактора (ОДА-ОЧИ)

Прежде, чем проводить сам дисперсионный анализ, необходимо определить понятия группового среднего и общего среднего. Предположим, что в

ходе проведения эксперимента подключается некоторый фактор А, который может принимать p значений. Для каждого из этих р значений фактора А проводится серия опытов, в ходе которых измеряется np результатов. Результаты, принадлежащие одному и тому же уровню фактора. Будут составлять единую группу, и таких групп будет, как Вы догадываетесь, р. Результаты эксперимента обозначим как  хij – значениями j-членов в i-группе. При этом, j будет изменяться от 1 до np (индикатор члена группы), а i изменяется от 1 до р (индикатор группы).
Тогда среднее значение каждой группы равно: 
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Общее среднее равно (n – общее число проведенных экспериментов, p– число i-групп)
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Построим схему однофакторного дисперсионного анализа (см. таблицу 1), попутно объясняя ее.
1) Определим дисперсию безотносительно к значению, который принимает фактор (общая группировка). Для этого вычислим квадраты отклонений каждого из полученных значений от общего среднего, данные квадраты просуммируем
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Таблица 1 – Схема ОДА-ОЧИ
	Группировка

(источник вариации)
	Сумма квадратов
	Число степеней

свободы
	Оценка дисперсии

	1. Общая
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	2. По факторам А

(между группами)
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	3. Остаточная

(внутри групп)
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	4. Оценка влияния

фактора
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	5. Оценка влияния отдельных значений

фактора
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Выбор квадратов отклонений связан с тем, что отклонения могут принимать как положительные, так и отрицательные значения. Если рассматривать просто сумму отклонений значений от среднего, может возникнуть эффект компенсации положительного и отрицательного значений. В этом случае получаемая сумма будет либо слишком мала, либо равна 0. Более того, оценка дисперсии будет неверной.

Затем сумму квадратов Q разделим на число степеней свободы (ЧСС) данного эксперимента, определяемое как число опытов -1:

                                                   k= n-1.

2) Определим дисперсию при условии влияния фактора А, для чего находятся отклонения групповых средних от общей средней (если фактор действительно оказывает влияние, такие отклонения должны быть значимыми, что можно оценить с помощью дисперсий). Схема рассуждений такая же, как и в предыдущем случае. Здесь число степеней свободы будет определяться как число значений, принимаемых фактором, – 1:
                                                   kp= p-1.

3) И, наконец, определяем дисперсию значений, вызываемую случайными причинами (погрешность средств измерений, влияние окружающей  среды и т.п.). Данную дисперсию вычисляют, учитывая следующее. Изменение значений эксперимента может вызываться либо случайными явлениями, либо изменением значений факторов. Если убрать изменение значений факторов, то вариация значений эксперимента будет проявляться только за счет случайной компоненты. Таким образом, необходимо отклонение значений эксперимента от среднего в каждой группе значений факторов. Для этого вычисляются квадраты отклонений внутри каждой группы, т.е. при значении фактора, равного А1, оценивается отклонение значений, полученных при таких условиях эксперимента, от своего среднего
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при А2 – отклонение значений от своего среднего
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 и т.д. Далее – по схеме, таблица 1.
Если посмотреть в таблицу 1, то сразу становится понятно, что вычислить сумму квадратов в третьем случае достаточно трудоемко. Однако, здесь можно прибегнуть к маленькой хитрости. Дело в том, что в статистике доказано, что 
                                                   Q = QA + QR
Два параметра из этой суммы нам известны, так что найти недостающее QR будет несложно.

4) Оценим, влияет ли исследуемый фактор А на результат эксперимента. Это можно сделать с помощью критерия согласия Фишера. При проверке следуем простой логике: если разброс значений эксперимента при изменении фактора не отличается от разброса значений эксперимента при фиксированном значении фактора (т.е. вызываемого чисто случайными причинами), то фактор А не оказывает никакого влияния на результаты.
Строим основную и альтернативную гипотезы:
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Согласно критерию Фишера (см. таблицу 1), если отношение меж-групповой дисперсии к внутригрупповой меньше квантиля распределения Фишера при заданном уровне α , то дисперсии считаются статистически неразличимыми, т.е. фактор А не оказывает влияния на результат эксперимента. В противном случае – дисперсии статистически различимы, и фактор А оказывает влияние на результат.

Замечание. В отличие от классического критерия согласия Фишера-Снедекора, при проверке различия между межгрупповой и внутригрупповой

дисперсиями в числителе всегда стоит межгрупповая дисперсия, даже если она с математической точки зрения меньше внутригрупповой.
5) В случае, если дисперсионный анализ обнаруживает наличие существенного влияния факторов на результат эксперимента, необходимо оценить, какой из уровней (значений) факторов оказывает наиболее существенное влияние. С этой целью при помощи критерия согласия Стьюдента производится сравнение средних значений, полученных при различных значениях

уровней факторов (смотри схему анализа, последнюю строку). Для сравнения одно из средних значений принимается за основное (базовое), а остальные сравниваются именно с этим значением.
Например, при исследовании влияния различной рекламы на уровень продаж компьютеров за основное значение можно выбрать средний показатель продажи до использования какой-либо рекламы.
Если значение критерия меньше квантиля распределения Стьюдента при заданном уровне значимости α (tα):
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то средние считаются статистически неразличимыми, т.е. разницы в смене уровня фактора по сравнению с основным уровнем – нет. В противном же случае – данный уровень фактора признается как наиболее сильно влияющий на результаты.
13.2 Двухфакторный дисперсионный анализ без повторений (ДДА-БП)

Рассуждения при проведении дисперсионного анализа в случае двух факторов аналогичны предыдущей ситуации. Особенность состоит в том, что

здесь рассматриваются две группировки: сначала по группам одного фактора, потом – по группам другого. В данном случай на результат эксперимента влияют два фактора А и В. Причем, фактор А принимает значения А1, А2… Аp; а фактор В принимает значения B1, B2… Bq. В этом случае для построения схемы двухфакторного дисперсионного анализа без повторений (ДДА-БП) определяются групповые средние по фактору А и по фактору В отдельно, а также общее среднее. Приведем формулы для вычисления:

1. групповое среднее по факторам А:
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2. групповое среднее по факторам B:
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3. общее среднее:
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Групповое среднее определяется несколько странно: групповое среднее определяется по уровням фактора А, а индекс суммирования j – по фактору В, да и делится сумма на число уровней фактора В. И наоборот. Никакой ошибки здесь нет. Дело в том, что очень часто, удобства ради записи результатов экспериментов по двухфакторному анализу записываются в виде таблицы, таблица 2.
Таблица 2 – Пример записи результатов ДДА-БП

	Уровни

фактора А
	Уровни фактора В

	
	В1
	В2
	…
	Вq

	А1
	x11
	x12
	……
	x1q

	А2
	x21
	x22
	…..
	x2q

	…..
	
	
	
	

	Аp
	xp1
	xp2
	…..
	xpq


Из приведенного примера видно, что среднее по уровням фактора А представляет собой среднее по строкам таблицы 2, а среднее по уровням

фактора В – среднее по столбцам таблицы 2. С этих позиций сразу становится понятно и использование индекса суммирования, и почему в знаменателе при определении средних стоит число уровней другого фактора. Эти же соображения относятся и к умножению межгрупповых сумм квадратов на число уровней другого фактора (строки 2 и 3 таблицы 3).
Схема ДДА-БП имеет вид, представленный в таблице 3. Следует обратить внимание на тот факт, что для обоих факторов проводится проверка на значимость (строка 5 таблицы 3); оценка влияния отдельных значений фактора проводится только для значимых факторов.

Таблица 3 – Схема ДДА-БП
	Группировка


	Сумма квадратов
	Число степеней

свободы
	Оценка дисперсии

	1. Общая
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	2. Между группами фактора A
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	p – 1
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	3. Между группами фактора B
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	4. Остаточная

(внутри групп)
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	5. Оценка влияния фактора
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	6. Оценка влияния отдельных значений фактора
	
[image: image143.wmf])

2

(

/

2

2

-

+

<

>

+

-

-

-

=

n

n

t

n

n

x

x

K

çíà÷åíèÿ

îñòàëüíûå

áàçà

çíà÷åíèÿ

îñòàëüíûå

çíà÷åíèÿ

îñòàëüíûå

áàçà

áàçà

çíà÷åíèÿ

îãñòàëüíûå

áàçà

t

a

s

s




Несмотря на то, что вычислений прибавилось, общая схема рассуждений остается все той же (смотри п. 13.1), поэтому вновь подробно описывать всю схему не имеет смысла. Единственное, что следует заметить, что шестой пункт схемы будет выполняться для тех факторов, которые будут признаны значимыми, т.е. если оба фактора окажутся значимыми, для каждого из них будет проводиться оценка влияния отдельных уровней на результат.
Контрольные вопросы
1) Что является задачей дисперсионного анализа?

2) Различают, какие виды дисперсионного анализа и их особенности?
3) Особенности однофакторного дисперсионного анализа с одинаковым числом испытаний.
4) Как оценивается влияние исследуемого фактора А на результат эксперимента?
5) Какие особенности двухфакторного дисперсионного анализа?
6) Оценка значимости факторов в  двухфакторном дисперсионном анализе.
Лекция 14 Корреляционный анализ
Между любыми двумя, тремя… случайными величинами возможно

существование следующих вариантов зависимостей:

1. отсутствие какой-либо зависимости;

2. статистическая зависимость – это зависимость между случайными величинами, когда изменение одной величины вызывает изменение параметров распределения или вида самого распределения другой случайной величины;

3. функциональная зависимость – это зависимость между случайными величинами, которая может быть описана в виде функции X = f(Y).

Установить зависимость между случайными величинами можно либо

графически, но это возможно только в случае двух-трех случайных величин,

либо с помощью корреляционного анализа. Корреляционный анализ позволяет не только установить наличие зависимости между случайными величинами, но и дать качественную характеристику этой связи. В качестве такой

меры служит коэффициент корреляции. Различают следующие виды коэффициентов корреляции [5]:

1. парный линейный выборочный коэффициент корреляции rxy;

2. корреляционное отношение ηxy;

3. множественный коэффициент корреляции Ri.jklm… и частный выборочный коэффициент корреляции rij.klm…;

4. ранговые коэффициенты корреляции Спирмена и Кендалла.

Силу связи с помощью коэффициентов корреляции оценивают по так

называемой шкале Чеддока, таблица 1, причем эта шкала универсальна для

всех видов коэффициентов корреляции.

Необходимо обратить внимание на тот факт, что коэффициент корреляции по абсолютному значению не превышает единицы. Знак количественной характеристики может быть положительным или отрицательным, об этом будет сказано в каждом отдельном случае, но к а ч е с т в е н н о теснота связи будет определяться именно этой шкалой, без учета знака.
Таблица 1 – Шкала Чеддока для оценки силы связи между случайными
                       величинами [5]
	Количественная мера тесноты связи, абсолютное значение
	Качественная характеристика силы связи

	0,0-0,09
	 Весьма слабая

	0,1-0,29
	Слабая

	0,3-0,49
	Умеренная

	0,5-0,69
	Заметная

	0,7-0,89
	Высокая

	0,9-1,0
	Весьма высокая


С точки зрения теории Планирования и организации эксперимента особая ценность корреляционного анализа заключается в способности оценить наличие зависимости между влияющими на параметр оптимизации факторами, чтобы проверить выполнимость требования не коррелированности совокупности факторов. Существует следующее правило: если сила связи между двумя факторами не превышает умеренную, то можно оба фактора оставить в рассмотрении. В противном случае – один из двух факторов из рассмотрения выбрасывается. Конечно, это правило можно смягчить, разрешив использование факторов, между которыми наблюдается заметная связь, но, как правило, это делать не рекомендуется.

При оценивании связи между факторами существует одна опасность. Дело в том, что корреляционный анализ, как и любой другой математический

аппарат работает, прежде всего, с цифрами, не обращая внимания на природу

их возникновения и физический смысл. Поэтому в ходе проверки может возникнуть наличие высокой и более связи между теми случайными величинами, где ее не может вообще существовать по логике вещей. Конечно, для устранения подобных случаев существует проверка значимости коэффициента корреляции, но голову экспериментатора тоже не следует исключать из анализа. В практике бывают случаи, когда студент утверждал, что качество сгущенного молока напрямую зависит от того, в банку какого цвета оно упаковано – синюю или зеленую. Свое утверждение он аргументировал тем, что между этими характеристиками существует весьма высокая корреляционная зависимость. Чтобы Вам не попасться на подобную удочку, будьте внимательны!

Далее рассмотрим все указанные выше виды коэффициентов корреляции. При этом будем приводить только используемые на практике формулы расчета коэффициентов корреляции и оценки их значимости. Теоретические выводы данных формул, при желании, можно найти в учебной и учебно-методической литературе по теории вероятностей и математической статистике.
14.1 Парный выборочный линейный коэффициент корреляции
Предназначен для выявления линейной связи между двумя случайны-

ми величинами. Определяется по экспериментальной выборке значений случайных величин X и Y. Отсюда и название данного коэффициента. Следует

понимать, что равенство нулю данного коэффициента корреляции говорит  об отсутствии линейной зависимости между X и Y, т.е. зависимости типа:
                                                         Y = kX + b,

во всех ее возможных проявлениях. Отсутствие вообще какой-либо зависимости между случайными величинами (нелинейной или статистической) может подтвердить только корреляционное отношение, которое будет рассмотрено ниже.

Парный выборочный линейный коэффициент корреляции на практике

удобнее всего определять по формуле:
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Отметим свойства парного линейного выборочного коэффициента

корреляции.

1.-1 ≤r xy ≤ 1. Причем:

a) | rxy | =1 – наличие линейной связи между случайными величинами X и Y;

b) rxy = 0 – отсутствие линейной связи между случайными величинами

X и Y;

c) -1 < rxy  < 1 – наличие либо нелинейной, либо статистической связи

между случайными величинами X и Y.

2. 0 > r xy – между случайными величинами X и Y наблюдается обратная зависимость, т.е. при возрастании значений одной случайной величины значения другой случайной величины уменьшаются;
3. rxy > 0 – между случайными величинами X и Y наблюдается прямая зависимость, т.е. при возрастании значений одной случайной величины значения другой случайной величины также увеличиваются;
4. rxy= ryx
5. При увеличении (уменьшении) значений случайных величин на одно и то же число (или в одно и то же число раз) значение rxy  остается неизменным.

6. rxx = ryy = 1 - поскольку это действие случайной величины самой на себя.

Еще раз обратим внимание на свойство 1b. Если r xy = 0, то можно говорить об отсутствии только линейной зависимости. Говорить об отсутствии зависимости между случайными величинами X и Y вообще можно после проверки только корреляционного отношения (см. ниже). 
Помимо коэффициента корреляции, можно также вычислить коэффициент детерминации, который показывает на сколько процентов изменчивость случайной величины Y зависит от изменчивости случайной величины X*). Определяется коэффициент детерминации следующим образом:
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Значимость rxy проверяется по критерию согласия Стьюдента. При этом в качестве основной гипотезы проверяется гипотеза об отсутствии линейной корреляции, т.е.
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Наблюдаемое значение критерия определяется по формуле:
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где N – общее число опытов.

Парный выборочный линейный коэффициент корреляции признается значимым (т.е. основная гипотеза отвергается), если
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14.2 Корреляционное отношение
Корреляционное отношение позволяет выявить наличие или отсутствие

связи между случайными величинами X и Y. Будем определять все формулы

и выкладки по корреляционному отношению из предположения, что на изменчивость случайной величины Y влияют значения случайной величины X.

Определяется корреляционное отношение на основе межгрупповой и общей

дисперсий измеряемой величины. В нашем случае формула будет иметь вид:
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Определение общей дисперсии переменной Y  
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 производится по формуле: 
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где 
[image: image156.wmf]y
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 – среднее значение (математическое ожидание) случайной величины Y, оцененное по экспериментальным данным;
nj – частота встречи значения yj;

m – общее число значений yj;

N – общее число проведенных экспериментов.
Для оценки межгрупповой дисперсии переменной Y 
[image: image157.wmf]2
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 необходимо произвести группировку значений переменной Y в зависимости от значений переменной X, т.е. отдельно собрать все yj, которые были отмечены при значении x1, отдельно собрать все yj, которые были отмечены  при значении x2 и т.д. По каждой полученной группе оценить средние значения величины у, обозначим их yi. Затем можно оценивать межгрупповую дисперсию:
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где y – среднее значение (математическое ожидание) случайной величины Y, оцененное по экспериментальным данным;

yi – групповые средние значения (математические ожидания) случайной величины Y, оцененные по экспериментальным данным, сгруппированным по значением случайной величины Х;

ni – частота встречи значения xi;

k – общее число значений xi;

N – общее число проведенных экспериментов.
Отметим свойства корреляционного отношения:

1. 0 ≤ η yx ≤ 1. Причем:

a) ηyx = 1 – наличие функциональной зависимости между случайны-

ми величинами X и Y;

b)  ηyx = 0  – отсутствие какой-либо связи между случайными вели-

чинами X и Y;

c)  0 < ηyx < 1 – наличие статистической связи между случайными величинами X и Y.

2. ηyx ≠ ηxy .

Следует отметить, что направление связи между случайными величинами (прямая или обратная) в данном случае выявить не удастся.
Замечание. Фактически, после определения rxy = 0  необходимо оценить корреляционное отношение, и только по результатам последнего уже выносить приговор зависимости между двумя случайными величинами:

a) если rxy = 0 , ηyx =1 – между случайными величинами X и Y наблюдается функциональная зависимость, но она носит нелинейный характер;

b) если rxy = 0 , ηyx = 0 – между случайными величинами X и Y не наблюдается какой-либо зависимости.

Значимость корреляционного отношения определяется по критерию согласия Фишера – Снедекора. По-прежнему,
                                       H0: ηyx = 0;     H1:  ηyx ≠ 0.
Наблюдаемое значение критерия определяется по формуле:
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где N – общее число опытов;

m – число полученных групп при определении межгрупповой дисперсии (фактически, это число значений случайной величины X).
Корреляционное отношение признается значимым (т.е. основная гипотеза отвергается), если
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14.3 Множественный коэффициент корреляции и частный выборочный
                  коэффициент корреляции
Множественный коэффициент корреляции, равно как и частный выборочный коэффициент корреляции, определяются в случае выявления зависимостей между случайными величинами, чье количество превышает два. Разница между этими двумя коэффициентами состоит в следующем:

1) множественный коэффициент корреляции оценивает влияние не-скольких (больше двух) факторов на параметр оптимизации;

2) частный выборочный коэффициент корреляции оценивает зависимость между двумя параметрами (между двумя факторами, между фактором

и параметром оптимизации и т.п.) при исключении влияния остальных пара-

метров взаимодействия.

При взаимодействии нескольких случайных величин обычно строится

корреляционная матрица, членами которой являются парные выборочные линейные коэффициенты корреляции между взаимодействующими случайными величинами. По главной диагонали данной матрицы располагаются  единицы, а сама матрица – симметрична относительно главной диагонали. В

общем случае корреляционная матрица имеет вид:
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Множественный коэффициент корреляции определяется по формуле:
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где   
[image: image163.wmf]R

 - определитель корреляционной матрицы R (2);

[image: image164.wmf]jj

R

 - алгебраическое дополнение элемента rjj той же матрицы R.
Значимость множественного коэффициента корреляции определяется

по критерию согласия Фишера – Снедекора:
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Наблюдаемое значение критерия определяется по формуле:
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где N – общее число опытов;

m – число переменных во взаимодействии.
Множественный коэффициент корреляции признается значимым (т.е. основная гипотеза отвергается), если
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Квадрат коэффициента множественной корреляции 
[image: image168.wmf]m
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 принято называть выборочным множественным коэффициентом детерминации, который показывает, какую долю вариации (случайного разброса) исследуемой величины Хj объясняет вариация остальных случайных величин X1 , X2 , . . . , Xm.

   Коэффициенты множественной корреляции  и детерминации являются величинами положительными, принимающими значения в интервале от 0 до 1. При приближении коэффициента R2  к единице можно сделать вывод о тесноте взаимосвязи случайных величин, но не о ее направлении. Коэффициент множественной корреляции может только увеличиваться, если в модель включать дополнительные переменные и не увеличится, если из имеющихся переменных производить исключение. 

Частный выборочный коэффициент корреляции

Если рассматриваемые случайные величины коррелируют друг с другом, то на величине коэффициента парной корреляции частично сказывается влияние других величин. В связи с этим возникает необходимость  исследования частной корреляции между величинами при исключении влияния одной или нескольких других случайных величин. 

Выборочный частный коэффициент корреляции определяется по формуле:
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где 
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 – алгебраические дополнения к соответствующим элементам матрицы (2).
Частный коэффициент корреляции, так же как и парный коэффициент корреляции изменяется  от –1 до +1. 

Значимость частного выборочного коэффициента корреляции определяется по критерию согласия Стьюдента
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Наблюдаемое значение критерия определяется по формуле:
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где N – общее число опытов.
Частный выборочный коэффициент корреляции признается значимым

(т.е. основная гипотеза отвергается), если
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где m – число переменных во взаимодействии.
Замечание. Свойства множественного и частного коэффициентов корреляции совпадают со свойствами корреляционного отношения и парного линейного выборочного коэффициента корреляции соответственно.
Контрольные вопросы
1) Какие  варианты зависимостей возможны между двумя, тремя… случайными величинами? 
2) Что позволяет установить корреляционный анализ?
3) Как оценивается сила связи между случайными величинами?
4) Какая существует опасность при оценивании связи между факторами? 
5) Для чего предназначен парный выборочный линейный коэффициент корреляции?
6) Какими свойствами обладает парный линейный выборочный коэффициент корреляции?
7) Что позволяет выявить корреляционное отношение? 
8) Перечислите свойства корреляционного отношения.
9. Для выявления каких зависимостей между случайными величинами применяется множественный коэффициент корреляции?
10.  В чем разница между множественным коэффициентом корреляции и частным выборочным коэффициентом корреляции?
11. Что показывает выборочный множественный коэффициент детерминации ?
12. Когда возникает необходимость  исследования частной корреляции между случайными величинами? 
Лекция 15 Ранговые коэффициенты корреляции
Все перечисленные выше коэффициенты корреляции, несмотря на всю

свою необходимость, не позволяют оценивать зависимости качественных переменных. В лучшем случае качественные показатели можно подвергнуть процедуре ранжировки, но это не сделает их количественными, а значит – применять описанные выше показатели связи нельзя.

Для оценки ранжированных переменных существуют свои коэффициенты корреляции: коэффициенты Спирмена и Кендалла. Оба эти коэффициента оценивают совпадение (или не совпадение) рангов двух совокупностей

по одному ранжируемому признаку. Примером такого подхода является оценка участников в шоу Ледниковый период. В этом случае ранжируемым признаком являются пары-участники, а рангами совокупностей – баллы, полученные участниками в ходе соревнований. В результате такого сравнения возможно выявление зависимости, например, между победами участников при выполнении различной программы.

Приведем методики оценки коэффициентов ранговой корреляции.
15.1 Коэффициент ранговой корреляции Спирмена.

Для того, чтобы оценить коэффициент ранговой корреляции Спирмена,

Необходимо определиться по какому признаку будет производиться ранжирование. Затем провести оценку рангов по этому признаку для двух совокупностей. Коэффициент ранговой корреляции Спирмена определяется по формуле:
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где r, si – ранги i-го объекта по совокупностям X и Y;
n – число пар наблюдений.
Иногда при исследованиях сталкиваются со случаями, когда для разных значений признака ранжирования в одной совокупности существуют одинаковые ранговые значение. Такие случаи называются случаями со связанными рангами. Если невозможно решить, какие ранги приписать этим объектам, им всем приписывается одинаковый средний ранг.

В случае связанных рангов коэффициент Спирмена вычисляется по формуле:
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где                  
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mr, ms – число групп неразличимых рангов у первой и второй совокупности соответственно;
Tr, Ts – число рангов, вошедших в соответствующую группу.

Для примера с участниками шоу Ледниковый период случай связанных рангов будет выглядеть следующим образом [5]. Пусть в ходе проведения соревнований участники шоу получили следующие баллы, таблица 1.
Таблица 1 – Результаты соревнований в шоу Ледниковый период
	Номер баллы Занятое место

пары участницы
	Набранные баллы
	Занятое место

	
	1-й этап
	2-ой этап
	1-й этап
	2-й этап

	01
	15
	19
	1
	2

	14
	14
	20
	2-3
	1

	10
	14
	18
	2-3
	3-5

	02
	12
	17
	4-6
	4-8

	03
	12
	18
	4-6
	3-5

	07
	12
	16
	4-6
	3-5

	11
	11
	17
	7-8
	4-8

	17
	11
	17
	7-8
	4-8

	05
	10
	17
	9-10
	4-8

	15
	10
	17
	9-10
	4-8

	12
	9
	14
	11-14
	9-10

	16
	9
	14
	11-14
	9-10

	06
	9
	13
	11-14
	11

	04
	9
	12
	11-14
	12


При этом оказалось, что некоторые пары набрали одинаковое количество баллов и заняли, соответственно одинаковые места. Отдать кому-либо из них предпочтение перед другими не удалось. Тогда каждой из этих пар присваивается средний ранг, равный (таблица 2):
Номера пар                          Расчет среднего ранга

14; 10                                     (2 + 3) / 2 = 2,5

02; 03; 07                               (4 + 5 + 6) / 3 = 5

.....................................................................................................................................

12; 16; 06; 04                          (11 + 12 + 13 + 14) / 4 = 12,5

......................................................................................................................... и.т.д.
В нашем примере для первой совокупности (1 этап) число групп равно

пяти, т.к. было выявлено пять групп совпавших значений; а для второй совокупности – число групп равно трем. Число рангов для каждой из групп первого этапа, соответственно, составило: два, три, два, два, четыре. Число рангов для каждой группы второго этапа соответственно равно: три, пять, два
Таблица 2 – Результаты распределения рангов пар-участниц шоу Ледниковый период и промежуточных расчетов коэффициента корреляции Спирмена
	Номер баллы Занятое место

пары участницы
	Набранные баллы
	Занятое место
	(ri-si)
	(ri-si)2

	
	1-й этап
	2-ой этап
	1-й этап
	2-й этап
	
	

	01
	1 
	2
	1
	2
	-1
	1

	14
	2-3
	1
	2,5
	1
	1,5
	2,25

	10
	2-3
	3-5
	2,5
	4
	-1,5
	2,25

	02
	4-6
	4-6
	5
	6
	-1
	1

	03
	4-6
	3-5
	5
	4
	1
	1

	07
	4-6
	3-5
	5
	4
	1
	1

	11
	7-8
	4-8
	7,5
	6
	1,5
	2,25

	17
	7-8
	4-8
	7,5
	6
	1,5
	2,25

	05
	9-10
	4-8
	9,5
	6
	3,5
	12,25

	15
	9-10
	4-8
	9,5
	6
	3,5
	12,25

	12
	11-14
	9-10
	12,5
	9,5
	3
	9

	16
	11-14
	9-10
	12,5
	9,5
	3
	9

	06
	11-14
	11
	12,5
	11
	1,5
	2,25

	11-14
	11
	12,5
	11-14
	11
	12,5
	11-14


                                                                                        Сумма:           58
Рассчитаем коэффициент корреляции Спирмена для представленных

данных и определим, зависят ли дальнейшие успехи пар от их предыдущих

побед. Для этого рассчитаем поправочные коэффициенты для первой (Tr) и второй (Ts) совокупностей.
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Тогда коэффициент корреляции Спирмена примет вид:
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Учитывая оценку силы корреляционной связи по шкале Чеддока, видно, что связь между двумя совокупностями сильная. Таким образом, можно сделать вывод, что успехи пар-участниц шоу Ледниковый период напрямую зависят от их побед, одержанных ранее. Оценка значимости коэффициента ранговой корреляции Спирмена, независимо от того, по какой из двух формул он вычислялся, производится по критерию согласия Стьюдента.
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Наблюдаемое значение критерия определяется по формуле:
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где n –число пар наблюдений.
Ранговый коэффициент корреляции Спирмена признается значимым (т.е. основная гипотеза отвергается), если
                                                     
[image: image182.wmf]).
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Для нашего примера, при уровне значимости α = 5 %:
                                
[image: image183.wmf].
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Так как K = 6,14 > t (n − 2) = 2,18, то рассчитанный нами коэффициент корреляции Спирмена признается значимым, т.е. выводы относительно связи успехов команд, сделанные ранее – справедливы.
15.2 Коэффициент ранговой корреляции Кендалла
Для того чтобы оценить коэффициент ранговой корреляции Кендалла,

необходимо провести ранжировку исследуемого объекта (в нашем примере –

пар-участниц) в порядке возрастания рангов по одной переменной (например, по первому этапу) и определить, сколько раз произошло нарушение порядка следования рангов по другой переменной. При этом определяется так называемое число инверсий. Инверсия – случай, когда большее число стоит слева от меньшего. Величина К, называемая статистикой Кендалла, равна общему числу инверсий в ранговой последовательности. Чтобы понять, как просчитывается число инверсий, приведем пример [5]. 

Пример. По результатам спортивных состязаний десять спортсменов в течение двух дней испытаний получили следующие баллы, таблица 3.. Оценить, зависят ли результаты соревнований во второй день от результатов первого дня.
Таблица 3 – Результаты соревнований
	День
	Условный код спортсмена

	
	А
	Б
	В
	Г
	Д
	Е
	Ж
	З
	И
	К

	1
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	10

	2
	1
	4
	2
	6
	3
	9
	10
	8
	7
	5


В качестве ранжируемого признака будут выступать сами спортсмены.

Расположим результаты в порядке возрастания значений в первый день. При

этом значения во второй день несколько перемешаются, таблица 3. Подсчитаем общее число инверсий, которое в результате получилось. Первое нарушение порядка в следовании рангов мы наблюдаем на второй позиции. С учетом последующих рангов, имеем последовательность
                                             (4; 2; 6; 3; 9; 10; 8; 7; 5).
Рассмотрим образовавшиеся пары рангов:

                           (4; 2); (4; 6); (4; 3); (4; 9); (4; 10); (4; 8); (4; 7); (4; 5).
Можно заметить, что образовалось всего две инверсии, они выделены полужирным шрифтом. Таким образом, для второй позиции записываем значение статистики Кендалла К2 = 2.

Аналогично, можно подсчитать статистики Кендалла для инверсий на

четвертой, шестой, седьмой, восьмой и девятой позиций. Они составят, соответственно,

                                     K4 = 2; K6 = 3; K7 = 3; K8 = 2; K9 = 1.

Тогда статистика Кендалла для всей последовательности будет равна

                                    K = К2 + K4 + K6 + K7 + K8 + K9 = 13.

Вернемся к коэффициенту ранговой корреляции Кендалла. Коэффициент ранговой корреляции Кендалла определяется по формуле:
                                                             
[image: image184.wmf].
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Оценка значимости коэффициента ранговой корреляции Кендалла про-

изводится по критерию согласия Стьюдента.
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Оценка значимости коэффициента ранговой корреляции Кендалла про-

изводится по критерию согласия Стьюдента.
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Наблюдаемое значение критерия определяется по формуле:
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где n –число пар наблюдений.

Ранговый коэффициент корреляции Кендалла признается значимым

(т.е. основная гипотеза отвергается), если
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где t1–α  определяется из выражения Φ(t 1−α) =  1 − α  ;

Φ(t 1−α) – функция Лапласа.

Для приведенного выше примера имеем:
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42

,

0

)

1

10

(

10

13

4

1

)

1

(

4

1

=

-

×

-

=

-

-

=

n

n

K

t


                                                
[image: image190.wmf].
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При уровне значимости α = 5 %:
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Так как  |Кτ| > t 1−α , то рассчитанный нами коэффициент корреляции Кендалла признается значимым, т.е. между результатами первого и второго дня соревнований действительно наблюдается зависимость. Однако, учитывая умеренный характер зависимости следует отметить, что данная связь не очень значительна.

Неоднократно отмечался тот факт, что чаще всего в статистике исследуют зависимость не между двумя, а между несколькими (больше двух) переменными. Тогда для оценки согласованности (корреляции) оценок используют так называемый коэффициент конкордации рангов Кендалла.
15.3 Коэффициент конкордации рангов Кендалла
Коэффициент конкордации рангов определяется по формуле:
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где n – число объектов;

m – число анализируемых совокупностей.
Единственное условие для оценки коэффициента конкордации рангов

Кендалла – число объектов n ≥ 7. Легко убедиться, что 0 ≤W≤1, причем W = 1, если все совокупности совпадают между собой по рангам.

Значимость коэффициента конкордации рангов Кендалла оценивается

по критерию согласия Пирсона. При этом
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Наблюдаемое значение критерия определяется по формуле:
                                                              
[image: image194.wmf],
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где n – число объектов;

m – число анализируемых совокупностей.
Коэффициент конкордации рангов Кендалла признается значимым (т.е.

основная гипотеза отвергается), если
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где 
[image: image196.wmf](
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 - критическое значение χ2-распределения Пирсона при уровне значимости α с числом степеней свободы (n – 1).
Контрольные вопросы
1) Как оцениваются зависимости качественных переменных?

2) Что необходимо определиться для того, чтобы оценить коэффициент ранговой корреляции Спирмена?
3) Что необходимо сделать для того чтобы оценить коэффициент ранговой корреляции Кендалла?

4) Какое условие необходимо выполнить для оценки коэффициента конкордации рангов Кендалла?

 Лекция 16 Регрессионный анализ
16.1 Парная регрессия

Регрессионный анализ представляет собой математический аппарат, который служит для построения математической модели эксперимента. Как уже упоминалось, в планировании эксперимента чаще всего выбираются математические модели полиномиального характера. Там же отмечалось, что экспериментатора после отбора полиномиальной модели заботит поиск ее коэффициентов, что является задачей регрессионного анализа с математической точки зрения.

Поясним эту мысль на примере. Простейшая полиномиальная модель имеет вид:
                                                       
[image: image197.wmf].
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Из предварительно проведенных опытов экспериментатору известны значения фактора х и результаты эксперимента y, которые при этих значениях фактора были зарегистрированы. Глядя на уравнение, становится видно, что единственное, что неизвестно экспериментатору – коэффициенты b0 и b1. Таким образом, с математической точки зрения регрессионный анализ сводится к поиску неизвестных коэффициентов b0 и b1 этой модели.

Для определения коэффициентов полиномиальных моделей используются, чаще всего, метод моментов и метод наименьших квадратов. Причем,

второй метод является самым популярным. Более того, в большинстве программных статистических пакетов для поиска коэффициентов уравнений используется именно метод наименьших квадратов.
Для того, чтобы иметь возможность контроля за программными статистическими пакетами, а также, чтобы понимать, откуда что берется, рассмотрим данный метод поиска коэффициентов регрессионной модели. Рассматривать данный метод будем на примере уравнения, приведенного выше. Пусть была проведена серия из N опытов, при этом в каждом из проведенных опытов зависимость между установленным значением фактора xi и полученным значением функции отклика yi определялась выражением:
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где 
[image: image199.wmf]x

i

- отклонение вследствие каких-либо случайных причин (погрешности).
После проведения всей серии опытов общая модель будет описываться совокупностью значений yi на отдельных этапах, т.е.
                                             
[image: image200.wmf].
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При построении модели эксперимента исследователь, вполне естественно, старается свести к минимуму отклонения отдельных экспериментов, т.е. можно записать
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Фактически, необходимо решить задачу по поиску минимума приведенной выше функции. Но прежде, чем заняться данной проблемой, нужно

учесть еще один момент. Отклонения ε i могут быть как положительные, так

и отрицательные. В результате простого суммирования εi может возникнуть

эффект компенсации: результат окажется либо ниже, чем есть на самом деле,

либо вообще равным нулю. Чтобы избежать этого, обычно суммируют не сами отклонения, а их квадраты. Тогда получим:
                             
[image: image202.wmf](
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                  (3)
Таким образом, задача в результате всех этих математических операций сводится к задаче поиска минимума функции S(b0;b1) при неизвестных коэффициентах b0 и b1. Для этого необходимо найти частные производные функции S(b0;b1) по неизвестным b0 и b1, и решить систему уравнений относительно b0 и b1 , т.е.
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Решив последнюю систему уравнений получаем:
                                            
[image: image205.wmf].
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Найти коэффициент b0 можно получить из соотношения: 
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Фактически, после этого можно спокойно записывать полученное уравнение регрессии. Однако на самом деле все не так просто. Любой исследователь проведет проверку значимости полученного уравнения регрессии и оценку значимости коэффициентов уравнения регрессии.

Провести оценку значимости – значит убедиться, что полученные результаты существуют для всей генеральной совокупности значений, выборка

из которых была представлена результатами эксперимента. Проще говоря, необходимо убедиться, что построенная модель реально существует, а не является следствием случайного совпадения. Сначала необходимо провести проверку значимости уравнения регрессии, поскольку, если уравнение не значимо, то оценивать значимость коэффициентов не имеет смысла. Вторым шагом проводиться проверка значимости коэффициентов уравнения регрессии. Оценку значимости уравнения регрессии и коэффициентов модели рассмотрим ниже, на примере множественной регрессии.
16.2  Множественная регрессия
Линейная модель множественной регрессии имеет вид:
          Y i =   (0 + (1x i 1  +(2x i 2  +…+  (m x i m + (i    , 
[image: image207.wmf]1,...
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          (7)
коэффициент регрессии (j показывает, на какую величину в среднем изменится результативный признак Y, если переменную xj увеличить на единицу измерения, т.е. (j является нормативным коэффициентом. Обычно предполагается, что случайная величина (i  имеет нормальный закон распределения с математическим ожиданием равным нулю и с дисперсией 
[image: image208.wmf]2

s

.

Анализ уравнения (7)  и методика определения параметров становятся более наглядными, а расчетные процедуры существенно упрощаются, если воспользоваться матричной формой записи уравнения [9]:
                                    Y = X ( + (,                                                           (8)
Y – это  вектор зависимой переменной размерности п ( 1, представляющий собой п наблюдений значений уi,;
  Х— матрица п наблюдений независимых переменных X1,  X 2,  X 3 ,  … X m, размерность матрицы Х равна  п ( (т+1); 
 (— подлежащий оцениванию вектор неизвестных параметров размерности (т+1) ( 1;
(— вектор случайных отклонений (возмущений) размерности п ( 1. Таким образом,

          Y = 
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                (9)
Уравнение (7) содержит значения неизвестных пара​метров (0,(1,(2,… ,(m
[image: image212.wmf]. Эти величины оцениваются на основе выборочных наблюдений, поэтому полученные расчетные показатели не являются истинными, а представляют собой лишь их статистические оценки. Модель линейной регрес​сии, в которой вместо истинных значений параметров под​ставлены их оценки (а именно такие регрессии и приме​няются на практике), имеет вид:
                               Y = Ха + е = y* + е,                                                    (10)

где а — вектор оценок параметров; 
е — вектор «оценен​ных» отклонений регрессии, остатки регрессии е=Y - Ха; 
y*- оценка значе​ний Y, равная Ха.
Формулу для вычисления параметров регрессионного уравнения с помощью метода наименьших квадратов приведем без вывода:
                                 a = (Xт X )-1 X т Y  .                                                (11) 
Одним из условий регрессионной модели является предположение о линейной независимости объясняющих переменных, т.е., решение задачи возможно лишь тогда, когда столбцы и строки матрицы ис​ходных данных линейно независимы. Линейная или близкая к ней связь между факторами называется мультиколлинеарностью и приводит к линейной зависимости нормальных уравнений, что делает вычисле​ние параметров либо невозможным, либо затрудняет содержатель​ную интерпретацию параметров модели. 
Мультиколлинеарность может возникать в силу разных причин. На​пример, несколько независимых переменных могут иметь общий вре​менной тренд, относительно которого они совершают малые колебания. В частности, так может случиться, когда значения одной независимой переменной являются лагированными значениями другой. Считают явление мультиколлинеарности в исходных данных установленным, если коэффициент парной корреляции между двумя переменными больше 0.8.  Чтобы избавиться от мультиколлинеарности, в модель включают лишь один из линейно связанных между собой факторов, причем тот, который в большей степени свя​зан с зависимой переменной.
[image: image213.wmf]
В качестве крите​рия мультиколлинеарности может быть принято соблюдение следующих неравенств:

               ryxi > rxixk  ,        ryxk  > rxixk  ,      rxixk < 0.8

Если приведенные неравенства (или хотя бы одно из них) не выполняются, то в модель включают тот фактор, который наиболее тесно связан с  Y.

16.3 Оценка качества модели регрессии
Качество модели регрессии оценивается по следующим направлениям:

1) проверка качества всего уравнения регрессии;

2) проверка значимости всего уравнения регрессии;

3) проверка статистической  значимости коэффициентов уравнения регрессии;

4) проверка выполнения предпосылок МНК.

- Для оценки качества модели множественной регрессии вычисляют коэффициент множественной корреляции (индекс корреляции) R и коэффициент детерминации R2.  Чем ближе к 1 значение этих характеристик, тем выше качество модели.

- Для проверки значимости модели регрессии используется F-критерий Фишера, вычисляемый по формуле: 
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Если расчетное значение с (1= k  и (2 = (n - k - 1) степенями свободы, где k – количество факторов, включенных в модель,  больше табличного при заданном уровне значимости, то модель считается значимой.

- Анализ статистической значимости отдельных коэффициентов регрессии проверяется по t-статистике пу​тем проверки гипотезы о равенстве нулю j-го параметра уравнения (кроме свободного члена):

                                     taj = 
[image: image215.wmf]j

a

 / Saj ,                                                  (13)

где Saj — это стандартное (среднеквадратическое) отклонение коэффициента уравнения регрессии aj.
 Величина Saj представляет собой квадратный корень из произ​ведения несмещенной оценки дисперсии 
[image: image216.wmf]2

S

e

и j -го диагонального эле​мента матрицы, обратной матрице системы нормальных уравнений:
                                 Saj = 
[image: image217.wmf]S
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,                                                (14)

где bjj  - диагональный элемент матрицы  (ХТ Х)-1.
Если расчетное значение t-критерия с (n - k - 1) степенями сво​боды превосходит его табличное значение при заданном уровне зна​чимости, коэффициент регрессии считается значимым. В противном случае фактор, соответствующий этому коэффициенту, следует ис​ключить из модели, при этом оставшиеся в модели параметры должны быть пересчитаны.

Проверка выполнения предпосылок МНК выполняется на основе анализа остаточной компоненты. Анализ остатков позволяет получить представление, насколько хорошо подобрана сама модель и насколько правильно выбран метод оценки коэффициентов. Согласно общим предположениям регрессионного анализа, остатки должны вести себя как независимые (в действительности, почти независимые) одинаково распределенные случайные величины. В классических методах регрессионного анализа предполагается также нормальный закон распределения остатков.
a) Исследование остатков полезно начинать с изучения их графика. 0н может показать наличие какой-то зависимости, не учтенной в модели. Скажем, при подборе простой линейной зависимости между Y  и X  график остатков может показать необходимость перехода к нелинейной модели (квадратичной, полиномиальной, экспоненциальной). 
График остатков хорошо показывает и резко отклоня​ющиеся от модели наблюдения - выбросы. Подобным  аномальным наблюдениям надо уделять особо пристальное внимание, так как их присутствие мо​жет грубо искажать значения оценок. Устранение эффектов вы​бросов может проводиться либо с помощью удаления этих точек из анализируемых данных, (эта процедура называется цензурированием), либо с помощью применения методов оценивания параметров, устойчи​вых к подобным грубым отклонениям. 

Независимость остатков (отсутствие автокорреляции) проверяется с помощью критерия Дарбина – Уотсона:
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Значение dw статистики близко к величине 2(1–r(1)), где r(1) - выборочная автокорреляционная функция остатков первого порядка. Таким образом, значение статистики Дарбина - Уотсона распределено в интервале от 0 до 4. Соответственно, идеальное значение статистики - 2 (автокорреляция отсутствует).  Меньшие значения критерия соответствуют положительной автокорреляции остатков, большие значения - отрицательной. Статистика учитывает только автокорреляцию первого порядка. Оценки, получаемые по критерию, являются не точечными, а интервальными. Верхние (d2) и нижние (d1) критические значения, позволяющие принять или отвергнуть гипотезу об отсутствии автокорреляции, зависят от количества уровней динамического ряда и числа независимых переменных модели. Значения этих границ для уровня значимости 
[image: image220.wmf]a

 = 0,05 даны в таблице 1.
     Таблица 1 - d-статистика Дарбина – Уотсона (d1 и d2 для уровня

                       значимости в 5%)
	n
	k =1
	k =2

	
	d1
	d2
	d1
	d2

	15

	1,08

	1,36

	0,95

	1,54


	16

	1,10

	1,37

	0,98

	1,54

	17

	1,13

	1,38

	1,02

	1,54


	18

	1,16 

	1,39


	1,05


	1,53



	19 

	1,18


	1,40


	1,08


	1,53



	20

	I,20


	1,41


	1,10


	1,54



	21

	1,22


	1,42


	1,13


	1,54



	22

	1,24


	1,43


	1,15


	1,54



	23

	1,26


	1,44


	1,17


	1,54



	24

	1,27


	1,45


	1,19


	1,55



	25

	1,29


	1,45


	1,21


	1,55




При сравнении расчетного значения dw статистики  (15) с табличным могут возникнуть такие ситуации: d2 < dw < 2 – ряд остатков не коррелирован; dw < d1 – остатки содержат автокорреляцию; d1 < dw < d2 – область неопределенности, когда нет оснований ни принять, ни отвергнуть гипотезу о существовании автокорреляции.
 Если d превышает 2, то это свидетельствует о наличии отрицательной корреляции. Перед сравнением с табличными значениями dw критерий следует преобразовать по формуле dw´= 4 – dw.

Установив наличие автокорреляции остатков, переходят к улучшению модели. Если же ситуация оказалась неопределенной (d1 < dw < d2 ), то применяют другие критерии. В частности, можно воспользоваться первым коэффициентом автокорреляции
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 Для принятия решения о наличии или отсутствии автокорреляции в исследуемом ряду фактическое значение коэффициента автокорреляции r(1) сопоставляется с табличным (критическим) значением для 5%-ного уровня значимости (вероятности допустить ошибку при принятии нулевой гипотезы о независимости уровней ряда). Если фактическое значение коэффициента автокорреляции меньше табличного, то гипотеза об отсутствии автокорреляции в ряду может быть принята, а если фактическое значение больше табличного – делают вывод о наличии автокорреляции в ряду динамики.

б) Для обнаружения гетероскедастич​ности обычно используют три теста, в которых делаются различные предположения о зависимости между дисперсией случайного члена и объясняющей переменной: тест ранговой корреляции Спирмена, тест Голдфельда -  Квандта и тест Глейзера (Доугерти).
При малом объеме выборки  для оценки гетероскедастич​ности может использоваться метод Голдфельда — Квандта. Данный тест используется для проверки такого типа гетероскедастичности, когда дисперсия остатков воз​растает пропорционально квадрату фактора. При этом делается предположение, что, случайная составляющая 
[image: image222.wmf]e

 распределена нормально.
Чтобы оценить на​рушение гомоскедастичности по тесту Голдфельда -  Квандта необходимо выполнить следующие шаги.

1. Упорядочение п наблюдений по мере возрастания перемен​ной х.

Разделение совокупности на две группы (соответственно с малыми и большими значениями фактора х) и определение по каждой из групп уравнений регрессии.

2. Определение остаточной суммы квадратов для первой и второй регрессии:
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3. Вычисление отношений 
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).  В числителе должна быть большая сумма квадратов.
Полученное  от​ношение имеет F распределение со степенями свободы k1=n1-m   и   k2=n-n1-m,  (m– число оцениваемых параметров в уравнении регрессии). Если     Fнабл > Fкрит (а, к1 к2)    , то гетероскедастичность имеет место.
в) Оценка влияния отдельных факторов на зависимую переменную на основе модели (коэффициенты эластичности, ( - коэффициенты).
Важную роль при оценке влияния факторов играют коэффициен​ты регрессионной модели. Однако непосредственно с их помощью нельзя сопоставить факторы по степени их влияния на зависимую переменную из-за различия единиц измерения и разной степени ко​леблемости. Для устранения таких различий при интерпретации применяются средние частные коэффициенты эластичности Э(j) и бета-коэффициенты ((j), которые рассчитываются соответственно по формулам:
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где Sxj  — среднеквадратическое отклонение фактора j;
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Коэффициент эластичности показывает, на сколько процентов изменяется зависимая переменная при изменении фактора j  на один процент. Однако он не учитывает степень колеблемости факторов.

Бета-коэффициент показывает, на какую часть величины средне​го квадратического отклонения Sy  изменится зависи​мая переменная y с изменением соответствующей независимой пере​менной xj на величину своего среднеквадратического отклонения при фиксирован​ном на постоянном уровне значении остальных независимых пере​менных.

Указанные коэффициенты позволяют упорядочить факторы по степени влияния факторов на зависимую переменную.

Долю влияния фактора в суммарном влиянии всех факторов мож​но оценить по величине дельта - коэффициентов ( (j):
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где 
[image: image230.wmf],

j

yx

r

— коэффициент парной корреляции между фактором  j (j = 1,...,m) и зависимой переменной.
г) Одна из важнейших целей моделирования заключается в прогнозировании поведения исследуемого объекта. Обычно термин «прогнозирование» используется в тех ситуациях, когда требуется предсказать состояние системы в будущем. Для регрессионных моделей он имеет, однако, более широкое значение. Как уже отмечалось, данные могут не иметь временной структуры, но и в этих случаях вполне может возникнуть задача оценки значения зависимой переменной для некоторого набора независимых, объясняющих переменных, которых нет в исходных наблюдениях. Именно в этом смысле — как построение оценки зависимой переменной — и следует понимать прогнозирование в эконометрике.

При использовании построенной модели для прогнозирования делается предположение о сохранении в период прогнозирования существовавших ранее взаимосвязей переменных.

Рассмотрим построение точечных и интервальных прогнозов на основе регрессионной модели. Оценим, какие факторы влияют на ширину доверительного интервала.
Для того чтобы определить область возможных значений резуль​тативного показателя, при рассчитанных значениях факторов следует учитывать два возможных источника ошибок: рассеивание на​блюдений относительно линии регрессии и ошибки, обусловленные математическим аппаратом построения самой линии регрессии. Ошибки первого рода измеряются с помощью характеристик точ​ности, в частности, величиной Sy. Ошибки второго рода обусловле​ны фиксацией численного значения коэффициентов регрессии, в то время как они в действительности являются случайными, нормально распределенными.

Для линейной модели регрессии доверительный интервал рассчи​тывается следующим образом. Оценивается величина отклонения от линии регрессии (обозначим ее U):
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где    
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Контрольные вопросы
1) Парная регрессия, оценка параметров модели
2) Множественный регрессионный анализ. Оценка параметров модели регрессии.

3) Мультиколлениарность в исходных данных, Причины мультиколлениарности?
4) Оценка качества модели регрессии.
5) Проверка статистической значимости параметров модели регрессии.
6) Проверка выполнения предпосылок м.н.к.

7) Оценка влияния отдельных факторов на зависимую переменную на основе модели.
8) Использование многофактор​ных моделей для анализа и прогнозирования развития систем и процессов.

9) Построение точечных и интервальных прогнозов на основе регрессионной модели. 
Лекция 17 Отыскание оптимальных условий функционирования 

                   системы 
Чтобы иметь возможность найти оптимальные условия функционирования системы (например, протекания процесса) нужно построить описание поверхности отклика в широком диапазоне варьирования независимых переменных [1]. Адекватное описание больших участков поверхности отклика требует проведения большого числа опытов. Полный факторный эксперимент и дробные реплики, рассмотренные ранее, могут применяться тогда, когда исследователь находится в области оптимального протекания процесса. Новый подход к решению этой задачи был предложен Боксом и Уильсоном в 1951 г. [1]. Они предложили использовать последовательный метод изучения поверхности отклика, напоминающий итерационный метод решения задач вычислительной математики. 
17.1 Крутое восхождение по поверхности отклика
Исследователь вначале ставит небольшую серию опытов для локального описания небольшой поверхности отклика полиномом первой степени. Далее он движется по поверхности отклика в направлении градиента линейного приближения. Если одного линейного приближения оказывается недостаточным, исследователь повторно ставит небольшую серию опытов и находит новое направление для движения по поверхности отклика. Такой шаговый процесс движения по поверхности отклика продолжается до тех пор, пока исследователь не попадет в «почти стационарную область», где линейное приближение окажется недостаточным. Здесь ставится большая серия опытов для описания поверхности отклика полиномом второго порядка. 
Алгоритм поиска оптимальных условий протекания процесса изображен на рис. 1.
Движение по градиенту было давно известно в науке. Новое, предложенное Боксом и Уильсоном в том, что метод градиента используется в сочетании с дробным факторным экспериментом для локального описания поверхности отклика. 


                                  нет


Рисунок 1 – Алгоритм поиска оптимальных условий протекания 

                    процесса
Опишем процедуру поиска экстремума функции отклика. Ставится  ДФЭ с шагом варьирования Δхi  ,  i=1,2,..к . Получают линейное описание поверхности отклика:
                                  [image: image234.png]y=Dby +by *xy + -+ by *x;



 ,                               (1)
где коэффициенты регрессии представляют собой частные производные:                                                
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Градиент функции отклика y задается выражением:
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                                  (3)
где i, j, ….k – единичные векторы (орты) в направлении координатных осей.

Предполагается, что функция y непрерывна, однозначна и не имеет особых точек. Если поверхность отклика локально может быть описана линейным уравнением, то частные производные будут равны коэффициентам регрессии. В этом случае для движения по поверхности отклика в направлении крутого восхождения нужно независимые переменные (факторные переменные) изменять пропорционально величине соответствующих коэффициентов регрессии, с учетом их знака:

                                       Xi’ = Xi0 + [image: image239.png]


 ,              i =1..k,                             (4)
где с – константа, шаг изменения факторов при крутом восхождении.
При постановке эксперимента всегда приходится переходить к натуральным переменным хi. В натуральных переменных величина шага  принимается равной
                                       Сi’ = с* Δхi.                                                       (5)
Надо помнить, что направление движения по градиенту не инвариантно к изменению интервала варьирования независимых переменных Δхi. Инвариантными остаются только знаки составляющих градиента. 
Если при движении по градиенту не будет дальнейшего улучшения зависимой переменной y, то это будет свидетельствовать о достижении почти стационарной области, которая описывается, чаще всего, полиномом второй степени.  
Пример 1. Исследуется система состав стали и семи компонентов [1]. Необходимо найти такое соотношение факторов, обеспечивающее наибольшее значение показателя «у» - сопротивление при испытаниях на разрыв. 
Реализован ДФЭ 27-4, в первых строках табл. 1 записаны интервалы варьирования и указаны кодовые обозначения переменных. В строках 7-14 дана матрица планирования. В строке 15 указаны численные значения коэффициентов регрессии. 
Линейное приближение функции отклика имеет вид:

[image: image240.png]y = by +0,71Cr — 0,09 * Ni + 0,64+ Mo + 0,89 *V + 0,54 * Nb — 0,16 * Mn
+0,46+C




b0=3,893.
В строке 16 приведены величины, полученные после умножения коэффициентов регрессии на интервал варьирования. Пользуясь этими величинами, выполнена серия мысленных опытов (строки 19-22) для крутого восхождения по поверхности отклика. 
Опыт, соответствующий строке 23, был реализован и дал хороший результат. Далее были реализованы 25-28 . Лучший результат получен в опыте 11 (строка 26). Дальнейшее продвижение по градиенту приводит к уменьшению сопротивления при испытаниях на разрыв.
Таблица 1 – Планирование эксперимента при выборе оптимального состава 

                     легированной стали
	1
	Наименование факторов
	Cr
	Ni
	Mo
	V
	Nb
	Mn
	C
	у3*103

	2
	Основной уровень Xi0 %
	4
	2
	0,1
	0,02
	0,1
	0,4
	0,4
	6,809

	3
	Интервал варьирования Δхi
	1
	1
	0,1
	0,02
	0,1
	0,1
	0,1
	

	4
	Верхний уровень Ximax
	5
	3
	0,2
	0,04
	0,2
	0,5
	0,5
	

	5
	Нижний уровеньXimin
	3
	1
	0
	0
	0
	0,3
	0,3
	

	6
	Кодовые обозначения переменных
	х1
	х2
	х3
	х4
	х5
	х6
	х7
	

	7
	Опыт 1
	-
	-
	-
	-
	-
	-
	-
	1,5

	8
	Опыт 2
	+
	+
	-
	-
	+
	+
	-
	3,5

	9
	Опыт 3
	+
	-
	+
	-
	+
	-
	+
	6,2

	10
	Опыт 4
	-
	+
	+
	-
	-
	+
	+
	3,2

	11
	Опыт 5
	+
	-
	-
	+
	-
	+
	+
	5,3

	12
	Опыт 6
	-
	+
	-
	+
	+
	-
	+
	5,1

	13
	Опыт 7
	-
	-
	+
	+
	+
	+
	-
	5,3

	14
	Опыт 8
	+
	+
	+
	+
	-
	-
	-
	5,8

	15
	bi
	0,71
	-0,09
	0,64
	0,89
	0,54
	-0,16
	0,46
	

	16
	bi* Δхi 
	0,71
	-0,09
	0,064
	0,018
	0,054
	-0,016
	0,046
	

	17
	C=1
	1
	1
	1
	1
	1
	1
	1
	

	18
	Шаг (с округлением)
	0,8
	-0,1
	0,07
	0,02
	0,06
	-0,02
	0,05
	

	19
	Мысленный шаг (шаг 1)
	4,8
	1,9
	0,17
	0,04
	0,16
	-0,38
	0,45
	7,507

	20
	Шаг 2
	5,6
	1,8
	0,24
	0,06
	0,22
	0,36
	0,5
	

	21
	Шаг 3
	6,4
	1,7
	0,31
	0,08
	0,28
	0,34
	0,55
	

	22
	Шаг 4
	7,2
	1,6
	0,38
	0,1
	0,34
	0,32
	0,6
	9,62

	23
	Реализованный опыт 9
	8,0
	1,5
	0,45
	0,12
	0,4
	0,3
	0,65
	10,3

	24
	Мысленный опыт 
	8,8
	1,4
	0,52
	0,14
	0,46
	0,28
	0,7
	11.0

	25
	Реализованный опыт 10
	9,6
	1,3
	0,59
	0,16
	0,52
	0,26
	0,75
	11,0

	26
	Реализованный опыт 11
	10,4
	1,2
	0,66
	0,18
	0,58
	0,24
	0,8
	11,5

	27
	Реализованный опыт 12
	11,2
	1,1
	0,73
	0,2
	0,64
	0,22
	0,85
	11,2

	28
	Реализованный опыт 13 
	12
	1,0
	0,8
	0,22
	0,7
	0,2
	0,9
	10,1


В результате крутого восхождения сопротивление при испытаниях на разрыв увеличилось почти в два раза. При традиционных методах исследования решение этой задачи потребовало бы длительных и дорогостоящих усилий [1].
Дальше поверхность отклика описывается уравнением второго порядка, которая поддается систематизации – представляется в типовой  канонической форме. Задачи, связанные с изучением поверхности отклика рассматриваются в следующем параграфе. 
17.2 Канонический анализ уравнения регрессии

Приведение уравнения к канонической форме и его анализ подробно излагается в курсе аналитической геометрии. Рассмотрим задачу с двумя независимыми переменными [1]:
[image: image242.png]= by +by *xy +by*x; + by * Xy %Xy +byy *X2 + Dbyy * X,



2 .         (6)

В канонической форме (6) имеет вид:

                                          
[image: image243.wmf].
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Эта запись соответствует переносу начало координат в точку S и замене старых координатных осей х1 и х2 новыми осями Х1 и Х2, повернутыми на некоторый угол  относительно старых осей. Ys – значение выхода в новом начале координат S. Придавая Y некоторые фиксированные значения получаем контурные кривые равного выхода.
Возможны четыре типа контурных кривых: эллипсы, гиперболы, параллельные прямые, параболы.

Эллипсы : B11 и B22 имеют одинаковые знаки. Центр фигуры максимум, если коэффициенты отрицательны и минимум, если они положительные. Если B22 по абсолютной величине меньше, чем B11, то эллипс вытянут по оси Х2. Поверхность отклика представляет собой эллиптический параболоид (рисунок 2).
Гиперболы: B11 и B22 имеют разные знаки. Если |B11| < |B22|, то контурные кривые вытянуты по оси X2. Выход  [image: image245.png]


  увеличивается при движении от центра S по одной оси и падает при движении вдоль второй оси. Центр фигуры  - седло. Поверхность отклика представляет гиперболический параболоид.  Попав в седловину исследователь изучает поверхность отклика в направлении осей Х2 если его интересует максимум или оси Х1, если его интересует минимум. Здесь, как и в методе крутого восхождения, намечаются мысленные опыты, и часть из них реализуется.  





               Эллипсы                                                    Гиперболы
Рисунок 2 – Кривые равного выхода поверхности отклика

                     (типа эллипса и гиперболы)
Параллельные кривые. Один из коэффициентов равен нулю B22=0. Ys – выход в любой точке на оси Х2. Под определение центра фигуры попадает любая точка на  оси Х2. Поверхность отклика представляет стационарное возвышение (рис. 3). 

[image: image246]
Рисунок 3 – Стационарное возвышение В22=0, B11<0.
Параболы. Один из коэффициентов равен нулю В22=0, центр находится на бесконечности. Перенеся начало координат, в какую нибудь выбранную точку S/ вблизи центра эксперимента, получаем уравнение параболы:

                                                  
[image: image247.wmf].
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Центр находится в бесконечности, B2 - крутизна наклона возвышения (рис. 4).
Практически возможны случаи, когда центр фигуры удален за перделы области, в которой варьировались переменные и один из коэффициентов В11 или В22 мало отличается от нуля [1]. В этом случае поверхность отклика, в зависимости от наклона возвышения, будет аппроксимироваться стационарным или возрастающим  возвышением. 
Условный экстремум в части факторного пространства, где проводиться эксперимент, может отыскиваться при ограничениях, накладываемых:
- сферой [image: image249.png]


 с центром в особой точке S;
- сферой с центром эксперимента;
                 - радиусом [image: image251.png]


 который задается точками планирования.

[image: image252]
Рисунок 4 – Возрастающее возвышение, В11<0, B22=0, центр в бесконечности. 
Для отыскания условного экстремума в заданной области можно так же воспользоваться методом перебора всех комбинаций факторный переменных, квантуя переменные некоторым образом.
Пример 2.
Для описания поверхности отклика использовалось ротатабельное планирование второго порядка с величиной звездного плеча, равного α=2,0. Стационарная область описывалось уравнением регрессии:
[image: image253.png]§=8926+1,11%x; —0,54*x, +3,15%x; —0,98+x, +3,53*x; * x,
—0,89% ;%3 — 0,34 = X, *x, + 1,865 1, * %3 — 1,62 X, * %,
40,815 %3 #x, + 0,015 %% +1,24%x2 — 1,51+ x2 + 0,94 + x2




Была найдена каноническая форма уравнения:

                 [image: image254.png]Y — 89,4

2,824+ x? — 2,409 = x2 + 0,77 * x2 — 0,505 = x?




Центр фигуры S имеет координаты:
                  [image: image255.png]Xy = —0,63; x50 = —0,23; x5 = 0,78; x,c = —1,27



.
попадающие в область варьирования факторных переменных. Зависимая переменная  в центре новых  координат S имеет величину [image: image257.png]


.
Переход от старых координат к новым задается соотношениями: 
[image: image258.png],5*x; —0,74%x, — 0,067 *x; — 0,44+ x, — 0,02





[image: image259.png]45+ x, — 045+ x, +0,76*x; — 0,17 *x, — 0,6





[image: image260.png]X;=024+x,+0,24%x,+0,4*x; +091*x, +1,1




[image: image261.png],7+x, —0,35%x, —0,62* x5 + 0,057 *x, + 0,78





Исследуемая поверхность отклика относиться к типу «минимакса»: при движении в направлении новых осей Х1 и Х3 переменная У увеличивается, а в направлении Х2 и Х4 – уменьшается.

Для поиска максимума У=100% надо «выползать» из точки S, двигаясь вдоль [image: image263.png]+x,,+X,



 Для нахождения координат: это четырех точек нужно решить системы уравнений:
	[image: image264.png]100 — 89,48
282




	[image: image265.png]




	[image: image266.png]



	[image: image267.png]




	[image: image268.png]



	[image: image269.png]100 — 89,48
077





	[image: image270.png]



	[image: image271.png]





Проводя восхождение, находим точки локального экстремума:

[image: image272.png]Ha OCH + X, 0,4398; x, = 1,25; x5 = 0,87; x, = —1,86





[image: image273.png]Ha OCH — —1,52; x5

1,83; x; = 0,52; x,

0,45





[image: image274.png]Ha OCH + X5 0,55; x, =0,98; x; = 1,54; x, = —2,09





[image: image275.png]Ha OCH —

1,56; x; = —0,12; x,

4,41

—1.63; x,




Подставляя координаты этих точек в исходное уравнение регрессии, находятся  выходы 100.32%; 100,73%; 99,78%; 100,78%. Из четырех точек только одна оказалась далеко удаленной от области факторного пространства, в которой производились эксперименты.
17.3 Отыскание условного экстремума при наличии нескольких 
         поверхностей отклика
На практике часто приходится отыскивать условный экстремум функции отклика  [image: image277.png]Vi = @1 (X4, X5 o X)



 при ограничениях, накладываемых другой функцией y2=φ2=(x1, x2,..xk).
При большом числе независимых переменных задача решается методом неопределенных множителей Лагранжа.
Метод неопределенных множеств Лагранжа сводится к решению системы уравнений:
[image: image278.png]



[image: image279.png]


 
…                                                                       (9)
[image: image280.png]



[image: image281.png]@, (%, %, e X,)




относительно переменных х1, х2, ..xk, Λ при некотором фиксированном значении y2. 
Пример 3.

Для выхода реакции y1 и чистоты продукта y2 получены уравнения регрессии [1]:

[image: image282.png]



[image: image283.png]dz(e,d) _ o





                                 φ2=(x1, x2,..xk)= y2
Для выхода реакции у1 и чистоты продукта у2 были найдены следующие уравнения регрессии:

[image: image284.wmf].
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где [image: image286.png]


 – давление, [image: image288.png]


 – температура химического процесса.
Задавшись частотой продукта у2=90%, находим условный экстремум для функции, определяющий выход реакции у1.

Метод неопределенных множеств Лагранжа приводит к системе уравнений: 
[image: image289.png]731—6,06*x, +2,69*x, + A(21,85—184*x, —6,26*x,) =0




[image: image290.png]26,65—13,92*x, +2,69%x, + A(859—10,36*x, —6,26*x,) =0




[image: image291.png]85,72+ 21,85+ x, +8,59*x, —9,2*x? —518*x2 — 6,26 * x, * x, = 90




Методом скорейшего спуска были найдены три решения (табл. 1).

Таблица 1 – Результаты решения задачи на условный экстремум [1] 
	Варианты решений
	1
	2
	3

	[image: image292.png]1




	83,66
	86,73
	88,68

	[image: image293.png]§2




	94,87
	92,47
	89,99

	[image: image294.png]



	0,965
	1,005
	1,075

	[image: image295.png]



	1,088
	1,316
	1,479

	λ
	1,612
	0,973
	0,665


Анализ табличных данных показывает, что чистота продукта у2 может быть достигнута за счет уменьшения выхода реакции у1. 
В ряде случаев при решении подобных задач сталкиваются со специфическими вычислительными трудностями, связанными с тем, что матрицы оказываются плохо обусловленными (определитель матрицы (XтX) близок к нулю). Результаты вычислений при этом становятся неустойчивыми. Имеются ряд приемов, позволяющие преодолеть эти трудности [1]. 
Контрольные вопросы
1) Что нужно иметь для нахождения  оптимальных условий функционирования системы и процессов?
2) Как выполняется крутое восхождение по поверхности отклика при поиске оптимальных условий функционирования систем?
3) Для чего приводятся уравнения регрессии к канонической форме? 
4) Как проводится анализ уравнений в канонической форме?

5) Какие виды поверхностей отклика существуют и особенности их анализа?
6) Как отыскивается условный экстремум при наличии нескольких поверхностей отклика?

7) В чем сущность метода неопределенных множеств Лагранжа?

Лекция 18 Методы анализа больших систем, планирование 
                             экспериментов

Встречаются ситуации, в которых нет возможности описать подсистему и систему в целом аналитически, используя системы уравнений или хотя бы неравенств. Такие системы иногда очень метко называют "плохо организованными" или "слабо структурированными".


Так сложилось, что в течение почти 200 лет после Ньютона в науке считалось незыблемым положение о возможности "чистого" или однофакторного эксперимента. Предполагалось, что для выяснения зависимости величины Y = f(X) даже при очевидной зависимости Y  от целого  ряда других переменных всегда можно стабилизировать все переменные, кроме X, и найти  влияние X на Y.


Лишь сравнительно недавно (см. работы В.В. Налимова) плохо организованные или, как их еще называют - большие системы вполне "законно" стали считаться особой средой, в которой неизвестными являются не то что связи внутри системы, но и самые элементарные процессы  [10].


Анализ таких систем возможен при единственном, научно обоснованном подходе - признании скрытых, неизвестных причин и законов процессов. Часто такие причины называют латентными факторами, а особые свойства процессов - латентными признаками.

Считается возможным анализ таких систем  с использованием двух, принципиально различных подходов или методов.


- Первый из них может быть назван методом многомерного статистического анализа.  Этот метод был обоснован и применен видным английским статистиком Р.Фишером в 20 - 30 годы прошлого столетия. Дальнейшее развитие многомерной математической статистики как науки и как основы многих практических приложений считается причинно связанным с появлением и совершенствованием компьютерной техники

- Второй метод принято называть кибернетическим или "винеровским", связывая его название с отцом кибернетики Н. Винером. Сущность этого метода - логический анализ процесса управления большими системами. Рождение этого метода было вполне естественным - коль скоро мы признаем существование плохо организованных систем, то логично ставить вопрос о поиске методов и средств управления ими. 


Нетрудно понять, что экономические системы, скорее всего, следует отнести именно к  плохо организованным - прежде всего, потому, что одним из видов элементов в них является человек. А раз так, то неудивительно, что при системном анализе в экономике  потребуется  "натурный" эксперимент.


В  простейшем случае речь может идти о некотором элементе  экономической системы, о котором нам известны лишь  внешние воздействия (что нужно для нормального функционирования элемента)  и выходные его реакции (что должен "делать" этот элемент).


В каком-то смысле спасительной является идея  рассмотрения такого элемента как "черного ящика". Используя эту идею, мы признаемся, что не в состоянии проследить процессы внутри элемента и надеемся построить его модель без таких знаний. 

Наши намерения вполне конкретны в части "что делать" - мы собираемся подавать на вход элемента разные внешние, управляющие воздействия и измерять его реакции на эти воздействия.


Теперь надо столь же четко решить -  а зачем мы это будем делать, что мы надеемся получить. Вопрос этот непростой - очень редко можно позволить себе просто удовлетворить свою любознательность. 
Как правило, эксперименты над реальной системой являются вынужденной процедурой, связанной с определенными затратами на сам эксперимент и, кроме того, с риском возможных непоправимых отрицательных последствий.


Теоретическое обоснование и методика действий в таких ситуациях составляют предмет особой отрасли кибернетики — теории планирования эксперимента.


Очень важно понять цель планируемого эксперимента. В конце концов, мы можем и не получить никакой информации о сущности процессов в цепочке "вход-выход" в самой системе.  


Но если мы обнаружим полезность некоторых, доступных нам воздействий на систему и убедимся в надежности полученных результатов, то достигнем главной цели эксперимента - отыскания оптимальной стратегии управления системой. Нетрудно сообразить, что понятие "управляющее воздействие" очень широко - от самых обычных приказов до подключения к объекту источников энергетического или информационного "питания". 
Оказывается, что уже само составление плана эксперимента требует определенных познаний и некоторой квалификации. Опыт доказывает целесообразность включения в план следующих  четырех компонентов:


1) Описание множества стратегий управления, из которого мы           надеемся выбрать наилучшую.


2) Спецификацию или детальное сравнительное описание элементов системы.


3) Правила размещения  стратегий на системе  элементов.


4) Спецификацию выходных данных, позволяющих оценивать эффективность решений.


Внимательное рассмотрение компонентов плана эксперимента позволяет заметить, что для его реализации требуются знания в различных областях науки, даже если речь идет об информационных технологиях - той области, в которой вы приобретаете профессиональную подготовку. Так, при выборе управляющих воздействий не обойтись без минимальных знаний в области технологии (не всегда это - чистая экономика), очень часто нужны знания в области юридических законов, экологии. Для реализации третьего компонента совершенно необходимы знания в области математической статистики, так как приходится использовать понятия распределений случайных величин, их математических ожиданий и дисперсий. Вполне могут возникнуть ситуации, требующие применения непараметрических методов статистики.


Для демонстрации трудностей составления плана эксперимента и необходимости понимания методов использования результатов эксперимента, рассмотрим следующий пример.


Пример. Пусть мы занимаемся анализом фирмы, осуществляющей торговлю с помощью сети "фирменных" магазинов и имеем возможность наблюдать один и тот же выходной показатель элемента такой системы (например, дневную выручку магазина фирмы) [10].


Естественным является стремление найти способ повышения этого показателя, а если таких способов окажется несколько - выбрать наилучший. Предположим, что в соответствии с первым пунктом правил планирования эксперимента, мы решили испытать четыре стратегии управления магазинами. Коль скоро такое решение принято, то неразумно  ограничить эксперимент  одним элементом, если их в системе достаточно много и  у нас нет уверенности в "эквивалентности" условий работы всех магазинов фирмы.


Пусть мы имеем N магазинов - достаточно много, чтобы провести "массовый" эксперимент, но их нельзя отнести к одному и тому же типу. Например, мы можем различать четыре типа магазинов: А, Б, В и Г (аптечные, бакалейные, водочные и галантерейные). 


Ясно также (хотя и для этого надо немножко разбираться в технологии торговли), что выручка магазина вполне может существенно зависеть от дня недели - пусть рабочие дни всех магазинов:  среда, пятница, суббота, воскресенье.


Первое, "простое" решение, которое приходит в голову -  выбрать из N несколько магазинов   наугад  (применив равновероятное распределение их номеров) и применять некоторое время новую стратегию управления ими. Но столь же простые рассуждения приводят к мысли, что это будет не лучшее решение.  


В самом деле - мы рассматриваем элементы системы  как  "равноправные"  по нескольким показателям:


- мы ищем единую и наилучшую для фирмы в целом стратегию управления;


- мы используем единый для всех элементов показатель эффективности (дневную выручку).


И, в то же время, мы сами разделили объекты на группы и тем самым признаем различие во внешних условиях работы для различных групп. На языке теории систем это означает, что профессиональные знания в области управления торговлей помогают нам предположить наличие, по крайней мере, двух причин или факторов, от которых может зависеть выручка: профиль товаров магазина  и  день недели. Ни то, ни другое не может быть стабилизировано - иначе мы будем искать нечто другое: стратегию для управления только водочными магазинами и только по пятницам!  А наша задача - поиск стратегии управления всеми магазинами и по любым дням их работы.


Теория планирования эксперимента предлагает особый метод решения этой проблемы, метод обеспечения случайности или рандомизации плана эксперимента.  Этот метод основан на построении специальной таблицы, которую принято называть латинским квадратом, если число факторов равно двум.    


Для нашего примера, с числом стратегий 4,  латинский квадрат может иметь вид табл. 1 или табл. 2. В  ячейках первой таблицы  указаны номера стратегий для дней недели и магазинов данного профиля, причем такой план эксперимента гарантирует проверку каждой из стратегий в каждом профиле торговли и в каждый день работы магазина.

          Таблица  1                                      Таблица 2
	

	1
	2
	3
	4

	Ср 
	А
	Б
	В
	Г

	Пт
	В
	Г
	А
	Б

	Сб
	Б
	А
	Г
	В

	Вс
	Г
	В
	Б
	А

	

	Ср
	Пт
	Сб
	Вс

	А 
	1
	2
	3
	4

	Б
	3
	4
	1
	2

	В
	2
	1
	4
	3

	Г
	4
	3
	2
	1



Конечно же, таких таблиц (квадратов) можно построить не одну - правила комбинаторики позволяют найти полное число латинских квадратов типа "4х4"  и это число составляет 576. Для квадрата "3х3" имеется всего 12 вариантов, для квадрата "5х5" — уже 161 280 вариантов.


В общем случае, при наличии t  стратегий  и двух  факторах, определяющих эффективность, потребуется  
N=at2  элементов для реализации плана эксперимента, где  a в простейшем случае равно 1.


Это означает, что для нашего примера необходимо использовать 16  "управляемых" магазинов, так как данные, скажем второй строки и третьего столбца, нашего латинского квадрата  означают, что по субботам в одном из выбранных наугад бакалейных магазинов будет применяться стратегия  номер 1.  


Отметим, что латинский квадрат для нашего примера может быть построен совершенно иначе — в виде таблицы 2,  но по-прежнему будет определять все тот же, рандомизированный план эксперимента.


Пусть мы провели эксперимент и получили его результаты в виде таблицы 3, в ячейках которой указаны стратегии и результаты их применения в виде сумм дневной выручки.
Если вычислить, как и положено, средние значения, дисперсии и среднеквадратичные отклонения для четверок значений дневной выручки (по дням, магазинам и стратегиям), то мы будем иметь данные, приведенные в табл. 4.
                                                                                                       Таблица 3
	Дни
	Магазины

А              Б             В               Г
	Сумма

	Вс
	2: 47
	1: 90
	3: 79
	4: 50
	266

	Ср
	4: 46
	3: 74
	2: 63
	1: 69
	252

	Пт
	1: 62
	2: 61
	4: 58
	3: 66
	247

	Сб
	3: 76
	4: 63
	1: 87
	2: 59
	285

	Сумма
	231
	288
	287
	244
	1050

	Итого  по

стратегиям
	1

308
	2

230
	3

295
	4

217
	1050/4=

262.5



                                                                                                  Таблица 4
	
	Дни недели
	Магазины
	Стратегии

	Среднее
	262.5
	262.5
	262.5

	Дисперсия
	217.3
	646.3
	1563.3

	СКО
	14.74
	25.42
	39.5

	Коэф. вариации
	0.056
	0.097
	0.151



Уже такая примитивная статистическая обработка данных эксперимента позволяет сделать ряд важных выводов:


1) сравнительно малые значения рассеяния данных по дням недели и по категориям магазинов (значение коэффициентов вариации) в какой-то мере вселяют надежду на правильный выбор плана эксперимента;


2) разброс значений по стратегиям на этом фоне, скорее всего, свидетельствует о большей зависимости дневной выручки от стратегии, чем от дней недели или категории магазина;


3) заметное отличие средних по 1-й и 3-й стратегиям (табл.3) от средних по 2-й и 4-й, может быть основой для принятия решения — искать наилучшую стратегию, выбирая между 1-й и 3-й.


В этом — прямой практический результат использования рандомизированного плана, построения латинского квадрата.


Но это далеко не все. Теория планирования эксперимента дает, кроме способов построения планов с учетом возможных влияний на интересующую нас величину других факторов, еще и особые методы обработки полученных экспериментальных данных.


Самая суть этих методов может быть представлена так. 


Пусть Wis  есть выручка в i-м магазине при применении к нему s-й стратегии управления. Предполагается рассматривать эту выручку в виде суммы составляющих:

                                  Wis = W0 + (s +  (i ;     
 где: W0  - определяет среднюю выручку для всех  магазинов при условии применения к каждому из них всех стратегий по очереди с соблюдением постоянными всех других условий, влияющих на выручку; 
(W0 + (s) - есть средняя выручка при применении ко всем магазинам s-й стратегии;

(i   -  рассматривается как "ошибка измерения" - случайная величина с нулевым математическим ожиданием и нормальным законом распределения.


Несмотря на явную нереальность соблюдения постоянными внешних влияющих факторов, мы можем получить  оценку каждого из слагаемых Wis и искать оптимальную стратегию через прибавку от ее применения (s  с учетом ошибки наблюдения. Можно считать доказанной  "нормальность" распределения величины (i и использовать "правило трех сигм" при принятии решений по итогам эксперимента.
Контрольные вопросы
1) Какие методы анализа плохо организованных систем Вам известны?

2) В чем смысл идеи рассмотрения плохо организованных систем как "черного ящика"?

3) Какие компоненты целесообразно включать в план эксперимента при отыскании оптимальной стратегии управления системой?
4) Что понимают под латентными факторами и латентными признаками в планировании экспериментов?

5) Обеспечение случайности или рандомизации плана эксперимента.  Построение таблицы латинский квадрат для  числа факторов, равном двум.    
6) Какие выводы позволяет сделать обработка результатов  плана эксперимента – латинский квадрат?
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