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ПРЕДИСЛОВИЕ 
 

Математика и информатика – мощные 
пласты современной культуры, определяющие 
развитие общества на основе формирования ин-
теллектуального потенциала человека. Матема-
тика проникла практически во все области об-
щественной деятельности. Это объясняется, во-
первых, тем, что она способна создавать модели 
изучаемых явлений, а во-вторых, тем, что мате-
матика используется для обработки числовых 
данных (как средство расчета).  

Как наука математика имеет определенное 
математическое мировоззрение, однако для 
специалистов в области экономики, менедж-
мента, психологии и юриспруденции она явля-
ется, прежде всего, мощным инструментарием 
при проведении необходимых расчетов и ис-
следований, а также фундаментом, на котором 
строится современное здание высшего профес-
сионального образования.  

Первая часть учебного пособия – «Мате-
матика» – состоит из семи глав. В них отраже-
ны следующие разделы курса: метод координат 
на плоскости и его простейшие приложения, 
прямая на плоскости, функции и пределы, про-
изводная и дифференциал, приложения произ-
водной, неопределенный интеграл, определен-
ный интеграл и его приложения, функции не-
скольких переменных.  

В каждой главе приводятся краткие теоре-
тические сведения, подробно рассматриваются 
примеры, задачи для самостоятельного решения 
и даются контрольные вопросы.  
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Глава 1  
ВЕКТОРЫ И ИХ ГЕОМЕТРИЧЕСКИЕ ПРИЛОЖЕНИЯ  
 

1.1. Основные действия над векторами 

Все физические величины делятся на скалярные и векторные. 
Скалярные – это, например, температура, масса, и т.д. К векторным 
(направленным) величинам относятся, например, скорость, ускоре-
ние, сила. 

Вектором называется такая величина, которая характеризуется 
направлением в пространстве и числом, измеряющим ее в некоторых 
единицах измерения.  

Пусть даны две точки A
ur

 и B
ur
. Символом АВ

uuur
 обозначают вектор, 

модуль которого AB
uuuur

 равен длине отрезка ,AB  а направление вектора 
совпадает с направлением от A доB. 

Два вектора называются равными, если: 
a) их длины (модули) равны: a b=

r r
;  

b) оба вектора имеют одинаковое направление в пространстве. 
Вектор, длина которого равна 1, называется единичным, или ортом. 
Суммой векторов АВ

uuur
 и BC

uuur
 называется вектор AC

uuur
 (рис. 1.1).  

Начало второго слагаемого вектора находится в конце первого.  
В механике сумму двух векторов определяют как диагональ  па-

раллелограмма, построенного на слагаемых векторах: AB AC AM+ =
uuur uuur uuuur

 
(рис. 1.2).  

                    

                 Рис. 1.1                                                   Рис. 1.2 

Сложение векторов подчиняется законам сложения чисел: 
a) переместительному: a b b a+ = + ;   
b) сочетательному: ( ) ( )a b c a b c+ + = + + . 
Исходя из этих законов, можно находить сумму любого числа 

векторов (рис. 1.3). 
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Разностью a b−
r r

 двух векторов называется сумма вектора a
r
 с 

вектором –b
r
, противоположным  вектору b

r
 (рис. 1.4). 

                    
a b c d m+ + + =
r r rr r

 

Рис. 1.3                                                        Рис. 1.4  
 

 
1.2. Скалярное произведение векторов 

Скалярным произведением двух векторов a
r
 и b

r
 называется про-

изведение длин этих векторов на косинус угла между ними: 

cos .a b a b a b
∧ ⋅ = ⋅ ⋅  

 

r r r r r r
  

 Если a
r

⊥ b
r
, то их скалярное произведение равно 0: 

0a b⋅ =
r r

,  так как cos90 0.° =   
Рассмотрим векторы в пространстве декартовой системы коорди-

нат (рис. 1.5). Выберем на осях координат единичные векторы , ,i j k
r r r

 – 
орты. Тогда каждый вектор определяется в этой системе через их 
проекции на оси OX, OY, OZ: 

x y za a i a j a k= + +
r r r r

,    2 2 2
x y za a a a= + +

r
. 

Длина вектора определяется по 
формуле 

2 2 2 ,x y z x y zd a a a если a a i a j a k= + + → = + +
r uur uuur uuur

, 

x b aa x x= − ,   y b aa y y= − ,  z b aa z z= − . 

Можно показать, что скалярное 
произведение двух векторов равно сумме 
произведений их одноимённых коорди-

нат: x x y y z za b a b a b a a⋅ = ⋅ + ⋅ + ⋅
rr

, 

если   { } , ,x y za a a a=r , { }x y zb  b ,b ,b=
r

. 
Рис. 1.5 
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Пример 1.2.1. Найти скалярное произведение векторов 

2 3a i j k= − +
rr rr

,  3 4b i k= − +
r rr

. 

Решение. 

2 ( 3) ( 3) 0 1 4 2a b⋅ = ⋅ − + − ⋅ + ⋅ = −
rr

. 

Пример 1.2.2. Между точками ( )1, 3, 0A −
ur

, ( )5, 7, 6B
ur

, ( )4, 6,10 .C −
ur

 

получили два вектора AC
uuur

 и AB
uuur

. Найти их проекции и вычислить ска-

лярное произведение .AC AB⋅
uuur uuur

  
Решение.  

{ }6, 4, 6 ,AB =  { }3, 3,10AC = − ,  

( )6 3 4 3 6 10 18 12 60.AC AB⋅ = − + ⋅ + ⋅ = − + +
uuur uuur

 

Если векторы заданы своими координатами, то угол между век-
торами можно определить по формуле 

2 2 2 2 2 2
cosφ x x y y z z

x y z x y z

a b a b a ba b

a b a a a b b b

⋅ + ⋅ + ⋅⋅= =
⋅ + + + +

r r

. 

Пример 1.2.3. Определить угол ABC∆  при  вершине A(рис. 1.6), 

если  ( )2, 1, 3A − , ( )1, 1, 1B  и ( )0,0,5C . 

Решение. Найдем векторы  AB
uuur

 и AC
uuur

. Для этого из координат 
конца  вектора вычтем координаты начала: 

( ){ } { }0 2; 0 1 ; 5 3 2; 1; 2AC = − − − − = −
uuur

;   

{ }1; 2; 2AB= − −
uuur

; 

( )cosφ cos
AB AC

BAC
AB AC

⋅= ∠ = =
⋅

uuur uuur

 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )2 2 22 2 2

1 2 2 1 2 2 2 2 4 0
0.

3 39 91 2 2 2 1 2

− ⋅ − + ⋅ + − ⋅ + −= = = =
⋅⋅− + + − − + +

cosφ 0,=  следовательно φ 90
2

∠ = ° = π
. 

Замечание. Если векторы параллельны, то их проекции пропорци-
ональны: 

yx z

x y z

aa a

b b b
= = . 

Рис. 1.6 
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1.3. Векторное произведение векторов 

Векторным произведением двух векторов a
r

 и b
r

 (рис. 1.7) назы-

вается такой вектор c
r

, который: 
1) перпендикулярен векторам a

r
 и b

r
; 

2) направлен в ту сторону, из которой кратчайший поворот от 
вектора a

r
 к вектору b

r
 происходит в направлении против часовой 

стрелки, если смотреть из конца вектора с
r

. 
Модуль векторного произведения равен площади параллело-

грамма, построенного на этих векторах как на сторонах. 

Свойства векторного произведения 
1. При перестановке местами сомножителей векторное произве-

дение меняет знак, а модули их равны: 
если ,a b c⋅ =

r r r
 то b a c⋅ = −

r r v . 
2. Скалярный множитель α  

можно вынести за знак векторного 
произведения: 

α α( a) b a b⋅ ⋅ = ⋅ ⋅
r rr r

или α αa b a b⋅ ⋅ = ⋅ ⋅
r rr r

. 
3. Векторное произведение об-

ладает распределительным свойством, 

т.е. (a b) c a c b c+ ⋅ = ⋅ + ⋅
s rr r r r r

 – векторное 
произведение векторов, заданных 
своими проекциями. 

П у с т ь  д а н ы  в е к т о р  x y za a i a j a k= ⋅ + ⋅ + ⋅
rr rr

 и  в е к т о р  

x y zb b i b j b k= ⋅ + ⋅ + ⋅
r rr r

. Можно доказать, что векторное произведение 
вычисляется определителем 3-го порядка: 

( ) ( ) ( ).

x y z

x y z

y z z y x z z x x y y x

i j k

a b a a a

b b b

i a b a b j a b a b k a b a b

⋅ = =

= ⋅ − ⋅ − ⋅ − ⋅ + ⋅ − ⋅

rr r

rr

rr r

 

Так как модуль векторного произведения равен площади парал-
лелограмма, построенного на этих векторах, то векторное произведе-
ние применяют для вычисления площадей. 

Пример 1.3.1. Вычислить площадь ∆ABC с вершинами в точках 
( ) ( ) ( )1 2 3 ; 3 4 5 ; 2 4 7 .A , , B , , C , ,   

s i n αc a b= ⋅
rr r

 

Рис. 1.7 
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Решение. Вектор AB
uuur

 имеет проекции 
3 1; 4 2; 5 3;x y za b b= − = − = −  { }2; 2; 2 .AB =

uuur
 

Вектор AC
uuur

 имеет проекции 
2 1; 4 2; 7 3;x y zb b b= − = − = −  { }1;2;4 .AC =

uuur
 

1 1 1
2 2 2

2 2 2
1 2 4

1
(2 4 4) (8 2) (2 2 2 1) .

2

парал

i j k

S S AB AC

i j k

∆ = = ⋅ = =

= ⋅ − − − + ⋅ − ⋅

rr r

uuur uuur

rr r

 

Площадь � равна  1/2  площади параллелограмма, а следова-
тельно  1/2 модуля векторного произведения  AB AC⋅

uuur uuur
: 

4 6 2AB AC i j k⋅ = − +
uuur uuur r r r

,  

( )22 24 6 2 16 36 4 56 2 14,AB AC⋅ = + − + = + + = =
uuur ur

 1
2 14 14.

2
S∆ = ⋅ =  

Пример 1.3.2. Найти площадь S грани А1 А2 А3 (грань пирамиды). 
Решение. Задача решается аналогично предыдущей. 
Даны декартовы прямоугольные координаты вершин пирамиды 

1 2 3A A A . 
Координаты точек:  

( ) ( ) ( )1 2 32;0; 2 , 6;2; 6 , 2;4; 4 .A A A− − − −  

Составим векторы 1 2A A
uuuur

 и 1 3A A
uuuur

 : 

{ } { }1 2 6 2;2 0; 6 ( 2) 4;2; 4A A = − − − − − = −
uuuur

, 

{ } { }1 3 2 2;4 0; 4 ( 2) 4;4; 2A A = − − − − − − = − −
uuuur

. 
Найдем векторное произведение: 

1 2 1 3 4 2 4

4 4 2

i j k

A A A A⋅ = − =
− −

rr r

uuuur uuuur

 
( 4 ( 16)) ( 8 16) (16 ( 8)).i j k= − − − − − − + − −

rr r
 

2 2 2
1 2 1 3

2
1 2 3

1 1
12 24 24

2 2
1 1 1

144 576 576 1296 36 18.
2 2 2

18ед .

S A A A A

S A A A

∆ = ⋅ = ⋅ + + =

= + + = ⋅ = ⋅ =

∆ =

uuuur uuuur
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 1.4. Векторно-скалярное произведение векторов  

Смешанным (векторно-скалярным) произведением трёх векто-
ров называется число, абсолютная величина которого выражает объём 
параллелепипеда, построенного на этих векторах, как на рёбрах. 

( )a b c× × −
r r r

обозначение смешанного произведения векторов. 

Эти три вектора некомпланарны, т.е не лежат в одной плоско-

сти. Поэтому, если ( ) 0a b c× × =
r r r

, то это необходимое и достаточное 

условие компланарности векторов. 

Если векторы , ,a b c
r r r

 заданы в координатах, т.е }{ , , ,x y za a a a=
r

 
}{ , , ,x y zb b b b=

r
}{ , , ,x y zc c c c=

r
 то смешанное произведение векторов вы-

числяется через определитель третьего порядка: 

( )
x y z

x y z

x y z

a a a

a b c b b b

c c c

× × =
r r r

. 

Пример  1.4.1. Найти ( ) ,a b c× ×
r r ur

 если { } { } { }3,4,2 , 3,5, 1 , 2,3,5a b c= = − =
r r ur

. 

Решение.  

3 4 2
5 1 3 1 3 5

( ) 3 5 1 3 4 2
3 5 2 5 2 3

2 3 5

a b c
− −

× × = − = − + =
r r r

 

3(25 ( 3)) 4(15 ( 2)) 2(9 10)= − − − − − + − =  
328 4 17 2( 1) 84 68 2 14= − ⋅ + − = − − = . 

Пример  1.4.2. Найти объём V пирамиды, данной координатами 
вершин пирамиды А1(0, 1, 2),  А2(4, 3, –2) ,  А3(–4, 5, 0). 

Решение. 

Можно доказать, что объём пирамиды равен 1

6
 модуля векторно-

скалярного произведения, составленного из трёх векторов-рёбер, вы-
ходящих из одной вершины. 

Составим векторы 1 2 1 3 1 4, ,A A A A A A
uuuuur uuuur uuuur

:  

{ } { } { }1 2 1 3 1 44, 2, 4 , 4, 4, 2 , 2, 6, 2A A A A A A= − = − − =
uuuur uuuuur uuuur

. 
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Найдём Vпирамиды: 

1 2 1 3 1 4

4 2 4

( ) 4 4 2

2 6 2

4(4 2 ( 2) 6) 2(( 4) 2 ( 2) 2) 4(4 6 4 2)

A A A A A A

−
⋅ = − − =

= ⋅ − − ⋅ − − ⋅ − − ⋅ − ⋅ − ⋅ =

uuuur uuuur uuuur

 

4 20 2 ( 4) 4(24 8) 80 8 64 24= ⋅ − ⋅ − − − = + − = куб. ед. 

Vпирамиды =
1

6
V параллелепипеда =  

1 2 1 3 1 4

1 1
( ) 24 4

6 6
A A A A A A= ⋅ = ⋅ =
uuuur uuuur uuuur

куб. ед. 

Пример  1.4.3. Доказать компланарность векторов, проходящих 
через точки  А(2, –1, –2), В(1, 2, 1), С(2, 3, 0), D(5, 0, –6).  

Решение. Векторы компланарны, если они лежат в одной плос-
кости (рис. 1.8). Тогда объём параллелепипеда, построенного на этих 
векторах, равен 0, т.е. смешанное произведение равно 0. 

 

Рис. 1.8 

Составим векторы , ,AB AC AD
uuur uuur uuur

: 

{ } { }1 2,2 ( 1),1 ( 2) 1,3,3AB= − − − − − = −
uuur

, 

{ } { }2 2,3 ( 1),0 ( 2) 0,4,2AC = − − − − − =
uuur

, 

{ } { }5 2,0 ( 1), 6 ( 2) 3,1, 4AD = − − − − − − = −
uuur

. 

Смешанное произведение векторов: 

1 3 3
4 2 0 2 0 4

( ) 0 4 2 ( 1) 3 3
1 4 3 4 3 1

3 1 4

AB AC AD

−
× × = = − − + =

− −
−

uuur uuur uuur

(–1)( –16 – 2) –   

–3(0 – 12)=18+18 – 36 = 0. 
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Контрольные вопросы 

1. Что называется вектором? 
2. Как определяются координаты вектора и его длина? 
3. Что такое орт? 
4. Приведите примеры коллинеарных векторов. 
5. Что такое скалярное произведение векторов? 
6. Чем определяется векторное произведение векторов? 
7. Что определяет векторно-скалярное произведение векторов? 
8. Какие векторы называются компланарными? 
9. Сформулируйте необходимое и достаточное условие компла-

нарности векторов. 
 

Контрольные задания 

1. Даны векторы 1 ( 2; 4)a = −
uur

 и 2 (3; 1)a =
uur

. Найти 1 2a a+
uur uur

; 1 2a a−
uur uur

; 

1 23 ; 5a a−
uur uur

. 
2. Даны точки А(3; –1), В(0; –5) и С(–2; 1). Найти ; ;АВ ВС

uuur uuur
 ;СА
uuur

 

; ; 2 3 0,5 .АВ ВС АС АВ m АВ ВС СА+ − = + −
uuur uuur uuur uuur ur uuur uuur uuur

 

3.*1Даны точки А(4; 0), В(–1; 3) и С(5; 7). Найти АС
uuur

; ; ;АВ ВС
uuur uuur

  

;АВ АС+
uuur uuur

 АВ ВС−
uuur uuur

;  3 2 5 .m АВ ВС АС= − + −
ur uuur uuur uuuur

 

4. Найти длины векторов (5; 2 6),a =
r

   ( 5; 7),b = −
r

  ( 6; 8),c = −
r

 
(7; 7).d −

ur
 

5. Даны точки А(3; 5); В(–3; 3); С(5; –8). Найти длины векторов 
;АВ

uuur
 ;ВС
uuur

 АС
uuur

. 
6.** 2Дан треугольник с вершинами А(7; 7), В(4; 3), С(3; 4). Найти 

его периметр. 

7. Найти сумму векторов a
r

 и b
r
, если ( )1; 3; 2 ,a = − −r ( )3; 6; 1 .b = −

r
 

8. Найти разность векторов a
r

 и b
r

, если  ( )5; 3; 2 ,a =r ( )1; 0; 1 .b = − −
r

 

9. Дан вектор ( )3; 2; 7 .a =r   Найти 5 ; 3 .a a−r r
 

10. Вектор задан точками ( )3; 5; 0A −  и ( )2; 3; 1B − . Найти 

3 , 0,5 .AB AB−
uuur uuur

 
11.* Векторы заданы точками A (–3; 5; 0), B (–1; 4; 2), C (0;–3;5),      

D (6; –7; 8). Найти ;AB BC+  ;AC DC−  2 ;AB  3 ;CD−  0,5 ;BD  3 2 4 .AB BC AD+ −  
                                                      

* – задачи 1-го уровня сложности. 
**  – задачи 2-го уровня сложности. 
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12.* Вычислить длины векторов ( )5; 3; 2 ;a = −r
 ( )2; 3; 1 ;b = −

r
 

( )0; 12; 5 ;c =r  ( )5; 7; 2 .d = −
r

 
13. Вычислить длину вектора, заданного координатами своих 

начала и конца: a)  A(5; 3; –1), B (4; 5; 1);    b) C (3; –2; –5), D (7; 6; –1). 
14.**  Найти  периметр  треугольника с вершинами  A (3; –2; 8),      

B (–1; 3; –3),  C (5; 1; –7). 

15. Заданы векторы, такие, что | | 2a =r
, | | 7b =

r
, а угол между ними 

равен 30° . Найти (3 )( 3 )a b a b+ +
r rr r

. 

16.* Заданы векторы, такие, что | | 3a =r
, | | 4b =

r
, а угол между ними 

равен 60° . Найти 2( )a b+
rr

; (3 5 ) 2a b a− ⋅
rr r

. 
17. Найти скалярное произведение векторов, заданных своими 

координатами на плоскости: 
a) ar = (5; 7), b

r
= (4; 3); 

b) ar = (2; 0), b
r
= (–3; –7); 

c) ar = (–3; 5), b
r
 = (16; 1); 

d) ar = (–3; 1), b
r
= (1; –3); 

e) ar = (5; –7), b
r
= (7; 5); 

f ) ar = (2; 0), b
r
= (0; –3). 

18. Найти угол между векторами, если:  
a) a

r = (4; 0), b
r
= (2; –2); 

b) a
r = (5; –3), b

r
= (3; 5); 

c) a
r  = (–2; 3), b

r
= (9; 12); 

d) a
r  = (–2; 3), b

r
= (4; –1). 

19. Найти угол между векторами AB
uuur

 и BC
uuur

, если А (1; 6), В (1; 0), 
С (–2; 3). 

20.* Найти углы треугольника с вершинами А (6; 7), В (3; 3),         
С (1; –5).  

21. Найти скалярное произведение векторов, заданных своими 
координатами в пространстве: 

a) a
r = (1; –3; 6), b

r
= (–2; 4; 0); 

b) a
r = (0; –3; 5), b

r
= (1; –1; –4); 

c) a
r = (2; –5; 3), b

r
= (–1; 7; –2); 

d) a
r = (2; 6; 5), b

r
= (5; –4; –2); 

e) a
r = (5; –5; 8), b

r
= (–4; 5; 2); 

f) a
r = (–3; 3; –2), b

r
= (6; 1; –6). 

22. Найти  угол  между  векторами  AB
uuur

 и BC
uuur

, если А(–1; 2; 5),    
В(1; –4; 3), С(2; 5; 3). 

23.* Даны точки А(1; 0; –2), В(4; 3; 7), С(2; –3; 5), D(–1; 6; 0). 
Найти угол между векторами:  а) AB

uuur
 и СD

uuur
;   б) AC

uuur
 и BD

uuur
. 

24.* Найти углы треугольника с вершинами в точкахА(2; –2; 0), 
В(7; –3; 1), С(1; –1; 5).  

25.**  Определить, при каком значении m векторы a
r

(m; –3; 2) и 
b
r
(1; 2; –m) взаимно перпендикулярны. 
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Глава 2 
ПРЯМАЯ НА ПЛОСКОСТИ 

 
2.1. Уравнение прямой на плоскости. Различные виды уравнений 

 На координатной плоскости XOY положение прямой определя-
ется углом α (углом наклона прямой к оси OX) и отрезком «b», кото-
рый они отсекают на оси OY. 

Чтобы написать уравнение этой прямой, возьмём на ней произ-
вольную точку М (x;y) и найдём соотношение между её координатами 

(рис. 2.1). Из треугольника BMС имеем: tgα
MC

BC
= , или в координатной 

форме tgα;
y b

x

− =  tgα – угловой коэффициент прямой, обозначается k. 

Отсюда 
y b

k
x

− =  или y b kx− =  => y = kx + b – получили уравнение пря-

мой с угловым коэффициентом. 
1. Уравнение прямой через данную точку (рис. 2.2). Возьмем 

на прямой точки M (x; y), M1(x1; y1). Составим треугольник ∆ MM1C. 
Из него получим 

1

tgα
CM

k
M C

= = . 

 

Рис. 2.1 
 
Подставив в это выражение  CM = y – y1, M1C = x – x1, получим 

1

1

y y
k

x x

− =
−

 или y – y1 = k(x – x1) – уравнение через точку M1 (см. рис. 2.2). 
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Рис. 2.2 

 
2. Уравнение прямой, проходящей через 2 точки (М1 и М2) 

можно вывести аналогично из подобия треугольников ∆ММ1D и 

∆М1М2C: 1

2 1

M DDNM

CM M C
=  или 1 1

2 1 2 1

y y x x

y y x x

− −
− −

 (рис. 2.3). 

 
Рис. 2.3 

3. Общий вид уравнения прямой. Замечаем, что все получен-
ные уравнения обладают общим свойством: в них координаты теку-
щей (произвольной) точки M(x; y) входят линейно, т.е. в Ι степени. 

Все эти уравнения являются частным случаем уравнения вида     
Ax + By + C = 0, где A, B, C – произвольные постоянные числа. 

Пример. Построить прямую по её общему уравнению 3x – 4y + 
+12 = 0.  
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Решение. В декартовой системе координат найдём две точки, 
через которые проходит эта прямая. 

Положим x = 0, – 4 + 12 = 0 => 
y = 3, точка М1 (0; 3). 

Теперь y = 0,3x + 12 = 0 => x = – 4, 
точка М2 (–4; 0). 

Если А = 0, By + C = 0, y = –C

B
 – 

прямая, параллельная оси OX. 

Если В = 0, Ax + C = 0, x = – C

A
– 

уравнение прямой, параллельной оси 
OY. 

Если С = 0, Ax + By = 0, y = –A

B
– уравнение прямой, проходящей 

через начало координат (рис. 2.4). 
 
 

2.2. Угол между прямыми 

Пусть на плоскости XOY даны две непараллельные прямые   
(рис. 2.5). Эти прямые, пересекаясь, образуют 2 угла в точке М. Опре-
делим угол φ между І и ІІ 
прямыми, если даны их 
уравнения с угловыми ко-
эффициентами y = k1 x + b1 и 
y = k2x + b2.  

По чертежу видим, что 
α2 – внешний угол. Угол α2 
равен сумме двух внутрен-
них углов этого треугольни-
ка не смежных с ним (см. 
рис. 2.5): 2 1α α φ= + ⇒  2 1φ α α= − .  

Найдём tg этих выражений:  
2 1

2 1
1 2

tgα – tgα
tgφ=tg(α – α )

1 + tgα ×tgα
= , 1 1tgα k= , 2 2tgα k= .  

Получим формулу  
2 1

1 2

tgφ
1

k k

k k

−=
+ . 

Рис. 2.4 

Рис. 2.5 

М 
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Пример 2.2.1. Найти угол между прямыми 2x + 3y – 1 = 0   и       
x – 3y + 5 = 0. 

Решение. Приведём уравнение к уравнению с угловыми коэф-
фициентами: 

2

1

2 1 2
3 1 2 , ,

3 3 3
1 5 1

3 5 , .
3 3 3

y x y x k

y x y x k

= − ⇒ = − + = −

− = − − ⇒ = + =
 

2 1
9 93 3tgφ , φ arctg 52 ,7 180 52 ,7.

2 1 7 71
3 3

− −
= = − = − = − ° ≈ − °

− ⋅
 

Замечание. Определим условие перпендикулярности и парал-

лельности прямых из формулы 2 1

1 2

tg
1

k k

k k

−ϕ =
+ . 

Если прямые перпендикулярны, то , a tg
2 2

π πϕ =  не существует. 

Дробь не существует, когда знаменатель её равен 0, т.е. 1 + k1k2 = 0 

или k1 k2 = – 1, k1 =
2

1

k
− – условие перпендикулярности. 

Если прямые параллельны, то, 0, tg0 0aϕ = = , следовательно дробь 

должна быть равна 0, а это возможно, если 2 1k k− = 0, т.е. 2 1k k= . 

Пример 2.2.2. Дана прямая 3x – 4y + 4 = 0. Найти уравнение 
прямой, проходящей через точку М (2, –1). Прямая: a) параллельна 
данной; b) перпендикулярна к ней. 

Решение. Приведём уравнение к уравнению с угловым коэффи-
циентом: 

– 4y = –3x – 4; y = 3
1

4
x + ; k = 3

4
. 

Из условия параллельности k1= 3

4
. Тогда, используя уравнение 

прямой через данную точку y – y1 = k (x – x1): 

a) y + 1 = 3( 2)
4

x − ⇒ 4  y + 4 = 3   x – 6 ⇒  3x – 4y – 10 = 0; 

b) если k = 3

4
, по условию перпендикулярности  

4
1 ( 2);

3
y x

−+ = − 3 3 4 8;y x+ = − +  4 3 5 0x y+ − = . 

; 
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Пример 2.2.3. Даны 3 точки А(3; –13), В(21; –1), С(10; –4). Дока-
зать, что эти 3 точки не лежат на одной прямой, т.е. образуют тре-
угольник. 

Решение. Найдем уравнения всех сторон треугольника по фор-
мулам уравнения прямых через 2 точки. 

Уравнение АВ: 

 
;A A

B A B A

x x y y

x x y y

− −=
− −  

3 13

21 3 1 13

x y− +=
− − −  

3 13
;

18 12

x y− +=   
3 13

3 2

x y− += ; 

2x – 6 = 3y + 39 => 2x – 3y – 45 = 0. 
Уравнение ВС:  

;В В

С В С В

x x y y

x x y y

− −=
− −   

21 1

10 321 4 1

x y− +=
− − + ;  

21 1
;

11 3

x y− +=
− −  

3x – 11y – 74 = 0. 
Уравнение AС:  

;A A

С A С A

x x y y

x x y y

− −=
− −   

3 13

10 3 4 13

x y− +=
− − + ;  

3 13
;

7 9

x y− +=  

9x – 27 = 7y + 91;   9x – 7y – 118 = 0. 

Построим эти точки в системе координат. По уравнению линий 
видим, что угловые коэффициенты их различны, и точка А не принад-
лежит прямой ВС. Подставив координаты точки А в уравнение ВС, 
имеем:  3х – 11у – 74 = 0, 3⋅ 3 – 11⋅ (–13) –74≠ 0, следовательно, пря-
мые образуют треугольник. 

Найдем ∠С между АС и ВС.   АС: 9х – 7у – 118 = 0, k АС = 9

7
. 

BC: 3x – 11y – 74 = 0,  k ВС = 3

11
. 

Пусть k1=
9

7
, k 2=

3

11
,  tg∠ ACB =

9 3
787 11 1,56

9 3 501
7 11

−
= ≈

+ ⋅
, ∠ ACB≈ 57,3o . 

Пример 2.2.4. Вычислить периметр треугольника. 
Решение. Найдем расстояние между точками А и В, В и С, С и А: 

2 2 2 2

2 2

( ) ( ) (21 3) ( 1 ( 13))

18 12 324 144 468.

AB B A B Ad x x y y= − + − = − + − − − =

= + = − =  
 

; 
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2 2 2 2( ) ( ) (21 10) ( 1 4) 121 9 129.BC B C B Cd x x y y= − + − = − + − + = + =
2 2 2 2( ) ( ) (3 10) ( 13 4)

49 81 130.

AC C A C Ad x x y y= − + − = − + − + =

= + =
 

P = 468+ 129+ 130 ≈ 21,6 + 11,4 + 11,4≈ 44,4. 
 
 

2.3.  Расстояние от точки до прямой. Вывод нормального  
уравнения прямой 

Предположим, что в общем уравнении прямой Ах + Ву + С = 0 вы-
полняется условие А 2 + В 2 = 1. Геометрически это означает, что если 
провести из начала координат на прямую вектор, то его длина равна 1 
(рис. 2.7). Вектор n

r  – нормальный (перпендикулярный) единичный 
вектор прямой, где А и В – проекции этого вектора на оси ОХ и ОУ. В 
этом случае уравнение называем нормальным и записываем так: А 0х + 
В 0у + С 0 = 0. Любое другое уравнение прямой (общее) приведем к 

нормальному виду, если разделим его левую часть на 2 2n A B= +r , то-

гда 
2 2

1
N

A B
=

+
 является нормирующим множителем. Иногда это урав-

нение записывается так: 
2 2 2 2 2 2

0
A B C

x y
A B A B A B

+ + =
+ + +  

или 

cos sin 0x y p⋅ ϕ + ⋅ ϕ + = , т.е. 
2 2

1 cos
A

A B
< = ϕ

+
 (φ – угол наклона нор-

мального вектора к оси ОХ); 
2 2 2 2

sin ,
B C

p
A B A B

= ϕ =
+ +

 – длина век-

тора n
r . 

 
Рис. 2.7 
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Найдем расстояние от ( )1 1 1,M x y  до прямой Ах + Ву + С = 0. При-
ведем уравнение прямой к нормальному виду. Для этого умножим на 

2 2

1

А В+
 – нормирующий множитель. Получим 0 0 0 0А х В у С+ + =  и 

подставим ( )1 1,М х у  в это уравнение. Тогда 0 0 0 .А х В у С d+ + =  ( )2 2
0 0 ,A B d+ =  

т.к. 2 2
0 0 1A B+ =  для вектора n

r . Вектор 0 1M M
uuuuuur

 – вектор расстояния от 1M  до 
прямой. Длина вектора 0 1M M

uuuuuur
= 0 1M M

uuuuuuuur
= d , т.к. 0 1M M

uuuuuur
=n d⋅r (см. рис. 2.7). 

Следовательно, d = 0 0 0А х В у С+ +  – расстояние от М до прямой Ах + 

+Ву + С = 0 или d =
2 2

Ax By C

A B

+ +

+
. 

Пример 2.3.1. Найти расстояние от М(–1; 2) до прямой 5х + 12у+ 
+ 8 = 0.  

Решение. Приведем уравнение прямой к нормальному виду, умно-

жив его на нормирующий множитель 
2 2

1 1

135 ( 12)
M = =

+ −
: 

5 12 8
0

13 13 13
x y− + = . 

Подставим х = –1, у = 2 в уравнение: 
5 12 8 21

( 1) (2)
13 13 13 13

d = − − + = . 

Пример 2.3.2. Составить уравнение биссектрисы угла для двух 
прямых 3х – 4у + 12 = 0 и 12х + 5у – 7 = 0 (рис. 2.8). 

 

Рис. 2.8 
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Решение. Выберем на биссектрисе произвольную точку ( )0 0,M x y . 

Найдем расстояния d1 и d2 до прямых: 

( )
0 0

1 22

3 4 12

3 4

x y
d

− +
=

+ −
,

( )
0 0

2 22

12 5 7

12 5

x y
d

+ −=
+

. 

Свойство точек, лежащих на биссектрисе, – равноудаленность 
от прямых – используем для получения уравнения биссектрисы 

1 2d d= : 

( )
0 0

22

3 4 12

3 4

x y− +

+ −
=

( )
0 0

22

12 5 7

12 5

x y+ −

+
, получим 0 0 0 03 4 12 12 5 7

25 144 25

x y x y− + + −
= ±

+
, отсюда 

0 0 0 03 4 12 12 5 7

5 13

x y x y− + + −= ⇒
0 0 0 039 52 156 60 25 35.x y x y− + = + −  

0 021 77 191 0x y+ − =  – искомое уравнение биссектрисы I и 

0 099 27 121 0x y− − =  – уравнение биссектрисы II. По чертежу можно 

определить искомую прямую: 0 021 77 191 0x y+ − = ; если 0 0x = , то 

0

191
2,5

77
y = ≈ ; если 0 0y = , то 0

191
9

21
x = ≈  – координаты точек, пересече-

ния с осями совпадают с найденными. Следовательно, искомая бис-

сектриса имеет уравнение 0 021 77 191 0x y+ − = .  

 
 

Контрольные вопросы 

1. Сформулируйте условие параллельности двух прямых. 
2. Как определить величину угла между двумя прямыми? 
3. В каком соотношении находятся угловые коэффициенты пер-

пендикулярных прямых? 
4. В каком соотношении находятся угловые коэффициенты па-

раллельных прямых? 
5. Сформулируйте условие параллельности прямых, заданных 

их общими уравнениями. 
6. Каким равенством выражается условие перпендикулярности 

прямых, заданных их общим уравнением? 
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Контрольные задания 

1. Найти углы, образуемые с осью Оx прямыми: 1) 2x + 2y – 5 = 0; 
2) 3х – 3y + 1 = 0; 3) 4y + 5 = 0; 4) 2x + 9 = 0. 

2. Через точку пересечения прямых 4x – 5y + 2 = 0, 2x + 7y –18 = 0 

провести прямую под углом ϕ = 45˚  к прямой 3x – 5y + 3 = 0. 

3. Найти внутренние углы треугольника, стороны которого за-
даны уравнениями 3x + 4y – 12 = 0, 4x – 3y + 5 = 0, 7x + y – 6 = 0. 

4. Даны две стороны параллелограмма x + y – 2 = 0, 2x – 3y + 1 = 0 
и точка Е (2; 3) пересечения диагоналей.  Написать уравнения двух 
других сторон параллелограмма. 

5. Написать уравнения прямых, параллельных биссектрисе вто-
рого координатного угла и отсекающих на оси Оy  отрезки: 1) b = 4;  
2) b = – 5; b = 3,5. 

6. Написать уравнения двух перпендикуляров к прямой 2x – 3y – 6 = 
= 0, восстановленных в точках пересечения ее с осями координат. 

7. Написать уравнения прямых, проходящих через начало коор-
динат и образующих с осью Оx соответственно углы: 1) α = 30˚;        
2) α = 45˚;  3) α = 120˚ . 

8. Найти уравнения прямых, отсекающих на оси Оу отрезок b = 7 и 
наклоненных к оси Оx соответственно под углами а) α  = 45˚; б) α = 60˚; 
в) α = 180˚ . 

9. Определить площадь треугольника, заключенного между 
осями координат и прямой 3x + 8y – 24 = 0. 

10. Найти длины сторон и внутренние углы треугольника с вер-
шинами P (– 4; 2), Q (0; – 1), R (3; 3). 
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Глава 3 
ПЛОСКОСТЬ И ПРЯМАЯ  В ПРОСТРАНСТВЕ 

 
3.1. Уравнение плоскости в пространстве 

Рассмотрим в пространстве декартовой системы координат 
плоскость, проходящую через произвольную точку M(x, y, z) и пер-

пендикулярную некоторому вектору { }, ,N A B C
r

(рис. 3.1). 

Возьмем на плоскости произвольную точку 1 1 1 1( , , )M x y z  и по-

строим вектор 1M M
uuuuur

. Полученный вектор 1M M
uuuuur

N⊥
r

 (по свойству: 
прямая ⊥  к плоскости, перпендикулярна любой прямой в этой плос-
кости). Условие перпендикулярности векторов – их скалярное произ-

ведение = 0, 1M M
uuuuur

0N⋅ =
r

, вектор 1M M
uuuuur

={ }1 1 1, ,x x y y z z− − − (из коорди-
нат конца вычесть координаты начала). 

 

Рис. 3.1 

Отсюда 1M M
uuuuur

N⋅ =
r

1 1 1( ) ( ) ( ) 0x x A y y B z z C− + − + − =  – условие I или 

1 1 1 0Ax By Cz Ax By Cz+ + − − − = , т.к. 1 1 1Ax By Cz− − −  – постоянное число, 
обозначим его D. Ax + By + Cz + D = 0 – получим общее уравнение 
плоскости, где А, В, С – проекции нормального вектора плоскости 

{ }, ,N A B C
r

. 
Пример 3.1.1. Записать уравнение плоскости, проходящей через 

1(2, 1,3)M −  перпендикулярно к вектору { }1,2, 4N −
r

. 
Решение. 1(x – 2) + 2(y + 1) – 4(z – 3) = 0 ⇒x + 2y – 4z + 12 = 0 – 

уравнение искомой плоскости. 
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Пример 3.1.2. Написать уравнение плоскости, проходящей че-
рез M (2, 1, –2) параллельно плоскости π , заданной уравнением    

3 4 12 12 0x y z− − − + = . 
Решение. Т.к. плоскости параллельны, то их нормальные векто-

ры коллинеарны, т.е. 1N
uur

{– 3, – 4, – 12} – вектор первой плоскости π  

коллинеарен 2N
r

 для искомой плоскости. Возьмем вектор 2 1N N=
uur uur

, т.е. 

2N
uur

={–3, –4, –12}, т.к. коэффициент соответственных координат равен 1. 
Тогда уравнение плоскости запишется следующим образом:  

3( 2) 4( 1) 12( 2) 0x y z− − − − − + = , 
3 4 12 6 4 24 0x y z− − − + + − =  или 

 3 4 12 14 0x y z− − − − = . 
 

 

3.2. Уравнение плоскости, проходящей через три данные точки 

Пусть плоскость проходит через 3 данные точки, не лежащие на 

одной прямой: 1M ( 1 1 1, ,x y z ), 2 2 2 2( , , ),M x y z  3 3 3 3( , , )M x y z . Любая произ-

вольная точка M(x, y, z) образует с данными точками векторы 1M M
uuuuur

, 

1 2M M
uuuuuur

, 1 3M M
uuuuuur

, лежащие в одной плоскости, т.е. векторы компланар-
ные (рис. 3.2).  

 

Рис. 3.2 

 Условие их компланарности будет векторным уравнением 
плоскости: 

1 1 2 1 3 0M M M M M M⋅ ⋅ =
uuuuur uuuuuur uuuuuur

. 
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Запишем это уравнение в координатной форме, используя усло-
вие компланарности векторов, заданных в проекциях: 

1 1 1

2 1 2 1 2 1

3 1 3 1 3 1

x x y y z z

x x y y z z

x x y y z z

− − −
− − −
− − −

= 0. 

Пример. Записать уравнение плоскости грани η  пирамиды, 

проходящей через точки 1 2 3, ,A A A , если 1A (2, 0, – 2), 2A (6, 2, – 6),    

3A (– 2, 4, – 4). 

Решение. Образуем векторы, лежащие в плоскости π . Возьмем 
произвольную точку M(x, y, z). Получаем уравнение через определи-
тель III порядка: 

2 0 2

6 2 2 0 6 2

2 2 4 0 4 2

x y z− − +
− − − +

− − − − +
= 0. 

Раскроем определитель: 

2 2

4 2 4

4 4 2

x y z− +
−

− −
= 0, 

( 2)( 4 16) ( 8 16) ( 2)(16 8) 0x y z− − − − − − + + + = , 

( 2)( 20) ( 24) ( 2)(24) 0x y z− − − − + + =  (сокращаем на – 4) , 

5( 2) 6 6( 2) 0x y z− − − + = , 

5 6 6 10 12 0x y z− − − − = , 
5 6 6 22 0x y z− − − =   –  уравнение плоскости π . 

 
 

3.3. Нормальное уравнение плоскости. Расстояние от точки 
до плоскости 

Аналогично тому, как выводится нормальное уравнение прямой 
из общего уравнения, так же получается и нормальное уравнение 
плоскости. 
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По аналогии запишем 0Ax By Cz D+ + + =  – общее уравнение 

плоскости, тогда нормирующий множитель N = 
2 2 2

1

A B C+ +
 и 

2 2 2

A

A B C+ +
x + 

2 2 2

B

A B C+ +
y + 

2 2 2

C

A B C+ +
z +  

+ 
2 2

D

A B+
= 0 

или cos cos cos 0x y z pα + β + γ + =  – нормальное уравнение плоскости. 
α, β, γ – углы, образованные нормальными векторами с осями 

координат. 
Расстояние от точки до плоскости рассчитывается по формуле 

d = 0 0 0

2 2 2

Ax By Cz D

A B C

+ + +

+ +
. 

Пример. Дана плоскость 4 8 26 0x y z+ + + =  и точка (1,0,0). 
Найти расстояние от точки до плоскости. 

Решение. 

d =
0 0 0

2 2 2

4 8 26

1 4 8

x y z+ + +

+ +
= 2 2

1 4 0 8 0 26

1 4 8

+ ∗ + ∗ +

+ +
=

27

81
=

27

9
. 

  
 

3.4. Угол между плоскостями 

Если две плоскости даны уравнениями 
1 1 1 1 0A x B y C z D+ + + = ;    

2 2 2 2 0A x B y C z D+ + + = , 
то их нормальные векторы – 1N

uur
={ 1 1 1, ,A B C } и 2N

uur
={ 2 2 2, ,A B C }. 

Пример. Определить угол между 
плоскостями I и II (рис. 3.3). 

Решение. Определение угла меж-
ду плоскостями сводится к нахожде-
нию угла между векторами (см. рис. 
3.3). Перенесем 1N

uur
 и 2N

uur
 в любую точку 

пространства и определим φ по ска-
лярному произведению двух векторов: 

1 2

1 2

cos
N N

N N
ϕ =

uuruur

uur uur =
1 2 1 2 1 2

2 2 2 2 2 2
1 1 1 2 2 2

AA BB CC

A B C A B C

+ +

+ + + +
. 

Рис. 3.3 
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Условие перпендикулярности двух плоскостей: cos 0ϕ = , или 

1 2 1 2 1 2 0A A B B C C+ + = , параллельности:  1 1 1

2 2 2

A B C

A B C
= =  – const. 

 

3.5. Прямая в пространстве 

1. Каноническое уравнение прямой (рис. 3.4). 
Пусть прямая проходит через 1M  параллельно данному вектору 

S
ur

{ m, n, p}. 
Напишем уравнение этой прямой. Для этого возьмем на ней 

произвольную точку M (x, y, z). Составим вектор 1M M
uuuuur

:            

1M M
uuuuur

={ 1 1 1, ,x x y y z z− − − }. 

 
Рис. 3.4 

Этот вектор будет коллинеарен вектору S
ur
. По условию коллине-

арности векторов можно записать 1 1 1x x y y z z

m n p

− − −= =  – это уравнение 

называется каноническим уравнением прямой в пространстве. 
Вектор S

ur
{ m, n, p} называется направляющим вектором этой 

прямой. Если S
ur
 – единичный вектор, т.е. S

ur

 = 1, то cosm = α ; cosn = β ; 

cosp = γ , где , ,α β γ  – углы, образуемые вектором S
ur
 с осями OX; OY; OZ. 

2.  Параметрическое уравнение прямой. 
Положим в канонических уравнениях отношения равными          

t-параметру:   1 1 1x x y y z z
t

m n p

− − −= = = , 

тогда получим  1x x
t

m

− = , 1y y
t

n

− = , 1z z
t

p

− =  , или 
1 1

1 1

1 1

x x mt x x mt

y y nt y y nt

z z pt z z pt

− = ⇒ = + 
− = ⇒ = + 
− = ⇒ = + 

– 

параметрическое уравнение прямой. 



29 
 

Здесь 1 1 1, ,x y z  – координаты точки 1M , а m, n, p – проекции  

направляющего вектора S
ur

. 
Пример 3.5.1. Составить каноническое и параметрическое урав-

нения прямой, проходящей через точку M(1, 2, 3) и параллельно век-
тору S

ur
{2, –7, 10}. 

Решение. 
1 2 3

2 7 10

x y z+ − −= =
−  – каноническое уравнение. 

1
1 2 1 2

2

x
t x t x t

+ = ⇒ + = ⇒ = − + ; 

2
2 7 2 7

7

y
t y t y t

− = ⇒ − = − ⇒ = −
− ; 

3
3 10

10

z
t z t

− = ⇒ = + ; 

1 2

2 7

3 10

x t

y t

z t

= − + 
= − 
= + 

 – параметрическое уравнение прямой. 

3.  Уравнение прямой, проходящей через 2 точки. 
Пусть прямая проходит через 2 точки: 1 1 1 1( , , )M x y z  и 2 2 2 2( , . )M x y z . 

Составим вектор S
ur
, лежащий на прямой:  

1 2 2 1 2 1 2 1{ , , }S M M x x y y z z= = − − −
ur uuuuuur

 – это направляющий вектор прямой. 

Тогда можно записать уравнение прямой через 2 точки: 

1 1 1

2 1 2 1 2 1

.
x x y y z z

x x y y z z

− − −= =
− − −  

Пример 3.5.2. Составить уравнение ребра 1 4A A  пирамиды с вер-

шинами 1(2,0, 2)A − , 2(6,2, 6)A − , 3( 2,4, 4)A − − , 4( 2, 10, 8)A − − − . 

Решение. Используем уравнение прямой, проходящей через        

2 точки – 1A  и 4A : 

2 0 2 2 2

2 2 10 0 8 2 4 10 6

x y z x y z− − + − += = ⇒ = =
− − − − − + − − −

. 

Здесь {– 4, – 10, – 6} – координаты направляющего вектора пря-

мой – ребра пирамиды 1 4A A
uuuur

. 
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Контрольные вопросы 

1. Чем определяется угловой коэффициент прямой? 
2. Каким образом определяется расстояние от точки до плоскости? 
3. Как определить угол между двумя плоскостями? 
4. Сформулируйте условие параллельности и перпендикулярно-

сти плоскостей. 
5. Приведите вывод канонического уравнения прямой. 
6. Что такое направляющий вектор прямой? 
 

Контрольные задания 

1. Составить уравнение прямой, проходящей через точку В (5; 3) 

и имеющей нормальный вектор n
r

 = (5; 0). 
2. Составить уравнение прямой, проходящей через точку С (– 3; 3) 

и имеющей нормальный вектор n
r

 = (– 3; 2). 
3.**  Составить уравнение высоты BD в треугольнике с вершина-

ми А (7; 0), В (3; 6), С (–1; 1). 
4.* Составить  уравнения  диагоналей ромба, заданного точками 

А (2; 2), В (3; 5), С (4; 2), D (3; –1). 
5. Составить  уравнения  сторон  квадрата,  заданного  точками 

А (1; 1), В (4; 2), С (5; – 1), D (2; – 2). 
6.**  Треугольник задан точками А(5; 2), В(–1; –4), С(–5; –3). Со-

ставить уравнение прямой, проходящей через точку В параллельно 
АС. 

7. Составить уравнения прямых, заданных двумя точками: 

a) А(1; 3), В(4; 1); d) P(0; 0), Q(–3; 5); 
b) С(–1; 5), D(3; –7); e) А(3; –5), В(3; 7); 
c) М(–3; 0), N(0; 5); f) C(7; –1), D(–1; –1). 

8.* Составить уравнения сторон треугольника с вершинами         
А (– 1; 2), В (5; 3), С (4; – 2). 

9.* Составить  уравнения  диагоналей квадрата ABCD, заданного 
точками А (1; 1), В (4; 2), С (5; –1), D (2; –2). 
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10. Указать, какая пара уравнений соответствует параллельным 
прямым: 

a) 2x – 3y + 5 = 0, 
6x – 9y + 1 = 0; 

d) 3x + 2y + 3 = 0, 
3x – 2y – 1 = 0; 

b) 5x – y + 4 = 0, 
10x – 2y + 1 = 0; 

e) 6x + 10y + 1=0, 
3x + 5y = 0; 

c) 6x – 3y – 1 = 0, 
2x – 5y + 5 = 0; 

f) 6x – 3y + 7 = 0, 
2x + y + 1 = 0. 

11. Указать, какая пара уравнений соответствует перпендику-
лярным прямым: 

a) 2x + 3y – 7 = 0, 
3x – 2y = 0; 

c) 6x – 4y + 7 = 0, 
8x – 12y – 1 = 0. 

b) 5x – 2y + 1 = 0, 
4x + 10y – 1 = 0; 

  

12.**  Составить  уравнение  высоты  AD  треугольника, заданно-
го точками A (–5; 3), B (3; 7), C (4; –1). 
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Глава 4 
ВВЕДЕНИЕ В АНАЛИЗ 

 
4.1. Предел последовательности. Предел функции 

Числовой  последовательностью  называется  функция  
( )( ) 1, 2, 3, ...nx f n n= = , определённая на множестве натуральных чи-

сел. Каждое значение nx называется элементом последовательности, а 
число n – его номером. 

Обозначают: { }nx  или ( )nx . 
Число а называют пределом последовательности { }nx , если для 

любого E > 0 существует такое натуральное число N, что при всех 
n> Ν  выполняется неравенство 

nx a− < ε .                                           (*) 

Обозначают: lim ; при .n nx a x a n= → → ∞  

Неравенство (*) равносильно неравенствам nx a−ε < − < ε  или 
.na x a−ε < < ε +  

Последовательности, имеющие предел, называются сходящими-
ся; если нет предела – расходящимися. 

Из определения предела последовательности следует, что пре-
дел постоянной равен этой постоянной: 

lim ( ).c c c const= −  
Бесконечно малой последовательностью называется { }nα , пре-

дел которой равен нулю, т.е. lim 0n
n→∞

α = . 

Для двух бесконечно малых последовательностей { }α  и { }nβ  
сумма, разность и произведение тоже является бесконечно малыми 
последовательностями: 

1) последовательность { }nx  называется бесконечно большой, 
если для любого числа 0ε >  существует такой номер N, что при всех  
n > N выполняется неравенство  nx > ε , при этом пишут lim n

n
x

→∞
= ∞ ; 

2) число b называется пределом функции ( )y f x=  при x a→ , 

если для любого числа 0ε >  существует такое 0S> , что при всех x , 
удовлетворяющих условию 0 x a< − < δ , выполняется неравенство 

( )f x b− < ε . 
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Обозначение предела ( )f x  в точке а: 

( ) ( )lim ;
x a

f x b f x bпри x a
→

= → → . 

Если ( ) ( ) ( )1 2 3, ,f x f x f x  имеют конечный предел при x a→ , то  

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1 2 3 1 1 2 3

1 3 1 2 32

lim lim ( ) lim lim

lim lim lim lim

x a x a x a x a

f
x a x a x a x a

f x f x f x f x f x f x

f x f x f x x f x f x

→ → → →

→ → → →

± + = ± +

 ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ 
 

( )( ) ( )( )lim lim
n n

x a
f x f x

→
= ; 

( )( ) ( )1lim lim
x a x a

cf x c f x
→ →

= ; 

 
( )
( )

( )
( ) ( )11

2
2 2

lim
lim , lim 0

lim
x a

x a x a
x a

f xf x
f x

f x f x
→

→ →
→

= ≠ ;  

( ) ( )1 1lim limn n
x a x a

f x f x
→ →

= . 

Пусть ( )f x  и ( )xϕ  – функции, одновременно обращающиеся в 

ноль при x a= , ( ) 0f a =  и ( ) 0aϕ = . 

Отношение 
( )
( )

f a

aϕ  теряет смысл при x a= . Тогда говорят, что 

функция ( ) ( )
( )

f x
F x

x
=

ϕ  в точке a  имеет неопределенность 0

0
. Предел ука-

занного отношения может существовать. Задача отыскания предела 
( )
( )lim

x a

f x

x→ ϕ  называется раскрытием неопределенности вида 0

0
.  

Если при x a→  функции ( )f x  и ( )xϕ  стремятся к ∞ , то гово-

рят, что в точке a  функция ( ) ( )
( )

f x
F x

x
=

ϕ  имеет неопределенность вида ∞
∞

. 

Данная задача раскрытия неопределенности вида ∞
∞

 называется отыс-

канием предела ( )
( )lim

x a

f x

x→ ϕ
 при условии, что ( )lim

x a
f x

→
= ∞ ; ( )lim

x a
x

→
ϕ = ∞ .  

Пример 4.1.1.  В каких границах меняется x , если 1x −  < 3? 
Решение. Неравенство |x – 1| < 3 ~ – 3 < x – 1 < 3, откуда 1 – 3 <  

<x < 3 + 1; таким образом, – 2 < x < 4. 

Пример 4.1.2. Показать, что последовательность Xn = 1

n
(n = 1, 2,…) 

принимает значения: 1, 
1

2
, 

1

3
, 

1

n
, … 

  ; 

; 
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Решение. Пусть ε = 0,001. Неравенство 1

n
 < 1

1000
 будет иметь ме-

сто, когда n > 1000 ⇒  N = 1000. Возьмём произвольное ε > 0. Покажем, 
что, начиная с некоторого значения n, выполняется неравенство (*). В 

данном случае Yn= 1

n
 и a = 0. 

Неравенство |1
n
– 0| < ε , или 1

n
< ε , будет выполняться, когда n > 1

ε
. В 

качестве числа N можно взять меньшее из двух целых чисел, между 

которыми заключено 1

ε
.  

Таким образом, для любого ε > 0 можно указать такое N, что для 

всех n > N выполняется неравенство 1

n
< ε . Это означает, что Xn имеет 

пределом нуль, т.е. lim
n→∞

1

n
 = 0. 

Пример 4.1.3. Найти предел ( )2

2
lim 3 4 5
x

x x
→

+ + . 

Решение. На основании свойств пределов получим  

( ) ( )
( )

2 2

2 2 2 2

2
5

2 2

lim 3 4 5 3lim 4lim lim5

3 lim 4lim 5 3 2 4 2 5 25.

x x x x

x x

x x x x

x

→ → → →

→ →

+ + = + + =

= + + = ⋅ + ⋅ + =
  

Замечание. Предел многочлена ( ) 0 1 ...n n nP x a a x a x= + +  при x→a, 

достаточно вычислить ( )nP a , т.е. его значение при x→a. 

Пример 4.1.4. Найти предел 
4

5 6
lim

3 1x

x

x→

+
+

. 

Решение. На основании свойств пределов находим: 

( )
( )

4 4 4

4
4 4 4

lim 5 6 5lim lim65 6 5 4 6 26
lim 2.

3 1 lim 3 1 3lim lim1 3 4 1 13
x x x

x
x x x

x xx

x x x
→ → →

→
→ → →

+ ++ ⋅ += = = = =
+ + + ⋅ +  

Пример 4.1.5. Найти  
2

3

5 6
lim

3x

x x

x→

− +
− . 

Решение. Числитель и знаменатель данной функции при х = 3 

образуется в нуль (неопределенность вида 0

0
). Преобразуем данное 

выражение, разложив числитель на множители и сократив на х – 3≠ 0: 

( )( ) ( )
3 3

3 2
lim lim 2 3 2 1

3x x

x x
x

x→ →

− −
= − = − =

− . 
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Пример 4.1.6. Найти предел 
4 3 2

31

2 2 6
lim

1x

x x x x

x→

+ + + −
− . 

Решение. При х = 1 числитель и знаменатель обращаются в нуль. 
Разложим на множители: 

( )( )3 21 1 1x x x x− = − + + . 

( )( )4 3 2 3 22 2 6 1 2 3 4 6x x x x x x x x+ + + − = − + + +  – путем деления на х–1 со-

кращаем числитель и знаменатель на (х–1)≠ 0 и переходя к пределу 
получаем 

4 3 2 3 2

3 21

3 2

2

2 2 6 2 3 4 6
lim lim

1 1

21 31 41 6 15
5.

1 1 1 3

x x

x x x x x x x

x x x→ →∞

+ + + − + + += =
− + +
⋅ + ⋅ + ⋅ += = =

+ +

 

Замечание. Чтобы раскрыть неопределённость вида 0

0
, заданную 

отношением двух многочленов, необходимо предварительно и в чис-
лителе, и в знаменателе выделить приблизительный множитель (т.е. 
множитель равный нулю при предельном значении х), сократить на 
него выражение и затем перейти к пределу. 

Пример 4.1.7.  Найти предел 
2

2

6 5 4
lim .

3 7 2x

x x

x x→∞

+ +
+ −  

Решение. При x → ∞  числитель и знаменатель неограниченно 

увеличиваются (неопределённость вида 
∞
∞

). Чтобы найти предел, 

преобразуем данную дробь, разделив числитель и знаменатель на 
старшую степень x , т.е. на 2x . 

22

2 2

5 45 4 lim 66 6 0 0
lim 2.

7 2 7 2 3 0 03 lim 3

x

x

x

x xx x

x x x x

→∞

→∞

→∞

 + ++ +   + + = = =
+ + + − + − 

 

 

Здесь 
9

lim 0
x x→∞

= , 2

9
lim 0
x x→∞

= , a const= . 

Пример 4.1.8. Найти предел 
2

3 2

3 4 5
lim

2 8 9x

x x

x x→∞

+ −
+ − . 

Решение. Разделим числитель и знаменатель на 3x , т. е. на стар-
шую степень y , и перейдя к пределу, получим 
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2 2 32 3

3 2

3 3

3 4 53 4 5 lim
3 4 5 0 0 0

lim lim 0.
8 9 8 92 8 9 2 0 02 lim 2

x

x x

x

x x x x xx x x
x x

x x x x

→∞

→∞ →∞

→∞

 + −+ −  + − + + = = = =
+ − + − + − + − 

 

 

Замечание. Чтобы раскрыть неопределенность вида ∞
∞

, заданную 

отношением двух многочленов, необходимо предварительно и в чис-
лителе, и в знаменателе выделить критический множитель (т.е. множи-
тель равный нулю при предельном значении x), сократить на него вы-
ражение и затем перейти к пределу. 

Пример 4.1.9. Найти предел 
2

3

9
lim

1 2x

x

x→

−
+ −

. 

Решение. Заметим, что при х = 3 числитель и знаменатель обра-
щаются в нуль. Знаменатель содержит иррациональное  выражение  

1x+ . Избавимся от иррациональности, умножив числитель и знамена-
тель на ( 1 2x+ − ) и перейдем к пределу: 

2

3 3

9 ( 3)( 3)( 1 2)
lim lim

1 2 ( 1 2)( 1 2)x x

x x xx
x x x→ →

− − + + += =
+ − + − + +  

2 23 3

( 3)( 3)( 1 2) ( 3)( 3)( 1 2)
lim lim

( 1) 4( 1) 2x x

x x x x x x

xx→ →

− + + + − + + += = =
+ −−+

 

3
( 3)( 1 2) (3 3)( 3 1 2) 24.lim

x
x x

→
= + + + = + + + =  

Замечание. Чтобы раскрыть неопределенность вида 0

0
, в которой 

числитель и знаменатель содержат иррациональность, необходимо 
предварительно избавиться от иррациональности. 

 
 

4.2.  Число e  

Числом e называется предел 

                         
1

(1 )lim
x

x
x→∞

+ = е или  
1

0
(1 )lim α

β→
+ α

 
= е.                          (4.1) 

е – число иррациональное, е ≈ 2,71828… Число е может приме-
няться  при раскрытии неопределенности вида 1∞ .  

Если угол α выражен в радианах, то 

 
0

sin
1lim

α→

α =
α

.                                             (4.2) 
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Пример 4.2.1. Найти предел 
3

(1 )lim
n

n n→∞
+ . 

Решение.  При n→∞  
3

(1 ) 1
n

+ →   получаем неопределенность ви-

да 1∞ . По формуле (4.1) положим 
3

n
= α , тогда 

3
n =

α .  

Если n→∞, то α→0. На основании свойства пределов 

[ ( ( )) ( ))(limlim
n n

x a x a

f x f x
→ →

= ] и (4.1) получаем  

3 1 1
3 3 3

0 0 0

3
(1 ) (1 ) [(1 ) ] [ (1 ) ] е .lim lim lim lim

n

n n
α α α

→ ∞ α → α → α →
+ = + α = + α = + α =  

Пример 4.2.2. Найти предел 
0
( )lim

2
x

x

x

x→ +
. 

Решение. Имеет место неопределенность 1∞ : 

2 1
2 2 2

0 0 0

2 2 2
1lim lim lim

2 2 2

(1 ) (1 ) ( (1 ) ) e ,lim lim lim

x x x

x x x

x x

x x x→∞ →∞ →∞

−α − − −α α

α→ α→ α→

+ −     = = − =     + + +     

= + α = + α + α =
 

т.к.  α→0, то  2

0
(1 ) 1lim

−

→
+ =

α
α . 

Пример 4.2.3. Найти предел 
0

sin 3
lim
x

x

x→
. 

Решение. Способ 1. При x = 0 числитель и знаменатель обраща-
ются в нуль. Чтобы раскрыть эту неопределенность, положим 3х = α, 
тогда х = α/3; если x→0, то α→0. Подставив в условие данные равен-
ства и используя формулу (2), получим  

Способ 2.  Умножим числитель и знаменатель на 3, получим 

0 0 0

sin3 3sin3 sin3
3 3 1 3.lim lim lim

3 3x x x

x x x

x x x→ → →
= = = ⋅ =  

Пример 4.2.4. Найти предел 
2

2
0

(sin 2/ )
.lim

x

x

x→
 

Решение. Здесь имеем неопределенность вида 
0

0
. Для ее раскры-

тия применим формулу (4.1): 
 

0 0 0 0

sin 3 sin 3 sin sin
3 3 1 3.lim lim lim lim

/3x

x

x→ α → α → α →

α α α= = = = ⋅ =
α α α
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2 2

0 0 0 0

0 0 0 0

sin( /2) sin( /2) sin( /2) sin( /2)
( ) ( )lim lim lim lim

/2
1/2sin( /2) 1/2sin( /2) 1 sin( /2) sin( /2)

lim lim lim lim
1/2 1/2 2 /2 /2

1 1 1
1 1 .

2 2 4

x x x x

x x x x

x x x x

x x x x
x x x x

x x x x

→ → → →

→ → → →

= = =

= = =

= ⋅ ⋅ ⋅ =

 

Пример 4.2.5. Найти предел 
0

sin
lim

4 2x

x

x→ + − . 

Решение. При данном x числитель и знаменатель дроби обра-
щаются в нуль. Знаменатель содержит иррациональность. Освобо-
димся от иррациональности и воспользуемся (4.1). 

 Имеем  

0 0

0 0 0

sin sin ( 4 2)
lim lim

4 2 ( 4 2)( 4 2)

sin ( 4 2) sin
( 4 2)lim lim lim

1*(2 2) 4.

x x

x x x

x x x

x x x

x x x
x

x x

→ →

→ → →

+ += =
+ − + + + −

+ += = + + =

= + =

 

Пример 4.2.6. Используя второй замечательный предел, найти 
4

5

3
lim

+










+
+ n

n

n
. 

Решение. 
4 4 4

3 3 5 5 2
1lim lim lim

5 5 5

n n n

n n n

n n

n n n

+ + +

→∞ →∞ →∞

+ + − +     = = −     + + +     
.

 
Сделаем замену переменной:  

2 1
, 2 5.

5
2 5.

x n
n x

n x

− = − = +
+

= − −
 

Если n → ∞ то x → –∞, тогда 

( ) 2 1 12 5 4
2

2
2

1 1 11 1 1 [ 1 ]1 lim lim limlim

1
1 e .

e

x xx

x x xx x x xx

− − −− − +

→−∞ →−∞ →−∞→−∞

−

     + = + ⋅ + =+ =      
     

= ⋅ =

 

Пример 4.2.7.  Найти  .
324
144

lim
21

2

2 n

nn

nn
−










++
−+

 

 

∞→n

∞→n



39 
 

Решение. 

2

2
2

2 2

2

1 2 1 22 2

2 2

4 2 3 2 4
(1 2 ) (2 4)(1 2 )

2 4 lim4 2 3
4 2 3lim

2

2 4 4 8 4 10
lim lim

4 2 3

4 4 1 4 2 3 2 4
lim lim

4 2 3 4 2 3

2 4
1 e

4 2 3

e e

n

n n

n n

n n

n n n
n n n

n n n
n n

n

n n n n

n n

n n n n n

n n n n

n

n n
→∞

→∞ →∞

− −

→∞ →∞

+ + −⋅ − − −
− + +

+ +
→∞

− − + − +
+ +

   + − + + + −= =   + + + +   

− = + = = + + 

= =

2

2 2

10 4
4

lim4 2 3
4

14 2 3
1

e e .
e

n

n n
n

nn n n
→∞

− + −

− + + −+ + = = =

 

 
 

Контрольные вопросы 

1. Что называется числовой последовательностью? 
2. Что называется пределом числовой последовательности? 
3. Какая последовательность называется сходящейся (расходя-

щейся)? 
4. Что такое бесконечно малая и бесконечно большая последо-

вательности? 
5. Что называется пределом функции? 

6. Каким образом раскрывается неопределенность вида ∞
∞

? 

7. Сформулируйте правило раскрытия неопределенности вида 0

0
. 

 
 

Контрольные задания 

1. В каких границах меняется  х, если: 
a) |х| < 2; 
b) |х + 1| < 2; 

c) |х – 2| < 5; 
d) |х + 3| < 7. 

2.  Найти пределы:  

a) 
2

3
lim( 7 4)
x

x x
→

− + ; 

b) 
2

22

2
lim

2 8x

x x

x x→

+ +
+ + ; 

k)  
4 2

21

2 3
lim

3 2x

x x

x x→

+ −
− + ; 

l) 
3 2

3 2

2 3 5 7
lim

3 4 2x

x x x

x x x→∞

− + +
+ − + ; 
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c) **  0

2 2
lim

5x

x x

x→

+ − −
; 

d) 
2

22

4
lim

2x

x

x x→

−
− ; 

e) * 
2

22

2 7 6
lim

( 2)x

x x

x→−

+ +
+ ; 

f)   
2

3
lim(5 6 7)
x

x x
→

− + ; 

g) * 
2

23

6 9
lim

3x

x x

x x→

− +
− ; 

h) * 
4 2

32

4 4
lim

2x

x x

x x→

− +
− ; 

i)   
2

2

5 6
lim

2x

x x

x→

− +
− ; 

j)   
4

2

16
lim

2x

x

x→−

−
+ ; 

m) * 
2

3

5 8
lim

2 1x

x x

x x→∞

− +
− + ; 

n)  
3

3 2

5 1
lim

2 5x

x x

x x→∞

+ −
+ ; 

o)  
3 2

2

4 2
lim

3 5 2x

x x

x x→∞

+ −
+ − ; 

p) **  
2 4

lim
x

x

x→∞

+
; 

q) **  2

3
lim

2 3x

x

x x→∞ − +
; 

r)  
2

2

3 5 1
lim

2x

x x

x→∞

+ +
− ; 

s)  
3

3

2 5
lim

3 7 1x

x x

x x→∞

− +
+ + . 
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Рис. 5.1 

Глава 5 
ФУНКЦИИ НЕСКОЛЬКИХ ПЕРЕМЕННЫХ 

 
5.1. Область определения.  

Частные и полные приращения.  
Непрерывность функции нескольких переменных 

Переменная U называется функцией от переменных (x, y, z … t), 
если в каждой системе значений x, y, z … t области их изменения со-
ответствует определенное значение U. 

U = f(x, y, z … t) – символическое обозначение. 
Для функции 2x переменных Z = f(x, y) – это совокупность точек 

плоскости ОXY; для трех переменных – совокупность точек простран-
ства. 

Пример 5.1.1. Найти область определения  функции 
1

z
xy

= . 

Решение. Функция определена  в тех и только в тех точках плос-
кости XOY, координаты которой удовлетворяют условию XY > 0.  Все 
эти точки лежат внутри 1-го и 3-го координатных углов (открытая об-
ласть) – т. (0,0) и точки на осях в эту область не входят. 

Пример 5.1.2. Найти область определения функции 
2

2
x y

z
x y

=
+ . 

Решение. Здесь – вся область плоскости XOY, за исключением 
прямой 2x + y = 0, т.е. там, где знаменатель обращается в ноль. 

Пример 5.1.3. Найти об-
ласть определения функции  

2 21z x y= − − . 
Решение. Область определе-

ния 2 21 0x y− − ≥  – круг с центром в 
начале координат и радиусом r = 1, 
включая границу. Графическим 
изображением функции является 
полусфера, расположенная над 
плоскостью ХОY (рис. 5.1).   
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5.2.  Частные производные и полный дифференциал функции 
нескольких переменных  

Функцию U(x, y, z … t) можно дифференцировать по каждому из 
её аргументов, считая при этом все остальные аргументы постоянными, 

u

x

∂
∂

; Ux
’  Uy 

’ Uz
’  – варианты обозначения частных производных. 

Пример 5.2.1. Найти частные производные от функции: 

a) 3 2 35z x xy y= + − ; 

 b) 
x Y z

u
y Z x

= + − ; 

 c)
y

x y xz e z e= ⇒ = . 
Решение. 

a) 
23 5

z
x y

x

∂ = +
∂ ; 

210 3
z

yx y
y

∂ = −
∂ ; 

b) 2

1u z

x y x

∂ = +
∂ ; 2

1u x

y y z

∂ = − +
∂ ; 2

1u y

z z x

∂ = − −
∂ ; 

c) 2 2

y y
x xz y y

e e
x x x

∂  = − = − ∂  
. 

Пример 5.2.2. Вычислить значение частных производных в ука-
занной точке 

  2 2ln( )Z x y= − ; x = 2; y = –1. 
Решение. Находим частные производные: 

2 2 2 2 2 2

1 2 2
2 ; ;x y

x z y
Z x Z

x y x y y x y

∂ −′ ′= ⋅ = = =
− − ∂ −  

( ) 2 2 2 2

2 2 4 2( 1) 2
2; 1 ; (2; 1) .

2 ( 1) 3 2 ( 1) 3x yZ Z
⋅ − −′ ′− = = ± − = =

− − − −  

Пример 5.2.3. Проверить, что функция ln
y

Z x
x

= ⋅  удовлетворяет 

уравнению 
z z

x y Z
x y

∂ ∂+ =
∂ ∂ . 

Решение. Тождественно преобразуем данную функцию и найдем 
частные  производные по x и y. 

1. ( )ln lnZ x y x= − ; ln ln 1 ln 1;
z y

x y
x x

∂ = − − − = −
∂   

1
;

z x
x

y y y

∂ = =
∂  

2. Подставим найденные значения xZ′  и yZ ′  в данное выражение:  
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z z
x y Z

x y

∂ ∂⋅ + ⋅ =
∂ ∂ ; 

ln 1 ln ln
y x y y

x y x x x x Z
x y x x

 − + ⋅ = ⋅ − + = ⋅ = 
 

, 

т.е. 
z z

x y Z
x y

∂ ∂+ =
∂ ∂ . 

Частным дифференциалом функции ( , , , ... )u f x y z t=  по x 
называется главная часть частного приращения  

( ), , ,... ( , , ,... )xu f x x y z t f x y z t∆ = +∆ − . 

Обозначение частного дифференциала функции – , , ...x y td u d u d u. 

Из определения частных производных следует, что 

 ;   ;    .x y t

u u u
d u dx d u dy d u dt

x y t

∂ ∂ ∂= ⋅ = ⋅ = ⋅
∂ ∂ ∂  

Полный дифференциал du функции u равен сумме всех ее част-
ных дифференциалов: 

... ... .x y z t

u u u
du d u d u d u d u dx dy dt

x y t

∂ ∂ ∂= + + + = ⋅ + ⋅ + ⋅
∂ ∂ ∂  

Пример 5.2.4. Найти полные дифференциалы функций: 

a) 2 53Z x y= ; 

b) 22 yu x= . 
Решение.  

Способ 1. 1. Находим частные производные: 2 415 .y

z
Z x y

y

∂′ = =
∂  

2. Умножая частные производные на дифференциалы соответ-
ствующих аргументов, получим частные дифференциалы: 

56xd z xy dx= ; 2 415yd z x y dy= . 

Полный дифференциал найдем как сумму частных дифференци-
алов функции: 

5 2 415z x yd d z d z bxy dx x y dy= + = + . 

Способ 2.   

1, 2 yz
xu yzx −= − ; 

, 2 lny
yzu zx x= ; , 2 lnyz

zu yx x= ; 
12 yz

xd u yzx dx−= ;  2 lnyz
yd zx xdy= ; 

2 lnyz
zd u yx xdz= ; 
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2 ln lnyx yz
du x dx z dy y xdz

x
 = + + 
 

. 

Пример 5.2.5. Вычислить значение полного дифференциала 

функции arctg
x

z
y

= , при х = 1, y = 3, dx = 0,01, dy = – 0,05. 

Решение. Находим частные производные:                          

22 2

2

1 1

1

z y z
xx x y x y

y

∂ ∂= = ⋅
∂ + ∂ +

;   2 2 2 2

2

1
;

1

z x x
xy y y x
y

∂ = − ⋅ = −
∂ ++

  

2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

 ;      –  ;  

 – .    

dZ y dZ x
dxZ dx dx dyZ dy dy

dx x y dy x y

y x ydx xdy
dZ dx dy

x y x y x y

= = = =
+ +

−= =
+ + +

 

Подставим значения переменных x, y, dy, dx; получим полный 
дифференциал: 

( )3 0,01 1 0,05 0,03 0,05 0,08
0,008

2 2 1 9 101 3
dZ

⋅ − − += = = =
++

. 

Пример 5.2.6. Вычислить приближенно 3,961,08 . 

Решение. Замещаем приращение функции ее полным дифферен-
циалом: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 0 0 0 0... .x y tf M f M f M dx f M dy f M dt′ ′ ′≈ + + + +
 

Полагая, что 3,961,08  есть частное значение функции ( ), yf x y x= в 

точке М1 (1,08; 3,96) и что вспомогательная точка будет М0 (1; 4), по-
лучим: 

0( ) 1 1;  f M ′′= = ( ) 1 4 1
0

1
4 1 4;

4
y

x

x
f M y x

y
− −=

′ = ⋅ = ⋅ =
=  

0

1
( ) ln 0

4
y

y

x
f M x x

y

=
′ = =

= , так как ln1 = 0; 

1,08 1 0.08dx= − = ;   3,98 4 0,04dy= − = − ⇒  
3,96

0 0 01,08 ( ) ( ) ( )

1 4 0,08 0 ( 0,04) 1,32.

x yf M f M dx f M dy′ ′⇒ ≈ + + =

= + ∗ + ∗ − ≈  
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5.3. Дифференцирование сложных функций 

Функция Z называется сложной функцией от независимых 
переменных x, y,…, t, если она задана через промежуточные аргумен-
ты , , ..,u v w: 

( , , .., )z f u v w= ; ( , , .., )u f x y t= ; 
γ( , , .., )v x y t= ; τ( , , .., )w x y t= . 

Частная производная сложной функции по одной из независи-
мых переменных равна сумме произведений ее частных производных 
по промежуточным аргументам на частные производные этих аргу-
ментов по независимой  переменной: 

...
z z u z v

x u x v x

∂ ∂ ∂ ∂ ∂= ⋅ + ⋅ +
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ; 

...
z z u z v

y u y v y

∂ ∂ ∂ ∂ ∂= ⋅ + ⋅ +
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ . 

Если все аргументы , , ..,u v w зависят от одной независимой пе-
ременной x, то z – сложная функция от x. Тогда производная сложной 
функции называется полной и вычисляется по формуле 

... .
z z u z v z w

x u x v x w x

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂= ⋅ + ⋅ + + ⋅
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

 

Пример 5.3.1. Дана сложная функция 2 vy u e= ⋅ , lnu x= , v = cos x. 
Найти частные производные. 

Решение. 

22 cos ( ln ).v vz z u z v
ue x u e x

x u x v x

∂ ∂ ∂ ∂ ∂= ⋅ + ⋅ = + −
∂ ∂ ∂ ∂ ∂  

cos 2 cos

cos 3 cos
.

2ln cos ln cos ( ln )

2ln cos ln cos

x x

x x

y
x e x x x e x

x

x e x x x e

∂ = ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ − =
∂

= ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅
 

Пример 5.3.2. Дана сложная функция vz u= , ln( )u x y= − , 
x

yv e= . 
Найти частные производные. 

Решение. Здесь z зависит от u и v, а сами u и v зависят от x и y. 
Тогда  

1 1 1
ln ;

x

v v yz z u z v
vu u u e

x u x v x x y y
−∂ ∂ ∂ ∂ ∂= ⋅ + ⋅ = ⋅ + ⋅ ⋅

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ −  

1
2

1
ln .

x

v v yz z u z v x
vu u u e

y u y v y y x y
−∂ ∂ ∂ ∂ ∂= ⋅ + ⋅ = ⋅ − ⋅ ⋅

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ −  

. 
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5.4.  Частные производные высших порядков 

Частные производные u

x

∂
∂

, 
u
y

∂
∂  первого порядка обычно зависят 

от тех же аргументов, и каждую из них можно дифференцировать по 

каждому аргументу. Обозначения: 
2

2 xx

u u
u

x x x

∂ ∂ ∂  ′′= = ∂ ∂ ∂ 
; 

2

2 yy

u u
u

y y y

 ∂ ∂ ∂ ′′= = ∂ ∂  ∂
. 

2

xy

u u
u

y x x y

∂ ∂ ∂  ′′= = ∂ ∂ ∂ ∂ 
 – смешанная частная производная. 

Аналогично определяются производные III, IV,… порядков. 
 
Пример 5.4.1. Найти частные производные второго порядка 

3 2 2
.2 3z x x y y= − +    

Решение.  2 23 2 2 3 4xz x y x x xy′ = − ⋅ = − ; 22 6yz x y′ = − + ; 

6 4xxz x y′′ = − ;  4xy yxz z x′′ ′′= = − ;  6yyz′′ = . 

Пример 5.4.2.   Проверить, что xy yxz z′′ ′′= , если cos( ).z ax by= −  

Решение.  sin( )xz a ax by′′ = − − ; xz′  теперь по y:  cos( ).xyz ab ax by′′ = −  

Дифференцируем в другом порядке. Сначала z по y: 

sin( )yz b ax by′ = − ; затем yz′ по x: ( ) cos( ) cos( ).y yxx
z z ba ax by ab ax by

′′ ′′= = − = −  

Сравнивая результаты, видим: xy yxz z′′ ′′= . 

Пример 5.4.3. Проверить, что .xy yxz z′′ ′′= , если ( )2 2ln 1 ,z x y= + +  

Решение.  

( ) ( )2 22 2 2 2 2 2

2 2 2 4' "; .
1 1 1

x xy

x yx xy
z z

x y x y x y

⋅= = − = −
+ + + + + +

 

( ) ( )
'

2 22 2 2 2 2 2

2 2 2 4"; .
1 1 1

y yx

y yx xy
z z

x y x y x y

⋅= = − = −
+ + + + + +

 

 
 

5.5.  Экстремумы функций многих переменных 

Функция многих переменных может иметь минимум и макси-
мум (экстремум) только в точках, лежащих внутри области определе-
ния функций. 

Необходимое условие существования экстремума: 
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0

0

z

x
z

y

∂ =∂
∂ =

∂

      

Находим критические точки. 

Достаточные условия: ∆ = AC – B2, где 
2

2 ( )
z

A M
dx

∂= ; 
2

2 ( )
z

C M
y

∂=
∂  и 

2

( ).
z

B M
x y

∂=
∂ ∂  

Если ∆ > 0, то М – точка экстремума. 
При А < 0 (или С < 0) М – точка максимума. 
При А > 0 (C > 0) М – точка минимума. 
Если ∆ < 0 – нет экстремума. 
Если ∆ = 0 – требуются дополнительные условия для нахожде-

ния экстремума. 
Пример. Найти экстремум Z = x3 + 8y3 – 6xy + 5.  
Решение.  

2

2

3 6

24 6

x

y

Z x y

Z y x

′ = −
′ = −       

0

0

x

y

Z

Z

′ =
′ =    

2

2

3 6 0
.

24 6 0
x y

y x

 − =
 − = 

 

Решая систему, получаем М1(0; 0) и М2(1; 1/2) – обе точки кри-
тические, т.к Z определена на всей OXY.   

Исследуем критические точки: 
6 ,     6,      48 .xx yy yyZ A x Z B Z y′′ ′′ ′′= = = = − =        

Для  М1 (0; 0) = А = 0, В = – 6,  С=0, ∆(М1)=АС – В2 < 0.  

Для М2 (1;1
)

2
= А = 6,  В = – 6, С = 24,  ∆(М2) > 0. 

Zmin = Z(M2) = 4. 
 

 

5.6. Применение производной к исследованию функций 

План исследования функции: 
1) область определения функции, область значения, четность-

нечетность, интервалы знакопостоянства, точки пересечения с осями 
координат; 

2) точки разрыва функции; 
3) интервалы возрастания, убывания, экстремумы; 

, 
 
. 

, 

   , 
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4) интервалы вогнутости, выпуклости, точки перегиба; 
5) асимптоты графика функции; 
6) построение графика. 

Пример. Исследовать функцию 
3

2
.

3
x

y
x

=
−

, начертить её график 

Решение. 
1. a) функция определена всюду, кроме 3.x = ± ; 

b) область значения: ( ; ).y∈ −∞ +∞ ; 

c)
3 3

2 2

( )
( ) ( )

( ) 3 3
x x

y x y x
x x
−− = = − = −

− + −
 – четная => график функции сим-

метричен относительно начала координат; 
d) точки пересечения с осями: если x = 0, y = 0, то точка пере-

сечения с осями – М(0; 0); 
e) интервалы знакопостоянства: 

x ( ; 3)−∞ −  ( )0;3−  (0; 3)  ( )+∞;3  

y 
– 

ниже  
оси Х 

+ 
выше 
оси У 

– 
ниже  
оси X 

+ 
выше  
оси Х 

 

2. Точки разрыва. В точках 3x = ±  функция не определена => 
в точках может быть разрыв. 

Условие непрерывности – функция определена в х0: 

0
0lim ( ) ( )

x x
f x f x

→
= , где х0 – точки на оси ОХ. 

Вычисляем пределы слева и справа при стремлении к х0. В 

нашем случае 
3

2

( 3) 3 3
0( 3 0) 3

 
 = 

− −  

, справа 

3

2
3 0 3 0

( ) ,lim lim
3x x

x
f x

x→ − → −
= = −∞

−
 

слева 

( )
( )

3
3

22
3 0 3 0 3 0

3 3 3
lim ( ) ( ) .lim lim lim

3 03 0x x x

x
f x f x

x→ + → + → +
= = = = = +∞

− −
 

Слева и справа пределы бесконечные – это говорит о том, что 
здесь разрыв II рода. 



49 
 

Замечание. Разрыв I рода, когда слева и/или справа пределы ко-
нечные, но неравные (рис. 5.2).   

 

Рис. 5.2 

Разрыв II рода будет в нашем случае и при 3.x = −  (рис. 5.3). 

 

Рис. 5.3 

3. Интервалы возрастания и убывания. Точки экстремума: 

' 0,y =  
4 2

2 2

9
' ;

( 3)
x x

y
x

− ⋅=
−   1 0,x =  2 9 0,x − =  1,2 3.x = ±

 

Учитывая точки экстремума и точки разрыва, получаем следу-
ющую таблицу: 

x 

(–
∞
; 3

) 

–
3 

 

 

 

0
 

 
  

3
 

(3
; +
∞

) 

y' 
+ 

 m
a

x 

– 
 

т.
 р
аз
р.

 – 
 

Н
ет

 
эк
ст

. – 
 

т.
 р
аз
р.

 – 
 

m
in

 + 
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Определяем значение функции в точке экстремума:
9

( 3) ;
2

y − = −  

9
(3) .

2
y =  

4. Интервалы выпуклости, вогнутости, точки перегиба. 
3

2 3

6 54
''

( 3)
x x

y
x

⋅ + ⋅=
− ;  '' 0y = – max условие точки перегиба. 

3

3

6 54 0

9 0

x x

x x

+ =
+ =

 
1

2

0

9 0

x

x

=

+ ≠ , т. 0x = – точка, подозреваемая на перегиб. 

Интервалы выпуклости, вогнутости:
2

2 3

(6 54)
'' .

( 3)
x x

y
x

+=
−                    

 
 
 
 

В интервале ( ; 3) (0; 3)x∈ −∞ − U  функция имеет выпуклый ха-

рактер. При ( 3;0) ( 3; )x∈ − +∞U  функция вогнута. 

Точка перегиба 0x = , т. к. здесь меняется знак ''y с + на –, точ-

ки 3x = ± – точки разрыва графика функции. 
5. Асимптоты графика. 

а) Вертикальные асимптоты 

(рис. 5.4): если ( )
0

lim
x x

f x
→

= ±∞ , то 

0x x=  – вертикальная асимптота.  
b) Наклонная  асимптота  

ищется по формуле y kx b= + , где 

( )
lim ,
x

f x
k

x→±∞
=

 
 ( )( )lim .

x
b f x kx

→±∞
= −  

Если пределы существуют и 
конечны ,  то  функция  имеет  

наклонную асимптоту. В нашем примере 

( )
( )

3 3

32

2

1
lim lim lim lim 1; 1.

333 1
x x x x

f x x xk k
x xx xx

x

→±∞ →+∞ →+∞ →+∞
= = = = = =

−− −
 

( ; 3)−∞ −  ( 3;0)−  0 (0; 3)  ( 3; )+∞  
– 
∩  

+ 
∪  

т. перегиба 
– 
∩  

+ 
∪  

Рис. 5.4 
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( )( )
3 3 3

2 2

2

2

3
lim lim lim

3 3

3
3

lim lim 0; 0.
33 1

x x x

x x

xx x xb f x kx x
x x

x x b
x

x

→∞ →∞ →∞

→∞ →∞

− −   = − = − = =   − −   

= = =
− −

 

Уравнение асимптоты: .y x=        
Вертикальные асимптоты бывают в точках разрыва: 

( )
3

lim ;
x

f x
→−

= ±∞
 

( )
3

lim в точке 3
x

f x
→

= ±∞ ⇒ = ±
 

– вертикальная 

асимптота. 
6. Строим график (рис. 5.5). 

 
Рис. 5.5 

 

 

Контрольные вопросы 

1. Что называется частным дифференциалом функции? 
2. Что такое полный дифференциал функции нескольких пере-

менных? 
3. Чему равна частная производная функции нескольких аргу-

ментов? 
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4. Сформулируйте необходимое условие существования экстре-
мума функции. 

5. Приведите план исследования функции. 
 
 

Контрольные задания 

1. Найти производные следующих функций: 
a) у = 3х – 2; 
b) у = 4х – 3; 

c)
1

42у x= ; 

d)
3

55y x
−

= ; 

e) 5 25y x= ; 

f)
34

2
y

x
= ; 

g) 2

2 x
y

x
= ; 

h)
3x

y
x

= ; 

i)
5x

y
x

= ; 

j)* 
3

x
y

x x
= ; 

k)* 
36 x

y
x

= . 

2. Найти производные следующих функций: 
a) 3 2( 2)( 1)y x x x= − + + ; 

b) 2 3( 1)( )y x x x= + − ; 

c) 2 3( 1)( 1)y x x= + − ; 

d) * 3 3( 1)(2 1)y x x x= − + + ; 

e) 4 2( 3)( 2)y x x= − + ; 

f) 3( 2)(2 )y x x x= + − . 

3. Найти производные следующих функций: 

a)
2

2

1

1

x
y

x

−=
+ ; 

b) 2

3 x
y

x

−= ; 

c)
21

3

x
y

x

+= ; 

d)*  
2

2

2x x
y

x

− += ; 

e)
5

5

1

1

x
y

x

−=
+ ; 

f)
2

2

1x
y

x

−= ; 

g)
32

2

x
y

x

+= ; 

h) 2

1

1
y

x
=

−
. 

4. Найти производные следующих сложных функций: 
a) 2 4(9 )y x= − ; 

b) 4 4( 1)y x x= − − ; 

c) 3 1y x= + ; 

d)* 2 23 (1 )y x= − ; 

e)
3 3

2

1
y x x x

x
= − + ; 

f) 3 32 xy x= + ; 

g)**  sin 2 23 2x xy x= − + ; 

h)**  
27cos 52 xy = ; 

i) sin94 xy = ; 

j)
2xy e= . 
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5. Найти производные следующих сложных функций: 

a) sin 5y x= ; 

b)
2sin 3y x= ; 

c)
32cos 5y x= ; 

d)
2ln cos 2y x= ; 

e) 3ln sin 5y x= ; 

f) ln 2 1y x= − ; 

g)
1

ln
1

x
y

x

−=
+ ; 

h) 5logy x= ; 

i) 3log 4y x= ; 

j)
5

0,5logy x= ; 

k)
2

3log ( 3 1)y x x= + − ; 

l)* 
5log cos 7y x= ; 

m)* 7log sin 1y x= + ; 
 

n)
3 siny x x= ; 

o)
2sin( 3 5)y x x= − + ; 

p)** 
4 3 4 21

tg 3
3

xy x x + = − + 
 

; 

q)
2 3sin 3 cos 2y x x= − ; 

r)
3ctg (5 4)y x= + ; 

s)
2arccosy x= ; 

t)** 34arcsin lny x= ; 

u) 2

2
arctg

1-

x
y

x
= ; 

v)
2

arctg

x
y

x
= ; 

w)
3arcctg xy e= ; 

x)**  
cos 3

1
arcctg

3 2 x

x
y x

x e

 − + =  
 + − 

. 
 

6. Исследовать функции и построить их графики: 

a)
2 2 3y x x= + − ; 

b) 3 12 4y x x= − + ; 

c)
4 21 3

4 2
y x x= − ; 

d)
28 2y x x= − − ; 

e)
32 6y x x= − ; 

f)
3 21

2
3

y x x= − ; 

g)
2 44 3y x x= − − ; 

h)
4 21

3 2
2

y x x= − + ; 

i)* 2sin2y x= ; 

j)**  
31

( 4)
9

y x x= − ; 

k)** 
2

2

2

1

x
y

x
=

+ ; 

l)* 
21

x
y

x
=

+ . 
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Глава 6 
НЕОПРЕДЕЛЕННЫЙ ИНТЕГРАЛ 

 
6.1. Свойства неопределенного интеграла. Основные формулы 

интегрирования 

Отыскание функции ( )F x  по известному дифференциалу 
( ( )) ( )d F x f x dx= , т.е. действие, обратное дифференцированию, называ-

ется интегрированием, а исконная функция ( )F x  называется первооб-
разной функцией от ( )f x . 

Всякая непрерывная функция ( )f x  меняет бесчисленное мно-
жество различных первообразных, которое отличается постоянным 
слагаемым; если ( )F x  есть первообразная от ( )f x , то ( )F x c+ , где c  – 
произвольная постоянная, также является первообразной от ( )f x , так 
как ( ( ) ) ' '( ) ( )F x c F x f x+ = = . 

Неопределенный интеграл – это совокупность всех первообразных 

от функции ( )f x . Он обозначается ∫ : ( ) ( )f x dx F x c= +∫ , если 

[ ( ) ] ( ) .d f x c f x dx= =  
Свойства неопределенного интеграла: 

1) ( ) ( )d f x dx f x dx==∫ ; 

2) ( ) ( )af x dx a f x dx=∫ ∫ , т.е. постоянный множитель можно вынести 

за знак интеграла; 

3) 1 2 3 1 2 3( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )f x f x f x dx f x dx f x dx f x dx+ − = + −∫ ∫ ∫ ∫ , т.е. инте-

грал от суммы равен сумме интегралов. 
 

Основные формулы интегрирования: 

1) 
1

, 1
1

n
n u

u du c n
n

+

= + ≠ −
+∫ ; 

2) ln
du

u c
u

= +∫ ; 

3) 
ln

u
u a

a du c
a

= +∫ ; 

4) 
u ue du e c= +∫ ; 

7) α α

1
arctg

du u
c

a au a
= +

+∫ ; 

8) α α

1
2

du u a
c

a u au a

−= +
+−∫ ; 

9) 2 2
arcsin

du u
c

au a
= +

−∫ ; 
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5) sin cosudu u c= − +∫ ; 

6) cos sinudu u c= +∫ ; 
10) 

2

2
ln

du
u u a c

u a
= + + +

+∫ . 

 

Рассмотрим несколько примеров применения формул интегри-
рования: 

1) 

1
11 2

32 2
1 31
2

x
xdx x dx c x c

+

= = + = +
+

∫ ∫  по 1-й формуле; 

2)
3

3
ln3

x
x dx c= +∫  по 3-й формуле; 

3) 2 2 2

1
arctg

3 ( 3) 3 3

dt dt t
c

t t
= = +

+ +∫ ∫  по 7-й формуле; 

4)
2

2
ln φ φ - 5

φ - 5

du
c= + +∫  по 10-й формуле; 

5)
2 2

2 2 2

2 ( 7) ( 7)

7 7 7

xdx x d x

x x x

′+ += =
+ + +∫ ∫ ∫ представляет 2-ю формулу, где 

2 7.u x= +   По этой формуле 
2

2
2

( 7)
ln 7 .

7

d x
x c

x

+ = + +
+∫ ; 

6. 5sin5 sin5 (5 )tdt td t=∫ ∫  – представляет 5-ю формулу при 5u t= . 

Поэтому sin5 (5 ) cos5 .td t t c= − +∫ ; 

7. 
lnφ lnφcosφ φ (lnφ),e d e d=∫ ∫  т.к. cosφ φ (lnφ)d d=  по 4-й формуле, 

где sinφu =  получим 
lnφ lnφ(sinφ) .e d e c= +∫ ; 

Правильность вычисления можно проверить дифференцирова-
нием. 

Приведем несколько примеров: 

1) 
2

3
23

1
22

dx x
x dx c c

xx

−
−= = + = −

−∫ ∫   по 1-й формуле, где u x= , 

3.n = −  

Проверка. ( ) ( )2 3
2 3

1 1 1
2

2 2 2
dx

d c x dx x dx
x x

− −′ − = − = − − = 
 

; 

2)  2
arcsin

22

dx x
c

x
= +

−∫ по 9-й формуле, где u = x, a2 = 2. 
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2

2 2

' 2(arcsin ) (arcsin )
2 2

1 ( )
2

1
.

2 2 2

2

x
x x

d c dx dx
x

dx dx

x x

+ = = =
−

= =
− −

 
 

3) 15
15
ln15

t
t

dt e= +∫ , по 3-й формуле.  

Проверка.  
15 1

( ) 15 ln15 15
ln15 ln15

t
t td c dt dt+ = = по 8-й формуле. 

 
 

6.2.  Интегрирование разложением подынтегральных  
функций на слагаемые 

Рассмотрим интегрирование разложением подынтегральных 
функций на слагаемые на примерах: 

1) ( ) 21 возведем в квадрат и образуем суммуxe dx+ −∫ : 

( )2 2 21 1
1 2 2 2 2 .

22
x x x x x xe e dx dx e dx e d x x e e e+ + = + + = + + +∫ ∫ ∫ ∫ ; 

2) dx
x

x
∫ −

+
5

32
2 – разложим дробь на две слагаемые дроби: 

2 2

2 2

2

2 2

2

2
3 ;

5 5

2 ( 5), 5

( 5)
по формуле (2) имеем 3

5 5

1 5
ln x 5 3 ln .

2 5 5

x dx
dx

x x

xdx d x u x

du d x dx

u x x

x
c

x

= +
− −

= − = −
−= + =

− −
−= − + +
+

∫ ∫

∫ ∫ ∫  

     

1 1 1
11 1 1 5 3 3

5 3 5 3 3 1 2
(2 2 ) 2 2 2

1 1
1 1

5 3

x x
x x dx x dx x dx

c

+
+− = − = − =
+ + +

∫ ∫ ∫
 

 Проверка.   

3) 
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1
6 4 13

5 36 45 3 3
2 2 10 3

2 .
6 4 6 4
5 3

x x c x x c= − + = − + ; 

4) 

2 22 4 2 ( 2)( 2)
2

2 2 2 2

x x x x dx
dx dx dx

x x x x

− − + − += = + =
+ + + +∫ ∫ ∫ ∫  

2( 2) 1
( 2) 2 ( 2) ln( 2) .

2 2

d x
x dx x x c

x

+= + + = + + + +
+∫ ∫ ; 

5) (1 )xe dx+∫  – возведем в квадрат и образуем сумму:  

= 
2 21

(1 2 ) 2 2
2

x x x xe e dx dx e dx e d x+ + = + + =∫ ∫ ∫ ∫
 

21
2 .

2
x xx e e c= + + + ; 

6) 2

2 3

5

x
dx

x

+
−∫  – разложим дробь на две дроби:  

2 2

2
3 ;

5 5

x dx
dx

x x
+

− −∫ ∫  

     2xdx + d(x2–5), u = x2 – 5, по 2-й формуле имеем 
2

2
2 2

( 5) 1 5
3 ln 5 3 ln .

5 5 2 5 5

du d x dx x
x c

u x x x

− −= + = − + +
− − +∫ ∫ ∫ ;

 

7) 
1 1

5 3 5 3(2 2 ) 2 2 2x x dx x dx x dx− = − =∫ ∫ ∫

 
1 1 111 6 4 15 3 3

5 36 43 5 3 31 2 2 10 3
2 2  = 2 .

41 1 6 6 41 1
35 3 5

x x
c x x c x x c

+
+= − + = − + − +
+ +

; 

8) 
2 22 4 2 ( 2)( 2)

2
2 2 2 2

x x x x dx
dx dx dx

x x x x

− − + − += = + =
+ + + +∫ ∫ ∫ ∫  

2( 2) 1
( 2) 2 ( 2) 2ln( 2) .

22

d x
x dx x x c

x

+= + + = + + + +
+∫ ∫

 
 
 

6.3. Интегрирование посредством замены переменной 

     Для нахождения интеграла ( )f x dx∫  можно заменить пере-

менную x переменной t, связанной формулой x = φ(t), dx = φ′(t)dt и по-

= 
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лучить ( ) ( )( ( )) '( )f x dx F t dxf t t dt= =ϕ ⋅ϕ∫ ∫ ∫  – полученный интеграл пре-

образуем к переменной х. 
Решим несколько примеров, где путем интегрирования посред-

ством замены переменной нужно найти интеграл: 

1)
1

dx

x+∫  замена x = t2, тогда dx = 2tdt, t = ;x  

2
2

1 1

tdt tdt

t t
= =

+ +∫ ∫ – получим неправильную дробь. Выделим целую 

часть, добавив в числитель 1, и вычтем 1: 

1 1
2

1

t
dt

t

+ −=
+∫ . Разбиваем на 

два слагаемых: 

1
2 2 2 2 2 2ln 1

1 1 1

t dt dt
dt dt t t c

t t t

+ − = − = − + + =
+ + +∫ ∫ ∫ ∫

 

2 2ln 1 .x x c= − + + ; 

2)
 

sin
1 2cos ; – 2sin  sin ;

21 2cos

xdx dt
x t xdx dt xdx

x
= + = = =

−+∫   

1 1
11 2 2

2
1 1 1 1

1 12 2 2 22 1
2 2

dt dt t t
t dx c c

t t

− +
−

= = − = − = − + = − + =
− − +
∫ ∫ ∫

1 2cos .t c x c= − + = − + + ; 

3)
2

4

2
; 2 ;

3

xdx
x t xdt dt

x
= = =

+∫
2

2

1 1
arctg arctg .

3 3 3 3 3

dt t x
c с

t
= = + = +

+∫  

 
 

6.4. Интегрирование по частям 

Из формулы дифференциала произведения d(U'V) =  UdV + VdU  
интегрированием обеих частей равенства получается формула инте-
грирования по частям: .UdV UV VdU= −∫ ∫  

В этой формуле отыскание интеграла UdV∫  сводится к решению 

другого интеграла .VdU∫  

За dV всегда выбирается такое выражение, содержащее dx, из 
которого интегрированием можно найти V; за U принимается форму-
ла, которая при дифференцировании упрощается (например, arcsinx, 
lnx, x3). 
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Рассмотрим несколько примеров интегрирования по частям: 

1) cos ;  cos ;  ;  x xdx U x dv xdx du dx= = = =∫   

cos sin sin sin sin cos .V xdx x x x xdx x x x c= = = ⋅ − = ⋅ + +∫ ∫ ;                                                                                                        

2) 3
33

ln
ln ;   ;  

x dx dx
dx x U dU V x dx

x xx
−= = = = = =∫ ∫ ∫       

3 1

22 3 2 2 3

1 1 ln 1ln
;

3 1 2 2 2 2

x dx dx x dxx
dV

xx x x x x x

− +

= − = = − − − = − + =∫− + ∫      
 

2 22 2

ln 1 1 ln 1
( ) .

2 42 2 2

x x
c c

x xx x
= − + ⋅ − + = − − +  

3)
2

2arctg ; ; arctg ;
2 1
x dx

x xdx V xdx dV U x dU
x

= = = = =
+∫              

22

2
arctgx

2 2 1

x dxx

x
= − =

+∫  Интеграл вычислим отдельно. Выделим целую 

часть дроби, прибавив в числителе 1 и вычтя 1: 

=
2 2 2

2 2 2 2

1 1 1

1 1 1 1 1

x dx x x dx dx
dx dx dx

x x x x x

+ − += = − = − =
+ + + + +∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫ arctg ;x x= −   

окончательно получаем: 
2 1

arctg arctg .
2 2 2
x x

x x c− + + ;
 

4)  2
arcsin arcsin ; ; ;

1

dx
xdx U x dU dV dx V x

x
= = = = =

−∫  

2

2 2

(1 )1
arcsin arcsin

21 1

xdx d x
x x x x

x x

−= ⋅ − = ⋅ + =
− −∫ ∫

 

1
2 22

1
2 2

2

1
arcsin (1 ) (1 )

2

1 (1 )
arcsin arcsin 1 .

12
2

x x x d x c

x
x x c x x x c

−
= + − − + =

−= + + = + − +

∫

 

5) 
3

2 3 2 3 3; ; 2 ;
3

x
x x x e

x e dx U x e dx dV dU xdx V e dx= = = = = =∫∫  

3 3
2 2

3 3

x xe e
x xdx= − ∫  – к последнему интегралу применим формулу ин-

тегрирования по частям: 
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3 3 32 1
; ; ;

3 3
x x xe xdx x U dU dx e dx dV V e− = = = = = =∫

 
3 3 3 32 1 1 2 1 2 1 1

3 3 3 3 3 3 3 3
x x x xx e e dx x e e c

 = − − = − + + = 
 

∫

 

3 32 2
.

9 27
x xxe e c= − + +

 
6) 2 2 2

; ; ; tg
cos cos cos

x dx dx
dx x U dV dU dx V x

x x
= = = = = =∫ ∫  =

 sin (cos )
tg

cos cos

xdx d x
x x tgxdx xtgx xtgx

x x
= − = − = + =∫ ∫ ∫

 ln(cos ) .xtgx x c= + +

 7)  
2 2 2 2( 1) 1 ; 2 ; ;x xx e dx x U dU xdx e dx dv− −+ = + = = =∫  

2 2 2
2 2( 1) 2

2 2 2

x x x
x e e e

V e dx x xdx
− − −

−= = = + − =
− − −∫ ∫  

2 2 21
( 1)

2
x xx e e xdx− −= − + + ∫ – к последнему интегралу применим фор-

мулу интегрирования по частям: x = U; dU = dx;  dV = e–2xdx; 
2

;
2

xe
V

−

=
−  

2
2 2 2 2 21 1 1

( 1) (1 )
2 2 2 2

x
x x xe

e x x e dx x e
−

− − −= − − + − = − + −
−∫

 2
2 2 2 2 21 1 1 1 1

(1 ) .
2 2 2 2 2 4

x
x x x xe

e x c x e e x e c
−

− − − −− + + = − + − − +
−  

 
 

6.5. Интегрирование рациональных функций 

Интегралы от функций 
( )

,
( )

P x
dx

Q x∫  например 
2 3

1 2
5 3

1 2

( )a x a x dx

b x b x bx

+
+ +∫ , можно 

найти путём разложения на слагаемые, которые всегда приводят к 
формулам интегрирования. Например, таким: 

1) ln
dx

x a
x a

= −
−∫ ;  

2) 
1( )

( )
( ) 1

m
m

m

dx x a
x a dx c

x a m

− +
− −= − = +

− − +∫ ∫ , 1;m≠  
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3) 2 2

1
arctg .

dx x
c

x a a a
= +

+∫  

Если степень числителя выше степени знаменателя или равна 
ей, то дробь называют неправильной, и в этом случае всегда нужно 
выделять целую часть, т.е. представлять дробь в виде суммы много-

члена и правильной дроби. Например: 
5 2

4 2

6 1
3

x x
dx

x x
+ +

+∫ , степень числи-

теля равна 5, а знаменателя 4. Дробь неправильная. Выделим целую 
часть, для чего поделим углом числитель на знаменатель:  

5 2 4 2

5 3

6 1      3

3

x x x x

x x

+ + +
+

 

В частном получим x-целую часть, в остатке 3 23 6 1x x− + +  – чис-
литель неправильной дроби:                     

5 3 2

4 2 4 2

6 1 3 6 1

3 3

x x x x
dx xdx dx

x x x x

+ + − + += +
+ +∫ ∫ ∫ . 

Для вычисления правильной дроби используем основную тео-
рему алгебры; правильную дробь можно разложить на сумму про-
стейших  дробей  с  неопределенными  коэффициентами:  

3 2 2 2

4 2 2 2 2 2

3 6 1 3 6 1
3 ( 3) 3

x x x x A B Cx D

x x x x x x x

− + + − + + += = + +
+ + + . Найдем A, B, C, D  – не-

определенные коэффициенты:
3 2 2 2 2

2 2 2 2

3 6 1 ( 3) ( 3) ( )
( 3) ( 3)

x x A x Bx x Cx D x

x x x x

− + + + + + + +=
+ +  – 

привели к общему знаменателю. 
Уравняем коэффициенты при одинаковых степенях левой и пра-

вой части: 
3 2 2 3 33 6 1 3 3x x Ax A Bx Bx Cx Dx− + + = + + + + + , 

3x  3 B C− = +  
1

3
A =

  
 

2x  6 A D= +  
1 17

6
3 3

D D= + ⇒ =
  
.
 
 

1x  0 3B=  0B =  
0x  1 3A=  3C = −  

Подставим найденные значения A, B, C, D в разложение и вы-
числим интегралы: 

. 
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5 2 2 1

4 2 2 2

2

2 2 2

2
2

17
36 1 0 13

3 3 3 2 3 1

1 3 2 17 117
3 arctg

33 3 2 3 2 3 3 3 3

1 3 17
ln 3 arctg .

2 3 2 3 3 3

xx x dx dx x x
dx xdx dx

x x x x x

xdx dx x xdx x
c

x x x x

x x
x c

x

−− ++ + = + + + = + −
+ + −

− + = − − + + =
+ + +

= − − + + +

∫ ∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫  

Рассмотрим интегрирование рациональных функций на приме-
рах: 

1) 
2

3 2

3 8

4 4

x
dx

x x x

+
+ +∫ ; 

2 2 2

3 2 2 2
)

3 8 3 8 3 8
4 4 ( 4 4) ( 2
x x x

x x x x x x x x

+ + += =
+ + + + + ,  

разлагаем на простейшие: 
2

2 2

3 8
( 2) ( 2) 2
x A B C

x x x x x

+ = + +
+ + +  

2 2

2 2 2

3 8 ( 2) ( 2)

3 8 4 4 2

x A x Bx Cx x

x Ax Ax A Bx Cx Cx

+ = + + + +
+ = + + + + +

 

2x  3 A C= +  2A=  
1x  0 4 2A B C= + +  1C =  
0x  8 4A=  0 4 2 2 10B B= ⋅ + + ⇒ = − , 

2

3 2 2

1

(3 8) 2 10

4 4 ( 2) 2

( 2) 10
2ln 10 ln 2 2ln ln 2 .

1 2

x dx dx dx
dx

x x x x x x

x
x x c x x c

x

−

+ −= + + =
+ + + +

+= − + + + = + + + +
− +

∫ ∫ ∫ ∫
 

2) 
4

4 3 2

( 1)

2

x dx

x x x

+
− +∫ . 

Выделим целую часть:  
3 2 3 2

4 3 2 2 2 2 2

2 1 2 1
2 ( 2 1) ( 1) 1

x x x x A B C D
x x x x x x x x x x

− + − += = + + +
− + − + − − , 1-я целая часть равна еди-

нице, 
3 2

4 3 2

2 1
2

x x
x x x

− +
− + – остаток разложения на простейшие  

, 

      , 

            , 

; 
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3 2 2 2 2

3 2 2 3 2 2 2

2 1 ( 1) ( 1) ( 1)

2 1 2 2 x

x x A x Bx x Cx Dx x

x x Ax Ax A Bx Bx Bx Cx D Dx

− + = − + − + + −
− + = − − + − + + + −

 

 
3x  2 B=  1A= , 2B =  
2x  1 2A B C D− = − + +  

–1 = 1 – 4 + C + D, C = 2  
1x  0 2A B D= − + −  
0x  1 A=  0 = – 2 + 2 – D, D = 0, 

 
4

4 3 2 2 2

( 1)
1

2 ( 1) 1

x dx A B C Ddx
dx dx dx dx

x x x x x x x

+ = + + + + =
− + − −∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫

 
2 2

1 2 2 1 2
2ln .

( 1) 1
x dx dx dx x x c

x x x x x
= + + + = − + − +

− −∫ ∫ ∫  

3) 
4 4 4

4 4 4

1 1 1 1 1
2

41 1 1 1

x x x dx
dx dx dx dx

x x x x

+ + − + −= = + =
− − − −

∫ ∫ ∫ ∫
 

4
2 .

1

dx
dx

x
= +

−∫ ∫  

4 2 2

1 1

1 ( 1)( 1)( 1) 1 1 1

A B Cx D

x x x x x x x

+= = + +
− − + + − + + ; 

2 2 21 ( 1)( 1) ( 1)( 1) ( )( 1)A x x B x x Cx D x= + + + − + + + − ; 
3 2 3 2 3 21 ( 1) ( 1)A x x x B x x x Cx Dx Cx D= + + + + − + − + + − − ; 

3 2 3 2 3 21 Ax Ax Ax A Bx Bx Bx B Cx Dx Cx D= + + + + − + − + + − − ; 

4

4 2

2

1 1 1
1 14 4 22 2 2
1 1 1 1 2 1

1 1 1
ln 1 ln 1 arctg .

2 1 1 2 2

dx dx dxx dx
dx x x

x x x x x
dx dx

x x x x c
x x

− −+ = + + + = + +
− − + + −

+ + = + − − + − +
+ +

∫ ∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫
  

 
 

3x  0 A B C= + +  
0 2 2

1 2 2

A B

A B

= +
 = −  

1 1
4 1, , 0 , , 0

4 4
1

2

A A A B B A C

D

= = = + = − = − =

= −
 

2x  0 A B D= − +
1x  0 A B C= + −  
0x  1 A B D= − −  

, 
         , 

, 
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6.6. Интегрирование тригонометрических функций 

Чаще всего встречаются интегралы  следующих функций: 

I. sink xdx∫ , cos ,k xdx∫  где  k – чётное число. 

II. sin cos ,m nx xdx⋅∫  где n и m – нечётные числа. 

III. (sin ,cos ) ,R x x dx∫  где R – рациональная функция от sin x и 

cos x. 
Решение I типа. Интеграл от чётной степени sinx  или cosx  

можно найти путём понижения степени по   формулам 

2 1
sin (1 cos2 )

2
t t= − ,  

2 1
cos (1 cos2 )

2
t t= + . 

Так, например, 2 1 1 1
sin 3 (1 cos6 ) cos6

2 2 2
xdx x dx dx xdx= − = − =∫ ∫ ∫ ∫  

1 1 sin 6 1 1
sin 6 .

2 2 6 2 12

x
x c x x c= − + = − +  

Решение II типа. Отделим от нечётной степени один множи-
тель, например 5 4sin sin sinx x x= ⋅ , и заменим cos x на t, тогда  

4 2 2sin (1 cos )x x= − , а sin (cos )xdx d x= − . 

Делаем замену cosx t=  , тогда sinxdx dt= − , 
5 4 2 2sin sin sin (1 cos ) sinxdx x xdx x xdx= ⋅ = − ⋅ =∫ ∫ ∫  

=
2 2 2 2 2 4(1 ) ( ) (1 ) (1 2 )t dt t dt t t dt− − = − − = − − + =∫ ∫ ∫  

3 5
3 52 2 1

cos cos cos .
3 5 3 5
t t

t c x x x c= − + − + = − + − +  

Решение III типа. Рассмотрим пример использования метода  
универсальной тригонометрической постановки: 

.
5 4cos

dx

x+∫
, 2

x
tg z= , тогда 

2

2 2 2

1 2 2
cos ; ;sin ;

1 1 1

z dz z
x dx x

z z z

−= = =
+ + +  

2

2 2 2 2

2

2
2 21

15 4cos 5 5 4 4 9
5 4

1

dz
dx dz dzz

zx z z z

z

+= = = =
−+ + + − ++
+

∫ ∫ ∫ ∫

 

2

2 2 22 arctg arctg( ) .
9 3 3 3 3

x
tgdz z

c c
z

= = + = +
+∫  
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Рассмотрим другие примеры на различные типы функций: 

1) 
4 2 21 cos2 1

cos ( ) (1 2cos2 cos 2 )
2 4

x
xdx dx x x dx

+= = + + =∫ ∫ ∫
 

1 1 cos4 1 1 sin 2 1
(1 2cos2 )

4 2 2 84 2

x x
x dx x dx

+= + + = + + +∫ ∫  
11 1 1 1 sin 4

cos4 sin 2
8 4 8 8 44

x
xdx x x x c+ = + + + + =∫

 
3 1 1

sin 2 sin 4 .
8 4 32

x x x c= + + + ; 

2) 
5 4 2 2cos cos cos (1-sin ) cosxdx x xdx x xdx= ⋅ = ⋅ =∫ ∫ ∫  

2 4(1- 2sin sin )cos [sin ; cos ]x x xdx x z dz xdx= + = = = =∫  
5

2 4 2 4 32
(1 2 ) 2

3 5

z
z z dz dz z dz z dz z z c= − + = − + = − + + =∫ ∫ ∫ ∫  

5
32 sin

sin sin .
3 5

x
x x c= − + + ; 

3) ( )24 2 2sin cos sin sin cosx xdx x x x dx⋅ = ⋅ =∫ ∫
 

2
2 21 cos2 sin 2 1

( sin 2 sin cos2 ).
2 4 8

x x
dx xdx x xdx

−= ⋅ = − ⋅∫ ∫ ∫ : 

a) первый интеграл:  
2 1 1 1

sin 2 (1 cos 4 ) cos 4
2 2 2

xdx x dx dx xdx= − = − =∫ ∫ ∫ ∫
 

sin 4 sin 4
.

2 4 2 2 8

x x x x
c c= − + = − +

⋅  

b) второй интеграл берём как от нечётной степени cos2x : 
2 1

sin 2 cos2 [sin 2 ,тогда cos2 ,
2

x xdx x z xdx dz⋅ = = =∫
 
т.к. 

(sin 2 ) ; cos 2 2 ; cos2
2

dz
x dx dz x dx dz xdx

′ = ⋅ = = 
=

 
2 3 31

.
2 2 3 6

z z z
dz с с= = + = +∫  

Окончательно: 
3

4 2 1 sin 4 sin 2
sin cos ( )

8 8 6

x x
x xdx x с⋅ = − − + =∫

 
3sin 4 sin 2

.
16 64 48

x x x
с= − − + ; 
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4)
cos

[
1 cos

x
dx

x
=

−∫ Применяя универсальную тригонометриче-

скую подстановку 
2

2 2

1 2
tg ; cos ;

2 1 1
x z dz

z x dx
z z

−= = = =+ + 
, получим

 
2

22 2

2 2 2 2

2

1
2 (1 )21 1

1 ((1 ) (1 ))(1 )
1

1

z dz
z dzz z

z z z z

z

− − −+ += = =
− + + − ++
+

∫ ∫

 2 2 2

2 2 2 2 2

(1 ) (1 ) 1 2
2 2 ,

(1 ( ))(1 ) 2(1 ) 1

z dz z dz z
dz

z z z z z

− − + −= = = −
+ + − + + +∫ ∫ ∫  

 Выделим целую часть от неправильной дроби:  

2
2 2arctg tg 2arctg(tg )

1 2 2

dz x x
dz z z c c

z
= − + = − + + = − + + −

+∫ ∫
 

–tg 2 .
2 2 2
x x x

c x tg c+ + = − + ; 

 

5) 
2

2 2

1 2
;cos ;

3 5cos 2 1 1

dx x z dz
tg z x dx

x z z

 −= = = = = + + + 
∫

 
2

2 2 2 2 2

2

2
2 21

1 3(1 ) 5(1 ) 8 2 4
3 5

1

dz
dz dz dzz

z z z z z
z

+= = = = =
− + + − − −+
+

∫ ∫ ∫ ∫

 
21 2 1 2ln ln .

4 2 4 2
2

x
tgz

c c
xz tg

++= + = +
− −

; 

 

6)

22

2 22
2 2

2

2
(1 )1

1 1(1 cos ) 2
(1 )( )

1

dz
dx zz dz

z zx
z

z

++= = =
+ + −+ +

+

∫ ∫ ∫

 3
2 31 1 1 1 1 1

tg tg .
2 2 6 22 2 2 2 3

z x x
dz z dz z c c= + = + + = + +∫ ∫ ; 
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    7) 2 2

2 2
;sin ;

sin 2 1 1

dx x z dz
tg z x dx

x z z
 = = = = = + + 

∫

 
2

2

2
ln ln .

2 2(1 )
1

dz dz x
z c tg c

z zz
z

= = = + = +
+

+

∫ ∫  

 

8) 
2

3 3
2 3

2

2 1 (1 )
2sin 4(1 )( )

1

dx dz z dz
zx zz
z

+= = =
+

+

∫ ∫ ∫

 
2 4 2

3 3

1 (1 2 ) 1 1 1 1
4 ( 2)4 4 2 4

z z dz dz dz z
zdz

z z z

−+ += = + + = +
−∫ ∫ ∫ ∫  

2
2

2
2

1 1 1 1 1 1
ln ln

2 4 2 8 2 8 8tg
2

z
z c z z c

xz
+ + + = − + + + = − +

 
2 2 21 1 1 1 1

ln tg tg ctg ln tg tg .
2 2 8 2 8 2 2 2 8 2

x x x x x
c c+ + + = − + + +  

 
 

Контрольные вопросы 

1. Что такое первообразная функция? 
2. Что называется неопределенным интегралом? 
3. Перечислите свойства неопределенного интеграла. 
4. Какие методы интегрирования вы можете назвать? 
5. Приведите формулу интегрирования по частям. 
6. Функция какого вида называется дробно-рациональной? 
7. Какой метод применяется при нахождении интегралов от 

дробно-рациональных функций? 
 
 

Контрольные задания 

1. Вычислить неопределенные интегралы и проверить результа-
ты дифференцированием: 

a)
6x dx∫ ; j)

3

4 2

x

x +∫ ; 
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b) 5

3dx

x∫ ; 

c) xdx∫ ; 

d)
3 2(5 2 8)x x dx− −∫ ; 

e)
3 2( )x x dx+∫ ; 

f)
3(2 1)x dx−∫ ; 

g)
3(2 1)x dx−∫ ; 

h)

2(3 1)x
dx

x

+
∫ ; 

i)
3xe dx∫ ; 

k) ( 5 )xe x dx+∫ ; 

l)

2 5

2

x x
dx

x

+ +
∫ ; 

m)* 2

2

1

xdx

x+∫ ; 

n) (2 4 )xx dx−∫ ; 

o)
4xe dx−

∫ ; 

p) (2 4 )xx dx−∫ ; 

q)
2

8 5x xe dx
x

 + + 
 
∫ . 

 
2. Вычислить неопределенные интегралы и проверить результа-

ты дифференцированием: 

a) 5cosxdx∫ ; 

b)
2 3(7 3cos )x x x dx+ −∫ ; 

c) (sin cos )xx x e dx+ +∫ ; 

d)
sin 2

sin

x
dx

x∫ ; 

e) 4cos 3xdx∫ ; 

f) sin( 4 )x dx−∫ ; 

g) cos (5 2 )x dx−∫ ; 

h)**  
2sinx x dx∫ ; 

i) 25cos

dx

x∫ ; 

j)* 

2

2

cos 3

cos

x
dx

x

+
∫ ; 

l)**
2 2

cos2 3

cos sin

x
dx

x x

+
∫ ; 

m)*
2

2

cos 3

cos

x
dx

x

+
∫ ; 

n)* sin cosx xdx∫ ; 

o) 2sin 6

dx

x∫ ; 

p)

2

sin cos
2 2

x x
dx

 + 
 
∫ ; 

q)*
2

2

2 1

3 3

x
dx

x

−
−∫ ; 

r)**

2 2

2 2

1 3cos

(1 )cos

x x

x x

+ +
+∫ ; 
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k)
2tg xdx∫ ; 

 
s)** 

4

2 5cos ( 2)

x dx

x +∫ . 

3. Найти неопределенные интегралы:  

a)
3(7 2 )x dx−∫ ; 

b)
3(5 1)x dx−∫ ; 

c)
5 7 4(1 )x x dx+∫ ; 

d)
3 4 2(9 2 )x x dx−∫ ; 

e) 1x dx+∫ ; 

f)* 23 (3 1)x dx+∫ ; 

g)
4 5 6x dx+∫ ; 

h)
3 21 x x dx+∫ ; 

i)* 
21

xdx

x−∫ ; 

j)
3 ln

5

x
dx

x

+
∫ ; 

k)*
2sin cosx xdx∫ ; 

l)
2sin sin 2xe xdx∫ ; 

m)**
3 44sin3x x dx∫ ; 

n)**
ln x

dx
x∫ ; 

o) 2

2 1

1

x
dx

x x

+
+ +∫ ; 

p)** 
3

2

(arcsin )

1

x dx

x−∫ . 
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Глава 7  
ОПРЕДЕЛЕННЫЙ ИНТЕГРАЛ 

 
7.1. Формула Ньютона – Лейбница 

Определённым интегралом называется предел интегральной 

суммы 1
1

( )( )
i m

i i i
i

f x xξ
=

−
=

−∑  при условии, что число промежуточных то-

чек неограниченно возрастает, а длина частных сегментов (отрезков) 

[ ]1;k kx x−  стремится к 0. 

Определенный интеграл обозначается как lim 1
1

( )( )
i m

i i i
i

f x xξ
=

−
=

−∑ =
 

( )
b

a

f x dx= ∫ . 

Вычислять определённый интеграл нужно с помощью неопре-
делённого интегрирования. Если F(x) есть любая первообразная 
функции f(x), т.е. F ′ (x) = f(x), то  

( ) ( ) ( )
b

a

f x F a F b= −∫ .                                   (7.1)   

Формула (1) – формула Ньютона – Лейбница. 
Определённый интеграл равен разности значений неопределённого 

интеграла при верхнем и нижнем пределах интегрирования. Рассмотрим 
несколько примеров:  

1) 

33 3 3
2 2 3 3

2 2 2

3 3 3 (3) (2) 19.
3

x
x dx x dx= = = − =∫ ∫ ; 

2) 

4

4 4 4 4
4 1 04 4
0

0 0 0

0

(1 ) 4 4 4
1
4

4 4 4 4 .

x
x x

dx dx dx x+ = + = + = + − =

+ − =

∫ ∫ ∫
l

l l l l

l l

 

В данных примерах применялись свойства неопределённого ин-
теграла: 

1) интеграл от суммы функций равен сумме интегралов; 
2) постоянный множитель можно выносить за знак интеграла. 
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В определенном интеграле также применяется интегрирование 
по частям: 

.
b b b

aa
a

udv uv vdu= −∫ ∫  

Рассмотрим несколько примеров: 

 

2
2

0
0

2 2 2

0 00

3; sin
( 3)sin ( 3)cos

; sin cos

cos ( 3)cos sin ( 3)cos (0 3)cos0
2 2

sin sin 0 3 1 1 4.
2

u x dv x
x xdx x x

du dx v xdx x

xdx x x x

= + = 
+ = = − + + 

= = = −  

+ = − + + = − + + + +∫

+ − = ⋅ + =

∫ ∫

h
h

h h h

h h

h

 

1 1
1 1

0 0
0 0

1 1 0

;

;

(1 0) 1 1.

x x x x

x

x u du dx
xe dx xe e dx xexe dx dv v e

e e e e e

= =
= = − = =

= =

= ⋅ − − + = − + =

∫ ∫
 

 
 

7.2. Замена переменной в определенном интеграле 

При вычислении многих интегралов полезно заменить перемен-
ную интегрирования. 

Если ( )
a

b
f x dx∫  преобразуется при помощи подстановки х = φ(t) в 

другой интеграл с новой переменной t, то заданные пределы интегри-
рования х1 = a, х2 = b заменяются новыми пределами t1 = α, t2 = β, кото-
рые определяются из исходной подстановки: 

( ) ( )( )
α

β

φ  φ .
a

b

f x dx f t dt′=∫ ∫   

Рассмотрим метод универсальной подстановки на примерах 
 

1) 
 
 
 
 
 
 
 
2) 
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2

2

11
2

2 20 0 0

;

1
cos ;

1
2 2

; 2
2 cos 1 3 3 3

0; 0

; 1
2

2 1 2
.

63 3 3 3 3

tgx z

z
x

z
dx dz dz z

dx arctg
x z z

x z

x z

arctg

=
−=
+

 = = = = = + + + 
= =

= =

= = ⋅ =

∫ ∫
π

π

π π

 

 

3
3

11 2 2

2

замена

( 1) 1
2sin ; sin ; ;

2 64
3

2cos ; sin ;
2 3

x dx
x t t t

x x

dx t t t

+ = = = = =
−

= = =

∫
π

π
 

3 3
3 3

22 2
6 6

(8sin 1) 2 cos (8sin 1) 2 cos

4 sin 2 cos4 sin 4 4 sin

t tdt t tdt

t tt t

+ ⋅ + ⋅= = =
⋅⋅ −∫ ∫

π π

π π  

3 3
3 3

2
6 6 6 6

11
2sin 2( cos ) ctg

4 sin 4

dt
tdt t t t

t
= + = − − =∫ ∫

π π
π π

π π π π

1 3 1 3 7
2( ) ( 3) 1.

2 2 4 3 2 3
= − − − − = −  

 
 

7.3. Геометрические приложения 

1. Площадь плоской фигуры (рис. 7.1): 

( ) .
b

a

S f x dx= ∫  

1) 
 
 
 
 
 
 
 
 

2) 
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  Рис. 7.1 

Пример 7.3.1. Вычислить площадь фигуры, ограниченной дугой 
параболы y = х2 + 1, прямой х = 4 и осями координат. 

Решение. S =

3 34 4
2

0 0

4 76
( 1) 4 .

3 3 3

x
x dx x+ = + = + =∫  

Пример 7.3.2. Вычислить площадь, ограниченную линиями        
y = 4 – х2 и y = х2 – 2х. 

Решение.  Определяем точки пересечения парабол:   
2

2

4  
.

2

y x

y x x

 = −


= −
     

4 – х2 = х2 – 2х → 2х2 – 2х – 4 = 0  →  х2 – х – 2 = 0, 
х1 = –1;  х2 = 2; 
y1 = 3;    y2 = 0. 
Видим, что искомую площадь S можно найти как алгебраиче-

скую сумму площади трапеции: 
S = SA′ACB + SODB – SA′AO. 

Отдельно найдем каждую площадь: 

SA′ACB  = 

22 3
2

1 –1

8 1
(4 – )dx 4 8 – 4 – 9;

3 3 3

х
х x

−

 
= − = + = 
 

∫  

SODB = 

22 3
2 2

0 0

8 4
( – 2 )dx – 4 ;

3 3 3

х
х х x

 
= − = = 
 

∫  

SA′AO =

00 3
2 2

1 1

4
( – 2 )dx – ;

3 3

х
х х х

− −

 
= = 
 

∫  

4 4
9 9.

3 3
S = + − =  

2. Длина дуги плоской кривой. Если кривая задана уравнением 
у = f(x), то формула длины дуги: 
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2L 1 ( ') 1 ( ') .
b

a

b x

a x
y dx y dx= + = +∫ ∫  

Пример 7.3.3. Вычислить длину дуги полукубической параболы 
у2 = (х – 1)3 между точками А(2; –1) и В(5; –8). 

Решение. Разрешим уравнение относительно y и найдем у':  

y =t(х–1)3/2,     у' = t( 3

2
)(х– 1)

1

2 ; 

1
5 52 22

2 2

9 9
L 1 ( ') 1 (( 1) ) 1 ( 1)

4 4
b

a

x

x
y dx x dx x dx= + = + − = + − =∫ ∫ ∫  

51 3
5 5

2 2

2 2
2

1 1
9 5 (9 5) (9 5) (9 5) 7,63.

2 18
x dx x d x x= − = − − = − ≈∫ ∫  

Пример 7.3.4. Найти длину дуги кривой y = ex между точками 
А(0; 1) и В(1; е). 

Решение. 

( )

2 2

2 2

2
1 1

2 2

2 20 0

2

1

замена

1

1

2 2

L 1 1

1

0; 2;

1; 1

2

x

x

x

x

x

e t

e t

e dx tdt

dx dxy tdt tdte
dx

e t

x t

x t e

y

+ =
= −

=
′= + = + = =

= =
−

= =

= = +
= −

∫ ∫

 
2 2 21 1 12 2

2
2 2 2

2 2 2

( 1 1)

1 1 1

e e etdt t dt t dt
t

t t t

+ + + − += ⋅ = = =
− − −∫ ∫ ∫

 

2 2
2 21 1 1 1

2 2 2
2 2

1 1
ln

1 2 1

e e e edt t
dt t

t t

+ + + +−= + = + =
− +∫ ∫

 

2
2

2

1 1 1 1 2 1
1 2 ln ln

2 2 2 11 1

e
e

e

+ − −= + − + + = − =
++ +  
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2 2 2
2

2

2 2

1 ( 1 1) 1 ( 2 1)
1 2 ln ln

2 1 1 2 2 1

1 2 1 ln( 1 1) ln( 2 1).

e
e

e

e e

+ − −= + − + − =
+ − −

= + − + + + − − −
 

 
 

7.4. Длина дуги кривой 

Длина дуги кривой ( )y f x=  (a x b≤ ≤ ) вычисляется по формуле 

21
b

a

l y dx′= +∫   или  
21 [ ( )] .

b

a

l f x dx′= +∫               (7.2)                    

  Длина дуги кривой, заданной параметрически: 1( )x t= ϕ , 

2( )y tφ= , 1 2t t t≤ ≤ , определяется формулой 
2

1

2 2
t

t t

t

l x y dt′ ′= +∫    или  

2

1

2 2
1 2( ) ( ) .

t

t

l t t dt′ ′= ϕ + ϕ∫   (7.3) 

  Если кривая задана уравнением в полярных координатах: 
( )r r= ϕ , где α ≤ ϕ ≤ β , то 

 

2 2 .l r r dr′= +∫
β

α
          (7.4)                                                               

Пример 7.4.1. Вычислить длину дуги линии lnsiny x=  между точ-

ками, для которых 1 3
x

π= , 2 2
x

π= . 

Решение. Искомую длину вычисляем по формуле (7.2).  

Так как lnsiny x= ,
cos

sin

x
y

x
′ = , то  

2 2 2 2
2 2

2

3 3 3 3

cos 1
1 ( ) 1

sin sin sin

x dx
l dx ctg xdx dx

x x x
= + = + = = =∫ ∫ ∫ ∫

π π π π

π π π π

 

2 2
2

2 2
3

3 3

sin cos 1 1 cos 1 1 1
ln | ln ln3 0,5493

sin cos 1 2 1 cos 2 3 2

xdx d t t

x t t

−= = = = − = ≈
− +∫ ∫

π π
π

π
π π

. 
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Пример 7.4.2. Найти длину дуги линии 4(cos sin )x t t t= + , 

4(sin cos )y t t t= −   (0
2

t
π≤ ≤ ). 

Решение. Применяя формулу (7.3), полагаем в ней 1 0t = , 2 2
t

π= . 

Так как 4( sin sin cos ) 4 costx t t t t t t′ = − + + = ,  

4(cos cos sin ) 4 sinty t t t t t t′ = − + = , 

2 2 2 2 2 216 cos 16 sin 4t tx y t t t t t′ ′+ = + = , 

то 

2 2
2 2

0

0

4 2 | 4,9348
2

l tdt t
π π= = = ≈∫ . 

Пример 7.4.3. Найти длину всей линии, заданной уравнением в 
полярных координатах  2(1 cos )r = + ϕ . 

Решение. 1. Используем формулу (7.4). Для этого возведём в 

квадрат функцию 2(1 cos )r = + ϕ . Получаем: 
2 24(1 2cos cos )r = + ϕ + ϕ . 

Тогда 2sinr ′ = − ϕ ; 
2 24sinr ′ = ϕ . 

2 2 2 24(1 2cos cos ) 4sinr r ′+ = + ϕ + ϕ + ϕ =
 

2 22 1 2cos cos sin 2 2 2cos 4cos .
2

ϕ= + ϕ + ϕ + ϕ = + φ =
 

2. Находим длину дуги кривой для данной функции: 

4cos 2 4sin 8sin 16.
2 2 2

l d
− −−

= = ⋅ =∫
π ππ

π ππ

φ φ φφ  

 
 

7.5. Объём тела вращения 

I. Объём тела, полученного вращением вокруг оси Ох криволи-
нейной трапеции AabB (рис. 7.2), где АВ – дуга кривой  y = f(x), вы-
числяется по формуле    

2
b

x

a

V y dxπ= ∫  
2( )

b

x

a

V f x dxπ
 

= 
 

∫ .                               (7.5) 
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Рис. 7.2 

II. Объём тела, полученного вращением вокруг оси Оу криволи-
нейной трапеции CcdD (рис. 7.3), где СD дуга кривой х = ( )yϕ , опреде-
ляется формулой 

 

2
b

y

a

V x dy= ∫π .                               (7.6) 

Пример 7.5.1. Вычислить объ-
ём тела, полученного вращением во-
круг оси Ох криволинейной трапе-
ции, ограниченной кривой  у = х6 , 
прямой х = 2 и осью Оу. 

Решение. В соответствии с 
условием задачи находим пределы 
интегрирования а = 0, b = 2. 

По формуле (7.5) получаем 
2

22

0
0

6 3   12 37,6992.xV хdx x= = = ≈∫π π π         

Пример 7.5.2. Найти объём тела, полученного вращением во-
круг оси Оу криволинейной трапеции, ограниченной параболой х2 = 
4у, прямой у = 4 и осью Оу (рис. 7.4). 

Решение. Пределы интегрирования: с = 0, d = 4. 
По формуле (7.6) находим 

4 4
42 2

0
0 0

4 2 32 100,5312.yV x dy ydy у= = = = ≈∫ ∫π π π π
 

 

Рис. 7.3 
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Рис. 7.4 

Пример 7.5.3. Найти объём тела, полученного вращением во-
круг оси Оу криволинейной трапеции, 
ограниченной гиперболой ху = 6, прямыми 
у = 1, у = 6 и осью Ох (рис. 7.5).  

Решение. Из уравнения кривой ху = 6 
находим 

6
x

y
= ; 

2
2

36
.x

y
=  

Так как с = 1; d6 = 6, по формуле (7.6) 
получаем 

6 6

2 2
1 1

6

1

36 1 36 1
36 36 ( 1) 30 .

6yV dy dy
y y y

= = = − = − − =∫ ∫π π π π
 

 Пример 7.5.4. Найти объём тела, полученного вращением во-
круг оси Ох криволинейной фигуры, ограниченной параболой 

2 2

2 2
1

x y

a b
− + =  и прямыми х = ±a . 

Решение. Применим формулу (7.5). Выражение для у2, входящее 

в эту формулу, определяется из уравнения гиперболы 
2 2

2 2
1

y x

b a
= + ;   

2 2 2
2 2 2

2 2
(1 ).

x b x
y b b

a a
= + = +  

Искомый объём   

2 2
2 2 2 2 2

2 2
(1 )

b a a a

y

a a a a

a

a

x b
V x dy b dx b dx x dx b x

a a− − − −
= = + = + = +∫ ∫ ∫ ∫

ππ π π π
 

Рис. 7.5 
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2 3 2 2
2 3 3 3

2 2 2
b ( – ( ))  ( – (– )) 2 2

3 3 3

a

a

b x b b
a a a a ba a

a a a−
+ = + = + =π π ππ π

 

2 2 3 2 2

2

6 2 8
.

3 3

b a b a b a

a

+= =π π π

 

Пример 7.5.5. Вычислить объём тела, полученного вращением 
эллипса b2х2  + a3у3 = a3 b2 вокруг оси Ох (рис. 7.6). 

Решение. Из условия эллипса находим выражение для у2: 
2 2

2 2
2

.
x b

y b
a

= −        

По формуле (7.6) получаем    
2 2 2

2 2 2 2
2 2

( ) b
a a a

x

a a a

a

a

x b b
V b dx b dx x dx х

a a− − − −
= − = − = −∫ ∫ ∫

ππ π π  

2 3 2
2 3 3

2 2
b ( – ( )) ( – (– ))

3 3

a

a

b x b
a a a a

a a−
− = − + =π ππ

 

2
2 22 4

=2 b .
3 3

b a
a ab− =ππ π  

При a = b = R получаем V= 34

3
Rπ . 

  Пример 7.5.6. Найти объём те-
ла, полученного вращением одной ар-
ки циклоиды х = a (t – sint), y = a (1 –  
– cost) вокруг оси Ох. 

Решение. Движущаяся точка 
описывает одну арку циклоиды, когда 
t меняется от 0 до 2π, х при этом ме-
няется от 0 до 2πa.  

Т.к. x = a(t – sint), то dx = a(t –    
– sint)t'dt = a(1 – cost)dt. 

Следовательно  
2 2

2 2 2

0

(1 cos ) (1 cos )
a

x

a

V y dx a t a t dt= = − − =∫ ∫
π π

π π
 

2 2
3 3 3 2 3

0 0

(1 cos ) (1 3cos 3cos cos )a t dt a t t t dt= − = − + − =∫ ∫
π π

π π  

Рис. 7.6 
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2
3 2

0

1 cos2
1 3cos 3( ) (1 sin )cos

2

t
a t t t dt

+ = − + − − =  
∫
π

π
 

=
2 2 2 2

3 2

0 0 0 0

5 3
( 4 cos cos2 (2 ) sin (sin )

2 4
a tdt tdt td t td t− + + =∫ ∫ ∫ ∫

π π π π

π  

2 2 2 2

0 0 0 0

3
3 3 3 25 3 sin 5
( 4sin sin 2 ) 2 5 .
2 4 3 2

t
a t t t a a= − + + = =

π π π π
π π π π  

 
 

Контрольные вопросы 

1. Что называется интегральной суммой функции? 
2. Что называется определенным интегралом? 
3. Перечислите свойства определенного интеграла?  
4. Сформулируйте теорему Ньютона – Лейбница.  
 
 

Контрольные задания 

1. Вычислить объём тела, полученного вращением вокруг оси 
Ох криволинейной трапеции, ограниченной линиями: 

1. 2у2 = х3, х = 4  [32π]; 
2. у2 = 2рх, х = р [πp3]; 
3. y = sinx, y = 0 (1 полуволна) [π2/2]. 
 
2. Вычислить объём тела, полученного вращением вокруг оси 

Оу криволинейной трапеции, ограниченной линиями: 
1. y3 = 4x2, y = 2  [π]; 
2. x2 + y4 = y2 [πp3]; 
3. y = x3,  x = 0, y = 8 [19, 2π]. 
 
3. Вычислить определенные интегралы, используя определение 

и их свойства: 

a)

5

3

dx∫ ; j)

3
3

1

8x dx∫ ; 
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b)

1

0

xdx∫ ; 

c)

2
2

0

3x dx∫ ; 

d)

1

1

(2 1)x dx
−

+∫ ; 

e)

2

0

cos xdx
π

∫ ; 

f)

2

1

dx

x∫ ; 

g)

2
3

1

x dx
−
∫ ; 

h)

1
4 2

0

( 3 2 7)x x x dx− + +∫ ; 

i)

2

2sin 13
4

x
x dx

π

π−

 
− + 

 
∫ ; 

k)

1
3

0

xdx∫ ; 

l)

1
2 3

1

(2 3 4 )x x x dx
−

+ +∫ ; 

m)

8
3 2

1

x dx∫ ; 

n)

9

0

(3 )x x dx−∫ ; 

o)

1
2

0

xe dx∫ ; 

p)**  

4

1

x x
dx

x

+
∫ ; 

q)* 

3

2
0 1

dx

x+∫ ; 

r)* 

2

4
0

2
.

1

x
dx

x+∫  

 

4. Вычислить определенные интегралы, используя определение, 

их свойства и метод подстановки: 

a)

2
3

1

(2 1)x dx+∫ ; 

b)

2

1

5

5 1

dx

x −∫ ; 

i)* 

4
2 3

0

6 1x x dx−∫ ; 

j)* 

2

1

3lne xdx

x∫  
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c)

5
3

1

(2 1)x dx−∫ ; 

d)

2
23

0

5 ( 2)x dx−∫ ; 

e)* 

1
3 5 2

1

(4 1)x x dx+∫  

f)* 

3
3 4 2

0

6 (3 1)x x dx−∫ ; 

g)* 

1 3

4
0 5 1

x dx

x +∫ ; 

h) 

1
2

0

( 1)x xe e dx−∫ ; 

k)* 

2 2

3 2
1

6

( 5)

x dx

x− −∫ ; 

l)**  2
1 1 ln

e dx

x x−∫ ; 

m) 

0
3

2

sin cosx xdx
π
∫ ; 

n)**  

/3

0

sin

3 cos

xdx

x

π

−∫ ; 

o)* 

/6
sin

0

cosxe xdx
π

∫ . 
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

Курс «Математика и информатика» является одним из главных в 

цикле естественнонаучных дисциплин Федерального государственно-

го образовательного стандарта высшего профессионального образо-

вания для бакалавров гуманитарного направления. Он призван дать 

представление о тесной взаимосвязи математики и информатики, 

единых методах решения практических задач, а также систематизиро-

вать и обобщить знания студентов в данных предметных областях. 

В первой части учебного пособия «Математика» представлен 

системный курс по основам высшей математики. Каждая из тем посо-

бия включает в себя перечень ключевых понятий, вопросов и заданий, 

а также методические материалы для практического овладения сту-

дентами навыками самостоятельной работы с математической ин-

формацией.  

Содержание пособия обеспечивает студентам гуманитарных 

направлений бакалавриата формирование знаний, умений и навыков в 

области профессионального использования математического аппарата 

на уровне требований Федерального государственного образователь-

ного стандарта по дисциплине «Математика и информатика».  

В части второй данного учебного пособия «Информатика»  бу-

дут изложены теоретические основы информатики, рассмотрены во-

просы, связанные с терминологическим аппаратом, основными поня-

тиями и идеями информатики. Также предполагается уделить особое 

внимание методам и алгоритмам решения задач аналитико-

синтетической переработки информации, разработанных в рамках 

информатики. 
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