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Введение 

 

Постановка и решение задач поиска максимальных и мини-
мальных величин актуальны на протяжении всей истории раз-
вития человечества. Особенное значение они приобрели в        
XX веке, когда назрела необходимость в наиболее эффективном 
использовании природных и людских ресурсов, материальных и 
финансовых средств. Все эти потребности приводят к необхо-
димости поиска лучшего, оптимального решения того или ино-
го вопроса. 

Первые задачи поиска максимума и минимума были постав-
лены и решены в глубокой древности, когда математика зарож-
далась как наука. Непосредственно основы теории экстремаль-
ных задач были заложены в XVII веке и активно развиваются по 
сей день. Вопросами отыскания экстремумов занимались веду-
щие математики: П. Ферма, И. Ньютон, Г. В. Лейбниц, Я. Бер-
нулли, Ж. Л. Лагранж, У. Эйлер, Ж.А. Пуанкаре, Д. фон Нейман, 
Л. В. Канторович, Л. С. Понтрягин и многие другие. Невозможно 
представить себе современное полноценное математическое об-
разование без знания теории решения экстремальных задач (ва-
риационного исчисления). 

При изучении данной дисциплины предполагается знание 
методов математического анализа и линейной алгебры, элемен-
тарных приемов дифференцирования и интегрирования функций, 
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умение решать дифференциальные уравнения, а также выполнять 
матричные операции. 

Настоящее издание содержит методические рекомендации по 
решению типовых задач курса теории экстремальных задач (ва-
риационного исчисления). В первом разделе приведены теорети-
ческие сведения, а также примеры решения классических вариа-
ционных задач, а также задания для самостоятельной работы 
студентов; рассмотрены задачи поиска безусловного и условного 
экстремумов, случаи подвижных и неподвижных границ, изопе-
риметрические задачи. Во втором разделе приведены теоретиче-
ские сведения и разобраны примеры заданий по теории опти-
мального управления, рассмотрен принцип максимума Понтря-
гина, приведены примеры решения классических задач опти-
мального управления. 

Издание будет полезно студентам, изучающим курсы теории 
экстремальных задач, вариационного исчисления, оптимизации, а 
также магистрантам и аспирантам, занимающимся проблемами 
оптимизации. 
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Раздел 1. ВАРИАЦИОННОЕ ИСЧИСЛЕНИЕ 

1.1. Общая постановка задачи. Основные теоремы и определения 

На практике существуют задачи оптимизации, в которых кри-
терий качества зависит от функции, определить которую необходи-
мо так, чтобы критерий принял оптимальное значение. 

Вариационными задачами называются задачи о поиске экстре-
мума функционалов. 

Понятие функционала – это расширенное понятие функции в 
случае, когда область определения E  есть множество объектов 
произвольной природы. Если каждому элементу f  из E  по неко-

торому правилу ставится в соответствие действительное число 
J ,то говорят, что на множестве E  определен функционал ( )fJJ = . 

Функционалы обычно задаются с помощью некоторых определен-
ных интегралов. 

Пример. На плоскости ( )yx,  заданы две точки ( )00 , yx , ( )11, yx , 

которые требуется соединить гладкой кривой, имеющей наимень-
шую длину (рис. 1.1). 

 

 
 

Рис. 1.1 

 Длина кривой, соединяющей две заданные точки, находится 
по формуле  
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( ) ( )2
1

0

1

x

x

J y x y' x dx. = +    

Таким образом, решение задачи сводится к определению такой 
непрерывной функции ( )xy* , имеющей на отрезке [ ]10 , xx  непре-

рывную производную и удовлетворяющей заданным граничным 
условиям ( )0 0y x y ,=  ( )1 1y x y ,=  на котором критерий ( )[ ]xyJ  при-

нимает минимальное значение. Критерий зависит от функции ( )xy  

и представляет собой функционал. Очевидно, что решением по-
ставленной задачи является прямая ( )xy* , соединяющая две задан-

ные точки.  

Понятие о вариации функционала 

Пусть функционал ( )[ ] ( ) ( )( )=
1

0

',,
x

x

dxxyxyxFxyJ , где ( ) ( )( )xyxyxF ',,  – 

некоторая функция трех переменных, определенная в классе .C  
Разность  

( ) ( ) ( )xyxyxy −=δ , при ( ) ( )y x , y x C,∈  

называется приращением (или вариацией) аргумента y  функцио-

нала ( )[ ]xyJ . 

Разность  

( ) ( ) ( ) J J y J y y J y= δ = + δ −Δ Δ  

называется приращением функционала ( )J y ,  соответствующим 

приращению yδ  аргумента. 

Пусть функция ( ) ( )( )xyxyxF ',,  непрерывна и имеет непрерыв-

ные частные производные по всем переменным до второго порядка 
включительно. Тогда в приращении функционала ( )yJ δΔ  можно 

выделить главную часть, линейную относительно вариации аргу-
мента, которая называется вариацией функционала ( )yJ  и обозна-

чается через J .δ  
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Представим вариацию аргумента y  в виде ( ) ( ) ( ) y x y x y x= −αδ , 

где ( )xyδ  – фиксированная функция, а α  – числовой параметр.  

Так как ( )( )xyyJ δα+  есть функция ( )αϕ  числового параметра 

α , то, разложив эту функцию в ряд Тейлора в окрестности точки 
0=α  по степеням α , найдем 

( ) ( )( ) ( )
2

2  
2

J J y x y x J y J J ...= + − = + +αΔ αδ α δ δ , 

где 

( ) ( ) ( )( )
0 0

dJ y x y xd
J

d d= =

+
= = −

α α

α δϕ α
α

α α
 первая вариация 

функционала; 

( ) ( )( )2
2

2
0

d J y x y x
J

d
=

+
= −

α

α δ
δ

α
 вторая вариация функцио-

нала. 

Понятие об экстремуме функционала  
Рассмотрим простейшую вариационную задачу, которая заклю-

чается в минимизации функционала 

( )[ ] ( ) ( )( )=
1

0

',,
x

x

dxxyxyxFxyJ                         (1.1) 

на множестве допустимых функций 

[ ] ( ) ( ) ( ) ( ) [ ]( ){ }1 1 2 1 1 2 2 1 2C  ;  Y y x ,x | y x y , y x y x,y x ,y' x D x x ,x ,= ∈ = = ∈ ∀ ∈
3D ,⊂ℜ  на котором следует минимизировать целевой функционал. 

Функционал )(yJ  достигает в точке 0y (или на кривой )(0 xy ) 

локального минимума (максимума), если ∃  окрестность 0y  такая, 

что для ∀ y из этой окрестности выполнено неравенство 

)()( 0yYyY ≥  (или )()( 0yYyY ≥ ).                        (1.2) 

Если неравенство (1.2) справедливо для ∀ Dy∈ , то )(yY  дос-

тигает в точке 0y  глобального минимума (максимума). 
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Теорема 1 (первое необходимое условие экстремума). Пусть 
точка 0y – точка локального экстремума дифференцируется в облас-

ти D  функционала )(yJ , тогда для h∀ , удовлетворяющих услови-

ям [ ] ( ) ( ) 0,, 21211 ==∈ xhxhxxCh , первая вариация функциона-

ла 0)( ≡hJδ : 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )[ ] 0'',,',,)(
2

1

' =+=  dxxhxyxyxFxhxyxyxFhJ
x

x
yyδ . 

Таким образом, если функция Yy∈ реализует слабый локаль-

ный минимум (максимум) функционала (1.1), то она является реше-
нием дифференциального уравнения  

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) 0y y'
d

F x, y x , y' x F x, y x , y' x ,
dx
− =             (1.3) 

называемого уравнением Эйлера – Лагранжа. 
Теорема 2 (второе необходимое условие экстремума). Пусть 
)(yJ  – дважды дифференцируемый в области D  функционал. 

Пусть  точка Dy ∈0  есть точка локального минимума (максимума) 

( ),J y  тогда h∀  будет выполнено: 

0),( 0
2 ≥hyJδ  (или 0),( 0

2 ≤hyJδ  соответственно). 

Теорема 3 (достаточное условие экстремума). Пусть )(yJ  – 

дважды дифференцируемый в области D  функционал, 0y D.∈  

Пусть выполняются условия: 
1) 0( ) 0J y ,h ,δ ≡  

2) ),( 0
2 hyJδ  – сильно положительна в точке 0y , т.е. ∃ 0>k : 

h∀ : 
2

0
2 ),( hkhyJ ≥δ , тогда 0y  – точка локального минимума; если 

(
2

0
2 ),( hkhyJ ≤δ , тогда 0y  – точка локального максимума. 

Частные случаи интегрируемости уравнения Эйлера – Лагранжа 
Рассмотрим некоторые частные случаи уравнения Эйлера – Ла-

гранжа, в которых благодаря специальному виду подынтегральной 
функции F  это уравнение можно упростить, в частности понизить 
его порядок. 

1. Функция F  не зависит от y′ , т.е. ),( yxFF =  при 

Dyyx ∈′),,( . В этом случае 0=′yF  и дифференциальное уравнение 
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(1.3) превращается в функциональное уравнение (в котором отсут-
ствуют производные): 

0),( =yxFy . 

2. Функция F  не зависит от y , т.е. ),( yxFF ′=  при 

Dyyx ∈′),,( . Тогда 0=yF  и (1.3) принимает вид 

0),( =′′ yxF
dx

d
y , 

откуда, интегрируя, получаем дифференциальное уравнение 
первого порядка 

CyxFy =′′ ),( , 

где C  – некоторая постоянная.  

3. Функция F  не зависит от x , т.е. ),( yyFF ′=  при 

Dyyx ∈′),,( . Для упрощения уравнения (1.3) умножим обе его час-

ти на y′ , а затем прибавим и вычтем выражение yyyFy
′′′′ ),( . Имеем 

0),(),(),(),( =′′−′′′−′′′+′′′ ′′′ yyF
dx

d
yyyyFyyyFyyyF yyyy . 

Полученное уравнение можно записать в виде 

0)],(),([ =′′−′ ′ yyFyyyF
dx

d
y . 

Таким образом, получаем дифференциальное уравнение перво-
го порядка 

CyyFyyyF y =′′−′ ′ ),(),( , 

где C  – некоторая постоянная. 
Теперь выясним, когда порядок дифференциального уравнения 

(1.3) можно понизить в общем случае ),,( yyxFF ′= . Для этого, 

предполагая функции F  и y  дважды непрерывно дифференцируе-

мыми на множестве D  и отрезке ],[ 21 xx  соответственно, выполним 

в (1.3) операцию дифференцирования по x  (что возможно благо-
даря сделанным предположениям) и запишем выражение Эйлера – 
Лагранжа более подробно: 
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.0),,(

),,(),,(),,(

=′′′−

−′′−′−′′′

′′′

′′

yyyxF

yyyxFyyxFyyyxF

yy

yyyxy
            (1.4) 

Отсюда следует, что уравнение имеет первый порядок тогда и 
только тогда, когда равенство 0),,( =′′′′ yyxF yy  верно для всех точек 

Dyyx ∈′),,( . Интегрируя последнее равенство, находим 

yyxQyxPyyxF ′+=′ ),(),(),,( , 

где P  и Q  – некоторые функции двух переменных. Для этой функ-

ции F  уравнение (1.4) принимает вид 
0),(),( =− yxQyxP xy .                              (1.5) 

Здесь возможны два случая. 
1. Равенство (1.5) является тождеством, т.е. возможно для всех 

точек Dyx ∈),( . Тогда существует такая функция ),( yxuu = , что 

du( x, y ) P( x, y )dx Q( x, y )dy= + , Dyx ∈),( . 

При этом область D  предполагается односвязной (она является 
таковой в случае, например, если D  – выпуклая область). Следова-
тельно,  

[ ]





−==

=′+=

2

1

2

1

),(),(),(

)())(,())(,()(

1122

x

x

x

x

yxuyxuyxdu

dxxyxyxQxyxPyJ

 

для любой допустимой функции y . Это означает, что задача опти-

мизации бессодержательна: ( ) constJ y =  для всех y . 

2. Равенство (1.5) представляет собой функциональное урав-
нение относительно y . Если это уравнение – дифференцируемое 

решение и если для найденного решения выполнены краевые ус-
ловия ii yxy =)( , 1  2i , ,=  то оно является экстремалью. На прак-

тике рассчитывать на такое “стечение обстоятельств” не прихо-
дится. 
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Таким образом, в общем случае ),,( yyxFF ′=  порядок диффе-

ренциального уравнения Эйлера – Лагранжа, как правило, не пони-
жается. 

 
 

1.2. Вариационные задачи поиска безусловного экстремума 
 

Метод вариации в задачах с неподвижными границами 

Функционалы ( ) ( )( )
1

0

',,
x

x

dxxyxyxF , зависящие от одной функции 

 

Постановка задачи 
Рассмотрим множество Μ  допустимых функций (кривых) 

( )xy , удовлетворяющих следующим условиям: 

а) функции ( )xy  определены и непрерывно дифференцируемы 

на отрезке [ ]10 , xx , где 0x  и 1x  заданы, т.е. ( ) [ ]10
1 , xxCxy ∈ ; 

б) функции ( )xy  удовлетворяют граничным условиям  

( ) 00 yxy =  и ( ) 11 yxy = , 

где значения 0y  и 1y  заданы, т.е. кривые проходят через две закре-

пленные граничные точки. 
На множестве Μ  задан функционал  

( )[ ] ( ) ( )( )=
1

0

',,
x

x

dxxyxyxFxyJ ,                        (1.6) 

где подынтегральная функция ( ) ( )( )xyxyxF ′,,  имеет непрерывные 

частные производные до второго порядка включительно по всем 
переменным. 

Среди допустимых кривых ( )xy , принадлежащих множеству 

Μ , требуется найти кривую ( ) ,*y x  на которой функционал (1.6) 

достигает экстремума, т.е.  

( )
( )

( ) ( )( )
1

0

extr
x

*

y x x

J y x F x, y x , y' x dx
∈

  =  
Μ

.                   (1.7) 
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Так как на кривых ( )xy , образующих множество Μ,  не нало-

жено дополнительных условий, кроме граничных, задача (1.7) на-
зывается задачей поиска безусловного экстремума. 

 
Алгоритм поиска решения задачи 
Стратегия поиска решения задачи (1.7) состоит в определении 

первой вариации Jδ функционала ( )[ ]xyJ  и приравнивании ее к ну-

лю согласно теореме о необходимом условии экстремума функцио-
нала. В результате получаются соотношения, позволяющие найти 
кривые, “подозрительные” на наличие экстремума функционала. 

Последовательность действий для решения поставленной зада-
чи: 

1. Записать уравнение Эйлера – Лагранжа или использовать его 
частные случаи решения. 

2. Найти общее решение уравнения Эйлера – Лагранжа 
),,( 21 CCxyy = , где 1C  и 2C  – произвольные постоянные.  

3. Определить постоянные 1C  и 2C  из граничных условий, ре-

шая систему  

.),,(

,),,(

2212

1211

yCCxy

yCCxy

=
=

 

В результате получим экстремаль ( )*y x ,  на которой может дос-
тигаться экстремум функционала. 

 
Примеры решения задач 

1. Необходимо найти экстремаль функционала 
1

2

0

( ) ( ) extrJ y y x dx′= → , 

удовлетворяющую граничным условиям 1)0( =y ; 0)1( =y . 

 Запишем уравнение Эйлера – Лагранжа. Так как подынте-
гральная функция )(2 xyF ′=  не зависит от y , то используя част-

ный случай уравнения Эйлера – Лагранжа const,
F

y

∂ =
′∂

 получаем 
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12 Cy =′ . Интегрируя, находим общее решение уравнения Эйлера –

Лагранжа 21 CxCy += . 

Из граничных условий находим постоянные 1C  и 2C : 

1)0( 2 ==Cy , 

01)1( 1 =+=Cy . 

Отсюда 1 21  1C , C= − = . В результате получаем экстремаль 

( ) 1*y x x= − + . 

2. Необходимо найти экстремаль функционала 
1

2

0

( ) ( ) extrJ y y y dx′= − → , 

удовлетворяющую граничным условиям 0)1()0( == yy . 

 Запишем уравнение Эйлера – Лагранжа. Так как подынте-

гральная функция 2yyF ′−= , 1=yF , '2' yFy −= , yF
dx

d
y

′′−= 2' , по-

лучаем 012 =+′′y .  

Находим общее решение уравнения Эйлера – Лагранжа: 
012 =+′′y ; 

12

1
Cxy +−=′ . 

Общее решение уравнения имеет вид: 21

2

4
CxC

x
y ++−= . 

Из граничных условий находим постоянные 1C  и 2C : 

0)0( 2 ==Cy , 

0
4

1
)1( 21 =++−= CCy . 

Отсюда 1 2
1

 0
4

C , C .= =  В результате получаем экстремаль 

( )
2

4 4
* x x

y x = − + . 
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3. Необходимо найти экстремаль функционала 
3 2

3

0

( ) ( 2 ) extr
/

J y y y dx ,′= + →  

удовлетворяющую граничным условиям 0)0( =y , 1
2

3 =







y . 

 Запишем уравнение Эйлера – Лагранжа. Так как yyF 23 +′= , 

2=yF , 2
' 3yFy

′= , yyF
dx

d
y

′′′= 6' , получаем 062 =′′′− yy  или 

031 =′′′− yy . 

Находим общее решение уравнения Эйлера – Лагранжа. Приве-

дем уравнение 031 =′′′− yy  к виду 13 =
′′

dx

yd
y  и преобразуем к 

3

1)( 2

=
′

dx

yd
. Решим полученное уравнение с разделяющимися пере-

менными:  

1
2

3

2
Cxy +=′ ; 13

2
Cxy +±=′ . 

2

2/3

11 3

2

3

2
CCxdxCxy +






 +±=+±=  . 

Из граничных условий находим постоянные 1C  и 2C . 

1. Рассмотрим уравнение 

2

2/3

13

2
CCxy +






 += . 

0)0( 2

2/3

1 =+= CCy , 

( ) 11)
2

3
( 2

2/3

1 =++= CCy . 

Таким образом, 021 ==CC , экстремаль ( )
3 22

3

/
*y x x

 =  
 

. 

2. В уравнении 

2

2/3

13

2
CCxy +






 +−=  
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нет таких постоянных 1C  и 2C , которые удовлетворяют граничным 

условиям.  
Таким образом, получаем единственную экстремаль 

( )
3 22

3

/
*y x x

 =  
 

. 

4. Необходимо найти экстремаль функционала 
1

2 2

0

( ) ( ( ) ( )) extrJ y y x y x dx ,′= + →  удовлетворяющую граничным ус-

ловиям 0)0( =y , 1)1( =y . 

 Запишем уравнение Эйлера – Лагранжа. Так как 22 yyF ′+= , 

yFy 2= , yFy
′=′ 2 , }{ yF

dx

d
y

′′=′ 2 , получаем 022 =′′− yy  или 

0=−′′ yy . 

Найдем общее решение уравнения Эйлера – Лагранжа. Оно яв-
ляется однородным с постоянными коэффициентами, поэтому со-
ставим характеристическое уравнение 012 =−λ . Его корни – 11 =λ , 

12 −=λ  – действительные различные. Общее решение однородного 

уравнения имеет вид: 
xx eCeCxy −+= 21)( . 

Из граничных условий находим постоянные 1C  и 2C : 

.1)1(

,0)0(

2
1

21

=+=

=+=

e

C
eCy

CCy
 

Отсюда 
121 −

=
e

e
C , 

22 1 e

e
C

−
= .  

В результате получаем экстремаль 

2 21 1

* x xe e
y ( x ) e e

e e

−= +
− −

. 
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5. Необходимо найти экстремаль функционала 

( )( ) ( )


′+
=

2

1

21
dx

x

xy
xyJ , удовлетворяющую граничным условиям 

33)0( +=y , 3)2( =y . 

 Запишем уравнение Эйлера – Лагранжа. Подынтегральная 

функция 
x

y
F

21 ′+
=  не зависит от y  явно, и, следовательно, 

уравнение Эйлера – Лагранжа примет вид  

C
C

yx

y
Fy

1

1
12
==

′+

′
=′ . 

Найдем общее решение уравнения Эйлера – Лагранжа: 

x
y

Cy =
′+

′
21

. Сделаем подстановку tg
dy

y
dx

′ = = τ : 
ctg

sin
1

cos

x C= =τ τ

τ

. 

Найдем дифференциал: ττ dCdx cos= . С учетом равенства 

tgdy dx= τ  получаем tg cos sindy C d C d= =τ τ τ τ τ . Интегрируя, 

имеем 2cos)( CCxy +−= τ . 

Из системы  
τsinCx = , τcos)( 2 CCxy −=− , 

возводя в квадрат каждое уравнение и складывая, находим  общий 

интеграл уравнения Эйлера – Лагранжа ( ) 22

2
2 )( CCxyx =−+ . 

Определим постоянные C  и 2C из граничных условий: 

( )
( ) .343)2(

,33133)1(
22

2

2
2

2

CCy

CCy

=−+⇔=

=−++⇔+=
 

Отсюда 32 =C , 42 =C . В результате получаем экстремаль 

( ) 43)(
2*2 =−+ xyx . Так как 33)1( +=y , экстремум может дости-

гаться только на кривой 2* 43)( xxy −+= ; [ ]1  2x ,∈ . 
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Задачи для самостоятельного решения 
Необходимо найти экстремали следующих функционалов при 

заданных граничных условиях: 

а) 
1

2

0

( ( )) 4 ( ) ( ) 12 ( ) extr,J y x y x y x xy x dx ′ ′= − + →   1)0( =y , 

4)1( =y ; 

б) 
1

2 2

0

( ( )) ( ) ( ) 2 ( ) extr,xJ y x y x y x y x e dx ′= − + →   (0) 0,y =  

0)1( =y ; 

в) 
1

2

0

( ) ( ) extr,J y y' xy dx= + →   0)1()0( == yy ; 

г) ( ) [ ] ′+=
2

0

2 )()()( dxxyxxyxyJ , 0)0( =y , 1)2( =y ; 

д) Необходимо найти семейство экстремалей функционала 


′+

=
1

0

2

)(

1
))(( dx

xy

y
xyJ . 

Функционалы ( ) ( ) ( ) ( )( )
1

0

1 1, ,  ..., , ,  ..., ,

x

n n
x

F x y x y x y x y x dx′ ′  зави-

сящие от нескольких функций 
 

Постановка задачи 
Рассмотрим множество М допустимых вектор-функций 

( )1( ) ( ),  ..., ( ) T
ny x y x y x= , удовлетворяющих следующим условиям: 

а) функции )(xyi , ni ,1=  определены и непрерывно диффе-

ренцируемы на отрезке [ ]21, xx , где 21, xx  –  заданы, т.е. 

[ ]( )21
1 ,)( xxCxyi ∈ , ni ,1= ; 

б) функции )(xyi  удовлетворяют граничным условиям 

11)( ii yxy = , 22 )( ii yxy = , ni ,1= ,                     (1.8) 
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где 1iy , 2iy , ni ,1=  – заданы, т.е. каждая из кривых ( )xyi  проходит 

через две закреплённые граничные точки. 
На множестве М задан функционал 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
2

1

1 1 1, ..., , ,  ..., , ,  ...,
x

n n n
x

J y x y x F x y x y x y x y x dx′ ′  =   ,  (1.9) 

где подынтегральная функция ( ) ( ) ( ) ( )( )1 1, ,  ..., , ,  ...,n nF x y x y x y x y x′ ′  

имеет непрерывные частные производные второго порядка включи-
тельно по всем переменным. 

Среди допустимых вектор-функций ( )xy , принадлежащих 

множеству М, требуется найти вектор-функцию 

( ) ( ) ( )( )* * *
1 ,  ..., ,

T
ny x y x y x=  на которой функционал (1.9) достигает 

экстремума, т.е.  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
1

1

* *
1 1 1

( )
, ...,  , , ..., , , ..., .

x

n n n
y x M

x

J y x y x extr F x y x y x y x y x dx
∈

  ′ ′=    (1.10) 

 
Алгоритм поиска решения задачи 
Стратегия поиска решения задачи (1.1.10) опирается на теоре-

му 1 о необходимом условии экстремума функционала: 0=Jδ  на 

экстремали ( )xy* . Поскольку эта проблема сформулирована  для 

скалярной функции ( )xy , применим её к функционалу (1.9), варьи-

руя лишь функцию ( )xyk , а остальные оставляя неизменными 

( )xyk . 

Пусть ( )xyi , ni ,1=  – компоненты вектор-функции ( )xy* , на 

которой достигается экстремум функционала в задаче (1.10). Тогда, 
полагая ( ) 0≡xyiδ , 1,  ..., 1,  1,  ...,i k k n= − + , имеем 

( ) ( )xyxy ii
*= , 1,  ..., 1,  1,  ...,i k k n= − + , ( ) ( ) ( )xyxyxy kkk αδ+= * , 

где ( ) [ ]( )21
1 , xxCxyk ∈δ  – фиксированная вариация, удовлетворяющая 

условиям ( ) ( ) 021 == xyxy kk δδ . 

Подставляя ( )xyi , ni ,1=  в функционал, имеем 
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( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

2

1

* * *
1

* * *
1

, ,  ..., ,  ..., ,

( ) ,  ..., ( ) ,  ..., ( )

x
k k n

k k nx

x y x y x y x y x
J F dx

y x y x y x y x

 +=   ′ ′ ′ ′+ 


αδ
αδ

. 

Отсюда получаем формулу для первой вариации: 

( ) ( )[ ]dxxyFxyFJ
x

x
kykyk kk ′+= ′

2

1

δδδ . 

Интегрируя по частям, применяя необходимое условие экстре-
мума и основную лемму вариационного исчисления, получаем 
уравнение Эйлера – Лагранжа: 

0=− ′kk yy F
dx

d
F . 

Так как в качестве варьируемой компоненты ( )xyk  может быть 

взята любая из компонент ( )xyi , ni ,1= , то искомая вектор-функция 

( ) ( ) ( )( )* * *
1 ,  ...,

T
ny x y x y x=  должна удовлетворять системе уравне-

ний Эйлера – Лагранжа: 

0=− ′ii yy F
dx

d
F , ni ,1= .                        (1.11) 

Общее решение этой системы ( )1 2, ,  ...,i i ny y x C C= , ni ,1=  со-

держит n2  произвольных постоянных, которые определяются из 

n2  граничных условий 11)( ii yxy = , 22 )( ii yxy = , ni ,1= . 

Таким образом, для решения поставленной задачи необходимо 
выполнить следующие действия: 

1. Составить систему уравнений Эйлера – Лагранжа (1.11). 
2. Найти общее решение системы уравнений Эйлера – Лагранжа: 

( )1 2, ,  ...,i i ny y x C C= , ni ,1= .  

3. Определить постоянные 1 2,  ..., nC C  из граничных условий 

(1.8); записать выражения для компонент ( ) ( )* *
1 ,  ..., ny x y x  экстре-

мали ( ) ( ) ( )( )* * *
1 ,  ...,

T
ny x y x y x= . 
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Примеры решения задачи 
Необходимо найти экстремаль функционала 

/ 2
2 2

1 2 1 2 1 2
0

( ( ), ( )) ( ) ( ) ( ) 2 ( ) ( ) extrJ y x y x y x y x y x y x dx ′ ′= − + ⋅ → 
π

, удов-

летворяющую граничным условиям 0)0()0( 21 == yy , 1)
2

(1 =π
y , 

1)
2

(2 −=π
y . 

 Подынтегральная функция выглядит следующим образом:  
)()(2)()()()( 21

2
2

2
1 xyxyxyxyF ⋅+′−′= . 

Система уравнений Эйлера – Лагранжа имеет вид: 

1 1

2 2

2 1

1 2

2 2 0

2 2 0 

y y

y y

d
F F y y ,

dx
d

F F y y
dx

′

′

 ′′− = − =


′′ − = − =


 или 




=′′
=′′

.

,

12

21

yy

yy
 

Систему уравнений сводим к однородному относительно 1y  

уравнению, получаем 11 0( IV )y y− = . 

Найдем решение данного уравнения: 
0)1)(1(0)1( 224 =+−⇔=− λλλ . 

Так как характеристическое уравнение имеет корни 11 =λ , 

12 −=λ , i±=4,3λ , то общее решение полученного однородного 

уравнения записывается в следующей форме:  
xCxCeCeCy xх sincos 43211 +++= − . 

Тогда xCxCeCeCyy xx sincos 432112 −−+=′′= − . 

Определяем постоянные 1 2 3 4,  ,  ,  C C C C  из граничных условий: 

0)0( 3211 =++= CCCy , 

0)0( 3212 =−+= CCCy , 

1)
2

( 4
2/

2
2/

11 =++= − CeCeCy πππ
, 

1)
2

( 4
2/

2
2/

12 −=−+= − CeCeCy πππ
. 
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После решения системы уравнений получим: 
0321 === CCC , 14 =C . 

Запишем полученную экстремаль: 







−

=
x

x
ty

sin

sin
)(* . 

Задачи для самостоятельного решения 
Необходимо найти: 
а) экстремаль функционала 

[ ]
/ 2

1 2 1 2 1 2
0

( ( ), ( )) ( ) ( ) ( ) ( ) extrJ y x y x y x y x y x y x dx′ ′= − ⋅ →
π

, удовлетво-

ряющую граничным условиям 

0)0()0( 21 == yy ; 1)
2

()
2

( 21 == ππ
yy ; 

б) экстремаль функционала 

,
)()(2)()()()(2

)()()()()(12
))(),(),((

2

1 23
2

332

2
2

2
11

321 












′+′+′⋅+

+′+′+
= dx

xyxyxyxyxy

xyxyxxy
xyxyxyJ

удовлетворяющую граничным условиям 0)1(1 =y , 2)1(2 =y , 

0)1(3 =y , 6)2(1 =y , 3)2(2 =y , 2)2(3 =y . 

Функционалы ( ) ( ) ( ) ( )( )
1

0

,...,',,
x

x

m dxxyxyxyxF , зависящие             

от производных высшего порядка одной функции 
 

Постановка задачи 
Рассмотрим множество Μ  кривых )(xy , удовлетворяющих 

следующим условиям: 
а) функции )(xy  определены и m  раз непрерывно дифферен-

цируемы на отрезке [ ]10 , xx , где 0x  и 1x  заданы, т.е. 

[ ]( )10 ,)( xxCxy m∈ ; 

б) функции )(xy  удовлетворяют граничным условиям 

00 )( yxy = , )(

00
)( )( ii yxy = , 1,  ..., 1i m= − ,             (1.12)  

11)( yxy = , )(

11
)( )( ii yxy = , 1,  ..., 1i m= − , 

где 0y , )(
0

iy , 1y , )(
1

iy  заданы. 
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На множестве Μ  задан функционал 

[ ] ( )
1

( )

0

( ) , ( ), ( ),  ..., ( )
x

m

x

J y x F x y x y x y x dx′=  ,                (1.13) 

где функция ( )( ), ( ), ( ),  ..., ( )mF x y x y x y x′  дифференцируема )2( +m  

раза по всем аргументам. 
Среди допустимых кривых )(xy , принадлежащих множеству 

М, требуется найти кривую )(* xy , на которой функционал (1.13) 

достигает экстремума, т.е. 

( )* ( )

( ) Μ

1

0

( ) extr , ( ), ( ),  ..., ( )
x

m

y x
x

J y x F x y x y x y x dx
∈

  ′=   .    (1.14) 

Теорема (необходимые условия экстремума). Если на функ-

ции [ ]( )10
* ,)( xxCxy m∈ , удовлетворяющей граничным условиям 

00
* )( yxy = , 11

* )( yxy = , )(
00

)*( )( ii yxy = , )(
11

)*( )( ii yxy = , 1,  ..., 1i m= −  

функционал (1.13) достигает экстремума, то функция )(* xy  удовле-

творяет уравнению Эйлера – Пуассона: 

0)1(... )(2

2

=−+++− ′′′ mym

m
m

yyy F
dx

d
F

dx

d
F

dx

d
F .       (1.15) 

 
Алгоритм поиска решения задачи 
1. Записать уравнение Эйлера – Пуассона (1.15). 
2. Найти общее решение уравнения ( )1 2 2, , ,  ...,  my y x C C C= . 

3. Определить постоянные 1 2 2, ,  ...,  mC C C  из граничных усло-

вий и записать выражение для экстремали )(* xy . 

 
Пример решения задачи 

1. Необходимо найти экстремаль функционала  ′′=
1

0

2 )()())(( dxxyxyJ , 

удовлетворяющую граничным условиям 0)1()0()0( =′=′= yyy , 

1)1( =y . 
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 Запишем уравнение Эйлера – Пуассона. Так как 2yF ′′= , 

0=yF , 0=′yF , yFy
′′=′′ 2 , 0=′yF

dx

d
, ( )4

2

2

2yF
dx

d
y =′′ , то  

( ) 02 4

2

2

==+− ′′′ yF
dx

d
F

dx

d
F yyy . 

Решаем полученное уравнение: 1)( Cxy =′′′ , 21)( CxCxy +=′′ , 

32
21

2
)( CxCx

C
xy ++=′ , 43

2
2

3
1

26
)( CxC

xCxC
xy +++=  – общее ре-

шение. 
Используя граничные условия, определяем постоянные 1C , 2C , 

3C , 4C : 

0)0( 4 == Cy , 0)0( 3 ==′ Cy , 

1
26

)1( 43
21 =+++= CC

CC
y , 0

2
)1( 32

1 =++=′ CC
C

y . 

Отсюда получим 121 −=C , 62 =C , 03 =C , 04 =C  и запишем 

уравнение экстремали 23(*) 32)( xxxy +−= . 

2. Необходимо найти экстремаль функционала 

[ ] −′′=
1

0

2 )(48)()())(( dxxyxyxyJ , удовлетворяющую граничным условиям 

1)0( =y , 4)0( −=′y , 0)1()1( =′= yy . 

 Запишем уравнение Эйлера-Пуассона. Так как yyF 482 −′′= , 

48−=yF , 0=′yF , yFy
′′=′′ 2 , 0=′yF

dx

d
, ( )4

2

2

2yF
dx

d
y =′′ , то 

( ) 0248 4

2

2

=+−=+− ′′′ yF
dx

d
F

dx

d
F yyy . 

Решаем полученное уравнение: 124)( Cxxy +=′′′ , 

21
212)( CxCxxy ++=′′ , 43

223

2
4)( CxCx

C
xxy +++=′ ; общее реше-

ние – 43

2
2

3
14

26
)( CxC

xCxC
xxy ++++= . 



24 

 

Теперь определяем постоянные 1C , 2C , 3C , 4C , используя гра-

ничные условия: 241 −=C , 122 =C , 43 −=C , 14 =C . Запишем урав-

нение экстремали: 1464)( 234* +−+−= xxxxxy .  

 
Задачи для самостоятельного решения 
Необходимо найти:  
а) семейство экстремалей функционала 

[ ] −+++′′+′′′=
T

x

x dxxexyxxyxyxyxyJ
0

222 )(64)(120)()(4)()())(( ; 

б) экстремаль функционала 

[ ] ++′=
1

0

222 )(2)(4)()())(( dxexyxyxyxyJ x , удовлетворяющую гра-

ничным условиям 0)0( =y , 0)1( =y ; 

в) экстремаль функционала 

 ′+′+=
3

0

2
2

2
121 )()(1),( dxyyyyJ , удовлетворяющую граничным ус-

ловиям 1)0(1 =y , 2)0(2 −=y , 7)3(1 =y , 1)3(2 =y ; 

г) экстремаль функционала 

( ) ( ) ( )[ ] ′′′+′′+=
1

0

2
2

2
1

31))(( dxxyxyxxyJ , удовлетворяющую граничным 

условиям 1)0(1 =y , 1)0(2 =y ,
2

1
)1(1 =y , 1)1(2 =y , 1)0(1 −=′y , 

0)0(2 =′y , 
4

1
)1(1 −=′y , 3)1(2 =′y , 0)0(2 =′′y , 6)1(2 =′′y ; 

д) семейство экстремалей функционала 

[ ] −+−′−′=
2

1

221
2
1

2
2

2
121 222)()(),(

x

x

x dxeyyyyyyyyJ ; 

е) семейство экстремалей функционала  

[ ] .22),,,(
2

1

43
2
3

2
2

2
4

2
3

2
2

2
14321  +−+′−′+′+′=

x

x

dxyyyyyyyyyyyyJ  
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Метод вариации в задачах с подвижными границами 

Функционалы ( ) ( )( ) ′
1

0

,,
x

x

dxxyxyxF , зависящие от одной функции. 

Случай гладких экстремалей 
 

Постановка задачи 
Рассмотрим множество M  допустимых функций (кривых) 
)(xy , удовлетворяющих следующим условиям: 

а) функции )(xy  непрерывно дифференцируемые, т.е. 

)()( 1 Δ∈Cxy , где Δ  – некоторый конечный отрезок, внутренни-

ми точками которого являются значения 0x  и 1x , которые зара-

нее не заданы; 
б) значения 0x , )( 00 xyy =  и 1x , )( 11 xyy = , определяющие 

концы допустимых кривых, удовлетворяют граничным условиям  
0),( 00 =yxψ , 0),( 11 =yxϕ ,                       (1.16) 

где ),( yxψ , ),( yxϕ  – заданные непрерывно дифференцируемые функции. 

На множестве Μ  задан функционал 

[ ] ( )dxxyxyxFxyJ
x

x
 ′=
1

0

)(),(,)( ,                      (1.17) 

где функция ( ))(),(, xyxyxF ′  имеет непрерывные частные про-

изводные до второго порядка включительно по всем перемен-
ным. 

Среди допустимых кривых )(xy , принадлежащих множеству 

Μ , требуется найти кривую *y ( x ) , на которой функционал (1.17) 

достигает экстремума, т.е.  

( )
1

0

extr
x

*

y( x )
x

J y ( x ) F x,y( x ), y ( x ) dx
∈

  ′=  Μ
.               (1.18) 
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Условия (1.16) определяют подвижные границы (рис. 1.2).  

 
Рис. 1.2 

Таким образом, экстремум в поставленной задаче ищется в 
классе гладких кривых, концы которых скользят по двум заданным 
линиям, описываемым уравнениями 0),( 00 =yxψ  (для левого кон-

ца) и 0),( 11 =yxϕ (для правого конца). 

Можно выделить следующие частные случаи общей постанов-
ки задачи. 

А. Концы допустимых кривых скользят по двум заданным вер-
тикальным прямым, описываемым уравнениями 0xx = , 1xx = . 

Необходимое условие экстремума в задаче (1.17) – равенство 
первой вариации нулю. Определим первую вариацию функционала, 
для чего найдем приращение 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )[ ] ( ) −′+′++′−′+′+=

=′−′+′+=−+=Δ





+

+

+

11

1

1

0

1

0

11

00

,,,,,,

,,,,,

xx

x

x

x

x

x

xx

xx

dxhyhyxFdxyyxFhyhyxF

dxyyxFdxhyhyxFyJhyJhyJ

δ

δ

δ
 

 
( )

( )( ),,

,,

0

1

0

1

1

0

00

0

yhyxF

xFdxh
y

F
h

y

F
dxhyhyxF

xx

xx

x

x

xx

x

++−

−+






 ′
′

+=′+′+−

=

=

+



ροδ

δ
δ
δ

δ
δδ

 

0

y

x0x 00 xx δ+ 1x 11 xx δ+

11 yy δ+  11 yy δ+  

1y  

11 yy δ+  11 yy δ+  

00 yy δ+  

1y  

0y  

( )xy

( ) ( ) ( )xhxyxy +=~

0),( 00 =yxψ

0),( 11 =yxϕ
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где ( )
[ ]

( ) ( )
[ ]

( ) ( ) +′−′+−=
++

xyxyxyxyyy
xxxxxx

~max~max~,
110110 ,, δδ

ρ  

( ) ( )( ) ( ) ( )( )0 0 0 0 0 0 1 1 1 1 1 1, ,  , , , ,x y x x y y x y x x y y+ + + + + +ρ δ δ ρ δ δ . 

При этом условие 

( ) 0, 1

0

1

0

1

0

=+
′

+







′

−= 
x

x

x

x

x

x

xFh
y

F
dxh

y

F

dx

d
h

y

F
hyJ δ

δ
δ

δ
δ

δ
δδ   

справедливо с точностью до бесконечно малых. После упрощения и 
с учетом соотношений ( ) ( ) 0000 xxyyxh δδ ′−≈ , ( ) ( ) 1111 xxyyxh δδ ′−≈  

получим выражение для первой вариации функционала: 

( )

.0

,

001

1

001

1

1

0

=
′

−







′

′−−
′

+

+







′

′−+







′

−=

===

=


y
y

F
x

y

F
yFy

y

F

x
y

F
yFhdx

y

F

dx

d

y

F
hyJ

xxxxxx

xx

x

x

δ
δ
δδ

δ
δδ

δ
δ

δ
δ
δ

δ
δ

δ
δδ

  (1.19) 

Б. Концы допустимых кривых скользят по двум заданным кри-
вым, описываемым уравнениями )(xy ψ= , )(xy ϕ= . 

В данном случае получается, что приращение определяется со-
вокупностью значений ( )10,, xxh δδ , а 10 , yy δδ  – зависимые от нее ве-

личины; таким образом, с точностью до бесконечно малых справед-
ливы соотношения ( ) 000 xxy δϕδ ′≈ , ( ) 111 xxy δψδ ′≈ , с учетом которых 

выражение (1.19) примет вид:  

( ) 0, 01

01

=







′

′−+′
′

−







′

′−+′
′

=
==

x
y

F
yF

y

F
x

y

F
yF

y

F
hyJ

xxxx

δ
δ
δϕ

δ
δδ

δ
δψ

δ
δδ . 

С учетом независимости приращений 10 , xx δδ получим: 

( )

( )











=′−′
′

+

=′−′
′

+

=

=

.0

,0

0

1

xx

xx

y
y

F
F

y
y

F
F

ϕ
δ
δ

ψ
δ
δ

                        (1.20) 

Система (1.20) называется условием трансверсальности. 
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В поставленной задаче наряду с поиском кривой )(* xy  факти-

чески производится выбор значений *
0x  и *

1x , т.е. ищется тройка 

( )*
1

*
0

* ,),( xxxy . При этом её ε  – окрестность первого порядка ( )0>ε  – 

образуется тройками ( )10 ,),( xxxy , удовлетворяющими условию 

ε<−
Δ)(

*
1

)()(
C

xyxy , ε<− *
00 xx , ε<− *

11 xx . 

Функционал (1.1.17) точнее записывается в форме 

[ ] ( )dxxyxyxFxxxyJ
x

x
 ′=
1

0

)(),(,,),( 10 . 

Функционал достигает на тройке ( )* * *
0 1( ),  ,  y x x x  слабого мини-

мума, если [ ] [ ]*
1

*
0

*
10 ,),(,),( xxxyJxxxyJ ≥  в ε  (окрестности первого 

порядка). 
 
Алгоритм поиска решения задачи 
1. Записать уравнение Эйлера – Лагранжа или использовать его 

частные случаи решения. 
2. Найти общее решение уравнения Эйлера – Лагранжа 

),,( 21 CCxyy = , где 1C  и 2C  – произвольные постоянные.  

3. Записать условие трансверсальности для случая Б или ис-
пользовать выражение для первой вариации для случая А и гранич-
ные условия. 

4. Определить постоянные 1C , 2C , *
1

*
0 , xx  и получить уравнение 

экстремали *y ( x ) , на которой может достигаться экстремум функ-

ционала. 
 
Примеры решения задач 
1. Необходимо найти кривую, на которой функционал 

1
2

0

extrJ( y ) y y dx ′= + →   может достигать экстремума, если пра-

вый конец ее фиксирован 0)1( =y . 
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 Из условий задачи следует, что приращения 01 =∂y , 

010 =∂=∂ xx . 

Запишем уравнение Эйлера – Лагранжа. Так как yyF +′= 2 , 

1=yF , yFy ′=′ 2 , yF
dx

d
y ′′=′ 2 , уравнение примет вид 12 =′′y . По-

следовательно интегрируя, найдем общее решение уравнения: 

2

1=′′y , 12

1
Cxy +=′ , 21

2

4
CxC

x
y ++= . 

Используя выражение (1.19) и граничные условия на правом 
конце, получим: 

0
02

2
0

2
0 1 =

=






 +=

=
′=

=′∂
∂

x
C

x

x
y

xy

F
, отсюда 01 =C . 

0
4

1
)1( 2 =+= Cy , отсюда 

4

1
2 −=C . 

В результате получаем экстремаль ( )
4

12
* −= x

xy . 

2. Необходимо найти кривую, на которой функционал 
1

2

0

( ) extrJ y y y dx ′= − →   может достигать экстремума, если пра-

вый конец ее фиксирован 0)0( =y . 

 Из условий задачи следует, что приращения 00 =∂y , 

010 =∂=∂ xx . 

Запишем уравнение Эйлера – Лагранжа. Так как 2yyF ′−= , 

1=yF , yFy ′−=′ 2 , yF
dx

d
y ′′−=′ 2 , уравнение примет вид 12 −=′′y . 

Последовательно интегрируя, найдем общее решение уравнения: 

2

1−=′′y , 12

1
Cxy +−=′ , 21

2

4
CxC

x
y ++−= . 

Используя выражение (1.19) и граничные условия на правом 
конце, получим: 
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0
12

2
1

2
1 1 =

=






 +−−=

=
′−=

=′∂
∂

x
C

x

x
y

xy

F
, отсюда 

2

1
1 =C . 

0)0( 2 == Cy , отсюда 02 =C .  

В результате получаем экстремаль ( )
24

2
* xx

xy +−= . 

3. Необходимо найти кривую, на которой функционал 
1

2

0

( ) extrJ y y y dx ′= + →   может достигать экстремума, если пра-

вый конец ее фиксирован 11)( xxy = . 

 Из условий задачи следует, что приращения 010 =∂=∂ xx , 

01 ≠∂x , 00 ≠∂y . 

Запишем уравнение Эйлера – Лагранжа. Так как yyF +′= 2 , 

1=yF , yFy ′=′ 2 , yF
dx

d
y ′′=′ 2 , уравнение примет вид 12 =′′y . По-

следовательно интегрируя, найдем общее решение уравнения: 

2

1=′′y , 12

1
Cxy +=′ , 21

2

4
CxC

x
y ++= . 

Используя выражение (1.19) и граничные условия на правом 
конце, получим: 

.001

01

=
′

−







′

′−
==

y
y

F
x

y

F
yF

xxxx

δ
δ
δδ

δ
δ

  

В связи с тем, что приращения 1x∂  и 0y∂  независимы, данное 

выражение можно переписать в виде системы: 

( )













==





 +=′=

=′∂
∂

==′−=
=∂

∂′−

=
=

=

.0
2

2

,0

1

0

10
0

2
2

1 1

CC
x

y
xxy

F

Cyy
xxy

F
yF

x
x

xx

 

В результате получаем экстремаль ( )
4

2
* x

xy =  и 4*
1 =x . 
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4. Необходимо найти кривую, на которой функционал 

dx
x

y
yJ

x

x


′+
=

1

0

21
)(  может достигать экстремума, если левый конец 

ее фиксирован 0)0( =y , 2)( 11 +−= xxy . 

 После решения уравнения Эйлера – Лагранжа получаем экс-
тремаль 

2
1

22
2

1
)(

C
xCy =+− . 

Найдём 1C  и 2C : 0)0( =y 
2
2

2 1
1 C

C = . Получим экстремаль 

2
2

22
2 )( CxCy =+− .                              (1.21) 

Продифференцировав уравнение (1.21), получим 
02)(2 2 =+−′ xCyy . 

Далее из полученного уравнения выразим первую производную 

функции 
2Cy

x
y

−
−=′ . 

Запишем условие трансверсальности для правой границы, где 
2)( +−= xxϕ : 

( ) 1
1

2

=
′

−=
−

−=′
ϕCy

x
xy . 

С одной стороны, используя граничное условие 0)0( =y , полу-

чим соотношение 02 =+− xCy . 

С другой стороны, используя правое граничное условие, полу-

чим 22 =C  и 
2

1
1 ±=C , экстремаль 4)2( 22 =+− xy . 

 
Задачи для самостоятельного решения 
Необходимо найти экстремали функционалов, удовлетворяю-

щие граничным условиям: 

а)  dxyyJ
x

 ′=
1

0

2)( , 0)0( =y , 01)( 11 =++ xyx ; 
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б) dxyyJ
x

 ′=
1

0

3)( , 1)( 11 =+ xyx , 0)0( =y ; 

в) ( )dxyyyJ
x

 +′=
1

0

2)( , 0)0( =y , ξ=)( 1xy ; 

г) dxyyJ
x

 ′+=
1

0

21)( , 0)0( =y , 1)( 1
2
1 =xyx ; 

д) dxyyyxyyJ  ′+′+=
2

0

2 )2()( , 0)0( =y ; 

е) dxyyJ
x

x
 ′+=
1

0

21)( , 2
00 )( xxy = , 5)( 11 −= xxy ; 

ж) dxyyyJ
T

 −′=
0

22 )()( , 1)0( =y , 1)( =TTy ; 

з) dxyyyJ
T

 −′=
4/

0

22 )()( , 1)0( =y ; 

и) dxyyyJ
T

 ++′=
0

2 )2()( , 0)0( =y , 1)(3 2 =TyT ; 

к) [ ]dxyyyJ  −′=
4/

0

22)(
π

, 1)0( =y ; 

л) [ ]dxyyxyJ  ′+′⋅=
2

0

2)( , 5)0( =y ; 

м) [ ][ ]dxxyyyJ  −′′=
1

0

)( . 

Функционалы ( ) ( )( ) ′
1

0

,,
x

x

dxxyxyxF , зависящие от одной функции. 

Случай негладких экстремалей 
 

Постановка задачи 
Рассмотрим множество Μ  допустимых функций (кривых) 
)(xy , удовлетворяющих следующим условиям (рис. 1.3): 
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а) функции )(xy  определены и непрерывны на отрезке [ ]10 , xx , 

где 0x  и 1x  заданы; 

б) функции удовлетворяют граничным условиям: 

00 )( yxy = , 11)( yxy = ,  

где 0x , 1x  заданы, т. е. проходят две закреплённые граничные точки 

Aи B ; 
в) функции )(xy  являются кусочно-гладкими, причём непре-

рывность производной может нарушаться в некоторой заранее не-
известной точке rx (точке излома). Функции )(xy  образуются 

двумя гладкими функциями )(xyAC  и )(xyCB , имеющими общую 

точку C , т.е. [ )( )rAC xxCxy ,)( 0
1∈  и ( ]( )1

1 ,)( xxCxy rCB ∈ . 

На множестве Μ  задан функционал  

[ ] ( ) dxxyxyxFxyJ
x

x
 ′=
1

0

)(),(,)( ,                    (1.22) 

где функция ))(,,( xyyxF ′  имеет непрерывные частные производ-

ные до второго порядка включительно по всем переменным. 

 
Рис. 1.3 

 

0 0x rx 1x x  

A

B

C

y

ry  

1y  

0y  

( )xyAC  ( )xyAC  
( )xyCB
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Среди допустимых кривых )(xy , принадлежащих множеству 

Μ , требуется найти кривую ( )xy* , на которой функционал (1.22) 

достигает экстремума, т.е.  

( )
1

0

extr
x

*

y( x )
x

J y ( x ) F x, y( x ), y ( x ) dx
∈

  ′=  Μ
.               (1.23) 

В данном случае можно рассматривать задачи, в которых не-
сколько точек излома. Во многих практических задачах требование 
непрерывности производной неестественно, так как решение дости-
гается на экстремалях, имеющих точки излома, поэтому рассматри-
ваемая задача актуальна. 

Для поиска решения задачи (1.23) на семействе негладких до-
пустимых кривых, имеющих одну точку излома при  rxx = , пред-

ставляем функционал (1.22) в виде суммы: 

[ ] ( ) ( )dxxyxyxFdxxyxyxFJJxyJ
x

x

x

x r

r

 ′+′=+=
1

0

)(),(,)(),(,)( 21 .  (1.24) 

Запись (1.24) позволяет видеть, что задача (1.23) распадается на 
две: 

1) поиск кривых AC  и CB  (см. рис. 1.3), составляющих иско-
мую кривую AB ; 

2) определение значения rx . 

Для решения обеих задач запишем первую вариацию функцио-
нала (1.24), учитывая: 

1) что значение rx  не задано; 

2) правый конец кривой AC  и левый конец кривой CB  под-
вижны; 

3) левый конец кривой AC  и правый конец кривой CB  закреп-
лены (вариации 010 == yy δδ , 010 == xx δδ ). 

Применяя необходимое условие экстремума, т.е. равенство ну-
лю первой вариации функционала, получаем: 
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[ ]

[ ] .0
00

0

0

1

0

=⋅
+=

′−−⋅
+=

−

−



 −+⋅

−=
′−+

+⋅
−=

+



 −=

′′

′′

′′





r
r

yr
r

y

x

x
yyr

r
y

x

x
r

r
yyy

x
xx

FyFy
xx

F

ydxF
dx

d
Fx

xx
FyF

x
xx

FydxF
dx

d
FJ

r

r

δδ

δδ

δδδ

 

Так как вариации yδ , ryδ , rxδ  произвольны, то по основной 

лемме вариационного исчисления получаем 

[ )

( ]
0

1

0, , ,

0, , ;

y y r

y y r

d
F F x x x

dx
d

F F x x x
dx

′

′

− = ∈

− = ∈
                          (1.25) 

,0 0

 0 0.

y y
r r

y y
r r

F Fx x x x

F y F F y Fx x x x

′ ′

′ ′

== − = +
   ′ ′− = −   = − = +

            (1.26) 

Таким образом, кривые AC  и CB  – это интегральные кривые 
уравнения Эйлера – Лагранжа (1.25), т.е. экстремали. Условия 
(1.26) называются условиями Вейерштрасса – Эрдмана. Реше-
ния уравнений Эйлера (1.25) зависят от четырёх произвольных 
постоянных:  

),,()( 21 CCxyxy ACAC = , ),,()( 43 CCxyxy CBCB = . 

 
Алгоритм поиска решения задачи 
1. Выписать условия Вейерштрасса – Эрдмана. Если из них 

следует условие непрерывности первой производной 
( ) ( )00 +′=−′ rr xyxy , воспользоваться алгоритмом нахождения 

гладких экстремалей. 
2. Записать уравнение Эйлера – Лагранжа и найти его общее 

решение на промежутках [ )rxx ,0  и ( ]1, xxr : ),,()( 21 CCxyxy ACAC = , 

),,()( 43 CCxyxy CBCB = . 
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3. Определить 1 2 3 4    rC , C , C , C , x  из граничных условий, усло-

вия непрерывности и условий Вейерштрасса – Эрдмана. В результа-

те получить экстремаль )(* xy . 

 
Пример решения задачи 

Необходимо найти экстремаль функционала ( ) [ ] −′′=
4

0

22 2 dxyyyJ , 

удовлетворяющую граничным условиям 0)0( =y , 4)4( =y . 

 Запишем условия Вейерштрасса – Эрдмана: 

( )( )
( )( )

00

0 0

2 2 2 2

2 2 2 2 ;

y x xx x

yx x x x

rr

r r

F y y y

y y y F

′ = −= −

′= + = +

′ ′ ′= − − =

′ ′ ′= − − =
 

( )( )

( )( ) .322

322

00

2

0

2

0

+=′+=

−=−=′

′−=′−−′′=

=′−−′′=′−

rr

rr

xxyxx

xxxxy

FyFyyy

yyyFyF
 

Возникают варианты одновременного выполнения записанных 
условий: 

а) ( ) ( )00 +′=−′ rr xyxy ; 

б) ( ) 00 =−′ rxy , ( ) 20 =+′ rxy ; 

в) ( ) 20 =−′ rxy , ( ) 00 =+′ rxy . 

Вариант «а» соответствует случаю поиска гладких экстремалей. 
Общее решение уравнения Эйлера – Лагранжа имеет вид 
( ) 21 CxCxy += , так как подынтегральная функция не зависит от y  и 

x  явно. Из граничных условий ( ) 00 2 ==Cy , ( ) 444 21 =+= CCy  на-

ходим 11 =C , 02 =C  и экстремаль ( ) xxy =* . 

Решение уравнения Эйлера – Лагранжа на промежутках [ )rx,0 , 

( ]4,rx  имеет вид ( ) 21 CxCxyAC += , ( ) 43 CxCxyCB += . 

Далее определим 1 2 3 4,  ,  ,  ,  rC C C C x  из граничных условий 

( ) 00 2 ==CyAC , ( ) 444 43 =+= CCyCB , из условий непрерывности 

( ) ( )rCBrrrAC xyCxCCxCxy =+=+= 4321  и из условий Вейерштрасса – 

Эрдмана. 
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Для варианта «б» соответствуют условия: ( ) ( ) 000 1==−′=−′ Cxyxy rACr , 

( ) ( ) 200 3 ==+′=+′ Cxyxy rCBr . 

Тогда получаем 1 2 3 40,  0,  2,  4,  2rC C C C x= = = = − = . В результате 

получена экстремаль ( ) 0* ≡xyAC  (при [ )2,0∈x ), ( ) 42* −= xxyCB  (при 

( ]4,2∈x ). 

Варианту «в» соответствуют условия: ( ) ( ) 200 1==−′=−′ Cxyxy rACr , 

( ) ( ) 000 3 ==+′=+′ Cxyxy rCBr . 

Тогда получаем 1 2 3 42,  0,  0,  4,  2rC C C C x= = = = = . В результате 

получена экстремаль ( ) xxyAC 2* ≡  (при [ )2,0∈x ), ( ) 4* =xyCB  (при 

( ]4,2∈x ). 

Таким образом, в поставленной задаче имеются три экстрема-
ли: одна гладкая и две негладких. На негладких экстремалях 

( )( ) 0* =xyJ , а на гладкой ( )( ) 4* =xyJ  (очевидно, на ней минимум не 

достигается).  
 
 
Задачи для самостоятельного решения 
Необходимо найти: 

а) экстремаль функционала ( ) [ ] −′′=
2

0

22 1 dxyyyJ , удовлетво-

ряющую граничным условиям 0)0( =y , 1)2( =y ; 

б) экстремаль функционала ( ) [ ] −′=
2

0

22
π

dxyyyJ , удовлетво-

ряющую граничным условиям 1)0( =y , 0)2( =πy . 

Функционалы ( ) ( ) ( ) ( )( )1 1

1

0

, ,  ..., , ,  ...,
x

n n
x

F x y x y x y x y x dx′ ′ , зави-

сящие от нескольких функций 
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Постановка задачи 
Рассмотрим множество M  допустимых функций (кривых) 

( ) ( )( )1( ) ,  ...,
T

ny x y x y x= , удовлетворяющих следующим условиям: 

а) функции ( )xyi , ni ,1=  непрерывно дифференцируемы, т.е. 

( ) [ ]( )10
1 , xxCxyi ∈ . 

б) значения 0x , 1 0 0( ),  ..., ( )ny x y x  и 1x , 1 1 1( ),  ...,  ( )ny x y x  удовле-

творяют граничным условиям: 

( )0 1 0 0, ( ),  ..., ( ) 0j nx y x y xψ = , mj ,1= , 1+≤ nm , 

 (1.27) 

( )1 1 1 1, ( ),  ..., ( ) 0j nx y x y xϕ = , pj ,1= , 1,p n≤ +        , 

где ( )0 1 0 0, ( ),  ..., ( )j nx y x y xψ , ( )1 1 1 1, ( ),  ..., ( )j nx y x y xϕ  – заданные 

непрерывно дифференцируемые функции. 
На множестве Μ  задан функционал 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )1 1 1

1

0

, ..., , ,  ..., , ,  ...,
x

n n n
x

J y x y x F x y x y x y x y x dx′ ′  =   ,   (1.28) 

где функция ( ) ( ) ( ) ( )( )1 1, ,  ..., , ,  ...,n nF x y x y x y x y x′ ′  имеет непре-

рывные частные производные до второго порядка включительно по 
всем переменным. 

Среди допустимых вектор-функций )(xy , принадлежащих 

множеству Μ , требуется найти вектор-функцию )(* xy , на которой 

функционал (1.28) достигает экстремума. 
 
Алгоритм поиска решения задачи 
1. Записать систему уравнений Эйлера – Лагранжа: 

0=− ′ii yy F
dt

d
F , ni ,1= . 

2. Найти общее решение системы 

( )1 2 2 i i ny ( x ) y x,C ,C , ...,C= , ni ,1= . 

3. Записать условия трансверсальности (в зависимости от вида 
граничных условий) и граничные условия. 
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Условия трансверсальности: 
а) вариации )(, 00 xyx iδδ  не связаны с вариациями 1xδ , )( 1xyiδ : 

( )

( ) .0

,0

0
1

0
1

1
1

1
1

00

11

=



 ′−+

=



 ′−+

==
′

==
′

==
′

==
′





xFyFxyF

xFyFxyF

xx

n

i
yii

xx

n

i
y

xx

n

i
yii

xx

n

i
y

ii

ii

δδ

δδ

           (1.29) 

б) вариации )(, 00 xyx iδδ  связаны с вариациями 1xδ , )( 1xyiδ  в 

силу наличия граничных условий: 

( ) ( )
( )

( ) ( )
( ) .,1,0

,,1,0

1

,1
1

,

0

,1
0

,

1111

0000

pjxy
y

x
x

mjxy
y

x
x

i

xyx

n

i i

j

xyx

j
j

i

xyx

n

i i

j

xyx

j
j

==
∂
∂

+
∂
∂

=

==
∂
∂

+
∂
∂

=





=

=

δ
ϕ

δ
ϕ

δϕ

δ
ψ

δ
ψ

δψ

    (1.30) 

4. Определить 1 2 2   nC , C , ..., C , *
0x , *

1x  и записать экстремаль 

( )xy* . 

 
Примеры решения задач 
1. Необходимо найти экстремаль функционала 

dxxyxyyyyyJ  ++′′=
1

0
212121 )126(),( , удовлетворяющую граничным 

условиям: 0)0()0( 21 == yy , 4)1()1( 21 =+ yy . 

 Записываем систему уравнений Эйлера. Так как 

2121 126 xyxyyyF ++′′= , xFy 6
1
= , 21

yF
dx

d
y ′′=′ , xFy 12

2
= , 12

yF
dx

d
y ′′=′ , то  

06 211
=′′−=− ′ yxF

dx

d
F yy , 

012 122
=′′−=− ′ yxF

dx

d
F yy . 

Общее решение системы получим после интегрирования каж-
дого из уравнений в системе: 

21
3

1 2 CxCxy ++= , 43
3

2 CxCxy ++= . 
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Условие трансверсальности (1.29) записывается только на пра-
вом конце, т.к. левый конец допустимых вектор-функций закреп-
лён: 

0
1

)()(
1

1211 21
=

=
⋅+⋅ ′′ x

xyFxyF yy δδ ,  

или 
0)()()()( 12111112 =′+′ xyxyxyxy δδ . 

Приведем граничное условие 4)()( 1211 =+ xyxy  к виду (1.27): 

( ) 04)()()(),(, 121112111 =−+= xyxyxyxyxϕ .  

Условие (1.30) запишем в виде 1 1 2 11 ( ) 1 ( ) 0y x y xδ δ+ ⋅ = . 

Отсюда  
)()( 1211 xyxy δδ −= , 

( ) 0)()()()()()( 121112111212 =′−′=′+′− xyxyxyxyxyxy δδ .  

Поскольку вариация )( 12 xyδ  произвольная, то  

)()( 1211 xyxy ′=′ . 

Кроме соотношений, следующих из условий трансверсально-
сти, используем граничные условия: 

3
2
11

2
1 36 CxCx +=+ , 06 31

2
1 =−+ CCx  ⇔ 313 =−CC , 

0)0( 21 ==Cy , 0)0( 42 ==Cy , 113 =+CC . 

Таким образом, 11 −=C , 02 =C , 23 =C , 04 =C . В результате 

получаем экстремаль ( ) ( )* 32  ,  2
T

y x x x x x= − + .  

2. Необходимо найти экстремаль функционала 1 2J( y , y ) =  

1
2

1 2 1 2
0

6 12
x

( y y xy x y )dx′ ′= + + , удовлетворяющую граничным усло-

виям 0)0()0( 21 == yy , 0)()( 1211 =+ xyxy . 

 Записываем систему уравнений Эйлера – Лагранжа. Так как 

2
2

121 126 yxxyyyF ++′′= , xFy 6
1
= , 21

yF
dx

d
y ′′=′ , 212

2
xFy = , 

12
yF

dx

d
y ′′=′ , то 



41 

 

06 211
=′′−=− ′ yxF

dx

d
F yy , 

012 1
2

22
=′′−=− ′ yxF

dx

d
F yy . 

Общее решение системы получим после интегрирования каж-
дого из уравнений в системе: 

21
4

1 CxCxy ++= , 43
3

2 CxCxy ++= . 

Условие трансверсальности записывается только на правом конце, 
т.к. левый конец вектор-функций закреплён. Перепишем граничное ус-
ловие 0)()( 1211 =+ xyxy  в форме ( ) 0)()()(),(, 1211121111 =+= xyxyxyxyxψ . 

Из условий (1.1.29) имеем:  

1 1 2 1 1 2 1 2 1 1
11 2 1 2 ( ) ( )  ( )y y y yF y x F y x F y F y F dx y y xx xδ δ δ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′+ + − − = +  =

2
1 2 1 1 2 1 2 1 2 2 1 1

1
 ( ) 6 12  0y y x y y xy x y y y y y x x xδ δ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′+ + + + − − ==  . 

 

Из условия (1.30) и ( ) 0)(),(, 121111 =xyxyxψ  получаем 

1 1 2 11 ( ) 1 ( ) 0y x y xδ δ+ =  или )()( 1211 xyxy δδ −= . 

Перепишем условия трансверсальности: 

[ ] [ ] .0)(12)(6)()()()()( 112
2
11111211121211 =++′′−+′−′ xxyxxyxxyxyxyxyxy δδ

Так как )( 12 xyδ  и 1xδ  произвольны, то 

)()( 1211 xyxy ′=′ , 

0)()()(12)(6 121112
2
1111 =′′−+ xyxyxyxxyx . 

В соответствии с граничными условиями 
0)0( 21 ==Cy ,  

0)0( 42 ==Cy ,  

0)()( 13
3
111

4
11211 =+++=+ xCxxCxxyxy .  

Далее определим 1C , 2C , 3C , 4C , 1x . Имеем систему из трёх 

уравнений: 

3
2
1121

3
111 3)(4)( CxxyCxxy +=′=+=′ , 

( ) ( ) ( )( ) 034126 3
2
11

3
113

3
1

2
111

4
11 =++−+++ CxCxxCxxxCxx , 
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031
2
1

3
1 =+++ CCxx . 

После преобразований получим: 

3
1

2
11 2

5
xxC −= , 

3
1

2
13 2

3
2 xxC −−= . 

Подставляя выражения для 1C , 3C  во второе уравнение систе-

мы, получим: 

0
2

3
23

2

5
4

2

3
212

2

5
6

3
1

2
1

2
1

3
1

2
1

3
1

4
1

3
1

3
1

2
1

4
1

3
1

4
11

=





 −−





 −+−

−





 +−+






 −+

xxxxxx

xxxxxxxx

 

или  

0524
4

63 2
1

2
1 =+− xx . 

Решая полученное квадратное уравнение, находим его корни: 

275,1
)1(

1
* ≈x  25,0

)2(
1

* ≈x . 

Для каждого корня вычисляем константы и записываем две по-
лученные экстремали: 

56,31 −≈C , 14,03 −≈C , 

xxxy 56,3)( 4*
1 −= , 

xxxy 14,0)( 3*
2 −= . 

023,01 −≈C , 1,03 −≈C , 

xxxy 023,0)( 4*
1 −= ,

xxxy 1,0)( 3*
2 −= .  

Задача для самостоятельного решения 

Найти экстремали функционала [ ]dxyyyyJ
x

 ′′=
1

0
2121 ),( , удовле-

творяющие граничным условиям 3)0(1 −=y , 2)0(2 =y , 1)( 2
111 += xxy , 

2)( 12 −=xy . 
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1.3. Вариационные задачи поиска условного экстремума 
 

Задачи Лагранжа с голономными связями 
 

Постановка задачи 
Рассмотрим задачу поиска экстремума функционала 

1 2 1 1

1

0

( ,  ,  ..., ) ( , ,  ..., , ,  ..., ) extr
x

n n n
x

J y y y F x y y y y dx′ ′= → ,  (1.31) 

когда кроме граничных условий: 

1 0 1 0
1 1 1 1

( ) ,  ..., ( ) ,
( ) ,  ..., ( )  

n n
n n

y x A y x A
y x B y x B

= =
= =  (1.32) 

присутствуют ещё некоторые ограничения: 

1( , ,  ..., ) ( , ) 0, 1, ,j n jg x y y g x y j k k n= = = < . (1.33) 

Соотношения (1.33) независимые, т.е.  

k

y

g

y

g

y

g

y

g

rang

n

kk

n

=





















∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂






1

1

1

1

, 

их связи согласованы с граничными условиями (1.32). 
Задача (1.31) – (1.33) называется задачей Лагранжа с голоном-

ными связями. 
 

Алгоритм поиска решения задачи 
1. Составить функцию Лагранжа: 

( ) 
=

+′=′
k

j
jj yxgxyyxFyyxF

1

* ),()(,,),,( λ ,  

где функции )(xjλ , kj ,1=  – множители Лагранжа. 

2. Записать систему уравнений Эйлера – Лагранжа и условия 
связи: 









==

==− ′

.,1,0),(

,,1,0**

kjyxg

niF
dx

d
F

j

yy ii  
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3. Найти общее решение системы  

( ) ( )1 2 2, , ,  ..., , 1,i i ny x y x C C C i n= =  

и выражения для множителей Лагранжа 1( ),  ..., ( )kx xλ λ . 

4. Определить постоянные 1 2 2,  ,  ..., nC C C  из граничных усло-

вий (1.32) и выписать выражение для экстремали 

( ) ( ) ( )( )* * *
1 , ..., .

T
ny x y x y x=  

 

Примеры решения задач 
1. Необходимо найти экстремаль функционала 

 ′−′−+=
2

0

2
2

2
1

2
2

2
121 ][),(

π

dxyyyyyyJ , удовлетворяющую граничным 

условиям 1)0(,1)0( 21 −== yy , 1)
2

()
2

( 21 == ππ yy  и уравнению связи 

0cos221 =−− xyy . 

 Составим функцию Лагранжа. Так как 2
2

2
1

2
2

2
1 yyyyF ′−′−+= , 

xyyyxg cos2),( 211 −−= , 1=k , то 

]cos2[)( 211
2

2
2

1
2
2

2
1

* xyyxyyyyF −−⋅+′−′−+= λ . 

Система уравнений Эйлера и уравнения связи имеет вид 









=−−
=′′+−
=′′++

.0cos2

,02)(2

,02)(2

21

212

111

xyy

yxy

yxy

λ
λ

 

Найдем общее решение системы, сведя ее к уравнению: 
0)(2)(2 2121 =++′′+′′ yyyy . 

После выполнения замены yyy =+ 21  переходим к решению 

уравнения 0=+′′ yy , общее решение которого имеет вид 

2121 sincos yyxCxCy +=+= . 

Складывая полученное уравнение и уравнение связи, получим 

xx
C

x
C

y cossin
2

cos
2

21
1 ++= , xx

C
x

C
y cossin

2
cos

2
21

2 −+= , 

221 22)( yyx ′′+=λ . 
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Определим произвольные постоянные из граничных условий: 

( )

( ) .21
22

,011
2

0

2
2

1

1
1

1

===

==+=

C
C

y

C
C

y

π
 

Таким образом, в задаче найдена экстремаль 

( ) 







−
+

=









=

xx

xx

xy

xy
xy

cossin

cossin

)(

)(
*
2

*
1* , при .0)(1 =xλ   

2. Необходимо найти экстремаль функционала 

[ ] ′++′=
1

0

2
221

2
121 2),( dxyyyyyyJ , удовлетворяющую граничным ус-

ловиям 1)0()0( 21 == yy , ey =)1(1 , 
e

y 1)1(2 =  и уравнению связи 

021 =+−− −xx eeyy . 

 Запишем функцию Лагранжа: 

][)(2 211
2

221
2

1
* xx eeyyxyyyyF −+−−⋅+′++′= λ . 

 
Система уравнений Эйлера и уравнения связи имеет вид 













=+−−

=′′−−=−

=′′−+=−

−

′

′

.0

,02)(2

,02)(2

21

211
**

112
**

22

11

xx

yy

yy

eeyy

yxyF
dx
dF

yxyF
dx
dF

λ

λ

 

Найдем общее решение системы, сведя ее к уравнению: 
0)(2)(2 2121 =+−′′+′′ yyyy . 

После выполнения замены yyy =+ 21  переходим к решению 

уравнения 0=−′′ yy , общее решение которого имеет вид 

2121 yyeCeCy xx +=+= . 

Далее, используя полученное уравнение и уравнение связи, по-
лучим систему уравнений: 

1 2 1 2

1 2

,
,

x x

x x
y y C e C e
y y e e−

 + = +


− = −
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решая которую получим: 









++−=

−++=

−

−

.
2

1
2

1

,
2

1
2

1

21
2

21
1

xx

xx

e
C

e
C

y

e
C

e
C

y
 

211 22)( yyx ′′−=λ . 

Определим произвольные постоянные из граничных условий: 

1 2
1

1 2
1

(0) 1,
2 2

1 1 1(1) ,
2 2

C C
y

C C
y e e

e

= + =
− −= + ⋅ =

 

откуда .1,1 21 == CC  

Таким образом, в задаче найдена экстремаль 

( ) 









=










=

−x

x

e

e

xy

xy
xy

)(

)(
*
2

*
1* , при xx eex −−= 22)(1λ . 

3. Необходимо найти кратчайшее расстояние между точками 

( )0,   1,  1A −  и ( )1,  0,   1B − , лежащими на плоскости с уравнением 

021 =++ yyx . 

 Приведем математическую формализацию задачи: требуется 

найти экстремаль функционала  ′+′+=
1

0

2
2

2
121 1),( dxyyyyJ , удов-

летворяющую граничным условиям 1)0(1 −=y , 1)0(2 =y , 0)1(1 =y , 

1)1(2 −=y  и уравнению связи 021 =++ yyx . 

Запишем функцию Лагранжа: 

][)(1 211
2

2
2

1
* yyxxyyF ++⋅+′+′+= λ . 

Система уравнений Эйлера и уравнения связи имеет вид 
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














=++

=
′+′+

′
−=−

=
′+′+

′
−=−

′

′

.0

,0
1

)(

,0
1

)(

21

2
2

2
1

2
1

**

2
2

2
1

1
1

**

22

11

yyx

yy

y
dx
dxF

dx
dF

yy

y
dx
dxF

dx
dF

yy

yy

λ

λ

 

Найдем общее решение системы, сведя ее к уравнению: 

0
1 2

2
2

1

21 =
′+′+

′−′

yy

yy
dx
d . 

Далее, используя полученное уравнение и уравнение связи, по-
лучим систему уравнений: 









−′−=′

=
′+′+

′−′

.1

,
1

21

2
2

2
1

21

yy

C
yy

yy

 

Решая систему уравнений, получим: 
2 2 2 2

2 2 2( 2 1) [1 ( 1 ) ]y C y y′ ′ ′− − = + − − +  

или 

0)21()24()24( 2
2

22
2

2 =−+′−+′− CyCyC . 

Очевидно, что  

12 Cy =′ , 

.

,

2121

212

xCxCxyy

CxCy

−−−=−−=
+=

 

Определим произвольные постоянные из граничных условий: 
1)0( 22 == Cy , 

21)1( 1212 −=−=+= CCCy . 

Таким образом, в задаче найдена экстремаль 












+−=

−=
==

12)(

,1)(
))(),(()(

*
2

*
1*

2
*
1

*

xxy

xxy
xyxyxy T , при .0)(1 =xλ  

При этом кратчайшее расстояние от точки A  до B  
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6365)12()1(1)(
1

0

2
1

0

22* =−−=+−+−+=  dxxxdxxxyJ .  

 
Задачи для самостоятельного решения 
Необходимо найти  

а) экстремаль функционала  ′+′+=
1

0

2
2

2
121 1),( dxyyyyJ , удовле-

творяющую граничным условиям 1)0(1 =y , 2)0(2 =y , 2)1(1 =y , 

1)1(2 =y  и уравнению связи 032 21 =−− xyy ; 

б) экстремаль функционала  ′+′=
1

0

2
2

2
121 ][),( dxyyyyJ , удовле-

творяющую граничным условиям 1)0(1 −=y , 0)0(2 =y , 1)1(1 −=y , 

1)1(2 =y  и уравнению связи 012 2
21 =++−+ xxyy ; 

в) экстремаль функционала  +′+′=
1

0

2
2

2
121 ]1[),( dxyyyyJ , 

удовлетворяющую граничным условиям 0)1()0()0( 221 === yyy , 

2)1(1 =y  и уравнению связи 02 2
21 =−+ xyy ; 

г) экстремаль функционала  +′+′=
1

0

32
2

2
121 ][),( dxxyyyyJ , удов-

летворяющую граничным условиям 2)1()0( 21 == yy , 1)0()1( 21 == yy  

и уравнению связи 032 21 =+− xyy . 

Задачи Лагранжа с неголономными связями 

Постановка задачи 
Рассмотрим задачу поиска экстремума функционала 

1 2 1 1

1

0

( , ,  ..., ) ( , ,  ..., , ,  ..., )
x

n n n
x

J y y y F x y y y y dx′ ′=  ,        (1.34) 

когда кроме граничных условий 

0( ) ,i iy x A=  1( ) ,i iy x B=  ni ,1=  (1.35) 
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присутствуют ещё некоторые ограничения: 

1 1( , ,  ..., , ,  ..., ) 0j n ng x y y y y′ ′ = , kj ,1= , nk < ,        (1.36) 

где функции 1 1( , ,  ..., , ,  ..., )j n ng x y y y y′ ′  непрерывно дифференци-

руемы по всем переменным. 
Предполагается, что соотношения (1.36) независимы, т.е.  

1 1

1

1

rang
n

k k

n

g g

y y
k

g g

y y

∂ ∂ 
 ′ ′∂ ∂  = ∂ ∂ 
 ′ ′∂ ∂ 



  


, 

а функция 1 1( , ,  ..., , ,  ..., )n nF x y y y y′ ′  имеет непрерывные частные 

производные до второго порядка включительно. 
Задача (1.34) – (1.36) называется задачей Лагранжа с неголо-

номными связями. 
 

Алгоритм поиска решения задачи 
1. Составить функцию Лагранжа: 

( ) 
=

′+′=′
k

j
jj yyxgxyyxFyyxF

1

* ),,()(,,),,( λ ,  

где функции )(xjλ , kj ,1=  – множители Лагранжа. 

2. Записать систему уравнений Эйлера – Лагранжа и условия свя-
зи: 









==′

==− ′

.,1,0),,(

,,1,0**

kjyyxg

niF
dx

d
F

j

yy ii  

3. Найти общее решение системы  

( ) ( )1 2 2, , ,  ..., , 1,i i ny x y x C C C i n= =  

и выражения для множителей Лагранжа 1( ),  ..., ( )kx xλ λ . 

4. Определить постоянные 1 2 2, ,  ..., nC C C  из граничных усло-

вий и выписать выражение для экстремали ( ) ( ) ( )( )Tn xyxyxy **
1

* ...,,= . 
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Примеры решения задач 
1. Необходимо найти экстремаль функционала 

[ ] ′+′=
1

0

2
2

2
121 ),( dxyyyyJ , удовлетворяющую граничным условиям 

( ) 201 =y , ( ) 002 =y , ( )1 1 2ch1y = , ( )2 1 2sh1y =  и уравнению связи 

021 =−′ yy . 

 Составим функцию Лагранжа. Так как ( ) 2
2

2
1,, yyyyxF ′+′=′ , 

( ) 211 ,, yyyyxg −′=′ , 1=k , то ( ) ])[(,, 211
2

2
2

1
* yyxyyyyxF −′+′+′=′ λ . 

Составим систему уравнений Эйлера и уравнения связи: 













=−′

=′−−=−

=′−′′−=−

′

′

.0

,02)(

,0)(2

21

21
**

11
**

22

11

yy

yxF
dx
dF

xyF
dx
dF

yy

yy

λ

λ

 

Найдем общее решение системы, выполнив следующие дейст-
вия: 21 2)( yx ′′−=λ , 21 2)( yx ′′′−=′λ , 21 22 yy ′′′=′′ ; из уравнения связи 

21 yy =′  следует, что 21 yy ′=′′ . 

Получим уравнение 022 =′−′′′ yy . 

Для решения дифференциального уравнения составим характе-
ристическое уравнение и найдем его корни: 

.0)1)(1(3 =+−=− λλλλλ  

Общее решение уравнения имеет вид: 3212 CeCeCy xx ++= −  и 

43213211 )( CCeCeCdxCeCeCy xxxx ++−=++= −− , тогда 

)(22)( 2121
xx eCeCyx −+−=′′−=λ . 

Определим константы 1 4,  ...,C C из граничных условий: 

2)0( 4211 =+−= CCCy , 

0)0( 3212 =++= CCCy , 

2
2)1(

1

43
1

211

−
− +=++−= ee

CCeCeCy , 

1
3

1
212 )1( −− −=++= eeCeCeCy . 
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Решая полученную систему, находим константы: 
11 =C , 12 −=C , 043 == CC . 

В результате получаем экстремаль 
Txxxx eeeexy ),()(* −− −+= , при xx eex −+−= 22)(1λ .  

2. Необходимо найти экстремаль функционала 

[ ] ′+′+=
1

0

2
2

2
1

2
121 2)(),( dxyyxyyyJ , удовлетворяющую граничным 

условиям 1)0(1 =y , 0)0(2 =y , 1
1 )1( −+= eey , 1

2 2)1( −−= eey  и 

уравнению связи 021 =−′ yy . 

 Составим функцию Лагранжа. Так как 2
2

2
1

2
1 2),,( yyyyyxF ′+′+=′ , 

211 ),,( yyyyxg −′=′ , то [ ]211
2

2
2

1
2
1

* )(2),,( yyxyyyyyxF −′+′+′+=′ λ . 

Система уравнений Эйлера и уравнения связи имеет вид 













=−′

=′′−−=−

=′−′′−=−

′

′

.0

,02)(

,0)(42

21

21
**

111
**

22

11

yy

yxF
dx
dF

xyyF
dx
dF

yy

yy

λ

λ

 

Найдем общее решение системы, сведя ее к уравнению 

02 11
)(

1 =′+′′− yyy IV . 

Составим характеристическое уравнение и найдем его корни: 

012 24 =+− λλ , 

0)1( 22 =−λ , 

12,1 =λ , 14,3 −=λ . 

Общее решение уравнения имеет вид 
xx exCCexCCy −+++= )()( 43211 , 

xx exCCCeCxCCyy −−−+++=′= )()( 43422112 . 

Определим произвольные постоянные из граничных условий: 
1)0( 311 =+= CCy , 

0)0( 34212 =−++= CCCCy , 
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11
43211 )()()1( −− +=+++= eeeCCeCCy , 

11
3212 2)2()1( −− −=−+= eeeCeCCy ; 

следовательно 01 =C , 12 =C , 13 =C , 04 =C . 
Таким образом, в задаче найдена экстремаль 

Txxxx eexexexy ))1(,()(* −− −++= ,  

при xx eexyx −++−=′′−= 2)3(22)( 21λ .   
 
Задачи для самостоятельного решения 
Необходимо найти: 

а) экстремаль функционала  +′+′=
2

0
21

2
2

2
121 ]2[),(

π

dxyyyyyyJ , 

удовлетворяющую граничным условиям 1)0(1 =y , 1)0(2 −=y , 

1
42

2

1 +=





 ππ

y , 1
42

2

2 −=





 ππ

y  и уравнению связи 0421 =−′+′ xyy . 

б) экстремаль функционала  +′=
1

0

2
2

2
121 ][),( dxyyyyJ , удовле-

творяющую граничным условиям 0)1()0( 21 == yy , 1)1()0( 12 == yy  

и уравнению связи 021 =−′ yy ; 

в) экстремаль функционала [ ]dxyyyyJ  ′+′=
π

0

2
2

2
121 ),( , удовле-

творяющую граничным условиям 0)()0()0( 121 === πyyy , 
2

)(2
ππ =y  

и уравнению связи 0cos21 =−−′ xxyy ; 

г) экстремаль функционала [ ] ′−′=
2

0

2
2

2
121 ),(

π

dxyyyyJ , удовле-

творяющую граничным условиям 0)0()0( 21 == yy , 
4

)
2

(1
ππ =y , 

2

1
)

2
(2 −=π

y  и уравнению связи 0sin21 =−−′ xyy . 
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Изопериметрические задачи 

Постановка задачи 
Рассмотрим задачу поиска экстремума функционала 

1 2 1 1

1

0

( , ,  ..., ) ( , ,  ..., , ,  ..., )
x

n n n
x

J y y y F x y y y y dx′ ′=  ,             (1.37) 

когда кроме граничных условий 

Axyi =)( 0 , Bxyi =)( 1 , ni ,1=                     (1.38) 

присутствуют ещё интегральные ограничения: 

1 1

1

0

( , ,  ..., , ,  ..., )
x

j n n j
x

f x y y y y dx l′ ′ = , kj ,1= .           (1.39) 

При этом функции 1 1( , ,  ..., , ,  ..., )j n nf x y y y y′ ′  непрерывно диф-

ференцируемы по всем переменным, jl  – заданные числа. Количе-

ство интегральных ограничений может быть меньше, равно или 
больше n . 

Функция 1 1( , ,  ..., , ,  ..., )n nF x y y y y′ ′  имеет непрерывные частные 

производные до второго порядка включительно по всем парамет-
рам. 

Соотношения (1.37) – (1.39) – постановка изопериметрической 
задачи. 

Примером является вторая задача Дидоны. 
 
Алгоритм поиска решения задачи 
1. Составить функцию Лагранжа: 

( ) 
=

′+′=′
k

j
jj yyxfyyxFyyxF

1

* ),,(,,),,( λ ,  

где функции jλ , kj ,1=  – множители Лагранжа (постоянные). 
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2. Записать систему уравнений Эйлера-Лагранжа и уравнения 
связи: 

* *

1 1

1

0

0, 1, ,

( , ,  ..., ,  ,..., ) , 1, .

y y

x

j n n j
x

i i
d

F F i n
dx

f x y y y y dx l j k

′
 − = =



′ ′ = =



 

3. Найти общее решение системы  

( ) ( )1 2 2, , ,  ..., , 1,i i ny x y x C C C i n= =  

и значения множителей Лагранжа 1,  ..., kλ λ . 

4. Определить постоянные 1 2 2, ,  ..., nC C C  из граничных условий 

(1.38) и выписать выражение для экстремали 

( ) ( ) ( )( )Tn xyxyxy **
1

* ...,,= . 

 
Примеры решения задач 

1. Необходимо найти экстремаль функционала  ′=
1

0

2 )()( dxxyyJ , 

удовлетворяющую граничным условиям 1)0( =y  6)1( =y  и инте-

гральной связи  =
1

0

3ydx . 

 Составим функцию Лагранжа:  

yyyyxF λ+′=′ 2* ),,( . 

Запишем уравнение Эйлера: 

* * 2 0y y
d

F F y
dx

λ′ ′′− = − =  или 
2

λ=′′y . 

Найдем общее решение дифференциального уравнения: дважды 
интегрируя левую и правую части уравнения, получим 

12
Cxy +=′ λ

, 21

2

4
CxC

x
y ++= λ . 
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Из уравнения связи имеем 

 =++=







++=








++

1

0
2

1

1

0

2

2
1

3

21

2

3
2122124

C
C

xC
xCx

dxCxC
x λλλ

. 

Далее определим 1C , 2C , λ  из граничных условий и уравнения 

связи: ( ) 20 1,y C= =  ( ) 1 21 6,
4

y C C
λ= + + =  1

2 3.
12 2

C
C

λ + + =  Отсю-

да 21 =C , 12 =C , 12=λ . 

В результате расчетов получаем экстремаль 123)( 2* ++= xxxy .  

2. Необходимо найти экстремаль функционала ( ) =
π

0

sin xdxyyJ , 

удовлетворяющую граничным условиям (0) 0,y =  ππ =)(y  и инте-

гральной связи  =′
π π
0

2

2

3
dxy . 

 Составим функцию Лагранжа:  
2* sin yxyF ′== λ . 

Запишем уравнение Эйлера: 

02sin** =′′−=− ′ yxF
dt

d
F yy λ , или 

λ2
sin x

y =′′ . 

Найдем общее решение дифференциального уравнения: дважды 
интегрируя левую и правую части уравнения, получим 

12

cos
C

x
y +−=′

λ
, 212

sin
CxC

x
y ++−=

λ
. 

 
Из уравнения связи имеем: 

 =





 ++−=








+−

ππ

λλλλλ 0
22

12
1

0
2

2
12

1
8

2cos

8

1cos

4

coscos
dx

xxC
Cdx

xxC
C  

2

3

88

2sin

8

1sin
2

2
1

0
22

12
1

π
λ
ππ

λλλ

π

=+=





 ++−= C

x
x

xC
xC . 
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Далее определим 1C , 2C , λ  из граничных условий и уравнения 

связи: 0)0( 2 ==Cy , πππ == 1)( Cy , 
2

3

8

1
2

2
1 =+

λ
C . 

Отсюда 02 =C , 11 =C , 
2

1±=λ . 

В результате получаем две экстремали: xxy +−= sin*
1 , 

xxy += sin*
2 .  

 
Задачи для самостоятельного решения 
Необходимо найти экстремали функционалов: 

а) ( )  ′=
1

0

2dxyyJ , 0)0( =y , 5)1( =y ,  =
1

0

1xydx ; 

б)  −′=
6

0

22 ]9[)(

π

dxyyyJ , 1)0( =y , 0)
6

( =π
y ,  =

6

0

12

π

ydx ; 

в)  ′=
1

0

2)( dxyyJ , 0)1()0( == yy ,  =
1

0

1ydx ,  =
1

0

0xydx ; 

г) ( )  ′=
π

0

2dxyyJ , ( ) 10 =y , ( ) 1=πy ,  =
π π
0 2

cos xdxy ; 

д) ( )  ′=
1

0

2dxyyJ , ( ) 00 =y , ( ) 11 =y , 0
1

0

= dxxy ; 

е) ( )  ′=
π

0

2dxyyJ , ( ) 00 =y , ( ) 1=πy ,  =
π

0

0sin xdxy ; 

ж) ( ) [ ]dxyyyJ  +′=
1

0

22 , ( ) 00 =y , ( ) 11 −= ey , ( )2
1

0

31
4

1 −− −= edxye x ; 

з) ( ) =
π

0

sin xdxyyJ , ( ) 00 =y , ( ) 0=πy , 
20

2 ππ
=′ dxy ; 

и) ( ) dxyyJ  ′=
1

0

2

2

1
, ( ) ( ) 010 == yy , 2

1

0

=′ dxyx ; 
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к) ( ) dxyyJ  ′=
1

0

2 , ( ) ( ) 010 == yy , 1
1

0

−= dxy ; 

л) ( ) dxyyyyJ  ′′=
1

0
2121, , ( ) ( ) ( ) 0100 121 === yyy , ( ) 112 =y ;

1

1
0

0xy dx ,=   

0
1

0
2 = dxxy ; 

м) ( ) [ ]dxyyxyyJ  −=
1

0
2121, , ( ) ( ) ( ) 0100 121 === yyy , ( ) 212 =y , 

5

41

0
21 −=′′ dxyy ; 

н) ( ) [ ]dxyxyyJ
e

e
 ′+′=
2

1 , ( ) 2=ey , ( ) 02 =ey , 1
1

2

=



 −′ dx

x
y

e

e

. 
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Раздел 2. ОПТИМАЛЬНОЕ УПРАВЛЕНИЕ 
 

В середине прошлого века развитие прикладных дисциплин 
(технических, экономических и ряда других) способствовало поста-
новке и рассмотрению нового класса экстремальных задач, полу-
чивших название задачи оптимального управления. В первую оче-
редь это было вызвано необходимостью исследования задач техни-
ческого содержания. Разделение фазовых переменных и управления 
и их связь при помощи дифференциального уравнения – обычная 
модель для процесса, развивающегося по законам природы, но ис-
пытывающего влияние человека, управляющего этим процессом в 
соответствии со своими целями и стремящегося в этом плане сде-
лать его в каком-то смысле оптимальным. Выделившаяся таким об-
разом новая ветвь в теории экстремальных задач быстро завоевала 
популярность среди специалистов по прикладным задачам, по-
скольку позволяла расширить область применения имеющихся зна-
ний, а также по-новому взглянуть на классическую теорию. 

Необходимое условие для задач этого класса – «принцип мак-
симума», – сформулированное Л.С. Понтрягиным в 1956 году, впо-
следствии было доказано им, его учениками и сотрудниками. Важ-
но то, что это условие имеет существенно иную форму в сравнении 
с классическими уравнениями Эйлера и Лагранжа: в качестве обя-
зательного условия решения задачи оптимального управления рас-
сматривается решение вспомогательной задачи на максимум (отсю-
да возникло и название). 

В отличие от задачи Лагранжа в задаче оптимального управле-
ния вводится управление и появляется дополнительное ограничение 
включения на управление u .U∈  Множество U  определяет воз-
можности человека влиять на происходящий процесс. Это условие 
отражает также возможные ограничения по управлению системами 
со стороны человека – ограниченность диапазона поворота рычагов 
(руля) управляемого аппарата. 

Еще одна особенность – отсутствие ограничений на непрерыв-
ность управления. В основном это связано с тем, что в классе не-
прерывных управлений данная задача часто не имеет решений (в 
большинстве задач, где U  дискретно). 
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2.1. Основные теоремы и определения 

Принцип максимума Понтрягина (в общем случае) 

Задачей оптимального управления будем называть задачу: 

( ) ( )
( )

0B 0 1   
0 1   

i

i

min; B , i , ..., m ,
B , i m , ..., m,

′→ ≤ =
′= = +

ξ ξ
ξ                   (2.1) 

( ) ( ) ( )( ) 0y x x, y x , u x x T− = ∀ ∈ϕ ,                        (2.2) 

( ) Δ∈∀∈ xUxu ,                                   (2.3) 

где ( ) ( )( )10 ,,, xxuy ⋅⋅=ξ , ( )nRPCx ,1 Δ∈ , ( )rRPCu ,Δ∈ , Δ∈10 , xx , 

10 xx < , Δ  – заданный конечный отрезок, rU R⊂ – произвольное 

множество, T ⊂ Δ – множество точек непрерывности управления u : 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )0 0 1 1

1

0

, ,  , , , , 0,  1,  ...,  
t

i i i
t

B f x y x u x dx x y x x y x i m= + =ξ ψ . 

( )Δ nPC ,R  – пространство кусочно-непрерывных на отрезке ∆ 

вектор-функции, соответственно ( )1 Δ nPC ,R  – пространство не-

прерывных вектор-функций, имеющих кусочно-непрерывную про-
изводную. 

Вектор-функция ( )1  ny y , ..., y=  называется фазовой перемен-

ной, вектор-функция ( )1,  ...,  ru u u=  – управлением. Ограничение 

(2.2), являющееся дифференциальным уравнением, называется 
дифференциальным ограничением. Оно должно выполняться во 
всех точках непрерывности управления u . В отличие от задачи Ла-
гранжа имеется ограничение (2.2) типа включения, которое должно 
выполняться во всех точках Δ∈x , а фазовая переменная 

( )1,  ..., ny y y=  может иметь меньшую гладкость. Частным случаем 

задачи (2.1) является задача, в которой один или даже оба конца – 
закрепленные. 
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Элемент ξ , для которого выполнены все указанные условия и 

ограничения задачи, называется допустимым (или допустимым 
управляемым процессом. 

Допустимый управляемый процесс ( ) ( )( )0 1
ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ, , ,y u x xξ = ⋅ ⋅  называ-

ется (локально) оптимальным (оптимальным в сильном смысле процес-

сом), если существует 0>δ  такое, что ( ) ( )ξBξB ˆ
00 ≥  для любого допус-

тимого управляемого процесса ( ) ( )( )0 1,  , ,y u x xξ = ⋅ ⋅ , для которого  

( ) ( ) ( ) .ˆ,ˆ,ˆ 1100 δδδ <−<−<⋅−⋅ Δ xxxxyy
C

 

Теорема. Пусть ( ) ( )( )0 1
ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ,  , ,y u x xξ = ⋅ ⋅  – оптимальный (в силь-

ном смысле) процесс в задаче управления (2.1); функции 
0  1   if , i , , ..., m= , ϕ  и их частные производные по x непрерывны в 

некоторой окрестности множества ( )( ){ }ˆx, y x x Δ∈ , декартово ум-

ноженного на U , а функции , 0,  1,  ...,   i i mψ = непрерывно диффе-

ренцируемы в окрестности точки ( ) ( )( )1100 ˆˆ,ˆ,ˆˆ,ˆ xyxxyx  (условие глад-

кости). 
Тогда найдутся множители Лагранжа  

( ) ( ) ( )( )( ) ( ) ( )( ) +−′+=Λ
1

0

x

x
1100 ,,,,,,,, xyxxyxldxuyxyxpuyxf ϕ  

где ( ) ( ) ( ) ( )( ) 
= =

==
m

i

m

i
iiii xyxxyxluyxfuyxf

0 0
1100 ,,,,,,,, ψλλ  – тер-

минант и выполнены условия слудующие: 
а) стационарность по y – уравнение Эйлера для лагранжиана 
( ) ( ) ( )( )uyxypuyxf ,,,,u,yy,x,L ϕ−+=  . 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ;0ˆˆ0ˆˆ =−+−⇔∈∀=+− xxpxfxpTxxLxL
dx

d
yyyy ϕ  

б) трансверсальность по y: 

( ) ( ) ( ) ( )00

ˆˆˆˆˆ
00 xyxyy lxplxL =⇔= , 

( ) ( ) ( ) ( )11

ˆˆˆˆˆ
11 xyxyy lxplxL −=⇔−= ; 

в) оптимальность по u : 
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( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ⇔=
∈

xuxyxyxLuxyxyxL
Uu

ˆ,ˆ,ˆ,,ˆ,ˆ,min   

( )( ) ( ) ( )( ){ } ( ) ( ) ( ) ;ˆˆ,ˆ,,ˆ,min Txxxpxfuxyxxpuxyxf
Uu

∈∀−=−
∈

ϕϕ  

г) стационарность по подвижным концам (выписывается только 
для подвижных концов отрезка интегрирования): 

( ) ( ) ( ) ( ) 0ˆˆˆˆˆˆ0ˆˆ
000t 000
=++−⇔=Λ xyllxfx xyx

 , 

( ) ( ) ( ) ( ) 0ˆˆˆˆˆˆ0ˆˆ
111x 111
=++⇔=Λ xyllxfx xyx

 ; 

д) дополняющая нежесткость: 

( )i
ˆ 0, 1,  ..., ;iB i mλ ξ ′= =  

е) неотрицательность 
0, 0,  1,  ...,  .i i mλ ′≥ =  

Доказательство. Для доказательства теоремы введем понятие 
игольчатых вариаций и пакета иголок, а также докажем ряд вспомо-
гательных лемм и теорем. 

1. Проварьируем процесс ˆ,ξ  включив его в конечно-

параметрическое семейство, определяемое пакетом иголок (набо-
ром игольчатых вариаций управления û ). Для этого фиксируем на-

туральное число ,N  наборы точек ( )1,  ..., Nτ τ τ= , Nτττ ≤≤≤ ...21 , 

уравнений ( )1,  ..., Nv v v= , длин ( )1,  ..., Nα α α= , ( Ti ∈τ , Uvi ∈ , 

0≥iα , 1,  ...,i N= ).  

Управление 

( )








Δ∈

ΔΔ∈
= =

,,

,\,ˆ
1

ii

N

i
i

xv

xxu
u 
α  

где ( ) ( )( )αταατ iNiN iiii −−−−−=Δ , , 22
1 ... Nααα ++= назо-

вем игольчатой вариацией управления û , определяемой пакетом 
иголок ( )ατ ,,v . Некоторые точки iτ  могут совпадать. Однако полу-

интервалы iΔ , имеющие длины iα , устроены так, что они не пересе-

каются и при малом α  лежат во множестве .T  
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Функция ( )0 0, y x x y ,α , являющаяся решением уравнения  

( ) ( ) 00,,, yxyuyxy == αϕ ,                         (2.4) 

называется игольчатой вариацией функции ŷ , определяемой точ-

кой ( )00 , yx  и фиксированным пакетом иголок ( )v,τ . Ниже будет 

показано, что если точка ( )00 , yx  находится в окрестности точки 

( )00 ˆ,ˆ yx  (обозначение ( )0 0ˆ ˆ ˆy y x= ), то при малом α  решение диф-

ференциального уравнения действительно существует и определено 
на всем отрезке Δ.  
 

2. Теорема существования. Предположим, что задача Коши 

( )yxFy ,= , ( ) ( )Δ∈= int000 xyxy  

имеет решение ( )n1 R,ˆ Δ∈PCy  на конечном отрезке Δ, при этом F – 

функция непрерывная и непрерывно дифференцируемая по y в не-

которой окрестности G-траектории ( )( ){ }ˆ ˆ,y x y x xΓ Δ= ∈ . 

Тогда найдется GG ⊂′  – окрестность траектории ŷΓ  – такая, 

что для любой точки ( ) Gyx ′∈00 ,  будет существовать единственное 

решение ( )0 0, ,y x y⋅  задачи Коши, определенное на Δ , при этом 

функция ( )0 0, ,y x x y  непрерывно дифференцируема на множестве 

G′×Δ  и  

( ) ( ) ( )0ˆ00 ,,,
000

xxyxxy xyyy Ω== , 

( ) ( ) ( ) ( )( )000ˆ00 ˆ,,,,
000

xyxFxxyxxy xyyx Ω−== , 

где ( )0, xxΩ  – фундаментальная система решений уравнения 

( ) ( )( ) ( ) ( ) IxxxxxyxFxx y =ΩΩ=Ω 000 ,,,ˆ,, (единичная матрица). 

Это классическая теорема о существовании и непрерывно диф-
ференцируемой зависимости решения дифференциального уравне-
ния от начальных данных. 
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Лемма об игольчатой вариации. Пусть наборы τ  и v  в пакете 

иголок ( ), ,vτ α  фиксированы. Тогда существует 0>ε  такое, что 

если 0 0 0 0ˆ ˆ0 ,  ,  y y x xα ε ε ε< < − < − < , то Ti ⊂Δ  и, кроме того, 

функция ( )α,,, 00 yxxy  – решение уравнения (2.4) – определена на 

отрезке Δ , непрерывно дифференцируема в некоторой окрестности 

точки ( )0,ˆ,ˆ,ˆ 001 yxx , при этом ( ) ( ) ( )0 0 ,
ˆ, , , 0nC R

y x y y
Δ

α⋅ − ⋅ →  при 

( ) ( )0 0 0 0ˆ ˆ, , , ,0x y x yα →  и  

( ) ( )xyxxyy Ω=0,ˆ,ˆ, 000
,                              (2.5) 

( ) ( ) ( )000 ˆˆ0,ˆ,ˆ,
0

xxyxxyx ϕΩ−= ,                          (2.6) 

где ( ) ( )0ˆΩ  Ω ,x x x=  – фундаментальная система решений уравне-

ния 
( ) ( ) ( ) ( ) Ixxxx y =ΩΩ=Ω 0ˆ,ϕ̂ . 

Наметим путь доказательства леммы. Если управление û  – не-
прерывная функция, то утверждение леммы сразу вытекает из тео-
ремы о существовании непрерывно дифференцируемой зависимо-
сти решения дифференциального уравнения от начальных данных. 
Если же û  – кусочно-непрерывна, то нужно применить теорему не-
сколько раз на каждом участке непрерывности. 

3. Редукция к конечномерной задаче. Снова фиксируем N , на-

боры τ  и v . Обозначим ( ) 2
1 0 0 1z: ,  ,  ,  ,  ...,  ,n N

Nx x y Rα α + += ∈  

( ) ( )( )
( ) ( )( ) ( )( )

0 0 0 1
1

0 0 0 0 1 1 0 0

0

: , , , , , ,

, , , , ,  , , , , , ,

i i
x

i i
x

B y B y x y u x x

f x y x x y u x dx x y x y x x y

α

α

α

α ψ α

= ⋅ =

= +
 

и рассмотрим конечномерную задачу с ограничениями типа ра-
венств и типа неравенств: 

( ) ( ) ( )0 min; 0, 1,  ..., ,  0,  1,  ...,i iB z B z i m B z i m m′ ′→ ≤ = = = +   ,  (2.7) 

0, 1,  ...,j j Nα ≥ = . 

В силу леммы об игольчатой вариации функции iB
~

 непрерыв-

но дифференцируемы в некоторой окрестности точки 
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( )0,ˆ,ˆ,ˆ 001 yxxz =  и элемент ( )( ) ( )( )10100,0 ˆ,ˆ,ˆ,,,; xxyxxyxy ⋅→⋅ α  в метри-

ке пространства ( ) 2, RRC n ×Δ  при ẑz→ . А так как элемент ξ дос-

тавляет локальный минимум в задаче (2.1), то точка .locminPẑ v,τ∈  

Значит, к задаче (2.7) применим принцип Лагранжа для конечно-
мерных задач с равенствами и неравенствами. Согласно ему най-
дутся множители Лагранжа 0 m, , λ λ , 1,  ..., Nμ μ , не все равные 

нулю ( ) ( )( )ντμμντλλ ,,, jjii == , такие, что для функции Лагранжа 

задачи (2.7): 

( )
0 1

m N

i i j j
i j

B zΛ λ μ α
= =

= − =    

( ) ( )( ) ( )( )0 0 0 0 1 1 0 0
1

1

0

, , , , , , , , , , , ,
x N

j j
jx

f x y x x y u x dx l x y x y x x yαα α μ α
=

= + −  

где ( ) ( )
=

=
m

i
ii yxyxyxyxl

0
11001100 ,,,,,, ψλ  и выполнены условия:  

а) стационарности: 0
~

z =Λ ; 

б) дополняющей нежесткости:  

( ) ( )( )ˆ0 0, 1,  ..., ) 0, 1,  ...,i i i i j jB z B i m e j Nλ λ ξ μ α′= ⇔ = = ⇔ = = ; 

в) неотрицательности: 

( )0, 0,  1,  ..., ) , 0, 1,  ...,i ji m f j Nλ μ′≥ = ⇔ ≥ = . 

4. Преобразование необходимых условий конечномерной задачи. 
Обозначим p  – решение дифференциального уравнения: 

x
ˆˆ xp p fϕ′ + = ,                                     (2.8) 

( ) 11
ˆˆ xp t l= − .                                       (2.9) 

Существование и единственность решения уравнения (2.8) с 
краевым условием (2.9) следует из теоремы существования и един-
ственности решения задачи Коши для линейных систем. Из опреде-
лений функций p  и определения функции Ω  следует, что 
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( ) Ω=Ω+Ω−Ω=Ω′+Ω′=Ω yyyy fppfppp
dx

d ˆˆˆˆ ϕϕ .  

Отсюда, используя формулу (2.9): 

  ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )  −Ω−=Ω−Ω=Ω=Ω
1

0

1

0

1 011011 ˆˆˆˆˆˆˆˆ
x

x

x

x
yy xpxlxxpxxpdxp

dx

d
dxf . (2.10) 

Распишем условия стационарности функции Лагранжа Λ~  в 

точке ẑ , учитывая лемму о приращении функционала и формулу из 

леммы об игольчатой вариации: 

( ) ( )( ) ( )
( ) ( )( ) ( )( )

( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( )

j
ˆˆˆ , ,

ˆˆ, , 0;

ˆ ˆˆ ˆ, , , , 0,

1,  ...,  .

j j j j

j j j j j j

j j j j j j j j j j

z f y f

p y

f y f p y

j N

αΛ τ τ ν τ

τ ϕ τ τ ν ϕ τ μ

τ τ ν τ τ ϕ τ τ ν ϕ τ μ

= − −

− − − =

− − − = ≥
=



(2.11) 

Преобразуем, используя соотношения (2.5) и (2.10): 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( )

1

0 0 0 1 0

0
1

0 1 1 0 1

0

0

ˆ

0 0 1 0 0
ˆ

1 1 0 1

0

ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆˆ , , ,0 , , ,0

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ

ˆˆ 0.

x

y y y y y y
x

x

y y y y y y
x

y

z f x y x x y dx l l y x x y

f dx l l x l x p x l l x

p x l

Λ

Ω Ω Ω Ω

= + + =

= + + =− − + + =

=− + =







  (2.12) 

Далее, используя соотношения (2.6) и (2.10), получим: 

( ) ( ) ( ) ( )

( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

ˆ

0 0 0
ˆ

1 0 0
ˆ

0 0 1 0
ˆ

1

0 0 0
0

1 0
1

0 1
0

ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆz , , ,0

ˆ ˆ ˆ ˆ, , ,0

ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ

x

е y x x
x

y x
x

y x y
x

f x f x y x x y dx l

l y x x y

f x f x x x dx l l x x

Λ

Ω ϕ Ω ϕ

= − + + +

+ =

= − − + − =







 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 1 0 0 0 1 01 0 1
ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆy x yf x l x x p x x l l x xΩ ϕ ϕ Ω ϕ= − + + + − =  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 0 0 0 00 0 0
ˆ ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ 0.x y xf x p x y x l f x l y x l′ ′= − + + = − + + =   (2.13) 
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( ) ( ) ( ) 0ˆˆˆˆˆˆˆ
~

11 111
=′++=Λ xyllxfz yxt .                    (2.14) 

Очевидно, что 0≠λ , иначе из определений функций f , l  и p  

следовало бы, что 0p ≡ , а из соотношений (2.11) следовало бы, что 

μ = 0, а множитель Лагранжа ( ) 0, ≠μλ . Умножением на положи-

тельную константу нормируем вектор λ  так, чтобы 1=λ . 

Итак, для точек 1, ..., N Tτ τ ∈ , управлений 1,  ..., N Uν ν ∈  су-

ществует вектор ( )0 1, ,  ...,  , 1mλ λ λ λ λ= =  (такой, что выполня-

ются соотношения «а» – «е») принципа максимума Понтрягина с 
условием оптимальности для конечного числа точек iτ  и управ-

лений iν ). 

5. Окончание доказательства. Рассмотрим в пространстве 
1+mR  подмножества ( ) UTK ∈∈ ντντ ,,, , сферы { }11 =∈= + λλ mRK , 

состоящие из тех векторов λ , для которых выполняются утвержде-
ния «a» – «e» теоремы о принципе максимума Понтрягина, причем 
в пункте «в» взято ,x uτ ν= = . Сфера K является компактом, мно-

жества ( ) KK ⊂ντ ,  замкнуты, конечное пересечение 

,
1, ..., j N

j jKτ ν
=

≠ Ø. 

Лемма о центрированной системе 

Пусть K  – компакт, { }Kα α Α∈  – система замкнутых подмно-

жеств K , любая конечная подсистема которой имеет непустое пе-
ресечение (центрированная система). Тогда пересечение всех мно-
жеств системы { }Kα α Α∈  непусто ( Kα

α Α∈
≠ Ø). 

Доказательство. Обозначим Oα  – дополнение к Kα  в ;K  

 \O K Kα α= . Тогда Oα  открыто в K . Если ≠
Α∈

α

αK Ø, то 

( ) 
Α∈ Α∈Α∈

===
α α

α
α

αα KKKО \K\K , т.е. { } Α∈ααO  есть открытое по-
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крытие компакта K . По определению компакта из любого откры-
того покрытия можно выделить конечное подпокрытие, т.е. можно 

найти 1 N, ..., α α , такие, что .
1

KO
N

j
j
=

=
 α  Но тогда 

( ) ===
===

N

j

N

j

N

j
jjj

OKOKK
111

\\ ααα Ø – противоречие с центрирован-

ностью системы. Значит, пересечение всех множеств системы 
≠

Α∈

α

αK Ø. 

По лемме о центрированной системе все множества ( )ντ ,K  

имеют непустое пересечение. Значит, существуют ненулевой вектор 

( )0 m,  ...,λ λ λ=  и функция ( )nRPCp ,1 Δ∈  такие, что выполняются 

утверждения теоремы «а» – «е» с условием оптимальности, выпол-
няющимся для любых UT ∈∈ ντ , .■ 

Принцип максимума Понтрягина для задачи со свободным концом 

Данная задача – частный случай задачи оптимального управле-
ния – задачи со свободным концом и закрепленным временем: 

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )( )
1

0

1B
x

x

y ,u f x, y x ,u x dx y x minψ⋅ ⋅ = + → ,        (2.15) 

( ) ( ) ( )( ) Txxuxyxxy ∈∀=−′ 0,,ϕ , ( ) Uxu ∈ , [ ]10 , xxx∈∀ , ( ) 00 yxy = , 

где rRU ⊂  – произвольное множество, [ ]10 , xxT ⊂  – множество то-

чек непрерывности управления ( ).⋅u  

Теорема. Пусть ( ) ( )( )ˆ ˆ,  y u⋅ ⋅  – оптимальный процесс в задаче 

оптимального управления (2.15). Функции f , ϕ  и их частные про-

изводные по y непрерывны в некоторой окрестности множества 
( )( ) [ ]{ }10 ,ˆ, xxxxyx ∈ , декартово умноженного на U , а функция ψ  

непрерывно дифференцируема в некоторой окрестности точки 

( )1ŷ x  (условие гладкости). 
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Тогда выполняется условие оптимальности по u: 

( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )
UuTx

xxpxfuxyxxpuxyxf

∈∀∈∀
−≥−

,

,ˆˆ,ˆ,,ˆ, ϕϕ
     (2.16) 

где p  – единственное решение дифференциального уравнения 

( ) ( ) ( ) ( ) Txxxpxfxp yy ∈∀=−+′− 0ˆˆ ϕ                (2.17) 

с краевым условием 

( ) ( )( )1 1ˆ .p x y xψ ′= −                               (2.18) 

Отметим, что принцип оптимальности (2.16) с условиями (2.17) 
и (2.18) может быть выведен из необходимых условий оптимально-
сти в общей задаче оптимального управления, множитель Лагранжа 

0λ  при функционале B  оказывается равным единице, а условие 

трансверсальности по ( )0y x  не существенно. 

Доказательство. Единственность решения уравнения (2.17) с 
краевым условием (2.18) следует из теоремы существования и 
единственности решения задачи Коши для линейных систем. 

А. Игольчатые вариации. Зафиксируем точку ,T∈τ  элемент 

U∈ν  и такое малое число 0≥α , что отрезок [ ] T⊂− τατ , . 

Управление 

( ) ( ) )
)

ˆ , , ,
, ,  

u x x
u x

xα
τ α τ

ν τ α τ
 ∉  − =  ∈  − 

 

назовем элементарной игольчатой вариацией û .  
Пусть ( )⋅αy  – решение уравнения ( ) ( ) ( )( )xuxyxxy αϕ ,,=′  с на-

чальным условием ( ) 00 yxy = . По локальной теореме существования 

функция αy  определена при малых α в некоторой окрестности точ-

ки 0x , но из леммы 1(формулировка будет приведена ниже) следу-

ет, что на самом деле вектор-функция αy  определена единствен-

ным образом на всем отрезке [ ]10, xx . 

Функция αy  называется элементарной  игольчатой вариацией 

функции ŷ , а пара ( )αα uy ,  – элементарной игольчатой вариацией 
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процесса ( )uy ˆ,ˆ . Тройку ( )αντ ,, , определяющую эту вариацию, бу-

дем называть элементарной иголкой. 
 
Б. Лемма 1 (о свойствах игольчатой вариации). Пусть в эле-

ментарной иголке ( )αντ ,,  точка Tτ ∈  и управление U∈ν  фик-

сированы. Тогда существует число 0>ε  такое, что для любого 

[ ]εα ,0∈  отрезок [ ] T⊂− τατ , , а функция αy  – игольчатая вариа-

ция функции ŷ определена на всем отрезке [ ]10, xx ; при этом при 

0+→α : 

а) функция ( ) ( )⋅→⋅ yy ˆα  в метрике пространства [ ]( )nRxxC ,, 10 ; 

б) функция 
( ) ( ) ( )⋅→⋅−⋅

g
yy

α
α ˆ

 в метрике пространства 

[ ]( )nRxC ,, 1τ , где функция g кусочно-дифференцируема на отрезке 

[ ]1, xτ  и удовлетворяет дифференциальному уравнению 

( ) ( ) ( ) [ ] Txxxgxxg y ∩∈∀=′ 1,ˆ τϕ                    (2.19) 

с начальным условием 
( ) ( )( ) ( )τϕνττϕτ ˆ,ˆ, −= yg .                         (2.20) 

Доказательство леммы 1 следует из двух основополагающих 
фактов теории обыкновенных дифференциальных уравнений: ло-
кальной теоремы существования и теоремы о непрерывной диффе-
ренцируемости решения по начальным данным.  

В. Лемма 2 (о приращении функционала). Пусть в элементарной 

иголке ( )αντ ,,  точка ,T∈τ  управление U∈ν  фиксированы, 

( ) ( ) ( )( )⋅⋅= ααα uyBB ,: . Тогда функция B  дифференцируема справа в 

нуле и ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( )τϕνττϕττνττ ˆ,ˆ,ˆ,ˆ,0 −−−=+′ ypfyfB . 

Используя теорему о среднем для определенных интегралов, 
правило перехода к пределу под знаком интеграла, дифференци-
руемость по Фреше и лемму 1, получим 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )

( )( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )( )
( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

1

0

1

0 0

1 1

0 0

0

1 1 1 1 1

0

ˆ ˆ, ,0
B 0 lim lim

ˆ1 ˆlim , , lim

1 ˆ ˆˆlim , , , ,

ˆ ˆ ˆ
lim

x

x
x

B y u B y uB B

y x y x
f x y x u x f x dx

f x y x f x dx f x y x u x f x dx

y x y x y x o y x y x

α α
α α

α
α αα α

τ

α αα τ α τ
α α

α

α
α α

ψ ψ
α α

ν
α
ψ

α

→+ →+

→+ →+

→+ −

→+

−−
′ + = = =

  − = − + =
 
 
 
 = − + − +
 
 
′  − + − + =



 

( )( ) ( )( ) [ ]
[ ] ( )( )( )

( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1

1

ˆ
,

0 0

1 1 1 1

ˆ ˆ
ˆlim , , lim

ˆ ˆˆ ˆ, , .

x
y

x

x

y

f y y o y y x
f x y x g f x

y x g x f y f f x g x dx p x g x

α α
α τ ατα α τ

τ

α

ψ τ τ ν τ

∈ −→+ →+

′ − + −
= − + +

′+ = − + −





 

Выражая yf̂  из уравнения (2.17), учитывая уравнение (2.19) и 

начальное условие (2.20) для ( )τg , имеем 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( ).ˆ,ˆ,

ˆˆ

1111

1 11 1

τϕνττϕτττ

ϕ
τ ττ τ

−−=−=

==′+′=+′=   
ypxgxpgpxgxp

dxpg
dx

d
dxgpgpgdxppgdxf

x xx x

yy  

Подставляя найденное значение 
1

ˆ
x

y gdxf
τ

 в выражение для 

( )0+′B , получим искомое представление. ■ 

Из леммы 1 следует, что если [ ]εα ,0∈ , то ( )αα uy ,  – допусти-

мый управляемый процесс и ( )⋅αy  равномерно стремится к ( )⋅ŷ . 

Поскольку ( )uy ˆ,ˆ  – оптимальный процесс, то при малых 0>α  
( ) ( ) ( ) ( )0ˆ,ˆ, BBuyBuyB ≥⇔≥ ααα . 

Отсюда по лемме 2 ( ) 00 ≥+′B . Из выражения для ( )0+′B вытекает, что  

( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) UTpfypyf ∈∀∈∀−≥− νττϕττνττϕτνττ ,ˆˆ,ˆ,,ˆ, , 
то есть выполняется соотношение (2.16). 

Теорема полностью доказана. ■ 
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2.2. Описание практических задач оптимального управления 
 

Простейшая задача о быстродействии 
 

Рассмотрим задачу о быстрейшей остановке лифта в шахте. 
Лифт управляется под действием внешней силы, которая может из-
меняться от –1 до +1. Требуется за кратчайшее время x остановить 
лифт ( ( ) 0xy =′ ), для определенности в начале координат 0)( =xy . 

Формализуем задачу: 
( ) ( ) ( ) ( ) 0,0,0,1min;X 21 =′==′=≤′′→ xyxyyyy ξξ . 

Приведем задачу к виду задач оптимального управления, вводя 

вместо функции y вектор-функцию ( )21, yy , управление u  и обо-

значения yuyyyy ′′=′== ,, 21 : 

[ ]1 2 2min; ,  , 1, 1X y y y u u′ ′→ = = ∈ − , 

( ) ( ) ( ) ( ) 0,0,0 212211 ==== xyxyyy ξξ . 

Функция Лагранжа: 

( )( ) ( )( )( )
( )( ) ( )( ) ( ) ( )

x

1 1 2 2 2
0

0 1 1 1 2 2 2 3 1 4 2

Λ p

0 0 .

x y y p x y u dx

x y y y x y xλ λ ξ λ ξ λ λ

′ ′= − + − +

+ + − + − + +

  

Необходимые условия: 
а) система уравнений Эйлера для лагранжиана 
( )( ) ( )( )uyxpyyx −′+−′= 22211pL : 

{ ( )1
2 1 2

2 1

1 1

2 2

0, 0, ;0,
0,

y y

y y

d
L L pdx p x C x Cd p p
L L

dx

′

′

− + = ′− =⇔ ⇔ = + ′− − =− + =


 

б) трансверсальность по y для терминанта 
( )( ) ( )( ) ( ) ( )xyxyyyxl 24132221110 00 λλξλξλλ ++−+−+= : 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1 11 1

2 22 2

y y 1 1 1 3,0

y y 2 2 2 40

L 0 , L 0 , ,

L 0 , L 0 , ;
y y x

y y x

l x l p p x

l T l p p x

λ λ
λ λ

′ ′

′ ′

= = − ⇔ = = −
= = − ⇔ = = −  
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в) оптимальность по u  (не зависящие от u слагаемые не выпи-
сываем): 

[ ]
( ){ } ( ) ( ) ( ) ( )

[ ]
( )
( )

2
2 2

1, 1

2

2

,   
ˆ ˆmin ,  

1, 1 ,  
 0,
 0;

u

sign p x
p x u p x u x u x

любое из
p x
p x

∈ −

− = −  =  −
≠
=

 

г) стационарность по x:  
( ) ( ) ( ) 00 24110x =′+′+⇔=Λ xyxyx λλλ ; 

д) неотрицательность 00 ≥λ . 

Учитывая то, что из начального условия следует ( ) 01 =′ xy , а из 

«г» ( ),p24 x−=λ  получаем, что «г» равносильно условию 

( ) ( )xuxp ˆ20 =λ . 

Если 00 =λ , то ( ) 02 =xp  либо ( ) 0ˆ =xu , но тогда из «г» вновь 

( ) 02 =xp . При этом 2p  не может быть тождественным нулем, иначе 

бы все множители Лагранжа были бы нулями. Значит, из «a» 
( ) ( )xxCxp −= 02 , а из «г» следует, что ( ) 1ˆ 0 ≡xu  или ( ) 1ˆ 0 −≡xu . 

Множество начальных условий, соответствующих таким уравнени-
ям, описывается уравнением 

( )






≤−

≥−
==

.0,2

,0,2
:

11

11
12

ξξ

ξξ
ξϕξ  

Действительно, пусть ( ) 1ˆ 0 ≡xu  ( )
( ) 0

02

2

1ˆ
=

≡′⇔
xy

xy  

( )
( )  0

2 0 0

1y x
y x x x

=
= −   ( ) ( )


−=
2

2
0

01

xx
xy  ≥= 0

2

2
2

1
ξξ  12 2ξξ −=  

(при извлечении квадратного корня берем знак минус, поскольку 
( ) 0022 <−== xyξ , при этом минимальное время движения 

02 >−= ξy ). В случае ( ) 1ˆ −≡xu  аналогично получаем, что 

0,2 112 ≤−= ξξξ . Таким образом, в нашей задаче в этих случаях 

минимум достигается при 00 =λ . 
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Если же ( )12 ξϕξ ≠ , то 00 ≠λ , и мы полагаем 10 =λ . Тогда из 

«г» вытекает, что ( ) 1p2 =x , т.е. имеются две возможности (рис. 2.1, а): 

( ) ( ) ( ) ( ) 1,1 002002 −−=+−= −+ xxCxpxxCxp . 

 
Рис. 2.1 

 
Этим возможностям в силу «б» соответствуют такие управления: 

{ {0 0
0 0

1, 0 , 1, 0 ,
1, ; 1, .

x xu ux x x x
τ τ

τ τ
+ −− ≤ < ≤ <= =< ≤ − < ≤  

Рассмотрим траектории, соответствующие оптимальным 

управлениям +u  и −u  на плоскости ( )21, yy , называемой фазовой 

(рис. 2.1, б). 
Для тех значений t, для которых ( ) 10 =xu , имеем 

C
y

CxC
x

yCxyy +=′′+′+=′+==′=′
22

1y
2
2

0

2
0

10212 . 

Таким образом, фазовая траектория, соответствующая этим 

значениям 0x , – кусок параболы C
y

y +=
2

2
2

1 . Направление движе-

ния по такой параболе определяется из условия возрастания 2y , так 

как в этом случае 12 =′y . Аналогично получаем, что для тех значе-

ний t, для которых ( ) 10 −=xu , фазовая траектория – кусок параболы 
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C
y

y +−=
2

2
2

1  в направлении движения из условия убывания 2y , так 

как 12 −=′y . 

Укажем теперь то место на фазовой плоскости ( )21, yy , где 

должно совершаться переключение управления. В искомую точку 
( )0,0  ( ) ( )( )021 == xyxy  мы должны попасть не более чем с одним 

переключением, двигаясь по фазовой траектории по разрешенному 
направлению. Совокупность начальных условий, соответствующих 

управлениям +u  и −u , описывается неравенствами ( )12 ξϕξ >  (для 
+u ) и ( )12 ξϕξ <  (для −u ). Переключения совершаются на кривой 

( )12 ξϕξ = . При этом нетрудно увидеть, что для каждого начального 

условия имеется единственная фазовая кривая, приводящая в точку 
( )0,0  (рис. 2.1). 

Поскольку всегда 12 =′y  на оптимальной траектории, то 

Cxy += 02 , и, значит, время движения 2x̂ Vary=  (вариация функ-

ции 2y ). Однако проще находить оптимальное время x̂ , строя 

функцию ( )⋅y  класса [ ]( )10
2 , ttPC , удовлетворяющую необходимым 

условиям экстремума и начальным условиям. 
Покажем, что оптимальная траектория, начинающаяся в точке 

( )1 2,  ξ ξ , является решением задачи. Пусть этой траектории соот-

ветствует управление û  (для определенности −û ), функция ŷ  и 

время x̂ . Предположим, что имеется некий другой допустимый 

управляемый процесс ( ) ˆ,  ,  ,y u x x x≤ . Доопределим функцию ( )⋅y  

нулем на отрезке [ ]xx ˆ, . 

Воспользуемся следующей формулой восстановления функции 
по ее n -й производной: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
  1

  1

  00

1
0

1 ! !

kn
n n k

k

y s y s ds x
n k

τ ττ τ
−

−

=
= − +

−  . 
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По этой формуле при 2=n  в силу условий на левом конце 
функции y  и ŷ  в точке τ можно представить в виде 

( ) ( ) ( ) ++′′−
τ

ξτξττ
0

12dssysy . 

Поскольку ( ) ( ) [ ]τ,01ˆ ∈∀′′≥=′′ ssysy , то 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ≥′′−−=−
τ

τττ
0

01ˆ dssysyy , 

причем равенство здесь возможно только если во всех точках не-
прерывности ( ) 1≡′′ sy , а ( ) ( ) [ ]τ,0ˆ ∈∀= xxyxy . 

Аналогично, с учетом условий на правом конце, функции y  и 

ŷ  в точке τ можно представить в виде 

( ) ( ) ( ) ′′−=
T

dssysy
ˆ

τ

ττ . 

Поскольку ( ) ( ) [ ]xssysy ˆ,1ˆ τ∈∀≤−=  , то  

( ) ( ) ( ) ( )( ) ≤−−−=−
x

dssysyy
ˆ

01ˆ
τ

τττ  , 

причем равенство и здесь возможно только если ( ) 1−≡′′ sy , а тогда 

( ) ( ) [ ]0000 ,ˆ xxxyxy τ∈∀= . 

Таким образом, ( ) ( )ττ yy ˆ= ., ( ) ( ) [ ]xxxyxy ˆ,0ˆ ∈∀≡ . Отсюда 

xx ˆ= . 
 
Примеры решения задач 

1. ( ) ( ) ( )
0

0

ˆextr; 2, 0 0 2 0
x

y dx y y y y′ ′→ ≤ = = = . 

 Эту задачу легко свести к задаче оптимального управления, 
вводя вместо функции y  вектор-функцию ( )1 2,  y y  и управление u , 

а также обозначения yyyyyy ′′=′== 321 ,, . Тогда наша задача све-

дется к задаче оптимального управления: 
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2

1 1 2 2
0

extr; ,y dx y y y u′ ′→ = = , 

[ ] ( ) ( ) ( ) 0200,2,2 221 ===−∈ yyyu . 

Функция Лагранжа: 

( )( ) ( )( )( ) ( ) ( ) ( ) +++−′+−′+=Λ
2

0
2322112221110 200 yyydxuyxpyyxpy λλλλ . 

Необходимые условия: 
а) система уравнений Эйлера – Лагранжа для лагранжиана 

( )( ) ( )( )uyxpyyxpyL −′+−′+= 2221110λ : 

{ ( )
( )

1 0
21 0

2 1 2 0

1 1

2 2

,0, 0,
0; ;  0; 2

y y

y y

d p x x CL L pdx xd p p p x Cx CL L
dx

λ
λ

λ
′

′

  = +− + = ′ − + =⇔ ⇔ ′− − = ′= − − + − + = 

 

б) трансверсальность по y  для терминанта 

( ) ( ) ( )200 232211 yyyl λλλ ++= : 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) .2,02,0

,02,02,0

322220

11120

2222

1111

λλ
λ

−==⇔==

==⇔==

′′

′′

pplLlL

pplLlL

yyyy

yyyy
 

в) оптимальность по u : 

[ ]
( ){ } ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

[ ] ( )
2 2

2 2
2 2 2

2 0
2 2 0;u ,

sign p x , p x ,ˆ ˆmin p x u p x u x u x
любое из , , p x∈ −

 ≠− = −  =  − =
 

г) неотрицательность: 
• 00 ≥λ  в задаче на минимум; 

• 00 ≤λ в задаче на максимум. 

Если 00 =λ , то из «a» следует, что 1 ,p C=  из «б» – 01 =p , по-

этому из «a» 02 ≠′=Cp , иначе все множители Лагранжа оказались 

бы нулями. Значит, из «в» 2ˆ =u  или 2ˆ −=u , т.е. 2=′′y  или 

2,y′′ = −  откуда 21
2 AxAxy ++=  или 21

2 BxBxy ++−= . В обоих 

случаях не существует функции такого вида, удовлетворяющей ус-
ловиям на концах ( ) ( ) ( ) 0200 =′=′= yyy . 
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Полагаем 10 =λ  в задаче на минимум. Тогда из «a» ( ) Cxxp +=1  

и из «б» ( ) 21 −= xxp , далее из «а» следует, что ( ) ( )
C

x
xp ′′+−−=

2

2 2

2  . 

Получили, что ( )xp2  – парабола с ветвями, направленными вниз, и 

вершиной на оси 2=x , следовательно, ( )xp2  не меняет свой знак 

на отрезке [ ]2,0  или меняет его с минуса на плюс в некоторой точке 

( )2,0∈τ . Значит, из «в» оптимальное управление û  на всем отрезке 

тождественно равняется двум или минус двум или меняет свое зна-
чение с минус двух на плюс два в некоторой точке τ . Но, как мы 
уже выяснили в первых двух случаях, функции, удовлетворяющей 
начальным условиям, нет.  

Осталось рассмотреть случай 

{ 2, 0 ,ˆ ˆ
2, 2.

xu y x
τ

τ
− ≤ ≤′′= = < ≤  

Интегрируя это равенство, находим, что  

{ 1

2

2 0
2 2
x C , x ,ŷ x C , x .

τ
τ

− + ≤ ≤′ = + < ≤  

Из условия на концах ( ) ( )0 2 0:y y′ ′= =  

{ 2 , 0 ,ˆ   2 4, 2.
x xy x x

τ
τ

− ≤ ≤′ = − < ≤  

Поскольку функция должна быть непрерывной в точке τ, то 
422 −=− ττ , откуда 1=τ . Интегрируя еще раз, получаем 

2
1

2
, 0 1,ˆ

4 2, 1 2.
x C xy
x x x

− + ≤ ≤=  − + ≤ ≤
 

Из начального условия ( ) 000 1 =⇔= Cy  и условия непрерыв-

ности в точке 1=τ : 2411 22 =⇔+−=− CC  находим допустимую 

экстремаль: 
2

2
, 0 1,ˆ
4 2, 1 2.

x xy
x x x

− ≤ ≤=  − + ≤ ≤
 

 



78 

 

Докажем с помощью непосредственной проверки, что функция 
ŷ  доставляет абсолютный минимум в задаче. Возьмем функцию 

[ ]( )2,02PCh∈  такую, чтобы hy +ˆ  была допустимой в задаче. Для 

этого необходимо взять функцию h , для которой 

,2ˆ ≤′′+′′ hy ( ) ( ) ( ) 0200 =′=′= hhh . 

Для функционала ( )( )
2

0

J y ydx⋅ =    

( ) ( ) ( )
2 2 2 2 2

2 2
0 0 0 0 0

ˆ ˆ ˆ ˆ .J y h J y y h dx ydx hdx p h dx hdp′′ ′+ − = + − = = − = −      

Интегрируя по частям дважды с учетом условий 
( ) ( ) ( ) ( ) 02,0200 2 =′=′=′= phhh , получим 

( ) ( )

.

ˆˆ

2

2

0

2

0
2

2

02

2

0
2

2

0

2

0
22

dxph

dxphphdphphdxphyJhyJ





′′−=

=′′−′=′=′−′′=−+
. 

Разбивая отрезок интегрирования на два и учитывая, что 





≤≤≥
≤≤≤





≤≤≤′′
≤≤≥′′

,21,0

,10,0

20,0

,10,0

2

2

xp

xp

xh

xh
 

имеем 

( ) ( )   ≥′′−′′−=−+
1

0

2

1
22 0ˆˆ phdxphyJhyJ . 

Таким образом, ˆ abs min.y∈  

При этом 

( )( ) ( )   −=+−+−==⋅=
2

0

1

0

2

1

22
min .224ˆˆ dxxxdxxdxyyJS  

Ясно, что при решении задачи на максимум ˆ max,y abs− ∈  

max 2S = , так как функционал ( )yJ  – нечетная функция относи-
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тельно y , а множество допустимых функций симметрично относи-

тельно нуля.  
2. min→T , 31 ≤′′≤− y , ( ) 10 =y , ( ) 1−=xy , ( ) ( ) 00 =′=′ xyy . 

 Приведем задачу к виду задач оптимального управления, 
вводя вместо функции y  вектор-функцию ( )21, yy  и управление u , 

а также обозначения yyyyyy ′′=′== 321 ,, : 

[ ]3,1,,min, 221 −∈=′=′→ uuyyyT , ( ) 101 =y , ( ) 11 −=xy , 

( ) ( ) 00 22 == xyy . 

Функция Лагранжа: 

( )( ) ( )( )( )

( )( ) ( ) ( )( ) ( ).1010 24132211

0
0

22221

xyxyyy

xdxuyxpyyxp
x

λλλλ

λ

++++−+

++−′+−′=Λ   

Необходимые условия: 
а) система уравнений Эйлера для лагранжиана ( )( ) ( )( )uyxpyyxpL −′+−′= 22211 : 

{ ( )
( )

1 1 11

2 1 2 1 2
2 2

0, ,0, ;0;
0;

y y

y y

d
L L p x Cpdx

d p p p x С x C
L L

dx

′

′

− + =  =′− =⇔ ⇔ ′− − = = +− + =


 

б) трансверсальность по x  для терминанта 
( )( ) ( ) ( )( ) ( )xyxyyyxl 241322110 1010 λλλλλ ++++−+= : 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1 1 1 301 11 1

2 2 2 402 22 2

0 , 2 0 , 2 ,

0 , 2 0 , 2 ;
y yy y x

y yy y x

L l L l p p

L l L l p p

λ λ
λ λ

′ ′

′ ′

= = − ⇔ = = −
= = − ⇔ = = −  

в) оптимальность по u : 

[ ]
( ){ } ( ) ( ) ( )

( )
( )

[ ] ( )

2

2 2 2
1, 3

2

1, 0,
ˆ ˆmin 3, 0,  

1, 3 , 0;u

p x
p x u p x u x u x p x

любоеиз p x∈−

− <− = −  = >
 − =

 

г) стационарность по x : 
( ) ( ) ( )00 24130 =′+′+⇔=Λ xyxyxT λλλ ; 

д) неотрицательность: 00≥λ . 
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Учитывая, что из начальных условий следует, что ( ) 01 =′ xy , а 

из «б» ( )xp24 −=λ , получаем, что «г» равносильно условию 

( ) ( )xuxp ˆ20 =λ . 

Если 00=λ , то ( ) 02 =xp  либо ( ) 0ˆ =xu , но отсюда из «с» вновь 

( ) 02 =xp . При этом 2p  не может быть тождественным нулем, ибо 

иначе все множители Лагранжа были бы нулями. Значит, из «a» 
( ) ( ) 0,02 ≠−= CxxCxp , тогда из «в» следует, что ( ) 1ˆ −≡xu  или 

( ) 3ˆ ≡xu , т.е. 1ˆ −=′′x  или 3ˆ =′′x , откуда 21

2

2
AxA

x
y ++−=  или 

21

2

2

3
BxB

x
y ++= . В обоих случаях не существует функции такого 

вида, удовлетворяющей условиям на концах ( ) ( )0 1, 1,y y x= = −  

( ) ( )0 0y y x′ ′= = . Таким образом, в случае 00 =λ  нет допустимых 

экстремалей. 
Полагаем 10 =λ . В силу условий «а» 2p  – линейная функция, 

не тождественно равная нулю. Значит, 2p  может менять свой знак 

на отрезке [ ]x,0  не более одного раза. Причем, если функция 2p  не 

меняет свой знак на [ ]x,0 , то ( ) 1ˆ −≡xu  или ( ) 3ˆ ≡xu . В обоих случа-

ях мы проверили, что нет допустимых экстремалей. 
Поэтому 2p  меняет знак на [ ]x,0  ровно один раз в некоторой 

точке ( )3,1−∈τ . Получаем две возможности: 





≤≤−
≤≤

=′′=
,,1

,0,3
ˆ

0

0

xx

x
yu

τ
τ

или { 0
0

1, 0 ,ˆ
3, .

xu x x x
τ

τ
− ≤ ≤′′= = ≤ ≤  

Первый случай невозможен, так как тогда параболы с заданны-
ми условиями на концах не пересекаются. Интегрируя второе ра-
венство, находим, что 

{ 1 0

2 0

, 0 ,ˆ
3 , .

x C xy x C x x
τ

τ
− + ≤ ≤′ = + ≤ ≤  
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Из условий на концах ( ) ( ) 00 =′=′ xyy  имеем 

( )



≤≤−
≤≤−

=′
.,3

,0,
ˆ

00

0

xxxx

xx
y

τ
τ

 

Поскольку [ ]( )xPCy ,0ˆ 2∈ , то функция y′ˆ  должна быть непре-

рывной в точке τ , поэтому ( )x−=− ττ 3 , откуда 
4

3x=τ . Отсюда  

( )









≤≤+−

≤≤+−
=

.
4

3
,

2

3

,
4

3
0,

2ˆ

0

2
0

0

2

xx
x

D
xx

x
xC

x

y  

Из начальных условий ( ) ( ) 1,10 −== xyy  следует, что 1=C , 

1−=D , а из условия непрерывности в точке 
4

3x=τ : 

1
32

3
1

32

9 22

−=+− xx
. Находим, что 

3

4=x . Таким образом, имеется 

единственная допустимая экстремаль 

( )










≤≤−−

≤≤+−
=

.
3

4
3,1

2

3/43

,30,1
2

ˆ 2

2

x
x

x
x

y  

Несложно показать, что ˆ absminy∈ , т.е. найденное значение 

доставляет абсолютный минимум в задаче.  
 
Задачи для самостоятельного решения 

1. ( ) ( )extr; 1 0y sin x dx y , y y .
π

π
π π

−

′→ ≤ − = =  
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Ответ: 

2

abs 4
2 2

2 2

min

x, x ,

ŷ x, x , min, S

x , x ,

ππ π
π π

π π π

 + − ≤ ≤ −
 −= − ≤ ≤ ∈ = −

 − ≤ ≤


; 

maxˆ absmax, 4.y S− ∈ =  

2.  ( ) ( ) ( )
2

0

extr; 2, 0 2 0, 0 0y dx y y y y′′ ′→ ≤ + = = . 

Ответ: 

2 4
2 abs

3minŷ x min; S= − ∈ = − ; 

max
4

ˆ absmax,
3

y S− ∈ = . 

3. ( ) ( ) ( ) ( ) 01,1,11,2min; =′=−′−==−≤′′→ xyyxyyyy . 

Ответ: 
2

min2
2 , 1 0,ˆ ˆ 1 absmin; 1
2 , 0 1;

x x xy x S
x x x

 − − − ≤ ≤= = ∈ =  − ≤ ≤ 
. 
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