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ПРЕДИСЛОВИЕ

Материал задачника соответствует программе первого семестра 
по высшей математике инженерных специальностей. Каждый раздел 
имеет свою нумерацию; в каждом задании – 30 вариантов. В начале 
раздела приведены решения некоторых наиболее трудных типовых 
задач, которые призваны помочь справиться с типовым расчетом.

В издании использованы следующие обозначения. Поле дей-

ствительных чисел отмечается символом ࡾ. В разделе 1 через 
ሺܺǡ ܻǡ ܼሻ обозначаются координаты вектора, а через ሺݔǡ ǡݕ ሻݖ – коорди-
наты точки трехмерного евклидова пространства, например ݔ есть 
первая координата точки ܣ. Знаки ٣ и צ обозначают перпендикуляр-
ность и коллинеарность (т.е. параллельность или совпадение) прямых 

и плоскостей; ǡ ǡ  – стандартный базис трехмерного евклидова про-
странства, т.е. векторы единичной длины, направленные по осям 
ǡݕǡܱݔܱ ݖܱ соответственно. Знаки скалярного и векторного произведе-
ния обозначаются точкой и крестиком – ̶ ǡڄ ൈ ̶. Расстояние между 
точками, прямыми и (или) плоскостями отмечается  так: ߩሺ�ǥ� ǡǥ��ሻ. В 

третьем разделе  ݕ௫ƍ означает производную функции ݕሺݔሻ по перемен-
ной ݔ, а ݕሺݔሻ ௫�ୀ�௫బפ − результат подстановки в функцию ݕሺݔሻ числа 

ݔ вместо переменной ݔ (т.е. ݕሺݔሻሻ. В последнем, четвертом разделе
символом א обозначается принадлежность элемента множеству, а 
символ Û заменяет слова «тогда и только тогда»  или «в том и толь-
ко том случае».

При составлении заданий и задач было использовано пособие   
Н.И. Дубровина «Задания к типовым расчетам по математике».
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Раздел  1. АНАЛИТИЧЕСКАЯ ГЕОМЕТРИЯ 
И  ЛИНЕЙНАЯ  АЛГЕБРА

Примеры решения задач

Задача 1. Найти площадь οܥܤܣ , если ܣሺͳǡെ͵ǡ ʹሻ, ܤሺͶǡ Ͳǡ െͷሻ, 
ሺͳǡܥ Ͳǡ െͳሻ.

Решение. Найдем координаты векторов ܤܣሬሬሬሬሬԦ и ʏʠሬሬሬሬሬԦ:
ሬሬሬሬሬԦܤܣ ൌ ሼͶ െ ͳǡ Ͳ  ͵ǡെͷ െ ʹሽ ൌ ሼ͵Ǣ ͵Ǣ െሽ; ܥܣሬሬሬሬሬԦ ൌ ሼͲǢ ͵Ǣ െ͵ሽ.
Вычислим векторное произведение:

ሬሬሬሬሬԦܤܣ ൈ ሬሬሬሬሬԦܥܣ ൌ อ
݅ ݆ ݇
͵ ͵ െ
Ͳ ͵ െ͵

อ ൌ ቚ͵ െ
͵ െ͵ቚ ݅ െ ቚ

͵ െ
Ͳ െ͵ቚ ݆  ቚ

͵ ͵
Ͳ ͵ቚ ݇ ൌ

ൌ ͳʹ݅  ͻ݆  ͻ݇ ൌ ሼͳʹǢ ͻǢ ͻሽ.
Тогда площадь ο��� равна 

ܵ ൌ ଵ
ଶ หܤܣሬሬሬሬሬԦ ൈ ሬሬሬሬሬԦหܥܣ ൌ

ଵ
ଶξͳʹ

ଶ ͻଶ  ͻଶ ൌ ଷξଷସ
ଶ ൎ ͺǡͶ.

Ответ: ܵ ൎ ͺǡͶ.

Задача 2. Найти уравнение высоты, опущенной из точки 
ܲሺͷǡെ͵ǡͳሻ на плоскость ݔʹ :ߨ  ݕ െ ݖ  Ͷ ൌ Ͳ.

Решение. Вектор ሬ݊Ԧ ൌ ሼʹǡ ǡ െͳሽ перпендикулярен плоскости ߨ и, 
значит, коллинеарен искомой прямой ݈.

Ответ: каноническое уравнение прямой ݈:
௫ିହ
ଶ ൌ ௬ାଷ

 ൌ ௭ିଵ
ିଵ .

Задача 3. Найти уравнение плоскости, проходящей через точки
ሺͳǡܯ Ͳǡ ʹሻ, ܰሺ͵ǡെ�ͳǡ Ͷሻ и перпендикулярной плоскости ߨǣ ݔ െ ݕʹ  �͵ݖ ൌ Ͳ.

Решение. ሬ݊Ԧ ൌ  െ ʹ  ,ߨ^��͵ поэтому ሬ݊Ԧ צ ߬, где ߬ – искомая 
плоскость. Вектор ܰܯሬሬሬሬሬሬሬԦሺʹǡെͳǡ ʹሻ также коллинеарен проскости ߬. Сле-
довательно, вектор

ሬሬሬሬሬሬሬԦܰܯ ൈ ሬ݊Ԧ ൌ อ
݅ ݆ ݇
ʹ െͳ ʹ
 ʹ ͵

อ ൌ ݅  ͳͳ݆  ͵݇

перпендикулярен этой плоскости. Тогда задача сводится к стандарт-
ной: найти уравнение плоскости Ĳ, проходящей через точку ܯ и пер-
пендикулярной вектору с координатами�ሺͳǡ ͳͳǡ ͵ሻ. Получаем уравне-
ние плоскости

߬ǣ�ͳ ή ሺݔ െ ͳሻ  ͳͳ ή ሺݕ െ Ͳሻ  ͵ ή ሺݖ െ ʹሻ ൌ Ͳ.
Ответ: ߬ǣݔ�  ͳͳݕ  ݖ͵ െ  ൌ Ͳ.

4



Задача 4. Найти расстояние между скрещивающимися прямыми

݈ଵǣ
௫�ି�ଵ
ଷ ൌ ௬�ା�ଶ

 ൌ ௭
ହ и ݈ଶǣ

௫�ା�ଵ
ସ ൌ ௬�ି�ଽ

ଵ ൌ ௭�ି�଼
ଷ и уравнение их общего пер-

пендикуляра.
Решение. Общая точка прямой ݈ଵ есть ܣ�ሺ͵ݐ  ͳǡ െʹǡ ͷݐሻ, а пря-

мой ݈ଶ െ ݑሺͶܤ� െ ͳǡ ݑ  ͻǡ ݑ͵  ͺሻ. Здесь ݐǡ .ࡾ�߳�ݑ Находим параметры 

ݐ и ݑ так, чтобы вектор ܤܣሬሬሬሬሬԦ был перпендикулярен к ݈ଵ и ݈ଶ одновре-

менно. Так как вектор ܤܣሬሬሬሬሬԦ имеет координаты�ሺͶݑ െ ݐ͵ െ ʹǡ ݑ  �ͳͳǡ ݑ͵ െ
ͷݐ  ʹሻ и  ൌ ͵  �ͷ , ൌ Ͷ    ͵� − направляющие векторы прямых
݈ଵ и ݈ଶ соответственно, то для ݑ и ݐ получаем систему двух линейных 

уравнений: ܤܣሬሬሬሬሬԦ ή ሬ݊Ԧ ൌ ሬሬሬሬሬԦܤܣ ή ሬ݉ሬԦ ൌ Ͳ или 

൜ ሺͶݑ െ ݐ͵ െ ʹሻ ή ͵  ሺ͵ݑ െ ͷݐ  ͵ሻ ή ͷ ൌ Ͳǡ
ሺͶݑ െ ݐ͵ െ ʹሻ ή Ͷ  ሺݑ  ͳͳሻ ή ͳ  ሺ͵ݑ െ ͷݐ  ͵ሻ ή ͵ ൌ Ͳǡ

откуда находим ݑ ൌ Ͳ, ݐ ൌ ͳ; ܣሺͶǡെʹǡͷሻ, ܤሺെͳǡ ͻǡ ͺሻ. Тогда ሬሬሬሬሬԦܤܣ ൌ െͷ  ͳͳ 
͵. Расстояние между прямыми ݈ଵ и ݈ଶ равно 

ሺ݈ଵǡߩ ݈ଶሻ ൌ ඥሺെͷሻଶ  ͳͳଶ  ͵ଶ ൌ ξͳͷͷ ൎ ͳʹǡͶͷ.

Ответ: ߩሺ݈ଵǡ ݈ଶሻ ൎ ͳʹǡͶͷ. Каноническое уравнение общего перпен-

дикуляра:
௫�ି�ସ
ିହ ൌ ௬�ା�ଶ

ଵଵ ൌ ௭�ି�ହ
ଷ .

Задача 5. В ромб с диагоналями ʹ݀ଵ, ʹ݀ଶ вписан эллипс
ሺ݀ଵ  ݀ଶሻ�ሺ˓ˋ˔˖ːˑˍሻǤ Точка касания делит сторону ромба в отноше-
нии ݉ǣ݊. Найти каноническое 
уравнение эллипса. 

Решение. Выберем систему 
координат, как указано на рисунке; 
координаты точки касания в пер-
вом квадранте обозначим  .ݕ ,ݔ
Так как ǣܨܤ ܥܨ ൌ ݉ǣ ݊ по условию, 

то
௫బ

ௗభି௫బ
ൌ 

 . Отсюда ݔ ൌ
ௗభ
ା. 

Аналогично ݕ ൌ
ௗమ
ା. Пусть каноническое уравнение эллипса. 

௫మ

మ
௬మ

మ ൌ ͳ����������������������������������������������� ሺͳሻ
Требуется найти ܽ и ܾ. Тангенс угла наклона прямой ܥܤ равен 

݀ଶȀ݀ଵ, что совпадает с производной в точке ݔ функции ݕሺݔሻ, заданной 

ܻ
ܤ

ܣ
ܨ

ܥ
ݕ

ݔ

ܦ

ܺ

݉
݊
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неявно соотношением ሺͳሻ. Дифференцируя ሺͳሻ по ݔ, считая ݕ функци-
ей переменной ݔ и подставляя ݔ ൌ ݔ и ݕƍሺݔሻ ൌ െ݀ଶȀ݀ଵ�ǡ получим

ݔʹ
ܽଶ 

ƍݕݕʹ
ܾଶ ൌ Ͳ ֜

ݔ
ܽଶെ

ݕ
ܾଶ ή

݀ଶ
݀ଵ
ൌ ͲǤ�������������������������ሺʹሻ

Кроме того, 
ଶݔ
ܽଶ 

ଶݕ
ܾଶ ൌ ͳǤ�������������������������������������������������ሺ͵ሻ

Соотношения ሺʹሻ и ሺ͵ሻ представляют  линейную систему двух 
уравнений относительно неизвестных ͳȀܽଶ, ͳȀܾଶ. Решая ее, получим

ܽଶ ൌ ଶݔ  ݕݔ ή
ௗమ
ௗభ
ൌ ௗభమమ

ሺାሻమ 
ௗభௗమ
ሺାሻమ ή

ௗమ
ௗభ
ൌ ௗభమమାௗమమ

ሺାሻమ ;

ܾଶ ൌ ଶݕ  ݔݕ ή
ௗభ
ௗమ
ൌ ௗమమమାௗభమ

ሺାሻమ .

Ответ: ܽ ൌ
ටௗభమమାௗమమ

ା , ܾ ൌ
ටௗమమమାௗభమ

ା .

Задача 6. Написать уравнение биссектрисы угла ܥܤܣ, где ܣሺͳǡ ͵ሻ, 
ሺെʹǡܤ Ͳሻ, ܥሺͷǡെͳሻ. 

Решение. Найдем ܣܤሬሬሬሬሬԦ ൌ ͵  ሬሬሬሬሬԦܥܤ ,͵ ൌ � െ . Пусть вектор Ԧܽ ൌ ܺ 
�ܻ коллинеарен биссектрисе угла ܥܤܣ. Тогда косинус угла между 

векторами Ԧܽ и ܣܤሬሬሬሬሬԦ будет равен косинусу угла между векторами Ԧܽ и 

 ɋሬሬሬሬሬԦ; откудаܤ
͵ܺ  ͵ܻ

ξ͵ଶ  ͵ଶξܺଶ  ܻଶ
ൌ

ܺ  ሺെͳሻܻ
ඥଶ  ሺെͳሻଶξܺଶ ܻଶ

или ͵ξͷͲሺܺ  ܻሻ ൌ ͵ξʹሺܺ െ ܻሻ, откуда ͵ܻ ൌ ܺ. Следовательно, в каче-
стве направляющего вектора биссектрисы можно взять ͵  . Тогда 
௫ାଶ
ଷ ൌ ௬

ଵ - каноническое уравнение биссектрисы.

Ответ: ݕ ൌ ଵ
ଷݔ 

ଶ
ଷ - уравнение биссектрисы.

Задача 7. Решить систему линейных уравнений 

൝
ݔ  ݕʹ  ݖ͵ ൌ Ͷǡ
ݔʹ  ݕʹ െ ݖ ൌ ͵ǡ
ݔ͵  ݕ͵  ݖʹ ൌ Ǥ

Решение. Сначала систему приводим к ступенчатому виду. Для 
этого первое уравнение умножаем на െʹ, െ͵ и прибавляем ко второ-
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му и третьему уравнению соответственно:

൝
ݔ  ݕʹ  ݖ͵ ൌ Ͷǡ
െ͵ݕ െ ݖ ൌ െͷǡ
െ͵ݕ െ ݖ ൌ െͷ

�����֞ ������ ൜ݔ  ݕʹ  ݖ͵ ൌ Ͷǡ
ݕ͵  ݖ ൌ ͷǤ��������

Далее, вычитая из третьего уравнения второе, получаем ступен-
чатый вид. Число ненулевых уравнений ሺൌ ʹሻ меньше, чем число не-
известных ሺൌ ͵ሻ; отсюда следует, что система неопределена. Для того 
чтобы записать формулу общего решения, объявим неизвестную  ݖ
свободной; ݔ и ݕ выражаются тогда через ݖ.

Ответ: ቐ
ݔ ൌ ହ

ଷ ݖ 
ଶ
ଷ ǡ

ݕ ൌ െ 
ଷ ݖ 

ହ
ଷ ǡ
ݖ������� א .ࡾ

Задача 8. Найти собственные числа и собственные векторы ли-
нейного оператора пространства ࡾଷ, заданного матрицей 

ܣ ൌ ൭
͵ ʹ Ͳ
ʹ ʹ ʹ
Ͳ ʹ ͳ

൱.

Решение. Составляем и решаем характеристическое уравнение

อ
͵ െ ߣ ʹ Ͳ
ʹ ʹ െ ߣ ʹ
Ͳ ʹ ͳ െ ߣ

อ ൌ Ͳ

֞ ሺ͵ െ ʹሻሺߣ െ ሻሺͳߣ െ ሻߣ െ Ͷሺͳ െ ሻߣ  Ͷሺ͵ െ ሻߣ ൌ Ͳ
֞ ሺ͵ െ ʹሻሺߣ െ ሻሺͳߣ െ ሻߣ െ ͺሺʹ െ ሻߣ ൌ Ͳ ֞ ሺʹ െ ଶߣሻሺߣ െ Ͷߣ െ ͷሻ ൌ Ͳ,

ଵߣ ൌ ଶߣ ,ʹ ൌ െͳ, ߣଷ ൌ ͷ.
Определяем собственные векторы Ԧଵ, Ԧଶ, Ԧଷ, соответствующие 

найденным характеристическим числам ߣଵ, ߣଶ, ߣଷ из системы од-
нородных уравнений ሺܣ െ Ԧሻܧߣ ൌ Ͳ�ሺ݅ ൌ ͳǡ ʹǡ ͵ሻ. Здесь ܧ − единичная 
͵ ൈ ͵ െ ɦɚɬɪɢɰɚǤ

Получаем
ଵߣ (1 ൌ ʹ ଶߣ (2 ൌ െͳ ଷߣ (3 ൌ ͷ

൝
ݔ  ݕʹ ൌ Ͳǡ����
ݔʹ  ݕʹ ൌ Ͳǡ���
ݕʹ െ ݖ ൌ ͲǢ�����

൝
Ͷݔ  ݕʹ ൌ Ͳǡ������
ݔʹ�  ݕ  ݖʹ ൌ Ͳǡ
ݕʹ  ݖʹ ൌ ͲǢ�������

൝
െʹݔ  ݕʹ ൌ Ͳǡ����
ݔʹ� െ ݕ͵  ݖʹ ൌ Ͳǡ
ݕʹ െ Ͷݖ ൌ ͲǤ���������

ݔ ൌ ǡݐʹ ݕ ൌ െͳǡ ݖ ൌ െʹݐǢ ݔ ൌ ǡݐ ݕ ൌ െʹݐǡ ݖ ൌ Ǣݐʹ ݔ ൌ ǡݐʹ ݕ ൌ ǡݐʹ ݖ ൌ Ǣݐ
Ԧଵ ൌ ሺʹ െ  െ ;ݐሻʹ Ԧଶ ൌ ሺ െ ʹ  ;ݐሻʹ Ԧଷ ൌ ሺʹ  ʹ  .ݐሻ

Ответ. Собственные числа ߣଵ ൌ ଶߣ ,ʹ ൌ െͳ, ߣଷ ൌ ͷ; соответствую-
щие им собственные векторы − Ԧଵ ൌ ሺʹ െ  െ ,ݐሻʹ Ԧଶ ൌ ሺ െ ʹ   ,ݐሻʹ
Ԧଷ ൌ ሺʹ  ʹ  ݐሺ ,ݐሻ א ǡࡾ ݐ ് Ͳሻ.

Задания
1. Даны декартовы прямоугольные координаты вершин пирами-
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ды :ସ. Найтиܣଷܣଶܣଵܣ
1) угол ߙ между ребрами ଶܣଵܣ и ܣଵܣସ;
2) площадь ܵ грани ;ଷܣଶܣଵܣ
3) объем ܸ пирамиды;
4) уравнение плоскости ߨ грани ;ଷܣଶܣଵܣ
5) угол ߚ между ребром ܣଵܣସ и гранью ;ଷܣଶܣଵܣ
6) уравнение высоты, опущенной из вершины ܣସ на грань

.ଷܣଶܣଵܣ
ଵሺെʹǢܣ .1.1 ͲǢ ʹሻ, ܣଶሺʹǢ ͵Ǣ ͳͶሻ, ,ଷሺെǢെ͵ǢͳͶሻܣ ସሺͳǢܣ െͶǢ ͳͶሻ.
ଵሺെͳǢܣ .1.2 െͳǢ Ͳሻ, ଶሺͳͳǢܣ ʹǢ െͶሻ, ଷሺͳͳǢܣ െͶǢ Ͷሻ, ܣସሺͳǢ ͵Ǣ ͵ሻ.
1.3. ଵሺെʹǢܣ ͲǢ Ͳሻ, ଶሺെͳǢܣ ʹ െ ʹሻ, ,ଷሺെͳʹǢെʹǢͳͳሻܣ ସሺͳǢܣ െ͵Ǣ ͵ሻ.
ଵሺെʹǢܣ .1.4 ͲǢ ͳሻ, ଶሺͲǢܣ ͳǢ െͳሻ, ଷሺെͶǢܣ ʹǢ Ͳሻ, ସሺെͳǢ͵Ǣܣ ʹሻ.
,ଵሺʹǢെͳǢͳሻܣ .1.5 ଶሺͳǢܣ ͳǢ െͳሻ, ,ଷሺͶǢെʹǢെͳሻܣ ସሺʹǢܣ ͵Ǣ ʹሻ.
ଵሺʹǢܣ .1.6 ͳǢ െʹሻ, ଶሺͶǢܣ െͶǢ ͳʹሻ, ଷሺെͺǢܣ െͳͲǢ Ͳሻ, .ସሺ͵Ǣെ͵Ǣെͳሻܣ
ଵሺെʹǢܣ .1.7 െͳǢ െʹሻ, ܣଶሺെͳǢ ͳǢ Ͳሻ,  ܣଷሺͲǢ െ͵Ǣ െͳሻ, ସሺͳǢܣ ͲǢ െ͵ሻ.
ଵሺͲǢܣ .1.8 ͳǢ ͳሻ,  ܣଶሺʹǢ ͲǢെͳሻ, ܣଷሺʹǢെͻǢെͳͲሻ, ܣସሺʹǢെʹǢ ሻ.
ଵሺെʹǢܣ .1.9 ͲǢ ʹሻ, ܣଶሺെͶǢ െͳǢ Ͷሻ, ܣଷሺͲǢ െʹǢ ͵ሻ, ܣସሺͲǢ ͷǢ ͷሻ.

ଵሺെʹǢʹǢܣ .1.10 Ͳሻ, ܣଶሺͳʹǢ ͶǢ ͷሻ, ܣଷሺെͶǢ െͻǢ ͳͲሻ, ܣସሺͲǢ െͶǢ െʹሻ.
ଵሺͲǢܣ .1.11 ͳǢ ͳሻ, ܣଶሺʹǢ െͶǢെͳ͵ሻ, ܣଷሺͳͲǢ ͳʹǢ ͵ሻ, ܣସሺ͵Ǣ െͳǢ Ͳሻ.
ଵሺͳǢܣ .1.12 ʹǢ െʹሻ,  ܣଶሺ͵Ǣ ͵ǢെͶሻ, ܣଷሺʹǢ ͶǢ Ͳሻ, ସሺ͵Ǣܣ െ͵Ǣʹሻ.
ଵሺͲǢܣ .1.13 െͳǢ ʹሻ,  ܣଶሺͳʹǢ െʹͳǢͳͳሻ, ܣଷሺͳǢെʹʹǢͳͶሻ, ܣସሺെ͵Ǣ ͲǢ ሻ.
ଵሺͲǢܣ .1.14 െͳǢ ʹሻ,   ܣଶሺെͳǢ െ͵ǢͶሻ,    ܣଷሺെͷǢ ͳ͵Ǣ Ͳሻ, ܣସሺ͵Ǣ ͶǢ ͳሻ.
ଵሺെʹǢͲǢܣ .1.15 െʹሻ, ܣଶሺെ͵ǢʹǢ െͶሻ, ܣଷሺെǢെͳͶǢ Ͳሻ, ܣସሺെͳǢ ʹǢ ሻ.
ଵሺʹǢܣ .1.16 ͲǢ െʹሻ, ܣଶሺെʹǢ ͺǢ െ͵ሻ, ܣଷሺͻǢ ͶǢ ʹሻ, ܣସሺͳͲǢ ͳǢ െͺሻ.
ଵሺͲǢܣ .1.17 െʹǢ െʹሻ,  ܣଶሺെͶǢ ͳͲǢ െͷሻ, ܣଷሺെͳʹǢ Ǣ െͳͳሻ,  ܣସሺെͻǢ Ǣ ͳͲሻ.
ଵሺെʹǢͳǢܣ .1.18 Ͳሻ, ܣଶሺെͶǢ ͲǢ െʹሻ,    ܣଷሺെͳʹǢെͳͲǢʹሻ,  ܣସሺെʹǢ ʹǢ ሻ.
ଵሺʹǢܣ .1.19 ʹǢ Ͳሻ, ܣଶሺͶǢ ͵Ǣ ʹሻ, ܣଷሺെͺǢെͻǢʹሻ,  ܣସሺʹǢ െʹǢ ͳሻ.
ଵሺʹǢܣ .1.20 ͳǢ ʹሻ, ଶሺെ͵Ǣܣ െͳ͵Ǣ Ͷሻ, ܣଷሺͳʹǢ െͳǢͳ͵ሻ, ܣସሺെͳǢ͵Ǣ ሻ.
ଵሺെͳǢͳǢܣ .1.21 Ͳሻ,  ܣଶሺͲǢ ͵Ǣ ʹሻ, ܣଷሺͳǢ ʹǢ െʹሻ, ܣସሺͷǢ െ͵Ǣ െʹሻ.
ଵሺ͵Ǣܣ .1.22 ͲǢ ʹሻ,  ܣଶሺʹǢ ʹǢ Ͳሻ, ܣଷሺͷǢ െͳǢ Ͳሻ, ܣସሺ͵Ǣ ͶǢ ͵ሻ.
ଵሺെͳǢʹǢܣ .1.23 Ͳሻ, ଶሺͳǢܣ ͵Ǣ ʹሻ,  ܣଷሺെǢͶǢ െͳͶሻ, ܣସሺെͳǢͷǢ ͵ሻ.
ଵሺʹǢܣ .1.24 ʹǢ ͳͲሻ,  ܣଶሺͶǢെ͵Ǣͳͷሻ, ܣଷሺെͺǢͻǢ ͵ሻ,  ܣସሺ͵ǢെʹǢʹሻ.
ଵሺʹǢܣ .1.25 ͲǢ െʹሻ, ܣଶሺǢ ʹǢെሻ,  ܣଷሺെʹǢͶǢ െͶሻ, ܣସሺെʹǢͳͲǢ െͺሻ.
ଵሺͲǢܣ .1.26 ͳǢ ʹሻ, ܣଶሺͶǢ ͵Ǣ െʹሻ, ܣଷሺെͶǢͷǢ Ͳሻ, ܣସሺʹǢ Ǣ Ͷሻ.
ଵሺെͳǢͳǢܣ .1.27 ʹሻ,  ܣଶሺ͵Ǣ ͵Ǣെʹሻ, ଷሺെͷǢܣ ͷǢ Ͳሻ, ܣସሺͳǢ Ǣ Ͷሻ.
ଵሺെͳǢ͵Ǣܣ .1.28 ʹሻ, ܣଶሺͳǢ ͶǢ Ͷሻ, ܣଷሺെǢ ͷǢെͳʹሻ, ܣସሺെͳǢǢ ͷሻ.
ଷሺͲǢܣ ,ଶሺͳǢെͳǢെͶሻܣ ,ଵሺെͳǢെʹǢെʹሻܣ .1.29 ͲǢ Ͳሻ, ܣସሺͶǢ െ͵Ǣ Ͷሻ.
ଶሺെͳǢܣ ,ଵሺെʹǢെͳǢെʹሻܣ .1.30 ͳǢെͶሻ, ܣଷሺെͳʹǢെ͵Ǣͻሻ, ܣସሺͳǢ െͶǢ ͳሻ.

2. Заданы плоскость ߨ и точка .ܯ Написать уравнение плоско-

сти ߬, проходящей через точку ܯ параллельно плоскости ߨ. Найти 
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расстояние ߩ между плоскостями.
ǣߨ .2.1 ݔ  ݕʹ  ݖʹ  ͳ ൌ Ͳ, ሺǡܯ ǡ െ͵ሻ.
ݔǣെͶߨ .2.2  ݖ͵ െ ͵ ൌ Ͳ, .ሺͷǡെͻǡെͻሻܯ
ݔǣͺߨ .2.3  ݕ െ Ͷݖ െ  ൌ Ͳ, ሺͶǡܯ ǡ ሻ.
ݔ͵ǣߨ .2.4 െ ݕ െ ݖʹ  ͷ ൌ Ͳ,ܯሺെͳǡ െͻǡ ሻ.
ݔʹǣെߨ .2.5 െ ݕ െ ݖʹ   ൌ Ͳ,ܯሺെͺǡ െͺǡ Ͳሻ.
ݔǣെͶߨ .2.6 െ ͺݕ െ ݖ   ൌ Ͳ,ܯሺʹǡ ͵ǡ െͺሻ.
ݔǣͶߨ .2.7  Ͷݕ  ݖʹ െ ͳ ൌ Ͳ,ܯሺʹǡെͳǡ Ͳሻ.
ݔ͵ǣെߨ .2.8  ݕ െ ݖʹ െ ʹ ൌ Ͳ, ሺͻǡܯ െͺǡെሻ.
ݔǣെͶߨ .2.9 െ ͺݕ െ ݖ  ͳ ൌ Ͳ,ܯሺെͺǡ െǡ Ͳሻ.

ǣߨ .2.10 Ͷݔ  ͺݕ െ ݖ െ ͳ ൌ Ͳ, ሺͻǡܯ Ͷǡ Ͷሻ.
ǣߨ .2.11 െݔ െ ݕ͵  ݖ െ  ൌ Ͳ, .ሺെͺǡെ͵ǡെͶሻܯ
ǣߨ .2.12 ݔʹ െ Ͷݕ  Ͷݖ െ ͵ ൌ Ͳ, ሺʹǡܯ ͷǡ ͳሻ.
ǣߨ .2.13 െʹݔ െ ͻݕ െ ݖ ൌ Ͳ, ሺʹǡܯ ͳǡ െͶሻ.
ǣߨ .2.14 െݔ െ ͺݖ  ͷ ൌ Ͳ, ሺെͺǡܯ Ͳǡ െͶሻ.
ǣߨ .2.15 െݔ െ ͻݕ െ ݖʹ ൌ Ͳ, ሺെͶǡܯ ͷǡ ሻ.
ǣߨ .2.16 ݔ െ ݕ͵  ݖʹ െ ͵ ൌ Ͳ,ܯሺ͵ǡ ǡ െͶሻ.
ǣߨ .2.17 Ͷݔ  Ͷݕ  ݖʹ  ͷ ൌ Ͳ,ܯሺͳǡെͻǡെͻሻ.
ǣߨ .2.18 Ͷݔ െ ͺݕ െ ݖ െ ͻ ൌ Ͳ, ሺǡܯ ͵ǡ Ͳሻ.
ǣߨ .2.19 െͻݔ െ ݕ െ ݖʹ  Ͷ ൌ Ͳ, .ሺെǡെͺǡെʹሻܯ
ǣߨ .2.20 െݔ  ͺݕ െ ͻ ൌ Ͳ, .ሺെ͵ǡെ͵ǡെሻܯ
ǣߨ .2.21 െͺݔ  ݕ  Ͷݖ െ  ൌ Ͳ, ሺͻǡെͻǡܯ Ͷሻ.
ǣߨ .2.22 ݔ െ ݕʹ  ݖ͵  Ͷ ൌ Ͳ,ܯሺǡെ͵ǡെሻ.
ǣߨ .2.23 െͺݔ  ݕ  ݖ െ ͺ ൌ Ͳ, .ሺെʹǡെͺǡെͺሻܯ
2.24. ǣߨ ݔ െ ݕʹ െ ͻݖ െ ͳ ൌ Ͳ,ܯሺͶǡെ͵ǡെͻሻ.
ǣߨ .2.25 Ͷݔ െ ݕʹ  Ͷݖ ൌ Ͳ, ሺͶǡܯ Ͳǡ െሻ.
ǣߨ .2.26 ݔʹ െ ݕ  ݖ͵ െ Ͷ ൌ Ͳ,ܯሺെͷǡ ǡ െͻሻ.
ǣߨ .2.27 െͶݔ  ݕ  Ͷݖ െ  ൌ Ͳ, ሺ͵ǡܯ ͺǡ ʹሻ.
ǣߨ .2.28 െͺݔ  Ͷݕ െ ݖ   ൌ Ͳ, .ሺǡെǡെ͵ሻܯ
ǣߨ .2.29 െݔ  ݕ͵ െ ݖ  ͵ ൌ Ͳ, ሺെ͵ǡെͶǡܯ ͵ሻ.
ǣߨ .2.30 ͺݔ  ݕ െ  ൌ Ͳ, ሺ͵ǡܯ ǡ െሻ.

3. Написать уравнение плоскости ߬, проходящей через точки ܯଵ
и ܯଶ перпендикулярно заданной плоскости ߨ.

ݔǣͶߨ .3.1 െ Ͷݕ  ݖ  ͳ ൌ Ͳ, ଵሺʹǢܯ �െͶǢ ʹሻ, ଶሺെͶǢͷǢܯ Ͳሻ.
ݔǣͶߨ .3.2 െ ݕ͵ െ ݖ െ ͵ ൌ Ͳ, ଵሺെͶǢܯ �ͷǢ െͶሻ, ଶሺെͳǢെͶǢܯ െͶሻ.
ݔǣͶߨ .3.3 െ Ͷݕ  ݖ  ͳ ൌ Ͳ, ଵሺʹǢܯ �െͶǢ ʹሻ, ଶሺെͶǢܯ ͷǢ Ͳሻ.
ݔǣͶߨ .3.4  ݕʹ െ ͷݖ ൌ Ͳ, ଵሺെͶǢܯ �ͶǢ െͷሻ, ଶሺെ͵Ǣܯ ͵Ǣ Ͳሻ.
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ǣߨ .3.5 ݔ െ ݕʹ  ͷݖ  ͵ ൌ Ͳ, ଵሺʹǢܯ �െͶǢ ͳሻ, ଶሺെͶǢܯ ͲǢെͳሻ.
ݔǣͶߨ .3.6  ݕ െ ͷݖ  ͷ ൌ Ͳ, ଵሺʹǢܯ �ʹǢ �Ͷሻ, ଶሺ͵Ǣܯ ͶǢ െͶሻ.
ݔ͵ǣെߨ .3.7  Ͷݖ  Ͷ ൌ Ͳ, ଵሺͷǢܯ �ͳǢ Ͷሻ, ଶሺͲǢܯ ͵Ǣ ʹሻ.
ݔʹǣെߨ .3.8  ݕʹ  ʹ ൌ Ͳ, ଵሺെͷǢܯ �͵Ǣ െʹሻ, ଶሺ͵Ǣܯ ͲǢ ͳሻ.
ݔǣെͷߨ .3.9 െ ͷݕ  ݖ͵  Ͷ ൌ Ͳ, ଵሺ͵Ǣܯ �െͷǢ െ͵ሻ, .ଶሺ͵ǢെͶǢെͳሻܯ

ǣߨ .3.10 െݔ  ͷݖ  Ͷ ൌ Ͳ, ଵሺെͳǢܯ �െͷǢ ͳሻ, .ଶሺͷǢെͳǢ͵ሻܯ
ǣߨ .3.11 െͷݔ െ ݕʹ  ݖʹ െ ͵ ൌ Ͳ, ଵሺ͵Ǣܯ ʹǢ െ͵ሻ, .ଶሺʹǢെʹǢͷሻܯ
ǣߨ .3.12 ݕ͵  ݖ͵ െ Ͷ ൌ Ͳ, ଵሺʹǢܯ �െͷǢ ͵ሻ, ଶሺെͳǢܯ ͷǢെ͵ሻ.
ǣߨ .3.13 െͶݔ  ݕ͵ െ ݖʹ  ͵ ൌ Ͳ, ଵሺͶǢܯ �െ͵Ǣ െͷሻ, ଶሺെͳǢܯ ͲǢ Ͷሻ.
ǣߨ .3.14 െ͵ݕ െ ݖʹ െ ͷ ൌ Ͳ, ଵሺെͶǢܯ �ͶǢ െ͵ሻ, ଶሺെʹǢܯ ʹǢ ͵ሻ.
ǣߨ .3.15 െ͵ݔ  ݕ  Ͷ ൌ Ͳ, ଵሺെʹǢܯ �െͷǢ Ͳሻ, ଶሺെ͵Ǣܯ െ͵Ǣെʹሻ.
ǣߨ .3.16 െݔ െ Ͷݕ െ ݖʹ  ͷ ൌ Ͳ, ଵሺെͳǢܯ �െ͵Ǣ െͳሻ, ଶሺͶǢܯ ͵Ǣ ʹሻ.
ǣߨ .3.17 ͷݔ  ͷݕ െ ݖ͵ െ ʹ ൌ Ͳ, ଵሺͲǢܯ �െͳǢ െʹሻ, ଶሺʹǢܯ ͲǢ ͵ሻ.
ǣߨ .3.18 െͷݔ  Ͷݕ  ݖ͵ െ ʹ ൌ Ͳ, ଵሺ͵Ǣܯ �െͳǢ െͳሻ, ଶሺʹǢܯ ͲǢ െʹሻ.
ǣߨ .3.19 ݔʹ  ݕ  ʹ ൌ Ͳ, ଵሺെ͵Ǣܯ �െͷǢ ͳሻ, ଶሺ͵Ǣܯ ͲǢ ʹሻ.
ǣߨ .3.20 െʹݔ െ ݕʹ െ Ͷݖ െ ͳ ൌ Ͳ, ଵሺʹǢܯ �ͲǢ Ͷሻ, ଶሺͳǢܯ ͲǢ െͳሻ.
ǣߨ .3.21 ݔ͵ െ Ͷݕ  ݖ ൌ Ͳ, ଵሺെͶǢܯ �ͲǢ ͳሻ, ଶሺͳǢܯ ͷǢ ͵ሻ.
ǣߨ .3.22 െʹݔ െ ݕ െ ͵ ൌ Ͳ, ଵሺെͷǢܯ �ͳǢ ͳሻ, ଶሺെʹǢܯ െͷǢെͳሻ.
ǣߨ .3.23 െݔ  ͷݕ  ݖ െ ͵ ൌ Ͳ, ଵሺʹǢܯ �ͶǢെʹሻ, ଶሺെͳǢܯ െ͵Ǣʹሻ.
ǣߨ .3.24 Ͷݔ െ Ͷݕ  ݖ  ͳ ൌ Ͳ, ଵሺʹǢܯ �െͶǢ ʹሻ, ଶሺെͶǢܯ ͷǢ Ͳሻ.
ǣߨ .3.25 െͷݔ  Ͷݕ െ ݖʹ െ ͵ ൌ Ͳ, ଵሺ͵Ǣܯ �͵Ǣെ͵ሻ, .ଶሺͷǢെʹǢെͶሻܯ
ǣߨ .3.26 െݔ  ݕ  ݖ͵  ͵ ൌ Ͳ, ଵሺെͳǢܯ �ʹǢ െ͵ሻ, ଶሺͶǢܯ ʹǢ ͵ሻ.
ǣߨ .3.27 െʹݔ  ݕ͵  ݖʹ  ʹ ൌ Ͳ, ଵሺെ͵Ǣܯ �ͳǢ െͶሻ, ଶሺെͷǢܯ െʹǢͶሻ.
ǣߨ .3.28 ݔ െ ͷݕ  ݖ  ʹ ൌ Ͳ, ଵሺͷǢܯ �ͶǢ Ͷሻ, .ଶሺ͵ǢെͷǢെͶሻܯ
ǣߨ .3.29 ͷݔ െ ݕ െ ݖʹ െ ͳ ൌ Ͳ, ଵሺെͳǢܯ �ͲǢ ʹሻ, ଶሺ͵Ǣܯ ͲǢ െͳሻ.
ǣߨ .3.30 ݔʹ െ Ͷݕ െ ݖ͵  ʹ ൌ Ͳ, ଵሺͶǢܯ �െ͵Ǣ െ͵ሻ, ଶሺ͵Ǣܯ ͵Ǣ ʹሻ.

4. Даны прямая ݈ и точка ܯ Написать:

1) уравнение плоскости ݈ проходящей через прямую ,ߨ и точку ܯ;
2) уравнение плоскости ߬, проходящей через точку ܯ перпенди-

кулярно прямой ݈;
3) канонические уравнения прямой ݄, проходящей через точку 

ܯ перпендикулярно к ݈.
4.1. ݈ǣ� ௫ିଶଶ ൌ ௬ିଵ

ିଵ ൌ
௭ିଵ
ଶ ሺʹǢܯ , ͲǢ ʹሻ.

4.2. ݈ǣ� ௫ସ ൌ
௬
ି ൌ

௭ିଵ
ିସ ሺͳǢܯ , െͳǢ െ͵ሻ.

4.3. ݈ǣ� ௫ଶହ ൌ
௬ାଶ
ିଶ ൌ

௭ିଵ
ିଵ, ሺͳǢܯ െ͵Ǣ ͳሻ.
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4.4. ݈ǣ� ௫ାଶଶ ൌ ௬ାଵ
ଵ ൌ ௭ିଵ

ଵଵ ሺെͶǢܯ , ͳǢ ʹሻ.

4.5. ݈ǣ� ௫ାଶଵ ൌ ௬ିଶ
ଶ ൌ ௭ାଵ

ିଶ ሺെͳǢܯ , ͵Ǣ െͳሻ.

4.6. ݈ǣ� ௫
ିଶହ ൌ

௬ିଵ
ିଶ ൌ

௭
ଵ, ܯሺെͳǢ ͲǢ Ͳሻ.

4.7. ݈ǣ� ௫ାଶଵ ൌ ௬ିଶ
ିଶ ൌ

௭
ିଶ, ܯሺെͳǢ ͳǢ Ͳሻ.

4.8. ݈ǣ� ௫ିଶଵ ൌ ௬ିଶ
ଶ ൌ ௭

ିଶ, ܯሺ͵Ǣ ʹǢ െͳሻ.

4.9. ݈ǣ� ௫ାଵଵ଼ ൌ ௬
ିଵ ൌ

௭
ି, ܯሺͲǢ െͳǢ Ͳሻ.

4.10. ݈ǣ� ௫ାଶଵ ൌ ௬ାଵ
ିଵଵ ൌ

௭ାଵ
ିଶ ሺെͳǢܯ , െ͵Ǣ െ͵ሻ.

4.11. ݈ǣ� ௫ାଵିଶ ൌ
௬ିଵ
ିଵ ൌ

௭
ିଶ, ܯሺെʹǢ ʹǢ െͶሻ.

4.12. ݈ǣ� ௫ାଶଵ ൌ ௬
଼ ൌ

௭ାଵ
ିସ ሺെͳǢܯ , ͳǢ െͳሻ.

4.13. ݈ǣ� ௫ଶ ൌ
௬ିଶ
ିଵ ൌ

௭ାଵ
ିଵଵ, ܯሺʹǢ ͳǢ െ͵ሻ.

4.14. ݈ǣ� ௫ହ ൌ
௬ିଶ
ିଵ ൌ

௭
ଵସ, ܯሺͳǢ ͵Ǣ Ͳሻ.

4.15. ݈ǣ� ௫ାଶିଶ ൌ
௬ାଶ
ିଵସ ൌ

௭ାଵ
ହ ሺെͳǢܯ , െʹǢ Ͳሻ.

4.16. ݈ǣ� ௫ାଵଶ ൌ ௬ିଶ
ିହ ൌ

௭ିଶ
ିଵସ, ܯሺͲǢ ͳǢ െʹሻ.

4.17. ݈ǣ� ௫ିଶିଽ ൌ
௬ିଵ
ିଶ ൌ

௭ାଶ
 ሺͳǢܯ , ͲǢ െʹሻ.

4.18. ݈ǣ� ௫ାଶଽ ൌ ௬
ିଶ ൌ

௭ାଶ
 ሺെͳǢܯ , െͳǢ െʹሻ.

4.19. ݈ǣ� ௫ାଶଵ ൌ ௬ାଶ
ଵଶ ൌ ௭ାଶ

ଵହ ሺʹǢܯ , ͳǢ െͳሻ.

4.20. ݈ǣ� ௫ାଶ଼ ൌ ௬ିଵ
ିଵ ൌ

௭
ସ, ܯሺെͳǢ ͲǢ ͲሻǤ

4.21. ݈ǣ� ௫ିଶ ൌ
௬ିଶ
ଵସ ൌ ௭ିଵ

ିହ ሺͳǢܯ , ʹǢ ͲሻǤ
4.22. ݈ǣ� ௫ିଵଵଶ ൌ ௬ାଵ

ଷ ൌ ௭ାଵ
ସ , �ሺͳǢͲǢ െͷሻǤ

4.23. ݈ǣ� ௫ିଶି ൌ
௬
ିସ ൌ

௭ାଶ
ସ ሺͳǢܯ , െͶǢ െͳሻ.

4.24. ݈ǣ� ௫ିହ ൌ
௬
ିଶ ൌ

௭ିଵ
ଵସ ሺെͳǢܯ , ͳǢ ͳሻ.

4.25. ݈ǣ� ௫ିଵି ൌ
௬
ଵ଼ ൌ

௭
ହ, ܯሺͳǢ ͳǢ െͳሻ.

4.26. ݈ǣ� ௫ିଵଶ ൌ ௬ାଵ
ିଶ ൌ

௭ାଵ
ିଵ ሺʹǢܯ , െͷǢ Ͳሻ.

4.27. ݈ǣ� ௫ି ൌ
௬ାଶ
 ൌ ௭ିଶ

ିଵ଼, ܯሺͲǢ െͳǢ ͳሻ.
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4.28. ݈ǣ� ௫ାଶିଵ ൌ
௬ିଶ
ିଶ ൌ

௭ାଶ
ଶ ሺെ͵Ǣܯ , ͳǢ െʹሻ.

4.29. ݈ǣ� ௫ାଶିଵ ൌ
௬ିଵ
ଶ ൌ ௭ିଶ

ିଶ ሺെ͵Ǣܯ , ͳǢ ͳሻ.

4.30. ݈ǣ� ௫ିଶଶ ൌ ௬ିଵ
ିହ ൌ

௭ିଶ
ିଵସ, ܯሺʹǢ ͲǢ Ͳሻ.

5. Даны уравнения прямых ݈ଵ и ݈ଶ.
1) убедиться в том, что прямые ݈ଵ и ݈ଶ скрещивающиеся;

2) составить уравнение плоскости проходящей через ,ߨ ݈ଵ па-
раллельно ݈ଶ;

3) найти расстояние ߩ между прямыми ݈ଵ и ݈ଶ;
4) составить канонические уравнения общего перпендикуляра ݄

прямых ݈ଵ и ݈ଶ.

5.1. ݈ଵ ǣ�
௫
ିଶ ൌ

௬ିଶ
ଵସ ൌ ௭ିଵ

ିହ , ݈ଶ ǣ�
௫ାଵ
ହ ൌ ௬ିଷ

ିଵସ ൌ
௭ି
ଶ .

5.2. ݈ଵ ǣ�
௫ିଵ
ଵ ൌ ௬ିଶ

ଶ ൌ ௭
ିଶ, ݈ଶ ǣ�

௫ାଵ
ିଵସ ൌ

௬ିଵଷ
ଶ ൌ ௭ି

ିହ .

5.3. ݈ଵ ǣ�
௫ିଵ
ିଽ ൌ

௬ିଶ
ଵଶ ൌ ௭

ିଶ, ݈ଶ ǣ�
௫ା
ଵଶ ൌ ௬ିଷ

ିଵ ൌ
௭ାଵ
ଶଵ .

5.4. ݈ଵ ǣ�
௫
ଶ ൌ

௬ିଵ
ଵ ൌ ௭ାଵ

ିଶ , ݈ଶ ǣ�
௫ିଵସ
ଵସ ൌ ௬ିଶ

ିଶ ൌ
௭
ିହ.

5.5. ݈ଵ ǣ�
௫
ଵ ൌ

௬ିଵ
ଶ ൌ ௭ାଶ

ଶହ , ݈ଶ ǣ�
௫ିଶଷ
ଵ ൌ ௬ିଷ଼

ିଶହ ൌ
௭ିଵହ
ିଶ .

5.6. ݈ଵ ǣ�
௫ିଵ
ସ ൌ ௬

ିଷ ൌ
௭ିଵ
ିଵଶ, ݈ଶ ǣ�

௫ିଶହ
଼ ൌ ௬

ିଽ ൌ
௭ିଶ
ଵଶ .

5.7. ݈ଵ ǣ�
௫ାଶ
ିଵ ൌ

௬ାଵ
ଵଶ ൌ ௭ିଶ

ିଵଶ, ݈ଶ ǣ�
௫ାଷ
ଵଶ ൌ ௬ିଶ଼

ି଼ ൌ ௭ି
ିଽ .

5.8. ݈ଵ ǣ�
௫ିଵ
 ൌ ௬ିଶ

ଽ ൌ ௭
ିଶ, ݈ଶ ǣ�

௫ି଼
 ൌ ௬ି

ିଶ ൌ
௭ାଵ
ଽ .

5.9. ݈ଵ ǣ�
௫
ଷ ൌ

௬ିଶ
ଶ ൌ ௭ିଶ

 , ݈ଶ ǣ�
௫ାଵଷ
ଶ ൌ ௬ିଵଶ

 ൌ ௭ାଷ
ିଷ .

5.10. ݈ଵ ǣ�
௫ିଶ
ଶ ൌ ௬

ଵ ൌ
௭ାଶ
ିଶ , ݈ଶ ǣ�

௫ାଵ
ଵ ൌ ௬ିଷ

ଶ ൌ ௭ା଼
ଶ .

5.11. ݈ଵ ǣ�
௫ିଵ
ସ ൌ ௬ିଵ

ଵ ൌ ௭
ି଼, ݈ଶ ǣ�

௫ିଶ
 ൌ ௬ାଵ

ସ ൌ ௭ାଵଵ
ସ .

5.12. ݈ଵ ǣ�
௫
ଶ ൌ

௬ାଶ
ିଵ ൌ

௭ିଶ
ଶ , ݈ଶ ǣ�

௫ିଵ
ଵ ൌ ௬ାଵ

ିଶ ൌ
௭ାଷ
ିଶ .

5.13. ݈ଵ ǣ�
௫ିଵ
ି ൌ

௬ିଶ
ିଵ ൌ

௭ିଶ
ଶ , ݈ଶ ǣ�

௫ାଵ଼
 ൌ ௬ିଵ

ି ൌ
௭
.

5.14. ݈ଵ ǣ�
௫ାଶ
ଶ ൌ ௬

ିଷ ൌ
௭ାଵ
ି , ݈ଶ ǣ�

௫ିଽ
ଷ ൌ ௬ିଵ

 ൌ ௭ା
ିଶ .

5.15. ݈ଵ ǣ�
௫ିଵ
ଵ ൌ ௬ିଵ

ଵଶ ൌ ௭ାଵ
ଵଶ , ݈ଶ ǣ�

௫ିଵ
ଵଵ ൌ ௬ାଷଽ

ିଶସ ൌ
௭ିଶ
ଵଶ .

5.16. ݈ଵ ǣ�
௫ିଵ
ି଼ ൌ

௬ିଶ
ିଵ ൌ

௭
ସ, ݈ଶ ǣ�

௫ିଵଶ
ଵ ൌ ௬ାଽ

଼ ൌ ௭ାଵଵ
ସ .
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5.17. ݈ଵ ǣ�
௫ିଶ
ଶ ൌ ௬

ଵସ ൌ
௭ାଶ
ହ , ݈ଶ ǣ�

௫ିଵହ
ିହ ൌ ௬ାହ

ିଵସ ൌ
௭ିହ
ିଶ .

5.18. ݈ଵ ǣ�
௫ିଶ
ଶ ൌ ௬ିଶ

ଶ ൌ ௭ାଶ
ିଵ , ݈ଶ ǣ�

௫ା
ଵ ൌ ௬ାଵ

ିଶ ൌ
௭ାଵ
ିଶ .

5.19. ݈ଵ ǣ�
௫ାଶ
ଶ ൌ ௬ିଵ

ଵ ൌ ௭ାଶ
ଶ , ݈ଶ ǣ�

௫ିଵ
ଶ ൌ ௬ାଵଵ

ିହ ൌ ௭ିଵ
ଵସ .

5.20. ݈ଵ ǣ�
௫ାଵ
ଵ ൌ ௬ିଶ

ିସ ൌ
௭ିଶ
଼ , ݈ଶ ǣ�

௫ିସ
ସ ൌ ௬ିଽ

଼ ൌ ௭ିଵଷ
ଵ .

5.21. ݈ଵ ǣ�
௫ିଶ
ସ ൌ ௬ାଵ

ିଵ ൌ
௭
ି଼, ݈ଶ ǣ�

௫ିଽ
ସ ൌ ௬ିସ

଼ ൌ ௭ିଵଷ
ଵ .

5.22. ݈ଵ ǣ�
௫ିଶ
ିଶ ൌ

௬ିଵ
ିଵ ൌ

௭
ଶ, ݈ଶ ǣ�

௫ିଵହ
ଵ ൌ ௬ାଵଶ

ଶ ൌ ௭ିଵଵ
ଵଵ .

5.23. ݈ଵ ǣ�
௫ିଵ
ସ ൌ ௬ାଵ

ିଵଶ ൌ
௭
ଷ, ݈ଶ ǣ�

௫ିଵ଼
ିଽ ൌ ௬

ଵଶ ൌ
௭ା
ି଼ .

5.24. ݈ଵ ǣ�
௫ାଶ
ସ ൌ ௬

ିଵ ൌ
௭ିଶ
ି଼ , ݈ଶ ǣ�

௫ାଵ
ି ൌ

௬ିଵଵ
ସ ൌ ௭ାଽ

ିସ .

5.25. ݈ଵ ǣ�
௫ାଶ
ଶ ൌ ௬ାଶ

ଵ ൌ ௭
ଶ, ݈ଶ ǣ�

௫ାଵ
ଶ ൌ ௬ିଷ

ିଶ ൌ
௭ିଵ
ିଵ .

5.26. ݈ଵ ǣ�
௫ିଶ
ସ ൌ ௬ିଶ

ି଼ ൌ
௭
ଵ, ݈ଶ ǣ�

௫ିଵ
ିସ ൌ

௬ିଵଷ
ିଵ ൌ ௭ିଵଵ

଼ .

5.27. ݈ଵ ǣ�
௫ାଶ
ିଵଶ ൌ

௬ିଶ
ିଵ ൌ

௭
ଵଶ, ݈ଶ ǣ�

௫ିଷ
ଽ ൌ ௬ିଵ

ିଵଶ ൌ
௭ିଶଽ
଼ .

5.28. ݈ଵ ǣ�
௫ାଶ
ସ ൌ ௬ିଵ

ିଷ ൌ
௭ିଵ
ଵଶ , ݈ଶ ǣ�

௫ିଵ
ଷ ൌ ௬ି

ିସ ൌ
௭
ିଵଶ.

5.29. ݈ଵ ǣ�
௫ିଵ
ହ ൌ ௬

ଷ ൌ
௭ାଵ
ି଼ , ݈ଶ ǣ�

௫ିଷ
଼ ൌ ௬ିସ

ଽ ൌ ௭ିଵସ
ସ .

5.30. ݈ଵ ǣ�
௫
ଵ ൌ

௬ାଵ
ଵ ൌ ௭ିଵ

ସ , ݈ଶ ǣ�
௫ିଵ
ିସ ൌ

௬ାଽ
ିଵ ൌ

௭ିଵସ
଼ .

6. В ромб с диагоналями ݀ଵ и ݀ଶ вписан эллипс так, что больший 
из диаметров эллипса лежит на большей из диагоналей ромба. Сторо-
на ромба в точке касания с эллипсом делится в отношении ݊ǣ ݉. Вы-
числить:

1) координаты фокусов эллипса;
2) полуоси эллипса;
3) эксцентриситет эллипса;
4) длины фокальных радиусов, проведенных в точку касания;
5) угол между указанными фокальными радиусами с точностью 

до 1 градуса;
6) координаты точки касания в I-м квадранте.
Написать уравнения прямых, проходящих через указанную точ-

ку касания, и фокусы эллипса.
6.1. ݀ଵ ൌ ͺͲ, ݀ଶ ൌ ͳ, ݊ ൌ ͳ, ݉ ൌ .
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6.2. ݀ଵ ൌ ͵, ݀ଶ ൌ ͳͺ, ݊ ൌ ͷ, ݉ ൌ Ͷ.
6.3. ݀ଵ ൌ ʹͲ, ݀ଶ ൌ ͳͲ, ݊ ൌ ʹ, ݉ ൌ ͵.
6.4. ݀ଵ ൌ ͳ, ݀ଶ ൌ ͺ, ݊ ൌ ͳ, ݉ ൌ ͵.
6.5. ݀ଵ ൌ ͷͶ, ݀ଶ ൌ ͳͺ, ݊ ൌ ͳ, ݉ ൌ ͺ.
6.6. ݀ଵ ൌ ͵, ݀ଶ ൌ ͳͺ, ݊ ൌ ʹ, ݉ ൌ .
6.7. ݀ଵ ൌ ͻͲ, ݀ଶ ൌ ͵, ݊ ൌ ͺ, ݉ ൌ ͳ.
6.8. ݀ଵ ൌ Ͳ, ݀ଶ ൌ ͳͲ, ݊ ൌ ͳ, ݉ ൌ Ͷ.
6.9. ݀ଵ ൌ ͺͲ, ݀ଶ ൌ Ͷͺ, ݊ ൌ ͷ, ݉ ൌ ͵.
6.10. ݀ଵ ൌ ͳͲ, ݀ଶ ൌ ͳʹͲ, ݊ ൌ ͻ, ݉ ൌ ͳͳ.
6.11. ݀ଵ ൌ ͳʹ, ݀ଶ ൌ Ͷ, ݊ ൌ ͳ, ݉ ൌ ͳ.
6.12. ݀ଵ ൌ ͵Ͳ, ݀ଶ ൌ ͳͲ, ݊ ൌ ͳ, ݉ ൌ Ͷ.
6.13. ݀ଵ ൌ ͳͶͲ, ݀ଶ ൌ ʹͲ, ݊ ൌ ͳ, ݉ ൌ ͻ.
6.14. ݀ଵ ൌ ͷͶ, ݀ଶ ൌ ͵, ݊ ൌ Ͷ, ݉ ൌ ͷ.
6.15. ݀ଵ ൌ ͺͲ, ݀ଶ ൌ ͳ, ݊ ൌ ͳ, ݉ ൌ .
6.16. ݀ଵ ൌ ͳʹͺ, ݀ଶ ൌ ͵ʹ, ݊ ൌ ͳ, ݉ ൌ ͳͷ.
6.17. ݀ଵ ൌ ʹ, ݀ଶ ൌ ͳͺ, ݊ ൌ ʹ, ݉ ൌ .
6.18. ݀ଵ ൌ ͻͲ, ݀ଶ ൌ ͳͺ, ݊ ൌ ͷ, ݉ ൌ Ͷ.
6.19. ݀ଵ ൌ ͺͲ, ݀ଶ ൌ ͳͲ, ݊ ൌ ʹ, ݉ ൌ ͵.
6.20. ݀ଵ ൌ Ͷ, ݀ଶ ൌ ͵ʹ, ݊ ൌ ͷ, ݉ ൌ ͳͳ.
6.21. ݀ଵ ൌ Ͷͺ, ݀ଶ ൌ ͳ, ݊ ൌ ͳ, ݉ ൌ .
6.22. ݀ଵ ൌ ͻ, ݀ଶ ൌ Ͷ, ݊ ൌ ͷ, ݉ ൌ ͳͳ.
6.23. ݀ଵ ൌ ͶͲ, ݀ଶ ൌ ͵Ͳ, ݊ ൌ ʹ, ݉ ൌ ͵.
6.24. ݀ଵ ൌ ͷ, ݀ଶ ൌ ͵ʹ, ݊ ൌ ͳ, ݉ ൌ ͵.
6.25. ݀ଵ ൌ ʹͷͲ, ݀ଶ ൌ ͵ͲͲ, ݊ ൌ ͳ, ݉ ൌ ͻ.
6.26. ݀ଵ ൌ ͵, ݀ଶ ൌ ʹͺ, ݊ ൌ ͳ, ݉ ൌ ͳ.
6.27. ݀ଵ ൌ ͳͶͶ, ݀ଶ ൌ ͳͺ, ݊ ൌ ʹ, ݉ ൌ .
6.28. ݀ଵ ൌ Ͳ, ݀ଶ ൌ ͶͲ, ݊ ൌ Ͷ, ݉ ൌ ͳ.
6.29. ݀ଵ ൌ ͳͺͲ, ݀ଶ ൌ ͳͲͺ, ݊ ൌ ͷ, ݉ ൌ ͳ͵.
6.30. ݀ଵ ൌ ͻͲ, ݀ଶ ൌ ʹͲ, ݊ ൌ Ͷ, ݉ ൌ ͳ.

7. Даны координаты вершин четырехугольника .ܦܥܤܣ
1) проверить без построения чертежа, что четырехугольник 

выпуклый;
2) в каком отношении диагонали делятся в точке пересечения?

ሺͷǢܣ .7.1 െͳሻ, ሺͳǢܤ െͳሻ, ሺʹǢܥ ͷሻ, .ሺʹʹǢͳ͵ሻܦ
ሺͳǢܣ .7.2 ሻ, ሺͲǢܤ െ͵ሻ, ሺെͳǢܥ െͷሻ, ܦሺെͶǢͻሻ.
ሺെͳǢܣ .7.3 ሻ, ሺെͳͶǢܤ ሻ, ܥሺͳǢ െͳሻ, ܦሺͳͶǢͲሻ.
ሺെͳǢܣ .7.4 ʹ͵ሻ, ሺͳʹǢܤ ͷሻ, ܥሺǢ െͷሻ, ܦሺെͳʹǢ െͳሻ.

14



ሺͲǢܣ .7.5 െ͵ሻ, ሺെͳͲǢܤ െͷሻ, ܥሺെͻǢሻ, ܦሺͲǢͷሻ.
ሺെͳǢܣ .7.6 ͻሻ, ሺെͻǢܤ ͳͷሻ, ܥሺെͷǢ െ͵ሻ, ܦሺെʹǢ ͳሻ.
ሺʹǢܣ .7.7 ͺሻ, ሺͺǢܤ Ͳሻ, ܥሺെǢ െͳͲሻ, ܦሺെͳǢ െͺሻ.
ሺെͳǢܣ .7.8 ʹሻ, ሺͳͷǢܤ െͷሻ, ܥሺെͳͳǢ െ͵ሻ, ܦሺെͳͺǢሻ.
ሺെ͵Ǣܣ .7.9 െͳͲሻ, ሺǢܤ െͳ͵ሻ, ܥሺͷǢ െʹሻ, ܦሺെͳǢ ͺሻ.
,ሺെʹǢെሻܣ .7.10 ሺʹǢܤ െͶሻ, ܥሺͶǢ ͳʹሻ, ܦሺെǢ ͳʹሻ.
,ሺെʹǢ͵ሻܣ .7.11 ሺͳͳǢܤ ͳሻ, ܥሺʹǢ െͻሻ, ܦሺെͳǢ െʹͲሻ.
,ሺെͳʹǢെͺሻܣ .7.12 ,ሺെͷǢͳሻܤ ሺͳʹǢܥ Ͳሻ, ܦሺͷǢെͻሻ.
ሺͳͳǢܤ ,ሺെǢെͳʹሻܣ .7.13 െͳͲሻ, ሺʹǢܥ Ͷሻ, ܦሺെͳǢ ͺሻ.
ሺͳʹǢܤ ,ሺെǢെͳͶሻܣ .7.14 െͳͲሻ, ܥሺͳǢ Ͳሻ, ܦሺെͳͷǢ ͺሻ.
ሺʹǢܥ ,ሺെͶǢെሻܤ ,ሺെͶǢͳሻܣ .7.15 െͷሻ, ܦሺʹͲǢͳʹሻ.
ሺͶǢܣ .7.16 ͵ሻ, ܤሺെ͵ǢͶሻ, ܥሺെͶǢ െͷሻ, ܦሺͷǢെͶሻ.
ሺͲǢܥ ,ሺെͳͳǢെͳሻܤ ,ሺ͵Ǣെͷሻܣ .7.17 Ͷሻ, ܦሺͳ͵Ǣͳͻሻ.
ሺʹǢܥ ,ሺെͳǢͺሻܤ ,ሺെͻǢെͳሻܣ .7.18 െͳͲሻ, ܦሺǢെͳሻ.
ሺ͵Ǣܣ .7.19 ͳ͵ሻ, ܤሺͳͲǢ െ͵ሻ, ܥሺെǢ െͷሻ, ܦሺെͳͲǢ ሻ.
ሺǢܣ .7.20 ͺሻ, ܤሺʹǢ ͺሻ, ܥሺെͷǢ െͳͶሻ, ܦሺǢെʹͺሻ.
ሺͲǢܣ .7.21 ͳሻ, ܤሺʹǢ െͳͷሻ, ܥሺെʹͳǢ െሻ, ܦሺെͷǢሻ.
ሺǢܣ .7.22 Ͷሻ, ܤሺʹͲǢ െሻ, ܥሺെͶǢ െሻ, ܦሺെʹͶǢ Ͷሻ.
ሺͳ͵Ǣܣ .7.23 ͳ͵ሻ, ܤሺ͵Ǣ െʹሻ, ܥሺെʹͲǢ െͻሻ, ܦሺെͷǢሻ.
ሺͳǢܤ ,ሺെͳͲǢͲሻܣ .7.24 ሻ, ܥሺǢ െͺሻ, ܦሺെͺǢ െͳͳሻ.
ሺͶǢܥ ,ሺെǢͶሻܤ ,ሺെʹǢെʹሻܣ .7.25 Ͷሻ, ܦሺͳͺǢെͳʹሻ.
ሺ͵Ǣܤ ,ሺെͳʹǢെͳͻሻܣ .7.26 െͳͶሻ, ܥሺͳͲǢ ͳͶሻ, ܦሺെͷǢ ʹሻ.
ሺͳͺǢܥ ,ሺെ͵ǢͳͲሻܤ ,ሺെͳͲǢെ͵ሻܣ .7.27 Ͷሻ, ܦሺͶǢെͶሻ.
ሺͺǢܥ ,ሺെǢെͶሻܤ ,ሺെͳͲǢʹሻܣ .7.28 െሻ, ܦሺͲǢ͵ሻ.
ሺെͳͲǢܥ ,ሺെͷǢͳሻܤ ,ሺെͳǢͳʹሻܣ .7.29 െʹͶሻ, ܦሺെʹǢെʹሻ.
ሺͳǢܤ ,ሺʹǢെͳሻܣ .7.30 ʹሻ, ܥሺͺǢ ͷሻ, ܦሺͳͻǢെͶሻ.

8. Дана гипербола ݕ ൌ ௫�ା�
௫�ା�ௗ.

1) построить график;
2) привести уравнение к каноническому виду и вычислить пара-

метры гиперболы;
3) найти координаты фокусов в исходной системе координат.

ݕ .8.1 ൌ ଼௫ିଷ଼
௫ିହ Ǥ ݕ .8.2 ൌ ି଼௫ା଼

௫ିଽ Ǥ ݕ .8.3 ൌ ଶ௫ାଷସ
௫ା଼ .

ݕ .8.4 ൌ ௫ିହସ
௫ି଼ Ǥ ݕ .8.5 ൌ ିହ௫ିଵ

௫ା Ǥ ݕ .8.6 ൌ ଶ௫ାସ
௫ାଵ .

ݕ .8.7 ൌ ିଶ௫ାଶ
௫ିସ . ݕ .8.8 ൌ ିଷ௫ାହଷ

௫ି Ǥ ݕ .8.9 ൌ ି଼௫ାଵ଼
௫ିଶ .

ݕ .8.10 ൌ ି௫ିଶଶ
௫ାସ Ǥ ݕ .8.11 ൌ ଼௫ିହସ

௫ି . ݕ .8.12 ൌ ିଽ௫ାଶ
௫ିଵ .
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ݕ .8.13 ൌ ି௫ିଶସ
௫ା Ǥ ݕ .8.14 ൌ ିଷ௫ାଷହ

௫ିଵ Ǥ ݕ .8.15 ൌ ଶ௫ାସ଼
௫ା଼ .

ݕ .8.16 ൌ ିହ௫ାଵ
௫ାଷ . ݕ .8.17 ൌ ିସ௫ିସ

௫ାଷ . ݕ .8.18 ൌ ିଽ௫ାସସ
௫ିସ .

ݕ .8.19 ൌ ଼௫ାସଶ
௫ାଷ . ݕ .8.20 ൌ ିଷ௫ାଷଽ

௫ି . ݕ .8.21 ൌ ିଷ௫ାଵସ
௫ା .

ݕ .8.22 ൌ ି௫ିସ
௫ା . ݕ .8.23 ൌ ି଼௫ାଶ

௫ି଼ . ݕ .8.24 ൌ ିସ௫ାଷ଼
௫ିହ .

ݕ .8.25 ൌ ସ௫ିଵ଼
௫ିଽ . ݕ .8.26 ൌ ିଶ௫ି଼

௫ାହ . ݕ .8.27 ൌ ି଼௫ାସଶ
௫ିହ .

ݕ .8.28 ൌ ௫ାଷ଼
௫ାସ . ݕ .8.29 ൌ ଼௫ିହସ

௫ିଽ . ݕ .8.30 ൌ ିସ௫ାଶ
௫ିଷ Ǥ

9. Найти координаты фокуса и указать систему координат, в ко-
торой уравнение заданной параболы имеет канонический вид.
ݕ .9.1 ൌ ʹǡͷݔଶ  ͷݔ  ͶǡͷǤ ݕ .9.2 ൌ ଶݔ െ ݔ͵  ʹ.
ݕ .9.3 ൌ െͳǡͷݔଶെ ݔ͵ െ ʹǡͷǤ ݕ .9.4 ൌ െͲǡͷݔଶ ݔʹ  .
ݕ .9.5 ൌ Ͳǡͷݔଶ െ Ͷݔ  ͺǤ ݕ .9.6 ൌ ଶݔʹ  ݔ  Ͷ.
ݕ .9.7 ൌ െͲǡͷݔଶെ ݔʹ െ ͲǡͷǤ ݕ .9.8 ൌ െݔଶ ݔʹ  ͺ.
ݕ .9.9 ൌ െͲǡͷݔଶ ݔ  ǡͷǤ ݕ .9.10 ൌ ଶݔ  Ͷݔ  ͵.
ݕ .9.11 ൌ െͳǡͷݔଶ െ ͳǡͷݔ  ͵. ݕ .9.12 ൌ ʹǡͷݔଶെ ʹǡͷݔ െ ͷ.
ݕ .9.13 ൌ Ͳǡͷݔଶെ ͵ǡͷݔ  ͷǤ ݕ .9.14 ൌ ଶݔ  Ͷݔ  .

ݕ .9.15 ൌ– ଶݔ െ ݔʹ െ . ݕ .9.16 ൌ െͲǡͷݔଶ  ݔ െ ͵ǡͷ.
ݕ .9.17 ൌ െݔଶ  ݔʹ െ ʹǤ ݕ .9.18 ൌ Ͳǡͷݔଶെ ݔʹ  ͵.
ݕ .9.19 ൌ ଶݔ െ Ͷݔ െ ͷǤ ݕ .9.20 ൌ െʹݔଶ െ ͺݔ െ .
ݕ .9.21 ൌ Ͳǡͷݔଶ ʹǡͷݔ  ͵Ǥ ݕ .9.22 ൌ െݔଶ െ Ͷݔ െ ͻ.

ݕ .9.23 ൌ െͲǡͷݔଶ െ ݔʹ െ Ǥ ݕ .9.24 ൌ– ଶݔ  ͷݔ െ Ͷ.
ݕ .9.25 ൌ ʹǡͷݔଶെ ͷݔ  ͷǡͷǤ ݕ .9.26 ൌ Ͳǡͷݔଶെ Ͳǡͷݔ െ Ǥ
ݕ .9.27 ൌ െʹǡͷݔଶ െ ͷݔ െ ͵ǡͷǤ ݕ .9.28 ൌ Ͳǡͷݔଶ ݔ͵  ͶǤ
ݕ .9.29 ൌ Ͳǡͷݔଶെ ݔʹ  ͷ. ݕ .9.30 ൌ െͲǡͷݔଶ  ݔ െ ͷǡͷǤ

10. Даны три точки ܥ ,ܤ ,ܣ:

1) проверить, что эти три точки не лежат на одной прямой, т.е. 
образуют треугольник;

2) вычислить параметры треугольника (площадь, периметр, ве-
личину угла ሺܥሻ с точностью до одного градуса);

3) написать уравнение описанной окружности;
4) написать уравнение биссектрисы угла (С);
5) написать уравнения двух перпендикуляров, опущенных из 

точек ܣ и ܤ на биссектрису угла ሺܥሻ, и вычислить расстояние между 
ними.
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ሺͳͷǢܣ .10.1 െͳ͵ሻ, ܤሺǢ െͳ͵ሻ, ܥሺͳͶǢ ͳͶሻ.
ሺʹͶǢܣ .10.2 ͳሻ, ܤሺͳͺǢ ሻ, ܥሺͳʹǢെͷሻ.
ሺǢܣ .10.3 ʹͳሻ, ܤሺͲǢ ʹͳሻ, ܥሺെͳǢ ͳͶሻ.
ሺെͳǢܣ .10.4 െʹሻ, ܤሺെͳͻǢ െʹሻ, ܥሺെͳͲǢ െͷሻ.
ሺͳǢܣ .10.5 െ͵ሻ, ܤሺെͳǢ ͻሻ, ܥሺെͳͲǢ ͺሻ.
ሺͳǢܣ .10.6 െͺሻ, ܤሺǢ െʹሻ, ܥሺͳ͵ǡെͶሻ.
ሺെͳͺǢܣ .10.7 ʹሻ, ܤሺെͳͲǢ െሻ, ܥሺെͶǢ Ͳሻ.
ሺെͶǢܣ .10.8 ͷሻ, ܤሺെͳʹǢ ͷሻ, ܥሺെͺǡሻ.
ሺെͳͷǢܣ .10.9 ͳͶሻ, ܤሺെǢ െͳͲሻ, ܥሺെͷǢ Ͷሻ.

ሺെǢܣ .10.10 െͳͻሻ, ܤሺͲǢ െͳͻሻ, ܥሺͳǢെͳʹሻ.
ሺെͳͷǢܣ .10.11 ͳ͵ሻ, ܤሺെǢ ͳ͵ሻ, ܥሺെͳͶǢ ͳͶሻ.
ሺെʹ͵Ǣܣ .10.12 െʹሻ, ܤሺെͷǢ െʹሻ, ܥሺെͳͶǢ ͳሻ.
ሺെͶǢܣ .10.13 െʹʹሻ, ܤሺʹǢ െʹʹሻ, ሺെͳǢܥ െͳ͵ሻ.
ሺͳͳǢܣ .10.14 ሻ, ܤሺͳǢ Ͳሻ, ܥሺ͵Ǣെʹሻ.
ሺെʹʹǢܣ .10.15 ͺሻ, ܤሺെͳǢ ʹሻ, ܥሺെͳͲǢ ͳͶሻ.
ሺͷǢܣ .10.16 ʹͳሻ, ܤሺെͳ͵Ǣ ͻሻ, ܥሺെʹǢ ͳʹሻ.
ሺǢܣ .10.17 ʹሻ, ܤሺെͻǢ ͳͺሻ, ܥሺെͷǢ ሻ.
ሺͳͶǢܣ .10.18 ͳሻ, ܤሺʹͲǢ െͷሻ, ܥሺͺǢെͳሻ.
ሺͳͷǢܣ .10.19 ͳͳሻ, ܤሺʹͳǢ ͳͳሻ, ܥሺͳͶǢ ͳʹሻ.
ሺെ͵Ǣܣ .10.20 ʹͲሻ, ܤሺ͵Ǣ ʹͲሻ, ܥሺͶǢ ͳ͵ሻ.
ሺെͶǢܣ .10.21 ͻሻ, ܤሺെͳʹǢ െͳͷሻ, ܥሺെʹǢ െͷሻ.
ሺʹͲǢܤ ,ሺʹǢെͳͺሻܣ .10.22 െͳʹሻ, ܥሺǢെͳͶሻ.
ሺͳǢܣ .10.23 ͳሻ, ܤሺͺǢ ͳሻ, ܥሺǢ ͳ͵ሻ.
ሺെʹǢܣ .10.24 െͷሻ, ܤሺെͺǢ െͷሻ, ܥሺെͻǢ െሻ.
ሺͳͺǢܣ .10.25 ͻሻ, ܤሺǢ ͵ሻ, ܥሺͳͲǢ ͵ሻ.
ሺǢܣ .10.26 ͳͳሻ, ܤሺെ͵Ǣ ͳሻ, ܥሺͳǢ ሻ.
ሺെͳǢܣ .10.27 െͶሻ, ܤሺʹǢ െͳͲሻ, ܥሺെʹǢ െሻ.
ሺെͷǢܣ .10.28 െͳͻሻ, ܤሺെͳ͵Ǣ െͳͻሻ, ܥሺെͻǢ െͳͳሻ.
ሺʹͳǢܤ ,ሺ͵Ǣെͳ͵ሻܣ .10.29 െͳሻ, ܥሺͳͲǢെͶሻ.
ሺͲǢܤ ,ሺͺǢെͳͺሻܣ .10.30 ሻ, ܥሺͳͲǢെͶሻ.

11. Решить системы линейных уравнений методом Крамера:

11.1. ൝
െʹݔଵ  ଶݔ  ଷݔ ൌ ʹͶǡ
ͺݔଵ െ ͻݔଶ  ଷݔ ൌ െͳʹ
ͻݔଵ  ͷݔଶ െ ͷݔଷ ൌ െ͵͵Ǥ

ǡ 11.2. ൝
ͻݔଵ  ݔଶ െ ଷݔ ൌ െͶͳǡ����
െݔଵ  Ͷݔଶ  ݔଷ ൌ െʹǡ
ଵݔ  ଶݔ െ ݔଷ ൌ െͶͳǤ������

11.3. ൝
െͷݔଵ െ Ͷݔଶ െ ͷݔଷ ൌ ͵ͷǡ
െͶݔଵ  ͷݔଶ  ଷݔ ൌ െͳͺǡ
Ͷݔଵ െ ͺݔଶ െ ݔଷ ൌ ͵ͻǤ

11.4. ൝
ଵݔʹ െ ͷݔଶ െ ͻݔଷ ൌ െǡ͵
െͻݔଵ  ݔଶ  Ͷݔଷ ൌ െͳǡ
െݔଵ  ݔଶ െ ͻݔଷ ൌ ͶͲǤ
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11.5. ൝
ͷݔଵ െ ͻݔଶ െ ݔଷ ൌ െ͵ǡ
െݔଵ  ͻݔଶ െ ͷݔଷ ൌ ͵ǡ
െ͵ݔଵ  ଶݔ  ଷݔ͵ ൌ Ǥ���

11.6. ൝
െ͵ݔଵ  ଶݔʹ  ଷݔʹ ൌ െ͵ͺǡ
ͷݔଵ  ͷݔଶ െ ݔଷ ൌ ͺǡ��������
െݔଵ  ݔଶ െ ଷݔʹ ൌ ͷǤ

11.7. ൝
ݔଵ  ଶݔʹ െ ͺݔଷ ൌ െͶǡ
െݔଵ െ ଶݔ͵  ͷݔଷ ൌ ͷͲǡ
െݔଵ  ݔଶ  ଷݔ ൌ ͶǤ����

11.8. ൝
െʹݔଵ െ ݔଶ െ ͺݔଷ ൌ െͺͺǡ
െݔଵ  ͺݔଶ െ ଷݔ ൌ െͷͶǡ
ଵݔ͵  ݔଶ  ݔଷ ൌ ͺͳǤ�����

11.9. ൝
ଵݔ െ ଶݔ െ ͷݔଷ ൌ െͶͺǡ
ଵݔʹ  ଶݔ͵  ଷݔ ൌ ʹǡ�����
ଵݔʹ െ ଶݔ͵  ଷݔ ൌ െͳͲǤ

11.10.�൝
െݔଵ െ ଶݔ͵ െ ଷݔʹ ൌ ͷͳǡ
ଵݔ͵� െ ݔଶ െ ͻݔଷ ൌ െ͵ǡ
ͺݔଵ  ͷݔଶ െ ଷݔ ൌ െͺͶǤ

11.11.�൝
ݔଵ  ݔଶ െ ݔଷ ൌ െ͵ǡ
െͺݔଵ െ ଶݔ͵  ଷݔʹ ൌ Ͷͳǡ
Ͷݔଵ െ ͺݔଶ  ݔଷ ൌ െ͵ͳǤ

11.12.�൝
ଵݔ െ ͺݔଶ െ ݔଷ ൌ ʹͻǡ�������
െݔଵ െ ͻݔଶ  Ͷݔଷ ൌ ͳͷǡ
െݔଵ െ ଶݔ͵  ͻݔଷ ൌ ͳʹͲǤ

�

11.13.�൝
െͷݔଵ  ͺݔଶ െ ଷݔ ൌ ʹǡ����
ݔଵ  ଶݔ  ଷݔʹ ൌ Ͷͻǡ����
െݔଵ  Ͷݔଶ  ݔଷ ൌ ͳͳǤ

11.14.�൝
ͺݔଵ  Ͷݔଶ െ ଷݔ ൌ ͷͳǡ
ݔଵ െ ଶݔ͵  Ͷݔଷ ൌ ͷͲ
ଵݔʹ  ݔଶ  ݔଷ ൌ ͷǤ

ǡ

11.15.�൝
െͷݔଵ  ݔଶ  ͷݔଷ ൌ ͵Ͷǡ
ͷݔଵ  ଶݔ െ ଷݔ ൌ ʹǡ�����������
ͻݔଵ െ ଶݔʹ െ ଷݔ ൌ െͳͲǤ

11.16.��൝
ͻݔଵ  ଶݔ െ ݔଷ ൌ ͵ͷǡ��������
ଵݔ  ݔଶ െ ଷݔʹ ൌ െͳͷǡ����
െݔଵ  ͷݔଶ  Ͷݔଷ ൌ െͶͳǤ

11.17.��൝
െͶݔଵ  ͺݔଶ  ͷݔଷ ൌ ͳͳͷǡ
ଵݔʹ  ଶݔʹ െ ݔଷ ൌ െͳͶǡ
ͺݔଵ  ͻݔଶ െ ͷݔଷ ൌ ͳͲǢ���

11.18. ൝
െ͵ݔଵ  ݔଶ  ͻݔଷ ൌ ͳͷǡ�����
ͻݔଵ  Ͷݔଶ െ Ͷݔଷ ൌ ͳͲǡ����
െݔଵ െ ͻݔଶ  ͺݔଷ ൌ െͳͶǤ

11.19.�൝
ͷݔଵ െ ଶݔ  ଷݔ ൌ െͶǡ�������
െͶݔଵ  Ͷݔଶ െ ͷݔଷ ൌ ʹͶǡ
െݔଵ  ଶݔʹ  ଷݔ ൌ െͳǤ

11.20.��൝
െͶݔଵ  Ͷݔଶ െ Ͷݔଷ ൌ ʹͺǡ
ଵݔ  ͺݔଶ  ݔଷ ൌ െͺǡ
ଵݔʹ  ଶݔ͵ െ ݔଷ ൌ ͳǤ������

11.21.�൝
െݔଵ  ݔଶ െ ଷݔ ൌ ͳǢ
Ͷݔଵ  ଶݔ െ ଷݔ ൌ ͶǢ���������
െݔଵ  ݔଶ  ͷݔଷ ൌ ͶʹǤ

11.22.�൝
െݔଵ െ ଶݔ െ ͺݔଷ ൌ ͳͶǡ���
െͻݔଵ  ͺݔଶ  ͻݔଷ ൌ 
ଵݔʹ  Ͷݔଶ െ ଷݔʹ ൌ ʹͲǤ

ǡ

11.23.�൝
ݔଵ െ ଶݔ െ ͻݔଷ ൌ ʹͳǡ
ଵݔ͵ െ ݔଶ െ ଷݔ ൌ െ͵ͻǡ
ͺݔଵ െ ଶݔʹ െ ଷݔʹ ൌ െǤ

11.24.�൝
Ͷݔଵ െ ͺݔଶ  ݔଷ ൌ െʹǡ
ͻݔଵ  ଶݔ െ ݔଷ ൌ ͷǡ����
ͻݔଵ െ ଶݔ  ଷݔ ൌ ͳǤ������

11.25. ൝
ͺݔଵ  ͻݔଶ െ ଷݔ͵ ൌ ͵ǡ
ଵݔ͵ െ ݔଶ  ͻݔଷ ൌ ͶͶǡ
ͺݔଵ  ଶݔʹ  ݔଷ ൌ Ǥ

11.26.�൝
െ͵ݔଵ  ଶݔ െ Ͷݔଷ ൌ െͳǡ
ͺݔଵ െ ଶݔ͵  Ͷݔଷ ൌ ʹͳǡ������
�ͻݔଵ  ͻݔଶ െ ݔଷ ൌ െͳͲͻǤ

11.27.�൝
െݔଵ െ ͷݔଶ  ݔଷ ൌ ʹͺǡ
ݔଵ െ ݔଶ  ͻݔଷ ൌ ͳʹ͵ǡ
െͺݔଵ െ ݔଶ െ ͻݔଷ ൌ െͻͶǤ

11.28.�൝
െͷݔଵ െ ଶݔʹ  ଷݔ͵ ൌ ͵ǡ
ଵݔ  Ͷݔଶ  ଷݔ ൌ Ͷǡ���������
ͷݔଵ  ଶݔ  ଷݔ ൌ െͺǤ������

11.29.�൝
Ͷݔଵ  ݔଶ  ͺݔଷ ൌ Ͳǡ������
െݔଵ  Ͷݔଶ  ݔଷ ൌ െʹͳ
െݔଵ  ଶݔ͵ െ ݔଷ ൌ െǤ

ǡ 11.30. ൝
െͻݔଵ  ͻݔଶ െ ͷݔଷ ൌ ͳͻǡ����
െͶݔଵ െ ݔଶ െ ݔଷ ൌ െͻͷǡ
ݔଵ െ ͷݔଶ െ ଷݔʹ ൌ െͶ͵Ǥ
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12. Решить системы линейных уравнений методом Гаусса:

12.1. ൞
ݔଵ െ ଶݔ െ ݔଷ െ ͻݔସ ൌ െͷͳǡ����
െʹݔଵ  ݔଶ  ଷݔ͵  ͷݔସ ൌ െʹͳǡ
െݔଵ െ ͺݔଶ  ଷݔ െ ସݔ ൌ Ͷǡ���������
Ͷݔଵ െ ଶݔʹ െ ଷݔ͵ െ Ͷݔସ ൌ െʹǤ

12.2.൞
െͶݔଵ െ ଶݔ െ ଷݔ͵  ͷݔସ ൌ ͷǡ���
ݔଵ െ ଶݔ െ ݔଷ  ସݔʹ ൌ െͷǡ����
ͷݔଵ െ ݔଶ  ͻݔଷ െ ͻݔସ ൌ െͳͳͳǡ
െʹݔଵ െ ͻݔଶ െ ଷݔ െ ͷݔସ ൌ െͷǤ

12.3. ൞
െݔଵ െ ͺݔଶ െ ͺݔଷ െ ସݔ ൌ ͵ͺǡ���
െͻݔଵ െ ͷݔଶ െ ଷݔ െ ͷݔସ ൌ Ͳǡ���
െݔଵ െ ͺݔଶ െ ͷݔଷ െ ସݔʹ ൌ ͷǡ
െݔଵ  ݔଶ െ ͷݔଷ െ ସݔʹ ൌ ʹͻǤ

12.4. ൞
െ͵ݔଵ െ Ͷݔଶ െ Ͷݔଷ  ͺݔସ ൌ െǡ
ݔଵ െ ݔଶ  ͺݔଷ  ͺݔସ ൌ െͳͷǡ
െ͵ݔଵ  ଶݔ͵ െ ݔଷ  ݔସ ൌ െͳǡ
ଵݔ െ ͺݔଶ െ ଷݔ͵  ସݔ͵ʹ ൌ െʹͶ͵Ǥ

12.5. ൞
ଵݔʹ െ ݔଶ െ ͺݔଷ  ͷݔସ ൌ ͷͳǡ�����
ଵݔ͵  ଶݔʹ  ଷݔ͵  ݔସ ൌ Ͷͳǡ������
െͶݔଵ  ͻݔଶ  ݔଷ  ସݔ͵ ൌ െͳǡ
ଵݔ  ͷݔଶ  ଷݔ  ͳͶݔସ ൌ Ǥ��������

12.6. ൞
െݔଵ െ ଶݔ͵  ͺݔଷ െ ସݔʹ ൌ െ͵ǡ
ݔଵ  ͺݔଶ െ ଷݔ͵  ͻݔସ ൌ Ͷǡ���������
ݔଵ  ͺݔଶ െ ݔଷ െ ͷݔସ ൌ ͵ͷǡ������
ݔଵ  ͳ͵ݔଶ െ ଷݔ  ସݔʹ ൌ ͵Ǥ��������

12.7. ൞
െͷݔଵ െ ͷݔଶ  ͷݔଷ  Ͷݔସ ൌ െͶͲǡ
ݔଵ  ͻݔଶ  ଷݔʹ െ ସݔ͵ ൌ ͷǡ������
െݔଵ  ଶݔ͵ െ ଷݔʹ െ ସݔʹ ൌ െͳͳǡ
െͶݔଵ  ݔଶ  ͷݔଷ െ ସݔ ൌ ʹͶǤ�����

12.8. ൞
ଵݔ  ݔଶ  Ͷݔଷ െ Ͷݔସ ൌ ʹǡ��������
െͷݔଵ െ ͻݔଶ െ ͷݔଷ  ͷݔସ ൌ െͷͷǡ
ݔଵ  ͺݔଶ െ ଷݔ͵ െ ݔସ ൌ ǡ������
ଵݔ͵  ݔଶ െ Ͷݔଷ െ ݔସ ൌ ͶͺǤ�����

12.9. ൞
ͻݔଵ  Ͷݔଶ  Ͷݔଷ  ͺݔସ ൌ െͳͲͲǡ
െͻݔଵ  ଶݔ  ͺݔଷ  Ͷݔସ ൌ ͷͳǡ����
ͷݔଵ െ ͺݔଶ െ ଷݔ െ ସݔ ൌ ʹǡ������������
ଵݔ  ଶݔ  ݔଷ െ ݔସ ൌ െʹǤ������

12.10.൞
ͻݔଵ െ ଶݔʹ  ݔଷ  ͺݔସ ൌ െͳͶͻǡ
െݔଵ  ͷݔଶ  ͺݔଷ  ݔସ ൌ െͺͷǡ
െ͵ݔଵ െ ଶݔ͵  ͻݔଷ െ ݔସ ൌ െͶͷǡ
ଵݔʹ  ͺݔଶ  ͷݔଷ െ Ͷݔସ ൌ ͶͷǤ����

12.11.൞
െͶݔଵ  ͺݔଶ െ Ͷݔଷ  ସݔ ൌ െͶͳǡ
െͶݔଵ െ ଶݔʹ  Ͷݔଷ  ݔସ ൌ ͳͲǡ
ͷݔଵ  ଶݔʹ െ ͺݔଷ െ ͺݔସ ൌ െͳ͵ǡ
ͷݔଵ  ͺݔଶ െ ͺݔଷ െ ସݔ ൌ െͶͶǤ

2.12. ൞
െͶݔଵ െ ͻݔଶ െ ଷݔ െ ͺݔସ ൌ ͷǡ����
െͻݔଵ െ ͻݔଶ  ݔଷ െ ͻݔସ ൌ Ͷͷǡ
ݔଵ െ ͺݔଶ െ ݔଷ  ସݔ ൌ െͺͲǡ
ଵݔʹ  ଶݔʹ െ Ͷݔଷ  Ͷݔସ ൌ െͳͲǤ

12.13.൞
ଵݔ͵  ͺݔଶ െ ଷݔ െ ସݔ ൌ െʹʹǡ�������
ଵݔ͵  ଶݔ  ݔଷ  ସݔ ൌ െǡ����������
െʹݔଵ  ଶݔ͵  ݔଷ െ ͷݔସ ൌ െͳʹǡ
െݔଵ െ ଶݔʹ  ଷݔ͵ െ ͻݔସ ൌ ʹͶǤ���

12.14.൞
െݔଵ  ଶݔ െ ଷݔʹ  ݔସ ൌ െͳǡ
െʹݔଵ െ ͻݔଶ  ଷݔʹ െ ͺݔସ ൌ െͷǡ
െͻݔଵ െ ͷݔଶ  ݔଷ  ͺݔସ ൌ ͳʹǡ����
െͶݔଵ െ ݔଶ െ Ͷݔଷ  ସݔ ൌ െͺǤ

12.15. ൞
ݔଵ  ଶݔ͵ െ ଷݔ  ͷݔସ ൌ െͳǡ���������
ଵݔʹ  ݔଶ െ Ͷݔଷ െ ݔସ ൌ ͳͲ͵ǡ�����
ଵݔ͵  ଶݔ͵  ݔଷ  ݔସ ൌ െͳͺǡ����
െʹݔଵ െ ݔଶ െ ଷݔʹ  ͻݔସ ൌ െͳʹͲǤ

12.16.�൞
ݔଵ െ ͻݔଶ െ ݔଷ  ସݔ͵ ൌ െͶͺǡ
െͶݔଵ  ͻݔଶ  ଷݔʹ െ ସݔ͵ ൌ ͷǡ
െͺݔଵ  ଶݔ͵ െ ݔଷ  ݔସ ൌ ͵ͻǡ
െͷݔଵ  ଶݔ͵ െ ͳͲݔଷ  ݔସ ൌ ͶǤ

12.17.�൞
െͺݔଵ െ ͻݔଶ െ ͷݔଷ െ ସݔʹ ൌ Ͳǡ
Ͷݔଵ  ݔଶ  Ͷݔଷ െ ସݔ ൌ െͶǡ�����
െݔଵ  ͻݔଶ  ݔଷ  ͺݔସ ൌ െͳͳǡ
െͳͳݔଵ  ݔଶ  ͷݔଷ  ͷݔସ ൌ ͵Ǥ

12.18 .�൞
ݔଵ െ ͻݔଶ െ ଷݔ͵ െ ସݔʹ ൌ െʹͳǡ
െݔଵ  ͻݔଶ  ͻݔଷ െ ͻݔସ ൌ ʹǡ
Ͷݔଵ  ଶݔʹ  ͻݔଷ  ସݔʹ ൌ െǡ
ݔଵ  ͻݔଶ െ ଷݔʹ  ସݔ͵ ൌ ͷʹǤ
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12.21.�൞
െݔଵ  ଶݔ͵ െ ݔଷ െ ͷݔସ ൌ ʹͳǡ
ݔଵ െ ͺݔଶ െ ݔଷ െ ସݔ͵ ൌ െͳ͵Ͳǡ
ݔଵ െ ͻݔଶ െ ݔଷ െ ସݔ͵ ൌ െͳ͵ʹǡ
െݔଵ  Ͷݔଶ െ ͷݔଷ െ ݔସ ൌ ͶͲǤ

12.22.�൞
െ͵ݔଵ െ ݔଶ  ଷݔ െ ͷݔସ ൌ ͵ǡ
ݔଵ െ ͺݔଶ  ݔଷ  ସݔʹ ൌ ͷͺǡ���
ଵݔʹ  ଶݔʹ  ଷݔʹ െ ݔସ ൌ Ͷǡ���
ͺݔଵ  ଶݔʹ െ ͺݔଷ െ ସݔʹ ൌ ͳͲͲǤ

12.23.�൞
ଵݔ͵ െ ଶݔʹ  ݔଷ െ ͷݔସ ൌ െ͵ǡ
ଵݔʹ  ݔଶ  ͻݔଷ െ ͺݔସ ൌ െͻǡ
െݔଵ  ݔଶ െ ଷݔ͵ െ ͷݔସ ൌ Ͳǡ����
ݔଵ  Ͷݔଶ  ݔଷ  ݔସ ൌ ͳͶǤ����

12.24.�൞
Ͷݔଵ െ ͺݔଶ െ ͷݔଷ െ ͻݔସ ൌ ͻǡ����
ଵݔ  ݔଶ െ ͺݔଷ െ ͺݔସ ൌ ͵ʹǡ������
െݔଵ  ͺݔଶ  ଷݔ െ ସݔ͵ ൌ െͳͲǡ
ଵݔʹ  ͷݔଶ  ͺݔଷ  ݔସ ൌ െͺǤ

12.25.�൞
െͻݔଵ  ͷݔଶ െ ݔଷ െ ͻݔସ ൌ െͳǡ
െ͵ݔଵ െ ͻݔଶ െ ͻݔଷ െ ݔସ ൌ Ͳǡ���
െݔଵ  ͷݔଶ  ͷݔଷ െ ͺݔସ ൌ Ͳǡ�����
ͷݔଵ െ ͺݔଶ  ଷݔ  ͻݔସ ൌ െǤ�����

12.26.�൞
െ͵ݔଵ  ଶݔ͵  ݔଷ െ ݔସ ൌ ʹǡ�������
െ͵ݔଵ ͻݔଶെ ଷݔʹ ସݔ ൌ ǡ���������
ͺݔଵ  ଶݔ  Ͷݔଷ െ ସݔ ൌ ͳʹǡ�������������
െ͵ݔଵ െ ͺݔଶ  Ͷݔଷ െ ݔସ ൌ െͶͲǤ

12.27.൞�
ͻݔଵ െ Ͷݔଶ െ ଷݔʹ െ ͷݔସ ൌ ʹͷǡ����
ͷݔଵ െ ଶݔ͵  ͷݔଷ െ ͻݔସ ൌ െͶͳǡ
ଵݔʹ െ ͺݔଶ  Ͷݔଷ  ݔସ ൌ Ͷͺǡ����
െݔଵ െ ݔଶ  ͷݔଷ  ͻݔସ ൌ ͶͳǤ����

12.28.�൞
െʹݔଵ  ଶݔ͵  ଷݔʹ െ ସݔ͵ ൌ െǡ
ݔଵ  ଶݔ  ͷݔଷ െ ݔସ ൌ െʹ͵ǡ���
െݔଵ െ Ͷݔଶ െ ଷݔ  ସݔ͵ ൌ Ͷǡ������
െݔଵ  ݔଷ െ ݔସ ൌ െʹǤ������������

12.29.�൞
െͷݔଵ െ Ͷݔଶ െ ଷݔ  ସݔʹ ൌ Ͷʹǡ����
െʹݔଵ  ݔଶ െ ͻݔଷ  ସݔ ൌ ͳͳͺǡ����
െݔଵ െ ଶݔ  ଷݔ  ͷݔସ ൌ ʹͲǡ����������
െͷݔଵ െ ଶݔʹ െ ͺݔଷ  ସݔʹ ൌ ͳͳͳǤ

12.30. ൞
െ͵ݔଵ  ݔଶ  ଷݔʹ െ ͻݔସ ൌ ͵ͷǡ���
ͺݔଵ െ ͻݔଶ  Ͷݔଷ െ ͺݔସ ൌ െͳʹͳǡ
Ͷݔଵ  ݔଶ െ ଷݔ െ ସݔ ൌ Ͷ͵ǡ������������
�ͻݔଵ Ͷݔଶ ͷݔଷെ ͳͺݔସ ൌ െͶ͵Ǥ

��

13. Вычислить определитель.

13.1. ተ
���ʹ�� െ ʹ���� െ ʹ����� െ ͷ
���ʹ��� െ ͵���� െ ʹ����� െ ʹ
െʹ��������Ͷ����������ͷ����� െ Ͷ
���͵��������ͳ����� െ ͳ���� െ Ͷ

ተ 13. 2. ተ
െͷ��������ͳ�� െ ʹ�� െ ͷ
���͵��������ʹ�� െ ʹ������͵
���ͷ��� െ ʹ�� െ ͳ������ͷ
െͷ��������Ͷ�� െ ʹ�� െ ͳ

ተ

13.3. ቮ
���ʹ��� െ ͷ���� െ Ͷ��������ʹ
െͷ�� െ ʹ���������Ͷ���������Ͷ
���Ͷ��������ͳ���������ʹ���������ͷ
�െͷ�������Ͷ����������͵���� െ ʹ

ቮ 13. 4. ቮ
െ͵���� െ ʹ������ͷ��� െ Ͷ
���ͷ���� െ ʹ�������ͳ��� െ Ͷ
���Ͷ���� െ ͵�������͵��������ͳ
����͵���� െ ͷ�������ͷ��� െ ͳ

ቮ

13.5. ቮ
��ͷ�� െ ʹ������͵������ʹ
��Ͷ�������ͷ������ʹ������ͳ
���ͷ�� െ ͳ������ͷ� െ ͳ
െʹ�� െ Ͷ�����ͳ� െ Ͷ

ቮ 13.6. ቮ
െ͵��������͵����� െ Ͷ��������ʹ
െʹ��������ͳ����� െ ͷ��������͵
���Ͷ��� െ ͳ����� െ ʹ��������͵
െͳ�������Ͷ�����������ͷ��� െ Ͷ

ቮ

13.7. ቮ
���͵��������ͷ��� െ ͷ����������ͷ
െͳ�������ʹ���������Ͷ����� െ ͳ
���ͳ�� െ ʹ���� െ ʹ����� െ ͳ
െ͵�� െ Ͷ���� െ ͳ���������ͳ

ቮ 13.8. ቮ
���ͷ��� െ ʹ��� െ ͳ������ͳ
���ͷ��� െ ͷ��������͵������ͷ
െ͵�������Ͷ���������Ͷ�������ͳ
െ͵�������ͷ���������Ͷ�� െ ͳ

ቮ

13.9. ቮ
െʹ������Ͷ���������ͷ��������Ͷ
���ʹ������Ͷ���� െ ͳ��������Ͷ
���ʹ������Ͷ���� െ ͵��� െ ͵
���Ͷ������͵���� െ ͷ��������ʹ

ቮ 13.10. ቮ
���ͳ�� െ ʹ������ͳ��������ʹ
െͶ�������ͷ������ͳ��� െ Ͷ
െͳ�������ͷ������ʹ��� െ ͷ
���ͷ�� െ ͷ������ʹ��������ʹ

ቮ
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13.11. ቮ
����Ͷ�������ʹ����� െ ͳ���������ͳ
െͳ��������Ͷ����� െ ʹ���� െ ͵
����͵��������ʹ����� െ Ͷ���� െ ͳ
െͶ��������ͳ����� െ ʹ����� െ Ͷ

ቮ 13.12. ቮ
���ͳ���������ʹ����������͵���������Ͷ
���Ͷ���������ͷ����������ʹ���������ͷ
െʹ���� െ ͵����������ʹ���� െ ͳ
െͷ���������ʹ����������ʹ����������Ͷ

ቮ

13.13. ቮ
െͷ��� െ ʹ���� െ ͷ���� െ ͳ
���Ͷ��������ͷ����� െ ͵���������ͷ
െͷ��� െ ͵���������͵����� െ ͵
���ʹ��������ʹ����� െ ͳ���������ʹ

ቮ 13.14. ቮ
െ͵��������ʹ������ െ ʹ�����������ͳ
���ͷ���� െ ͳ����� െ ʹ����� െ ͵
���Ͷ���� െ ͳ����� െ ʹ�����������ͷ
���ͳ���������ʹ������ െ ʹ����������ͷ

ቮ

13.15. ቮ
���͵��� െ ʹ��������Ͷ����� െ Ͷ
െͳ�������ʹ���������ʹ����������ͳ
���ͷ��������ʹ��������ͳ����������ʹ
െͶ������͵���� െ Ͷ����������ͷ

ቮ 13.16. ቮ
െͶ��������͵������������ʹ���� െ ͷ
െʹ�������͵�������������͵���� െ ͷ
െͷ�������͵�������������Ͷ���� െ ͷ
���ʹ�� െ Ͷ������������ͷ���� െ ͳ

ቮ

13.17. ቮ
െͳ�� െ ͵��� െ Ͷ�� െ ͵
െͳ�� െ ʹ��� െ ͷ�� െ ͷ
���Ͷ�� െ ʹ��� െ ʹ�������ʹ
���ʹ�������ʹ���� െ ͳ�� െ ͳ

ቮ 13.18.  ቮ
െʹ������ͳ�����������ͳ����� െ ͵
����ͳ� െ ͳ����� െ ʹ����������ͳ
���͵�� െ ʹ����������ͳ�����������ʹ
�െ͵�����Ͷ����������Ͷ������� െ ͳ

ቮ

13.19. ቮ
�െͶ��� െ ͷ��� െ ͳ������Ͷ���Ͷ��� െ ͷ��� െ ʹ� െ ͳ
െͷ�������Ͷ����� െ ͳ� െ ʹ
െͳ�� െ ͳ���� െ Ͷ� െ Ͷ

ቮ 13.20. ቮ
െͶ���� െ ʹ��� െ ͳ�������ͳ
���ʹ���� െ Ͷ��������ͷ��� െ ͳ
െ͵��������ͷ���� െ ʹ�� െ ʹ
���ʹ���������ͷ��������ʹ��� െ Ͷ

ቮ

13.21. ቮ
െ͵�������ͳ��� െ ͷ���� െ ͵
���ʹ�������ʹ��������ͷ���������Ͷ
െͳ�� െ ʹ��� െ ͷ��� െ ʹ
െʹ��� െ ͳ��������ʹ���� െ Ͷ

ቮ 13.22. ቮ
���ʹ���������Ͷ��������ͷ��������͵
���͵���� െ ͳ��������ʹ��������Ͷ
െͷ���������͵��������Ͷ��� െ ͳ
���ʹ����� െ ͵�������ʹ��������ͷ

ቮ

13.23. ቮ
െʹ��� െ ͳ���� െ ͳ��� െ ͷ
���ͳ���������ʹ���� െ ͳ��������ʹ
െ͵���� െ ͵���� െ ͳ��� െ ͵
െʹ���� െ ʹ��������ͳ���� െ ʹ

ቮ 13.24. ቮ
െͶ��� െ ͷ��� െ Ͷ�������͵
���ͳ��������ͷ��������ʹ��� െ ͳ
���ͷ��������ͳ��� െ Ͷ�� െ Ͷ
െ͵��� െ ͵��������͵�������ʹ

ቮ

13.25. ቮ
െͶ����� െ ʹ��������ͷ���� െ Ͷ
െͳ����� െ ͳ��������ʹ���������ͳ
െ͵����� െ ͵��������͵���� െ ʹ
���Ͷ����� െ ͳ��� െ ʹ���������͵

ቮ 13.26. ቮ
���ʹ�� െ ʹ���� െ ͵��������ʹ
���ͷ�������͵���� െ Ͷ��������ͷ
���ͳ��� െ ͳ��������ʹ��� െ ͷ
െͷ�� െ ͳ���������͵��������ͳ

ቮ

13.27. ቮ
െʹ��������Ͷ����� െ ʹ��������ͷ
െʹ��������Ͷ����� െ ʹ��������͵
���ͷ���������ʹ����� െ Ͷ��������Ͷ
െͳ��������Ͷ������ െ Ͷ��� െ ͳ

ቮ 13.28. ቮ
െͶ������ʹ���� െ ʹ�������ͳ
െʹ������ͳ���� െ ʹ�������ͳ
െ͵������͵���������ͳ��� െ ͳ
���ͷ������ʹ����� െ ʹ�������ͳ

ቮ

13.29. ቮ
���Ͷ�������͵����������ͷ���������͵
���ʹ�������ʹ����������͵���������ͳ
���͵�������ͳ����������ͳ���������ͳ
െʹ�� െ ͷ���� െ Ͷ���������ͳ

ቮ 13.30. ቮ
െͷ�� െ ͳ�� െ ʹ�� െ ͳ
���ͷ�������Ͷ��� െ Ͷ�� െ ͵
���ʹ��������ͷ��� െ ͷ�� െ Ͷ
���͵��� െ ͷ��������Ͷ�� െ ͷ

ቮ

14. Найти обратную матрицу.

14.1. ൭
െ ͷ െͶ
െͶ Ͷ ͳ
െͷ െͷ ʹ

൱ 14.2.  ൭
െͷ ʹ ͳ
ͷ െʹ െʹ
െʹ െͳ ͷ

൱
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14.3. ൭
Ͷ െ͵ െͷ
ͳ െͷ െ
െͶ ʹ െ͵

൱ 14.4.  ൭
െʹ െͳ െͶ
ͷ ͵ െ͵
െʹ െʹ ͵

൱

14.5. ൭
͵ െʹ െͳ
͵ െͶ 
ʹ െ͵ െʹ

൱ 14.6.  ൭
െ െͶ െʹ
െͷ ͳ Ͷ
Ͷ െ͵ ͷ

൱

14.7. ൭
ͳ െʹ െʹ
െ Ͷ ͷ
ͳ െͶ െ͵

൱ 14.8.  ൭
ͷ  െ
െ ͳ െ͵
െʹ െ ͷ

൱

14.9. ൭
െ െʹ െͶ
ͳ െ െ
ͳ െ Ͷ

൱ 14.10. ൭
ͷ ͳ ͷ
െ ͷ 
ʹ Ͷ ͳ

൱

14.11. ൭
െʹ ʹ ʹ
െ ͵ െ͵
Ͷ  െ

൱ 14.12. ൭
െͶ െʹ െͳ
ͷ െͷ െͶ
 ͷ 

൱

14.13. ൭
െͶ  െ͵
͵ ͷ െͳ
െͷ ʹ ͳ

൱ 14.14. ൭
െ͵ ʹ ͳ
െͳ Ͷ െ͵
Ͷ ͳ െͳ

൱

14.15. ൭
െͷ ͳ െʹ
െͳ  െͳ
 െͷ െͳ

൱ 14.16. ൭
ͳ െͳ ʹ
െͳ  െ
ͳ ͳ ͷ

൱

14.17. ൭
ʹ  ʹ
ͷ  Ͷ
Ͷ ͵ ʹ

൱ 14.18. ൭
͵ Ͷ 
ͷ ʹ െ͵
Ͷ െ 

൱

14.19. ൭
ʹ Ͷ െͷ
െ ͷ െ͵
െ͵ െͳ ͳ

൱ 14.20. ൭
െ  െͷ
ͳ െ͵ Ͷ
Ͷ ͵ െͳ

൱

14.21. ൭
Ͷ ͷ Ͷ
െ െ͵ ʹ
െ͵ െͷ െ

൱ 14.22. ൭
െͳ െʹ ͳ
͵  ͳ
ͳ െͷ െ

൱

14.23. ൭
െͷ െͷ െͳ
െʹ ʹ ͵
ͷ െͳ Ͷ

൱ 14.24. ൭
ͷ െ ͳ
 ͷ ʹ
െͶ ʹ ͵

൱

14.25. ൭
െͳ െͷ ͵
Ͷ  ͳ
െͶ െ ͳ

൱ 14.26. ൭
ʹ െͷ ͳ
െʹ ͵ െͶ
െʹ ͳ െʹ

൱
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14.27. ൭
 െ͵ െͳ
ʹ െ െͳ
െ͵ ͷ െͷ

൱ 14.28. ൭
െ͵ െͷ െͶ
െ͵ െͷ െͳ
͵  െͶ

൱

14.29. ൭
ͳ ʹ ͷ
ʹ ʹ 
െ͵ െͶ ͳ

൱ 14.30. ൭
ͷ  െ͵
 ͵ െʹ
െͶ Ͷ െʹ

൱

15. Найти собственные числа и собственные векторы матрицы.

15.1. ൭
͵ Ͷ Ͷ
ͳ Ͷ ͵
െͳ Ͷ ͷ

൱ 15.2. ൭
െͳ ͳ Ͷ
െʹ ʹ Ͷ
Ͷ ͷ ͷ

൱ 15.3. ൭
ͳ Ͷ Ͷ
െʹ െͷ ͵
͵ ͵ െͷ

൱

15.4. ൭
െͷ െʹ ͳ
ͳ ͳ െͷ
ʹ ͳ െʹ

൱ 15.5. ൭
ͳ ͳ െͳ
ͳ െͷ െ͵
͵ െ͵ െͷ

൱ 15.6. ൭
െ͵ ʹ ʹ
ʹ ͳ െ͵
െʹ ͳ ͷ

൱

15.7. ൭
ͳ െͶ െ͵
െͳ Ͷ െ͵
െͳ Ͷ െͷ

൱ 15.8. ൭
ͳ ͵ ʹ
ʹ െͷ െͷ
െͳ െ͵ െʹ

൱ 15.9. ൭
ͳ െʹ ʹ
Ͷ െͷ Ͷ
െͶ െͳ Ͷ

൱

15.10. ൭
െͶ െʹ ʹ
Ͷ ʹ െʹ
െͷ െͷ ʹ

൱ 15.11. ൭
ͳ ͵ ͵
ʹ ͳ െͶ
െͳ െͳ ͳ

൱ 15.12. ൭
െͷ െͳ ͵
ͳ ͷ ͳ
ͷ െ͵ െ͵

൱

15.13. ൭
െʹ െ͵ ͳ
͵ െʹ ͷ
ʹ ͳ ͳ

൱ 15.14. ൭
͵ ͷ െʹ
െͳ െ͵ Ͷ
ͳ ͳ ͵

൱ 15.15. ൭
െ͵ ͵ ʹ
െͷ ͷ ʹ
ʹ െͶ െͷ

൱

15.16. ൭
ͷ െʹ ʹ
െʹ ͵ ʹ
െ͵ ͳ Ͷ

൱ 15.17. ൭
െ͵ െͶ െͳ
ͷ െͶ ͷ
͵ Ͷ ͳ

൱ 15.18. ൭
െͶ െͷ Ͷ
ʹ െʹ ʹ
ͷ ͷ െ͵

൱

15.19. ൭
െͳ ͷ ͳ
ͳ ͵ ʹ
ʹ െʹ ͳ

൱ 15.20. ൭
െ͵ െ͵ ͷ
െͶ ʹ ͵
െ͵ ͵ Ͷ

൱ 15.21. ൭
͵ െ͵ ͵
െͶ െͳ െͶ
െͷ ͵ െͷ

൱

15.22. ൭
െʹ ͳ ͷ
െͳ െͶ Ͷ
Ͷ Ͷ െ͵

൱ 15.23. ൭
െ͵ ʹ ͳ
െͶ ͵ Ͷ
ͳ െͳ െ͵

൱ 15.24. ൭
െͳ െͶ ͵
െͶ െͳ ͵
Ͷ ͵ െͳ

൱

15.25. ൭
െ͵ െ͵ െʹ
ʹ ͷ ͷ
െͷ ͳ Ͷ

൱ 15.26. ൭
ͳ െʹ െʹ
െͷ െͷ െͳ
ʹ ͷ ͳ

൱ 15.27. ൭
െʹ െͷ ͳ
െ͵ െͷ ͵
ͳ ͵ െʹ

൱

15.28. ൭
ͳ െͳ െͳ
െͶ Ͷ Ͷ
െͷ Ͷ ͳ

൱ 15.29. ൭
͵ ͳ ͳ
ʹ ʹ Ͷ
െͷ െ͵ െͷ

൱ 15.30. ൭
െʹ െͶ Ͷ
െͳ ͳ ʹ
ͷ ͷ െʹ

൱
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Раздел 2. ВВЕДЕНИЕ В АНАЛИЗ

Примеры решения задач

Напомним, что графики функций a) ),( xf - б) ),(xf- в) ),( axf -
г) ),( Axf + д) ),(kxf е) )(xf получаются из графика функции f(x) с по-

мощью следующих геометрических преобразований: а) отражения
относительно оси ОY, б) отражения относительно оси ОХ, в) сдвига
вдоль оси ОХ на a единиц, г) сдвига вдоль оси ОY на A единиц, 
д) гомотетии вдоль оси ОХ в 1/k раз ),0( ¹k е) отражения относитель-

но оси ОХ той части графика, которая лежит ниже этой оси.
Задача 1. Используя элементарные преобразования, построить 

график функции 232 +-= xxy .

Решение. Сначала строим график параболы xxxf 3)( 2 -=
(рис. 1). Затем применяем последовательно преобразования «е» и «г» -
сдвиг по оси на 2 единицы (рис. 1).

Рис. 1

Рис. 2

Приведем некоторые арифметические формулы, которые можно 
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доказать методом математической индукции:

ͳ  ʹ  ͵ ڮ ݊ ൌ
݊ሺ݊  ͳሻ

ʹ ǡ������������������������������������������ሺͳሻ
ͳ  ͵  ͷ  ڮ ሺʹ݊ െ ͳሻ ൌ ݊ଶ ǡ (2)

ͳଶ  ʹଶ  ͵ଶ ڮ݊ଶ ൌ
݊ሺ݊  ͳሻሺʹ݊  ͳሻ

 ǡ��������������������ሺ͵ሻ

ͳ  ܽ  ܽଶ ڮ ܽ ൌ
ܽାଵ െ ͳ
ܽ െ ͳ ǡ����������ሺܽ ് ͳሻǤ ሺͶሻ

Задача 2. Вычислить предел

���
՜ஶ

ͳଶ  ʹଶ  ͵ଶ  ڮ ݊ଶ
݊ଷ Ǥ

Решение. Используя формулу (3) получим
ͳଶ  ʹଶ  ڮ ݊ଶ

݊ଷ ൌ
ͳ
 ή
݊ሺ݊  ͳሻሺʹ݊  ͳሻ

݊ଷ ൌ
ͳ
 ൬ͳ 

ͳ
݊൰ ൬ʹ 

ͳ
݊൰Ǥ

Так как

���
՜ஶ

ͳ
݊ ൌ Ͳǡ

то

���
՜ஶ

ͳଶ  ʹଶ  ͵ଶ ڮ ݊ଶ
݊ଷ ൌ ���

՜ஶ

ͳ
 ൬ͳ 

ͳ
݊൰ ൬ʹ 

ͳ
݊൰ ൌ

ൌ
ͳ
 ൬ͳ  ���

՜ஶ

ͳ
݊൰ ൬ʹ  ���

՜ஶ

ͳ
݊൰ ൌ

ͳ
 ή ͳ ή ʹ ൌ

ͳ
͵Ǥ

Ответ: ͳȀ͵.

Напомним, что порядком малости бесконечно малой величины 
(далее б.м.) ߚሺݔሻ относительно бесконечно малой ߙሺݔሻ ሺݔ ՜ ܽሻ называ-

ется такое натуральное число ݊, что существует, и предел отношения 
ఉሺ௫ሻ
ఈሺ௫ሻ при ݔ ՜ ܽ не равен 0. Обозначим через ఈܸሺߚሻ порядок малости 

б.м. ߚ относительно б.м. .ߙ
Тогда

ఈܸሺߚଵߚଶሻ ൌ ఈܸሺߚଵሻ  ఈܸሺߚଶሻ������������������������������������ሺͷሻ
для любых б.м. ߚଵ, ߚଶ, для которых определены порядки малости отно-

сительно ߙ. Действительно, если ݊ଵ ൌ ఈܸሺߚଵሻ, ݊ଶ ൌ ఈܸሺߚଶሻ, то

���
௫՜�

ଶߚଵߚ
భାమߙ ൌ ���

௫՜�

ଵߚ
భߙ ή ���௫՜�

ଶߚ
మߙ ് Ͳǡ

что доказывает равенство ሺͷሻ.
Задача 3. Определить порядок малости б.м. ߚሺݔሻ ൌ ሺ�ݔʹ�� െ
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െͳሻሺ݁௫ െെ�݁ି௫ሻሺݔ��� െ ሻݔ�� относительно ߙሺݔሻ ൌ ݔ при ݔ ՜ Ͳ.

Решение. ��� ݔʹ െ ͳ ൌ െʹ���ଶ .ݔ Так как ௫ܸሺݔ���ሻ ൌ ͳ согласно пер-
вому замечательному пределу, то ௫ܸሺ��� ݔʹ െ ͳሻ ൌ ௫ܸሺݔ���ሻ  � ௫ܸሺݔ���ሻ ൌ
ൌ ʹ. Далее, ݁௫ െ ݁ି௫ ൌ ݁ି௫ሺ݁ଶ௫ െ ͳሻ, т. к. ���௫՜

మೣିଵ
௫ ൌ ʹ, то ௫ܸሺ݁௫ െ ݁ି௫ሻ ൌ

ͳ. Функцию ���� ݔ െ ݔ�� преобразуем так: ������ �ݔ െ �ݔ���� ൌ�ൌ
ଵ

ୡ୭ୱ௫
ሺ��� ݔ െ ͳሻ ��� Уже .ݔ доказано, что ௫ܸሺ��� ݔ െ ͳሻ ൌ ʹ. Так как 

���௫՜
ଵ

ୡ୭ୱ௫ ൌ ͳ в силу непрерывности функции ��� ݔ и ௫ܸሺݔ���ሻ ൌ ͳǡ то 

௫ܸሺݔ��� െ ሻݔ��� ൌ ʹ  ͳ ൌ ͵ ввиду равенства (1). Окончательно
௫ܸሺߚሻ ൌ ௫ܸሺ�ݔʹ�� െ ͳሻ  ௫ܸሺ݁௫ െ ݁ି௫ሻ  ௫ܸሺ��� ݔ െ ሻݔ��� ൌ ʹ  �ͳ  ͵ ൌ .

Ответ: порядок малости ߚሺݔሻ относительно ݔ ሺݔ ՜ Ͳሻ равен 6.

Задача 4. Вычислить ���௫՜ ቀ
௫మ �ି�ଶ௫�ା�ଷ
௫మ �ି�ଷ௫�ା�ଶቁ

౩ೣ
ೣ

.

Решение. Обозначим ሻݔሺߙ ൌ ௫మ�ି�ଶ௫�ା�ଷ
௫మ�ି�ଷ௫�ା�ଶ, ߚሺݔሻ ൌ

௦௫
௫ . Тогда

���
௫՜

ሻݔሺߙ ൌ
Ͳଶ െ ʹ ή Ͳ  ͵
Ͳଶ െ ͵ ή Ͳ  ʹ ൌ

͵
ʹ ǡ ��������������������௫՜

ሻݔሺߚ ൌ ͳ

в силу непрерывности функции ߙሺݔሻ и первого замечательного пре-
дела. Следовательно,

���
௫՜

��൫ߙሺݔሻఉሺ௫ሻ൯ ൌ ���
௫՜

ሾߚሺݔሻ ሻሿݔሺߙ�� ൌ ͳ ή ��
͵
ʹ ൌ ��

͵
ʹ Ǣ

���
௫՜

ሻఉሺ௫ሻݔሺߙ ൌ ݁ ୪୬
ଷ
ଶ ൌ

͵
ʹ�ǡ

где использована непрерывность функций �� ݔ и ݁௫.
Ответ: 3/2.

Задача 5. Локализовать какой-либо корень уравнения ݁௫ ൌ ݔ  ʹ
с точностью до 0,1.

Решение. Локализовать корень ݔ с точностью до ߝ – значит 
найти такое число כݔ, что ݔ א ሺכݔ െ ǡߝ כݔ  ݔ ሻ. Тогдаߝ ൎ כݔ с точно-

стью ߝ. Заметим, что 
݁௫ȁ௫�ୀ� ൏ ሺݔ  ʹሻ�ȁ௫�ୀ� и ݁௫ȁ௫�ୀ�ଶ ൏ ሺݔ  ʹሻ�ȁ௫�ୀ�ଶ�.

Так как функции ݁௫ и ݔ  ʹ непрерывны, то по теореме Больца-
но-Коши существует корень ݔ א ሺͲǡ ʹሻ уравнения ݁௫ ൌ ݔ  ʹ. Для ло-
кализации этого корня будем использовать метод дихотомии (деления 
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пополам). Вычисления сведем в таблицу.

ݔ 0 2 1 1,5 1,25 1,125 …

݁௫ 1 7,39 2,72 4,48 3,49 3,08 …

ݔ  ʹ 2 4 3 3,5 3,25 3,125 …

݁௫ ݔ ?  ʹ < > < > > < …

В таблице, начиная со столбца ݔ ൌ ͳ, выбор значения осуществ-
ляется по правилу ݔ ൌ ሺܽ  ܾሻȀʹ, где ܽ, ܾ - значения переменной ݔ в 
предыдущих столбцах с условием, что неравенства в последней стро-

ке, соответствующие ܽ и ܾ, - разного смысла и разность ȁܾ െ ܽȁ при 
этом наименьшая. Так как ݔ א ሺͳǡͳʹͷǢ ͳǡʹͷሻ и интервал ሺͳǡͳʹͷǢ ͳǡʹͷሻ
содержится в интервале ሺͳǡͳͷ െ ͲǡͳǢ �ͳǡͳͷ  Ͳǡͳሻǡ то כݔ ൌ ͳǡͳͷ - иско-
мая точка.

Ответ: один из корней уравнения ݁௫ ൌ ݔ  ʹ содержится в ин-
тервале ሺͳǡͳͷ െ ͲǡͳǢ �ͳǡͳͷ  Ͳǡͳሻ.

Задания
1. Для заданной функции ݂ሺݔሻ и числа :ݔ
1)  найти область допустимых значений (ОДЗ) функции ݂ሺݔሻ;
2) элементарными преобразованиями (см. задачу 1) построить 

график функции ݂ሺݔሻ;
3) если ݔ принадлежит ОДЗ, то найти число ߜ такое, что

ȁ݂ሺݔሻ െ ݂ሺݔሻȁ ൏ Ͳǡͳ, как только ȁݔ െ ȁݔ ൏ ݔ если же ;ߜ не принадлежит 
ОДЗ, то найти число ߜ такое, что ȁ݂ሺݔሻȁ  ͷͲ, как только ȁݔ െ ȁݔ ൏  ,ߜ
ݔ ് .ݔ

1.1. ݂ሺݔሻ ൌ ቚ௫�ି�ଵ௫ାଵ ቚ, ݔ ൌ െͳ.

1.2. ݂ሺݔሻ ൌ ��� ቚʹݔ  
ଷቚ, ݔ ൌ

గ
.

1.3. ݂ሺݔሻ ൌ ଶݔ െ ͵ȁݔȁ  ʹ, ݔ ൌ Ͳ.

1.4. ݂ሺݔሻ ൌ ȁ௫ିଵȁ
௫ାଵ ݔ , ൌ െͳ.

1.5. ݂ሺݔሻ ൌ ��� ቚ௫ଶ െ
గ
ቚ, ݔ ൌ

గ
ଷ.

1.6. ݂ሺݔሻ ൌ ȁݔଶ െ ݔ͵  ʹȁ, ݔ ൌ ʹ.

1.7. ݂ሺݔሻ ൌ ௫ିଵ
ȁ௫ାଵȁ, ݔ ൌ െͳ.

1.8. ݂ሺݔሻ ൌ ��� ቀʹȁݔȁ െ గ
ଷቁ, ݔ ൌ

గ
ସ.

1.9. ݂ሺݔሻ ൌ ଶݔ  ȁ͵ݔ െ ʹȁ, ݔ ൌ ͳ.
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1.10. ݂ሺݔሻ ൌ ȁ௫ȁିଵ
௫ାଵ ݔ , ൌ ͳ.

1.11. ݂ሺݔሻ ൌ ቚ��� ቀʹݔ െ గ
ଷቁቚ, ݔ ൌ

గ
.

1.12. ݂ሺݔሻ ൌ ȁݔଶ  ȁݔ͵ െ ݔ ,ʹ ൌ െʹ.

1.13. ݂ሺݔሻ ൌ ቚ௫ାଶ௫ିଶቚ, ݔ ൌ ʹ.

1.14. ݂ሺݔሻ ൌ ��� ቀగ െ
௫
ଶቁ, ݔ ൌ െ ଶగ

ଷ .

1.15. ݂ሺݔሻ ൌ ȁݔଶ  ͷݔ െ ȁ, ݔ ൌ Ͳ.

1.16. ݂ሺݔሻ ൌ ȁ௫ାଶȁ
௫ିଶ ݔ , ൌ ʹ.

1.17. ݂ሺݔሻ ൌ ቚ��� ቀ௫ଶ 
గ
ଷቁቚ, ݔ ൌ Ͳ.

1.18. ݂ሺݔሻ ൌ ଶݔ  ͷȁݔȁ െ , ݔ ൌ െͳ.

1.19. ݂ሺݔሻ ൌ ௫ାଶ
ȁ௫ାଶȁ, ݔ ൌ ʹ.

1.20. ݂ሺݔሻ ൌ ��� ቀȁݔȁ  గ
ସቁ, ݔ ൌ

గ
ସ.

1.21. ݂ሺݔሻ ൌ ଶݔ െ ȁͷݔ െ ȁ, ݔ ൌ ͳ.

1.22. ݂ሺݔሻ ൌ ȁ௫ȁାଶ
௫ିଶ ݔ , ൌ ͵.

1.23. ݂ሺݔሻ ൌ ��� ቀଷ െ ʹȁ�ȁቁ, ݔ ൌ െ గ
.

1.24. ݂ሺݔሻ ൌ ȁݔଶ  ͷݔȁ െ , ݔ ൌ െ͵.

1.25. ݂ሺݔሻ ൌ ௫ାଶ
ȁ௫ȁିଶ, ݔ ൌ ʹ.

1.26. ݂ሺݔሻ ൌ ξݔଶ, ݔ ൌ Ͳ.
1.27. ݂ሺݔሻ ൌ �� ȁݔȁ, ݔ ൌ Ͳ.

1.28. ݂ሺݔሻ ൌ ቚ௫ାଵ௫ିଶቚ, ݔ ൌ ʹ.

1.29. ݂ሺݔሻ ൌ ݁ିȁ௫ȁ, ݔ ൌ Ͳ.

1.30. ݂ሺݔሻ ൌ ݁ି
భ
ݔ ,ೣ ൌ ͳ.

2. Вычислить предел последовательности.

2.1. 
ଵ
మ σ ሺʹ݇ െ ͳሻ

�ୀ�ଵ Ǥ 2.2. 
ሺଶାଵሻǨାሺଶାଶሻǨ

ሺଶାଷሻǨ .

2.3. 
ଵ

ାଵσ ሺʹ݇  ͳሻ
ୀଵ െ ଶାଷ

ଶ Ǥ 2.4. 
ଶశభାଷశభ

ଶାଷ .

2.5. 
ଵ

ඥଽరାଵ
σ ሺ݇  ͳሻǤ
ୀଵ 2.6. 

ଵାଷାڮାሺଶିଵሻ
ଵ�ା�ଶ�ା�ǥ�ା� .

2.7. 
ଵ

ାଷσ ሺʹ݇ െ ͳሻ
�ୀ�ଵ െ �. 2.8. 

ଵାସା�ǥ�ାሺଷିଶሻ
ඥହరାାଵ

.

2.9. 
ሺାସሻǨିሺାଶሻǨ

ሺାଷሻǨ . 2.10. 
ሺଷିଵሻǨାሺଷାଵሻǨ

ሺିଵሻሺଷሻǨ .

2.11. 
ଶିହశభ

ଶశభାହశమ. 2.12. σ ቀଵଷቁ


�ୀ�ଵ Ȁ σ ቀଵହቁ


�ୀ�ଵ �.
2.13. 

ଵ
ඥమାାଵ

σ ሺെͳሻሺͶ݇  ͵ሻǤ
ୀ 2.14. 

ଵ
σ ሺെͳሻሺʹ݇  ͳሻଶ

ୀ .
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2.15. 
ඥయାହయ ିඥଷరାଶ
ଵାଷାହାڮାሺଶିଵሻ. 2.16. 

ଷିଶ

ଷషభାଶ.

2.17. 
ଶ
ଷ െ

ଵ
ሺାଶሻయσ ݇

�ୀ�ଵ 2.18. σ ଷೖାଶೖ

ೖ

�ୀ�ଵ .

2.19. 
ଵ

ାଷσ ሺെͳሻሺ͵݇  ʹሻ
�ୀ� . 2.20. 

ሺଶାଵሻǨାሺଶାଶሻǨ
ሺଶାଷሻǨିሺଶାଶሻǨ.

2.21. 
ଶ�ା�ସ�ା�ǥ�ା�ଶ
ଵାଷାڮାሺଶିଵሻ. 2.22. σ ሺʹ  ͳሻȀͶ

ୀଵ .

2.23. 
ଵ

మାξ
σ ሺͷ݊ െ ͵ሻ
ୀଵ . 2.24. σ ଶೖାହೖ

ଵೖ

ୀ .

2.25. 
ଵ�ି�ଶ�ା�ଷ�ି�ସ�ା�ǥ�ି �ଶ

ඥయାଶାଶయ . 2.26. 
ହశమାଷశమ

ହାଷ .

2.27. 
ଵ
య σ ሺʹ݇ െ ͳሻଶ

�ୀ�ଵ Ǥ 2.28. 
ଵାଷାହା�ǥ�ାሺଶିଵሻ
ଶାସାା�ǥ�ାଶ .

2.29. 
ଵ
మ �σ ሺ͵݇  ʹሻ

�ୀଵ . 2.30. 
ଵ
మ σ ሺെͳሻ݇ଶଶ

�ୀ�ଵ .

3. Дана числовая последовательность .ߙ Необходимо:
1) исследовать ߙ на монотонность;
2) найти ܣ ൌ ���՜ஶߙ;
3) указать натуральное число ܰሺߝሻ такое, начиная с которого 

выполняется неравенство ȁߙ െ ȁܣ ൏  .ߝ

3.1. 
ଷିమ

ଵାଶమǤ 3.2. 
ସିଵ
ଶାଵǤ 3.3. 

ଵିଶమ

ଶାସమ.

3.4. െ ହ
ାଵ. 3.5. 

ସାଶ
ଵିଷ 3.6. 

ହାଵହ
ି Ǥ

3.7. 
ଵାଷ
ି . 3.8. 

ଶାଵ
ିଵ. 3.9. 

ାସ
ଶାଵ.

3.10. 
ଶିହ
ଷାଵ. 3.11. 

ାଵ
ଵିଶǤ 3.12. 

ଶାଵ
ଷିହ.

3.13. 
ଷିଶ
ଶାଵ. 3.14. 

ଶିଵ
ଶିଷ. 3.15. 

ଷିଵ
ଶାଵǤ

3.16. 
଼ିଷయ

ଵାଶయ. 3.17. 
ାଵ
ିଵǤ 3.18. 

ସమାଵ
ଷమାଶǤ

3.19. 
ଵିଶయ

యାଷ Ǥ 3.20. 
ଷమ

ଶିమ. 3.21. 
ଷିଵ
ହାଵ.

3.22. 
ସିଷ
ଶାଵ. 3.23. 

ହାଵ
ଷିହǤ 3.24. 

ସయ

యାଵ.

3.25. 
ଽିయ

ଵାଶయǤ 3.26. 
ସିଷ
ଶାଵ. 3.27. 


ଷିଵ.

3.28. 
ଷయ

యିଶǤ 3.29. 
ଶିଷమ

ହమାସǤ 3.30. 
ଷయାଶ
ସయିଵ.

4. Вычислить предел последовательности.

4.1. ቀଷ
మାସ

ଷమିଶቁ
ଶାହ

. 4.2. ቀ
మାାଵ
మାିଵቁ

ିమ
Ǥ 4.3. ቀଶାଷଶାଵቁ

ାଵ
.
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4.4. ቀିଵାଷቁ
ାଶ

. 4.5. ቀଶ
మାହା

ଶమାହାଷቁ


. 4.6. ቀହ
మାଷିଵ

ହమାଷାଷቁ
మ

.

4.7. ቀିଵାଷቁ
మ

. 4.8. ቀଵିଷଵାଵቁ
ଶାଵ

Ǥ 4.9. ቀ
మାଶଵି
మାଵ଼ାଽቁ

ଶାଵ
.

4.10. ቀ ଷమିହ
ଷమିହାቁ

ାଵ
. 4.11. ቀାସାଶቁ

ଶିଵ
Ǥ 4.12. ቀଶିଵଶାଵቁ

ାଵ
.

4.13. ቀ
మିାହ
మିହାହቁ

ଷାଶ
Ǥ 4.14. ቀ

మାଵ଼ିଵହ
మାଵଵାଶ ቁ

ାଷ
Ǥ 4.15. ቀିାସቁ

ଷାଶ
.

4.16. ቀଷ
మିା

ଷమାଶ ቁ
ିାଵ

. 4.17. ቀ
మିଷା
మାହାଵቁ


మ
. 4.18. ቀିଵାଵ ቁ

ଷାଵ
.

4.19. ቀଷାଵଷିଵቁ
ଶାଷ

Ǥ 4.20. ቀଶ
మାଶ

ଶమିଵቁ
మ
Ǥ 4.21. ቀଶ

మିଷା
ଶమିହାଵቁ

ିమ
Ǥ

4.22. ቀାଷାହቁ
ାସ

Ǥ 4.23. ቀ ଵଷାଷଵଷିଵቁ
ିଷ

Ǥ 4.24. ቀିାହቁ

లାଵ.

4.25. ቀସ
మାସିଵ

ସమାଶାଷቁ
ଵିଶ

Ǥ 4.26. ቀଷିଶଷାଵቁ
ିସ

Ǥ 4.27. ቀ
మାଵ
మିଷቁ

ିమ
.

4.28. ቀାଷିଵቁ
ାଶ

Ǥ 4.29. ቀାଶାସቁ
ାଵ

Ǥ 4.30. ቀଶାଵଶିଵቁ
ାସ

Ǥ

5. Вычислить предел функции.

5.1. ���௫՜ିଵ
൫௫యିଶ௫ିଵ൯ሺ௫ାଵሻ

௫రାସ௫మିହ Ǥ 5.2. ���௫՜ିଵ
௫యିଷ௫ିଶ
௫ା௫మ .

5.3. ���௫՜ିଷ
൫ଶ௫మା௫ାଷ൯మ

௫యାସ௫మାଷ௫ . 5.4. ���௫՜ଵ
൫ଶ௫మି௫ିଵ൯మ

௫యାଶ௫మି௫ିଶ.

5.5. ���௫՜ିଷ
൫௫మାଶ௫ିଷ൯మ

௫యାସ௫మାଷ௫ . 5.6. ���௫՜ିଵ
൫௫యିଶ௫ିଵ൯మ

௫రାଶ௫ାଵ .

5.7. ���௫՜
ሺଵା௫ሻయିଵିଷ௫

௫ఱା௫ Ǥ 5.8. ���௫՜ଵ
௫మିଶ௫ାଵ
ଶ௫మି௫ିଵ.

5.9. ���௫՜ିଵ
௫యିଷ௫ିଶ
௫యା௫ାଶ . 5.10. ���௫՜ିଵ

௫యାହ௫మା௫ାଷ
௫యାସ௫మାହ௫ାଶ.

5.11. ���௫՜ଶ
௫యିହ௫మା଼௫ିସ
௫యିଷ௫మାସ . 5.12. ���௫՜ିଵ

௫యିଷ௫ିଶ
௫యାଶ௫ାଵ.

5.13. ���௫՜ଶ
௫యିଷ௫ିଶ
௫మିସ . 5.14. ���௫՜ିଵ

௫యିଷ௫ିଶ
ሺ௫మି௫ିଶሻమ.

5.15. ���௫՜ଵ
௫రିଵ

ଶ௫రି௫మିଵ. 5.16. ���௫՜ଵ
௫యିଶ௫ାଵ
௫రିଶ௫ାଵ.

5.17. ���௫՜ଵ
ଵି௫మ

ଶ௫యି௫మିଵ. 5.18. ���௫՜ିଷ
௫మାଶ௫ିଷ
௫యାସ௫మାଷ௫.

5.19. ���௫՜ଷ
௫యିସ௫మିଷ௫ାଵ଼
௫యିହ௫మାଷ௫ାଽ . 5.20. ���௫՜ିଷ

௫యା௫మାଵହ௫ାଽ
௫యା଼௫మାଶଵ௫ାଵ଼.

5.21. ���௫՜ଵ
௫యିଷ௫ାଶ

௫యି௫మି௫ାଵ. 5.22. ���௫՜ଵ
௫యା௫మିହ௫ାଷ
௫యି௫మି௫ାଵ .

5.23. ���௫՜ିଵ
௫యାସ௫మାହ௫ାଶ
௫యିଷ௫ିଶ . 5.24. ���௫՜ଵ

௫రିଵ
ଶ௫రି௫మିଵ.
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5.25. ���௫՜ିଶ
௫యାହ௫మା଼௫ାସ
௫యାଷ௫మିସ . 5.26. ���௫՜ିଷ

௫యାସ௫మାଷ௫
ሺଶ௫మି௫ାଵሻమ.

5.27. ���௫՜ଵ
ଶ௫రି௫మିଵ
௫రିଵ . 5.28. ���௫՜ିଵ

௫మି௫ିଶ
௫యିଷ௫ିଶ.

5.29. ���௫՜ିଵ
௫ା௫మ

௫యିଷ௫ିଶ. 5.30. ���௫՜ଵ
ଶ௫మି௫ିଵ
௫మିଵ .

6. Вычислить предел функции.

6.1. ���௫�՜�ସ
ξଵାଶ௫ିଷ
ξ௫ିଶ

. 6.2. ���௫�՜�ି଼
ξଵି௫ିଷ
ଶାξ௫

.

6.3. ���௫�՜�ଵ� ξ
௫ିଵ

ඥ௫మିଵయ . 6.4. ���௫�՜�ଷ
ξ௫ାଵଷିଶξ௫ାଵ

௫మିଽ .

6.5. ���௫�՜�ିଶ
ξ௫ିయ ାଶ
௫యା଼ . 6.6. ���௫�՜�ଵ

ξ௫ర ିଶ
ସିξ௫

.

6.7. ���௫�՜�଼
ξଽାଶ௫ିହ
ξ௫య ିଶ . 6.8. ���௫�՜�

ඥଵିଶ௫ା௫మିଵି௫
௫ .

6.9. ���௫�՜��
ඥ଼ାଷ௫ା௫మయ ିଶ

௫మା௫ . 6.10. ���௫�՜�
ξଶା௫య ି ξଶି௫య

௫ାଶ ඥ௫రయ .

6.11. ���௫�՜�ଵ
ξ௫య ିଵ

ξ௫ାଵିξଶ௫
. 6.12. ���௫�՜�

ξଵା௫ିξଵି௫
ξ௫ାଵయ ି ξଵି௫య .

6.13. ���௫�՜�ଶ
ξସ௫య ିଶ

ξଶ௫ିξ௫ାଶ
. 6.14. ���௫�՜�ିଶ� ξ

௫ିయ ାଶ
௫ାଶ .

6.15. ���௫�՜�ସ
ξଵ௫య ିସ

ξସା௫ିξଶ௫
. 6.16. ���௫�՜�଼

ξଽାଶ௫ିହ
ඥ௫మయ ିସ

.

6.17. ���௫�՜�
ξଵା௫య ା ξଵଵ௫ିଵయ

ξ௫య
. 6.18. ���௫�՜�ଵ

ξ௫ర ିଶ

൫ξ௫ିସ൯
మ
య
.

6.19. ���௫�՜�ସ
ଶିξ௫
ඥ௫మିଵయ . 6.20. ���௫�՜�ଷ

ξ௫ାଵଷିଶξ௫ାଵ
ඥ௫మିଽయ .

6.21. ���௫�՜�଼
ξଶ௫ାଽିହ
ξ௫య ିଶ . 6.22. ���௫�՜�ିଶ

ඥ଼ା௫యయ

ଶିξ௫ା
.

6.23. ���௫�՜�ି଼
ଵି௫ିξଵି௫

ଶା ξ௫య
. 6.24. ���௫�՜�଼

ξ௫య ିଶ
ξଽାଶ௫ିହ

.

6.25. ���௫�՜�ସ
ξ௫ିଶ

ξଵାଶ௫ିଷ
. 6.26. ���௫�՜�ିଶ

௫ାଶ
ξ௫ିయ ାଶ.

6.27. ���௫�՜�ଵ
ξ௫ିଵ
ଵି௫మ. 6.28. ���௫�՜�ଷ� ξଽ௫య ିଷ

ξଷା௫ିξଶ௫
.

6.29. ���௫�՜�ଵ
ଵି௫
ξ௫ర ିଵ. 6.30. ���௫�՜�ଵ

ସିξ௫
ξ௫ర ିଶ.

7. Вычислить предел выражения ሾȽሺ�ሻሿஒሺ୶ሻ при � ՜ Ͳ.

7.1. ���௫՜ሺͳ  ���ଶ ሻݔ͵
భ

ౢౙ౩ ೣ. 7.2. ���௫՜൫ʹ െ ݁௫
మ൯ଵିୡ୭ୱ గ௫.
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7.3. ���௫՜ሺʹ െ ��� ሻݔ͵
భ

ౢ൫భశೣమ൯Ǥ 7.4. ���௫՜ሺʹ െ ݁ୱ୧୬௫ሻୡ୲గ௫.

7.5. ���௫՜ሺ��� ሻݔ
భ

ౢ൫భశ౩మೣ൯. 7.6. ���௫՜ሺʹ െ ��� ሻݔ
భ
ೣమ.

7.7. ���௫՜൫ʹ െ ݁௫
మ൯ୡ୲

మቀഏೣయ ቁ. 7.8. ���௫՜൫ʹ െ ͵ୱ୧୬
మ௫൯

భ
ౢౙ౩ ೣ.

7.9. ���௫՜ሺ െ ͷ ��� ሻୡ୲ݔ
మ௫ Ǥ 7.10. ���௫՜൫ʹ െ ͷୱ୧୬௫

య൯
ౙ౩ౙమ ೣ

ೣ Ǥ
7.11. ���௫՜ሺ͵ െ ʹ ��� ሻୡ୭ୱୣୡ௫యǤݔ 7.12. ���௫՜ ቀ�� ቀ

గ
ସ െ ቁቁݔ

ୡ୲௫
.

7.13. ���௫՜ሺͳ െ �� ��� ሻୡ୲మ௫Ǥݔ 7.14. ���௫՜൫ʹ െ ݁ୟ୰ୡୱ୧୬ξ௫൯
య
ೣ.

7.15. ���௫՜ሺͳ െ ���ଶ ሻݔʹ
భ

౨ౙ౪ౝమ యೣǤ 7.16. ���௫՜ሺ��� ሻݔߨ
భ

ೣ౩ഏೣ.

7.17. ���௫՜ሺͳ െ ��ሺͳ  ଷሻሻݔ
య

ೣమ౩ೣ. 7.18. ���௫՜ ቀ
௫మାଷೣ

௫యାଶೣቁ
భశ౩ೣ

ೣ
.

7.19. ���௫՜൫ʹ െ ͵ୟ୰ୡ୲ξ௫൯
ଶୡ୭ୱୣୡ ௫

. 7.20. ���௫՜ሺͳ  ��� ሻݔ
భ
ೣ.

7.21. ���௫՜൫ͳ  ��� ݔ ሺ��� ݔ െ ��� ሻ൯ݔʹ
ୡ୲య ௫ Ǥ7.22. ���௫՜൫��� ξݔ൯

భ
ೣ.

7.23. ���௫՜ሺͷ െ Ͷ ��� ሻሺୡ୭ୱୣୡଷ௫ሻమǤݔ 7.24. ���௫՜ሺ��� ሻݔ
భ
ೣమ.

7.25. ���௫՜൫ͳ െ ��൫ͳ  ξݔయ ൯൯௫�ቀୡ୭ୱୣୡ ξ௫
య ቁ

ర

. 7.26. ���௫՜ ቀ
ଵା௫ήଶೣ

ଵା௫ήଷೣቁ
భ
ೣమ.

7.27. ���௫՜ሺ͵ െ ʹ ��� ሻିୡ୭ୱୣୡమݔ ௫ . 7.28. ���௫՜ሺݔଶ  ͳሻ
మ

౩ೣ.

7.29. ���௫՜ሺͳ െ ݔ ���ଶ ሻݔ
భ

ౢ൫భశഏೣమ൯Ǥ 7.30. ���௫՜ሺ��� ሻݔ
భ
ೣ.

8. Определить порядок малости бесконечно малой величины
ሻݔሺߚ относительно ߙሺݔሻ ൌ ݔ при ݔ ՜ Ͳ.
ሻݔሺߚ .8.1 ൌ ��ሺ݁ െ ଶሻݔ െ ͳǤ ሻݔሺߚ .8.2 ൌ ξʹ  ݔ െ ξʹ.
ሻݔሺߚ .8.3 ൌ ଶ௫ െ ͷଷ௫. ሻݔሺߚ .8.4 ൌ ��� ݔ͵ െ ��� ͷݔ.

ሻݔሺߚ .8.5 ൌ ݁௫ െ ݁ି௫. ሻݔሺߚ .8.6 ൌ ξͶ  ݔ െ ʹ.
ሻݔሺߚ .8.7 ൌ ���൫ʹߨሺݔ  ͳͲሻ൯Ǥ ሻݔሺߚ .8.8 ൌ ���ሺ݁ଷ௫ െ ͳሻ.
ሻݔሺߚ .8.9 ൌ ��� ݔ െ ��� Ǥݔ͵ ሻݔሺߚ .8.10 ൌ �� ݔ ��� ቀݔ  ହగ

ଶ ቁ.

ሻݔሺߚ .8.11 ൌ ��ሺͳ െ ������ ݔଶሻǤ ሻݔሺߚ .8.12 ൌ ݁௫  ݁ି௫ െ ʹ.

ሻݔሺߚ .8.13 ൌ ሺ݁గ௫ െ ͳሻ൫ξݔ  ͳయ െ ͳ൯. ሻݔሺߚ .8.14 ൌ ��ሺ݁ଶ௫ െ ͳሻ.
ሻݔሺߚ .8.15 ൌ ��� ݔ͵ ሺͳ െ ��� ሻǤݔ͵ ሻݔሺߚ .8.16 ൌ ��� ݔʹ െ ��� .ݔ
ሻݔሺߚ .8.17 ൌ ��൫ߨሺݔ  ʹሻ൯. ሻݔሺߚ .8.18 ൌ ʹ െ ξ��� ݔ െ ͵௫.
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ሻݔሺߚ .8.19 ൌ ��� ݔ͵ ሺ͵ݔଶ െ ͷݔሻǤ ሻݔሺߚ .8.20 ൌ �����ሺ݁௫మ െ ͳሻ.
ሻݔሺߚ .8.21 ൌ ��ሺͳ െ ሻݔʹ ����� .ݔ͵ ሻݔሺߚ .8.22 ൌ �� ቀ�� ቀగସ െ .ቁቁݔʹ

ሻݔሺߚ .8.23 ൌ ��ሺݔଶ  ͳሻ ൫ξݔଶ  ͳ െ ͳ൯Ǥ ሻݔሺߚ .8.24 ൌ ���ଶ ݔ െ ��ଶ .ݔ

ሻݔሺߚ .8.25 ൌ �� ൬ߨ ቀͳ  ௫
ଶቁ൰ െ ��ሺݔ  ͳሻǤ ሻݔሺߚ .8.26 ൌ ͳ െ ξ͵ݔ  ͳ.

ሻݔሺߚ .8.27 ൌ ሺͶ௫ െ ͻି௫ሻሺݔ  �� ଶሻǤݔ ሻݔሺߚ .8.28 ൌ �� ݔ െ ��� .ݔ
ሻݔሺߚ .8.29 ൌ ሺͳ െ ��� ��ሻሺݔʹ ݔ െ ��� ሻǤݔ ሻݔሺߚ .8.30 ൌ ͳ െ ���ଷ .ݔʹ

9. Локализовать с точностью до Ͳǡͳ какой-либо корень уравне-
ния.

ଶݔ .9.1 ൌ ��� Ǥݔ ݔ .9.2 ൌ ξͷ െ యݔ .
9.3. ሺݔ  ͳሻଷ ൌ ݔʹ . ଶݔ .9.4 ή ����� ݔ ൌ ͳ.
ଶݔ .9.5 െ ʹ ൌ ݁௫. ଶݔ .9.6 ൌ ��ሺݔ  ͳሻ.
ଷݔ .9.7 െ ݔʹ െ ͷ ൌ Ͳ. 9.8. ݁ି௫ ൌ �� .ݔ
ସݔ .9.9  ݔʹ െ ʹͶ ൌ Ͳ. ଷݔ .9.10  ݔʹ െ ͺ ൌ Ͳ.
ଷݔ .9.11 െ ݔ͵  ͳ ൌ ͲǤ ݔ .9.12 ൌ �����൫ξݔయ ൯.
9.13. 

௫
ହ ൌ �� .ݔ ସݔ .9.14 െ Ͷݔ  ͳ ൌ Ͳ.

ݔ .9.15  ��� ݔ ൌ ʹǤ 9.16. ݁௫ ൌ .ݔ͵
9.17. Ͷݔ ൌ ʹ௫. ଶݔ .9.18 ൌ െ �� .ݔ
9.19. �� ݔ ൌ ����� Ǥݔ ݔ .9.20 ൌ ʹ  ξݔర .
ଷݔ .9.21 െ ͷݔ  ͳ ൌ ͲǤ ௫ݔ .9.22 ൌ ͳͲ.
ݔ .9.23 ൌ ʹ െ �� Ǥݔ ଷݔ .9.24  Ͳݔ െ ͺͲ ൌ Ͳ.

ݔ .9.25 ൌ ��� .ݔʹ 9.26. 
୲ ௫
௫ ൌ ͳ.

ସݔ .9.27 െ ݔʹ ൌ ʹǤ ݔ .9.28 ൌ ͳͲ �� .ݔ
ݔ .9.29 െ ଶݔ͵ ൌ ͳ െ .ݔ ହݔ .9.30  ݔ  ͳ ൌ Ͳ.

10. Исследовать точки разрыва функции и дать схематический
чертеж в окрестности исследуемой точки.

ݕ .10.1 ൌ ሺݔ െ ͳሻ ��� ଵ
௫మିଵ. ݕ .10.2 ൌ ሺ௫ାଵሻమ

ୱ୧୬ሺ௫ାଵሻ.

ݕ .10.3 ൌ ሺݔ  ͳሻ ����� ଵ௫. ݕ .10.4 ൌ Ͷ
భ

యశೣ.

ݕ .10.5 ൌ ሺݔ  ʹሻ �����ሺݔଶ െ Ͷሻ. ݕ .10.6 ൌ ୡ୭ୱ௫ିଵ
௫మ .

ݕ .10.7 ൌ ି௫యାగ௫మ

ଶ౩ೣିଶ౪ౝೣ. ݕ .10.8 ൌ
భ
ೣ�ି�

భ
ೣశభ

భ
ೣషభ�ି�

భ
ೣ
.
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ݕ .10.9 ൌ ȁ௫ିସȁ ୱ୧୬ሺ௫ାସሻ
ୟ୰ୡୱ୧୬ሺଵି௫మሻ. ݕ .10.10 ൌ ቀʹ

ೣ
భషೣ െ ͳቁ

ିଵ
.

ݕ .10.11 ൌ ሺͳ െ ʹ୲ ௫ሻିଵǤ ݕ .10.12 ൌ ଵ
୪ȁ௫ିଶȁ.

ݕ .10.13 ൌ 
భ

మషೣమǤ ݕ .10.14 ൌ ଵ
୪୬ୱ୧୬௫.

ݕ .10.15 ൌ ଶ
భ
ೣ�ା�ଵ

ଶ
భ
ೣ�ି�ଶ

. ݕ .10.16 ൌ ଷ
భ
ೣିଵ

ଷ
భ
ೣିξଷ

.

ݕ .10.17 ൌ ୟ୰ୡୱ୧୬ሺగ௫ሻ
୲ሺ௫మିଵሻ Ǥ ݕ .10.18 ൌ ݁ି

భ
ೣమ.

ݕ .10.19 ൌ ೣିଵ
௫ Ǥ ݕ .10.20 ൌ ݁ି

భ
ೣ.

ݕ .10.21 ൌ ����� ଵଵା௫௫ିଵ . ݕ .10.22 ൌ ����� గ
ଶሺଵି௫ሻ.

ݕ .10.23 ൌ ቀݔ െ గ
ଶቁ ��� .ݔ ݕ .10.24 ൌ ݁ୱୣୡ௫.

ݕ .10.25 ൌ ୟ୰ୡୡ୭ୱ௫
௫మିଵ . ݕ .10.26 ൌ ଵ

௫ ��
ଵି௫
ଵା௫.

ݕ .10.27 ൌ ୪୬൫ଵି௫మ൯
ୡ୭ୱଶ௫ିଵ. ݕ .10.28 ൌ ଵ

୪୬ୡ୭ୱ௫.

ݕ .10.29 ൌ ଵ
௫మ ሺ��� ݔ͵ െ ��� ሻǤݔ ݕ .10.30 ൌ ��� ଵ௫.
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Раздел 3. ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОЕ ИСЧИСЛЕНИЕ ФУНКЦИИ 
ОДНОЙ ПЕРЕМЕННОЙ

Примеры решения задач

Задача 1. Вычислить производную функции ݕ ൌ ଷೣݔ ή .ξ௫ݔ
Решение. Найдем сначала логарифмическую производную 

функции ݕ:

ሺ�� ሻƍݕ ൌ ൫͵௫ �� ݔ  ξݔ �� ൯ƍݔ ൌ ൫͵௫  ξݔ൯ƍ �� ݔ 
͵௫  ξݔ

ݔ ൌ

ൌ ൬͵௫ �� ͵ 
ͳ
ʹξݔ

൰ �� ݔ 
͵௫  ξݔ

ݔ �Ǥ

Так как ሺ�� ሻƍݕ ൌ ௬ƍ

௬ , то ݕ ƍ ൌ ݕ ή ሺ�� .ሻƍݕ

Ответ: ݕ ƍ ൌ ଷೣାξ௫ݔ ቂቀ͵௫ �� ͵  ଵ
ଶξ௫

ቁ �� ݔ  ଷೣାξ௫
௫ ቃ.

Задача 2. Найти ݕ௫௫ƍƍ от функции, заданной параметрически:

൜ݔ ൌ ��ሺͳ  ଶሻݐ ǡ
ݕ ൌ ݐ െ ���Ǥݐ���

Решение. Имеем:

௫ƍݕ ൌ
௧ƍݕ
௧ƍݔ
ൌ
ͳ െ ͳ

ͳ  ଶݐ
ݐʹ

ͳ  ଶݐ
ൌ
ͳ  ଶݐ െ ͳ

ݐʹ ൌ
ݐ
ʹ�Ǣ

௫௫ƍƍݕ ൌ
ሺݕ௫ƍ ሻ௧ƍ
௧ƍݔ

ൌ
ͳ
ʹ
ݐʹ

ͳ  ଶݐ
ൌ
ͳ ଶݐ
Ͷݐ �Ǥ

Ответ: ݕ௫௫ƍƍ ൌ
ଵା௧మ
ସ௧ .

Задача 3. Вычислить приближенно с помощью дифференциала 

ሻݔሺݕ ሺͳǡሻ, гдеݕ ൌ ξͶݔ  ͵.
Решение. Рассмотрим точку ݔ ൌ ͳǡͷ, в которой �ሺͳǡͷሻݕ� �� ൌ

����ൌ ξͶ ή ͳǡͷ  ͵ ൌ ξͻ ൌ ͵ и οݔ ൌ ͳǡ െ ͳǡͷ мало. Заменяя οݕ ൌ
ሺͳǡሻݕ െ ሺͳǡͷሻݕ на дифференциал в точке ݔ ൌ ͳǡͷ и при ǻݔ ൌ ͲǡͲʹ
получим:
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ሺͳǡሻݕ ൎ ሺͳǡͷሻݕ  ݕ݀ ൌ ͵  ௫ƍݕ ሺͳǡͷሻ ή ͲǡͲʹ ൌ
ൌ ͵ 

ʹ
ξͶݔ  ͵

ฬ
௫ୀଵǡହ

ή ͲǡͲʹ ൌ ͵ 
ʹ
͵ ή ͲǡͲʹ ൎ ͵ǡͲͳ�Ǥ

Ответ: ͵ǡͲͳ.

Задача 4. Найти производную первого и второго порядка  функ-
ции ݕሺݔሻǡ заданной неявно соотношением ݔଷ  ଷݕ ൌ .ݕݔ͵

Решение. Дифференцируем заданное соотношение по ݔ, считая 
ݕ функцией от ݔ; получаем ͵ݔଶ  ݕଶݕ͵ ƍ ൌ ݕ͵   ƍ. Сокращаем на 3ݕݔ͵
и решаем полученное соотношение относительно ݕƍ:

ݕ ƍ ൌ ௬ି௫మ

௬మି௫.

Этот ответ можно использовать для вычисления производной 
второго порядка, но лучше продифференцировать соотношение 
ଶݔ  ݕଶݕ ƍ ൌ ݕ  ƍݕݔ еще раз по ݔ: 

ݔʹ  ݕሺݕʹ ƍሻଶ  ݕଶݕ ƍƍ ൌ ݕ ƍ  ݕ ƍ  .ƍƍݕݔ
Отсюда получаем

ݕ ƍƍ ൌ ݕʹ ƍ െ ݕሺݕʹ ƍሻଶ െ ݔʹ
ଶݕ െ ݔ ൌ

ʹ ൬ݕ െ ଶݔ
ଶݕ െ ൰െݔ ݕʹ ൬ݕ െ ݔ

ଶ

ଶݕ െ ൰ݔ
ଶ
െ ݔʹ

ଶݕ െ ݔ ൌ

ൌ ʹ
ሺݕ െ ଶݕଶሻሺݔ െ ሻݔ െ ݕሺݕ െ ଶሻଶݔ െ ଶݕሺݔ െ ሻଶݔ

ሺݕଶ െ ሻଷݔ ൌ

ൌ ʹ ݕ
ଷ െ ଶݕଶݔ െ ݔݕ  ଷݔ െ ଷݕ  ଶݔଶݕʹ െ ସݔݕ െ ସݕݔ  ଶݕଶݔʹ െ ଷݔ

ሺݕଶ െ ሻଷݔ ൌ

ൌ ʹെݕݔ
ସ  ଶݔଶݕ͵ െ ݔሺݕ  ସሻݔ

ሺݕଶ െ ሻଷݔ ൌ െʹݕݔ ݕ
ଷ െ ݔݕ͵  ͳ  ଷݔ
ሺݕଶ െ ሻଷݔ ൌ

ൌ� ିଶ௫௬
ሺ௬మି௫ሻయ.

В последнем равенстве мы сократили ݕଷ െ ݔݕ͵  ଷݔ в числителе 
дроби, используя основное соотношение между ݔ и ݕ.

Ответ: ݕ ƍ ൌ ௬ି௫మ

௬మି௫;  ݕƍƍ ൌ
ଶ௫௬

ሺ௫ି௬మሻయ.

Существует следующий план исследования функции с парал-
лельным построением графика:

а) общие особенности функции: область допустимых значений, 
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четность – нечетность, периодичность, ограниченность, положитель-
ность и т.п.;

б) точки разрыва функции и их классификация;
в) исследование функции по первой производной-участки воз-

растания и убывания, точки экстремума;
г) исследование функции по второй производной-участки вы-

пуклости-вогнутости, точки перегиба;
д) асимптотическое поведение функции на േ�.

Задача 5. Исследовать функцию ݕ ൌ �� ቚ௫�ିଵ௫�ା�ଵቚ и построить ее 

график.
Решение.

А. Функция 
௫�ି�ଵ
௫�ା�ଵ не определена в точке ݔ ൌ െͳ. Так как функция 

�� ݖ определена, только если ݖ  Ͳ, а ቚ௫�ି�ଵ௫�ା�ଵቚ  Ͳ, причем 
௫ିଵ
௫ାଵ ൌ Ͳ лишь 

в одной точке ݔ ൌ ͳ, то получаем еще одну особенность – ݔ ൌ ͳ –
функции ݕሺݔሻ. Итак, ОДЗ - вcя числовая ось, кроме точек േͳ. 

Далее

ሻݔሺെݕ ൌ �� ฬ
െݔ െ ͳ
െݔ  ͳฬ ൌ �� ฬ

ݔ  ͳ
ݔ െ ͳฬ ൌ െ �� ฬ

ݔ െ ͳ
ݔ  ͳฬ ൌ െݕሺݔሻ�ǡ

поэтому ݕሺݔሻ - нечетная функция, а ее график симметричен относи-
тельно начала координат. Найдем точки пересечения графика функ-

ции ݕሺݔሻ с осью ܱܺ:  ݕሺݔሻ ൌ Ͳ� ֞ �� ቚ௫ିଵ௫ାଵቚ ൌ ͳ� ֞ � ௫ିଵ௫ାଵ ൌ േͳ� ֞ ݔ�� ൌ ͲǤ
Определим знаки функции ݕሺݔሻ в интервалах знакопостоянства 

ሺെ�ǡ െͳሻ; ሺെͳǡ Ͳሻ; ሺͲǡ ͳሻ; ሺͳǡ�ሻ (рис. 1).

Рис. 1

Б. Так как ���௫՜ିଵ ቚ
௫ିଵ
௫ାଵቚ ൌ � и �� ݖ - монотонно возрастающая 

неограниченная функция, то ݔ ൌ െͳ - вертикальная асимптота и 
���௫՜ିଵ ሻݔሺݕ ൌ �. В силу нечетности ݔ ൌ ͳ - также вертикальная 

+ +     — — ሻݔሺݕ

-1 0 1 ݔ
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асимптота и ���௫՜ଵ ሻݔሺݕ ൌ െ�.
Находим решения уравнения ݕ¶ሺݔሻ ൌ Ͳǣ
௫ିଵ
௫ାଵ  Ͳ� ֞ ݔ��  ͳ или ݔ ൏ െͳ�� ֞ �� ȁݔȁ  ͳ.

Тогда ݕ ƍሺݔሻ ൌ ௫ାଵ
௫ିଵ ή ቀ

௫ିଵ
௫ାଵቁ

ƍ
ൌ ௫ାଵ

௫ିଵ ή
ଶ

ሺ௫ାଵሻమ ൌ
ଶ

௫మିଵ .

Если же ȁݔȁ ൏ ͳ, то ݕ ƍሺݔሻ ൌ ଵା௫
ଵି௫ ή ቀ

ଵି௫
ଵା௫ቁ

ƍ
ൌ ଵା௫

௫ିଵ ή ቀ
௫ିଵ
௫ାଵቁ

ƍ
ൌ ଶ

௫మିଵ .

Следовательно, ݕ ƍሺݔሻ ് Ͳ в области допустимых значений. Зна-

ки производной ݕ ƍሺݔሻ и участки монотонности функции ݕሺݔሻ будут 
следующими (рис. 2):

Рис. 2

Заметим, что ݕ ƍሺͲሻ ൌ െʹ - тангенс угла наклона касательной 
графика функции ݕሺݔሻ в точке ሺͲǡ Ͳሻ.

В. Вычисляем ݕ ƍƍ ൌ ቀ ଶ
௫మିଵቁ

ƍ
ൌ ିଶ��ή�ଶ௫

ሺ௫మିଵሻమ ൌ െ ସ௫
ሺ௫మିଵሻమ и находим ре-

шения уравнения ݕ ƍƍሺݔሻ ൌ Ͳ. Получаем один корень ݔ ൌ Ͳ. Знаки ݕ ƍƍ и 
участки выпуклости будут следующими (рис. 3):

Рис. 3

Г. Так как ���௫�՜�േ� ቚ
௫�ି�ଵ
௫�ା�ଵቚ ൌ ͳ, то ���

��௫�՜�േ�
ሻݔሺݕ ൌ �� ͳ ൌ Ͳǡ поэтому 

+ – + ݕ ƍሺݔሻ

– 1 1 ݔ

Возрастает Убывает                  Возрастает

+ +                    – – ݕ ƍƍሺݔሻ

– 1 0 1 ݔ
Выпуклость Точка Выпуклость

вниз перегиба вверх
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− горизонтальная асимптота на . 
Эскиз графика представлен на рис. 4.

Рис. 4

Задания

1. Найти производную функции.

1.1. . 1.2. .

1.3. . 1.4. .

1.5. . 1.6. 

1.7. . 1.8. .

1.9. . 1.10. .

1.11. . 1.12. .

1.13. 1.14. .

1.15. . 1.16. .

1.17. . 1.18. .

1.19. 1.20. .

1.21. . 1.22. .

-1      0     1
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1.23. �� ��� ݔ  ୱ୧୬మଵହ௫
ହ ୡ୭ୱଷ௫ . 1.24. �� ξݔଷ െ ୡ୭ୱమଵ଼௫

ଽ ୱ୧୬ଽ௫ .

1.25. ��� ξݔଷ െ ୡ୭ୱమଶ௫
ଵୱ୧୬ଵ௫. 1.26. ξ�� ݔ െ ୡ୭ୱమଶଶ௫

ଵଵୱ୧୬ଵଵ௫.

1.27. ξ��� ݔʹ െ ୡ୭ୱమଶସ௫
 ୱ୧୬௫ Ǥ 1.28. ඥ�� ݔ െ ୡ୭ୱమଶ௫

ଶ ୱ୧୬ଶ௫ .

1.29. 
ଵ
୪୬ ௫ െ

ୡ୭ୱమ ଶ଼௫
ଵସୱ୧୬ ଵସ௫. 1.30. 

ଵ
ୱ୧୬௫ െ

ୡ୭ୱమ ଷ௫
ଵୱ୧୬ଵ௫.

2. Найти производную функции.

2.1. 
ଶ௫ିଵ
ସ ξʹ  ݔ െ ଶݔ  ଽ

଼ ������
ଶ௫ିଵ
ଷ Ǥ 2.2. 

ୟ୰ୡ୲ଶೣ

ସೣ  ଵ
ଷ�ή�଼ೣ.

2.3. ቀʹݔଶ െ ݔ  ଵ
ଶቁ �����

௫మିଵ
௫ξଷ

െ ௫య

ଶξଷ
െ ξଷ

ଶ . 2.4. ������ 
ೣିଶ
ξହೣ

.

2. 5. 
ଶ௫ିହ
ସ ξͷݔ െ Ͷ െ ଶݔ  ଽ

ସ ������ ට
௫ିଵ
ଷ �. 2.6. ������ ௫మିସ

ඥ௫రାଵ
.

2.7. ξ�� ݔ  ଵ
ଷ ����� ξ�� ݔ െ

଼
ଷ �����

ξ୪୬௫
ଶ . 2.8. ������ ଷೣିଶ

ሺଷೣିଵሻξଶ
�.

2.9. ξͳ  ݔʹ െ ଶݔ ������ ௫ξଶ
௫ାଵെ ξʹ ��ሺͳ  .ሻݔ 2.10. ����� ξଵିଽ

ೣ

ଵିଷೣ .

2.11. ξͳ െ ��ଶ ݔ െ �� ݔ ������ ξͳ െ ��ଶ .ݔ 2.12. ����� 
ೣିషೣ

ξଶ
.

2.13. 
ଵ
ସ ��

ೣିଵ
ೣାଵെ

ଵ
ଶ ����� ݁

௫. 2.14. ����� ඥଵା
మೣିଵ
௫ .

2.15. 
ሺ௫ିସሻඥ଼௫ି௫మି

ଶ െ ͻ������ ට௫ିଵ
 . 2.16. ටଶ

ଷ�����
ଷೣିଵ
ξೣ .

2.17. 
ଵ
ଶξ௫

 ଵା௫
ଶ௫ ����� ξݔǤ 2.18. 

ସା௫ర

௫య ����� ௫
మ

ଶ 
ସ
௫.

2.19. 
௫ିଷ
ଶ ξݔ െ ଶݔ െ ͺ  ������ ට௫ିଶ

ଶ . 2.20. 
ξଵିଽೣ
ଶ െ ୟ୰ୡୡ୭ୱ ଷೣ

ଶήଽೣ .

2.21. 
ଶξଵ�ି�ସೣ ୟ୰ୡୱ୧୬ ଶೣ

ସೣ  ʹଵି௫. 2.22. ����� ʹ௫  ହ
 ��

ସೣାଵ
ସೣାସ.

2.23. 
௫

ଶඥଵ�ି�ସ௫మ
������ ݔʹ  ଵ

଼ ��ሺͳ െ Ͷݔ
ଶሻ. 2.24. 

൫ଵାଷమೣ൯ୟ୰ୡ୲ଷೣିଷೣ

ଷమೣ .

2.25. 
ଷା௫
ଶ ξʹݔ െ ଶݔ  ͵������ ට௫

ଶ. 2.26. 
௫య

ଷ ������ ݔ െ
ଶା௫మ

ଽ ξͳ െ .ଶݔ

2.27.  ������ ξ௫
ଶ െ

ା௫
ଶ ξͶݔ െ ଶǤݔ 2.28. ������ ට ௫

௫ାଵ ����� ξݔ.

2.29. ቀʹݔଶ െ ݔ  ଵ
ଶቁ �����

௫ାଵ
௫ାଶ െ .ݔ 2.30. ����� 

ೣ
మିଵ
ଶ  ݁

ೣ
మξ݁௫ െ ͳ.

3. Найти производную функции.

3.1. ������ଷሺ�� ሻݔ ������ଶ ଵ
୪୬௫. 3.2. ට����� ଵ

௫మ ������
ଶ ξݔయ

.
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3.3. ඥ������ଷሺ�� ሻݔ ή ݁ି୲య ௫. 3.4. ������ଶሺͶ௫ሻ ή Ͷඥ୲ଶ௫.

3.5. ට������ସ ଶ௫
య ή ������ଷ ௫ଶ. 3.6. ���ସ ͺݔ ή ට�����ଷ ଵ

଼௫
ర

.

3.7. ඥ�����ଷ �� ݔ ������ହ ቀ ଵ
୪୬௫ቁ. 3.8. ��ଷሺͶ௫ሻ ��ଶሺ��� Ͷݔሻ.

3.9. ඥ��ሺ����� ሻݔʹ ή ������ଶሺʹݔሻ. 3.10. ʹି୲య ଶ௫ ή ������ସ ଵ
ଶ௫.

3.11. �����ହ ቀ ଵହ௫ቁඥ��
ଷሺͳͲݔሻǤ 3.12. ��ହ ଷ

௫మ ή �����
ଷሺ͵ݔଶሻ.

3.13. ට������ହ ቀଶ௫ቁ
య ή ݁ିଶୡ୭ୱ ଶ௫Ǥ 3.14. ��ସሺʹି௫మሻ ������ଷ ቀ ଶ௫మቁ.

3.15. ඥ������ଷሺʹ �� ሻݔ ή ݁ି ୲రସ௫ Ǥ 3.16. ������ସ ቀ௫ቁ ή ඥ����� ݔ.

3.17. ��ହሺ������ ሻݔ͵ ή ������ଷ ଷ
୪୬ ௫. 3.18. ������ଷሺ��ଶ ሻݔ ή ඥ��ଷ .ݔ͵

3.19. ඥ��ଶሺ͵ ������ ሻయݔ ή ������ଷ ଷ௫. 3.20. Ͷିୟ୰ୡ୲ర ସ௫ ή ������ ସ
௫మ.

3.21. ������ ξ�� ݔ ή ������ଶ ቀ ଵ
୪୬௫ቁ 3.22. ට�����ହ ହ

௫మ
ర ή ������ଶሺͷݔଶሻ.

3.23. ʹ୲యሺଶ௫ሻ ή ������ସሺ��� ሻǤݔʹ 3.24. ͵ିඥୡ୲ଷ௫మ ή �����ଷ ቀ ଷ௫యቁ.

3.25. ��ହሺ͵ �� ሻݔ ή ������ଶ ξ�� .ݔ 3.26. ʹିඥୡ୲ଶ௫ ή ������ଷ ቀ ଵଶ௫ቁ.
3.27. ඥ��ସሺͳ  �� ሻఱݔʹ ή �����ଶ ቀ ଵଶ௫ቁ. 3.28. ʹୡ୲ర଼௫ ή ������ସ ቀ ଵ଼௫ቁ.

3.29. ������ହሺ͵ ��ଷ ሻݔ ή ������ଷ ቀ ଷ
୪୬௫ቁǤ 3.30. ͵୲యሺଷ௫ሻ ή ට������ଶ ଵ

ଷ௫
య

.

4. Найти производную функции.

4.1. ሺݔ ή ��� .ሻୱ୧୬ሺ௫ήୱ୧୬௫ሻݔ ݔ .4.2
భ
ೣ ή ݔ

భ
ౢೣ.

4.3. ሺ�� ሻݔʹ
భ
ర ୪୬ ୲ଶ௫ . 4.4. ሺ��� ሻ୲ݔʹ ଶ௫.

4.5. ሺ��� ሻݔʹ
భ
ర ୪୬ ୡ୭ୱଶ௫. .౨ౙ౪ౝೣݔ .4.6

4.7. ൫������ ξͳ െ .ଶ൯ୡ୲௫ݔ ଶೣݔ .4.8 ή ʹ௫ .

4.9. ൫��� ξͳ െ ͷݔ൯୲௫ . 4.10. ሺ����� ሻ୪୬ݔ͵ ξ௫య .

4.11. ሺ����� ሻݔ
భ
మ ୪୬ୟ୰ୡ୲ ଶ௫. ௫మݔ .4.12 ή .ଶݔ

4.13. ቀ������ ଷ௫
ξଷ
ቁ
ୱ୧୬ଷ௫

. ଶౙ౩ݔ .4.14
య ξೣ

.

4.15. ൫��� ξݔ൯୪୬ ୱ୧୬ξ௫. 4.16. ሺ�� ͵௫ሻ
ౙ౩మ �భೣ.

4.17. ቀ��� ଵ௫ቁ
ୟ୰ୡ୲ξ௫

. 4.18. ൫����� ξݔ൯
ష�భೣ

.
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4.19. ሺ��� .ଷሻ୪୬ୡ୭ୱ௫యݔ ଷೣݔ .4.20
మ
ή ʹ

భ
ೣ.

4.21. ሺ����� ሻୱ୧୬ݔʹ
మ
ೣ. ଶೣݔ .4.22 ή ݔ

భ
ೣ.

4.23. ሺͳ െ .ଶሻୡ୲మଷ௫ݔ 4.24. ൫��� ξʹݔ൯
మೣ

.

4.25. ቀ��� ଵ௫ቁ
ୟ୰ୡୱ୧୬ξ௫

. 4.26. 
௫ೣ

௫ౢೣ.

4.27. ሺ������ .ሻξమೣݔʹ 4.28. ൫��� ξݔ൯
భ
ೣ
.

4.29. ሺ������ ሻඥଵି௫మǤݔ 4.30. ቀ��� ଶ௫ቁ
ହ�
ೣ
మ
.

5. Найти производную ݕ௫ᇱ .

5.1. ቐ
ݔ ൌ ௧

ඥଵି௧మ
ǡ����

ݕ ൌ ଵାඥଵି௧మ
௧ Ǥ

5.2. ቊ
ݔ ൌ �� ��� ǡݐ
ݕ ൌ ଵ

ୡ୭ୱమ ௧ Ǥ

5.3. ቊ
ݔ ൌ ሺͳ  ���ଶ ሻଶǡݐ
ݕ ൌ ୡ୭ୱ ௧

ୱ୧୬మ ௧Ǥ����������������
5.4. ൝ݔ ൌ ����� ቀ݁


మቁ ǡ

ݕ ൌ ξ݁௧  ͳǤ����

5.5. ቐ
ݔ ൌ ������ ቀଵ௧ቁ ǡ������������������
ݕ ൌ ඥሺݐଶ െ ͳ  ������ ଵ

௧ Ǥ
5.6. ൝

ݔ ൌ ሺ������ ሻଶǡݐ
ݕ ൌ ௧

ඥଵି௧మ
Ǥ��������

5.7. ቊݔ ൌ ��ሺͳ െ �������ଶሻǡݐ
ݕ ൌ ������ ξͳ െ ଶǤݐ 5.8. ൝ ݔ ൌ �� ଵି௧ଵା௧ǡ���

ݕ ൌ ξͳ െ ଶǤݐ

5.9. ቐ
ݔ ൌ ��൫ݐ  ξͳ  ���������ଶ൯ǡݐ

ݕ ൌ ξͳ  ଶݐ െ �� ଵାඥଵା௧
మ

௧ Ǥ
5.10. ቊ ݔ ൌ ξͳ െ ଶǡݐ

ݕ ൌ �� ξͳ  Ǥݐ

5.11. ቊݔ ൌ ��൫ݐ  ξݐଶ  ͳ൯ǡ
ݕ ൌ ݐ ή ξݐଶ  ͳǤ����������

5.12. ൜ ݔ ൌ ξʹݐ െ �������ଶǡݐ
ݕ ൌ ������ሺݐ െ ͳሻǤ

5.13. ቐ
ݔ ൌ �� ൬ ଵ

ඥଵି௧ర
൰ ǡ

ݕ ൌ ������ ଵି௧
మ

ଵା௧మ Ǥ
5.14. ቐݔ ൌ �� ටଵି௧ଵା௧ ǡ

ݕ ൌ ξͳ െ ଶǤݐ

5.15. ൞
ݔ ൌ ଵ

ඥଵା௧మ
െ �� ଵାඥଵା௧

మ

௧ ǡ

ݕ ൌ ௧
ඥଵା௧మ

Ǥ������������������������
5.16. ൝

ݔ ൌ ඥͳ െ ଶǡݐ
ݕ ൌ ௧

ඥଵି௧మ
Ǥ����
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5.17. ቊݔ ൌ ������ ξͳ െ ଶǡݐ
ݕ ൌ ሺ������ ሻଶǤݐ 5.18. ቐ

ݔ ൌ ඥʹݐ െ ଶǡݐ
ݕ ൌ ଵ

ඥሺ௧ିଵሻమయ Ǥ

5.19. ൝ ݔ ൌ ����� ௧ାଵ௧ିଵǡ����������
ݕ ൌ ������ ξͳ െ ଶǤݐ

5.20. ቊ
ݔ ൌ ������ ξݐǡ
ݕ ൌ ඥͳ  ξݐǤ

5.21. ൞
ݔ ൌ ��ටଵିୱ୧୬௧ଵାୱ୧୬௧ǡ������������

ݕ ൌ ଵ
ଶ ��

ଶ ݐ  �� ��� Ǥݐ
5.22. ቐ

ݔ ൌ ଵ
୪୬௧ǡ���������������

ݕ ൌ �� ଵାඥଵି௧
మ

௧ Ǥ

5.23. ቐݔ ൌ ξݐ െ ଶݐ െ ����� ටଵି௧௧ ǡ

ݕ ൌ ξݐ െ ξͳ െ ݐ ������ ξݐǤ
5.24. ൜ݔ ൌ ���ሺʹ݁௧ሻǡ

ݕ ൌ �� �� ݁௧ Ǥ

5.25. ቐ
ݔ ൌ ௧మή୪୬ ௧

ଵି௧మ  �� ξͳ െ ����������������ଶǡݐ
ݕ ൌ ௧

ඥଵି௧మ
������ ݐ  �� ξͳ െ ଶǤݐ

5.26. ቊ
ݔ ൌ �� �� ǡݐ
ݕ ൌ ଵ

ୱ୧୬మ ௧ Ǥ

5.27. ൜ݔ ൌ ݁ୱୣୡమ ௧ ǡ�������������������������������
ݕ ൌ �� ݐ ή �� ��� ݐ  �� ݐ െ Ǥݐ 5.28. ቐ

ݔ ൌ ݐ ή ඥݐଶ  ͳǡ

ݕ ൌ �� ଵାඥଵା௧
మ

௧ Ǥ

5.29. ቐ
ݔ ൌ ௧

ඥଵି௧మ
������ ݐ  �� ඥͳ െ ଶǡݐ

ݕ ൌ ௧
ඥଵି௧మ

Ǥ�����������������������������������������
5.30. ൝

ݔ ൌ ����� ݐ ǡ
ݕ ൌ �� ඥଵା௧

మ

௧ାଵ Ǥ

6. Найти производную второго порядка ݕ௫௫ᇱᇱ от функции, задан-
ной параметрически.

6.1. ൜ݔ ൌ ݐ  ��� ǡݐ
ݕ ൌ ʹ െ ��� Ǥݐ 6.2. ൜ݔ ൌ ܽሺݐ െ ��� ሻǡݐ

ݕ ൌ ܽሺͳ െ ��� ሻǤݐ

6.3. ቊ
ݔ ൌ �� ݐ ǡ
ݕ ൌ ଵ

ୱ୧୬ଶ௫ Ǥ
6.4. ൝

ݔ ൌ ඥͳ െ ଶǡݐ
ݕ ൌ ଵ

௧ �Ǥ�����������

6.5. ቊݔ ൌ ������ξݐǡ
ݕ ൌ ξݐ െ ଶǤݐ

6.6. ൜ݔ ൌ ��� ǡݐ
ݕ ൌ ��� Ǥݐ

6.7. ቐ
ݔ ൌ ୡ୭ୱ ௧

ଵାଶୡ୭ୱ ௧ ǡ
ݕ ൌ ୱ୧୬ ௧

ଵାଶୡ୭ୱ ௧ Ǥ
6.8. ൜ݔ ൌ ݁௧ ��� ݐ ǡ

ݕ ൌ ݁௧ ��� ݐ Ǥ

6.9. ൜ ݔ ൌ �� ǡݐ
ݕ ൌ ��ଶ Ǥݐ 6.10. ൜ݔ ൌ ���ଶ ǡݐ

ݕ ൌ ��ଶ Ǥݐ
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6.11. ൝
ݔ ൌ ξݐ െ ͳǡ
ݕ ൌ ଵ

ξ௧
Ǥ������� 6.12. ቐ

ݔ ൌ ଵ
௧ ǡ����

ݕ ൌ ଵ
ଵା௧మ Ǥ

6.13. ൜ ݔ ൌ ξݐ െ ͵ǡ���
ݕ ൌ ��ሺݐ െ ͵ሻǤ 6.14. ቊ

ݔ ൌ ξݐ െ ͳǡ
ݕ ൌ ௧

ξ௧ିଵ
Ǥ���

6.15. ൜ ݔ ൌ ��� ����ǡݐ
ݕ ൌ �� ��� ݐ Ǥ 6.16. ൜ ݔ ൌ ʹሺݐ െ ��� ሻǡݐ

ݕ ൌ Ͷሺʹ  ��� ሻǤݐ
6.17. ൜ݔ ൌ ݐ  ��� ݐ ǡ

ݕ ൌ ʹ  ��� Ǥݐ 6.18. ൜ ݔ ൌ ��� ݐʹ ǡ
ݕ ൌ ʹ ���ଶ Ǥݐ

6.19. ൜ ݔ ൌ ݐ െ ��� ǡݐ
ݕ ൌ ʹ െ ��� Ǥݐ 6.20. ቊ

ݔ ൌ ξݐǡ���
ݕ ൌ 

ξଵି௧
Ǥ

6.21. ቄ ݔ ൌ ��� ��ǡݐ
ݕ ൌ �� ��� Ǥݐ 6.22. ൜ݔ ൌ ��� ݐ  ��� ǡݐ

ݕ ൌ ����������Ǥݐʹ���

6.23. ൜ݔ ൌ ��� ݐ  ݐ ��� ǡݐ
ݕ ൌ ��� ݐ െ ݐ ��� Ǥݐ 6.24. ቊ

ݔ ൌ ��ଶ ǡݐ
ݕ ൌ ଵ

ୡ୦మ ௧ Ǥ

6.25. ቊ
ݔ ൌ ��� ����ǡݐ
ݕ ൌ ���ସ ቀ௧ଶቁ Ǥ

6.26. ൜ ݔ ൌ �� ����ǡݐ
ݕ ൌ ����� Ǥݐ

6.27. ቊ
ݔ ൌ ����� ǡݐ
ݕ ൌ ௧మ

ଶ Ǥ��������
6.28. ൜ ݔ ൌ ����� ������ǡݐ

ݕ ൌ ��ሺͳ  ଶሻݐ Ǥ

6.29. ൜ݔ ൌ ��� ݐ െ ݐ ��� ǡݐ
ݕ ൌ ��� ݐ  ݐ ��� Ǥݐ 6.30. ൜ ݔ ൌ ������ ݐ ǡ

ݕ ൌ ��ሺͳ െ ଶሻǤݐ

7. Найти производную ݕ௫ᇱ функции .ሻ, заданной неявноݔሺݕ
ݔ .7.1 െ ݕ  ����� ݕ ൌ Ͳ.
7.2. 

௬
௫ ൌ ����� ௫௬.

ଶݕݔ .7.3 ൌ ݁

ೣ.

ݔ .7.4 െ ݕ  ܽ ��� ݕ ൌ Ͳ.
ݔ .7.5 െ ݕ  ݁௬ ����� ݔ ൌ Ͳ.
7.6. ݁௫௬ െ ଶݔ  ଶݕ ൌ Ͳ.
7.7. ���ሺݔ െ ሻݕ െ ݔʹ  Ͷݕ ൌ Ͳ.
7.8. ���ሺݕݔሻ ൌ ௬

௫.

7.9. ݁௫ା௬ ൌ ��� ௬௫.

ݕ .7.10 �� ݔ െ ݔ �� ݕ ൌ ݔ  .ݕ
ݔ .7.11 ��� ݕ  ݕ ��� ݔ ൌ Ͳ.
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7.12. ʹ௫  ʹ௬ ൌ ʹ௫ା௬.
ݕݔ .7.13 ൌ ����� ௫௬.

7.14. ݁௫ ��� ݕ െ ݁௬ ��� ݔ ൌ Ͳ.

7.15. ඥݔଶ  ଶݕ ൌ ܽ݁ୟ୰ୡ୲

ೣ.

ݕ .7.16 ��� ݔ ൌ ���ሺݔଶ െ .ሻݕ
7.17. ݁௫ି௬ ൌ ݔ ή .ݕ
ଷݔ .7.18  ଷݕ െ ݕݔܽ͵ ൌ Ͳ.
7.19. �� ݕ ൌ ����� ௫௬.

7.20. ݔ ��� ݕ െ ݕ ��� ݔ ൌ Ͳ.
ݕ .7.21 ��� ݔ  ���ሺݔ െ ሻݕ ൌ ��� .ݕ
௬݁ݔ .7.22  ௫݁ݕ ൌ .ݕݔ
ݕݔ .7.23  �� ݕ െ ʹ �� ݔ ൌ Ͳ.
7.24. ����� ௫௬ ൌ ��ሺݔଶ  .ଶሻݕ
௬ݔ .7.25 ൌ .௫ݕ
7.26. ݁௫  ݁௬ െ ʹ௫௬ ൌ ͳ.

7.27. ����� ௬௫ ൌ ��ඥݔଶ  .ଶݕ

7.28. ݁௫௬ ൌ ݔ  .ݕ
7.29. ඥೣݕ ൌ ξݔ

.
ݕ .7.30 ��� ݔ െ ���ሺݔ െ ሻݕ ൌ Ͳ.

8. Найти производную второго порядка от функции -ሻ, заданݔሺݕ
ной неявно.
ݕ .8.1 ൌ ���ሺݔ  ሻǤݕ 8.2. ݁௫ െ ݁௬ ൌ ݕ െ .ݔ
ݕ .8.3 ൌ ��ሺݔ  ሻǤݕ ݕݔ .8.4 ൌ �� .ݕ
8.5. ���ሺݔ  ሻݕ  ݔ ൌ ͲǤ ௫݁ݕ .8.6  ݁௬ ൌ Ͳ.
8.7. ��ሺݔ  ሻݕ ൌ ݔ െ ݕ . 8.8. ݁௬  ݕݔ ൌ ݁.
8.9. �����ሺݔ  ሻݕ െ ݕ ൌ ͲǤ 8.10. ݁௫ି௬ ൌ .ݕ
ݔ .8.11  ݕ ൌ ݁௫ି௬. ݕ .8.12 ൌ ݔ  �� .ݕ
8.13. ��ሺݔ  ሻݕ ൌ ݕ  ܽǤ ݕݔ .8.14 ൌ ݁௬.
8.15. ��ሺݕ െ ሻݔ ൌ ݔ െ Ǥݕ ݕݔ .8.16 െ �� ݕ ൌ ͳ.

8.17. ඥݔଶ  ଶݕ ൌ ݁ୟ୰ୡ୲

ೣ Ǥ ݕ .8.18 ൌ ͳ  .௬݁ݔ

8.19. ����� ݕ ൌ ݔ  Ǥݕ ݕଶݔ .8.20 ൌ ݁௬.
ݔ .8.21 െ ݕ  ����� ݕ ൌ ͲǤ 8.22. ݁௫ି௬ ൌ ݔ ή .ݕ
8.23. ����� ௫௬ ൌ ��ሺݔଶ  ଶሻǤݕ 8.24. ݁௫ା௬ ൌ .ݔ

ଷݔ .8.25  ଷݕ െ ݕݔ͵ ൌ Ͳ. ݔ .8.26 െ ݕ ൌ ݁௫ା௬.
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8.27. ��ሺݔ െ ሻݕ ൌ ݔ  .ݕ ݔ .8.28  ݕ ൌ ݁௫ା௬.

8.29. ����� ௬௫ ൌ ��ඥݔଶ  ଶǤݕ 8.30. ݁௫ା௬ ൌ .ݕݔ

9. Найти дифференциал функции .ሻݔሺݕ
ݕ .9.1 ൌ ݔ ������ ଵ

௫  ��൫ݔ  ξݔ
ଶ െ ͳ൯.

ݕ .9.2 ൌ ξͳ  ݔʹ െ ��൫ݔ  ξͳ  .൯ݔʹ
ݕ .9.3 ൌ ������ ଵ

ඥଵାଶ௫మ
.

ݕ .9.4 ൌ ξͳݔ െ ଶݔ  ����� ௫
ඥଵି௫మ

.

ݕ .9.5 ൌ ��൫���ଶ ݔ  ξͳ  ���ସ .൯ݔ
ݕ .9.6 ൌ ������ 

௫  ��ξݔ
ଶ  ܽଶ.

ݕ .9.7 ൌ ξͶݔ െ ଶݔ  Ͷ ������ ௫ଶ.

ݕ .9.8 ൌ �� ௫ାඥ௫
మାଵ

ଶ௫ .

9.9. ݕ ൌ ݁ୟ୰ୡ୲ඥଵା୪୬ሺଶ௫ାଷሻ�����.
ݕ .9.10 ൌ ݔ ����� ݔ െ ��ξͳ  .ଶݔ
ݕ .9.11 ൌ ��൫ʹݔ  ʹξݔଶ  ݔ  ͳ൯, ݔ  Ͳ.

ݕ .9.12 ൌ ݔ ��൫ݔ  ξݔଶ  ܽଶ൯ െ ξݔଶ  ܽଶ.

ݕ .9.13 ൌ ଶݔ ����� ξݔଶ െ ͳ െ ξݔଶ െ ͳ.
ݕ .9.14 ൌ ݔ ��൫ݔ  ξݔଶ  ͵൯ െ ξݔଶ  ͵.

ݕ .9.15 ൌ ������ ௫
మିଵ
௫మξଶ

.

ݕ .9.16 ൌ ��൫ݔ  ξͳ  ଶ൯ݔ െ ξͳ െ ଶݔ ����� .ݔ

ݕ .9.17 ൌ ��൫݁௫  ξ݁ଶ௫ െ ͳ൯  ������ ݁ି௫.

ݕ .9.18 ൌ �� �� ௫ଶ െ
௫

ୱ୧୬௫.

ݕ .9.19 ൌ ����� ௫
ඥଵି௫మ

െ ��൫ͳ  ξͳݔ െ .ଶ൯ݔ

ݕ .9.20 ൌ ����� ௫
మିଵ
௫ .

ݕ .9.21 ൌ ������ ௫
ඥଵି௫మ

.

ݕ .9.22 ൌ ݁ିୡ୭ୱమቀଵି
భ
ೣቁ
య
.

ݕ .9.23 ൌ ݔ ������ ݔ െ ξͳ െ .ଶݔ
ݕ .9.24 ൌ ���ሺݔ �� ݔ െ ��� �� .ሻݔ
ݕ .9.25 ൌ ��� ݔ �� �� ݔ െ �� ��௫ଶ.
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ݕ .9.26 ൌ ξݔ െ ሺͳ  ሻݔ ����� ξݔ.
ݕ .9.27 ൌ ݁௫ሺ��� ݔʹ  ʹ ��� .ሻݔʹ
ݕ .9.28 ൌ ݁௫ ����� ݁௫ െ ��ξͳ  ݁ଶ௫.
ݕ .9.29 ൌ ξ͵  ଶݔ െ ݔ ��൫ݔ  ξ͵  .ଶ൯ݔ
ݕ .9.30 ൌ ������ ௫

ඥଵି௫మ
 ������ .ݔ

10. Для заданной функции ݕሺݔሻ и заданного числа ݔҧ вычислить 
приближенно ݕሺݔҧሻ c помощью дифференциала первого порядка.
ݕ .10.1 ൌ ξݔయ ; ҧݔ ൌ ʹǡͷͶ.
ݕ .10.2 ൌ ξݔయ ; ҧݔ ൌ ǡ.

ݕ .10.3 ൌ ଵ
ଶ ൫ݔ  ξͷ െ ;ଶ൯ݔ ҧݔ ൌ Ͳǡͻͺ.

ݕ .10.4 ൌ ξݔଶ  ݔʹ  ͷయ ; ҧݔ ൌ Ͳǡͻ.
ݕ .10.5 ൌ ����� ;ݔ ҧݔ ൌ Ͳǡͻͺ.
ݕ .10.6 ൌ ξݔయ ; ҧݔ ൌ ʹǡͶ.
ݕ .10.7 ൌ ଵଵݔ ; ҧݔ ൌ ͳǡͲʹͳ.
ݕ .10.8 ൌ ξݔଶయ

; ҧݔ ൌ ͳǡͲ͵.
ݕ .10.9 ൌ ;ݔ ҧݔ ൌ ʹǡͲͳ.
ݕ .10.10 ൌ ;ݔ ҧݔ ൌ ͳǡͻͻ.

ݕ .10.11 ൌ ଵ
ξଶ௫మା௫ାଵ; ҧݔ ൌ ͳǡͲͳ.

ݕ .10.12 ൌ ଵ
ξ௫

; ҧݔ ൌ Ͷǡͳ.

ݕ .10.13 ൌ ξ͵ݔ  ��� యݔ ; ҧݔ ൌ ͲǡͲͳ.
ݕ .10.14 ൌ ;ହݔ ҧݔ ൌ ʹǡͻͻ.

ݕ .10.15 ൌ ଵ
ξଶ௫ାଵ

; ҧݔ ൌ ͳǡͷͺ.

ݕ .10.16 ൌ ξݔర ; ҧݔ ൌ ͳͷǡͺ.
ݕ .10.17 ൌ ξݔଷ  ݔయ ; ҧݔ ൌ ͳǡͲͳʹ.
ݕ .10.18 ൌ ������ ;ݔ ҧݔ ൌ ͲǡͲͺ.
ݕ .10.19 ൌ ξݔయ ; ҧݔ ൌ ǡͶ.
ݕ .10.20 ൌ ξݔଶ  ݔ  ͵; ҧݔ ൌ ͳǡͻ.
ݕ .10.21 ൌ ����� ;ݔ ҧݔ ൌ ͳǡͲͷ.
ݕ .10.22 ൌ ξݔయ ; ҧݔ ൌ ͳǡʹͳ.
ݕ .10.23 ൌ ;ଶଵݔ ҧݔ ൌ Ͳǡͻͻͺ.
ݕ .10.24 ൌ ξݔయ ; ҧݔ ൌ ͺǡʹͶ.
ݕ .10.25 ൌ ξͶݔ െ ͳ; ҧݔ ൌ ʹǡͷ.
ݕ .10.26 ൌ ξͳ  ݔ  ��� ;ݔ ҧݔ ൌ ͲǡͲͳ.
ݕ .10.27 ൌ ;ݔ ҧݔ ൌ ʹǡͲͲʹ.
ݕ .10.28 ൌ ξݔଷ; ҧݔ ൌ Ͳǡͻͺ.
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ݕ .10.29 ൌ ටʹݔ െ ��� గ௫ଶ
ర

; ҧݔ ൌ ͳǡͲʹ.

ݕ .10.30 ൌ ξݔଶ  ͷ; ҧݔ ൌ ͳǡͻ.

11. Составить уравнение нормали и касательной к графику за-
данной функции ݂ሺݔሻ в заданной точке .ݔ

11.1. ݂ሺݔሻ ൌ ସ௫ି௫మ

ସ ; ݔ ൌ ʹ.

11.2. ݂ሺݔሻ ൌ ݔ െ ;ଷݔ ݔ ൌ െͳ.
11.3. ݂ሺݔሻ ൌ ݔ  ξݔଷ; ݔ ൌ ͳ.

11.4. ݂ሺݔሻ ൌ ଵାξ௫
ଵିξ௫

; ݔ ൌ Ͷ.

11.5. ݂ሺݔሻ ൌ ଶݔʹ െ ݔ͵  ͳ; ݔ ൌ ͳ.
11.6. ݂ሺݔሻ ൌ ξݔ െ ͵ξݔయ ; ݔ ൌ Ͷ.
11.7. ݂ሺݔሻ ൌ ଶݔʹ  ͵; ݔ ൌ െͳ.
11.8. ݂ሺݔሻ ൌ ଶݔ െ Ͷݔ; ݔ ൌ ͳ.

11.9. ݂ሺݔሻ ൌ ௫ఱିଵ
௫రାଵ; ݔ ൌ ͳ.

11.10. ݂ሺݔሻ ൌ ͵൫ξݔయ െ ʹξݔ൯; ݔ ൌ ͳ.

11.11. ݂ሺݔሻ ൌ ௫
௫మାଵ; ݔ ൌ െʹ.

11.12. ݂ሺݔሻ ൌ ଶ௫
௫మାଵ; ݔ ൌ ͳ.

11.13. ݂ሺݔሻ ൌ ଵାଷ௫మ

ଷା௫మ ; ݔ ൌ ͳ.

11.14. ݂ሺݔሻ ൌ ͵ξݔర െ ξݔ; ݔ ൌ ͳ
11.15. ݂ሺݔሻ ൌ ௫మ

ଵ ͵; ݔ ൌ ʹ.

11.16. ݂ሺݔሻ ൌ ଶݔʹ  ݔ͵ െ ͳ; ݔ ൌ െʹ.
11.17. ݂ሺݔሻ ൌ ଶݔ  ͺξݔ െ ͵ʹ; ݔ ൌ Ͷ.
11.18. ݂ሺݔሻ ൌ ξݔଶయ െ ʹͲ; ݔ ൌ െͺ.
11.19. ݂ሺݔሻ ൌ ͺξݔర െ Ͳ; ݔ ൌ ͳ.

11.20. ݂ሺݔሻ ൌ ௫మିଷ௫ା
௫మ ; ݔ ൌ ͵.

11.21. ݂ሺݔሻ ൌ ௫యାଶ
௫యିଶ; ݔ ൌ ʹ.

11.22. ݂ሺݔሻ ൌ ௫మవା
௫రାଵ ; ݔ ൌ ͳ.

11.23. ݂ሺݔሻ ൌ ݔʹ  ଵ
௫; ݔ ൌ ͳ.

11.24. ݂ሺݔሻ ൌ ௫భలାଽ
ଵିହ௫మ; ݔ ൌ ͳ.

11.25. ݂ሺݔሻ ൌ ଵ
ଷ௫ାଶ; ݔ ൌ ʹ.

11.26. ݂ሺݔሻ ൌ ଵ
ଷ
ሺݔଶ െ ݔ͵  ͵ሻ; ݔ ൌ ͵.
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11.27. ݂ሺݔሻ ൌ െʹ൫ξݔయ  ͵ξݔ൯; ݔ ൌ ͳ.

11.28. ݂ሺݔሻ ൌ ͳͶξݔ െ ͳͷξݔయ  ʹ; ݔ ൌ ͳ.

11.29. ݂ሺݔሻ ൌ ଵ
ଷ
ሺ͵ݔ െ ;ଷሻݔʹ ݔ ൌ ͳ.

11.30. ݂ሺݔሻ ൌ ଵ
ସ
ሺݔଶ െ ݔʹ െ ͵ሻ; ݔ ൌ Ͷ.

12. Применяя правило Лопиталя, найти предел функции.

12.1. ���௫՜ഏమ
ଶౙ౩మ ೣିଵ
୪୬ ୱ୧୬௫ Ǥ 12.2. ���௫՜

ଵା௫ ୱ୧୬௫ିୡ୭ୱଶ௫
ୱ୧୬మ௫ .

12.3. ���௫՜
ೣିషೣିଶ
ୱ୧୬మ ௫ Ǥ 12.4. ���௫՜ഏల

୪୬ ୱ୧୬ଷ௫
ሺ௫ିగሻమ.

12.5. ���௫՜ଶగ
ሺ௫ିଶగሻమ

୲ሺୡ୭ୱ ௫ିଵሻ. 12.6. ���௫՜భమ

ሺଶ௫ିଵሻమ

౩ഏೣିష౩యഏೣ.

12.7. ���௫՜
ξଵା௫ ୱ୧୬௫ିଵ

ೣమିଵ
Ǥ 12.8. ���௫՜

௫ሺೣିషೣሻ
ೣమశభି

.

12.9. ���௫՜గ
୪୬ୡ୭ୱଶ௫

ቀଵିഏೣቁ
మ . 12.10. ���௫՜గ

୪୬ሺଶାୡ୭ୱ௫ሻ
൫ଷ౩ೣିଵ൯మ

.

12.11. ���௫՜గ
୪୬ ୡ୭ୱଶ௫
୪୬ ୡ୭ୱସ௫. 12.12. ���௫՜ഏమ

୪୬ ୱ୧୬௫
ሺଶ௫ିగሻమ.

12.13. ���௫՜
ଵିୡ୭ୱ௫ξୡ୭ୱଶ௫

௫మ Ǥ 12.14. ���௫՜
ଵିξୡ୭ୱ௫
௫ ୱ୧୬௫ .

12.15. ���௫՜
ଵିୡ୭ୱ௫
ሺయೣିଵሻమǤ 12.16. ���௫՜

୲௫ିୱ୧୬௫
௫ሺଵିୡ୭ୱଶ௫ሻ.

12.17. ���௫՜
୪୬൫௫మାଵ൯
ଵିඥ௫మାଵ

. 12.18. ���௫՜
ଶ௫ ୱ୧୬௫
ଵିୡ୭ୱ௫.

12.19. ���௫՜
ଵିୡ୭ୱଶ௫�ା�୲మ௫

௫ ୱ୧୬ ଷ௫ Ǥ 12.20. ���௫՜
యೣିଷ௫ିଵ
ୱ୧୬మ ହ௫ .

12.21. ���௫՜
ೣିషೣିଶ௫
௫ିୱ୧୬௫ Ǥ 12.22. ���௫՜

ೣమିଵ
ୡ୭ୱ௫ିଵ.

12.23. ���௫՜గ
ୡ୭ୱ ଷ௫ିୡ୭ୱ௫

୲మ ଶ௫ . 12.24. ���௫՜
௫ିୟ୰ୡ୲௫

௫య .

12.25. ���௫՜
ୱ୧୬ଶ௫ିଶୱ୧୬௫
௫ ୪୬ ୡ୭ୱହ௫ . 12.26. ���௫՜

ξୡ୭ୱ ௫ିଵ
ୱ୧୬మଶ௫ .

12.27. ���௫՜
ೣାషೣିଶ
ଵିୡ୭ୱଶ௫ . 12.28. ���௫՜

௫൫ଵିୡ୭ୱξ௫൯
ଵିୡ୭ୱ௫ .

12.29. ���௫՜గ
ୡ୭ୱ ହ௫ିୡ୭ୱଷ௫

ୱ୧୬మ௫ Ǥ 12.30. ���௫՜
ଵିୡ୭ୱయ௫
௫ ୱ୧୬ଶ௫ .

13. Провести полное исследование функций и построить графики.

ݕ .13.1 ൌ ଷ௫మି௫
௫ିଵ ; ݕ ൌ .௫ାଵ݁ݔ

ݕ .13.2 ൌ ଶݔ �� ;ݔ ݕ ൌ ሺ௫ିଵሻሺ௫ିଶሻ
௫ .
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ݕ .13.3 ൌ ଵ
ሺ௫ିଵሻమ െ

ଵ
ሺ௫ାଵሻమ; ݕ ൌ ݔ �� .ݔ

ݕ .13.4 ൌ ଵ
ξ௫మିଵ; ݕ ൌ ξͳʹݔ െ Ͷݔଷయ

.

ݕ .13.5 ൌ ݁௫మି௫; ݕ ൌ ସ௫ି଼
ሺ௫ିଵሻమ.

ݕ .13.6 ൌ ξͳ െ ଷయݔ
; ݕ ൌ ට௫ିଵ

௫ାଵ.

ݕ .13.7 ൌ ௫మ

௫మାଷ; ݕ ൌ ����� ݔ െ .ݔ

ݕ .13.8 ൌ െ ௫య
ሺ௫ାଵሻమ; ݕ ൌ ሺݔ െ ͳሻ݁௫ିଵ.

ݕ .13.9 ൌ ௫మ

௫మିସ; ݕ ൌ ସ௫
ସା௫మ.

ݕ .13.10 ൌ ௫
௫మାଵ; ݕ ൌ ሺ௫ାଵሻሺଶି௫ሻ

ଶ௫ିଷ .

ݕ .13.11 ൌ ௫య

௫మାଷ; ݕ ൌ ଵ
௫మି௫ାହ.

ݕ .13.12 ൌ ௫మା଼
ሺ௫ାଶሻమ; ݕ ൌ ʹ

భ
ೣ.

ݕ .13.13 ൌ ଵ
௫ξଵି௫మ; ݕ ൌ ξͶݔଶ  .

ݕ .13.14 ൌ ݔ  ʹ ����� ;ݔ ݕ ൌ ሺݔ െ ͳሻ݁ଵି௫.
ݕ .13.15 ൌ ௫ି଼

ሺ௫ିଶሻమ; ݕ ൌ ሺݔ െ ͵ሻξݔ.

ݕ .13.16 ൌ ௫ାξଶ
௫మିଵ; ݕ ൌ ඥሺݔଶ െ ͳሻଶయ .

ݕ .13.17 ൌ ௫
௫మିଵ; ݕ ൌ ሺͳ  .ଶሻ݁ି௫మݔ

ݕ .13.18 ൌ ට௫ିଵ
௫ାଵ

య
; ݕ ൌ ሺͳ͵  Ͷݔଶሻ݁ି௫మ.

ݕ .13.19 ൌ షೣమ

௫మ ; ݕ ൌ ௫ିଵ
ሺଶ௫ିଵሻሺଶି௫ሻ.

ݕ .13.20 ൌ ξݔଶ െ ଷయݔ
; ݕ ൌ ଼௫ିଶ௫మ

ሺ௫ିଶሻమ .

ݕ .13.21 ൌ ௫య

௫మିଷ; ݕ ൌ ݔ െ ��ሺݔ  ͳሻ.
ݕ .13.22 ൌ ሺݔ െ ͳሻଶ݁௫; ݕ ൌ ξͶݔଷ െ ͳʹݔయ

.
ݕ .13.23 ൌ ௫

ξ௫మିଵ; ݕ ൌ .ଶ݁௫ݔ

ݕ .13.24 ൌ ௫
ඥ௫మିଵయ ; ݕ ൌ ଵ଼௫ିଷ௫మ

ሺ௫ିଷሻమ .

ݕ .13.25 ൌ ଵ
௫మሺ௫ିସሻ; ݕ ൌ ௫

୪୬௫.

ݕ .13.26 ൌ ௫య

ଵି௫మ; ݕ ൌ .௫ି݁ݔ

ݕ .13.27 ൌ ଶ௫ିଵ
௫మ ; ݕ ൌ ξݔଷ  ͳయ  ξݔଷ െ ͳయ .

ݕ .13.28 ൌ ȁ௫ିଵȁ
௫ ; ݕ ൌ ଵ

ଵା௫మ.

ݕ .13.29 ൌ ଷݔ െ ;ݔ͵ ݕ ൌ ሺଶ௫ାଵሻ௫
ሺ௫ାଷሻሺଵି௫ሻ.

ݕ .13.30 ൌ ඥሺݔ െ ͳሻଶయ െ ඥሺݔ  ͳሻଶయ ; ݕ ൌ ሺ͵ݔ  ͷሻ݁ଷ௫ିଵ.
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Раздел 4. ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОЕ ИСЧИСЛЕНИЕ ФУНКЦИЙ 
МНОГИХ ПЕРЕМЕННЫХ

Примеры решения задач

Задача 1. Исследовать на экстремум функцию ݖ ൌ ଷݔ  ଷݕ െ  .ݕݔ͵
Решение. Найдем частные производные первого порядка и вос-

пользуемся необходимым условием экстремума: 

ە
۔

ۓ
ݖ߲
ݔ߲ ൌ ଶݔ͵ െ ݕ͵ ൌ Ͳǡ
ݖ߲
ݕ߲ ൌ ଶݕ͵ െ ݔ͵ ൌ Ͳǡ

� �֞ ��� ൜ݔ
ଶ െ ݕ ൌ Ͳǡ
ଶݕ െ ݔ ൌ Ͳ�Ǥ

Решая эту систему, получим две стационарные точки: ଵܲሺͲǡ Ͳሻ и 

ଶܲሺͳǡ ͳሻ. Найдем частные производные второго порядка:

ܣ ൌ
߲ଶݖ
ଶݔ߲ ൌ ݔǡܤ��� ൌ

߲ଶݖ
ݕ߲ݔ߲ ൌ െ͵ǡܥ��� ൌ

߲ଶݖ
ଶݕ߲ ൌ ݕǤ

Затем вычислим дискриминант ܦ ൌ ܥܣ െ ଶܤ ൌ ͵ݕݔ െ ͻ для 
каждой стационарной точки:

ȁభܦ ൌ ͵ ή Ͳ ή Ͳ െ ͻ ൌ െͻ ൏ Ͳ;

ȁమܦ ൌ ͵ ή ͳ ή ͳ െ ͻ ൌ ʹ  ͲǢ ȁమܣ��� ൌ   Ͳ.

Следовательно, в силу достаточного условия экстремума в точке 

ଵܲ экстремума нет, а в точке ଶܲ – локальный минимум.
Ответ: ሺͳǡͳሻ - точка локального минимума.
Точка ܲሺݔǡ ሻݕ называется условным максимумом (минимумом) 

функции ݖ ൌ ݂ሺݔǡ ሻݕ с условием связи ߮ሺݔǡ ሻݕ ൌ Ͳ, если существует 
окрестность  ܷ точки ܲ такая, что ݂ሺݔଵǡ ଵሻݕ  ݂ሺݔǡ ሻǡݕ ൫݂ሺݔଵǡ ଵሻݕ 
݂ሺݔǡ ሻ൯ǡݕ как только ൜ሺݔଵǡݕ���ଵሻ א ܷ߮ሺݔଵǡݕ���ଵሻ ൌ ͲǤ

Задача о вычислении условного экстремума сводится к исследо-
ванию на обычный экстремум функции Лагранжа ܮሺݔǡ ǡݕ ሻߣ ൌൌ
�݂ሺݔǡ ሻݕ  ǡݔĳሺߣ  ሻ. Итак, система трех уравненийݕ

డ
డ௫ ൌ Ͳ, 

డ
డ௬ ൌ Ͳ, 

డ
డఒ ൌ Ͳ выражает необходимое условие условного экстремума. Пусть 

ሺݔǡ ǡݕ ሻߣ - решение этой системы, а
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ǻ ൌ െ ተ
Ͳ ߮௫ƍ ሺܲሻ ߮௬ƍ ሺܲሻ

߮௫ƍ ሺܲሻ ௫௫ƍƍܮ ሺܲǡ ሻߣ ௫௬ƍƍܮ ሺܲǡ ሻߣ
߮௬ƍ ሺܲሻ ௫௬ƍƍܮ ሺܲǡ ሻߣ ௬௬ƍƍܮ ሺܲǡ ሻߣ

ተ

Если ǻ ൏ Ͳ, то ܲሺݔǡ ሻݕ - условный максимум; в случае ǻ  Ͳ
ܲሺݔǡ ሻݕ - условный минимум.

Задача 2. Найти условный экстремум функции ݖ ൌ ݔ  ݕʹ при 
условии ݔଶ  ଶݕ ൌ ͷ.

Решение. Составим функцию Лагранжа ܮሺݔǡ ǡݕ ሻߣ ൌ ݔ  ݕʹ 
ߣሺݔଶ  ଶݕ െ ͷሻ и воспользуемся необходимым условием условного 
экстремума:

ە
ۖۖ
۔

ۖۖ
ݔ݀ܮ߲ۓ ൌ ͳ  ݔߣʹ ൌ Ͳǡ
ܮ߲
ݕ߲ ൌ ʹ  ݕߣʹ ൌ Ͳǡ
ܮ݀
ߣ݀ ൌ ଶݔ  ଶݕ െ ͷ ൌ Ͳǡ

��֞ ���

ە
ۖ
۔
ۖ
ݔۓ ൌ െ

ͳ
ߣʹ ǡ

ݕ ൌ െ
ͳ
ߣ ǡ

ଶݔ  ଶݕ ൌ ͷǤ
Решая эту систему, получим две точки: ݔଵ ൌ െͳ, ݕଵ ൌ െʹ, 

ଵߣ ൌ ͳȀʹ; ݔଶ ൌ ͳ, ݕଶ ൌ ଶߣ ,ʹ ൌ െͳȀʹ. Так как
డమ
డ௫మ ൌ  ,ߣʹ

డమ
డ௫డ௬ ൌ Ͳ, 

డమ
డ௬మ ൌ ௫ƍ߮ ,ߣʹ ൌ ௬ƍ߮ ,ݔʹ ൌ ;ݕʹ

то

ǻ ൌ െอ
Ͳ ݔʹ ݕʹ
ݔʹ ߣʹ Ͳ
ݕʹ Ͳ ߣʹ

อ ൌ െͺሺെݔଶߣ െ ሻߣଶݕ ൌ ͺߣሺݔଶ  ଶሻ�Ǥݕ

Имеем: ǻሺݔଵǡ ଵݕ ǡ ଵሻߣ ൌ ͺ ή ଵଶ ሺͳ  Ͷሻ ൌ ʹͲ  Ͳ и ǻሺݔଶǡ ଶݕ ǡ ଶሻߣ ൌ���
ൌ ͺ ቀെ ଵ

ଶቁ ሺͳ  Ͷሻ ൌ െʹͲ ൏ Ͳ. Следовательно, ଵܲሺെͳǡ െʹሻ - точка услов-

ного минимума, а ଶܲሺͳǡ ʹሻ - точка условного максимума.
Ответ: ሺെͳǡ െʹሻ - точка условного минимума, ሺͳǡ ʹሻ - точка 

условного максимума.

Задача 3. Найти наибольшее и наименьшее значения функции 
ݖ ൌ �ሺͶݕଶݔ െ ݔ െ ሻݕ в треугольнике, ограниченном прямыми ݔ  ݕ ൌ ,
ݔ ൌ Ͳ, ݕ ൌ Ͳ.

Решение. Во-первых, отметим, что ݖ - непрерывная функция, а 
ǻ�ܱܤܣ (рисунок) - ограниченная замкнутая область.

Следовательно, по теореме Вейерштрасса, существуют 
наибольшее и наименьшее значения функции ݖ в ǻ�ܱܤܣ. Точка, в ко-
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торой достигается наибольшее (наименьшее) значение, является либо 
стационарной точкой функции  ݖ, лежащей внутри ǻ�ܱܤܣ, либо ста-
ционарной точкой сужения функции ݖ на одну из сторон ǻ�ܱܤܣ, либо, 
наконец, совпадает с одной из вершин ܱ, ܤ ,ܣ.

Найдем стационарные точки внутри ǻ�ܱܤܣ:

ە
۔

ۓ
ݖ߲
ݔ߲ ൌ ͺݕݔ െ ݕଶݔ͵ െ ଶݕݔʹ ൌ Ͳǡ
ݖ߲
ݕ߲ ൌ Ͷݔଶ െ ଷݔ െ ݕଶݔʹ ൌ Ͳǡ

��֞ ��� ൜ͺ െ ݔ͵ െ ݕʹ ൌ Ͳǡ
Ͷ െ ݔ െ ݕʹ ൌ Ͳǡ ���֞ ��� ൜ݔ ൌ ʹǡ

ݕ ൌ ͳ�Ǥ

Ввиду того, что ݔ  Ͳ и ݕ  Ͳ внутри ǻ�ܱܤܣ, мы смогли сокра-
тить на ݔ и ݕ. Точка ଵܲሺͳǡ ʹሻ действительно лежит внутри ǻ�ܱܤܣ и 
ሺͳǡݖ ʹሻ ൌ Ͷ.

Далее, сужая функцию ݖ на 
стороны ܱܣ и ܱܤ, находим, что 
ȁைݖ ൌ ȁைݖ ൌ Ͳ. На стороне ܤܣ за-
висимость ݕ от ݔ такова: ݕ ൌ  െ
െݔ�; поэтому 
ȁݖ ൌ ଶሺݔ െ ሻሺͶݔ െ ݔ െ   ሻݔ ൌ
ൌ െͳʹݔଶ  ଷǤݔʹ

Находим стационарные точки 
этой функции в интервале ሺͲǡ ሻǣ
ሺെͳʹݔଶ  ଷሻƍݔʹ ൌ Ͳ െ ʹͶݔ  ݔଶ ൌ�����
ൌ Ͳ��� ֞ ��� ଵݔ ൌ Ͳǡݔ���ଶ ൌ ͶǤ

Из этих двух точек интервалу 
ሺͲǡ ሻ принадлежит только вторая, для которой ݕଶ ൌ  െ Ͷ ൌ ʹ и 
ଶǡݔሺݖ ଶሻݕ ൌ Ͷଶ ή ʹሺͶ െ Ͷ െ ʹሻ ൌ െͶ.
Наибольшее значение функции ݖ в ǻ�ܱܤܣ совпадает с наибольшим 
значением в точках ଵܲ, ଶܲ, ܱ, а также значением Ͳ ,ܤ ,ܣ в любой из 
внутренних точек сторон ܱܣ и ܱܤ. Не составляет труда вычислить
последнее наибольшее значение: ݖ௫ ൌ Ͷ, так как ݖ�ሺͲሻ �ൌ ሻܣ�ሺݖ� �ൌ
�ൌ ሻܤሺݖ ൌ Ͳ и Ͳ ൏ Ͷ; െͶ ൏ Ͷ. Аналогично ݖ ൌ െͶ.

Ответ: ௫ݖ ൌ ሺͳǡݖ ʹሻ ൌ Ͷ; 
ݖ ൌ ሺͶǡݖ ʹሻ ൌ െͶ.

Заметим, что при решении третьей задачи мы не пользовались 
достаточным условием экстремума.

ݕ

ܣ

ଵܲ ଶܲ

ܤ
ݔ         6    4       1  0
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Задания

1. Найти дифференциал второго порядка.
ݖ .1.1 ൌ ݁௫௬. ݖ .1.2 ൌ ݁௫ ��� .ݕ
ݖ .1.3 ൌ ௫

௬. ݖ .1.4 ൌ ݔ ��� ݕ  ݕ ��� .ݔ

ݖ .1.5 ൌ ଶݔ  ଶݕʹ െ ݕݔ͵  Ͷݔ  .ݕʹ ݖ .1.6 ൌ ����� .ݕݔ
ݖ .1.7 ൌ ௬Ǥݔ ݖ .1.8 ൌ �� .ݕݔ
ݖ .1.9 ൌ ������ .ݕݔ ݖ .1.10 ൌ ������ .ݕݔ
ݖ .1.11 ൌ ��ሺݔଶ  ଶሻǤݕ ݖ .1.12 ൌ ��� .ଶݕݔ
ݖ .1.13 ൌ ��� .ݕଶݔ ݖ .1.14 ൌ �� .ݕݔ
ݖ .1.15 ൌ ݁௬ݔ��� . ݖ .1.16 ൌ ݁௫ ��� .ݕ
ݖ .1.17 ൌ ௫

௬మ. ݖ .1.18 ൌ ��ሺݔଶ  .ଶሻݕ
ݖ .1.19 ൌ ���ሺݔଶ െ ଶሻǤݕ ݖ .1.20 ൌ ݔ ������ .ଶݕ
ݖ .1.21 ൌ ݕ ������ Ǥʹ̰ݔ ݖ .1.22 ൌ .௬ݔݕ
ݖ .1.23 ൌ ௫ݕݔ Ǥ ݖ .1.24 ൌ ௫

௫మା௬మ.

ݖ .1.25 ൌ ଶݔȀሺݕ  .ଶሻݕ ݖ .1.26 ൌ ௫ା௬
௫ି௬.

ݖ .1.27 ൌ ௫ି௬
௫ା௬. ݖ .1.28 ൌ ��� ௫௬

௫ା௬.

ݖ .1.29 ൌ ͷݔଷ  Ͷݕଷ  ͷݔଶݕ െ ݕݔଶ െ .ݕݔʹ ݖ .1.30 ൌ ��� ௫௬
௫ି௬.

2. Исследовать на экстремум функцию двух переменных.
ଶݔʹ .2.1 െ ݕݔʹ  ଶݕ െ ݔ  ͳǤ ଶݔ .2.2  ݕݔ  ଶݕ െ ݔʹ െ .ݕ
ଷݔʹ .2.3 െ ݕݔ͵ െ ଶݕ  ͷݔ െ ͶݕǤ ݕଶݔ͵ .2.4 െ ଶݕݔʹ െ .ݔ
2.5. ሺݔ  ʹሻଶ  ሺʹݕ െ ͳሻଶ െ .ݔ ଶݔ– .2.6  ݕݔ െ ଶݕ  ݔ െ .ݕʹ
2.7. Ͷݔଶ  ͺݕݔ െ Ͷݕଶ  ͳݔ െ ͳݕ. 2.8. ሺͳ െ ሻଶݔʹ െ ଶݕ  ݕ െ .ݔʹ
2.9. െʹݔଶ  ͺݕݔ  ͺݕଶ  ͺݔ  ͳݕ. ଶሺܽݕଷݔ .2.10 െ ݔ െ .ሻݕ
2.11. – ଶݔ െ ݕݔ  ͺݕଶ  ݔ െ ͻݕǤ ଶݔ͵ .2.12 െ ݕݔ͵  ݕଶ െ .ݔ
ଶݔ͵ .2.13 െ ݕݔʹ  ଶݕ  ݔ െ Ǥݕ 2.14. െʹݔଶ െ ݕݔ െ ݔʹ  .ݕ͵
ଶݔ .2.15  ଶݕ െ ݔʹ  Ǥݕ ଶݔ͵ .2.16  ݕݔʹ  ݔ െ .ݕ
2.17. Ͷݔଶ െ ଶݕʹ  ݕݔ͵  ݔʹ െ .ݕ 2.18. – ଶݔ  ݕݔ െ ଶݕ  ݕ  ʹ.

2.19. െʹݔଶ  ݕݔ͵ െ ଶݕ െ ݕ  ʹǤ ଶݔ .2.20  ݕݔ  ଶݕ  ଵ
௫ 

ଵ
௬.

ݕݔ�.2.21  ହ
௫ 

ଶ
௬ ���ሺݔ  Ͳǡ ݕ  ͲሻǤ 2.22. ݁௫ି௬ሺݔଶെ .ଶሻݕ

2.23. – ଶݔ  Ͷݕݔ െ ଶݕʹ  Ǥݕ 2.24. ሺ͵ݔ െ ͳሻଶ െ ଶݕ  ݔʹ  .ݕ
2.25. െ͵ݔଶ െ ݕݔ െ ͳʹݕଶ െ ݔ  ݕǤ 2.26. ݁௫ା௬ሺݔଶ .ሻݕݔ
2.27. ͷݔଶ െ ͳͲݕݔ  ͷݕଶ  ͳͲݔ െ ͳͷݕ. ଶݔ .2.28 െ ሺ͵ݕ  ʹሻଶ െ ݔ െ .ݕ
2.29. െݔଶ  ͳʹݕݔ െ ݕଶ െ ݔ  ݕǤ 2.30. ሺʹݔ  ͳሻଶ  .ଶݕ
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3. Определить наибольшее и наименьшее значения функции 
двух переменных в указанных областях.

ݖ .3.1 ൌ ͳ  ݔ  ;ݕʹ ݔ  Ͳ, ݕ  Ͳ, ݔ  ݕ  ͳ.
ݖ .3.2 ൌ ͳ െ ݔ  ;ݕ͵ ݔ  Ͳ, ݕ  Ͳ, ݔ  ݕ  ͳ.
ݖ .3.3 ൌ ʹ  ݔʹ െ ;ݕ Ͳ  ݔ  ʹ, െͳ  ݕ  ʹ.
ݖ .3.4 ൌ ͵ െ ݔ  െͳ ;ݕ  ݔ  ʹ, Ͳ  ݕ  ʹ.

ݖ .3.5 ൌ ଵ
ଶ ݔʹ െ ;ݕ͵ ݔ  Ͳ, ݕ  Ͳ, ݔ െ ݕ  ͳ.

ݖ .3.6 ൌ ͳ െ ݔ  ;ݕʹ Ͳ  ݔ  ͵, െʹ  ݕ  ʹ.
ݖ .3.7 ൌ ͷ  ݔ͵ െ ;ݕʹ ݔ  Ͳ, ݕ  Ͳ, െݔ  ݕ  ͳ.
ݖ .3.8 ൌ െʹ  ݔʹ െ ;ݕ͵ ݔ  Ͳ, ݕ  Ͳ, െݔ െ ݕ  ʹ.
ݖ .3.9 ൌ െͳ  ݔ െ ;ݕʹ ݔ  Ͳ, ݕ  Ͳ, ݔ െ ݕ  ʹ.

ݖ .3.10 ൌ ;ݕݔ Ͳ  ݔ  ͳ, Ͳ  ݕ  ͳ.
ݖ .3.11 ൌ ʹ െ ;ݕݔ ݔ  Ͳ, ݕ  Ͳ, െݔ  ݕ  ͵.
ݖ .3.12 ൌ ͷ െ ݔ െ ;ݕ െͳ  ݔ  ʹ, Ͳ  ݕ  ͳ.
ݖ .3.13 ൌ ͳ  ;ݕݔ ݔ  Ͳ, ݕ  Ͳ, ݔ  ݕ  ͵.
ݖ .3.14 ൌ ͳ െ ͺݕݔ; െʹ  ݔ  ʹ, Ͳ  ݕ  ʹ.
ݖ .3.15 ൌ െ͵  ݔʹ െ ;ݕ ݔ  Ͳ, ݕ  Ͳ, െݔ  ݕ  ͳ.
ݖ .3.16 ൌ ʹ െ ݔ  ;ݕ͵ ݔ  Ͳ, ݕ  Ͳ, ݔ െ ݕ  ͷ.
ݖ .3.17 ൌ ሺݔ െ ͳሻଶ  ;ݕ ݔ  Ͳ, ݕ  Ͳ, ݔ  ݕ  ʹ.
ݖ .3.18 ൌ ݔ െ ሺݕ  ʹሻଶ; Ͳ  ݔ  ͳ, Ͳ  ݕ  ͵.
ݖ .3.19 ൌ ݔʹ  ݕ͵ െ ͳ; ݔ  Ͳ, ݕ  Ͳ, ݔ െ ݕ  ʹ.
ݖ .3.20 ൌ ݔ͵ െ ݕʹ  ͳ; ݔ  Ͳ, ݕ  Ͳ, െݔ െ ݕ  ʹ.
ݖ .3.21 ൌ Ͷݔ  ݕʹ െ ͷ; ݔ  Ͳ, ݕ  Ͳ, െݔ  ݕ  ͷ.
ݖ .3.22 ൌ ݔ  ሺʹݕ െ ͵ሻଶǢ െͳ  ݔ  ͵, Ͳ  ݕ  ͳ.
ݖ .3.23 ൌ Ͷݔ െ ͷݕ  ʹ; ݔ  Ͳ, ݕ  Ͳ, ݔ  ݕ  ͵.
ݖ .3.24 ൌ െݔ െ ݕ െ ; Ͳ  ݔ  ͵, െͳ  ݕ  ͳ.
ݖ .3.25 ൌ െʹݔ  Ͷݕ െ ͳ; ݔ  Ͳ, ݕ  Ͳ, െݔ െ ݕ  Ͷ.
ݖ .3.26 ൌ ݕݔ  ;ݔ Ͳ  ݔ  ͳ, Ͳ  ݕ  ͳ.
ݖ .3.27 ൌ ݕݔ  ;ݕ Ͳ  ݔ  ͳ, െͳ  ݕ  Ͳ.
ݖ .3.28 ൌ ݕݔ െ െͳ ;ݔʹ  ݔ  Ͳ, Ͳ  ݕ  ͳ.
ݖ .3.29 ൌ ݕݔʹ െ ;ݕ െ͵  ݔ  Ͳ, െͳ  ݕ  ͵.
ݖ .3.30 ൌ ݕݔʹ  ݔ  ݔ ;ݕ  Ͳ, ݕ  Ͳ, െݔ  ݕ  ͳͲ.

4. Определить условные экстремумы функции двух переменных
(справа указаны условия).
ݖ .4.1 ൌ ݕݔ ; ݔ  ݕ ൌ ʹ.
ݖ .4.2 ൌ ݔ  Ǣݕ͵ ଶݔ  ଶݕ ൌ ͳ.
ݖ .4.3 ൌ ଶݔ  ଶݕ ; ݔ  ݕ ൌ ͳ.
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ݖ .4.4 ൌ ݔʹ െ ݕ  ͳǢ ଶݔ െ ݕ ൌ ͳ.
ݖ .4.5 ൌ ଶݔ െ ଶǢݕ െݔ  ݕ ൌ ʹ.
ݖ .4.6 ൌ െݔଶ  ଶǢݕ ௫

ଶ 
௬
ଷ ൌ ͳ.

ݖ .4.7 ൌ ଶݔ െ ଶݕ  Ǣݕʹ െݔ  ݕ ൌ ʹ.
ݖ .4.8 ൌ െݔଶ  ଶݕ  Ǣݔ͵ ݔ െ ݕʹ ൌ ͳ.
ݖ .4.9 ൌ ݔ െ ݕ͵  ʹǢ ଶݔ  ଶݕ ൌ ͵.
ݖ .4.10 ൌ ݕݔ  ݔ  Ǣݕ ݔ  ݕ ൌ ͳ.
ݖ .4.11 ൌ ݕݔ െ ݔ  ݕʹ ; ݔ െ ݕ ൌ ʹ.
ݖ .4.12 ൌ ଶݔ െ ଶݕ  ݔʹ െ ݕ ; െݔ  ݕ ൌ ͳ.
ݖ .4.13 ൌ െݔଶ  ଶݕ െ ݔ  ݕ ; ݔʹ  ݕ ൌ ʹ.
ݖ .4.14 ൌ ଶݔʹ െ ଶݕ  Ǣݔ ݔʹ െ ݕʹ ൌ ͳ.
ݖ .4.15 ൌ ݔʹ െ ݕʹ  ͵ ; ଶݔ  ଶݕʹ ൌ ͳ.
ݖ .4.16 ൌ ݔ͵  ݕʹ  ͳǢ ଶݔ െ ଶݕ ൌ ʹ.
ݖ .4.17 ൌ െݔ  ݕ͵  ʹ ; ଶݔʹ  ଶݕ͵ ൌ ͳ.
ݖ .4.18 ൌ ݕݔʹ  ݔ͵ െ ݕ ; ݔʹ െ ݕ͵ ൌ ʹ.
ݖ .4.19 ൌ ݕݔ െ ݔ͵  ݕʹ  ͳ ; െݔ  ݕʹ ൌ ʹ.
ݖ .4.20 ൌ െʹݕݔ  ݔʹ െ ݕ͵ െ ͳ ; ݔʹ െ ݕ͵ ൌ ͵.
ݖ .4.21 ൌ ଶݔ͵  ଶݕʹ െ ݔ െ ݕ ; ݔ  ݕ ൌ ͵.
ݖ .4.22 ൌ െͶݔଶ  Ͷݕଶ  ݕʹ ; ݔ െ ݕ ൌ ʹ.
ݖ .4.23 ൌ Ͷݔଶ െ Ͷݕଶ െ ݔʹ ; െݔ െ ݕʹ ൌ ʹ.
ݖ .4.24 ൌ ͷݔ െ ݕ͵  ʹ ; ଶݔ  ଶݕ ൌ ͳ.
ݖ .4.25 ൌ െʹݔ  Ͷݕ  ͳ ; ଶݔ  ଶݕ ൌ ʹ.
ݖ .4.26 ൌ ݔ  Ͷݕ  ͺ ; ଶݔʹ  ଶݕ͵ ൌ ͵.
ݖ .4.27 ൌ ͳ െ ݔʹ െ ݕ͵ െ ݕݔ ; ݔ  ݕʹ ൌ ͳ.
ݖ .4.28 ൌ ʹ  ݕ  ݕݔ͵ ; ݔʹ െ ݕ͵ ൌ ͷ.
ݖ .4.29 ൌ െͳ െ ݔ െ ݕʹ  ;ݕݔ͵ െݔ  ݕ ൌ ͵.
ݖ .4.30 ൌ ଶݔ െ ݕݔ  ଶǢݕ ݔ  ݕ ൌ ͳ.

5. Найти производные сложных функций.
ݖ .5.1 ൌ ଶݔ  ݕݔ  ,ଶݕ ݔ ൌ ݕ ,ଶݐ ൌ .ݐ
ݖ .5.2 ൌ ඥݔଶ  ,ଶݕ ݔ ൌ ��� ݕ ,ݐ ൌ ��� .ݐ
ݖ .5.3 ൌ ௬

௫, ݔ ൌ ݁௧, ݕ ൌ ͳ െ ݁ଶ௧.
ݖ .5.4 ൌ ,௬݁ݔ ݕ ൌ .ଶݔ
ݖ .5.5 ൌ ଷݔ െ ,ݔݕ͵ ݕ ൌ ݁௫.
ݖ .5.6 ൌ ௬

௫ െ
௫
௬, ݕ ൌ ��� .ݔ

ݖ .5.7 ൌ ௫మ

௬ , ݔ ൌ ݑ െ ݕ ,ݒʹ ൌ ݒ  .ݑʹ
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ݖ .5.8 ൌ ௫
௬మ, ݔ ൌ ݑ  ݕ ,ݒʹ ൌ ݒ െ .ݑʹ

ݖ .5.9 ൌ ݕʹ  ݔ െ ͳ, ݔ ൌ ݑʹ െ ݕ ,ݒ ൌ ݒ͵  .ݑ
ݖ .5.10 ൌ ଷݔ͵ െ ݕݔʹ  ͵, ݔ ൌ ݐ͵ െ ͳ, ݕ ൌ ଶݐʹ  .ݐ
ݖ .5.11 ൌ ����� ௫௬, ݔ ൌ ݕ ,ݐ ൌ .ଶݐ

ݖ .5.12 ൌ ������ሺݕݔሻ, ݔ ൌ ݕ ,ݐʹ ൌ ݐ͵ െ ͳ.
ݖ .5.13 ൌ ௫ା௬

௫ି௬, ݕ ൌ ݁ଶ௫.

ݖ .5.14 ൌ ଶݔ െ Ͷݕଶ, ݕ ൌ �� .ݔ

ݖ .5.15 ൌ ௫௬ାଵ
௫ , ݕ ൌ ଶݔ͵  ݔʹ െ ͳ.

ݖ .5.16 ൌ ሺଶ௬ାଷሻ
௫ , ݕ ൌ ଵ

௫.

ݖ .5.17 ൌ ଶݔ െ ,ݕ ݔ ൌ ݑ͵ െ Ͷݕ ,ݒ ൌ .ଶݑʹ
ݖ .5.18 ൌ ,ݕݔ ݔ ൌ ௨

௩, ݕ ൌ ݑ െ .ݒ

ݖ .5.19 ൌ ඥݔ  ,ݕ ݔ ൌ ଶݑ  ݕ ,ݒ ൌ ݑʹ  .ݒ͵

ݖ .5.20 ൌ ௫௬
௫ି௬, ݔ ൌ ݕ ,ݒݑ ൌ ݑ െ .ݒ

ݖ .5.21 ൌ ݁௫௬, ݔ ൌ ݕ ,ݐ ൌ .ݐʹ
ݖ .5.22 ൌ ������ ௫

௬, ݔ ൌ ݐ  ͳ, ݕ ൌ .ଶݐ

ݖ .5.23 ൌ ,௬݁ݔ ݔ ൌ ͷݐଶ െ ͳ, ݕ ൌ ݐ.
ݖ .5.24 ൌ ௫௬

௫ି௬, ݔ ൌ ��� ݕ ,ݐ ൌ ��� .ݐ

ݖ .5.25 ൌ ݁
ೣ
మ, ݔ ൌ ݐ͵  ͳ, ݕ ൌ ݐʹ െ ͳ.

ݖ .5.26 ൌ �� ���ሺݔ െ ,ሻݕ ݕ ൌ .ଷݔ
ݖ .5.27 ൌ ௫

ଷ௬ିଶ௫, ݕ ൌ ݔ  ͵.

ݖ .5.28 ൌ ݕ �� ,ݔ ݕ ൌ .ଶݔ
ݖ .5.29 ൌ ݔ �� ,ݕ ݕ ൌ .ݔ
ݖ .5.30 ൌ ,௬ݔ ݔ ൌ ݑ  ݕ ,ݒ ൌ ݑ െ .ݒ

6. Найти производные ݖ௫ᇱ ௬ᇱݖ , (либо ݕ௫ᇱ ) неявно заданных функ-
ций.
6.1. ʹ ���ሺݔ െ ሻݕʹ ൌ ݕʹ െ Ǥݔ 6.2. ��ሺݔ  ሻݕ ൌ .ݕݔ
6.3. ���ሺܽݔ  ݕܾ െ ሻݖܿ ൌ ݔܽ  ݕܾ െ Ǥݖܿ ଶݖ .6.4 ൌ .ݕݔ

6.5. ������ሺݔ  ሻݕ ൌ ݔʹ െ ݕ . ݔ .6.6
మ
య ݕ

మ
య ൌ ܽ

మ
య.

6.7. ������ሺݔ  ሻݖ ൌ ଶݖ  ݔ െ .ݕ 6.8. ��� ௫௬ ൌ .ݔ���

ଶݖ .6.9 െ ݖ͵  ݕ െ ݔ ൌ Ͳ. ଷݖ .6.10 ൌ ݔ  ݕ  .ݖ
ଷݔ .6.11  ଶݕ  ݔʹ െ ݕʹ ൌ ʹ. ଶݔ .6.12 െ Ͷݕଶ ൌ Ͷ.
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6.13. ͷݔଶ  ݕଶ െ ݔ͵  ݕ ൌ Ͳ. 6.14. ����� ݕ ൌ ݔ  .ݕ
ଶݔ .6.15  ଶݕ  ଶݖ െ ݔ ൌ Ͳ. ݕݔ .6.16  �� ݕ  �� ݔ ൌ Ͳ.

ଶݔ .6.17  ଶݕ  ଶݖ െ ݔݖʹ ൌ ܽଶǤ ݕ .6.18  ݔ ൌ ݁

ೣ.

6.19. ʹ ���ሺݔ  ݕʹ െ ሻݖ͵ ൌ ݔ  ݕʹ െ Ǥݖ͵ ݖݕݔ .6.20 ൌ ܽଷ.

ଷݔ͵ .6.21 െ ݕݔଶ  ͷݔଶݕ െ ݕ ൌ Ͳ. 6.22. 
௫ା௬
௫ ൌ .ଶݕ

ସݔ .6.23 െ ଶݖݔʹ  ଶݕ͵ െ Ͷݖݔ ൌ ͲǤ 6.24. 
௫ା௬
௫ି௬ ൌ ݕ െ ͳ.

ݖ .6.25  ݕݔ ൌ ଶݖ െ ݔ  Ǥݕ ଶݔ .6.26  ଶݕ െ Ͷݔ  ݕ ൌ Ͳ.
ଶݔ͵ .6.27 െ ݕݔ  ଶݕ െ ଶݖ െ ݖ ൌ ͲǤ 6.28. �� ݕݔ ൌ .ݕ
ଷݔ .6.29 െ ݔଶݕ  ଶݕ െ ݕʹ ൌ Ͳ. ଶݕ .6.30 ൌ ��ሺݔ  .ሻݕ
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