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Ãëàâà 9

Òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ðÿäû Ôóðüå

9.1 Òðèãîíîìåòðè÷åñêàÿ ñèñòåìà ôóíêöèé

Òåîðèÿ ðÿäîâ Ôóðüå îáû÷íî èçëàãàåòñÿ äëÿ ðÿäîâ Ôóðüå ïî òðèãî-
íîìåòðè÷åñêîé ñèñòåìå ôóíêöèé. Èçó÷åíèå êîíêðåòíûõ îðòîãîíàëüíûõ
ñèñòåì ôóíêöèé òàêæå íà÷íåì ñ òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ñèñòåìû. Äîêàçà-
òåëüñòâà îñíîâíûõ òåîðåì ïðèâîäèòü íå áóäåì, òàê êàê, âî-ïåðâûõ, îíè
õîðîøî èçëîæåíû â êíèãàõ [3, 13, 15, 25], à, âî-âòîðûõ, â òðèãîíîìåòðè-
÷åñêîì ñëó÷àå ôîðìà çàïèñè áîëåå ãðîìîçäêàÿ, ÷åì äëÿ ñèñòåìû Óîëøà.

Òðèãîíîìåòðè÷åñêèì ðÿäîì íàçûâàþò âûðàæåíèå

a0

2
+
∞∑
n=1

an cosnx+ bn sinnx, (1)

ãäå an, bn ∈ R. Îí ñîîòâåòñòâóåò îðòîãîíàëüíîé íà (−π, π) ñèñòåìå ôóíê-
öèé {

1

2
, cosnx, sinnx

}∞
n=1

. (2)

Òàê êàê ñèñòåìà (2) íå íîðìèðîâàíà (îïðåäåëåíèå â ãë. 8, ñ. 81)
π∫

−π

1

2
· 1

2
dx =

π

2
,

π∫
−π

(cosnx)2 dx =

π∫
−π

(sinnx)2 dx = π,

òî ôîðìóëû äëÿ êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå ñëåäóþùèå (n = 0, 1, 2, . . .):

an =
1

π
·

π∫
−π

f(x) cosnx dx, bn =
1

π
·

π∫
−π

f(x) sinnx dx. (3)

7
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Äëÿ åäèíîîáðàçèÿ ôîðìóë (3) ïåðâîå ñëàãàåìîå â (1) èìååò âèä a0

2 .
Ðÿäîì Ôóðüå ôóíêöèè f ∈ L(−π, π) íàçûâàåòñÿ ðÿä (1), ãäå ÷èñëà

an, bn âû÷èñëåíû ïî ôîðìóëàì (3). Òàê êàê óñëîâèå f ∈ L(−π, π) îáåñ-
ïå÷èâàåò ëèøü âîçìîæíîñòü âû÷èñëåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå è íå ãà-
ðàíòèðóåò ñóììèðóåìîñòü ðÿäà Ôóðüå, òî èñïîëüçóåòñÿ çíàê ∼, êîòîðûé
ÿâëÿåòñÿ çíàêîì ñîîòâåòñòâèÿ ôóíêöèè è ôîðìàëüíî çàïèñàííîé ñóììû

f(x) ∼ a0

2
+
∞∑
n=1

an cosnx+ bn sinnx.

×àñòíîé ñóììîé ðÿäà (1) íàçûâàåòñÿ âûðàæåíèå

Sn(x) =
a0

2
+

n∑
k=1

ak cos kx+ bk sin kx, (4)

êîòîðîå â ñëó÷àå ðÿäà Ôóðüå äëÿ ôóíêöèè f(x) îáîçíà÷àåòñÿ Sn(f ;x).
Âñå ôóíêöèè ñèñòåìû (2) èìåþò ïåðèîä 2π. Ïîýòîìó ðÿä (1) ìîæíî

ðàññìàòðèâàòü êàê òðèãîíîìåòðè÷åñêèé ðÿä ïî ëþáîìó èíòåðâàëó äëèíû
2π è, ñîîòâåòñòâåííî, èçìåíÿòü ïðåäåëû èíòåãðèðîâàíèÿ â ôîðìóëàõ (3).
Åñëè f(x) = f(x+ 2π) (òî åñòü ôóíêöèÿ f ÿâëÿåòñÿ 2π-ïåðèîäè÷åñêîé),
òî ðÿä (1) ÿâëÿåòñÿ ðÿäîì Ôóðüå ôóíêöèè íà âñåé îñè.

Åñëè ôóíêöèÿ ïåðèîäà 2l, òî êîýôôèöèåíòû Ôóðüå âû÷èñëÿþò ïî
ôîðìóëàì

an =
1

l

l∫
−l

f(x) cos
πnx

l
dx, bn =

1

l

l∫
−l

f(x) sin
πnx

l
dx

è ïîëó÷àþò ðÿä Ôóðüå âèäà

f(x) ∼ a0

2
+
∞∑
n=1

an cos
πnx

l
+ bn sin

πnx

l
.

Äëÿ ÷åòíîé 2π-ïåðèîäè÷åñêîé ôóíêöèè bn ≡ 0, à äëÿ íå÷åòíîé 2π-
ïåðèîäè÷åñêîé ôóíêöèè an ≡ 0. Â ïåðâîì ñëó÷àå ïîëó÷àåì ðÿä Ôóðüå
ïî êîñèíóñàì

f(x) ∼ a0

2
+
∞∑
n=1

an cosnx,
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à âî âòîðîì ñëó÷àå ïî ñèíóñàì

f(x) ∼
∞∑
n=1

bn sinnx.

Èñïîëüçóÿ ÷åòíûå èëè íå÷åòíûå ïðîäîëæåíèÿ ñòðîÿò ðÿäû Ôóðüå ïî
êîñèíóñàì èëè ïî ñèíóñàì íà (0, π).

Áîëåå êîðîòêîé ÿâëÿåòñÿ êîìïëåêñíàÿ ôîðìà çàïèñè òðèãîíîìåòðè-
÷åñêîãî ðÿäà Ôóðüå â âèäå

+∞∑
n=−∞

cne
inx, (5)

êîòîðàÿ èç (1) ïîëó÷àåòñÿ ïî ôîðìóëàì çàìåíû

c0 =
a0

2
, cn =

1

2
(an − ibn), c−n =

1

2
(an + ibn), n ∈ N.

Ôîðìóëû äëÿ âû÷èñëåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå ïðèìóò âèä

cn =
1

2π

2π∫
0

f(t)e−int dt, n ∈ Z, (6)

äëÿ 2π-ïåðèîäè÷åñêîé ôóíêöèè èëè äëÿ f ∈ L(0, 2π).
Äëÿ ôóíêöèè f ∈ L(0, 1) ôîðìóëû (5) è (6) ïðåâðàùàþòñÿ â

+∞∑
n=−∞

cne
2πinx, cn =

1∫
0

f(t)e−2πint dt

îòíîñèòåëüíî îðòîíîðìèðîâàííîé ñèñòåìû {e2πinx}n∈Z.
Òåîðåìà 1 [13, c. 27]. Òðèãîíîìåòðè÷åñêàÿ ñèñòåìà (2) ïîëíà â C[−π, π]

è â Lp[−π, π] äëÿ ëþáîãî p ≥ 1.
Ñëåäñòâèå. Ôóíêöèè f , g ∈ Lp(−π, π], p ≥ 1, ðàçëè÷àþùèåñÿ íà

ìíîæåñòâå E ⊂ [−π, π] ïîëîæèòåëüíîé ìåðû, èìåþò ðàçíûå ðÿäû
Ôóðüå (òî åñòü êàêèå-òî êîýôôèöèåíòû Ôóðüå ðàçëè÷íû).
Óòâåðæäåíèå 1. Äëÿ ëþáîé f ∈ L2(−π, π), ðàçëîæåííîé â ðÿä (1),

èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî Ïàðñåâàëÿ
π∫

−π

f 2(x) dx = π

(
a2

0

2
+
∞∑
n=1

(a2
n + b2

n)

)
.
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9.2 Óñëîâèÿ ñõîäèìîñòè ðÿäà Ôóðüå

Òåîðåìà 2 [13, c. 28]. Åñëè ðÿä Ôóðüå íåïðåðûâíîé 2π-ïåðèîäè÷åñêîé
ôóíêöèè f(x) ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ, òî ñóììà ðÿäà ñîâïàäàåò ñ f(x).

Ëåììà. Åñëè ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷àñòíûõ ñóìì ðÿäà (1) ðàâíî-
ìåðíî íà [−π, π] ñõîäèòñÿ ê f(x), òî ðÿä (1) åñòü ðÿä Ôóðüå äëÿ f(x).

Ïðè äîêàçàòåëüñòâå [3, c. 68] îáîèõ óòâåðæäåíèé óñòàíàâëèâàåòñÿ ñîâ-
ïàäåíèå êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå ôóíêöèè f(x) è ñóììû ðÿäà (1) êàê â
òåîðåìå î ðàâíîñèëüíîñòè ïîëíîòû è çàìêíóòîñòè (÷. 1, ãë. 8, ñ. 86).

Òåîðåìà 3. Åñëè ðÿä
∞∑
n=1
|an|+ |bn| èç ìîäóëåé êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå

ñõîäèòñÿ, òî ðÿä Ôóðüå ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî è ðàâíîìåðíî.

Òåîðåìà 4 [3, c. 122]. Åñëè f(x) - àáñîëþòíî íåïðåðûâíàÿ è ïåðèî-
äè÷åñêàÿ, òî ðÿä Ôóðüå ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî è àáñîëþòíî ê f(x).

Ïðè äîïîëíèòåëüíûõ îãðàíè÷åíèÿõ (â [17, c. 403] òðåáóåòñÿ f ′ ∈ L2)
äîêàçàòåëüñòâî ýòîé òåîðåìû ñòàíîâèòñÿ áîëåå ïðîñòûì.

Îïðåäåëåíèå 1. Òî÷êà x0 íàçûâàåòñÿ ðåãóëÿðíîé, åñëè îíà ÿâëÿåòñÿ
òî÷êîé íåïðåðûâíîñòè èëè òî÷êîé ðàçðûâà ïåðâîãî ðîäà, äëÿ êîòîðîé
f(x0) = f(x−0)+f(x+0)

2 . Ôóíêöèþ f(x) íàçîâåì ðåãóëÿðíîé, åñëè ó íåå êî-
íå÷íîå ÷èñëî òî÷åê ðàçðûâà, êàæäàÿ èç êîòîðûõ åñòü ðåãóëÿðíàÿ òî÷êà.

Òåîðåìà 5. Åñëè ôóíêöèÿ f(x) êóñî÷íî-ãëàäêàÿ íà îòðåçêå [−π; π]
è ðåãóëÿðíàÿ, òî äëÿ ëþáîãî δ > 0 ðÿä Ôóðüå ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ íà
îòðåçêå [−π + δ, π − δ] ê f(x).

Âûðàæåíèå ∆2
uf(x) = f(x+ u) + f(x− u)− 2f(x) íàçûâàåòñÿ âòîðîé

ðàçíîñòüþ ñ øàãîì u â òî÷êå x äëÿ ôóíêöèè f(x).

Òåîðåìà 6 (ïðèçíàê Äèíè äëÿ ñõîäèìîñòè) [5, c. 227], [13, c. 90].

Åñëè
δ∫

0

|42
uf(x0)|
u du <∞ äëÿ íåêîòîðîãî δ > 0, òî ðÿä Ôóðüå â ðåãóëÿðíîé

òî÷êå x0 ñõîäèòñÿ ê f(x0) .

Çàìå÷àíèå. Åñëè ñõîäèìîñòü èíòåãðàëà â òî÷êå x0 çàìåíèòü íà ðàâ-
íîìåðíóþ ñõîäèìîñòü, òî ïî ïðèçíàêó Äèíè î ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè
[17, c. 414] ðÿä Ôóðüå áóäåò ñõîäèòüñÿ ðàâíîìåðíî.

Òåîðåìà 7 (Äèðèõëå) [17, c. 410]. Åñëè ôóíêöèÿ f(x) îãðàíè÷åíà
è èìååò êîíå÷íîå ÷èñëî òî÷åê ìèíèìóìà è ìàêñèìóìà è íå áîëåå ÷åì
ñ÷åòíîå ÷èñëî òî÷åê ðàçðûâà ïåðâîãî ðîäà, òî ðÿä Ôóðüå âñþäó ñõîäèò-
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ñÿ (ê çíà÷åíèþ ôóíêöèè â ðåãóëÿðíîé òî÷êå).

Òåîðåìà 8 (Æîðäàíà) [13, c. 98]. Åñëè f ∈ V ar[−π, π] (ôóíêöèÿ
îãðàíè÷åííîé âàðèàöèè), òî åå ðÿä Ôóðüå ñõîäèòñÿ âñþäó.

Åñëè ê òîìó æå ôóíêöèÿ íåïðåðûâíàÿ è ïåðèîäè÷åñêàÿ, òî ñõîäè-
ìîñòü ðàâíîìåðíàÿ.

Òåîðåìà 9 [13, c. 470�473]. Ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ, ðÿä
Ôóðüå êîòîðîé ðàñõîäèòñÿ â íåêîòîðîé òî÷êå.

Ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ, ðÿä Ôóðüå êîòîðîé ñõîäèòñÿ âñþ-
äó, íî íåðàâíîìåðíî.

Ïåðâûé ïðèìåð íåïðåðûâíîé ôóíêöèè, ðÿä Ôóðüå êîòîðîé ðàñõîäèò-
ñÿ â òî÷êå, ïîñòðîèë äþ-Áóà-Ðåéìîí (ñì. [3, c. 198]). Â [13, c. 471�473]
ïðèâåäåíû (êàê áîëåå èíòåðåñíûå) ïðèìåðû Ôåéåðà è Ëåáåãà.

Èñïîëüçóÿ ìåòîä ñãóùåíèÿ îñîáåííîñòåé [15, c. 211], ïîëó÷àåì ñëåäó-
þùåå ñëåäñòâèå ïåðâîãî óòâåðæäåíèÿ òåîðåìû 9: ñóùåñòâóåò íåïðåðûâ-
íàÿ ôóíêöèÿ, ðÿä Ôóðüå êîòîðîé ðàñõîäèòñÿ íà ìíîæåñòâå ìîùíîñòè
êîíòèíóóì.

Òåîðåìà 10 (Êîëìîãîðîâà) [3, c. 391], [13, c. 488]. Ñóùåñòâóåò
ñóììèðóåìàÿ ôóíêöèÿ, ðÿä Ôóðüå êîòîðîé ðàñõîäèòñÿ âñþäó.

Â 1915 ã. Ëóçèíûì áûëà ñôîðìóëèðîâàíà ïðîáëåìà:

ÿâëÿåòñÿ ëè óñëîâèå
∑

n∈Z |cn|2 < ∞ äîñòàòî÷íûì äëÿ ñõîäèìîñòè
ïî÷òè âñþäó ðÿäà

∑
n∈Z cne

inx.

Ïîëîæèòåëüíûé îòâåò íà ïðîáëåìó Ëóçèíà äàë â 1966 ã. Êàðëåñîí.

Òåîðåìà 11 (Êàðëåñîíà). Ðÿä Ôóðüå ôóíêöèè f ∈ L2(−π, π) íå
ìîæåò ðàñõîäèòüñÿ íà ìíîæåñòâå ïîëîæèòåëüíîé ìåðû.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû Êàðëåñîíà ñòîëü ñëîæíî, ÷òî íå ïîâòîðÿåòñÿ
íè â îäíîé èç êíèã ïðèâåäåííîãî áèáëèîãðàôè÷åñêîãî ñïèñêà. Â êíèãå
[25, ÷.1, c. 201] ïðèâåäåíà ñõåìà äîêàçàòåëüñòâà.

Îïðåäåëåíèå 2.Îðòîíîðìèðîâàííàÿ ñèñòåìà {ϕn(x)}∞n=1 íàçûâàåòñÿ
ñèñòåìîé ñõîäèìîñòè íà èíòåðâàëå (a, b), åñëè âñÿêèé ðÿä âèäà

∞∑
n=1

anϕn(x) , ãäå
∞∑
n=1

a2
n <∞,

ñõîäèòñÿ ïî÷òè âñþäó íà (a, b).

Ïðèâåäåì äðóãóþ ôîðìóëèðîâêó òåîðåìû Êàðëåñîíà. Òðèãîíîìåòðè-
÷åñêàÿ ñèñòåìà ÿâëÿåòñÿ ñèñòåìîé ñõîäèìîñòè.
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Òåîðåìà 12 (ïðèíöèï ëîêàëèçàöèè Ðèìàíà) [13, c. 91]. Åñëè
f(x) = g(x) íà [a, b], òî íà ëþáîì îòðåçêå, ëåæàùåì âíóòðè (a, b), ðÿä
Ôóðüå îò ðàçíîñòè ôóíêöèé ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ ê íóëþ.

Áîëåå èçâåñòíà ñëåäóþùàÿ ôîðìóëèðîâêà ïðèíöèïà ëîêàëèçàöèè Ðè-
ìàíà: ñõîäèìîñòü èëè ðàñõîäèìîñòü ðÿäà Ôóðüå â òî÷êå çàâèñèò òîëü-
êî îò ïîâåäåíèÿ ôóíêöèè â ìàëîé îêðåñòíîñòè òî÷êè.

Òåîðåìà 13 [16, c. 128]. Åñëè 1 < p < ∞, òî ñóùåñòâóåò ÷èñëî Bp

òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîé f ∈ Lp[−π, π] âûïîëíåíî ‖Sn(f)‖p ≤ Bp · ‖f‖p.
Ñëåäñòâèå. Òðèãîíîìåòðè÷åñêàÿ ñèñòåìà ÿâëÿåòñÿ áàçèñîì â

Lp(−π, π), 1 < p < ∞. À èìåííî, åñëè f ∈ Lp(−π, π), 1 < p < ∞, òî
‖f − Sn(f)‖p → 0 ïðè n→∞.

Óòâåðæäåíèå 2 [16, c. 121]. Òðèãîíîìåòðè÷åñêàÿ ñèñòåìà íå ÿâëÿ-
åòñÿ áàçèñîì â L(−π, π) è â C(−π, π).

9.3 Ñâîéñòâà ðÿäîâ Ôóðüå

Îïðåäåëåíèå 3. Ôóíêöèÿ f(x) ïðåäñòàâëÿåòñÿ òðèãîíîìåòðè÷å-
ñêèì ðÿäîì (1) íà (−π, π), åñëè ñóùåñòâóþò ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {an},
{bn} òàêèå, ÷òî

f(x) =
a0

2
+
∞∑
n=1

an cosnx+ bn sinnx

äëÿ âñåõ x ∈ (−π, π).

Ôîðìàëüíûå îïåðàöèè, ïðèâåäåííûå â ïàðàãðàôå 8.3, äëÿ òðèãîíîìåò-
ðè÷åñêîãî ðÿäà óäîáíåå ðàññìàòðèâàòü ïðè êîìïëåêñíîé ôîðìå çàïèñè
(5) è (6) äëÿ ñóììèðóåìûõ 2π-ïåðèîäè÷åñêèõ ôóíêöèé. Â ýòîì ñëó÷àå
ãðóïïîâîé îïåðàöèåé ÿâëÿåòñÿ îáû÷íîå ñëîæåíèå, ôóíêöèè ϕn(x) ñè-
ñòåìû èìåþò âèä einx , à ñâåðòêà ôóíêöèé îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì

f ∗ g = 1
2π

2π∫
0

f(t)g(x− t) dt.

Ê ýòèì îïåðàöèÿì äîáàâèì îïåðàöèþ ôîðìàëüíîãî äèôôåðåíöèðîâà-
íèÿ ðÿäà Ôóðüå (5) (èëè (1)), óõóäøàþùóþ ñõîäèìîñòü ðÿäà, è îïåðàöèþ
èíòåãðèðîâàíèÿ ðÿäà Ôóðüå, ãäå îáðàùàåì âíèìàíèå íà çíàê ðàâåíñòâà.
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Òåîðåìà 14 (èíòåãðèðîâàíèå ðÿäà ) [3, c. 123]. Åñëè f ∈ Lp[0, 2π]
è

f(x) ∼ a0

2
+
∞∑
n=1

an cosnx+ bn sinnx,

òî äëÿ âñåõ x ∈ (0, 2π)

x∫
0

f(t) dt = C +
a0

2
x+

∞∑
n=1

an sinnx− bn cosnx

n
.

Áîëüøèíñòâî ñôîðìóëèðîâàííûõ òåîðåì äîêàçûâàåòñÿ ÷åðåç èíòåãðàëü-
íîå ïðåäñòàâëåíèå ÷àñòíîé ñóììû ïåðèîäè÷åñêîé ñóììèðóåìîé ôóíêöèè

Sn(f ;x) =
1

π

π∫
−π

f(x+ t) ·Dn(t) dt, (7)

Dn(t) =
1

2
+ cos t+ cos 2t+ . . .+ cosnt (8)

- ÿäðî Äèðèõëå äëÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ñèñòåìû (ðèñ. 9.1).

Ðèñ. 9.1: ßäðî Äèðèõëå äëÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ñèñòåìû
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Ôîðìóëà (7) âûâîäèòñÿ ïîäñòàíîâêîé (3) â (4)

Sn(f ;x) =
1

π

 π∫
−π

f(t) ·

(
1

2
+

n∑
k=1

cos kt cos kx+ sin kt sin kx

)
dt

 .

Ïîëó÷èì Sn(f ;x) = 1
π

π∫
−π
f(t) ·Dn(t − x) dx è ïðîèçâåäåì ñäâèã, èñïîëü-

çóÿ ïåðèîäè÷íîñòü f(x). Ôîðìóëà (7) êîðîòêî çàïèñûâàåòñÿ êàê ñâåðòêà
ôóíêöèè ñ ÿäðîì Äèðèõëå: Sn(f) = f ∗Dn.

Ïî ôîðìóëàì òðèãîíîìåòðèè âûðàæåíèå (8) ïðèâîäèòñÿ ê âèäó

Dn(t) =
sin(n+ 1/2)t

2 sin(t/2)
.

Òàê êàê èíòåãðàë îò ÿäðà Äèðèõëå ðàâåí π, òî îòêëîíåíèå ÷àñòíîé
ñóììû îò ôóíêöèè âûðàæàåòñÿ ôîðìóëîé

Sn(f ;x)− f(x) =
1

π
·

π∫
−π

(f(x+ t)− f(x))Dn(t) dt. (9)

Èç (9) âèäíî, ÷òî ìíîãèå ñâîéñòâà ðÿäà Ôóðüå îïðåäåëÿþòñÿ ñâîéñòâàìè
ÿäðà Äèðèõëå.

Êîíñòàíòû Ëåáåãà äëÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ñèñòåìû

Ln =
1

π

π∫
−π

|Dn(t)| dt.

Àññèìïòîòè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå Ln ≈ 4
π2 lnn ïîëó÷àåì îöåíêîé èí-

òåãðàëà îòäåëüíî â ìàëîé îêðåñòíîñòè íóëÿ è íà îñòàëüíîì ó÷àñòêå.
Òåîðåìà 15 (Ëåáåãà). Åñëè |f(x)| ≤M , òî |Sn(f)| ≤ C ·M · lnn.
Äîêàçàòåëüñòâî ïîëó÷àåì ïî ôîðìóëå (7):

|Sn(f, x)| ≤M · 1

π

π∫
−π

|Dn(t)| dt.

Ëîãàðèôìè÷åñêèé ðîñò êîíñòàíòû Ëåáåãà óêàçûâàåò íà íåâîçìîæ-
íîñòü òåîðåìû 13 ïðè p = 1 è p =∞.
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Äàííîå íåóäîáñòâî îáõîäÿò, ðàññìàòðèâàÿ âìåñòî ñõîäèìîñòè ñóììè-
ðóåìîñòü ðÿäà Ôóðüå.

Ìåòîä ×åçàðî (ìåòîä ñðåäíèõ àðèôìåòè÷åñêèõ), ïðèìåíåííûé ê òðè-
ãîíîìåòðè÷åñêîìó ðÿäó, íàçûâàþòìåòîäîì Ôåéåðà. Ðàññìàòðèâàþò ñóì-
ìû Ôåéåðà

σn(f ;x) =
S0(f ;x) + S1(f ;x) + . . .+ Sn(f ;x)

n+ 1
,

èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå êîòîðûõ ñëåäóþùåå:

σ(f ;x) =
1

π

π∫
−π

f(x+ t) · 1

2(n+ 1)

(
sin(n+ 1) t2

sin(t/2)

)2

dt.

Ââåäåì ïîíÿòèå ÿäðà Ôåéåðà

Kn(t) =
1

2(n+ 1)

(
sin(n+ 1) t2

sin t
2

)2

.

Ïî âíåøíåìó âèäó ãðàôèê ÿäðà Ôåéåðà áëèçîê ê êâàäðàòó (ñì. ðèñ. 9.1)
ÿäðà Äèðèõëå.

Ñóììà Ôåéåðà åñòü ñâåðòêà ôóíêöèè ñ ÿäðîì Ôåéåðà

σ(f) = f ∗Kn.

Äëÿ ìåòîäà Ôåéåðà âåðíû íå òîëüêî âñå ñôîðìóëèðîâàííûå ïîëîæè-
òåëüíûå óòâåðæäåíèÿ î ñõîäèìîñòè, íî è áîëåå ñèëüíûå ðåçóëüòàòû.
Òåîðåìà 16 (Ôåéåðà) [17, c. 405]. Åñëè ôóíêöèÿ f(x) íåïðåðûâíàÿ

2π-ïåðèîäè÷åñêàÿ, òî ñóììû Ôåéåðà ðàâíîìåðíî ñõîäÿòñÿ ê f(x) âñþäó.
Òåîðåìà 17. Åñëè f ∈ L(−π, π), òî ‖σn(f)− f‖L → 0 ïðè n→∞.
Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ýòèõ òåîðåì äîñòàòî÷íî âûïîëíåíèÿ ñëåäóþùèõ

ñâîéñòâ ÿäðà Ôåéåðà.

1. Ñóùåñòâóåò êîíñòàíòà M , ÷òî ‖Kn‖L ≤M äëÿ âñåõ n.

2. 1
π

π∫
−π
Kn(x) dx = 1.

3. lim
n→∞

∫
σ≤|x|≤π

|Kn(x)| dx = 0 äëÿ ëþáîãî ôèêñèðîâàííîãî σ > 0.
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Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {Kn(x)}∞n=1, óäîâëåòâîðÿþùàÿ ýòèì òðåì ñâîé-
ñòâàì, íàçûâàåòñÿ àïïðîêñèìàòèâíîé åäèíèöåé äëÿ ñâåðòêè (â îïðåäåëå-

íèè [25, c. 76] ñâîéñòâî 2 çàìåíÿþò íà áîëåå ñëàáîå lim
n→∞

1
π

π∫
−π
Kn(x)dx = 1).

Äðóãèì íåóäîáñòâîì èñïîëüçîâàíèÿ àïïðîêñèìàöèè ðàçðûâíîé ôóíê-
öèè ðÿäîì Ôóðüå ÿâëÿåòñÿ íàëè÷èå ÿâëåíèÿ Ãèááñà, ñîñòîÿùåãî â ïî-
ÿâëåíèè íåóñòðàíèìîãî âñïëåñêà ÷àñòíûõ ñóìì â îêðåñòíîñòè òî÷êè ðàç-
ðûâà (ðèñ. 9.2). ßâëåíèå Ãèááñà îáóñëîâëåíî âèäîì ÿäðà Äèðèõëå (ñì.
ðèñ. 9.1), íå ÿâëÿþùåãîñÿ àïïðîêñèìàòèâíîé åäèíèöåé.

Ïðîùå ïðîèëëþñòðèðîâàòü ÿâëåíèå Ãèááñà íà ïðèìåðå ôóíêöèè f(x),
ðàâíîé π−x

2 íà (0, π), è íå÷åòíî ïðîäîëæåííîé íà (−π, 0). Åå ðÿä Ôóðüå
∞∑
k=1

sin kx
k . Òàê êàê (Sn(f ;x))′ =

n∑
k=1

cos kx = Dn(x) − 1/2, òî èç óñëîâèÿ

Dn(x)− 1/2 = 0, ðàâíîñèëüíîãî 2 sin nt
2 cos (n+1)t

2 = 0, ïîëó÷èì

max
x

Sn(f ;x) = Sn(f ;
π

n+ 1
) =

n∑
k=1

1

k
sin

πk

n+ 1
.

Ðèñ. 9.2: ßâëåíèå Ãèááñà - âñïëåñê ÷àñòíûõ ñóìì ñëåâà îò òî÷êè ðàçðûâà
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Ïîñëåäíÿÿ ñóììà áëèçêà ê èíòåãðàëüíîé ñóììå
n∑
k=1

sin k·∆x
k∆x · ∆x ïðè

∆x = π
n+1 äëÿ èíòåãðàëà

π∫
0

sin y
y dy.

Àêêóðàòíûì âû÷èñëåíèåì ïîêàçûâàåì, ÷òî

lim
n→∞

max
x

Sn(f ;x) =

π∫
0

sin y

y
dy.

Îáîçíà÷èì l =
π∫
0

sin y
y dy. Çàìåòèì, ÷òî l > π

2 . Îòíîøåíèå
l
π/2 ≈ 1, 17 . . .

íàçûâàåòñÿ êîíñòàíòîé Ãèááñà.
Òåîðåìà 18. (Ðèìàíà-Ëåáåãà) [25, c. 49] Êîýôôèöèåíòû Ôóðüå (3)

ëþáîé ñóììèðóåìîé ôóíêöèè ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ ñ ðîñòîì n. (ïðè êîì-
ïëåêñíîé ôîðìå çàïèñè (5): cn → 0, åñëè |n| → ∞).
Ñëåäñòâèå. Íå êàæäûé òðèãîíîìåòðè÷åñêèé ðÿä ÿâëÿåòñÿ ðÿäîì

Ôóðüå.

Ïðèìåð. Ðÿä
∞∑
n=0

cosnt íå ÿâëÿåòñÿ ðÿäîì Ôóðüå.

Åñëè áû ñóùåñòâîâàëà ôóíêöèÿ f(t) ∈ L(−π, π), äëÿ êîòîðîé ýòîò
ðÿä áûë áû ðÿäîì Ôóðüå, òî ìû èìåëè áû

an[f ] =
2

π

π∫
0

f(t) cosnt dt = 1 (n = 1, 2, . . .).

Ñëåäîâàòåëüíî, 2
π

π∫
0

f(x)[cos(n+ 2)t− cosnt] dt = 0,

π∫
0

f(t) sin(n+ 1)t sin t dt = 0 (n = 1, 2, . . .).

Åñëè ïîëîæèì α = 2
π

π∫
0

f(t) sin2 t dt, òî ó÷èòûâàÿ, ÷òî
π∫
0

sin2 t dt = π
2 ,

ïîëó÷èì
π∫

0

[f(t)− α] sin t sinnt dt = 0 (n = 1, 2, . . .).
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Íî ñèñòåìà {sinnt}∞n=1 ïîëíà â L[0, π]. Ñëåäîâàòåëüíî, ïî÷òè âñþäó
íà îòðåçêå [0, π] èìååì [f(t)− α] sin t = 0, òî åñòü f(t) = α ïî÷òè âñþäó.
Íî ó ýòîé ôóíêöèè êîýôôèöèåíòû Ôóðüå an[f ] = 0 ïðè n ∈ N. Ïðèøëè
ê ïðîòèâîðå÷èþ.

9.4 Óïðàæíåíèÿ

1. Ïðîâåðüòå, ÷òî ñèñòåìà (2) îðòîãîíàëüíà íà (−π, π). Íàïèøèòå ýòó
ñèñòåìó ïîñëå íîðìèðîâêè è âèä ïîëó÷åííîãî ðàâåíñòâà Ïàðñåâàëÿ.

2. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ÷åòíîé 2π-ïåðèîäè÷åñêîé ôóíêöèè bn ≡ 0,

an = 2
π

π∫
0

f(x) cosnx dx. Íàéäèòå àíàëîãè÷íûå ôîðìóëû â ñëó÷àå íå÷åò-

íîé ôóíêöèè.
3. Âûâåäèòå ôîðìóëû (6) äëÿ êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå ðÿäà (5). Ïðî-

âåðüòå îðòîãîíàëüíîñòü ñèñòåìû {einx}n∈Z. Íàïèøèòå ðàâåíñòâî Ïàðñå-
âàëÿ äëÿ ðÿäà Ôóðüå â êîìïëåêñíîé ôîðìå.

4. Äîêàæèòå, ÷òî ñèñòåìà {e2πinx}n∈Z îðòîíîðìèðîâàíà íà [0, 1]. Áóäåò
ëè îíà ïîëíîé â L2[0, 1]?

5. Âûâåäèòå ôîðìóëû äëÿ êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå, âèä ðÿäà Ôóðüå è
ðàâåíñòâî Ïaðñåâàëÿ äëÿ π-ïåðèîäè÷åñêîé ôóíêöèè.

6. Äîêàæèòå, ÷òî ñèñòåìà {sinnx}∞n=1 ïîëíà â Lp(0, π). Äëÿ êàêèõ p
ýòî âåðíî? Ñôîðìóëèðóéòå ðàâåíñòâî Ïàðñåâàëÿ. Óêàçàíèå. Èñïîëüçóéòå

àíàëîãè÷íîå óòâåðæäåíèå äëÿ ñèñòåìû (2).
7. Áóäåò ëè ñèñòåìà {cosnx}∞n=1 ïîëíà â L2(0, π)?
8. Äîêàæèòå òåîðåìó 2 è ëåììó. Äîêàæèòå òåîðåìó 3.
9. Ïðèâåäèòå ïðèìåð îãðàíè÷åííîé ôóíêöèè, êîòîðàÿ íå ïðåäñòàâëÿ-

åòñÿ â âèäå ðÿäà Ôóðüå.
10. Ðàçëîæèòå â ðÿä Ôóðüå íà (−π, π) ôóíêöèè x, π−x2 , |x|, x2.
11. Ðàçëîæèòå ôóíêöèþ π−x

2 â ðÿä Ôóðüå ïî ñèíóñàì íà (0, π).
12. Íàéäèòå ñóììó ðÿäîâ

∑∞
n=1

sinnx
n è

∑∞
n=1

cosnx
n íà (0, 2π).

13. Äîêàæèòå, ÷òî ðÿä
∑∞

n=1 sinnx íå ÿâëÿåòñÿ ðÿäîì Ôóðüå; óêàæèòå,
â êàêèõ òî÷êàõ îí ðàñõîäèòñÿ.

14. Äîêàæèòå, ÷òî ðÿä
∑∞

n=1
cosnx
lnn ÿâëÿåòñÿ ðÿäîì Ôóðüå, íî íå ñõî-

äèòñÿ â L(−π, π).
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Ñèñòåìà Óîëøà

10.1 Ôóíêöèè Ðàäåìàõåðà è Óîëøà

Ôóíêöèè Ðàäåìàõåðà, ââåäåííûå â 1922 ã., ÷àñòî îïðåäåëÿþò ôîðìó-
ëîé rn(x) = sign(sin(2n+lπx)) è ðàññìàòðèâàþò íà [0,1]. Ïðåäëîæèì äðó-
ãîå îïðåäåëåíèå, ñîãëàñíî êîòîðîìó ôóíêöèè Ðàäåìàõåðà íà [0, 1) ïðè-
íèìàþò òîëüêî äâà çíà÷åíèÿ. Ââåäåì íà÷àëüíóþ ôóíêöèþ Ðàäåìàõåðà

r0(x) =

{
1, åñëè x ∈ [0, 1

2),

−1, åñëè x ∈ [1
2 , 1)

è ïåðèîäè÷åñêè ñ ïåðèîäîì Ò=1 ïðîäîëæèì íà ïîëóîñü [0,∞). Ñëåäó-
þùóþ ôóíêöèþ Ðàäåìàõåðà îïðåäåëèì êàê ñæàòèå â äâà ðàçà íà÷àëü-
íîé ôóíêöèè r1(x) = r0(2x). Àíàëîãè÷íî îïðåäåëèì îñòàëüíûå ôóíêöèè
rn(x) = rn−1(2x). Îãðàíè÷èìñÿ ðàññìîòðåíèåì ïîñòðîåííûõ ôóíêöèé
Ðàäåìàõåðà òîëüêî íà ó÷àñòêå [0, 1).

Çàìå÷àíèå. Òàêîé ïîäõîä ê ïîñòðîåíèþ ôóíêöèé Ðàäåìàõåðà ÿâëÿ-
åòñÿ ãðóáûì óïðîùåíèåì ôóíêöèé Ðàäåìàõåðà íà ìîäèôèöèðîâàííîì
îòðåçêå [0, 1]∗. Ìîäèôèöèðîâàííûé îòðåçîê [0, 1]∗ ïîëó÷àåòñÿ äîáàâëå-
íèåì ê îòðåçêó [0,1] ñ÷åòíîãî ìíîæåñòâà òî÷åê Q2

⋂
(0, 1), ñîñòîÿùåãî èç

âñåõ äâîè÷íî-ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë (òî åñòü ÷èñåë âèäà k
2m , ãäå m ∈ N,

k = 1, 2, . . . , 2m−1), ïîïàâøèõ íà èíòåðâàë (0, 1). Â ðåçóëüòàòå ýòîãî äî-
áàâëåíèÿ êàæäóþ äâîè÷íî-ðàöèîíàëüíóþ òî÷êó ðàññìàòðèâàåì êàê äâå
òî÷êè ( k

2m )− - ëåâàÿ è ( k
2m )+ - ïðàâàÿ, îáû÷íîå ðàññòîÿíèå ìåæäó êîòî-

ðûìè íà ÷èñëîâîé îñè ðàâíî 0.

19
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Íàïðèìåð, â äâîè÷íîé ñèñòåìå ñ÷èñëåíèÿ(
1

2

)+

= 0, 1(0)2 =
1

2
+
∞∑
k=1

0

2k
,

(
1

2

)−
= 0, 0(1)2 =

0

2
+
∞∑
k=2

1

2k
,

|(1
2)+ − (1

2)−| = 0.
Çàìå÷àíèå. Ìîäèôèöèðîâàííûé îòðåçîê åñòåñòâåííî âîçíèêàåò, åñ-

ëè ïðè îïðåäåëåíèè äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë ïî ìåòîäó Âåéåðøòðàññà (à íå
ïî ìåòîäó Äåäåêèíäà èëè Êàíòîðà) ñ ïîìîùüþ äâîè÷íûõ äðîáåé îñîáîå
è äîïóñòèìîå ïðåäñòàâëåíèÿ äâîè÷íî-ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë ñ÷èòàòü ðàç-
ëè÷íûìè ÷èñëàìè. Òåì ñàìûì äëÿ àðãóìåíòîâ ôóíêöèé ðàññìàòðèâàåì
íåêîå "ðàñøèðåííîå ïîíÿòèå äåéñòâèòåëüíîãî ÷èñëà".

Ñ ó÷åòîì ïîñëåäíåãî çàìå÷àíèÿ ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî âñå ïîñòðîåíèÿ
ïðîâîäèì íà ìîäèôèöèðîâàííîì îòðåçêå [0, 1]∗, íî èñïîëüçóåì ñîêðàùåí-
íûå îáîçíà÷åíèÿ [0, 1) âìåñòî [0, 1]∗, [0, 1

2) âìåñòî [0+, (1
2)−], [1

2 , 1) âìåñòî
[(1

2)+, 1−] è òàê äàëåå. Ââåäåì òàêæå ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ ∆0
1 = [0, 1

2),
∆1

1 = [1
2 , 1) è â îáùåì ñëó÷àå ∆k

n = [ k2n ,
k+1
2n ) � äëÿ k-ãî èíòåðâàëà n-ãî

ðàíãà (îí æå îòðåçîê [ k2n
+
, k+1

2n
−

] íà ìîäèôèöèðîâàííîì îòðåçêå [0, 1]∗ ).
Çàìå÷àíèå. Â òåîðèè ðÿäîâ Óîëøà åñòü ìíîãî ñëó÷àåâ (íàïðèìåð, â

âîïðîñàõ åäèíñòâåííîñòè), êîãäà ïîäîáíûé ïîäõîä íåäîïóñòèì. Â äàííîì
ïîñîáèè çàòðàãèâàåì òîëüêî ïðîñòåéøèå ñâîéñòâà ðÿäîâ Óîëøà, äîïóñ-
êàþùèå îäèíàêîâóþ ôîðìóëèðîâêó êàê äëÿ ïîëóèíòåðâàëà [0, 1), òàê è
äëÿ ìîäèôèöèðîâàííîãî îòðåçêà [0, 1]∗. Â ÷àñòíîñòè, íå ðàññìàòðèâàþò-
ñÿ îáîáùåííûå ôóíêöèè, äâîè÷íûå ïðîèçâîäíûå è ìîäèôèöèðîâàííûå
äâîè÷íûå èíòåãðàëû (ñì. [7]). Ïðåäëîæåííûé ïîäõîä ïîçâîëÿåò ïðîùå
ïåðåíåñòè ðåçóëüòàòû íà äèñêðåòíûé ñëó÷àé è áîëåå ñîîòâåòñòâóåò èçëî-
æåíèþ â òåðìèíàõ êîìïüþòåðíîé ìàòåìàòèêè.

Çàìåòèì, ÷òî ∆k
n = ∆2k

n+1

⋃
∆2k+1
n+1 .

Óòâåðæäåíèå 1. Ôóíêöèÿ Ðàäåìàõåðà rn(x) ïîñòîÿííà íà èíòåðâà-
ëå ∆k

m, ðàíã êîòîðîãî áîëüøå ( n < m ) íîìåðà ôóíêöèè. Â ÷àñòíîñòè,

rn(x) =

{
1, åñëè x ∈ ∆2k

n+1 ,

−1, åñëè x ∈ ∆2k+1
n+1 .

Ñëåäñòâèå. Åñëè x ∈ ∆k
m, òî rm−1(x) = (−1)k.

Ëåììà 1. Èíòåãðàë îò ôóíêöèè Ðàäåìàõåðà ïî èíòåðâàëó ðàíãà,
ñîâïàäàþùåãî ñ íîìåðîì ôóíêöèè, ðàâåí íóëþ, òî åñòü

∫
∆k
n

rn(x) dx = 0.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê |∆2k
n+1| = |∆2k+1

n+1 | = 1
2n+1 , òî∫

∆k
n

rn(x) dx =

∫
∆2k
n+1

dx−
∫

∆2k+1
n+1

dx = 0. �

Òàê êàê [0; 1) =
2n−1⋃
k=0

∆k
n, òî ïîëó÷àåì

Ñëåäñòâèå. Âåðíî
∫ 1

0 rn(x) dx = 0 äëÿ ëþáîãî n ∈ N0.

Ëåììà 2. Ñèñòåìà ôóíêöèé Ðàäåìàõåðà {rn(x)}∞n=0 îðòîíîðìèðî-
âàíà íà [0,1).

Äîêàçàòåëüñòâî. Âî-ïåðâûõ, (rn, rn) =
∫ 1

0 r
2
n(x) dx =

∫ 1

0 dx = 1.

Âî-âòîðûõ, ïðè m > n, èìååì

(rn, rm) =

1∫
0

rn(x) · rm(x) dx =
2m−1∑
k=0

∫
∆k
m

rm(x) · rn(x) dx.

Òàê êàê ôóíêöèÿ rn(x) ïîñòîÿííà íà èíòåðâàëå ∆k
m, òî ïî ëåììå 1

èìååì
∫

∆k
m

rm(x)rn(x) dx = 0 äëÿ âñåõ k. Ñëåäîâàòåëüíî, (rn, rm) = 0. �

Çàìå÷àíèå. Ñèñòåìà ôóíêöèé Ðàäåìàõåðà {rn(x)}∞n=0 íå ïîëíà íà
[0, 1).

Äåéñòâèòåëüíî, ôóíêöèÿ f(x) =

{
1, åñëè x ∈ [0, 1

4) ∪ [3
4 , 1),

−1, åñëè x ∈ [1
4 ,

3
4)

îðòî-

ãîíàëüíà âñåì ôóíêöèÿì Ðàäåìàõåðà, íî íå ÿâëÿåòñÿ íóëåâîé ôóíêöèåé
â L2[0, 1).

Îïðåäåëåíèå 1. Ôóíêöèÿ Óîëøà åñòü ïðîèçâåäåíèå ôóíêöèé Ðàäå-
ìàõåðà. Ìíîæåñòâî ôóíêöèé Óîëøà åñòü ìíîæåñòâî âñåâîçìîæíûõ ïðî-
èçâåäåíèé ôóíêöèé Ðàäåìàõåðà.

Â ýòîì îïðåäåëåíèè áûëî áû óìåñòíî ãîâîðèòü î "ðàçëè÷íûõ ôóíê-
öèÿõ Ðàäåìàõåðà òàê êàê êâàäðàò ëþáîé ôóíêöèè Ðàäåìàõåðà ðàâåí íà-
÷àëüíîé ôóíêöèè Óîëøà w0(x) ≡ 1, êîòîðàÿ è ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì
èñêëþ÷åíèåì èç ýòîãî ïðàâèëà.

Îïèñàíèå ôóíêöèé Óîëøà ïîÿâèëîñü â ñòàòüå Óîëøà â 1923 ã., õîòÿ
åñòü óïîìèíàíèÿ î òîì, ÷òî Ãàíñ Ðàäåìàõåð è ðàíåå çàíèìàëñÿ èçó÷åíèåì
ýòèõ ôóíêöèé è ïîëó÷èë ðÿä èíòåðåñíûõ ñâîéñòâ.
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10.2 Ñèñòåìà Óîëøà â íóìåðàöèè Ïýëè

Ñèñòåìà Óîëøà åñòü ìíîæåñòâî ôóíêöèé Óîëøà, çàíóìåðîâàííîå öå-
ëûìè íåîòðèöàòåëüíûìè ÷èñëàìè, òî åñòü ýëåìåíòàìè ìíîæåñòâà N0.

Îñíîâíîé íóìåðàöèåé ñèñòåìû Óîëøà ÿâëÿåòñÿ íóìåðàöèÿ, ïðåäëî-
æåííàÿ Ïýëè â 1932 ã. Åñëè ãîâîðÿò ñèñòåìà Óîëøà, òî ïîäðàçóìåâàþò
íóìåðàöèþ Ïýëè. Ñèñòåìó Óîëøà-Ïýëè áóäåì îáîçíà÷àòü {wn(x)}∞n=0.

Ïîëàãàåì w0(x) ≡ 1. Îñíîâíûå (îáðàçóþùèå) ôóíêöèè ñèñòåìû Óîëøà-
Ïýëè ñîâïàäàþò ñ ôóíêöèÿìè Ðàäåìàõåðà:
w1(x) = r0(x), w2(x) = r1(x), . . . , w2n(x) = rn(x), . . . .

Äëÿ îñòàëüíûõ íîìåðîâ ôóíêöèé Óîëøà ðàçëîæèì íîìåð n â äâîè÷-
íîé ñèñòåìå ñ÷èñëåíèÿ:

n = n12
0 + n22

1 + ...+ nm2m−1, (1)

ãäå ni ∈ {0, 1}, nm = 1. Òîãäà (ðèñ. 10.1)

wn(x) =
m−1∏
k=0

(rk(x))nk+1 = rn1
0 · r

n2
1 · ... · r

nm
m−1. (2)

×èñëî m, ðàâíîå ÷èñëó ðàçðÿäîâ â äâîè÷íîé çàïèñè ÷èñëà n, íàõîäèòñÿ
èç óñëîâèÿ 2m−1 ≤ n < 2m.
Çàìå÷àíèå. Äëÿ ðàçëîæåíèÿ (1) ÷àñòî èñïîëüçóåòñÿ ôîðìà çàïèñè

â âèäå n =
∑∞

k=1 nk · 2k−1, ãäå ïîëàãàåì nk = 0 ïðè k > m, ÷òî ïîçâîëÿåò
ïðåäñòàâèòü è ÷èñëî 0 â àíàëîãè÷íîì âèäå.

Âñå íàòóðàëüíûå ÷èñëà â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðåäñòàâëåíèåì (1) ãðóïïè-
ðóþòñÿ ïî ïà÷êàì, ãäå m-é ïà÷êîé (êîòîðóþ îáîçíà÷àåì ]m[ ) íàçûâàåì
ìíîæåñòâî ÷èñåë îò 2m äî 2m+1 − 1 âêëþ÷èòåëüíî.

Åñëè â ðàçëîæåíèè (1) ÷èñëà n ∈]m − 1[ îñòàâèì òîëüêî íåíóëåâûå
ñëàãàåìûå, òî ïîëó÷èì ðàçëîæåíèå

n = 2ε1 + 2ε2 + ...+ 2εν , (3)

ãäå ε1 < ε2 < ... < εν = m − 1. Òîãäà ôóíêöèè Óîëøà ïðè n 6= 0
îïðåäåëÿþò êàê ïðîèçâåäåíèå ðàçëè÷íûõ ôóíêöèé Ðàäåìàõåðà

wn(x) = rε1(x) · rε2(x) · ... · rεν(x).
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Ðèñ. 10.1: Ôóíêöèè Óîëøà

Óòâåðæäåíèå 2 (èíäóêòèâíîå îïðåäåëåíèå ôóíêöèé Óîëøà-Ïýëè).
Åñëè n = 2m−1 + k, ãäå k < 2m−1, òî

wn(x) = w2m−1(x) · wk(x).

Ëåììà 3. Äëÿ ëþáîãî n ∈ N âåðíî∫
∆k
m

wn(x) dx = 0, ãäå n ∈]m[ è k = 0, 1, 2 . . . , 2m − 1,

è ∫ 1

0

wn(x) dx = 0.
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Äîêàçàòåëüñòâî äëÿ íîìåðîâ âèäà n = 2m (òî åñòü äëÿ ôóíêöèé
Ðàäåìàõåðà) ïðèâåäåíî â ëåììå 1. Åñëè n = 2m + l, ãäå l < 2m, òî ïî
óòâåðæäåíèþ 2 ïðåäñòàâèì wn = w2m · wl. Ïðèìåíèì ëåììó 1, çàìåòèâ,
÷òî ïî óòâåðæäåíèþ 1 ôóíêöèÿ wl(x) ïîñòîÿííà íà èíòåðâàëå ∆k

m:∫
∆k
m

w2m(x)wl(x) dx = ±
∫

∆k
m

rm(x) dx = 0.

Îòñþäà âûòåêàåò âòîðîå óòâåðæäåíèå∫ 1

0

wn(x)dx =
2m−1∑
k=0

∫
∆k
m

wn(x)dx = 0. �

Ñëåäñòâèå. Ñèñòåìà ôóíêöèé Óîëøà {wn(x)}∞n=0 îðòîíîðìèðîâàíà
íà [0,1).

Äîêàçàòåëüñòâî. Âî-ïåðâûõ, (wn, wn) =
∫ 1

0 w
2
n(x) dx =

∫ 1

0 dx = 1.

Âî-âòîðûõ, òàê êàê ïðîèçâåäåíèå ðàçëè÷íûõ ôóíêöèé Óîëøà åñòü
ôóíêöèÿ Óîëøà ñ íåíóëåâûì íîìåðîì, òî ïî ëåììå 3 èìååì (wn, wm) = 0
ïðè n 6= m.

10.3 Ôóíêöèè Óîëøà êàê ãðóïïà;

ôóíêöèè Óîëøà íà ãðóïïå

Îáîçíà÷èì ñèìâîëîì W ìíîæåñòâî ôóíêöèé Óîëøà.

Òåîðåìà 1. Ãðóïïà ôóíêöèé Óîëøà (W, ·) åñòü ìóëüòèïëèêàòèâ-
íîå ïðåäñòàâëåíèå èçîìîðôíûõ ãðóïï: ãðóïïû öåëûõ íåîòðèöàòåëüíûõ
÷èñåë îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè u è ãðóïïû áåñêîíå÷íûõ ôèíèòíûõ ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòåé èç íóëåé è åäèíèö ñ îïåðàöèåé ïîêîîðäèíàòíîãî ñëî-
æåíèÿ ïî ìîäóëþ 2

(W, ·) ' (N0,u) ' (X∞,⊕).

Äîêàçàòåëüñòâî ïðèâåäåì â âèäå äâóõ ëåìì (4 è 5) è ðàññóæäåíèé
ìåæäó íèìè.
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Ëåììà 4. Ìíîæåñòâî ôóíêöèé Óîëøà åñòü àáåëåâà ãðóïïà ïî óìíî-
æåíèþ (W, ·).

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìêíóòîñòü è êîììóòàòèâíîñòü îïåðàöèè î÷åâèä-
íà ïî îïðåäåëåíèþ. Àññîöèàòèâíîñòü ïðîèçâåäåíèÿ ñïðàâåäëèâà äëÿ ëþ-
áûõ ôóíêöèé.

Íåéòðàëüíûì ýëåìåíòîì ñëóæèò ôóíêöèÿ w0(x) ≡ 1.

Èç ñîîòíîøåíèÿ (rn(x))2 = w0(x) âûòåêàåò, ÷òî äëÿ ëþáîé ôóíêöèè
Óîëøà w(x) âåðíî w(x) · w(x) = w0(x). Òî åñòü êàæäàÿ ôóíêöèÿ Óîëøà
(êðîìå w0) èìååò ïîðÿäîê 2 è ÿâëÿåòñÿ ñâîèì îáðàòíûì ýëåìåíòîì â ýòîé
ãðóïïå. �

Íàïîìíèì, ÷òî êàæäîìó n ∈ N0 âèäà (1) ìîæíî ïîñòàâèòü â ñîîòâåò-
ñòâèå ôèíèòíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èç íóëåé è åäèíèö

ñ = (n1, n2, ..., nm, 0, 0, ...). (4)

Îòîáðàæåíèå èç ìíîæåñòâà N0 âî ìíîæåñòâî (êîòîðîå îáîçíà÷èëèW )
ôóíêöèé Óîëøà êàê ïåðåõîä îò ôîðìóëû (1) ê ôîðìóëå (2) åñòü èçî-
ìîðôèçì äàííûõ ìíîæåñòâ. Èòàê, ìíîæåñòâà W , N0 è X∞ (ôèíèòíûõ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé èç íóëåé è åäèíèö) èçîìîðôíû.

Â ãë. 2 ïðîâåðèëè, ÷òî ìíîæåñòâî X∞ ôèíèòíûõ ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòåé ñëóæèò àáåëåâîé ãðóïïîé îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè ⊕ ïîêîîðäèíàò-
íîãî ñëîæåíèÿ ïî ìîäóëþ 2: åñëè k̃ = (k1, k2, ..., kl, 0, 0, ...), òî

ñ⊕ k̃ = (n1 u k1 , n2 u k2 , . . .),

ãäå u åñòü îïåðàöèÿ â ãðóïïå Z2: 0u 0 = 0, 0u 1 = 1, 1u 1 = 0.

Àíàëîãè÷íî, ìíîæåñòâî N0 öåëûõ íåîòðèöàòåëüíûõ ÷èñåë åñòü àáå-
ëåâà ãðóïïà îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè u (èñïîëüçîâàëè òîò æå ñèìâîë),
ââåäåííîé ÷åðåç îïåðàöèþ u â ãðóïïå Z2 ïî ïðàâèëó:

åñëè n =
∞∑
i=0

ni+1 · 2i, k =
∞∑
i=0

ki+1 · 2i, ∈ N0 òî

nu k =
∞∑
i=0

(ni+1 u ki+1) · 2i.

Äëÿ ñïðàâåäëèâîñòè òåîðåìû 1 îñòàëîñü óñòàíîâèòü ñëåäóþùåå óñëî-
âèå ãîìîìîðôèçìà ãðóïï (N0,u) è (W, ·).
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Ëåììà 5. Ôóíêöèè Óîëøà ìóëüòèïëèêàòèâíû ïî íîìåðó

wn(x) · wk(x) = wnuk(x).

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ïðîèçâåäåíèè êîíå÷íîãî ÷èñëà ñîìíîæèòåëåé
(ñîìíîæèòåëü, ðàâíûé åäèíèöå, ìîæíî ñ÷èòàòü îòñóòñòâóþùèì)

wn(x) · wk(x) =
∞∏
i=1

(ri−1(x))ni ·
∞∏
i=1

(ri−1(x))ki =
∞∏
i=1

(ri−1(x))ni+ki

ïîêîîðäèíàòíîå ñëîæåíèå â ïîêàçàòåëå ìîæíî çàìåíèòü íà ïîêîîðäèíàò-
íîå ñëîæåíèå â ïîêàçàòåëå ïî ìîäóëþ 2, òàê êàê êâàäðàò ëþáîé ôóíêöèè
Ðàäåìàõåðà ðàâåí åäèíèöå. �

Ôóíêöèè Óîëøà ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ôóíêöèè, îïðåäåëåííûå
íà ãðóïïå.

Îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèé Óîëøà ñ÷èòàåòñÿ ìîäèôèöèðîâàí-
íûé îòðåçîê [0, 1]∗. Òàê êàê â äàííîì ðàññìîòðåíèè ìîäèôèöèðîâàííûé
îòðåçîê èãðàåò ñóùåñòâåííîå çíà÷åíèå, òî âðåìåííî îòêàæåìñÿ îò óïðî-
ùåííîãî îáîçíà÷åíèÿ ìîäèôèöèðîâàííîãî îòðåçêà â âèäå [0, 1). Äëÿ ëþ-
áûõ x, y ∈ [0, 1]∗ ñóùåñòâóþò åäèíñòâåííûå äâîè÷íûå ïðåäñòàâëåíèÿ

x =
∞∑
k=1

xk
2k
, y =

∞∑
k=1

yk
2k
, (5)

êîòîðûì ñîîòâåòñòâóþò ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èç íóëåé è åäèíèö

x̃ = (x1, x2, ..., xk, ...), ỹ = (y1, y2, ..., yk, ...) ∈ Z∞2 .

Ïåðåíåñåì îïåðàöèþ ⊕ ïîêîîðäèíàòíîãî ñëîæåíèÿ ïî ìîäóëþ 2 ñ
ìíîæåñòâà X∞ íà ìíîæåñòâî Z∞2 : îïðåäåëèì z̃ = x̃⊕ ỹ,
åñëè z̃ = (z1, z2, ..., zk, ...) ∈ Z∞2 è zk = xk u yk.

Àíàëîãè÷íî ââîäèòñÿ îïåðàöèÿ u äëÿ x, y ∈ [0, 1]∗ âèäà (5) ÷åðåç
îïåðàöèþ u â ãðóïïå Z2 ïî ïðàâèëó:

xu y = z ∈ [0, 1]∗ , ãäå z =
∞∑
k=1

zk
2k
, zk = xk u yk.
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Èçîìîðôíûå òîïîëîãè÷åñêèå ãðóïïû ([0, 1]∗,u) è (Z∞2 ,⊕) (îíè æå
êîìïàêòíûå òîïîëîãè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà) ÿâëÿþòñÿ îáëàñòüþ îïðåäå-
ëåíèÿ ôóíêöèé Óîëøà. Ìàòåìàòèêè îñíîâíûì îáúåêòîì ñ÷èòàþò äâîè÷-
íóþ ãðóïïó Êàíòîðà (Z∞2 ,⊕), à ìîäèôèöèðîâàííûé îòðåçîê ñ îïåðàöèåé
([0, 1]∗,u) åå ãåîìåòðè÷åñêîé ìîäåëüþ.

Äëÿ n ∈ N0 âèäà (1) è x ∈ [0, 1]∗ âèäà (5) â ãë. 2 ââåëè áèíàðíóþ
îïåðàöèþ ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ ïî ôîðìóëå

(n, x) = (ñ, x̃) =
∞∑
k=1

nkxk (mod 2) ,

ãäå ðåçóëüòàò âû÷èñëåíèÿ ñóììû áåðåòñÿ ïî ìîäóëþ 2. Òàê êàê ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü ñ ôèíèòíà, òî â äàííîé ñóììå êîíå÷íîå ÷èñëî íåíóëåâûõ
ñëàãàåìûõ (ñóììà ôèíèòíà).
Ëåììà 6. Îïðåäåëåíèå ôóíêöèé Óîëøà â íóìåðàöèè Ïýëè, äàííîå

ôîðìóëîé (2), ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

wn(x) = (−1)(n, x). (6)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäñòàâëåíèå (5) ðàçîáüåì íà äâà ñëàãàåìûõ

x =
m∑
n=1

xn
2n

+
∞∑

n=m+1

xn
2n
,

ïåðâîå èç êîòîðûõ îáîçíà÷èì k
2m , ãäå k =

∑m
n=1 xn · 2m−n. Òîãäà x ∈ ∆k

m.
×èñëî xm ∈ {0, 1} îïðåäåëÿåò ÷åòíîñòü ÷èñëà k. Èç ñëåäñòâèÿ óòâåðæäå-
íèÿ 1 âûòåêàåò

rm−1(x) = (−1)k = (−1)xm.

Ïîäñòàâèì â ôîðìóëó (2):

wn(x) =
m−1∏
k=0

((−1)xk+1)nk+1 =
m∏
k=1

(−1)xknk = (−1)

m∑
k=1

nkxk
.

Çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ íå èçìåíèòñÿ, åñëè ïîñëåäíþþ ñóììó ïîíèìàòü êàê
ñóììó ïî ìîäóëþ 2 è áåñêîíå÷íî ïðîäîëæèòü íóëåâûìè ñëàãàåìûìè. �

Ñâîéñòâî (n, xuy) = (n, x)u(n, y) ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ ïîçâîëÿåò
ïîëó÷èòü ñëåäóþùåå
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Ñëåäñòâèå. Ëþáàÿ ôóíêöèÿ Óîëøà ìóëüòèïëèêàòèâíà ïî àðãóìåí-
òó

wn(x) · wn(y) = wn(xu y).

Îòìåòèì, ÷òî óñòàíîâëåííîå â ëåììå 5 ñâîéñòâî ìóëüòèïëèêàòèâíîñòè
ôóíêöèé Óîëøà ïî íîìåðó òàêæå âûòåêàåò èç ôîðìóëû (6) è ñëåäóþùåãî
ñâîéñòâà ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ (num,x) = (n, x)u (m,x).

Ââåäåííîå ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå åñòü îòîáðàæåíèå N0× [0, 1]∗ → Z2

(èëè îòîáðàæåíèå X∞×Z∞2 → {0, 1} äëÿ ïðåäñòàâëåíèé â âèäå ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòåé), êîòîðîå ïðè ôèêñèðîâàííîì îäíîì ñîìíîæèòåëå ìîæíî
òàêæå ðàññìàòðèâàòü êàê ëèíåéíûé ôóíêöèîíàë íàä ïîëåì Z2. Ñëåäîâà-
òåëüíî, ëèíåéíûå ïðîñòðàíñòâà X∞ è Z∞2 íàä ïîëåì Z2 ÿâëÿþòñÿ ñîïðÿ-
æåííûìè.

Âî ìíîæåñòâå ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé Z∞2 âûäåëèì öåïî÷êó âëîæåííûõ
ïîäìíîæåñòâ

Z∞2 = X(0) ⊃ X(1) ⊃ . . . ⊃ X(m) ⊃ X(m+1) ⊃ . . . ,

ãäå X(m) = {x | x = (0, 0, . . . , 0, xm+1, xm+2, . . .)}, ñîñòàâëÿþùóþ ñèñòå-
ìó îêðåñòíîñòåé íóëÿ â òîïîëîãè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòåé Z∞2 . Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âëîæåííûõ ìíîæåñòâ {∆0

m} åñòü ñèñòåìà
îêðåñòíîñòåé íóëÿ â èçîìîðôíîé òîïîëîãè÷åñêîé ãðóïïå ([0, 1]∗ , u).
Ñèñòåìà îêðåñòíîñòåé íóëÿ çàäàåò òîïîëîãèþ íà ãðóïïå.

Ñîãëàñíî îòìå÷åííûì ñâîéñòâàì ìóëüòèïëèêàòèâíîñòè ñèñòåìà Óîë-
øà ÿâëÿåòñÿ ñèñòåìîé õàðàêòåðîâ ñîïðÿæåííûõ òîïîëîãè÷åñêèõ ãðóïï
X∞ è Z∞2 ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé èç íóëåé è åäèíèö. Êàæäàÿ ôóíêöèÿ Óî-
ëøà åñòü õàðàêòåð íà ãðóïïå Z∞2 , à âñå ôóíêöèè Óîëøà ïðè ôèêñèðîâàí-
íîì àðãóìåíòå åñòü õàðàêòåð íà ãðóïïå X∞ ôèíèòíûõ ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòåé.

Ñèñòåìà õàðàêòåðîâ îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèìè óñëîâèÿìè. Âî-ïåðâûõ,
çíà÷åíèå êàæäîãî õàðàêòåðà ïî ìîäóëþ ðàâíî åäèíèöå. Âî-âòîðûõ, ïðî-
èçâåäåíèå õàðàêòåðîâ åñòü ñíîâà õàðàêòåð. Â-òðåòüèõ, îáðàòíàÿ âåëè÷è-
íà õàðàêòåðà (õàðàêòåð â ìèíóñ ïåðâîé ñòåïåíè) åñòü ñíîâà õàðàêòåð.

Ïåðâîå ñâîéñòâî âåðíî ïî îïðåäåëåíèþ. Âûïîëíåíèå âòîðîãî ñâîé-
ñòâà ãàðàíòèðóåò ìóëüòèïëèêàòèâíîñòü ïî íîìåðó è àðãóìåíòó. Êàæäàÿ
ôóíêöèÿ Óîëøà îáðàòíà ê ñåáå.
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10.4 Ðÿä Ôóðüå ïî ñèñòåìå Óîëøà

Ïðåäïîëàãàåì f ∈ L[0, 1) , òî åñòü
1∫

0

|f(x)|dx <∞. Âûðàæåíèå

σ[f ] =
∞∑
k=0

ckwk(x)

åñòü ðÿä Ôóðüå ôóíêöèè f(x) ïî ñèñòåìå Óîëøà, ãäå

ck = ck[f ] =

1∫
0

f(x)wk(x) dx

� êîýôôèöèåíòû Ôóðüå ôóíêöèè f(x) ïî ñèñòåìå Óîëøà. Òîãäà

Sn(f, x) =
n−1∑
k=0

ckwk(x)

åñòü ÷àñòíàÿ ñóììà ðÿäà Ôóðüå ïî ñèñòåìå Óîëøà. Ñâîéñòâî ìóëüòèïëè-
êàòèâíîñòè ôóíêöèé Óîëøà ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâ-
ëåíèå ÷àñòíîé ñóììû

Sn(f, x) =
n−1∑
k=0

1∫
0

f(t)wk(t) dt · wk(x) =

1∫
0

f(t)
n−1∑
k=0

wk(t)wk(x) dt =

=

1∫
0

f(t)
n−1∑
k=0

wk(tu x) dt.

Ïðèìåíÿÿ îáîçíà÷åíèå

Dn(t) =
n−1∑
k=0

wk(t)

äëÿ ÿäðà Äèðèõëå ïî ñèñòåìå Óîëøà-Ïýëè, ïîëó÷èì èíòåãðàëüíîå ïðåä-
ñòàâëåíèå ÷àñòíîé ñóììû

Sn(f, x) =

1∫
0

f(tu x)Dn(t) dt, (7)
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ñîãëàñíî ðàâåíñòâó
1∫

0

f(t)Dn(tux)dt =
1∫

0

f(tux)Dn(t) dt, ñîîòíîøåíèþ

tu xu x = t è èíâàðèàíòíîñòè èíòåãðàëà îòíîñèòåëüíî ñäâèãà.

Èç ëåììû 3 âûòåêàåò, ÷òî
1∫

0

Dn(t) dt = 1. Åñëè çíà÷åíèå ôóíêöèè â

òî÷êå ïðåäñòàâèì â âèäå f(x) =
1∫

0

f(x)Dn(t) dt è âû÷òåì åãî èç (7), òî

ïîëó÷èì îòêëîíåíèå ÷àñòíîé ñóììû îò ôóíêöèè

Sn(f, x)− f(x) =

1∫
0

[f(xu t)− f(x)]Dn(t) dt. (8)

Äâîè÷íîé ñâåðòêîé ôóíêöèé f, g ∈ L[0, 1] íàçûâàåòñÿ

(f ∗ g)(x) =

∫ 1

0

f(tu x)g(t) dt =

∫ 1

0

f(t)g(tu x) dt. (9)

Ôîðìóëó (7) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå Sn(f) = f ∗Dn.
Åñëè ðÿä Ôóðüå-Óîëøà ñóììèðîâàòü ìåòîäîì ñðåäíèõ àðèôìåòè÷å-

ñêèõ

σn(f, x) =
1

n
(S1(f, x) + S2(f, x) + . . .+ Sn(f, x)),

òî èç ôîðìóëû (7) ïîëó÷àåì èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå ñóììû Ôåéåðà

σn(f, x) =

1∫
0

f(tu x)Fn(t) dt = (f ∗ Fn)(x)

÷åðåç ñâåðòêó ñ ÿäðîì Ôåéåðà Fn(t) = 1
n

n∑
k=1

Dk(t) ñèñòåìû Óîëøà-Ïýëè.

Îòìåòèì ïðîñòåéøèå ñâîéñòâà ÿäðà Äèðèõëå ñèñòåìû Óîëøà-Ïýëè.
Ëåììà 7. Åñëè n ∈]m− 1[, òî åñòü n = 2m−1 +n′, ãäå n′ < 2m−1, òî

Dn(x) = D2m−1(x) + w2m−1(x)Dn′(x).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ãðóïïèðîâêîé ñëàãàåìûõ ñ èñïîëüçîâàíèåì ìóëüòè-
ïëèêàòèâíîñòè ïî íîìåðó ïîëó÷àåì

Dn(x) =
2m−1−1∑
k=0

wk(x) +
2m−1+n′−1∑
k=2m−1

wk(x) =
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= D2m−1(x) +
n′−1∑
k′=0

w2m−1uk′(x) = D2m−1(x) + w2m−1(x)
n′−1∑
k′=0

wk′(x).

Ñëåäñòâèå. ßäðî Äèðèõëå ñ íîìåðîì 2m âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ôóíêöèè
Ðàäåìàõåðà

D2m(x) = (1 + r0(x)) · (1 + r1(x)) · . . . · (1 + rm−1(x)).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ëåììà 7 âåðíà è ïðè n′ = 2m−1:

D2m = D2m−1 + w2m−1 ·D2m−1 = D2m−1 · (1 + rm−1).

ÊD2m−1 ïðèìåíèì ýòî æå ñîîòíîøåíèå:D2m = D2m−2 ·(1+rm−2)·(1+rm−1).
È òàê äàëåå D2m = (1 + r0) · (1 + r1) · . . . · (1 + rm−1). �
Ëåììà 8 (Ïýëè). Äëÿ ÿäðà Äèðèõëå èìååì

D2m(x) =

{
2m, åñëè x ∈ ∆0

m = [0, 2−m) ,

0 , åñëè x ∈ [2−m, 1) .

Äîêàçàòåëüñòâî âûòåêàåò èç ñîîòíîøåíèé

1 + rk−1(x) =

{
2, åñëè x ∈ ∆0

k = [0, 1
2k

),

0, åñëè x ∈ ∆1
k ⊂ ∆0

k−1,

ãäå k = 1, 2, . . . ,m, ïðèìåíåííûõ ê ïðåäûäóùåìó ñëåäñòâèþ.

Ñëåäñòâèå. Äëÿ ëþáûõ s,m ∈ N, 0 < k < 2m è x ∈ [2−m, 1) èìååì:
Ds2m(x) = 0 è Ds2m+k(x) = ws2m(x) ·Dk(x).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðèìåíèì êîíñòðóêöèþ ëåììû 7 è ëåììó Ïýëè:

Ds2m(x) =
s−1∑
l=0

2m−1∑
k=0

wl2m+k(x) =
s−1∑
l=0

wl2m(x) ·D2m(x) = 0

ïðè x ∈ [2−m, 1).
Àíàëîãè÷íî, ïðè x ∈ [2−m, 1):

Ds2m+k(x) = Ds2m(x) +
k−1∑
n=0

ws2m+n(x) = 0 + ws2m(x) ·Dk(x). �

.
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Èç òåîðåìû Ìåðñåðà (òåîðåìà 8.7) âûòåêàåò

Óòâåðæäåíèå 3. Åñëè f ∈ L[0, 1], òî lim
n→∞

cn[f ] = 0.

Ñèìâîëîì ∆m(x) îáîçíà÷àåì òîò èíòåðâàë n-ãî ðàíãà, â êîòîðîì ñî-
äåðæèòñÿ x.

Òåîðåìà 2 (ïðèíöèï ëîêàëèçàöèè Ðèìàíà). Ïóñòü f ∈ L[0, 1] è
f(x) = 0 ïðè x ∈ ∆m(x0) äëÿ íåêîòîðîãî m. Òîãäà

lim
n→∞

Sn(f ;x0) = 0

è, â ÷àñòíîñòè, ñïðàâåäëèâî S2k(f ;x0) = 0 ïðè k ≥ m.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âòîðîå (íå îñíîâíîå) óòâåðæäåíèå âûòåêàåò èç èí-
òåãðàëüíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ (7) è ëåììû Ïýëè

S2k(f ;x0) =

1∫
0

f(tux0)D2k(t) dt = 2k
∫

∆0
k

f(tux0) dt = 2k
∫

∆k(x0)

f(t) dt = 0.

Äëÿ n âèäà s2m + k, ãäå 0 < k < 2m, âîñïîëüçóåìñÿ èíòåãðàëüíûì
ïðåäñòàâëåíèåì (7), óñëîâèåì f(x) = 0 ïðè x ∈ ∆m(x0) è ïðåäûäóùèì
ñëåäñòâèåì:

Sn(f ;x0) =

∫
∆0\∆0

m

f(tu x0) ·Dk(t) · ws2m(t) dt.

Ââåäåì 2m − 1 ôóíêöèé ïðè k = 1, 2, 3, . . . , 2m − 1

ϕ(t) = ϕ(t;x0, k) =

{
0 , åñëè x ∈ ∆0

m ,

f(tu x0)Dk(t) , åñëè x /∈ ∆0
m.

Ñîãëàñíî îãðàíè÷åííîñòè ÿäðà Äèðèõëå êàæäàÿ èç ââåäåííûõ ôóíêöèé
ñóììèðóåìà. Â ýòèõ îáîçíà÷åíèÿõ Sn(f ;x0) = cs2m[ϕ], òî åñòü ÷àñòíàÿ
ñóììà ðàâíà êîýôôèöèåíòó Ôóðüå-Óîëøà îäíîé èç ââåäåííûõ ôóíêöèé.
Ïî òåîðåìå Ìåðñåðà (óòâåðæäåíèå 3) ïðè n → ∞ (n > s2m ≥ n − 2m)
êîýôôèöèåíòû Ôóðüå-Óîëøà ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ. �

Îáîçíà÷èì Λn � êëàññ 2−n-ñòóïåí÷àòûõ ôóíêöèé: ïîëàãàåì f ∈ Λn,
åñëè f(x) ïîñòîÿííà íà êàæäîì èíòåðâàëå n-ãî ðàíãà ∆k

n = [ k2n ; k+1
2n ),

k = 0, 1, . . . , 2n − 1.
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Ëåììà 9. Åñëè f ∈ L[0, 1], òî ÷àñòíàÿ ñóììà ñ íîìåðîì 2m â ëþ-
áîé òî÷êå ðàâíà ñðåäíåìó çíà÷åíèþ ôóíêöèè íà èíòåðâàëå m-ãî ðàíãà,
ñîäåðæàùåì x, òî åñòü

S2m(f, x) = 2m
∫

∆m(x)

f(t) dt.

Åñëè f ∈ Λm è k ≥ 2m, òî Sk(f) ≡ f .
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî ôîðìóëå (7) è ëåììå Ïýëè ïîëó÷èì

S2m(f, x) =

∫ 1

0

f(xu t)D2m(t) dt = 2m ·
∫

∆0
m

f(xu t) dt

è ïðèìåíèì ôîðìóëó
∫

∆m(x) f(t) dt =
∫

∆0
m
f(xu t) dt, êîòîðàÿ ñîñòàâëÿåò

ñâîéñòâî èíâàðèàíòíîñòè èíòåãðàëà îòíîñèòåëüíî ñäâèãà.
Ïóñòü f ∈ Λm. Ðàâåíñòâî S2m(f) = f î÷åâèäíî. Åñëè k > 2m, òî ïî

ëåììå 3 ïîëó÷àåì

ck[f ] =
2m−1∑
i=0

∫
∆i
m

f(x)wk(x) dx =
2m−1∑
i=0

f(∆i
m)

∫
∆i
m

wk(x) dx = 0. �

Îïåðàöèåé êâàíòîâàíèÿ (2m-óñðåäíåíèÿ) íåïðåðûâíîãî ñèãíàëà íà-
çûâàåòñÿ îïåðàöèÿ ïåðåõîäà îò ôóíêöèè f ∈ L[0, 1] ê ôóíêöèè fm ∈ Λm

òàêîé, ÷òî äëÿ âñåõ x ∈ [0, 1) âûïîëíåíî fm(x) = 2m
∫

∆m(x) f(t) dt.
Ëåììà 9 óòâåðæäàåò, ÷òî ïåðåõîä ê ÷àñòíîé ñóììå Ôóðüå-Óîëøà ñ

íîìåðîì 2m åñòü îïåðàöèÿ 2m- óñðåäíåíèÿ.
Ëåììà 10. Êîýôôèöèåíòû Ôóðüå-Óîëøà ñ íîìåðàìè i < 2m äëÿ

ôóíêöèè f ∈ L[0, 1] è åå 2m-óñðåäíåíèÿ fm ∈ Λm ñîâïàäàþò.
Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê ôóíêöèÿ wi(x) ïîñòîÿííà íà ∆k

m, òî

ci[f ] =
2m−1∑
k=0

∫
∆k
m

f(x)wi(x) dx =
2m−1∑
k=0

∫
∆k
m

fm(x)wi(x) dx = ci[fm].

Èç äâóõ ïðåäûäóùèõ ëåìì âûòåêàåò
Ñëåäñòâèå. Ðÿä ïî ñèñòåìå Óîëøà áóäåò ðÿäîì Ôóðüå-Óîëøà íåêî-

òîðîé ôóíêöèè f ∈ L[0, 1] òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âñå ÷àñòíûå
ñóììû ñ íîìåðàìè 2m ñîâïàäàþò ñ 2m- óñðåäíåíèÿìè ôóíêöèè.

Â çàìå÷àíèè ê ëåììå 2 îòìå÷åíî, ÷òî ñèñòåìà Ðàäåìàõåðà íå ïîëíà.
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Òåîðåìà 3. Ñèñòåìà Óîëøà ïîëíà â L[0, 1].

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü f(x) îðòîãîíàëüíà âñåì ôóíêöèÿì Óîëøà,
òî åñòü cn[f ] = (f, wn) = 0 äëÿ âñåõ n. Òîãäà S2n(f, x) ≡ 0 äëÿ âñåõ n.
Îòñþäà ïî ëåììå 9 ïîëó÷àåì, ÷òî

∫
∆k
n
f(t) dt = 0 äëÿ âñåõ n, k ∈ N0.

Äëÿ èíòåãðàëà Φ(x) =
∫ x

0 f(t) dt ñ ïåðåìåííûì âåðõíèì ïðåäåëîì îò âû-
áðàííîé ôóíêöèè âûïîëíÿåòñÿ Φ(x) = 0 âî âñåõ äâîè÷íî-ðàöèîíàëüíûõ
òî÷êàõ x. Òàê êàê ôóíêöèÿ Φ(x) àáñîëþòíî íåïðåðûâíàÿ, òî Φ(x) = 0
âñþäó è Φ′(x) = f(x) ïî÷òè âñþäó. Ñëåäîâàòåëüíî, f ′(x) = 0 ïî÷òè âñþ-
äó. �

Òàê êàê Lp[0, 1] ⊂ L[0, 1], òî ïîëó÷àåì

Ñëåäñòâèå. Ñèñòåìà Óîëøà ïîëíà â Lp[0, 1] ïðè p ≥ 1.

Óòâåðæäåíèå 4. Ñèñòåìà Óîëøà çàìêíóòà â Lp[0, 1] ïðè p ≥ 1 è â
C[0, 1].

Â ÷àñòíîñòè,

lim
n→∞
‖S2n(f)− f‖p = 0.

Äàííîå óòâåðæäåíèå ìîæíî ïåðåôîðìóëèðîâàòü â ñëåäóþùåì âèäå:
äëÿ ëþáîé f ∈ Lp[0, 1] (èëè f ∈ C[0, 1] ) è ïðîèçâîëüíîãî ε > 0 íàéäåòñÿ
ìíîãî÷ëåí T (x) ïî ñèñòåìå Óîëøà òàêîé, ÷òî ‖ f − T ‖p< ε (èëè
‖f − T‖C[0,1] < ε).

Äîêàçàòü óòâåðæäåíèå ìîæíî: 1) ññûëêîé íà òåîðåìó î ñâÿçè ïîëíîòû
è çàìêíóòîñòè â ñîïðÿæåííûõ ïðîñòðàíñòâàõ; 2) íåïîñðåäñòâåííî, âîñ-
ïîëüçîâàâøèñü óòâåðæäåíèåì î òîì, ÷òî îáúåäèíåíèå êëàññîâ Λm âñþäó
ïëîòíî â C[0, 1], à êëàññ C[0, 1] âñþäó ïëîòåí â Lp[0, 1) ïðè ëþáîì p ≥ 1.

Êàê ñëåäñòâèå ïîëíîòû è çàìêíóòîñòè â L2[0, 1] ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå

Óòâåðæäåíèå 5. Äëÿ ëþáîé f ∈ L2[0, 1] èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî
Ïàðñåâàëÿ

1∫
0

(f(x))2 dx =
∞∑
k=0

(ck[f ])2,

ãäå ck[f ] =
1∫

0

f(x)wk(x) dx.
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10.5 Îïåðàöèè íàä ðÿäàìè Ôóðüå-Óîëøà

Îòìåòèì ñíà÷àëà ïðîñòîå ïîëåçíîå ñîîòíîøåíèå.
Ëåììà 11. Åñëè n ∈ N0 , x ∈ [0, 1), òî

wn(x) = w2n(x/2).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ n âèäà (1) èìååì 2n =
∑m

k=1 nk2
k. Òàê êàê

rk(
x
2) = rk−1(x), òî ïî ôîðìóëå (2) ïîëó÷èì

w2n(x/2) =
m∏
k=1

(rk(x/2))nk =
m∏
k=1

(rk−1(x))nk = wn(x).

Ñëåäñòâèå. Åñëè x ∈ [0, 1/2), òî w2k(x) = wk(2x).
Ðàçëîæåíèå ôóíêöèè f(x) â ðÿä Ôóðüå ïî ñèñòåìå Óîëøà ñîñòîèò :

1) â âû÷èñëåíèè êîýôôèöèåíòîâ Óîëøà cn = cn[f ] =
1∫

0

f(x)wn(x) dx;

2) ôîðìàëüíîé çàïèñè ðÿäà
∞∑
n=0

cnwn(x).

Ïîýòîìó ïåðâûé ýòàï ðàçëîæåíèÿ ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê îïåðà-
öèþ ïåðåõîäà îò ôóíêöèè f(x) ê ïîñëåäîâàòåëüíîñòè êîýôôèöèåíòîâ
Ôóðüå-Óîëøà

f̂ = c = (c0, c1, c2, . . . , cn, . . .),

êîòîðóþ èíîãäà îøèáî÷íî íàçûâàþò ïðåîáðàçîâàíèåì (èëè äèñêðåòíûì
ïðåîáðàçîâàíèåì) Óîëøà.

Ýòîò ïåðåõîä îò f(x) ê f̂ îñóùåñòâëÿåòñÿ ïðèìåíåíèåì íåêîòîðîãî
îïåðàòîðà F : L[0, 1]→ s0, êîòîðûé ïðåîáðàçóåò ñóììèðóåìóþ ôóíêöèþ
â ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ñõîäÿùóþñÿ ê íóëþ (ñîãëàñíî óòâåðæäåíèþ 3).

Óêàæåì ñâîéñòâà äàííîãî îïåðàòîðà, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ òàêæå ñâîé-
ñòâàìè êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå-Óîëøà (ïîëàãàÿ f, g ∈ L[0, 1]). Îïåðàòîð-
íóþ ôîðìó çàïèñè óêàæåì â ñêîáêàõ.
1. Ëèíåéíîñòü.

Åñëè α, β ∈ R (èëè α, β ∈ C), òî

cn[α · f + β · g] = α · cn[f ] + β · cn[g]; (α̂f+βg = α · f̂ + β · ĝ).
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Äîêàçàòåëüñòâî î÷åâèäíî èç ëèíåéíîñòè îïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà.
2. Ñäâèã.

Åñëè fa(x) = f(xu a) åñòü ñäâèã ôóíêöèè f(x) íà ýëåìåíò a, òî

cn[fa] = cn[f ] · wn(a); (f̂a = f̂ × ŵ(a)).

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê êâàäðàò ëþáîé ôóíêöèè Óîëøà ðàâåí 1, òî

cn[fa] =

1∫
0

f(xu a)wn(x) dx =

1∫
0

f(xu a) · wn(x) · wn(a) dx · wn(a).

Âîñïîëüçóåìñÿ ìóëüòèïëèêàòèâíîñòüþ ïî àðãóìåíòó è èíâàðèàíòíîñòüþ
èíòåãðàëà îòíîñèòåëüíî ñäâèãà

cn[fa] =

1∫
0

f(xu a)wn(xu a) dx · wn(a) = cn[f ] · wn(a).

Ïðè îïåðàòîðíîé ôîðìå çàïèñè èñïîëüçóåòñÿ ôîðìàëüíîå îáîçíà÷å-
íèå ŵ(a) äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè çíà÷åíèé âñåõ ôóíêöèé Óîëøà â òî÷êå
a (íå ïðèíàäëåæàùàÿ s0 â ñëó÷àå äâîè÷íî-èððàöèîíàëüíîãî a) è îïå-
ðàöèÿ × ïîêîîðäèíàòíîãî ïåðåìíîæåíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, êîòîðàÿ
èñïîëüçóåòñÿ è â äàëüíåéøåì.

Ïî ôîðìóëå (6) ìîæíî çàïèñàòü wn(a) = (−1)(n,a) è ïðè ôèêñèðîâàí-
íîì a ñ ïåðåìåííûì n ðàññìàòðèâàòü wn(a) êàê õàðàêòåð ýëåìåíòà a èç
ãðóïïû ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé èç íóëåé è åäèíèö.
3. Óìíîæåíèå íà õàðàêòåð.

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå-Óîëøà ôóíêöèè, ïîëó-
÷åííîé óìíîæåíèåì f(x) íà ôóíêöèþ Óîëøà, åñòü ãðóïïîâîé ñäâèã ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòè êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå-Óîëøà ôóíêöèè

cn[f · wk] = cnuk[f ]; (f̂ · wk = (f̂)k).

Äîêàçàòåëüñòâî. Âîñïîëüçóåìñÿ ìóëüòèïëèêàòèâíîñòüþ ïî íîìåðó

cn[f · wk] =

1∫
0

f(x)wk(x)wn(x) dx =

1∫
0

f(x)wkun(x) dx = ckun[f ].
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Â îïåðàòîðíîé ôîðìå çàïèñè èñïîëüçîâàíî îáîçíà÷åíèå äëÿ ñäâèãà
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íà ÷èñëî k ∈ N.
4. Ñâåðòêà ôóíêöèé.

Êîýôôèöèåíò Ôóðüå-Óîëøà äâîè÷íîé ñâåðòêè ðàâåí ïðîèçâåäåíèþ
êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå-Óîëøà

cn[f ∗ g] = cn[f ] · cn[g]; (f̂ ∗ g = f̂ × ĝ).

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê f, g ∈ L[0, 1] è |wn(x)| = 1, òî ïî òåîðåìå
Ôóáèíè ìîæíî ïîìåíÿòü ïîðÿäîê èíòåãðèðîâàíèÿ

cn[f ∗g] =

1∫
0

(

1∫
0

f(xu t)g(t)dt)wn(x) dx =

1∫
0

g(t)(

1∫
0

f(xu t)wn(x) dx) dt.

Åñëè äîìíîæèì íà (wn(t)
2) = 1, òî ïîëó÷èì

cn[f ∗ g] =

1∫
0

g(t) · wn(t)(
1∫

0

f(xu t) · wn(x) · wn(t) dx) dt = cn[f ] · cn[g].

5. Ïðîèçâåäåíèå ôóíêöèé.

Åñëè f ∈ Lp[0, 1], g ∈ Lp′[0, 1], p > 1, 1
p + 1

p′ = 1, òî ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå-Óîëøà ïðîèçâåäåíèÿ ôóíêöèé åñòü
äâîè÷íàÿ ñâåðòêà ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå-Óîëøà
ôóíêöèé

cn[f · g] =
∞∑
k=0

cnuk[f ] · ck[g]; (f̂ · g = f̂ ∗ ĝ).

Äîêàçàòåëüñòâî. Â íàøèõ ïðåäïîëîæåíèÿõ f · g ∈ L[0, 1] ñîãëàñíî
íåðàâåíñòâó Ãåëüäåðà.

Èç ñõîäèìîñòè Sm(f, x) → f(x) â Lp[0, 1] ñëåäóåò ñëàáàÿ ñõîäèìîñòü
(òàê êàê g · wn ∈ Lp′[0, 1] )

lim
m→∞

1∫
0

Sm(f, x) · g(x) · wn(x) dx =

1∫
0

f(x) · g(x) · wn(x) dx.
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Äëÿ êîíå÷íîé ñóììû ïî ñâîéñòâó ëèíåéíîñòè èíòåãðàëà

1∫
0

(
m−1∑
k=0

ck[f ] · wk(x)) · g(x) · wn(x) dx =
m−1∑
k=0

ck[f ] ·
1∫

0

g(x) · wnuk(x) dx.

Åñëè ïåðåéòè ê ïðåäåëó ïðè m→∞, òî ïîëó÷èì

1∫
0

f(x) · g(x)wn(x) dx =
∞∑
k=0

ck[f ] · cnuk[g].

Î÷åâèäíî, ÷òî
∞∑
k=0

ck[f ] · cnuk[g] =
∞∑
k=0

cnuk[f ] · ck[g].

Ñëåäñòâèå. Åñëè f ∈ Lp[0, 1], g ∈ Lp′[0, 1], p > 1, 1
p + 1

p′ = 1, òî
ñïðàâåäëèâî îáîáùåííîå ðàâåíñòâî Ïàðñåâàëÿ

1∫
0

f(x)g(x) dx =
∞∑
k=0

ck[f ] · ck[g]
(

(f, g) = (f̂ , ĝ)
)
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âîçüìåì n = 0.

Çàìå÷àíèå. Äëÿ ñëó÷àÿ êðàéíèõ (p = 1, p = ∞) ïðîñòðàíñòâ äëÿ
âûïîëíåíèÿ äàííîãî óòâåðæäåíèÿ íåîáõîäèìî äîáàâèòü äîïîëíèòåëüíûå
óñëîâèÿ.

6. Ñæàòèå ôóíêöèè.

A. Åñëè f(x) ïåðèîäè÷åñêàÿ ñ ïåðèîäîì T = 1 è g(x) = f(2x) åñòü
ñæàòàÿ â äâà ðàçà ôóíêöèÿ, òî

c2n[g] = cn[f ], c2n+1[g] = 0.

B. Åñëè ñæàòèå ïðîèçâåäåíî òîëüêî íà åäèíè÷íîì îòðåçêå, òî åñòü

g(x) =

{
f(2x) ïðè x ∈ [0, 1

2),

0 ïðè x ∈ [1
2 , 1),

òî

c2n[g] = c2n+1[g] =
1

2
cn[f ].
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C. Äëÿ ñæàòèÿ ñî ñäâèãîì g(x) =

{
0 ïðè x ∈ [0, 1

2),

f(2x− 1) ïðè x ∈ [1
2 , 1)

èìååì

c2n[g] = −c2n+1[g] =
1

2
cn[f ].

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî ëåììå 11 èìååì

c2n[g] =

∫ 1

0

f(2x)w2n(x) dx = 2

∫ 1/2

0

f(2x)wn(2x) dx =

∫ 1

0

f(t)wn(t) dt.

Òàê êàê w2n+1(x) = w2n(x) · w1(x), òî c2n+1[g] =

=

∫ 1

0

f(2x)w2n+1(x) dx =

∫ 1/2

0

f(2x)w2n(x) dx−
∫ 1

1/2

f(2x)w2n(x) dx = 0.

Åñëè ôóíêöèÿ f ïðåäñòàâèìà â âèäå ðÿäà Óîëøà, òî âîçìîæíî áîëåå
êîðîòêîå äîêàçàòåëüñòâî ïóíêòà A:

g(x) =
∞∑
n=0

cn[f ] · wn(2x) =
∞∑
n=0

cn[f ] · w2n(x).

Òàê êàê w2n(x)+w2n+1(x) =

{
2w2n(x) ïðè x ∈ [0, 1

2),

0 ïðè x ∈ [1
2 , 1) ,

òî ðÿä
∞∑
n=0

cn[f ]·

(w2n(x) + w2n+1(x)) åñòü ðàçëîæåíèå ôóíêöèè èç ïóíêòà B.
Ôóíêöèÿ èç ïóíêòà C åñòü ñäâèã íà 1

2 ôóíêöèè èç ïóíêòà B. Òðå-
áóåìîå ñîîòíîøåíèå âûòåêàåò èç ðàâåíñòâ w2n(

1
2) = 1, w2n+1(

1
2) = −1

ïðèìåíåíèåì ïóíêòà 2.
Ñëåäñòâèå. À. Ïðè ìíîãîêðàòíîì ñæàòèè ôóíêöèè ïåðèîäà T = 1

ïî ôîðìóëå g(x) = f(2mx) ïðîèñõîäèò êðàòíîå ïðîðåæèâàíèå ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòè êîýôôèöèåíòîâ:
c2m·n[g] = cn[f ], îñòàëüíûå ck[g] ðàâíû íóëþ.
B. Ïðè ìíîãîêðàòíîì ñæàòèè íà îòðåçêå [0, 1) ïî ôîðìóëå

g(x) =

{
f(2mx) ïðè x ∈ 40

m,

0 ïðè x ∈ [2−m, 1)

ïðîèñõîäèò äðîáëåíèå êîýôôèöèåíòîâ:

ck·2m[g] = ck·2m+1[g] = . . . = ck·2m+1−1[g] =
1

2m
ck[f ]; . . . .
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C. Ïðè ìíîãîêðàòíîì ñæàòèè ñî ñäâèãîì ïî ôîðìóëå

g(x) =

{
f(2mx− k) ïðè x ∈ 4k

m,

0 ïðè x ∈ [0, 1) \ 4k
m

ïðîèñõîäèò äðîáëåíèå êîýôôèöèåíòîâ ñ ðàññòàíîâêîé çíàêîâ:

cn·2m+i[g] =
1

2m
· cn[f ] · wi

(
k

2m

)
, 0 ≤ i, k < 2m.

7. Ïðîåêòèðîâàíèå.

Ïðè ïðîåêòèðîâàíèè ôóíêöèè f(x) íà èíòåðâàë m-ãî ðàíãà ïî ôîð-
ìóëå

g(x) =

{
f(x) ïðè x ∈ 4k

m, 0 ≤ k < 2m,

0 ïðè x ∈ [0, 1) \ 4k
m

ïðîèñõîäèò ïðåîáðàçîâàíèå êîýôôèöèåíòîâ ïà÷êè ïî ôîðìóëå

cr·2m+i[g] = aik ·
1

2m
·

2m−1∑
j=0

cr·2m+j[f ] · ajk,

ãäå

ajk = wk(
i

2m
) = wi(

k

2m
), 0 ≤ i < 2m.

Â ÷àñòíîñòè: ïðè k = 0, m = 1 èìååì

c0[g] = c1[g] =
1

2
(c0[f ] + c1[f ]); c2[g] = c3[g] =

1

2
(c2[f ] + c3[f ]), . . . ;

ïðè k = 1, m = 1 èìååì

c0[g] = −c1[g] =
1

2
(c0[f ]− c1[f ]); c2[g] = −c3[g] =

1

2
(c2[f ]− c3[f ]), . . . ;

ïðè k = 0 èìååì

c0[g] = . . . = c2m−1[g] =
1

2m
(c0[f ] + . . .+ c2m−1[f ]);

cr·2m[g] = . . . = c(r+1)2m−1[g] =
1

2m
(cr·2m[f ] + . . .+ c(r+1)2m−1[f ]); . . . .
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ââåäåì õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ ôóíêöèþ èíòåðâàëà

Ikm(x) =

{
1 ïðè x ∈ 4k

m,

0 ïðè x ∈ [0, 1) \ 4k
m.

Òîãäà g(x) = f(x) · Ikm(x). Ôóíê-

öèþ Ikm(x) îïðåäåëèì êàê ñäâèã íà ýëåìåíò k
2m ñæàòîãî ïî âåðòèêàëè ÿäðà

Äèðèõëå èç ëåììû Ïýëè:

Ikm(x) =

(
1

2m
D2m(x)

)
k

2m

.

Âîñïîëüçóåìñÿ ïóíêòàìè 1 è 2 (ãäå × åñòü ââåäåííàÿ â ïóíêòå 2 îïå-
ðàöèÿ ïîêîîðäèíàòíîãî óìíîæåíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé):

Îkm =
1

2m
(1, 1, ..., 1, 0, 0, ...)× (a0k, a1k, ...) =

1

2m
(a0k, a1k, ..., a2m−1 k, 0, 0, ...),

ãäå aik = wi(
k

2m ). Ïî ïóíêòó 6 ïîëó÷àåì ĝ = f̂ ∗ Îkm èëè

cn[g] =
∞∑
i=0

ci[f ] · cnui[Ikm] =
∞∑
s=0

2m−1∑
j=0

cs2m+j[f ] · c(s2m+j)un[I
k
m].

Òàê êàê â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Îkm òîëüêî ïåðâûå 2m êîîðäèíàò îòëè÷íû
îò íóëÿ, òî ïðè n = r2m + i, i < 2m, ïîëó÷àåì ((s2m + j)u n) < 2m ïðè
óñëîâèè s = r. Çíà÷èò

cr2m+i[g] =
2m−1∑
j=0

cr2m+j[f ] · cjui[Ikm].

Çàìåòèì, ÷òî ajui k = wjui(
k

2m ) = wj(
k

2m )wi(
k

2m ) = ajkaik. Ïîýòîìó

cr2m+i[g] =
1

2m

2m−1∑
j=0

cr2m+j[f ] · ajkaik.

8. Øèðîêîå ïðîåêòèðîâàíèå.

Ïðè ïðîåêòèðîâàíèè ïî ôîðìóëå g(x) =

{
f(x), åñëè x ∈ [0, k

2m ),
0 , åñëè x ∈ [ k2m , 1),

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå-Óîëøà ïîëó÷åííîé ôóíêöèè
ðàâíà ñâåðòêå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå-Óîëøà èñ-
õîäíîé ôóíêöèè ñ ôèíèòíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ çíà÷åíèé äðîáíîãî
ÿäðà Äèðèõëå

ĝ = f̂ ∗ D̃ k
2m
.
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Â ôîðìóëèðîâêå óòâåðæäåíèÿ ïîÿâèëîñü íîâîå ïîíÿòèå äðîáíîå ÿäðî
Äèðèõëå, êîòîðîå îïðåäåëèì êàê ÿäðî Äèðèõëå ñ äâîè÷íî-ðàöèîíàëüíûì
(äðîáíûì) íîìåðîì â öåëî÷èñëåííûõ òî÷êàõ i (0 ≤ i ≤ 2m − 1) ðàâåí-
ñòâîì

D k
2m

(i) :=
1

2m
Dk

(
i

2m

)
.

Ê îáîñíîâàíèþ ýòîãî ïîíÿòèÿ îáðàòèìñÿ â ñëåäóþùåì ïàðàãðàôå è â
ãë. 15. Äðîáíîìó ÿäðó Äèðèõëå D k

2m
ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå ôèíèòíóþ

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü D̃ k
2m
, ïåðâûå 2m êîîðäèíàò êîòîðîé ñîâïàäàþò ñî

çíà÷åíèÿìè D k
2m

(i) äëÿ íîìåðà êîîðäèíàòû i, à îñòàëüíûå êîîðäèíàòû
ðàâíû íóëþ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê g(x) = f(x)I[0, k2m )(x), òî ïî ï. 5 ïîëó÷àåì

ĝ = f̂ ∗ Î[0, k2m ). Õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ èíòåðâàëà [0, k
2m ) êàê ñóììà

ñäâèãîâ ñæàòîãî ïî âåðòèêàëè ÿäðà Äèðèõëå, âçÿòîãî èç ëåììû Ïýëè,
ðàâíÿåòñÿ

I[0, k2m )(x) =
1

2m

k−1∑
j=0

2m−1∑
i=0

wi(
j

2m
)wi(x).

Ïîìåíÿåì ïîðÿäîê ñóììèðîâàíèÿ ñ ó÷åòîì ñèììåòðèè aij = aji:

I[0, k2m )(x) =
1

2m

2m−1∑
i=0

wi(x)
k−1∑
j=0

wj(
i

2m
) =

1

2m

2m−1∑
i=0

Dk(
i

2m
)wi(x).

Óñòàíîâèëè, ÷òî Î[0, k2m ) = D̃ k
2m
.

8. Èíòåãðèðîâàíèå.

Åñëè 0 < k < 2m, òî îïðåäåëåííûé èíòåãðàë ïî äâîè÷íî-ðàöèîíàëüíîé
ñåòêå âû÷èñëÿåòñÿ

k
2m∫

0

f(x) dx = (f̂ , D̃ k
2m

)

êàê ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå-
Óîëøà íà ôèíèòíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü çíà÷åíèé äðîáíîãî ÿäðà Äè-
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ðèõëå. Åñëè f ∈ Lp[0, 1], p > 1, òî ïðè t ∈ [0, 1) âåðíà è îáùàÿ ôîðìóëà∫ t

0

f(x)dx = (f̂ , D̃t),

ãäå D̃t � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü çíà÷åíèé îáîáùåííîãî ÿäðà Äèðèõëå, êî-
òîðîå ðàññìîòðèì â ãëàâå ïðåîáðàçîâàíèå Óîëøà.

Äîêàçàòåëüñòâî ïåðâîé ôîðìóëû âûòåêàåò äëÿ g(x) èç ïðåäûäóùåãî

ïóíêòà èç ñîîòíîøåíèé c0[g] =

k
2m∫
0

f(x) dx è ĝ = f̂ ∗ D̃ k
2m

. Îáùèé

ñëó÷àé äîêàæåì â ãëàâå "Ïðåîáðàçîâàíèå Óîëøà".

10.6 ßäðî Äèðèõëå

Ðàññìîòðèì áîëåå ïîäðîáíî ñâîéñòâà ÿäðà Äèðèõëå ïî ñèñòåìå Óîë-

øà, êîòîðîå îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé Dn(t) =
n−1∑
k=0

wk(t).

Íàëè÷èå èíòåãðàëüíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ (7) ÷àñòíîé ñóììû â âèäå ñâåðò-
êè ñ ÿäðîì Äèðèõëå è ôîðìóëû (8) äëÿ îòêëîíåíèÿ ÷àñòíîé ñóììû ïîç-
âîëÿåò âûâîäèòü ñâîéñòâà ðÿäîâ ïî ñèñòåìå Óîëøà èç ñâîéñòâ ÿäðà Äè-
ðèõëå.
Ëåììà 12 (ÿäðî Äèðèõëå ñ ÷åòíûì íîìåðîì).Äëÿ ëþáîãî n ∈ N

âåðíî

D2n(x) =

{
2Dn(2x) , åñëè x ∈ [0, 1/2),

0 , åñëè x ∈ [1/2 , 1).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî óòâåðæäåíèþ 2 èìååì w2k+1 = w2k · w1. Ñëåäî-
âàòåëüíî, ïðèìåíÿÿ ëåììó 11, èìååì w2k+1(x) = w2k(x) = wk(2x) ïðè
x ∈ [0, 1/2) è w2k+1(x) + w2k(x) = 0 ïðè x ∈ [1/2 , 1). Ïîýòîìó

D2n(x) =
n−1∑
k=0

(w2k(x) +w2k+1(x)) =

{
2
∑n−1

k=0 wk(2x) , åñëè x ∈ [0, 1/2),

0 , åñëè x ∈ [1/2, 1).

Ñëåäñòâèå. Âåðíî D2kn(x) =

{
2kDn(2

kx), åñëè x ∈ ∆0
k,

0, åñëè x ∈ [1/2k, 1),
÷òî ïðè n = 1 äàåò ëåììó Ïýëè.
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Êàê îáðàùåíèå äàííîãî ñëåäñòâèÿ ïîëó÷àåì îïðåäåëåíèå ÿäðà Äèðè-
õëå ñ äðîáíûì íîìåðîì (äðîáíîå ÿäðî Äèðèõëå):

D k
2n

(x) =
1

2n
·Dk

( x
2n

)
,

ãäå x ∈ [0, 2n), 0 ≤ k ≤ 2n − 1. Ïðè x ≥ 2n ïîëàãàåì D k
2n

(x) = 0.
ßäðî Äèðèõëå Dk åñòü ñòóïåí÷àòàÿ ôóíêöèÿ, êîòîðàÿ ïðè k ≤ 2n− 1

îïðåäåëÿåòñÿ 2n çíà÷åíèÿìè. Ôèíèòíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü çíà÷åíèé
äðîáíîãî ÿäðà Äèðèõëå, ïåðâûå 2n êîîðäèíàò êîòîðîé (íåíóëåâûå êîîðäè-
íàòû) ðàâíû çíà÷åíèÿì ôóíêöèè D k

2m
(x) íà öåëî÷èñëåííûõ èíòåðâàëàõ

(di = D k
2m

(i)), áóäåì îáîçíà÷àòü D̃ k
2n
.

Ëåììà 13 (ÿäðî Äèðèõëå ñ íå÷åòíûì íîìåðîì). Äëÿ ëþáîãî
n ∈ N0 âåðíî

D2n+1(x) =

{
Dn(2x) +Dn+1(2x) , åñëè x ∈ [0, 1/2),

w2n(x) , åñëè x ∈ [1/2 , 1).

Äîêàçàòåëüñòâî. Çíà÷åíèÿ ÿäåð Dn(x) è Dn+1(x) â êàæäîé òî÷êå x
ðàçëè÷àþòñÿ íà 1. Çíà÷èò ïî ëåììå 12 ïðè x ∈ [0, 1/2) çíà÷åíèÿ D2n(x)
è D2n+2(x) ðàçëè÷àþòñÿ íà 2 è ñëåäîâàòåëüíî

D2n+1(x) =
1

2
(D2n(x) +D2n+2(x)) = Dn(2x) +Dn+1(2x).

Åñëè x ∈ [1/2 , 1), òî ïî ëåììå 12 ïîëó÷èì

D2n+1(x) = D2n(x) + w2n(x) = w2n(x). �

Ââåäåì ïîíÿòèå ñðåçêè ÷èñëà n =
∑∞

k=1 nk · 2k−1 ôîðìóëîé

[n]i = n1 · 20 + n2 · 21 + ...+ ni · 2i−1, (10)

êîòîðóþ ìîæíî çàïèñàòü â äâîè÷íîé ñèñòåìå ñ÷èñëåíèÿ nini−1 . . . n2n1

êàê i ìëàäøèõ ðàçðÿäîâ ÷èñëà n. Ñëåäóþùèå ñâîéñòâà ñðåçêè î÷åâèäíû:
1) [n]i = n ïðè i ≥ m, ãäå 2m−1 ≤ n < 2m;
2) 0 ≤ [n]i ≤ 2i − 1;
3) 2[n]i−1 = [2n]i;
4) åñëè n ÷åòíîå, òî [n]i−1 + [n+ 1]i−1 = [2n+ 1]i .
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Ïðè äîêàçàòåëüñòâå ïîñëåäíèõ äâóõ ñâîéñòâ èñïîëüçóåòñÿ ñëåäóþùåå
íàáëþäåíèå. Ïåðåõîä îò ÷èñëà n, ïðåäñòàâëåííîãî â äâîè÷íîé ñèñòåìå
ñ÷èñëåíèÿ, ê ÷èñëàì 2n è 2n+1 åñòü ñäâèã íà îäíó ïîçèöèþ âñåõ ðàçðÿäîâ
è äîáàâëåíèå â ìëàäøåì ðàçðÿäå çíàêà 0 â ñëó÷àå 2n èëè äîáàâëåíèå â
ìëàäøåì ðàçðÿäå çíàêà 1 â ñëó÷àå ÷èñëà 2n+ 1.

Ââåäåì îòêëîíåíèÿ ÷èñëà n ôîðìóëîé (êàê ìèíèìóì èç äâóõ ÷èñåë)

< n >i= min ( [n]i , 2i − [n]i ), (11)

êîòîðîå íàçîâåì îòêëîíåíèåì i-ãî ðàíãà.
Çàìå÷àíèå. Ïðåäñòàâëåíèå îòêëîíåíèÿ i-ãî ðàíãà â âèäå i-çíà÷íîãî

äâîè÷íîãî ÷èñëà ñîäåðæèò 0 â i-ì (ñòàðøåì) ðàçðÿäå (ïåðâûé ïóíêò ñëå-
äóþùåé ëåììû). Îòêëîíåíèå ðàâíî ñðåçêå, åñëè â ñòàðøåì ðàçðÿäå ñðåç-
êè ñòîèò ÷èñëî 0 (ni = 0). Åñëè æå â ñòàðøåì ðàçðÿäå ñðåçêè ñòîèò
÷èñëî 1 (ni = 1), òî äâîè÷íîå ïðåäñòàâëåíèå îòêëîíåíèÿ ïîëó÷àåòñÿ èç
äâîè÷íîãî ÷èñëà nini−1 . . . n2n1 ïî èçâåñòíîìó â èíôîðìàòèêå ïðàâèëó
ïîñòðîåíèÿ äîïîëíèòåëüíîãî êîäà: âñå ðàçðÿäû èíâåðòèðóþòñÿ è äîáàâ-
ëÿåòñÿ 1.
Ëåììà 14 (ñâîéñòâà îòêëîíåíèÿ).

1. Âåëè÷èíà < n >i íå ïðåâîñõîäèò 2i−1.
2. Îòêëîíåíèå âûðàæàåòñÿ ÷åðåç îòêëîíåíèå ÷èñåë ïðåäûäóùåé ïà÷êè
ïðåäûäóùåãî ðàíãà, à èìåííî:
äëÿ ÷åòíûõ ÷èñåë < 2n >i= 2· < n >i−1,
äëÿ íå÷åòíûõ ÷èñåë < 2n+ 1 >i=< n >i−1 + < n+ 1 >i−1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïåðâîå óòâåðæäåíèå âûòåêàåò èç îïðåäåëåíèÿ îò-
êëîíåíèÿ.

Âòîðîå óòâåðæäåíèå äëÿ ÷åòíûõ ÷èñåë òîæå î÷åâèäíî ïî ñâîéñòâàì
ñðåçêè:

< 2n >i= min([2n]i, 2
i−[2n]i) = min(2[n]i−1, 2(2i−1−[n]i−1)) = 2·< n >i−1 .

Äîêàæåì óòâåðæäåíèå: [n]i−1+[n+1]i−1 = [2n+1]i, åñëè [n]i−1 6= 2i−1,
êîòîðîå óñòàíîâëåíî â ñëó÷àå ÷åòíîãî n.

Åñëè n íå÷åòíîå è [n]i−1 îòëè÷àåòñÿ îò ìàêñèìàëüíî âîçìîæíîãî, òî
îáîçíà÷èì k íîìåð ìëàäøåãî íóëåâîãî ðàçðÿäà; òî åñòü k < i − 1 òà-
êîå, ÷òî n1 = n2 = ... = nk−1 = 1, nk = 0 â ôîðìóëå (1) äëÿ n.
Èòàê, â äâîè÷íîé ñèñòåìå ñ÷èñëåíèÿ ÷èñëà [n]i−1 è [n+ 1]i−1 èìåþò âèä
ni−1 . . . nk+1011 . . . 1 è ni−1 . . . nk+1100 . . . 0 ñîîòâåòñòâåííî.
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Ñëîæåíèå äâóõ òàêèõ ÷èñåë â äâîè÷íîé ñèñòåìå ñ÷èñëåíèÿ îñóùåñòâ-
ëÿåòñÿ ïî ïðàâèëó, êîòîðîå ìîæíî ïðîèëëþñòðèðîâàòü ñëåäóþùåé ñõå-
ìîé

a b c d e f 0 1 1 1 1
a b c d e f 1 0 0 0 0

a b c d e f 0 1 1 1 1 1

Òî åñòü ïåðåõîä îò ÷èñëà [n]i−1 ê ñóììå îñóùåñòâèëè ïî ïðàâèëó: ñäâèíó-
ëè âñå ðàçðÿäû íà îäíó ïîçèöèþ âëåâî è ïîìåñòèëè 1 â îáðàçîâàâøåìñÿ
ìëàäøåì ðàçðÿäå. Òàê æå îñóùåñòâëÿåòñÿ ïåðåõîä îò ÷èñëà [n]i−1 ê ÷èñëó
[2n+ 1]i.

Îòñþäà ïîëó÷àåì ïîñëåäíåå óòâåðæäåíèå äëÿ îòêëîíåíèé:
åñëè [n]i−1 < 2i−2, òî
< n >i−1 + < n + 1 >i−1= [n]i−1 + [n + 1]i−1 = [2n + 1]i =< 2n + 1 >i;
åñëè 2i−2 ≤ [n]i−1 < 2i−1 − 1 , òî
< n >i−1 + < n+ 1 >i−1= (2i−1 − [n]i−1) + (2i−1 − [n+ 1]i−1) =
= 2i − [2n+ 1]i =< 2n+ 1 >i;
åñëè [n]i−1 = 2i−1 − 1 , òî íåïîñðåäñòâåííûì âû÷èñëåíèåì ïîëó÷àåì
< n >i−1= 1 , < n+ 1 >i−1= 0 , < 2n+ 1 >i= 1. �
Òåîðåìà 4 ( ÿâíûé âèä ìîäóëÿ ÿäðà Äèðèõëå).
Äëÿ âñåõ x ∈ (0, 1) âåðíî

|Dn(x)| =< n >k,

ãäå íàòóðàëüíîå k îïðåäåëÿåòñÿ èç óñëîâèÿ x ∈ ∆1
k = [ 1

2k
, 2

2k
).

Äîêàçàòåëüñòâî ìåòîäîì ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè ïî k.
Òàê êàê (0, 1) =

⋃∞
m=1 ∆1

m, òî äëÿ ëþáîãî x ∈ (0, 1) íàéäåòñÿ íàòó-
ðàëüíîå k ðàâíîå ðàíãó èíòåðâàëà ñ íîìåðîì 1, ñîäåðæàùåìó x.

Åñëè x ∈ ∆1
1 = [1

2 , 1) , òî |D2n(x)| = 0 , |D2n+1(x)| = 1 , ÷òî ñîîòâåò-
ñòâóåò |Dn(x)| =< n >1. Áàçà èíäóêöèè äîêàçàíà.

Ïóñòü èçâåñòíî, ÷òî |Dm(y)| =< m >k−1 ïðè y ∈ ∆1
k−1. Äëÿ ïðîèç-

âîëüíîãî x ∈ ∆1
k èìååì 2x ∈ ∆1

k−1 è |Dm(2x)| =< m >k−1 ïðè âñåõ
m ∈ N. Ïðèìåíèì ýòî ñîîòíîøåíèå ïðè m = n, m = n + 1, m = 2n + 1.
Ïî ñâîéñòâàì îòêëîíåíèÿ ïîëó÷àåì: äëÿ ÷åòíûõ íîìåðîâ ïî ëåììå 12
|D2n(x)| = 2|Dn(2x)| = 2· < n >k−1=< 2n >k ;
è äëÿ íå÷åòíûõ íîìåðîâ ïî ëåììå 13 (ó÷èòûâàÿ ñîâïàäåíèå çíàêîâ ÿäåð
Äèðèõëå) è ïî ëåììå 14 |D2n+1(x)| = |Dn(2x) +Dn+1(2x)| =
=< n >k−1 + < n+ 1 >k−1=< 2n+ 1 >k. �
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Ââåäåì ôóíêöèþ

h(x) = 2m ïðè x ∈ ∆1
m+1 , m ∈ N0. (12)

Èç òåîðåìû 4 ïî ïåðâîìó ñâîéñòâó îòêëîíåíèÿ âûâîäèì
Ñëåäñòâèå. Ôóíêöèÿ h(x) íà (0, 1) ÿâëÿåòñÿ òî÷íîé ìàæîðàíòîé

ÿäðà Äèðèõëå
|Dn(x)| ≤ h(x).

Òî, ÷òî ìàæîðàíòà òî÷íàÿ, âûòåêàåò èç ëåììû Ïýëè.
Óòâåðæäåíèå 6 (âûâîä î ïîâåäåíèå ìîäóëÿ ÿäðà Äèðèõëå).
Â ëþáîé ôèêñèðîâàííîé òî÷êå x ∈ (0, 1) çíà÷åíèå ìîäóëÿ ÿäðà Äèðè-

õëå |Dn(x)| êàê ôóíêöèÿ öåëî÷èñëåííîãî àðãóìåíòà n ñ øàãîì 1 ðàñòåò
îò ôóíêöèè e(x) ≡ 0 äî ôóíêöèè h(x) è îáðàòíî óáûâàåò îò h(x) äî
e(x), òî åñòü ñîâåðøàåò ïåðèîäè÷åñêèå êîëåáàíèÿ ñ ðàâíîìåðíîé ñêî-
ðîñòüþ ðàâíîé 1.

Ïîäòâåðæäåíèå ñôîðìóëèðîâàííîãî óòâåðæäåíèÿ ñîäåðæèòñÿ â ñëå-
äóþùåé ôîðìóëå ñàìîïîäîáèÿ ñèñòåìû Óîëøà, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ óòî÷-
íåíèåì ëåììû 7 (çäåñü k < 2m−1):

D2m−1+k(x) =


2m−1 + k , åñëè x ∈ ∆0

m = [0, 2−m),

2m−1 − k , åñëè x ∈ ∆1
m = [2−m, 2−m+1),

w2m−1(x) ·Dk(x), åñëè x ∈ [2−m+1, 1).

(13)

Ñëåäñòâèåì ýòîé ôîðìóëû ñëóæèò
Óòâåðæäåíèå 7. Åñëè k < 2m, òî Ds·2m+k(x) = ws·2m(x) ·Dk(x) ïðè

x ∈ [2−m, 1).
Ëåììà 15 (ðåêóððåíòíàÿ ôîðìóëà âû÷èñëåíèÿ íîðì ÿäðà

Äèðèõëå). Åñëè k < 2m, òî

||D2m+k(·)||pp =
(2m + k)p + (2m − k)p

2m+1
− kp

2m
+ ||Dk(·)||pp.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç (13) ïîëó÷àåì ||D2m+k(·)||pp =

= (2m + k)p2−m−1 + (2m − k)p2−m−1 −
∫ 2−m

0

|Dk(x)|p dx+

∫ 1

0

|Dk(x)|p dx
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è ïîäñòàâëÿåì Dk(x) = k ïðè x ∈ [0, 2−m). �

Çàäà÷à íà ýêñòðåìóì. Äëÿ ôóíêöèé f(x) = (1+x)p+(1−x)p

2 − xp è
g(x) = (1 + x)p−1 − xp−1 ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî íà [0, 1] âûïîëíÿþòñÿ íåðà-
âåíñòâà

f(x) ≥ g(x) ïðè 1 < p < 2, f(x) ≤ g(x) ïðè p > 2,

ãäå ðàâåíñòâî äîñòèãàåòñÿ òîëüêî íà êîíöàõ îòðåçêà: f(0) = g(0) = 1,
f(1) = g(1) = 2p−1 − 1 (èñêëþ÷åíèå äëÿ ñëó÷àÿ p = 2). Ñôîðìóëèðó-
åì ýêñòðåìàëüíóþ çàäà÷ó, êîòîðóþ ìîæíî ðåøèòü ÷èñëåííûì ìåòîäîì.
Íàéòè ôóíêöèè:

A(p) = inf{ C | g(x) ≤ Cp · f(x) äëÿ âñåõ x ∈ [0, 1]} ïðè 1 < p < 2,

a(p) = sup{ C | g(x) ≥ Cp · f(x) äëÿ âñåõ x ∈ [0, 1]} ïðè p > 2.

Åñëè 1, 5 < p < 2, òî A(p) < 2 ; åñëè p→ 1, òî A(p)→∞. Åñëè p > 2,
òî a(p) > 0, 7 è a(p)→ 1 ïðè p→∞.

Ðåøåíèå ýòîé ýêñòðåìàëüíîé çàäà÷è èñïîëüçóåòñÿ â ñëåäóþùåé òåî-
ðåìå, ãäå p′ ñîïðÿæåííûé èíäåêñ ê p: 1

p + 1
p′ = 1.

Òåîðåìà 5. Âåðíû ñëåäóþùèå îöåíêè íîðì ÿäåð Äèðèõëå.

1. Åñëè 1 < p < 2 , òî n
1
p′ ≤ ||Dn(·)||p < A(p) · n

1
p′ ,

ïðè÷åì ëåâîå íåðàâåíñòâî îáðàùàåòñÿ â ðàâåíñòâî òîëüêî ïðè n = 2m.

2. ||Dn(·)||2 =
√
n.

3. Åñëè p > 2, òî: a) a(p) · n
1
p′ < ||Dn(·)||p ≤ n

1
p′ ,

ïðè÷åì ïðàâîå íåðàâåíñòâî îáðàùàåòñÿ â ðàâåíñòâî òîëüêî ïðè n = 2m;

b) ||Dn(·)||p < ||Dn+1(·)||p äëÿ âñåõ n.

Ïîñëåäíåå ñîîòíîøåíèå òåîðåìû óêàçûâàåò íà ìîíîòîííîñòü âåëè÷èí
||Dn||p ïðè p ≥ 2, êîòîðûå ïðè p = 1 îáëàäàþò ïðîòèâîïîëîæíûì ñâîé-
ñòâîì: ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {Ln} (êîíñòàíò Ëåáåãà, êîòîðûå ââîäèì â ñëå-
äóþùåì ïàðàãðàôå) çóá÷àòàÿ, òàê êàê ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {Ln − Ln−1}
çíàêî÷åðåäóþùàÿñÿ. Íî è äëÿ äðóãèõ 1 ≤ p < 2 ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
{||Dn||p} íå ÿâëÿåòñÿ ìîíîòîííîé. Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ ëþáîãî 1 ≤ p < 2
ñóùåñòâóåò m òàêîå, ÷òî ||D2m−1||p > ||D2m||p.

Ïåðåéäåì ê áîëåå ïîäðîáíîìó ðàññìîòðåíèþ ñëó÷àÿ p = 1.
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10.7 Êîíñòàíòû Ëåáåãà

Îïðåäåëåíèå 2. Èíòåãðàë îò ìîäóëÿ ÿäðà Äèðèõëå

Ln =

∫ 1

0

|Dn(x)| dx

íàçûâàåòñÿ êîíñòàíòîé Ëåáåãà äëÿ ñèñòåìû Óîëøà-Ïýëè.
Ëåììà 16. Äëÿ íîìåðà n, çàïèñàííîãî â âèäå (3), ñïðàâåäëèâà ôîð-

ìóëà Ôàéíà äëÿ êîíñòàíò Ëåáåãà

Ln = ν −
∑

1≤i<j≤ν
2εi−εj .

Äîêàçàòåëüñòâî ìåòîäîì ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè ïî äëèíå çàïèñè
÷èñëà.

Áàçà èíäóêöèè L2n = 1 âûòåêàåò èç ëåììû Ïýëè. Ïîëàãàåì ñïðàâåä-
ëèâîñòü ôîðìóëû äëÿ k = n−2εν = n−2m−1 (òî åñòü äëÿ ÷èñëà k äëèíû
ν − 1):

Lk = (ν − 1)−
∑

1≤i<j≤ν−1

2εi−εj .

Ëåììà 15 ïðè p = 1 (ãäå îáîçíà÷èëè n = 2m−1 + k) ïðèíèìàåò ïðîñòîé
âèä

Ln = 1− k

2m−1
+ Lk.

Ñëåäîâàòåëüíî,

Ln = 1 + (ν − 1)−
∑

1≤i<j≤ν−1

2εi−εj −
ν−1∑
l=1

2εl−εν = ν −
∑

1≤i<j≤ν
2εi−εj .

Ëåììà 17. Ñïðàâåäëèâû ðåêóððåíòíûå ñîîòíîøåíèÿ Ôàéíà{
L2n = Ln ,

L2n+1 = 1
2(Ln + Ln+1 + 1) .

Äîêàçàòåëüñòâî. Êàê ñëåäñòâèå ëåììû 12 ïîëó÷àåì

L2n =

∫ 1

0

|D2n(x)| dx =

∫ 1/2

0

2|Dn(2x)| dx =

∫ 1

0

|Dn(x)| dx = Ln.
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Â ñëó÷àå íå÷åòíîãî íîìåðà ïðèìåíèì ëåììó 13 è óòâåðæäåíèå î òîì, ÷òî
â îäíîé è òîé æå òî÷êå 2x âåëè÷èíû Dn è Dn+1, ðàçëè÷àþùèåñÿ íà 1, íå
ìîãóò ïðèíèìàòü çíà÷åíèÿ ñ ïðîòèâîïîëîæíûìè çíàêàìè:

L2n+1 =

∫ 1/2

0

|Dn(2x) +Dn+1(2x)| dx+

∫ 1

1/2

|w2n(x)| dx =

=

∫ 1/2

0

|Dn(2x)| dx+

∫ 1/2

0

|Dn+1(2x)| dx+

∫ 1

1/2

dx =
1

2
Ln +

1

2
Ln+1 +

1

2
.�

Èç ñôîðìóëèðîâàííîãî â êîíöå ïðåäûäóùåãî ïàðàãðàôà âûâîäà î ïî-
âåäåíèè ìîäóëÿ ÿäðà Äèðèõëå âûòåêàåò
Ëåììà 18 (ñèììåòðèè). Êîíñòàíòû Ëåáåãà ñèììåòðè÷íû âíóòðè

ïà÷êè:
L2n−1+k = L2n−k

äëÿ âñåõ 0 ≤ k < 2n−1.
Ëåììó ñèììåòðèè òàêæå ëåãêî äîêàçàòü ìåòîäîì ìàòåìàòè÷åñêîé èí-

äóêöèè ÷åðåç ðåêóððåíòíûå ñîîòíîøåíèÿ Ôàéíà.
Äâå ïîñëåäíèå ëåììû ïîìîãàþò èçîáðàçèòü çíà÷åíèÿ êîíñòàíò Ëåáå-

ãà, ñãðóïïèðîâàâ èõ ïî ïà÷êàì. Íà ðèñ. 10.2 íå ïîêàçàíà ãîðèçîíòàëüíàÿ
îñü, òàê êàê íîìåðà êîíñòàíò Ëåáåãà äëÿ ïà÷êè, êîòîðûå ñëåäîâàëî áû îò-
ìåòèòü íà ýòîé îñè, ìåíÿþòñÿ îò ïà÷êè ê ïà÷êå. Íà ðèñ. 10.2 : òðè íèæíèå
òî÷êè óêàçûâàþò êîíñòàíòû Ëåáåãà ïåðâîé ïà÷êè � L2, L3, L4; ïÿòü íèæ-
íèõ òî÷åê óêàçûâàþò êîíñòàíòû Ëåáåãà âòîðîé ïà÷êè � L4, L5, L6, L7, L8;
äåâÿòü íèæíèõ òî÷åê óêàçûâàþò êîíñòàíòû Ëåáåãà òðåòüåé ïà÷êè � îò
L8 äî L16. Çíà÷åíèÿ êîíñòàíò Ëåáåãà ÷åòâåðòîé ïà÷êè, òî åñòü ñ íîìå-
ðàìè îò 16 äî 32, íà ðèñ. 10.2 óêàçàíû ïîñëåäîâàòåëüíî â óãëàõ íèæíåé
ëîìàííîé ëèíèè. Äëÿ ñëåäóþùåé ïà÷êè (íîìåðà îò 32 äî 64) êîíñòàí-
òû Ëåáåãà ñ ÷åòíûìè íîìåðàìè íà ðèñóíêå îñòàëèñü íà òåõ æå ìåñòàõ è
äîáàâëåíû êîíñòàíòû Ëåáåãà ñ íå÷åòíûìè íîìåðàìè (ñðåäíÿÿ ëîìàíàÿ
ëèíèÿ). Â óãëàõ âåðõíåé ëîìàíîé ëèíèè îòìå÷åíû êîíñòàíòû Ëåáåãà ñ
íîìåðàìè îò 64 äî 128.

Èññëåäóåì ïîâåäåíèå êîíñòàíò Ëåáåãà ïî ïà÷êàì. Íàïîìíèì îáîçíà-
÷åíèå ïà÷êè ]m[= {2m, 2m + 1, . . . , 2m+1 − 1}. Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ: tm
äëÿ òî÷êè ìàêñèìóìà êîíñòàíòû Ëåáåãà â ïà÷êå, Am äëÿ ìàêñèìàëüíîãî
çíà÷åíèÿ, òî åñòü

Am = Ltm = max
n∈]m[

Ln.
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Ðèñ. 10.2: Êîíñòàíòû Ëåáåãà äëÿ òðåõ ïà÷åê: íèæíÿÿ ëèíèÿ äëÿ íîìåðîâ îò 16 äî 32,

ñðåäíÿÿ ëèíèÿ äëÿ íîìåðîâ îò 32 äî 64 è âåðõíÿÿ ëèíèÿ äëÿ íîìåðîâ îò 64 äî 128

Èç ëåììû ñèììåòðèè âûòåêàåò, ÷òî â ïà÷êå íå ìåíåå äâóõ òî÷åê ìàêñè-
ìóìà Ltm = L3·2m−tm. Ïîýòîìó îáîçíà÷åíèå tm ñîõðàíèì äëÿ ëåâîé òî÷êè
(ìåíüøåé èç tm è 3 · 2m − tm) ìàêñèìóìà, îáîçíà÷àÿ ïðàâóþ òî÷êó ìàê-
ñèìóìà ñèìâîëîì t̃m. Äàííûå îáîçíà÷åíèÿ êîððåêòíû ñîãëàñíî ïåðâîìó
ïóíêòó ñëåäóþùåé ëåììû.

Ëåììà 19. Ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.

1. Ñ òî÷íîñòüþ äî ñèììåòðèè òî÷êà ìàêñèìóìà â ïà÷êå åäèíñòâåí-
íà: Ln < Ltm, åñëè n ∈]m[, n 6= tm, n 6= t̃m.

2. Âåëè÷èíû 2tm−1 è tm ðàçëè÷àþòñÿ íà 1.

3. Òî÷êè ìàêñèìóìà (ëåâûå è ïðàâûå îòäåëüíî) ñâÿçàíû ðåêóððåíò-
íûì ñîîòíîøåíèåì tm+1 = tm + 2tm−1.

4. Ìàêñèìàëüíûå çíà÷åíèÿ ïî ïà÷êàì ñâÿçàíû ðåêóððåíòíûì ñîîò-
íîøåíèåì

Am+1 =
1

2
(Am−1 + Am + 1).

5. Âåëè÷èíû Am ñòðîãî ðàñòóò.

Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâîäèòñÿ ìåòîäîì ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè ïî
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íîìåðó ïà÷êè ñ èñïîëüçîâàíèåì ëåììû 17. Áàçà èíäóêöèè äëÿ ïà÷åê
]0[= {1}, ]1[= {2, 3}, ]2[= {4, 5, 6, 7} óñòàíàâëèâàåòñÿ íåïîñðåäñòâåííûìè
âû÷èñëåíèÿìè t1 = 3, t2 = 5, t̃2 = 7, L6 < L5. Äëÿ ñïðàâåäëèâîñòè áàçû
èíäóêöèè ðàñøèðèì ïîíÿòèå ïà÷êè, äîáàâèâ â êàæäóþ ïà÷êó ]m[ ÷èñëî
2m+1, ÿâëÿþùååñÿ íà÷àëîì ñëåäóþùåé ïà÷êè. Òîãäà t̃0 = 2, t̃1 = 3.

Òàê êàê â ñîîòíîøåíèè L2n+1 = 1
2(Ln + Ln+1 + 1) ÷èñëà n è n + 1

ðàçíîé ÷åòíîñòè, òî ïî ïåðâîé ôîðìóëå Ôàéíà ñëàãàåìîå â ñêîáêå ñ ÷åò-
íûì íîìåðîì ïîâòîðÿåò êîíñòàíòó Ëåáåãà ïðåäûäóùåé ïà÷êè. Îòñþäà
âûòåêàåò ñîîòíîøåíèå Am+1 ≤ 1

2(Am−1 + Am + 1). Ïîêàæåì, ÷òî â ýòîì
ñîîòíîøåíèè âîçìîæíî òîëüêî ðàâåíñòâî.

Ñîãëàñíî ïóíêòó 5 â ñòàðøèõ ïà÷êàõ tm ìîæåò áûòü òîëüêî íå÷åòíûì.
Îáîçíà÷èì tm+1 = 2n+ 1. Åñëè îäèí èç íîìåðîâ n èëè n+ 1 (íåâàæíî â
êàêîì ïîðÿäêå) ñîâïàäàåò ñ tm, à äðóãîé ñ 2 ·tm−1 (ýòî âîçìîæíî ñîãëàñíî
ï. 2), òî âòîðàÿ ôîðìóëà Ôàéíà ïðèìåò âèä Am+1 = 1

2(Am−1 + Am + 1)
(ï. 4), à ñîîòíîøåíèå 2n + 1 = n + (n + 1) âèä tm+1 = tm + 2tm−1 (ï. 3).
Îñòàëüíûå ïóíêòû ëåììû ëåãêî ïðîâåðÿþòñÿ. Â ÷àñòíîñòè, âåëè÷èíû
tm+1 è 2tm ðàçëè÷àþòñÿ íà 1.
Ñëåäñòâèå.Ìàêñèìàëüíûå çíà÷åíèÿ ïî ïà÷êàì åñòü ðåøåíèå ñëåäó-

þùåé çàäà÷è Êîøè äëÿ íåîäíîðîäíîãî ðàçíîñòíîãî óðàâíåíèÿ ñ ïîñòî-
ÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè

2Am+2 − Am+1 − Am = 1 , ïðè A0 = 1, A1 = 3/2.

Òî÷êè ìàêñèìóìà åñòü ðåøåíèå îäíîðîäíîãî ðàçíîñòíîãî óðàâíåíèÿ

tm+2 − tm+1 − 2tm = 0

ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì t0 = 1, t1 = 3 äëÿ ëåâîé òî÷êè ìàêñèìóìà tm
è ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì t0 = 2, t1 = 3 äëÿ ïðàâîé òî÷êè ìàêñèìóìà t̃m.

Äîêàçàòåëüñòâî ñîñòîèò â âû÷èñëåíèè íà÷àëüíûõ óñëîâèé äëÿ óðàâ-
íåíèé A0 = L1 = 1, A1 = L3 = 1

2(L1 + L2 + 1) = 3/2.
Ìåòîäèêà ðåøåíèé ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöè-

åíòàìè àíàëîãè÷íà ïðàâèëàì ðåøåíèé äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ
ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè. Îñíîâíîå îòëè÷èå ñîñòîèò â òîì, ÷òî
â òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé îñíîâíûå ðåøåíèÿ ëèíåéíîãî
óðàâíåíèÿ áåðóòñÿ â âèäå ýêñïîíåíòû, à â òåîðèè ðàçíîñòíûõ óðàâíå-
íèé áåðåì ñòåïåíè ñîáñòâåííûõ ÷èñåë. Ïðîäåìîíñòðèðóåì ýòî íà ïðèìåðå
ïåðâîé èç ñôîðìóëèðîâàííûõ çàäà÷ Êîøè.
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Ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè

2Am+2 − Am+1 − Am = 1 , ïðè A0 = 1, A1 = 3/2.

Ñîñòàâèì õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå 2λ2 − λ− 1 = 0 äëÿ ñîîò-
âåòñòâóþùåãî 2Am+2 − Am+1 − Am = 0 îäíîðîäíîãî ðàçíîñòíîãî óðàâ-
íåíèÿ è íàéäåì êîðíè λ1 = 1, λ2 = −1

2 õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ.
Äëÿ ñëó÷àÿ ðàçëè÷íûõ äåéñòâèòåëüíûõ êîðíåé çàïèøåì îáùåå ðåøåíèå
îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ (Îáùåå Îäíîðîäíîå)

(Am)oo = C1 · (λ1)
m + C2 · (λ2)

m = C1 + C2 · (−1/2)m.

Äëÿ ïðàâîé ÷àñòè ñïåöèàëüíîãî âèäà, ñîâïàäàþùåé ñ îäíîé èç ôóíêöèé
ôóíäàìåíòàëüíîé ñèñòåìû ðåøåíèé, âèä ÷àñòíîãî ðåøåíèÿ, ñîîòâåòñòâó-
þùèé ðåçîíàíñíîìó ñëó÷àþ, ñëåäóþùèé: (Am)∗ = A ·m.

Çíà÷åíèå êîíñòàíòû A íàéäåì ïîäñòàíîâêîé â èñõîäíîå óðàâíåíèå:

2A(m+ 2)− A(m+ 1)− Am = 1 , A = 1/3 .

Ñëîæèì îáùåå îäíîðîäíîå è íàéäåííîå ÷àñòíîå ðåøåíèÿ, ïîñëå ÷åãî êîí-
ñòàíòû C1 è C2 íàéäåì ïîäñòàíîâêîé íà÷àëüíûõ äàííûõ:{

C1 + C2 = 1 ,

C1 − C2

2 + 1
3 = 3

2 ,

{
C1 = 10

9 ,

C2 = −1
9 .

Èòàê, ïîëó÷èëè ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè

Am =
10

9
− 1

9
(−1/2)m +

m

3
. (14)

Óòâåðæäåíèå 8. Äëÿ òî÷åê ìàêñèìóìà âåðíû ïðåäñòàâëåíèÿ

tm =
1

3
(2m+2 + (−1)m+1), t̃m =

5

3
· 2m +

1

3
· (−1)m;

t2m = 1 + 4 + 16 + . . .+ 4m, t2m+1 = 1 + 2 + 8 + . . .+ 22m+1;

t̃2m = 1+2+8+. . .+22m−1+4m (m 6= 0) è t̃2m+1 = 1+4+16+. . .+4m+22m+1.

×òîáû âûäåëèòü âçàèìîñâÿçü tm è Am, ââåäåì ôóíêöèþ

f(n) =
4

9
+

1

3
log2 3n,
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êîòîðàÿ âîçíèêàåò ïðè îòáðàñûâàíèè ìëàäøèõ ñëàãàåìûõ è ÿâëÿåòñÿ
ïî÷òè-ìàæîðàíòîé êîíñòàíò Ëåáåãà.

Íà ðèñ. 10.3 â óçëàõ ëîìàííîé ïîìåùåíû ïîñëåäîâàòåëüíûå êîíñòàíòû
Ëåáåãà ñ íîìåðàìè îò 1 äî 64 (êîòîðûå ðàíåå íà ðèñ. 10.2 èçîáðàæåíû
ìåòîäîì íàëîæåíèÿ ïà÷êè íà ïà÷êó) è óêàçàíà ïî÷òè-ìàæîðàíòà f(n).

Ðèñ. 10.3: Êîíñòàíòû Ëåáåãà ñ íîìåðàìè îò 1 äî 64

Îáîçíà÷èì e(n) = Ln − f(n) îòêëîíåíèå êîíñòàíò Ëåáåãà îò
ñâîåé ïî÷òè-ìàæîðàíòû.

Òåîðåìà 6. Âî âñåõ òî÷êàõ, êðîìå ëåâûõ òî÷åê ìàêñèìóìà ñ ÷åò-
íûì íîìåðîì, êîíñòàíòû Ëåáåãà ìåíüøå ôóíêöèè f(n) = 4

9 + 1
3 log2 3n.

Òî åñòü e(n) < 0 ïðè n 6= t2m.

Â îòìå÷åííûõ òî÷êàõ îòêëîíåíèå îò ôóíêöèè f(n) ìàëî:

0 < e(t2m) <
1

10
· 4−m < (t2m)−1.
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Äîêàçàòåëüñòâî ìåòîäîì ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè. Ñïðàâåäëèâîñòü
óòâåðæäåíèé òåîðåìû ïðè n = 1, 3, 5, 6, 7 íåïîñðåäñòâåííî ïðîâåðÿåò-
ñÿ: 0 < e(1) = 0, 0272347... < 0, 1, 0 < e(5) = 0, 0032587... < 0, 025,
e(7) = 7

4 −
4
9 −

1
3 log2 21 < 0, e(6) = L6 − f(6) < L6 − f(3) = e(3),

e(3) = 3
2 −

4
9 −

1
3 log2 9 < 0.

Çàìåòèì, ÷òî

e(tm) = Am − f(tm) =
4

9
x− 1

3
log2(1 + x) = g(x),

ãäå x = (−1)m+1

2m+2 . Òàê êàê g(x) > 0 ïðè x ∈ [−1/2, 0) è g(x) < 0 ïðè
x ∈ (0, 1/8] (ïðîâåðÿåòñÿ âû÷èñëåíèåì ïðîèçâîäíîé), òî e(t2m) > 0,
e(t2m+1) < 0 (â ÷àñòíîñòè, e(3) < 0, e(7) < 0). Òàê êàê g′′(x) > 0,
òî ôóíêöèÿ g(x) âûïóêëà âíèç. Ñëåäîâàòåëüíî, èç î÷åâèäíûõ óñëîâèé
g(−1/2) = 1/9 < 1/5 = −0, 4(−1/2), g(0) = 0 âûòåêàåò ïðè x ∈ [−1/2, 0)
îöåíêà g(x) < −0, 4 · x . Ïðè x = − 1

4m+1 ýòî íåðàâåíñòâî ðàâíîñèëüíî
íåðàâåíñòâó e(t2m) < 1

10 · 4
−m.

Óñòàíîâèì ñîîòíîøåíèÿ

e(n)− e(2n) = f(2n)− f(n) =
1

3
log2

6n

3n
= 1/3;

e(2n+ 1) <
1

2

(
e(n) + e(n+ 1)

)
+ 1/6,

òàê êàê 2e(2n+ 1) = Ln + Ln+1 + 1− 2f(2n+ 1) = e(n) + e(n+ 1) +

+ 1− 1
3 log2

(2n+1)2

n(n+1) , log2
(2n+1)2

n(n+1) > 2.
Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî:

à) e(2n) < 0 ïðè âñåõ n;
á) e(4k + 1) < 1

2(e(2k + 1) + e(k)) è e(4k − 1) < 1
2(e(2k − 1) + e(k)).

Åñëè áû â äâóõ ïà÷êàõ ïîäðÿä âûïîëíÿëîñü óñëîâèå e(n) < 0, òî îíî
ñîõðàíèëîñü áû äëÿ âñåõ ñëåäóþùèõ n. Èíäóêòèâíîå ïðåäïîëîæåíèå ñî-
ñòîèò â òîì, ÷òî äëÿ äâóõ ïà÷åê ïîäðÿä óñëîâèå e(n) < 0 íàðóøàåòñÿ
òîëüêî îäèí ðàç, à èìåííî ïðè n = t2m. Äëÿ íîìåðîâ 2k − 1 è 2k + 1
íîìåð k ïðèíàäëåæèò ïðåäøåñòâóþùåé ïà÷êå, à íîìåðà 4k − 1 è 4k + 1
ïðèíàäëåæàò ñëåäóþùåé ïà÷êå. Ïîýòîìó äëÿ ïà÷êè, ñîîòâåòñòâóþùåé
íîìåðàì âèäà 4k − 1 è 4k + 1, îòðèöàòåëüíîñòü âåëè÷èíû e(n) íå âû-
òåêàåò (èç îòðèöàòåëüíîñòè ýòîé âåëè÷èíû â äâóõ ïðåäûäóùèõ ïà÷êàõ)
íàïðÿìóþ ïðèìåíåíèåì ïóíêòà á) òîëüêî â ñëåäóþùèõ ÷åòûðåõ ñëó÷àÿõ.
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Ñëó÷àé 1: k = t2m−1, 2k − 1 = t2m, 4k − 1 = t2m+1.
Ñëó÷àé 2: k = t2m−1 − 1, 2k + 1 = t2m, 4k + 1 = t2m+1 − 2.
Ñëó÷àé 3: k = t2m, 2k + 1 = t2m+1, 4k + 1 = t2m+2.
Ñëó÷àé 4: k = t2m, 2k − 1 = t2m+1 − 2, 4k − 1 = t2m+2 − 2.
Çäåñü ðàññìîòðåëè âñå âîçìîæíûå âàðèàíòû, êîãäà e(t2m) ÿâëÿåòñÿ

îäíèì èç ñëàãàåìûõ ïðàâîé ÷àñòè îäíîãî èç íåðàâåíñòâ á). Äëÿ âû÷èñëå-
íèÿ îñòàëüíûõ ÷èñåë, âñòðåòèâøèõñÿ â íåðàâåíñòâå á), âîñïîëüçîâàëèñü
óòâåðæäåíèåì 5.

Äëÿ ñëó÷àÿ 1 äîêàçàíî e(t2m+1) < 0.
Äëÿ ñëó÷àÿ 3 äîêàçàíî, ÷òî 0 < e(t2m+2) < 0, 1 · 4−m−1.
Âî âòîðîì ñëó÷àå k ïîëó÷èëîñü ÷åòíîå, ïðè÷åì k = 2t2m−2. Ïîýòîìó

e(4k + 1) < 1
2(e(t2m) + e(2t2m−2)) <

1
2(0, 1 · 4−m + e(t2m−2) − 1

3) < 0 ïðè
m > 0. Ñëó÷àé m = 0 ðàññìàòðèâàåòñÿ íåïîñðåäñòâåííî:
e(9) < 1

2(e(5) + e(2)) = 1
2(7

4 + 1− 1
3)− 4

9 −
1
6 log2(15 · 3) < 55

72 −
1
6 · 5 < 0.

Ïðè ðàññìîòðåíèè ñëó÷àÿ 4 ïðèìåíÿåì íåðàâåíñòâî, ïîëó÷åííîå â ñëó-
÷àå 2: e(t2m+2 − 2) = e(4k − 1) <

<
1

2
(e(t2m+1 − 2) + e(t2m)) <

1

2
(
1

2
(e(t2m) + e(t2m−2)− 1/3) + e(t2m)).

Îòñþäà e(t2m+2 − 2) < 3
4 ·

0,1
4m + 1

4 ·
0,1

4m−1 − 1
6 < 0 ïðè m > 0. (Ïðè m = 0

èìååì e(t2m+2 − 2) = e(3) < 0.)
Òåì ñàìûì äîêàçàëè, ÷òî â î÷åðåäíûõ äâóõ ïà÷êàõ âñòðåòèòñÿ òîëüêî

îäèí íîìåð n, äëÿ êîòîðîãî e(n) > 0. Ýòîò íîìåð ñîâïàäàåò ñ ðàíåå âû-
÷èñëåííûì íîìåðîì t2m, äëÿ êîòîðîãî îöåíêà âåëè÷èíû e(n) ïðîâåäåíà
âûøå.

10.8 Ñõîäèìîñòü ðÿäîâ Óîëøà

Äëÿ ðÿäîâ Ôóðüå ïî ñèñòåìå Óîëøà ñïðàâåäëèâû ìíîãèå ðåçóëüòà-
òû, óñòàíîâëåííûå äëÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ñèñòåìû. Äëÿ íèõ ñîõðàíÿ-
þò ïðåæíèå íàçâàíèÿ.
Òåîðåìà 7 (ïðèçíàê Äèíè). Åñëè

1∫
0

|f(x0)− f(tu x0)| · h(t)dt <∞,
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ãäå h(t) � ìàæîðàíòà ÿäðà Äèðèõëå, îïðåäåëåííàÿ ôîðìóëîé (12), òî
ðÿä Ôóðüå-Óîëøà â òî÷êå x0 ñõîäèòñÿ ê çíà÷åíèþ ôóíêöèè â ýòîé òî÷-
êå

lim
n→∞

Sn(f ;x0) = f(x0).

Äîêàçàòåëüñòâî. Óñëîâèå òåîðåìû ðàâíîñèëüíî ñõîäèìîñòè ðÿäà

∞∑
m=0

∫
∆1
m

|f(x0)− f(tu x0)| · 2m dt,

÷òî âëå÷åò äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ε > 0 ñóùåñòâîâàíèå òàêîãî M , ÷òî
∞∑

m=M

∫
∆1
m
|f(x0)−f(tux0)| ·2m dt < ε/2. Ïðåäñòàâèì |f(x0)−Sn(f ;x0)| =

=
∣∣∣ 2−M∫

0

(f(x0)− f(tu x0)) ·Dn(t) dt+

1∫
2−M

(f(x0)− f(tu x0)) ·Dn(t) dt
∣∣∣.

Ìîäóëü ïåðâîãî ñëàãàåìîãî îöåíèâàåòñÿ ñâåðõó âåëè÷èíîé ε/2. Ââåäåì

ôóíêöèþ ϕ(t) =

{
0 , åñëè t ∈ ∆0

M = [0, 2−M) ,

f(x0)− f(tu x0) ïðè îñòàëüíûõ t,
óäîâëåòâîðÿþ-

ùóþ òðåáîâàíèÿì ïðèíöèïà ëîêàëèçàöèè. Ñîãëàñíî ïðèíöèïó ëîêàëèçà-
öèè (òåîðåìà 2) íàéäåòñÿ òàêîå N , ÷òî äëÿ âñåõ n > N

|
1∫

2−M

(f(x0)− f(tu x0)) ·Dn(t) dt| = |Sn(ϕ; 0)| < ε/2.

Óñòàíîâèëè, ÷òî |f(x0)− Sn(f ;x0)| < ε äëÿ âñåõ n > N . �
Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ
Òåîðåìà 8 (óñëîâèå ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè). Åñëè èíòåãðàë∫ 1

0 |f(x)−f(xu t)|h(t)dt ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî íà ìíîæåñòâå [0, 1]∗, òî
ðÿä Ôóðüå-Óîëøà ôóíêöèè f(x) ñõîäèòñÿ ê f(x) ðàâíîìåðíî íà âñåì
ìîäèôèöèðîâàííîì îòðåçêå.
Òåîðåìà 9. Åñëè f ∈ Lp[0, 1], p > 1, òî ñóùåñòâóåò ÷èñëî Bp òàêîå,

÷òî ‖Sk(f)‖p ≤ Bp‖f‖p äëÿ ëþáîãî k ∈ N.
Ñëåäñòâèå. Åñëè f ∈ Lp[0, 1], p > 1, òî ‖Sk(f)−f‖p → 0 ïðè k →∞.
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Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 9 ñëîæíîå ([8, ñ. 121], [16, ñ. 159]) è îñíîâû-
âàåòñÿ íà íåðàâåíñòâå Ïýëè, îïóáëèêîâàííîì â 1923 ã.
Òåîðåìà 10 (åäèíñòâåííîñòè) [8, ñ. 89]. Åñëè äâà ðÿäà ïî ñèñòå-

ìå Óîëøà ñõîäÿòñÿ âñþäó, êðîìå, áûòü ìîæåò, ñ÷åòíîãî ìíîæåñòâà
òî÷åê, ê îäíîé è òîé æå êîíå÷íîé ôóíêöèè, òî ýòè ðÿäû ñîâïàäàþò.
Ñëåäñòâèå. Ñèñòåìà Óîëøà ñîñòàâëÿåò áàçèñ ïðîñòðàíñòâà Lp[0, 1]

ïðè ëþáîì 1 < p <∞.
Äëÿ êðàéíèõ ïðîñòðàíñòâ íå âûïîëíÿþòñÿ (áåç äîïîëíèòåëüíûõ òðå-

áîâàíèé) òåîðåìà 9, äàííîå ñëåäñòâèå, îáîáùåííîå ðàâåíñòâî Ïàðñåâàëÿ,
ñâîéñòâî 5. Îáúÿñíåíèå ýòîãî çàêëþ÷åíî â ëîãàðèôìè÷åñêîì ðîñòå êîí-
ñòàíò Ëåáåãà.
Òåîðåìà 11. Ñóùåñòâóåò f ∈ L[0, 1), ðÿä Ôóðüå-Óîëøà êîòîðîé

ðàñõîäèòñÿ ïî íîðìå ïðîñòðàíñòâà L[0, 1].
Äîêàçàòåëüñòâî. Óêàçàííûì ñâîéñòâîì îáëàäàåò ôóíêöèÿ

f(x) =
∞∑
k=1

1

k2
rk3(x)D2k3(x).

Òàê êàê ‖rk3D2k3‖ = 1, òî f ∈ L[0, 1]. Îòìåòèì, ÷òî cm[f ] = 1
k2 ïðè

2k
3 ≤ m ≤ 2k

3+1 − 1. Åñëè n < 2k
3

, òî

‖S2k3+n − S2k3‖ =

∫ 1

0

1

k2
|w2k3(x)Dn(x)|dx =

Ln
k2
.

Âîçüìåì â êà÷åñòâå n ëåâóþ òî÷êó ìàêñèìóìà êîíñòàíò Ëåáåãà â ïà÷êå;
n = tk3. Òîãäà Ln = Ak3 > k3

3 . Çíà÷èò, ðÿä Ôóðüå-Óîëøà äàííîé ôóíêöèè
ðàñõîäèòñÿ ïî íîðìå ïðîñòðàíñòâà L[0, 1]. �
Òåîðåìà 12. Ñóùåñòâóåò f ∈ L[0, 1), ðÿä Ôóðüå-Óîëøà êîòîðîé

ðàñõîäèòñÿ âñþäó.
Êîíñòðóêöèþ òåîðåìû 11 ìîæíî íåìíîãî óñëîæíèòü, äîáàâèâ ñäâèãè

ÿäåð Äèðèõëå, êîòîðûå äîñòèãàþòñÿ ðàññòàíîâêîé çíàêîâ ó êîýôôèöè-
åíòîâ Ôóðüå-Óîëøà, è ïîëó÷èòü ðàñõîäèìîñòü íà çàäàííîì ìíîæåñòâå.
Ñóììà ïîäîáíûõ ôóíêöèé è áóäåò ïðèìåðîì ôóíêöèè â òåîðåìå 12.

Â òåîðåìå 9 ðàññìàòðèâàåòñÿ ëèíåéíûé îïåðàòîð âû÷èñëåíèÿ ÷àñò-
íîé ñóììû ïî ñèñòåìå Óîëøà, äåéñòâóþùèé èç ïðîñòðàíñòâà Lp[0, 1] â
Lp[0, 1], è óòâåðæäàåòñÿ, ÷òî ïðè ôèêñèðîâàííîì 1 < p < ∞ íîðìû
âñåõ îïåðàòîðîâ ÷àñòíûõ ñóìì îãðàíè÷åíû îäíèì è òåì æå ÷èñëîì. Äëÿ
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êðàéíèõ ïðîñòðàíñòâ (â äàííîì ðàçäåëå ñèìâîëîì L∞[0, 1] äîãîâîðèëèñü
îáîçíà÷àòü ïðîñòðàíñòâî w-íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé) ýòî íå âåðíî.
Òåîðåìà 13. Íîðìà îïåðàòîðà Sn : L[0, 1]→ L[0, 1] ðàâíà êîíñòàíòå

Ëåáåãà Ln. Íîðìà Sn : L∞[0, 1]→ L∞[0, 1] ðàâíà êîíñòàíòå Ëåáåãà Ln.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ñíà÷àëà ðàññìîòðèì äëÿ íîðìû â L1[0, 1]. Ïî òåî-

ðåìå Ôóáèíè äëÿ f, g ∈ L[0, 1] è ñâîéñòâó èíâàðèàíòíîñòè èíòåãðàëà îò-
íîñèòåëüíî ñäâèãà ïîëó÷àåì îäíî èç îñíîâíûõ ñâîéñòâ äâîè÷íîé ñâåðòêè

‖f ∗ g‖ ≤ ‖f‖ · ‖g‖.

Ïðåäñòàâëåíèå Sn(f) = f ∗Dn ïîçâîëÿåò ïîëó÷èò îöåíêó ñâåðõó

‖f ∗Dn‖ ≤ ‖f‖ · ‖Dn‖ = ‖f‖ · Ln.

Ñëåäîâàòåëüíî, ‖Sn‖L[0,1]→L[0,1] ≤ Ln.
Ôóíêöèÿ f(x) = D2m, ãäå n < 2m, ïîêàçûâàåò, ÷òî ýòà îöåíêà òî÷íàÿ:

‖Sn(f)‖ = ‖Dn‖ = Ln ïðè ‖f‖ = 1.
Ðàññìîòðèì âû÷èñëåíèå ÷àñòíîé ñóììû êàê îïåðàòîð Sn, äåéñòâóþ-

ùèé èç L∞[0, 1] â L∞[0, 1]. Çàìåòèì, ÷òî

|Sn(f ;x)| = |(f ∗Dn)(x)| ≤ ‖f‖∞ · ‖Dn‖1 = ‖f‖∞ · Ln.

Ýòî íåðàâåíñòâî èçâåñòíî (â òðèãîíîìåòðè÷åñêîì ñëó÷àå) êàê òåîðåìà
Ëåáåãà: åñëè |f(x)| < M äëÿ âñåõ x, òî maxx |Sn(f ;x)| < M · Ln.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, äëÿ f = signDn èìååì

Sn(f ; 0) =

∫ 1

0

f(t)Dn(t)dt = Ln

è ‖signDn‖∞ = 1. Ñëåäîâàòåëüíî, ‖Sn‖L∞[0,1]→L∞[0,1] = Ln.

10.9 Óïðàæíåíèÿ

1. Äîêàæèòå óòâåðæäåíèÿ 1 è 2.
2. Ðàçëîæèòå ôóíêöèè f(x) = x è g(x) = x − 1/2 â ðÿä ïî ñèñòåìå

Ðàäåìàõåðà. ×åì îòëè÷àþòñÿ ýòè ðÿäû è êàê îáúÿñíèòü ýòîò ôàêò?
3. Ðàçëîæèòå ôóíêöèþ f(x) = x â ðÿä ïî ñèñòåìå Óîëøà íà [0, 1).

Âû÷èñëèòå è ïîñòðîéòå ãðàôèêè äëÿ S4(f ;x), S8(f ;x), f(x) − S2(f ;x),
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f(x)−S4(f ;x). Âû÷èñëèòå çíà÷åíèÿ ñóììû ðÿäà Ôóðüå-Óîëøà ôóíêöèè
f(x) = x â òî÷êàõ 1

2

+
è 1

2

−
.

4. Ðàçëîæèòå ôóíêöèþ f(x) =

{
x+ 1/2 , åñëè x ∈ [0, 1/2),

x− 1/2 , åñëè x ∈ [1/2, 1),
â ðÿä

ïî ñèñòåìå Óîëøà.

5. Ðàçëîæèòå êàæäóþ èç ôóíêöèé f(x) =

{
x , åñëè x ∈ [0, 1/2),

−x , åñëè x ∈ [1/2, 1),

è g(x) =

{
2x , åñëè x ∈ [0, 1/2),

0 , åñëè x ∈ [1/2, 1),
â ðÿä ïî ñèñòåìå Óîëøà.

6. Ðàçëîæèòå ôóíêöèþ f(x) = x2 â ðÿä ïî ñèñòåìå Óîëøà.
7. Ðàçëîæèòå ôóíêöèþ f(x) = x3 â ðÿä ïî ñèñòåìå Óîëøà. Óêàçàíèå.

Îãðàíè÷üòåñü âû÷èñëåíèåì ïåðâûõ âîñüìè íåíóëåâûõ êîýôôèöèåíòîâ.

8. Ôóíêöèþ f(x) = x ïðè x ∈ [0, 1/2) ïðîäîëæèòå ïåðèîäè÷åñêè ñ
ïåðèîäîì T = 1/2 è ðàçëîæèòå â ðÿä ïî ñèñòåìå Óîëøà.

9. Ðàçëîæèòå êàæäóþ èç ôóíêöèé f(x) =

{
2x , åñëè x ∈ [0, 1/2),

0 , åñëè x ∈ [1/2, 1),

è g(x) =

{
x , åñëè x ∈ [0, 1/4),

0 , åñëè x ∈ [1/4, 1),
â ðÿä ïî ñèñòåìå Óîëøà.

10. Âû÷èñëèòå èíòåãðàëû

3
4∫

0

xdx,

3
8∫

0

xdx,

5
8∫

0

xdx ÷åðåç ñêàëÿðíîå ïðîèç-

âåäåíèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå-Óîëøà íà ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòü çíà÷åíèé äðîáíîãî ÿäðà Äèðèõëå.

11. Âû÷èñëèòå

3
8∫

0

x2 dx ïî ôîðìóëàì (x̂2, D̃3/8) è (x̂ ∗ D̃3/8, x̂).

12. Âû÷èñëèòå

3
4∫

0

x3 dx ÷åðåç êîýôôèöèåíòû Ôóðüå-Óîëøà.

13. Âû÷èñëèòå äâîè÷íóþ ñâåðòêó ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé êîýôôèöèåí-
òîâ Ôóðüå-Óîëøà ôóíêöèé f, 1

f ∈ L[0, 1].
14. Âûâåäèòå ëåììó 18 èç ñîîòíîøåíèé Ôàéíà (ëåììà 17).
15. Ðåøèòå äëÿ ðàçíîñòíîãî óðàâíåíèÿ tm+2−tm+1−2tm = 0 äâå çàäà÷è

Êîøè: ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì t0 = 1, t1 = 3 è, îòäåëüíî, ñ íà÷àëüíûì
óñëîâèåì t0 = 2, t1 = 3.

16. Äîêàæèòå, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êîíñòàíò Ëåáåãà çóá÷àòàÿ.



Ãëàâà 11

Ñèñòåìà Êðåñòåíñîíà � Ëåâè

11.1 Ïîñòðîåíèå ñèñòåìû Êðåñòåíñîíà�Ëåâè

Ñèñòåìà Êðåñòåíñîíà�Ëåâè ñäóæèò îáîáùåíèåì ñèñòåìû Óîëøà â íó-
ìåðàöèè Ïýëè. Îíà íàõîäèò ñòîëü æå øèðîêîå, êàê è ñèñòåìà Óîëøà,
ïðèìåíåíèå ïðè öèôðîâîé îáðàáîòêå èíôîðìàöèè.

Åñëè îñíîâíàÿ ñèñòåìà Óîëøà îäíà, òî ñèñòåì Êðåñòåíñîíà�Ëåâè áåñ-
êîíå÷íî ìíîãî; êàæäàÿ èç íèõ ñòðîèòñÿ äëÿ ñâîåãî ïðîñòîãî ÷èñëà p > 2.
Â òåõíè÷åñêèõ ïðèëîæåíèÿõ ïðè ðåàëèçàöèè íà ÝÂÌ ÷àùå âûáèðàþò
p = 3. Ïîñòðîèòü ñèñòåìó Êðåñòåíñîíà�Ëåâè ìîæíî ïî àíàëîãèè, ñîîò-
âåòñòâåííî âèäîèçìåíèâ ïðèíÿòûå îáîçíà÷åíèÿ.

Äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî n (êðîìå äâîè÷íîãî ðàçëîæåíèÿ) âîçìîæíî
p-è÷íîå ðàçëîæåíèå (ãäå ni ∈ Zp = {0, 1, . . . , p− 1}, nm 6= 0):

n = n1p
0 + n2p

1 + . . .+ nmp
m−1 , (1)

êîòîðîå ìîæíî çàïèñàòü â p-è÷íîé ñèñòåìå ñ÷èñëåíèÿ n = nmnm−1 . . . n2n1.
Ìíîæåñòâî ÷èñåë îò pm äî pm+1 − 1 âêëþ÷èòåëüíî íàçîâåì (ïî àíà-

ëîãèè) m-é ïà÷êîé è ñîîòâåòñòâåííî îáîçíà÷èì ]m[. Òîãäà â ôîðìóëå (1)
èìååì n ∈]m− 1[.

Îáîçíà÷èì Qp � ìíîæåñòâî p-è÷íî ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë, òî åñòü ÷è-
ñåë âèäà k

pm . Ñèñòåìó ôóíêöèé Êðåñòåíñîíà�Ëåâè áóäåì ðàññìàòðèâàòü
íà ìîäèôèöèðîâàííîì îòðåçêå [0, 1] (àíàëîãè÷íî îáîçíà÷àåìîãî [0, 1]∗),
êîòîðûé ïîëó÷àåòñÿ èç îòðåçêà [0, 1] äîáàâëåíèåì ê íåìó ñ÷åòíîãî ÷èñëà
òî÷åê ìíîæåñòâà Qp ∩ (0, 1). Â ðåçóëüòàòå ýòîãî äîáàâëåíèÿ äëÿ ëþáîé
òî÷êè ìíîæåñòâà Qp ñóùåñòâóåò äâà p-è÷íûõ ïðåäñòàâëåíèÿ: ëåâîå ðàç-
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ëîæåíèå, ãäå ÷èñëî (p−1) â ïåðèîäå, è ïðàâîå ðàçëîæåíèå, êàê êîíå÷íàÿ
p-è÷íàÿ äðîáü (îíà æå p-è÷íàÿ äðîáü ñ ÷èñëîì 0 â ïåðèîäå).

Âñå ïîñòðîåíèÿ è îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äîãîâîðèìñÿ ôîðìóëèðîâàòü
ïàðàëëåëüíî (êàê è äëÿ ñëó÷àÿ ñèñòåìû Óîëøà) äëÿ ìîäèôèöèðîâàííî-
ãî îòðåçêà [0, 1]∗ è äëÿ ïîëóèíòåðâàëà [0, 1), èñïîëüçóÿ áîëåå êîðîòêèå
îáîçíà÷åíèÿ, ïðèíÿòûå íà ïîëóèíòåðâàëå.

Àíàëîãè÷íî ââîäèòñÿ îáîçíà÷åíèå ∆k
m = [ kpm ; k+1

pm ) äëÿ k-ãî èíòåðâà-
ëà m-ãî ðàíãà, êîòîðûé ïðè ðàññìîòðåíèè íà ìîäèôèöèðîâàííîì îòðåçêå
[0, 1]∗ ñëåäóåò âîñïðèíèìàòü êàê îòðåçîê ∆k

m = [( k
pm )+; (k+1

pm )−]. Ñèìâî-
ëîì ∆m(x) îáîçíà÷èì òîò èíòåðâàëm-ãî ðàíãà, êîòîðûé ñîäåðæèò òî÷êó
x ∈ [0, 1).

Äëÿ ëþáîãî x ∈ [0, 1]∗ ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå p-è÷íîå ðàçëîæåíèå

x =
∞∑
k=1

xk
pk

, ãäå xk ∈ Zp. (2)

Ïðè ðàññìîòðåíèè íà [0, 1) îñíîâíûì ïðåäñòàâëåíèåì äëÿ p-è÷íî ðàöèî-
íàëüíîé òî÷êè ñ÷èòàåòñÿ êîíå÷íàÿ äðîáü (2).

Ôóíêöèè ñèñòåìû Êðåñòåíñîíà�Ëåâè îïðåäåëÿþòñÿ ðàâåíñòâàìè

χ0(x) ≡ 1 , χn(x) = e
2πi
p

∞∑
k=1

nkxk
, (3)

ãäå ñóììà ñîãëàñíî ïðåäñòàâëåíèþ (1) áåðåòñÿ äî ÷èñëà m, à íå äî ∞.

Çàôèêñèðóåì äëÿ äàííîé ãëàâû îáîçíà÷åíèÿ: q = e
2πi
p äëÿ îñíîâíîãî

êîìïëåêñíîãî êîðíÿ èç åäèíèöû è (n, x) =
∞∑
k=1

nkxk (mod p) äëÿ ñêàëÿð-

íîãî ïðîèçâåäåíèÿ ýëåìåíòîâ ñîïðÿæåííûõ ïðîñòðàíñòâ. Òîãäà ôóíêöèè
âèäà (3) ìîæíî îïðåäåëèòü ðàâåíñòâîì

χn(x) = q(n,x). (4)

Îïðåäåëèì ôóíêöèè rn(x), ñëóæàùèå àíàëîãîì ôóíêöèé Ðàäåìàõåðà
è íàçûâàåìûå îáðàçóþùèìè ôóíêöèÿìè ñèñòåìû Êðåñòåíñîíà�Ëåâè,
ñîîòíîøåíèåì rn(x) = rn−1(px) ÷åðåç íà÷àëüíóþ ôóíêöèþ

r0(x) = ql , åñëè x ∈
[
l

p
,
l + 1

p

)
, l = 0, 1, . . . . , p− 1,

ïåðèîäè÷åñêè ñ ïåðèîäîì 1 ïðîäîëæåííóþ íà ïîëóîñü.
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Óòâåðæäåíèå 1. Ôóíêöèè Êðåñòåíñîíà�Ëåâè äëÿ n âèäà (1) îïðåäå-
ëÿþòñÿ ðàâåíñòâîì (àíàëîãè÷íûì îïðåäåëåíèþ ñèñòåìû Óîëøà-Ïýëè)

χn(x) =
m−1∏
k=0

(rk(x))nk+1. (5)

Óòâåðæäåíèå 2. Ñïðàâåäëèâî ýêâèâàëåíòíîå ëþáîé èç ôîðìóë (3),
(4) èëè (5) èíäóêòèâíîå îïðåäåëåíèå ôóíêöèé Êðåñòåíñîíà�Ëåâè ÷åðåç
ñèñòåìó îáðàçóþùèõ ôóíêöèé {rm(x)}∞m=0, ãäå n = spm−1 +k, 1 ≤ s < p,
k < pm−1:

χn(x) = (rm−1(x))s · χk(x).

Ââåäåì îïåðàöèþ u ïîêîîðäèíàòíîãî p-è÷íîãî ñëîæåíèÿ:
äëÿ ÷èñåë n, r âèäà (1) ðàâåíñòâîì

nu r =
∞∑
i=1

sip
i−1 , ãäå si = (ni + ri) (mod p)

è ñóììà êîíå÷íà, òàê êàê íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî íîìåðà âåðíî ni = ri = 0;
äëÿ ÷èñåë x, y âèäà (2) ðàâåíñòâîì

xu y =
∞∑
k=1

zk
pk
, ãäå zk = (xk + yk) (mod p) .

Ââîäèòñÿ îáðàòíàÿ îïåðàöèÿ
.
− ïî ïðàâèëó

m = n
.
− r , åñëè n = mu r , è x = y

.
− z , åñëè y = xu z .

Óòâåðæäåíèå 3. Èìååò ìåñòî ñâîéñòâî èíâàðèàíòíîñòè èíòåð-
âàëîâ m-ãî ðàíãà îòíîñèòåëüíî ñäâèãà: ∆m(x) u y = ∆m(x u y) ,
∆m(x)

.
− y = ∆m(x

.
− y) ; ∆0 u y = ∆0

.
− y = ∆0 , åñëè y ∈ [0, 1]∗.

Ëåììà 1. Ôóíêöèè Êðåñòåíñîíà�Ëåâè îáëàäàþò ñâîéñòâàìè:
ìóëüòèïëèêàòèâíîñòè ïî àðãóìåíòó χn(x) · χn(y) = χn(xu y) ;
ìóëüòèïëèêàòèâíîñòè ïî íîìåðó χn(x) · χm(x) = χnum(x) ;
îáðàòèìîñòè χn(x) = (χn(x))−1 = χ .

−n(x) = χn(
.
−x) , ãäå ÷åðòà íàä

ôóíêöèåé îçíà÷àåò êîìïëåêñíîå ñîïðÿæåíèå.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ââåäåííîå ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå (n, x) êàê îòîá-

ðàæåíèå â Zp ëèíåéíî ïî êàæäîìó àðãóìåíòó: (num,x) = (n, x)u(m,x),
(n, xu y) = (n, x)u (n, y), (α · n, x) = α · (n, x) = (n, α · x), ãäå α ∈ C.
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Ïî ôîðìóëå χn(x) = q(n,x) óñòàíàâëèâàåì ìóëüòèïëèêàòèâíîñòü:

χn(x) · χn(y) = q(n,x) · q(n,y) = q(n,x)+(n,y) = q(n,x)u(n,y) = χn(xu y),

χn(x) · χm(x) = q(n,x) · q(m,x) = q(n,x)+(m,x) = q(n,x)u(m,x) = χnum(x).

Òàê êàê qp = 1 è q = q−1, òî (χn(x))p = 1, χn(x) = q−(n.x) = (χn(x))−1.�
Â ïðèâåäåííîé ôîðìóëå (α · n, x) = α · (n, x) = (n, α · x) â âûðà-

æåíèè α · (n, x) ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðîèçâåäåíèå ïî ìîäóëþ p, à âíóò-
ðè ñêàëÿðíûõ ïðîèçâåäåíèé (âûðàæåíèÿ ñ êðàþ) äëÿ ÷èñåë n, x (äàí-
íûõ â p-è÷íîì ïðåäñòàâëåíèè (1) è (2)) ðàññìàòðèâàåòñÿ ïîêîîðäèíàòíîå
óìíîæåíèå íà α ïî ìîäóëþ p. Â ÷àñòíîñòè,

.
−(n, x) = (p − 1) · (n, x),

(
.
−n , x) = ((p− 1)·n , x), (n ,

.
−x) = (n, (p− 1)·x).

Ïîýòîìó q−(n.x) = q
.
−(n,x) = q(

.
−n,x) = q(n,

.
−x).

Ìíîæåñòâî öåëûõ íåîòðèöàòåëüíûõ ÷èñåë îòíîñèòåëüíî ââåäåííîé îïå-
ðàöèè u ñîñòàâëÿåò àáåëåâó ãðóïïó (N0,u), äëÿ êîòîðîé âîçìîæíî èçî-

ìîðôíîå ïðåäñòàâëåíèå â âèäå ãðóïïû (Z(∞)
p ,⊕) ôèíèòíûõ ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòåé ñ îïåðàöèåé ⊕ ïîêîîðäèíàòíîãî cëîæåíèÿ ïî ìîäóëþ p.
Ìîäèôèöèðîâàííûé îòðåçîê [0, 1]∗ ñ ýëåìåíòàìè âèäà (2) îòíîñèòåëü-

íî ââåäåííîé îïåðàöèè u òàêæå ñîñòàâëÿåò àáåëåâó ãðóïïó, äëÿ êîòîðîé
âîçìîæíî èçîìîðôíîå ïðåäñòàâëåíèå â âèäå ãðóïïû (Z∞p ,⊕) ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòåé ñ îïåðàöèåé ïîêîîðäèíàòíîãî cëîæåíèÿ ïî ìîäóëþ p.

Ïðîâåðêîé ñâîéñòâ ãðóïïû (àíàëîãè÷íî ïðîäåëàííîìó äëÿ ñèñòåìû
Óîëøà) äîêàçûâàåòñÿ ñëåäóþùàÿ òåîðåìà, ÷àñòü óòâåðæäåíèé êîòîðîé
óñòàíîâëåíî â ëåììå 1.
Òåîðåìà 1. Ñèñòåìà ôóíêöèé Êðåñòåíñîíà �Ëåâè {χn(x)}∞n=0 îá-

ðàçóåò àáåëåâó ãðóïïó ïî óìíîæåíèþ, êîòîðàÿ èçîìîðôíà ãðóïïå ôè-
íèòíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà Zp ñ îïåðàöèåé
ïîêîîðäèíàòíîãî cëîæåíèÿ ïî ìîäóëþ p. Òî åñòü

({χn(x)}∞n=0, ·) ' (N0,u) ' (Z(∞)
p ,⊕).

Ñèñòåìà Êðåñòåíñîíà�Ëåâè, ñîãëàñíî ëåììå 1, ñëóæèò ñèñòåìîé õà-
ðàêòåðîâ äëÿ àáåëåâîé ãðóïïû (Z∞p ,⊕). Ýòà ñèñòåìà õàðàêòåðîâ ñ÷åòíàÿ.

Ñóùåñòâóåò äâîéñòâåííûé ïîäõîä ê àíàëèçó ôóíêöèé Êðåñòåíñîíà�
Ëåâè. Ìîæíî ôèêñèðîâàòü x è ìåíÿòü n; ìîæíî íàîáîðîò, ôèêñèðîâàòü n
è ìåíÿòü x. Â ýòîì êîíòåêñòå âñå ìíîæåñòâî ôóíêöèé Êðåñòåíñîíà�Ëåâè
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ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ãðóïïó õàðàêòåðîâ (óæå íå ñ÷åòíóþ, òàê êàê
åå ýëåìåíòû åñòü x) äëÿ ãðóïïû (N0,u). Àíàëîãè÷íî òåîðåìå 1 ôîðìóëè-
ðóåòñÿ òåîðåìà îá èçîìîðôèçìå òðåõ ãðóïï: ìóëüòèïëèêàòèâíîé ãðóïïû
õàðàêòåðîâ, ìîäèôèöèðîâàííîãî îòðåçêà ñ îïåðàöèåé u è ãðóïïû ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòåé (Z∞p ,⊕). Ïðèâåäåííûå â òåîðåìå 1 ãðóïïû ÿâëÿþòñÿ èõ
ïîäãðóïïàìè è, ÷òî áîëåå âàæíî, äâîéñòâåííûìè ïðîñòðàíñòâàìè.

11.2 Ðÿä Ôóðüå ïî ñèñòåìå Êðåñòåíñîíà�Ëåâè

Óòâåðæäåíèå 4. Äëÿ ëþáîãî n ∈ N èìååì
∫ 1

0 χn(x) dx = 0.
Íàïîìíèì îïðåäåëåíèå ñòàíäàðòíîãî ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ êîì-

ïëåêñíîçíà÷íûõ ôóíêöèé

(f, g) =

1∫
0

f(x)g(x)dx ,

êîòîðîå îòëè÷àåòñÿ îò çàïèñè ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ â ïðåäûäóùåé
ãëàâå íàëè÷èåì êîìïëåêñíîãî ñîïðÿæåíèÿ ó âòîðîé ôóíêöèè.
Ëåììà 2. Ñèñòåìà Êðåñòåíñîíà�Ëåâè {χn(x)} îðòîíîðìèðîâàíà.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî ëåììå 1 ïîëó÷àåì

(χn, χn) =

∫ 1

0

χn(x)χn(x) dx =

∫ 1

0

dx = 1.

Äëÿ ðàçëè÷íûõ ôóíêöèé Êðåñòåíñîíà�Ëåâè ïî ëåììå 1 è óòâåðæäå-
íèþ 4 (òàê êàê n

.
−m 6= 0 ïðè n 6= m) èìååì

(χn, χm) =

∫ 1

0

χn(x)χm(x) dx =

∫ 1

0

χn
.
−m(x) dx = 0. �

Òåîðåìà 2. Ñèñòåìà ôóíêöèé Êðåñòåíñîíà�Ëåâè {χn(x)}∞n=0 ïîëíà
è çàìêíóòà â Lp[0, 1] ïðè p ≤ 1.

Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâîäèòñÿ ïî òîé æå ñõåìå, êàê äëÿ ñèñòåìû Óîëøà.
Åñëè f ∈ L[0, 1], òî êîýôôèöèåíòû Ôóðüå ïî ñèñòåìå Êðåñòåíñîíà�

Ëåâè âû÷èñëÿþò ïî ôîðìóëå

ck[f ] =

1∫
0

f(x)χk(x)dx , (6)



66 ÃËÀÂÀ 11. ÑÈÑÒÅÌÀ ÊÐÅÑÒÅÍÑÎÍÀ�ËÅÂÈ

ðÿä Ôóðüå ôóíêöèè èìååò âèä
∞∑
k=0

ck[f ]χk(x), à ÷àñòíàÿ ñóììà äàííîãî

ðÿäà

Sn(f, x) =
n−1∑
k=0

ck[f ]χk(x). (7)

ßäðîì Äèðèõëå ñèñòåìû Êðåñòåíñîíà�Ëåâè ñëóæèò

Dn(x) =
n−1∑
k=0

χk(x) .

Êîíñòàíòû Ëåáåãà îïðåäåëÿþòñÿ ðàâåíñòâîì Ln =
1∫

0

| Dn(x) | dx.

Óñòàíîâèì íåñêîëüêî ðåçóëüòàòîâ äëÿ ÿäðà Äèðèõëå è êîíñòàíò Ëå-
áåãà.

Óòâåðæäåíèå 5. Åñëè n = s · pm−1 + k, 1 ≤ s < p, k < pm−1 , òî

Dn(x) = Ds·pm−1(x) + χs·pm−1(x) ·Dk(x) .

Ëåììà 3. Èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ:

1) χp n(x) = χn(p x), åñëè x ∈ [0, 1
p);

2) Dp(x) =

{
p, åñëè x ∈ [0, 1

p),

0, åñëè x ∈ [1
p , 1);

3) Dp n(x) =

{
pDn(p x), åñëè x ∈ [0, 1

p),

0 , åñëè x ∈ [1
p , 1);

4)àíàëîã ëåììû Ïýëè

Dpm(x) =

{
pm, åñëè x ∈ ∆0

m,

0 , åñëè x ∈ [0, 1) \∆0
m;

5) ïðè k = 1, 2, . . . , p− 1, s < p,

Ds·pm−1(x) =


s · pm−1 , åñëè x ∈ ∆0

m,

(1 + qk + q2k + . . .+ q(s−1)k) · pm−1, åñëè x ∈ ∆k
m,

0, åñëè x ∈ [ 1
pm−1 , 1).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ n âèäà (1) èìååì pn = n1p
1 +n2p

2 + . . .+nmp
m.

Èç óòâåðæäåíèÿ 1 ñëåäóåò (äëÿ ïåðèîäè÷åñêè ñ ïåðèîäîì 1 ïðîäîëæåí-
íûõ ôóíêöèé âñþäó)

χp n(x) =
m∏
k=1

(rk(x))nk =
m∏
k=1

(rk−1(p x))nk = χn(p x).

Íàïîìíèì ãåîìåòðè÷åñêîå ñâîéñòâî êîðíåé p-é ñòåïåíè èç åäèíèöû

1 + q + q2 + . . .+ qp−1 = 0,

ñ ïîìîùüþ êîòîðîãî èç îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèé Êðåñòåíñîíà�Ëåâè ñðàçó
ïîëó÷àåòñÿ ñîîòíîøåíèå 2.

Ñãðóïïèðóåì ïî p ñëàãàåìûõ

Dp n(x) =
n−1∑
k=0

p−1∑
l=0

χkp+l(x) =
n−1∑
k=0

χkp(x)

p−1∑
l=0

χl(x) =
n−1∑
k=0

χkp(x) ·Dp(x).

Òðåòèé ïóíêò âûâîäèòñÿ ïðèìåíåíåì äîêàçàííûõ ïóíêòîâ

Dp n(x) =
n−1∑
k=0

χk(p x) ·Dp(x) = Dn(p x) ·Dp(x).

Ïîâòîðíûì ïðèìåíåíèåì ï. 3 ïîëó÷àåì àíàëîã ëåììû Ïýëè.
Êàê îáîáùåíèå óòâåðæäåíèÿ 5 ïîëó÷àåì ñîîòíîøåíèå

Ds·pm−1(x) = Dpm−1(x)
(
1 + χpm−1(x) + . . .+ χ(s−1)pm−1(x)

)
, (8)

èç êîòîðîãî è âûòåêàåò ï. 5. �
Ëåììà 4 (ñàìîïîäîáèÿ). Åñëè k < pm, s < p, x ∈ [ 1

pm , 1), òî

|Dspm+k(x)| = |Dk(x)|.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî óòâåðæäåíèþ 5 è ëåììå 3 ïðè x ∈ [ 1
pm , 1) èìååì

Dspm+k(x) = Dspm(x) + χspm(x)Dk(x) = χspm(x)Dk(x).

Ëåììà 5 (ñèììåòðèè). Åñëè k < pm, x ∈ [ 1
pm , 1), òî

|Dk(x)| = |Dpm−k(x)|.
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Äîêàçàòåëüñòâî ìåòîäîì èíäóêöèè ïî m (íîìåðó ïà÷êè). Áàçó èí-
äóêöèè ñîñòàâëÿåò ï. 5 ëåììû 3 ïðè m = 1.

Ïóñòü ïðè k1 < pm−1 è x ∈ [ 1
pm−1 , 1) âåðíî

|Dk1
(x)| = |Dpm−1−k1

(x)|.

Òîãäà ïðè x ∈ [ 1
pm−1 , 1), 0 ≤ s ≤ p−1

2 ïî ëåììå 4 è ïðåäïîëîæåíèþ èìååì

|Dspm−1+k1
(x)| = |Dk1

(x)| = |Dpm−1−k1
(x)| = |D(p−s−1)pm−1+(pm−1−k1)(x)|.

Äîêàçàëè ïðè x ∈ [ 1
pm−1 , 1) è k < pm ðàâåíñòâî

|Dk(x)| = |Dpm−k(x)|.

Ðàññìîòðèì x ∈ [ 1
pm ,

1
pm−1 ). Åñëè k < pm−1, 0 ≤ s < p è x ∈ ∆r

m,
r = 1, 2, . . . , p− 1, òî ïî ôîðìóëå (8) ëåììû 3 è óòâåðæäåíèþ 5

Dspm−1+k(x) = pm−1(1 + qr + q2r + . . .+ q(s−1)r) + kqsr.

Òàê êàê 1 + qr + q2r + . . .+ q(p−1)r = 0, òî

−Dspm−1+k(x) = (pm−1 − k)qsr + pm−1(q(s+1)r + . . .+ q(p−1)r),

|Dspm−1+k(x)| = |q(p−1)r| · |(pm−1−k)q(p−s−1)r+pm−1(1+qr+ . . .+q(p−s−2)r)|.

À äëÿ ÿäðà ñ äðóãèì íîìåðîì

D(p−s)pm−1−k(x) = D(p−s−1)pm−1+(pm−1−k)(x),

D(p−s)pm−1−k(x) = pm−1(1 + qr + q2r + . . .+ q(p−s−2)r) + (pm−1− k)q(p−s−1)r.

Ñëåäîâàòåëüíî, |Dspm−1+k(x)| = |D(p−s)pm−1−k(x)| ïðè x ∈ ∆r
m, k < pm−1,

÷òî ðàâíîñèëüíî ðàâåíñòâó |Dk(x)| = |Dpm−k(x)| ïðè x ∈ ∆r
m, k < pm. �

Îòìåòèì, ÷òî äîêàçàííàÿ ëåììà 5 (ñèììåòðèè) îòëè÷àåòñÿ îò ñîîò-
âåòñòâóþùåãî óòâåðæäåíèÿ (ëåììà 10.18) äëÿ ñèñòåìû Óîëøà.
Ñëåäñòâèå. Äëÿ êîíñòàíò Ëåáåãà âåðíî:

Lpn = Ln ; Lpm−k = Lk +
pm − 2k

pm
ïðè k <

pm

2
.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî ï. 3 ëåììû 3

Lp n =

∫ 1

0

|Dp n(x)| dx =

∫ 1/p

0

|pDn(px)| dx =

∫ 1/p

0

|Dn(px)| dp x = Ln.

Ïî ëåììå 5 èìååì Lpm−k =

=

∫ 1
pm

0

|Dpm−k(x)|dx+

∫ 1

1
pm

|Dpm−k(x)|dx =

∫ 1
pm

0

(pm−k)dx+

∫ 1

1
pm

|Dk(x)|dx.

Lpm−k =
pm − k
pm

− k

pm
+

∫ 1/pm

0

k dx+

∫ 1

1/pm
|Dk(x)| dx = Lk +

pm − 2k

pm
.�

Âåðíåìñÿ îò ðàññìîòðåíèÿ ÿäðà Äèðèõëå è êîíñòàíò Ëåáåãà ê îñíîâ-
íîìó ïîâåñòâîâàíèþ.

Ïîäñòàâèâ ôîðìóëó (6) â ñóììó (7)

Sn(f ;x) =
n−1∑
k=0

1∫
0

f(t)χk(x) dt · χk(x) =

1∫
0

f(t) ·
n−1∑
k=0

χk(x
.
− t) dt ,

ïîëó÷èì èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå ÷àñòíîé ñóììû

Sn(f ;x) =

∫ 1

0

f(t) ·Dn(x
.
− t) dt ,

êîòîðàÿ ñîãëàñíî èíâàðèàíòíîñòè èíòåãðàëà îòíîñèòåëüíî ñäâèãà (ïðè-
ìåíèòåëüíî ê îïåðàöèè u ) èìååò âèä

Sn(f ;x) =

1∫
0

f(xu t)Dn(t) dt . (9)

Êàê ñëåäñòâèå óòâåðæäåíèÿ 4 ïîëó÷àåì
∫ 1

0 Dn(t) dt =
∫ 1

0 Dn(t) dt = 1.
Âû÷òåì èç (9) çíà÷åíèå ôóíêöèè â òî÷êå (óìíîæåííîå íà òàêèì îáðàçîì
çàïèñàííóþ åäèíèöó), ÷òîáû ïîëó÷èòü âûðàæåíèå äëÿ îòêëîíåíèÿ

Sn(f ;x)− f(x) =

1∫
0

(f(xu t)− f(x))Dn(t) dt .
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Îáîçíà÷èì Λm êëàññ ñòóïåí÷àòûõ êîìïëåêñíîçíà÷íûõ ôóíêöèé, ïî-
ñòîÿííûõ íà èíòåðâàëàõ ∆k

m.
Ëåììà 6. Åñëè f ∈ L[0, 1], òî

Spm(f ;x) = pm
∫

∆m(x)

f(x)dx ∈ Λm ,

òî åñòü ÷àñòíàÿ ñóììà ñ íîìåðîì pm åñòü ñòóïåí÷àòàÿ ôóíêöèÿ (äåé-
ñòâèòåëüíàÿ, åñëè f(x) � äåéñòâèòåëüíîçíà÷íàÿ) ñ èíòåðâàëîì ïîñòî-
ÿíñòâà äëèíîé p−m, ðàâíàÿ ñðåäíåìó çíà÷åíèþ ôóíêöèè f(x) íà êàæ-
äîì èíòåðâàëå m-ãî ðàíãà.

Åñëè f ∈ Λm, òî Spm(f) = f è Sk(f) ≡ f ïðè k ≥ pm.
Îïåðàöèåé êâàíòîâàíèÿ (pm-óñðåäíåíèÿ) íåïðåðûâíîãî ñèãíàëà íà-

çûâàåòñÿ îïåðàöèÿ ïåðåõîäà îò ôóíêöèè f ∈ L[0, 1] ê ôóíêöèè fm ∈ Λm

òàêîé, ÷òî äëÿ âñåõ x ∈ [0, 1) âûïîëíåíî fm(x) = pm
∫

∆m(x) f(t) dt. Ëåì-
ìà 6 óòâåðæäàåò, ÷òî ïåðåõîä ê ÷àñòíîé ñóììå ðÿäà Ôóðüå ïî ñèñòåìå
Êðåñòåíñîíà�Ëåâè ñ íîìåðîì pm åñòü îïåðàöèÿ pm- óñðåäíåíèÿ.
Ëåììà 7. Êîýôôèöèåíòû Ôóðüå ïî ñèñòåìå Êðåñòåíñîíà�Ëåâè ñ

íîìåðàìè i < pm äëÿ ôóíêöèè f ∈ L[0, 1] è åå pm-óñðåäíåíèÿ fm ∈ Λm

ñîâïàäàþò.
Òåîðåìà 3 (ïðèíöèï ëîêàëèçàöèè Ðèìàíà). Åñëè f(x) = 0 ïðè

x ∈ ∆m(x0) äëÿ íåêîòîðîãî m, òî

lim
n→∞

Sn(f ;x0) = 0.

Â ÷àñòíîñòè, ñïðàâåäëèâî Spk(f ;x0) = 0 ïðè k ≥ m.
Äîêàçàòåëüñòâî ëåìì 6, 7 è òåîðåìû 3 àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâàì,

ïðèâåäåííûì äëÿ ñèñòåìû Óîëøà.
Óòâåðæäåíèå 6. Èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå ïðåäñòàâëåíèå â âèäå

îáúåäèíåíèÿ íåïåðåñåêàþùèõñÿ èíòåðâàëîâ (0, 1) =
⋃∞
m=1

⋃p−1
k=1 ∆k

m.
Ñïðàâåäëèâî àíàëîãè÷íîå ïðåäñòàâëåíèå [0, 1]∗ \{0} =

⋃∞
m=1

⋃p−1
k=1 ∆k

m

ìîäèôèöèðîâàííîãî îòðåçêà (áåç îäíîé òî÷êè) â âèäå îáúåäèíåíèÿ íåïå-
ðåñåêàþùèõñÿ îòðåçêîâ ∆k

m = [( k
pm )+; (k+1

pm )−].
Ëåììà 8. Òî÷íîé ìàæîðàíòîé äëÿ ÿäðà Äèðèõëå ïî ñèñòåìå Êðåñ-

òåíñîíà�Ëåâè ñëóæèò ôóíêöèÿ

h(x) =
pm−1 cos π

2p

sin kπ
p

, åñëè x ∈ ∆k
m, 1 ≤ k < p.
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Äëÿ ñëó÷àÿ p = 3 ìàæîðàíòà èìååò áîëåå ïðîñòîé âèä

h(x) = pm , åñëè x ∈ [p−(m+1), p−m).

Òî, ÷òî ìàæîðàíòà òî÷íàÿ, âûòåêàåò èç ï. 5 ëåììû 3 äëÿ s íàéäåííîãî
èç óñëîâèÿ s · k (mod p) = p−1

2 . Òîãäà, ñîãëàñíî (8), íà èíòåðâàëå ∆k
m

èìååì

Dspm−1(x) = (1+qk+. . .+q(s−1)k)·pm−1 =
1− qsk

1− qk
·pm−1 =

1− q(p−1)/2

1− qk
·pm−1.

Îöåíèì ïî ìîäóëþ∣∣∣∣1− q(p−1)/2

1− qk

∣∣∣∣ = |q
p−1

4 −
k
2 | · |q

(p−1)/4 − q−(p−1)/4|
|qk/2 − q−k/2|

=
|2i sin 2π

p
p−1

4 |
|2i sin 2π

p
k
2 |

=
cos π

2p

sin kπ
p

.�

Íåðàâåíñòâî |Dn(x)| ≤ h(x), êîòîðîå äîêàçûâàåòñÿ áîëåå ñëîæíî, ìîæ-
íî ïîäòâåðäèòü âûâîäîì î ïîâåäåíèè ìîäóëÿ ÿäðà Äèðèõëå äëÿ ñèñòåìû
Êðåñòåíñîíà�Ëåâè: â ëþáîé òî÷êå x ∈ (0, 1) çíà÷åíèå ìîäóëÿ ÿäðà Äèðè-
õëå |Dn(x)| êàê ôóíêöèÿ öåëî÷èñëåííîãî àðãóìåíòà n ðàñòåò îò ôóíêöèè
e(x) ≡ 0 äî ôóíêöèè h(x) è îáðàòíî óáûâàåò îò h(x) äî e(x) (òî åñòü
êîëåáëåòñÿ â äàííûõ ïðåäåëàõ). Â îñíîâå ýòîãî âûâîäà ëåæèò ëåììà 3.
Ëåììà 9. Êîíñòàíòû Ëåáåãà ñèñòåìû Êðåñòåíñîíà�Ëåâè ðàñòóò

íå áûñòðåå ëîãàðèôìà Ln = O(log n).
Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè n = s · pm + k, ãäå 1 ≤ s < p, k < pm , òî ïî

óòâåðæäåíèþ 5 è ëåììå 3

Ln =

∫ 1/pm

0

|Ds·pm(x) + χs·pm(x) ·Dk(x)| dx+

∫ 1

1/pm
|Dk(x)| dx. (10)

Âòîðîå ñëàãàåìîå ïðàâîé ÷àñòè (10) ðàâíî∫ 1

0

|Dk(x)| dx− k
∫ 1/pm

0

dx = Lk −
k

pm
.

Ïåðâîå ñëàãàåìîå îöåíèì ñâåðõó (ðàçáèâ èíòåðâàë èíòåãðèðîâàíèÿ íà
èíòåðâàëû ñëåäóþùåãî ðàíãà è èñïîëüçîâàâ ìàæîðàíòó ÿäðà Äèðèõëå
h(x) ) âåëè÷èíîé∫

∆0
m+1

(s · pm + k) dx+

p−1∑
l=1

∫
∆l
m+1

h(x) dx =
1

pm+1

(
n+ pm

p−1∑
l=1

cos π
2p

sin kπ
p

)
.
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Îòñþäà âûâîäèì, ÷òî äëÿ êàæäîãî p íàéäåòñÿ ñâîÿ êîíñòàíòà C òàêàÿ,
÷òî Ln < Lk + C. Ñëåäîâàòåëüíî Ln ≤ C logp n. Â ÷àñòíîñòè, ïðè p = 3
îöåíêà ïðèíèìàåò âèä

Ln ≤ Lk −
k

3m
+

1

3m+1
(n+ 2 · 3m) = Lk +

s · 3m + 2(3m − k)

3m+1
< Lk +

4

3
,

êîòîðàÿ ïðè áîëåå àêêóðàòíîì âû÷èñëåíèè èìååò âèä Ln < Lk + 1. Äëÿ
p = 3 ïîëó÷àåì îöåíêó Ln ≥ log3 n, êîòîðàÿ íå âåðíà òîëüêî ïðè n
ðàâíûõ 1, 2 è 4.

Èç (10) âûòåêàåò è ïðîòèâîïîëîæíîå íåðàâåíñòâî.

Åñëè p > 3, òî ðàññìîòðèì k < pm

2 è s = 1. Òîãäà

Ln =
1

pm+1

(
n+

p−1∑
l=1

|pm + ql · k|

)
+ Lk −

k

pm
,

Ln = Lk +
1

pm+1

(
(n− k) +

p−1∑
l=1

(|pm + ql · k| − k)

)
> Lk +

1

p
.

Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ íîìåðà âèäà n = 1 + p + p2 + . . . + pm−1 èìååì
Ln ≥ m

p >
1
p logp n.

Äëÿ ñëó÷àÿ p = 3 ìîæíî ýòî íåðàâåíñòâî óòî÷íèòü è ïîêàçàòü, ÷òî
äëÿ íîìåðà n = 1 + 3 + 32 + . . . + 3m−1 èìååì Ln ≥ m√

3
> 1√

3
log3 n. Â

÷àñòíîñòè,

L4 =

∫ 1/9

0

4dx+

∫ 2/9

1/9

|3+q|dx+

∫ 1/3

2/9

|3+q|dx+

∫ 1

1/3

dx =
4

9
+

2

9

√
7+

2

3
>

2√
3
.

Äàëåå ïî ôîðìóëå (10)

L13 =

∫ 1/27

0

13dx+ 2

∫ 2/27

1/27

|9 + 4q|dx+
2

9

√
7 +

2

3
=

13

27
+

2

27

√
61 +

2

9

√
7 +

2

3
,

L13 > L4+ 2
27

√
61 > L4+ 1√

3
, è â îáùåì ñëó÷àå äëÿ k = 1+3+32+. . .+3m−1

èìååì

L3m+k =
3m + k

3m+1
+

2

3m+1

√
(3m)2 − k3m + k2 + Lk −

k

3m
> Lk +

1√
3
,
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òàê êàê íåðàâåíñòâî 2
3m+1

√
(3m)2 − k3m + k2 > 1√

3
ëåãêî ïîëó÷èòü èç ãåî-

ìåòðè÷åñêèõ ïîñòðîåíèé ïî òåîðåìå êîñèíóñîâ ñðàâíåíèåì ñ âûñîòîé ðàâ-
íîñòîðîííåãî òðåóãîëüíèêà. �

Òàê æå, êàê äëÿ ñèñòåìû Óîëøà, äîêàçûâàþòñÿ ñëåäóþùèå äâå òåî-
ðåìû.

Òåîðåìà 4 (ïðèçíàê Äèíè). Åñëè
1∫

0

|f(x0)−f(tu x0)| h(t)dt <∞,

ãäå h(t) � ìàæîðàíòà ÿäðà Äèðèõëå (ñì. ëåììó 8),òî ðÿä Ôóðüå ïî
ñèñòåìå Êðåñòåíñîíà�Ëåâè â òî÷êå x0 ñõîäèòñÿ ê çíà÷åíèþ ôóíêöèè
â ýòîé òî÷êå

lim
n→∞

Sn(f ;x0) = f(x0).

Òåîðåìà 5.Íîðìà îïåðàòîðà ÷àñòíûõ ñóìì, äåéñòâóþùåãî èç L[0, 1]
â L[0, 1] (à òàêæå èç L∞[0, 1] â L∞[0, 1] ), ðàâíà êîíñòàíòå Ëåáåãà Ln.

Ñóùåñòâåííî ñëîæíåå äîêàçûâàåòñÿ
Òåîðåìà 6. Åñëè f ∈ Lp[0, 1], p > 1, òî ñóùåñòâóåò ÷èñëî Bp òàêîå,

÷òî ‖Sk(f)‖p ≤ Bp‖f‖p äëÿ ëþáîãî k ∈ N.
Ñëåäñòâèå. Åñëè f ∈ Lp[0, 1], p > 1, òî ‖Sk(f)−f‖p → 0 ïðè k →∞.

11.3 Ñâîéñòâà ðÿäà è êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå

Íàïîìíèì îïðåäåëåíèå ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ êîìïëåêñíîçíà÷íûõ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé c = (c0, c1, ..., cn, ...) , d = (d0, d1, ..., dn, ...) :

(c, d) =
∞∑
n=0

cndn .

Îïðåäåëèì p-è÷íóþ ñâåðòêó ôóíêöèé

f ∗ g = (f ∗ g)(x) =

1∫
0

f(x
.
− t)g(t) dt =

1∫
0

f(t)g(x
.
− t) dt

è ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé êàê ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñäâèãîâ

c ∗ d = {
∞∑
k=0

cm
.
−kdk}

∞
m=0 = {

∞∑
k=0

ckdm
.
−k}

∞
m=0.
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Òîãäà ôîðìóëó (9) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå Sn(f) = f ∗Dn .
Óòâåðæäåíèå 7. Åñëè f ∈ L[0, 1], òî lim

n→∞
cn[f ] = 0.

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå (6) ôóíêöèè f(x) êîðî÷å
çàïèñûâàþò â âèäå f̂ = (c0[f ], c1[f ], ..., cn[f ], ...) ñ ïîìîùüþ çíàêà îïåðà-
òîðà̂: L[0, 1]→ s0.

Îïðåäåëèì ñäâèã ôóíêöèè f(x) íà ýëåìåíò a ∈ [0, 1) ôîðìóëîé

fa(x) = f(xu a) .

Îïðåäåëèì ñîïðÿæåííóþ ôóíêöèþ äëÿ ôóíêöèè f(x) ðàâåíñòâîì

f ∗(t) = f(
.
−t) .

Äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè c = (c0, c1, c2..., cp−1, cp, ..., cn, ...) ñîïðÿæåííîé
íàçûâàåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

c∗ = (c0, cp−1, cp−2, ..., c1, c(p−1)p, ..., c .−n, ...) .

Ïðèâåäåì ñâîéñòâà êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå è ðÿäà Ôóðüå ïî ñèñòåìå
Êðåñòåíñîíà�Ëåâè, â ñêîáêàõ óêàçàâ îïåðàòîðíóþ ôîðìó çàïèñè (äëÿ
ñâîéñòâ 1�5 è 8 ïîëàãàåì f, g ∈ L[0, 1]).
1. Ëèíåéíîñòü. Åñëè α, β ∈ C, òî

cn[α · f + β · g] = α · cn[f ] + β · cn[g]; ( ̂αf + βg = αf̂ + βĝ ).

2. Ñäâèã. Îòíîñèòåëüíî îïåðàòîðà âû÷èñëåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ Ôó-
ðüå ñäâèã ôóíêöèè ïåðåõîäèò â ïîêîîðäèíàòíîå óìíîæåíèå íà õàðàê-
òåð

cn[fa] = cn[f ] · χn(a) , (f̂a = f̂ · χ(a) ).

3. Óìíîæåíèå íà õàðàêòåð.Ïîñëå óìíîæåíèÿ èñõîäíîé ôóíêöèè
íà ôóíêöèþ Êðåñòåíñîíà�Ëåâè ñ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ êîýôôèöèåíòîâ
Ôóðüå ïðîèñõîäèò ãðóïïîâîé ñäâèã

cn[f · χk] = cnuk[f ]; (f̂ · χk = (f̂)k).

Äîêàçàòåëüñòâî ñâîéñòâ 1�3 àíàëîãè÷íî ïðèâåäåííîìó äëÿ ñèñòåìû
Óîëøà.
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4. Ñîïðÿæåíèå. Îïåðàöèè ñîïðÿæåíèÿ ôóíêöèè è êîìïëåêñíîãî
ñîïðÿæåíèÿ çíà÷åíèé ôóíêöèè äâîéñòâåííû îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè
âû÷èñëåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå, à èìåííî

cn[f
∗] = cn[f ], cn[ f ] = c .−n[f ] (f̂ ∗ = f̂ , f̂ = (f̂ )∗ ).

Äîêàçàòåëüñòâî. Êîìïëåêñíîå ñîïðÿæåíèå ïðîèçâåäåíèÿ åñòü ïðîèç-
âåäåíèå êîìïëåêñíûõ ñîïðÿæåíèé. Ïðèìåíèì ëåììó 1 è ñâîéñòâî èíâà-
ðèàíòíîñòè èíòåãðàëà îòíîñèòåëüíî ñäâèãà

cn[f
∗] =

∫ 1

0

f ∗(x)χn(x) dx =

∫ 1

0

f(
.
−x)χn(

.
−x) dx = cn[f ].

Â ñëåäóþùåé âûêëàäêå ïîâòîðèì âû÷èñëåíèÿ ïî ëåììå 1, îòðàçèâ ñî-
ïðÿæåíèå â íîìåðå, à íå â àðãóìåíòå

cn[f ] =

∫ 1

0

f(x) · χn(x) dx =

∫ 1

0

f(x)χ .
−n(x) dx = c .−n[f ].

Â ñëåäóþùèõ äâóõ ñâîéñòâàõ åñòü íåçíà÷èòåëüíûå îòëè÷èÿ ïî ñðàâ-
íåíèþ ñ ñèñòåìîé Óîëøà.
5. Ñâåðòêà ôóíêöèé. Êîýôôèöèåíò Ôóðüå p-è÷íîé ñâåðòêè ðàâåí

ïðîèçâåäåíèþ êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå (ãäå × åñòü îïåðàöèÿ ïîêîîðäèíàò-
íîãî óìíîæåíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé)

cn[f ∗ g] = cn[f ] · cn[g]; (f̂ ∗ g = f̂ × ĝ).

6. Ïðîèçâåäåíèå ôóíêöèé. Åñëè f ∈ Lp[0, 1], g ∈ Lp′[0, 1], p > 1,
1
p + 1

p′ = 1, òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå ïðîèçâåäåíèÿ
ôóíêöèé åñòü p-è÷íàÿ ñâåðòêà ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé êîýôôèöèåíòîâ
Ôóðüå ôóíêöèé

cn[f · g] =
∞∑
k=0

cn
.
−k[f ] · ck[g]; (f̂ · g = f̂ ∗ ĝ).

7. Ðàâåíñòâî Ïàðñåâàëÿ. Åñëè f ∈ Lp[0, 1], g ∈ Lp′[0, 1], ãäå p > 1,
1
p + 1

p′ = 1, òî

1∫
0

f(x)g(x) dx =
∞∑
k=0

ck[f ] · ck[g], (f, g) = (f̂ , ĝ).
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8. Èíòåãðèðîâàíèå. Åñëè t ∈ [0, 1), òî
t∫

0

f(x) dx = lim
m→∞

(f̂ , D̃[t]m) ,

ãäå [t]m =
m∑
k=1

tk
pk
� ñðåçêà ÷èñëà t âèäà (2), êîòîðàÿ îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìó-

ëîé, àíàëîãè÷íîé (10.10), à D̃[t]m � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü çíà÷åíèé äðîáíîãî
ÿäðà Äèðèõëå ïî ñèñòåìå Êðåñòåíñîíà�Ëåâè.

Â ôîðìóëèðîâêå óòâåðæäåíèÿ ïîÿâèëîñü íîâîå (ïðèìåíèòåëüíî ê ñè-
ñòåìå Êðåñòåíñîíà�Ëåâè) ïîíÿòèå: ïîñëåäîâàòåëüíîñòü çíà÷åíèé äðîáíî-
ãî ÿäðà Äèðèõëå, êîîðäèíàòû êîòîðîé ñ íîìåðîì i ïðè 0 ≤ i ≤ pm − 1
îïðåäåëèì (ññûëêîé íà ï. 3 ëåììû 3) ôîðìóëîé D k

pm
(i) := 1

pmDk(
i
pm ) .

Êîîðäèíàòû D̃ k
pm

ñ èíäåêñàìè i ≥ pm ñ÷èòàåì ðàâíûìè íóëþ.

11.4 Óïðàæíåíèÿ

1. Äîêàæèòå óòâåðæäåíèÿ 1�7.
2. Ñîñòàâüòå òàáëèöó çíà÷åíèé ïî èíòåðâàëàì ÿäðà Äèðèõëå è êîí-

ñòàíò Ëåáåãà ïî ñèñòåìå Êðåñòåíñîíà�Ëåâè ïðè p = 3 äëÿ ïåðâûõ äåâÿòè
íîìåðîâ.

3. Ðàçëîæèòå ôóíêöèþ f(x) =

{
1, åñëè x ∈ [0, 4/9),

0, åñëè x ∈ [4/9, 1),
â ðÿä ïî ñè-

ñòåìå Êðåñòåíñîíà�Ëåâè ïðè p = 3. Âû÷èñëèòå ÷àñòíûå ñóììû ýòîãî
ðÿäà.

4. Ðàçëîæèòå ôóíêöèè f(x) = x â ðÿä ïî ñèñòåìå Êðåñòåíñîíà�Ëåâè
ïðè p = 3 (ïåðâûå 9 êîýôôèöèåíòîâ).

5. Ðàçëîæèòå ëåñòíèöó Êàíòîðà k(x) (îïðåäåëåíèå ñìîòðè â óïðàæ-
íåíèè 9 ãë. 4) â ðÿä ïî ñèñòåìå Êðåñòåíñîíà�Ëåâè ïðè p = 3 (ïåðâûå 9
êîýôôèöèåíòîâ).

6. Äîêàæèòå òåîðåìó 4.
7. Äîêàæèòå ñôîðìóëèðîâàííûå ñâîéñòâà êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå ïî

ñèñòåìå Êðåñòåíñîíà�Ëåâè ïî àíàëîãèè ñ ñèñòåìîé Óîëøà.
8. Âû÷èñëèòå èíòåãðàëû

∫ m
9

0 xdx ïðèm = 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 ÷åðåç êîýô-
ôèöèåíòû Ôóðüå ïî ñèñòåìå Êðåñòåíñîíà�Ëåâè. Ïîâòîðèòå âû÷èñëåíèÿ
äëÿ ëåñòíèöû Êàíòîðà.



Ãëàâà 12

Ñèñòåìà Õààðà

12.1 Îïðåäåëåíèå è ñâîéñòâà ñèñòåìû Õààðà

Â 1910 ã. À. Õààð ïîñòàâèë è ðåøèë çàäà÷ó: ïîñòðîèòü îðòîãîíàëü-
íóþ ñèñòåìó, ðÿä Ôóðüå ïî êîòîðîé äëÿ ëþáîé íåïðåðûâíîé ôóíêöèè
ñõîäèòñÿ ê íåé.

Ôóíêöèè ñèñòåìû Õààðà {χn(t)}∞n=0 , êîòîðûå êàê è ôóíêöèè Óîë-
øà ãðóïïèðóþòñÿ ïî ïà÷êàì, îïðåäåëèì íà èíòåðâàëå (0, 1) ñ ïîìîùüþ
äâîéíîé è ñêâîçíîé íóìåðàöèè:

χ0(t) ≡ 1, χ1(t) = χ
(0)
0 (t) =


1 ïðè t ∈ (0, 1/2) ,

−1 ïðè t ∈ (1/2, 1) ,

0 ïðè t = 1/2.

χ2n+k(t) = χ(k)
n (t) =



√
2n ïðè t ∈ ( k

2n ,
2k+1
2n+1 ),

−
√

2n ïðè t ∈ (2k+1
2n+1 ,

k+1
2n ),

0 ïðè t ∈ (0, k2n ) ∪ (k+1
2n , 1) ∪ {2k+1

2n+1 },
1
2 ·
√

2n ïðè t = k/2n, k 6= 0,

−1
2 ·
√

2n ïðè t = k+1
2n 6= 1,

ãäå n ∈ N, k = 0, 1, 2, . . . , 2n − 1. Îáû÷íî ôóíêöèè Õààðà îïðåäåëÿþò-
ñÿ íà îòðåçêå [0, 1] ïðîäîëæåíèåì äàííîãî îïðåäåëåíèÿ, ïðåäëîæåííîãî
äëÿ (0, 1), â òî÷êàõ 0 è 1 ïî íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèé èçíóòðè îòðåç-
êà. Ýòî îïðåäåëåíèå ôóíêöèé Õààðà íàçîâåì îñíîâíûì. Ïðè îïðåäåëå-
íèè èñïîëüçîâàëè ïðèíöèï íóìåðàöèè ñ íóëÿ êàê è äëÿ ñèñòåìû Óîëøà.
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Â ìàòåìàòè÷åñêîé ëèòåðàòóðå ïðîøëîãî âåêà ïðèìåíÿëàñü íóìåðàöèÿ ñ
åäèíèöû.

Â êíèãå [15] ôóíêöèè Õààðà ïî äðóãîìó îïðåäåëåíû â òî÷êàõ ðàçðûâà
è ïîýòîìó â [15] îøèáî÷íî äîêàçàòåëüñòâî îñíîâíîãî ñâîéñòâà ñèñòåìû
Õààðà î òîì, ÷òî ðÿä Ôóðüå-Õààðà ñõîäèòñÿ ê íåé ðàâíîìåðíî. Ñîîòâåò-
ñòâóþùèé êîíòðïðèìåð ïîñòðîèë Ï. Ë. Óëüÿíîâ.

Ñèñòåìó Õààðà ìîæíî êàê è ñèñòåìó Óîëøà ðàññìàòðèâàòü íà ìîäè-
ôèöèðîâàííîì îòðåçêå [0, 1]∗ (èëè íà ïîëóèíòåðâàëå [0, 1) ∈ R), çàäàâàÿ
ôóíêöèè ñèñòåìû ðàâåíñòâîì |χ2n+k(t)| =

√
2n ïðè t ∈ ∆k

n, ãäå ôóíêöèÿ
χ2n+k(t) èìååò çíàê ïëþñ íà ëåâîé ïîëîâèíå ∆2k

n+1 èíòåðâàëà ∆k
n è îò-

ðèöàòåëüíà íà ïðàâîé ïîëîâèíå ∆2k+1
n+1 èíòåðâàëà ∆k

n. Â îñòàëüíûõ òî÷-
êàõ ôóíêöèÿ îïðåäåëÿåòñÿ íóëåì. Èíòåðâàë ∆k

n íàçûâàåòñÿ íîñèòåëåì
ôóíêöèè χ2n+k. Ýòî îïðåäåëåíèå, êîòîðûì ìû è áóäåì â îñíîâíîì ïîëü-
çîâàòüñÿ, áîëåå óäîáíî òåì, ÷òî ïîçâîëÿåò ðåçóëüòàòû ïðåäûäóùåé ãëàâû
ïåðåíåñòè íà ñèñòåìó Õààðà. Â ýòîé ãëàâå êîìïëåêñíîçíà÷íûõ ôóíêöèé
íå ðàññìàòðèâàåì.

Ëåììà 1. Ñèñòåìà Õààðà {χn(t)}∞n=0 îðòîíîðìèðîâàíà íà [0, 1].

Äîêàçàòåëüñòâî. Èìååì (χ0, χn) =
∫ 1

0 χn(t) dt = 0 ïðè n 6= 0.

Åñëè ôóíêöèè χn è χm èç îäíîé ïà÷êè è ðàçëè÷íû, òî èõ íîñèòåëè íå
ïåðåñåêàþòñÿ. Ñëåäîâàòåëüíî (χn, χm) = 0.

Åñëè ôóíêöèè χn è χm èç ðàçíûõ ïà÷åê, òî âîçìîæíû 2 ñëó÷àÿ. Åñëè
íîñèòåëè íå ïåðåñåêàþòñÿ, òî (χn, χm) = 0. Åñëè íîñèòåëè ïåðåñåêàþò-
ñÿ, òî íîñèòåëü ∆l

m ôóíêöèè χ2m+l èç ñòàðøåé ïà÷êè (m > n) ëåæèò
íà èíòåðâàëå ïîñòîÿíñòâà (∆l

m ⊂ ∆k
n) äðóãîé ôóíêöèè χ2n+k, çíà÷åíèå

êîòîðîé ìîæíî âûíåñòè çà çíàê èíòåãðàëà

(χ2n+k, χ2m+l) = χ2n+k(∆
l
m) ·

∫
∆l
m

χ2m+l(t) dt = 0.

Èòàê, ôóíêöèè Õààðà îðòîãîíàëüíû.

Ïðîâåðèì, ÷òî ôóíêöèè íîðìèðîâàíû: (χ0, χ0) = 1,

(χ2n+k, χ2n+k) =

∫ 1

0

(χ2n+k(t))
2 dt =

∫
∆k
n

2n dt = 1. �

Ëåììà 2. Ëèíåéíàÿ îáîëî÷êà íàáîðà {χk(t)}2n−1
k=0 ñîâïàäàåò ñ êëàññîì

Λn äâîè÷íî-ñòóïåí÷àòûõ ôóíêöèé.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðèíàäëåæíîñòü êàæäîé ôóíêöèè íàáîðà êëàññó
Λn îçíà÷àåò âëîæåíèå â îäíó ñòîðîíó.

Ïîêàæåì ñ èñïîëüçîâàíèåì ìåòîäà ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè ïî íî-
ìåðó ïà÷êè n, ÷òî ëþáàÿ f ∈ Λn ïðåäñòàâèìà êàê ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ
ôóíêöèé íàáîðà.

Åñëè ôóíêöèÿ îïðåäåëåíà f(t) = a ïðè t ∈ ∆0
1 è f(t) = b ïðè t ∈ ∆1

1,
òî ïîëîæèì f(t) = a+b

2 χ0(t) + a−b
2 χ1(t). Áàçà èíäóêöèè óñòàíîâëåíà.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ëþáàÿ ôóíêöèÿ èç Λn−1 ïðåäñòàâèìà êàê ëèíåéíàÿ
êîìáèíàöèÿ ïåðâûõ 2n−1 ôóíêöèé íàáîðà. Ïóñòü f ∈ Λn. Îïðåäåëèì
ôóíêöèþ g ∈ Λn−1 êàê ñðåäíåå çíà÷åíèå f(t) ïî èíòåðâàëàì (n − 1)-ãî
ðàíãà: g(t) = 2n−1

∫
∆k
n−1

f(x) dx ïðè t ∈ ∆k
n−1.

Òîãäà ôóíêöèÿ h = f − g ∈ Λn îáëàäàåò ñâîéñòâîì
∫

∆k
n−1
h(t) dt = 0

äëÿ âñåõ k = 0, 1, 2, ..., 2n−1 − 1 è, ñëåäîâàòåëüíî, ïðåäñòàâèìà â âèäå
2n−1∑
k=2n−1

akχk(t). Ïðåäïîëàãàÿ ïðåäñòàâèìîñòü g(t) =
2n−1−1∑
k=0

akχk(t), ïîëó÷à-

åì èíäóêòèâíûé ïåðåõîä f(t) =
2n−1∑
k=0

akχk(t). �

Çàìå÷àíèå. Åñëè ïîëüçîâàòüñÿ îñíîâíûì îïðåäåëåíèåì, òî â êà÷å-
ñòâå ôóíêöèé êëàññà Λn íà èíòåðâàëå (0, 1) âûñòóïàþò äâîè÷íî-ñòóïåí-
÷àòûå ôóíêöèè, ó êîòîðûõ âñå âíóòðåííèå òî÷êè ðàçðûâà ÿâëÿþòñÿ ðå-
ãóëÿðíûìè òî÷êàìè.

Òåîðåìà 1. Ñèñòåìà Õààðà ïîëíà â L[0, 1].

Äîêàçàòåëüñòâî.Êàæäàÿ ôóíêöèÿ ñèñòåìû Õààðà ïðèíàäëåæèò ïðî-
ñòðàíñòâó B[0, 1], òî åñòü ëåæèò â (L[0, 1])∗. Ïóñòü f ∈ L[0, 1]. Îáîçíà÷èì
F (x) =

∫ x
0 f(t) dt òàêóþ ïåðâîîáðàçíóþ äëÿ íåå, ÷òî F (0) = 0.

Óñëîâèå (f, χ0) = 0 âëå÷åò F (1) − F (0) = 0, òî åñòü F (1) = 0. Èç
óñëîâèÿ (f, χ1) = 0 ñëåäóåò, ÷òî F (1) − 2F (1/2) + F (0) = 0, òî åñòü
F (1/2) = 0. Åñëè äîêàçàíî, ÷òî F ( k

2n ) = 0 ïðè âñåõ k = 0, 1, ..., 2n − 1,

òî óñëîâèÿ (f, χ
(m)
n ) = 0 âëåêóò F (m+1

2n )− 2F (2m+1
2n+1 ) + F ( m2m ) = 0, òî åñòü

F (2m+1
2n+1 ) = 0 äëÿ âñåõ m = 0, 1, ..., 2n − 1.

Èç óñëîâèÿ F (x) = 0 âî âñåõ äâîè÷íî-ðàöèîíàëüíûõ òî÷êàõ ïî ñâîé-
ñòâó íåïðåðûâíîñòè èíòåãðàëà ñ ïåðåìåííûì âåðõíèì ïðåäåëîì ïîëó÷à-
åì F (x) ≡ 0. Ñëåäîâàòåëüíî, f(t) = 0 ïî÷òè âñþäó. �
Ñëåäñòâèå. Ñèñòåìà Õààðà ïîëíà è çàìêíóòà â Lp[0, 1] äëÿ ëþáîãî

p > 1.
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Äîêàçûâàåòñÿ òàê æå, êàê äëÿ ñèñòåìû Óîëøà (òåîðåìà 10.3 è äàëåå).
Â ïåðâîì àáçàöå äàííîé ãëàâû ñêàçàíî, ÷òî ñèñòåìà Õààðà çàìêíóòà â
C[0, 1].

Îïðåäåëåíèå 1. Ðÿä ïî ñèñòåìå Õààðà èìååò âèä

∞∑
n=0

anχn(x).

Åñëè êîýôôèöèåíòû âû÷èñëåíû ïî ôîðìóëå an =
1∫

0

f(x)χn(x) dx äëÿ

êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå ïî ñèñòåìå Õààðà ôóíêöèè f ∈ L[0, 1], òî ýòî ðÿä
Ôóðüå ïî ñèñòåìå Õààðà äëÿ f(x).

Êàê ñëåäñòâèå ïîëíîòû â L2[0, 1] ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî Ïàðñåâàëÿ∫ 1

0

f 2(x) dx =
∞∑
k=0

a2
k[f ]

è ñòðåìëåíèå ê íóëþ êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå ôóíêöèè ïî ñèñòåìå Õààðà:
lim
k→∞

ak[f ] = 0 äëÿ ëþáîé f ∈ L2[0, 1].

Ëåììà 3. Åñëè f ∈ Λn, òî äëÿ ëþáîãî m > 2n ÷àñòíàÿ ñóììà ðÿäà
Ôóðüå-Õààðà ñ íîìåðîì m ñîâïàäàåò ñ f(x), òî åñòü Sm(f ;x) = f(x)
âñþäó.

Ñèñòåìó Õààðà íàçûâàþò òàêæå ñèñòåìîé ïîñëåäîâàòåëüíîé ïðîðè-
ñîâêè äåòàëåé. Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ ëþáîé f ∈ L[0, 1] ÷àñòíàÿ ñóììà
S2n+k(f), ãäå 0 < k 6 2n, ïðèíàäëåæèò Λn+1 è íà èíòåðâàëàõ ∆m

n+1, ãäå
0 6 m < 2k, ñîâïàäàåò ñî ñâîèì ñðåäíèì çíà÷åíèåì 2n+1

∫
∆m
n+1

f(x) dx

íà äàííîì èíòåðâàëå, êîòîðîå îáîçíà÷èì f(∆m
n+1). Åñëè æå m > 2k, òî

S2n+k(f ; ∆m
n+1) = f(∆m1

n ), ãäå ∆m
n+1 ⊂ ∆m1

n . Çíà÷èò, ïðè óâåëè÷åíèè k íà
åäèíèöó (ïðè óñëîâèè k < 2n) ìåíÿåòñÿ çíà÷åíèå ÷àñòíîé ñóììû òîëüêî

íà èíòåðâàëå ∆k
n = ∆2k

n+1 ∪∆2k+1
n+1 çàìåíîé f(∆k

n) íà f(∆2k
n+1) è f(∆2k+1

n+1 )
ñîîòâåòñòâåííî.

Êàê ñëåäñòâèå ïîëó÷àåì, ÷òî ÷àñòíûå ñóììû ñ íîìåðàìè 2n ïî ñè-
ñòåìå Óîëøà è Õààðà ñîâïàäàþò è ïîëó÷àþòñÿ óñðåäíåíèåì èñõîäíîé
ôóíêöèè ïî èíòåðâàëàì n-ãî ðàíãà. Äàííûé ðåçóëüòàò óòî÷íèì. Ââå-
äåì ìàòðèöû äèñêðåòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Óîëøà Wk óðîâíÿ k (ò.å. åå
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ïîðÿäîê 2k), ïðîèëëþñòðèðîâàâ ìàòðèöàìè 1-ãî, 2-ãî è 3-ãî óðîâíÿ:

W1 =

(
1 1
1 −1

)
, W2 =


1 1 1 1
1 1 −1 −1
1 −1 1 −1
1 −1 −1 1

 ,

W3 =



1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 −1 −1 −1 −1
1 1 −1 −1 1 1 −1 −1
1 1 −1 −1 −1 −1 1 1
1 −1 1 −1 1 −1 1 −1
1 −1 1 −1 −1 1 −1 1
1 −1 −1 1 1 −1 −1 1
1 −1 −1 1 −1 1 1 −1


.

Êàæäàÿ i-àÿ ñòðîêà ìàòðèöû Wn (ïðè íóìåðàöèè ñ íóëÿ) åñòü çíà÷åíèå
ôóíêöèè Óîëøà wi(x) íà èíòåðâàëàõ n-ãî ðàíãà ∆j

n, ãäå j = 0, 1, ..., 2n−1
íîìåð ñòîëáöà.
Ëåììà 4. Ôóíêöèè Óîëøà-Ïýëè ëþáîé ïà÷êè åñòü ëèíåéíàÿ êîìáè-

íàöèÿ ôóíêöèé Õààðà òîé æå ïà÷êè. À èìåííî,
w2n(x)
w2n+1(x)
w2n+2(x)

...
w2n+1−1(x)

 =
1√
2n
·Wn ·


χ2n(x)
χ2n+1(x)
χ2n+2(x)

...
χ2n+1−1(x)

 ,


χ2n(x)
χ2n+1(x)
χ2n+2(x)

...
χ2n+1−1(x)

 =
1√
2n
·Wn ·


w2n(x)
w2n+1(x)
w2n+2(x)

...
w2n+1−1(x)

 .

Äîêàçàòåëüñòâî.Ôîðìóëà w2n(x) = 1√
2n

∑2n−1
k=0 χ2n+k(x) î÷åâèäíà. Îñòàëü-

íûå ñòðî÷êè ìàòðèöû-ñòîëáöà ñëåâà ðàâíû

w2n+m(x) = wm(x) · w2n(x) = wm(∆n(x)) · 1√
2n

2n−1∑
k=0

χ2n+k(x).
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Òàê êàê äëÿ ëþáîãî x â ñóììå ïðèñóòñòâóåò òîëüêî îäíî îòëè÷íîå îò
íóëÿ ñëàãàåìîå è íîìåð k ýòîãî ñëàãàåìîãî òàêîâ, ÷òî ∆k

n = ∆n(x), òî

w2n+m(x) =
1√
2n

2n−1∑
k=0

wm(∆k
n) · χ2n+k(x).

Îáðàòíîå ñîîòíîøåíèå îñíîâàíî íà ñâîéñòâå îðòîãîíàëüíîñòè ìàòðè-
öû äèñêðåòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Óîëøà (Wn)

2 = 2nE. �
Ñëåäñòâèå. Êîýôôèöèåíòû Ôóðüå cn[f ] ïî ñèñòåìå Óîëøà-Ïýëè ëþ-

áîé ïà÷êè åñòü ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå an[f ] ïî
ñèñòåìå Õààðà òîé æå ïà÷êè, à èìåííî (â ìàòðè÷íîé ôîðìå çàïèñè):

(c2n c2n+1 . . . c2n+1−1) =
1√
2n

(a2n a2n+1 . . . a2n+1−1) ·Wn,

(a2n a2n+1 . . . a2n+1−1) =
1√
2n

(c2n c2n+1 . . . c2n+1−1) ·Wn.

Íàëè÷èå ôîðìóë ïåðåõîäà îò ñèñòåìû Óîëøà ê ñèñòåìå Õààðà è íà-
îáîðîò íå ñëó÷àéíî. Ïðèâåäåì îáùèå óòâåðæäåíèÿ.

Êâàäðàòíóþ ìàòðèöó A ïîðÿäêà N , ñòðîêè Ai êîòîðîé îðòîíîðìè-

ðîâàíû â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå Rn ((Ai, Aj) =
N−1∑
n=0

ainajn = δij ),

íàçîâåì îðòîíîðìèðîâàííîé ïî ñòðîêàì.
Ëåììà 5. Åñëè ìàòðèöà A îðòîíîðìèðîâàíà ïî ñòðîêàì, òî åå

îïðåäåëèòåëü |A| = ±1 è ìàòðèöà A îðòîíîðìèðîâàíà ïî ñòîëáöàì.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ñ ïîìîùüþ òðàíñïîíèðîâàííîé ìàòðèöû AT óñëî-

âèå îðòîíîðìèðîâàííîñòè ïî ñòðîêàì çàïèñûâàåòñÿ â âèäå AAT = E.
Ïî ñâîéñòâàì îïðåäåëèòåëåé |AT | = |A|, |A · B| = |A| · |B| ïîëó÷àåì
|A|2 = 1. Óñëîâèå AAT = E äëÿ êâàäðàòíûõ ìàòðèö îçíà÷àåò, ÷òî AT

ÿâëÿåòñÿ îáðàòíîé ìàòðèöåé äëÿ A. Çíà÷èò ATA = E, ÷òî ðàâíîñèëüíî
îðòîíîðìèðîâàííîñòè ïî ñòîëáöàì. �

Â ìàòåìàòè÷åñêîé ëèòåðàòóðå îðòîíîðìèðîâàííûå ïî ñòðîêàì è ïî
ñòîëáöàì ìàòðèöû ïðèíÿòî íàçûâàòü îðòîãîíàëüíûìè. Ìû, êàê ýòî ïðè-
íÿòî â òåõíè÷åñêîé ëèòåðàòóðå, ðàñøèðÿåì êëàññ îðòîãîíàëüíûõ ìàò-
ðèö, îòíåñÿ ê íåìó òàêæå êâàäðàòíûå ìàòðèöû, êâàäðàò êîòîðûõ îòëè-
÷àåòñÿ îò åäèíè÷íîé ìàòðèöû òîãî æå ïîðÿäêà íà ïîëîæèòåëüíûé ìíî-
æèòåëü. Ýòî ïîçâîëÿåò ìàòðèöû Wn òàêæå íàçûâàòü îðòîãîíàëüíûìè.
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12.2 Ðÿäû Ôóðüå ïî ñèñòåìå Õààðà

Ïåðå÷èñëèì îñíîâíûå ñâîéñòâà ðÿäîâ ïî ñèñòåìå Õààðà, êîòîðûå ïî-
ëó÷åíû ïðè îñíîâíîì îïðåäåëåíèè ñèñòåìû Õààðà.
Òåîðåìà 2. Äëÿ ëþáîé íåïðåðûâíîé íà [0, 1] ôóíêöèè åå ðÿä ïî ñè-

ñòåìå Õààðà ñõîäèòñÿ ê íåé ðàâíîìåðíî.
Ëåììà 6. Äëÿ ëþáîãî 1 ≤ p ≤ ∞ è äëÿ ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

{ak} äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íîðì ÷àñòíûõ ñóìì
‖
∑n−1

k=0 ak · χk(x)‖p âîçðàñòàåò (íå ñòðîãî) ïî n.
Äîêàçàòåëüñòâî íåðàâåíñòâà ‖Sn‖ ≤ ‖Sn+1‖ ïîêàæåì â ïðîñòåéøèõ

ñëó÷àÿõ. Ïðè p = 1 îíî âûòåêàåò èç |a + ε| + |a − ε| ≥ 2 · |a|, ïðè p = 2
èç íåðàâåíñòâà (a + ε)2 + (a − ε) ≥ 2a2, ïðè p = ∞ èç íåðàâåíñòâà
max(|a + ε|, |a − ε|) ≥ |a|. Â îáùåì ñëó÷àå ñïðàâåäëèâîñòü íåðàâåíñòâà
îáîñíîâûâàåòñÿ âûïóêëîñòüþ âíèç ôóíêöèè xp. �
Ñëåäñòâèå. Äëÿ ëþáîé f ⊂ Lp[0, 1], p ≥ 1, ÷èñëîâàÿ ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòü {‖Sn(f)‖p} ñõîäèòñÿ.
Äàëåå óòî÷íèì, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷àñòíûõ ñóìì ñõîäèòñÿ ê ñà-

ìîé ôóíêöèè.
Îïðåäåëåíèå 2. Ñèñòåìà ýëåìåíòîâ ϕn áàíàõîâà ïðîñòðàíñòâà X íà-

çûâàåòñÿ áàçèñîì â X, åñëè äëÿ ëþáîãî f ∈ X ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé
ðÿä

∑
n anϕn, ñõîäÿùèéñÿ ê f ïî íîðìå ïðîñòðàíñòâà X.

Òåîðåìà 3. Ñèñòåìà Õààðà ÿâëÿåòñÿ áàçèñîì â Lp[0, 1], 1 ≤ p <∞.
Ïðè÷åì, äëÿ ëþáîé f ∈ Lp[0, 1] èìååì ‖f − Sn(f)‖p → 0 ïðè n→∞.

Ñèñòåìó Õààðà íåëüçÿ íàçâàòü áàçèñîì â C[0, 1], òàê êàê ôóíêöèè
Õààðà íå ïðèíàäëåæàò C[0, 1].
Òåîðåìà 4. Ïðè 1 < p < ∞ ñèñòåìà Õààðà ÿâëÿåòñÿ áåçóñëîâíûì

áàçèñîì.
Äàííàÿ òåîðåìà, óñòàíîâëåííàÿ Ìàðöèíêåâè÷åì, äîêàçûâàåòñÿ ñëîæ-

íî. Â íåé óòâåðæäàåòñÿ, ÷òî ïðè ëþáîé ïåðåñòàíîâêå ñèñòåìû îíà îñòà-
åòñÿ áàçèñîì.

Â ïðîñòðàíñòâå L[0, 1] íåò áåçóñëîâíûõ áàçèñîâ, ÷òî äîêàçûâàåòñÿ òàê-
æå ñ èñïîëüçîâàíèåì ñèñòåìû Õààðà.
Òåîðåìà 5. Äëÿ ëþáîé f ∈ L[0, 1] ðÿä Ôóðüå ïî ñèñòåìå Õààðà ñõî-

äèòñÿ ê f(x) ïî÷òè âñþäó.
Ïðè ýòîì â òî÷êå ðàçðûâà ïåðâîãî ðîäà x0 ðÿä Ôóðüå-Õààðà:
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ñõîäèòñÿ ê f(x0), åñëè x0 � äâîè÷íî-ðàöèîíàëüíàÿ è ðåãóëÿðíàÿ;
ðàñõîäèòñÿ, åñëè x0 � äâîè÷íî-èððàöèîíàëüíàÿ.
Ñëåäñòâèå. Ðÿä Ôóðüå-Õààðà ôóíêöèè îãðàíè÷åííîé âàðèàöèè ìî-

æåò ðàñõîäèòüñÿ íà âñþäó ïëîòíîì â [0, 1] ìíîæåñòâå.
Òåîðåìà 6. Äëÿ ôóíêöèè îãðàíè÷åííîé âàðèàöèè ðÿä Ôóðüå-Õààðà

ñõîäèòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà an[f ] = o( 1√
n
).

Äëÿ íåïðåðûâíîé ôóíêöèè óñëîâèå an[f ] = o( 1
n·
√
n
) âîçìîæíî òîëüêî

äëÿ êîíñòàíò.
Òåîðåìà 7. Äëÿ ëþáîãî èçìåðèìîãî ìíîæåñòâà E ⊂ [0, 1] ðÿä ïî

ñèñòåìåì Õààðà ñõîäèòñÿ íà E áåçóñëîâíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
îí ñõîäèòñÿ íà E àáñîëþòíî.
Ëåììà 7 (êîíòðïðèìåð ê òåîðåìå Ìåðñåðà). Ñóùåñòâóåò òà-

êàÿ f ∈ L[0, 1], ÷òî åå êîýôôèöèåíòû Ôóðüå ïî ñèñòåìå Õààðà íå ñòðå-
ìÿòñÿ ê íóëþ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ïðåäëîæèì ôóíêöèþ f(x), äëÿ
êîòîðîé êîýôôèöèåíòû Ôóðüå ïî ñèñòåìå Õààðà ðàâíû: a0 = 1, a1 = 1,

a2n−1 =
√

2n−1

n2 , a2n−1+k = 0 ïðè 0 < k < 2n−1. Òîãäà a2n−1 →∞ ïðè n→∞.
×àñòíûå ñóììû ðÿäà ìåíÿþòñÿ òîëüêî íà èíòåðâàëàõ âèäà ∆0

n è,
ñëåäîâàòåëüíî, îíè ñòàáèëèçèðóþòñÿ: f(x) = Sm(f, x) = S2n(f, x) ïðè
x ∈ [2−n, 1), m ≥ 2n. Çàìåòèì, ÷òî: S2n(f, x) = 0 ïðè x ≥ 1/2;

bk = 1+1+
2

4
+

4

9
+

8

16
+. . .+

2k−1

k2
− 2k

(k + 1)2
, ãäå bk = f(x) ïðè x ∈ ∆1

k+1.

Òàê êàê bk − bk−1 = 2k

k2 − 2k

(k+1)2 > 0, òî f(x) = Sm(f, x) > 0 ïðè

x < 1/2. Óñëîâèå
∫ 1

0 Sm(f, x) dx = 1 îçíà÷àåò, ÷òî ‖f‖L[0,1] = 1 . Ôóíê-

öèÿ f(x) íå ÿâëÿåòñÿ îáîáùåííîé ( lim
n→∞

∫ 2−n

0 S2n(f, x) dx = 0). Î÷åâèäíî,

÷òî a2n−1+k[f ] = 0, a0[f ] = a1[f ] = 1. Äëÿ îñòàëüíûõ êîýôôèöèåíòîâ
ïðîâåðÿåì èõ ñîâïàäåíèå ñ a2n ïî ôîðìóëå a2n[f ] =

=
√

2n

(∫
∆0
n+1

f(x) dx−
∫

∆1
n+1

f(x) dx

)
=
√

2n

(
1− 2

bn
2n+1

−
n−1∑
k=1

bk
2k+1

)
.�

Áîëåå ïîäðîáíûì èçó÷åíèåì ñâîéñòâ ñèñòåìû Õààðà çàíèìàëèñü â îñ-
íîâíîì ñîâåòñêèå ìàòåìàòèêè, ñðåäè êîòîðûõ âûäåëèì Ï. Ë. Óëüÿíîâà
è Á.È. Ãîëóáîâà, îïóáëèêîâàâøèõ òàêæå îáçîðíûå ñòàòüè ïî äàííîé òå-
ìàòèêå, ãäå ìîæíî íàéòè äîêàçàòåëüñòâà ïðèâåäåííûõ ðåçóëüòàòîâ.
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12.3 ÊÌÀ íà ïðèìåðå ôóíêöèé Õààðà

Â ïîñëåäíèå ãîäû íàèáîëåå àêòèâíî ðàçâèâàþùèìñÿ íàïðàâëåíèåì â
ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêå ÿâëÿåòñÿ òåîðèÿ âñïëåñêîâ [19], èçâåñòíàÿ ïîä
àíãëîÿçû÷íûì íàçâàíèåì âåéâëåò-àíàëèç [10]. Îñíîâó êîíñòðóêöèè ñî-
ñòàâëÿåò êðàòíî-ìàñøòàáíûé àíàëèç (ÊÌÀ), ïîñòðîåíèå êîòîðîãî îáû÷-
íî äåìîíñòðèðóåòñÿ íà ïðèìåðå ôóíêöèé Õààðà. Ïðè ïîñòðîåíèè ÊÌÀ
ìîæíî ïðèìåíÿòü ëþáîå èç ïðèâåäåííûõ îïðåäåëåíèé ôóíêöèé Õààðà.

Ôóíêöèè ëþáîé ïà÷êè ñèñòåìû Õààðà ìîæíî ïîëó÷èòü îïåðàöèåé
ñæàòèÿ ñ íîðìèðîâêîé è äâîè÷íîãî ñäâèãà ôóíêöèé ïðåäûäóùåé ïà÷-
êè. À èìåííî:

χ(0)
n (t) =

√
2 · χ(0)

n−1(2t), χ
(k)
n (t) = χ(0)

n (t− k

2n
).

Ïðè ýòîì îïðåäåëåíèè ôóíêöèè Õààðà äîîïðåäåëÿþòñÿ íóë¼ì âíå [0, 1).
Ìåòîäîì ñæàòèÿ ñ íîðìèðîâêîé ìîæíî ïîëó÷èòü âñå ôóíêöèè íà÷àëüíîé
ïîëîâèíû ïà÷êè χ

(k)
n (t) =

√
2 · χ(k)

n−1(2 · t) äëÿ k = 0, 1, . . . 2n−1 − 1.
Ìåòîäîì ñæàòèé è ñäâèãîâ ñèñòåìó Õààðà, çàäàííóþ íà [0, 1), ïðî-

äîëæàþò íà ïîëóîñü (÷òî ìû è áóäåì äåëàòü) èëè íà âñþ ÷èñëîâóþ îñü
(÷òî îáû÷íî äåëàþò â êíèãàõ ïî âåéâëåòàì [19, 10]). Îñíîâíûå ôóíêöèè

χ0(t) è χ1(t) = χ
(0)
0 (t) äîîïðåäåëÿåì íóëåì âíå [0, 1). Ôóíêöèÿ χ0, êî-

òîðóþ áóäåì îáîçíà÷àòü χ(0), íàçûâàåòñÿ ìàñøòàáèðóþùåé, à ôóíêöèÿ
χ

(0)
0 íàçûâàåòñÿ ìàòåðèíñêîé. Öåëî÷èñëåííûìè ñäâèãàìè ìàñøòàáèðó-

þùåé ôóíêöèè ïîëó÷èì ñèñòåìó ôóíêöèé X0 = {χ(k)}∞k=0 íà ïîëóîñè
[0,∞), à öåëî÷èñëåííûìè ñäâèãàìè ìàòåðèíñêîé ôóíêöèè ïîëó÷èì ñè-

ñòåìó ôóíêöèé Y0 = {χ(k)
0 }∞k=0. Ïðèìåíÿÿ ê ñäâèãàì ìàòåðèíñêîé ôóíê-

öèè îïåðàöèþ ñæàòèÿ â äâà ðàçà χ
(k)
1 (t) =

√
2 ·χ(k)

0 (2t), ïîëó÷èì ñèñòåìó

ôóíêöèé Y1 = {χ(k)
1 }∞k=0. Ïðèìåíÿÿ ê ñèñòåìå ôóíêöèé Yn−1 òó æå îïå-

ðàöèþ ñæàòèÿ, ïîëó÷èì ñèñòåìó ôóíêöèé Yn = {χ(k)
n }∞k=0. Ôóíêöèÿ ýòîé

ñèñòåìû åñòü ôóíêöèÿ Õààðà èëè åå öåëî÷èñëåííûé ñäâèã è âûðàæàåòñÿ
÷åðåç ìàòåðèíñêóþ ôóíêöèþ

χ(k)
n (t) =

√
2n · χ1(2

n · t− k). (1)

Êîíñòðóêöèÿ ÊÌÀ ñòðîèòñÿ äëÿ ôóíêöèé èç ïðîñòðàíñòâà L2[0,∞)
â íàøåì ñëó÷àå (èëè èç L2(−∞,∞) â ñòàíäàðòíîì ñëó÷àå). Âûäåëèì
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ïîäïðîñòðàíñòâî V0 ⊂ L2[0,∞), ñîñòîÿùåå èç ôóíêöèé ïîñòîÿííûõ íà
öåëî÷èñëåííûõ èíòåðâàëàõ. Òîãäà V0 åñòü çàìûêàíèå ïî íîðìå L2[0,∞)
ëèíåéíîé îáîëî÷êè ñèñòåìû X0. Ïðîñòðàíñòâî V0 ìîæíî òðàêòîâàòü êàê
l2. Ñëåäîâàòåëüíî, V0 èçîìîðôíî L2[0,∞).

Îáîçíà÷èì Wn ïåðåñå÷åíèå çàìûêàíèÿ ëèíåéíîé îáîëî÷êè ôóíêöèé
ñèñòåìû Yn ñ L2[0,∞), à ÷åðåç Vn àíàëîãè÷íîå ïåðåñå÷åíèå çàìûêàíèÿ
ëèíåéíîé îáîëî÷êè ôóíêöèé ñèñòåìû X0 ∪ Y0 ∪ Y1 ∪ . . . ∪ Yn−1.

Èòàê, ïîñòðîèëè îñíîâíóþ ÷àñòü êîíñòðóêöèè ÊÌÀ:
1) V0 ⊂ V1 ⊂ V2 ⊂ · · · ;
2) ∪∞n=0Vn âñþäó ïëîòíî â L2[0,∞);
3) Wn ∩Wm = ∅ ïðè n 6= m;
4) Vn+1 = Vn ⊕Wn (ïðÿìàÿ ñóììà ïðîñòðàíñòâ );
5) f ∈ Vn òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà g ∈ Vn+1, ãäå g(t) = f(2 · t).

×òîáû ñëåäîâàòü óñòîÿâøèìñÿ îáîçíà÷åíèÿì [19, 10], ïðèìåíèëè äëÿ
îáîçíà÷åíèÿ ïðîñòðàíñòâ ñèìâîëWn, èñïîëüçîâàííûé âûøå äëÿ ìàòðèö.

Êîíñòðóêöèÿ ÊÌÀ åñòü îäèí èç ñïîñîáîâ ôàêòîðèçàöèè ïðîñòðàí-
ñòâà, òî åñòü ðàçëîæåíèÿ åãî â öåïî÷êó âëîæåííûõ îäíîòèïíûõ ïîäïðî-
ñòðàíñòâ, ïîñòðîåííûõ ïî îäíîé ôóíêöèè. Äëÿ ñðàâíåíèÿ ïðèâåäåì äðó-
ãóþ, áîëåå ïðîñòóþ è íàãëÿäíóþ êîíñòðóêöèþ, ïîçâîëÿþùóþ ôàêòîðè-
çîâàòü ïðîñòðàíñòâî ïî öåëî÷èñëåííûì èíòåðâàëàì.

Ëåììà 8. Ôóíêöèè ñèñòåìû {χ(k)(t), χ
(k)
n (t)}∞k,n=0, íîñèòåëè êîòî-

ðûõ ïîïàëè íà èíòåðâàë [m,m + 1), åñòü ñäâèã ñèñòåìû Õààðà íà íà-
òóðàëüíîå ÷èñëî m è ñîñòàâëÿþò ïîëíóþ îðòîíîðìèðîâàííóþ ñèñòå-
ìó íà öåëî÷èñëåííîì èíòåðâàëå [m,m+ 1).

Ñëåäñòâèå. Ôîðìóëèðîâêà ëåììû 8 ñïðàâåäëèâà è äëÿ èíòåðâàëà
âèäà [k/2m, (k+ 1)/2m), åñëè â ñèñòåìó äîáàâèì â êà÷åñòâå ìàñøòàáè-
ðóþùåé ôóíêöèè õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ ôóíêöèþ ýòîãî èíòåðâàëà.

Âåðíåìñÿ ê êîíñòðóêöèè ÊÌÀ, â êîòîðîé öåïî÷êà âëîæåííûõ ïîä-
ïðîñòðàíñòâ V0 ⊂ V1 ⊂ . . . ⊂ Vn ⊂ . . . åñòü ôàêòîðèçàöèÿ ëèíåéíîé
îáîëî÷êè ýòîé ñèñòåìû ïî ñòåïåíè ñæàòèÿ.

Ôàêòîðèçàöèþ ïî ñòåïåíè ñæàòèÿ ìîæíî ïðîäîëæèòü è â äðóãóþ ñòî-
ðîíó. Ïóñòü χ

(k)
−1(t) = 1√

2
· χ(k)

0 (t/2) è Y−1 = {χ(k)
−1(t)}∞k=0. Ïðîäîëæàåì

ïðîöåññ ðàñòÿæåíèé

χ
(k)
−n(t) =

1√
2
· χ(k)
−n+1(t/2) , Y−n = {χ(k)

−n(t)}∞k=0.
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Ïîäïðîñòðàíñòâî V−n îïðåäåëèì êàê çàìûêàíèå â L2[0,∞) ëèíåéíîé îáî-
ëî÷êè ñèñòåìû Y−n ñ äîáàâëåííîé ìàñøòàáèðóþùåé ôóíêöèåé, ðàâíîé
õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèè èíòåðâàëà [0, 2n). Ïðè áåñêîíå÷íîì ïðî-
äîëæåíèè äàííîãî ïðîöåññà ïîëó÷àåì äâóñòîðîííþþ öåïî÷êó âëîæåí-
íûõ ïðîñòðàíñòâ.

Èòàê, ïîëó÷èëè ñîâîêóïíîñòü çàìêíóòûõ ïðîñòðàíñòâ Vj, j ∈ Z, êîòî-
ðóþ íàçîâåì [19, c. 21] êðàòíîìàñøòàáíûì àíàëèçîì â L2[0,∞), óäî-
âëåòâîðÿþùóþ ñëåäóþùèì óñëîâèÿì (àêñèîìàì ÊÌÀ):
1) . . . ⊂ V−2 ⊂ V−1 ⊂ V0 ⊂ V1 ⊂ V2 ⊂ . . .;
2) ∪n∈ZVn âñþäó ïëîòíî â L2[0,∞);
3) ∩n∈ZVn = {0};
4) f ∈ Vn òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà g ∈ V0, ãäå g(t) = f(2−n · t);
5) ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ ϕ ∈ V0 òàêàÿ, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñäâèãîâ
{ϕ(t− j)}j∈N0

îáðàçóåò áàçèñ Ðèññà â V0.
Â íàøåì ñëó÷àå íåò íåîáõîäèìîñòè ââîäèòü íîâîå ïîíÿòèå áàçèñ Ðèññà

[19, c. 13], òàê êàê öåëî÷èñëåííûå ñäâèãè ìàñøòàáèðóþùåé ôóíêöèè
χ0(x) îáðàçóþò áàçèñ â V0, êîòîðûé åñòåñòâåííî ÿâëÿåòñÿ è áàçèñîì
Ðèññà.

Ìàñøòàáèðóþùàÿ ôóíêöèÿ ëþáîãî èç ïðîñòðàíñòâ Vn (n ∈ Z) ïî-
ðîæäàåòñÿ â ïðåäûäóùåì ïðîñòðàíñòâå Vn−1. Ïîýòîìó íåîáõîäèìîñòè â
åå çàäàíèè (ïðè äâóñòîðîííåé öåïî÷êå âëîæåííûõ ïðîñòðàíñòâ â ñëó÷àå
ñèñòåìû Õààðà) íåò.

Ïðè ïåðåõîäå íà âñþ ÷èñëîâóþ îñü (â ýòîì âèäå è ïðèâîäÿòñÿ ôîðìó-
ëèðîâêè â [10, 19]) òðåáóåì k ∈ Z. Òîãäà ôîðìóëà (1) âûðàæàåò ëþáóþ
ôóíêöèþ ñèñòåìû Yn = {χ(k)

n (t)}, ãäå n ∈ Z, äëÿ âñåõ t ∈ (−∞,∞) ÷åðåç
ìàòåðèíñêóþ.

Àíàëîãè÷íî ïðîäîëæàåòñÿ è ôàêòîðèçàöèÿ ïî èíòåðâàëàì, êîòîðóþ
ïðèâîäèì äëÿ ñðàâíåíèÿ.

Îòìåòèì, ÷òî χ(k)(t) = |χ(k)
0 (t)|,X0 = {|χ(k)

0 |}∞k=0. Òîãäà Y−1 = {χ(k)
−1}∞k=0,

X−1 = {|χ(k)
−1|}∞k=0. Ïðè èçìåíåíèè k íà åäèíèöó ïðîèñõîäèò ñäâèã ôóíê-

öèè χ
(k)
−1(t) íà 2: χ

(k+1)
−1 (t) = χ

(k)
−1(t− 2).

Ïðîäîëæèì äàííûé ïðîöåññ:

Y−n = {χ(k)
−n}∞k=0, X−n = {|χ(k)

−n|}∞k=0;

χ
(k)
−n(t) =

1√
2
χ

(k)
−n+1(t/2), χ

(k+1)
−n (t) = χ

(k)
−n(t− 2n).
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Ëåììà 9. Ïðè ëþáûõ öåëûõ m è l, ãäå m, l ∈ Z, ñèñòåìà ôóíêöèé
{|χ(m)

l |, χ
(k)
n+l} , ãäå n ∈ N0, 2nm ≤ k < 2n(m + 1), ÿâëÿåòñÿ ïîëíîé

îðòîíîðìèðîâàííîé ñèñòåìîé íà [m · 2−l, (m+ 1) · 2−l).
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðè l = 0,m = 0 � ýòî ñèñòåìà Õààðà íà [0,1).

Ïðè l = 0,m 6= 0 � ýòî ñäâèã ñèñòåìû Õààðà íà öåëî÷èñëåííûé èí-
òåðâàë [m,m+ 1).

Ïðè l = 1, m = 0 äàííàÿ ñèñòåìà ïîëó÷àåòñÿ ñæàòèåì â 2 ðàçà ñèñòå-
ìû Õààðà ñ íîðìèðîâêîé è ïîýòîìó ÿâëÿåòñÿ ïîëíîé îðòîíîðìèðîâàííîé
ñèñòåìîé íà [0,1/2).

Åñëè l = −1,m = 0, òî äàííàÿ ñèñòåìà ïîëó÷àåòñÿ ðàñòÿæåíèåì â 2
ðàçà. Îáùèé ñëó÷àé åñòü êîìïîçèöèÿ îïåðàöèé ìíîãîêðàòíîãî ñæàòèÿ
(ðàñòÿæåíèÿ) è ñäâèãà. �

Èòàê, íåîáõîäèìîñòü ââåäåíèÿ ìàñøòàáèðóþùåé ôóíêöèè (èëè åå ðàñ-
òÿæåíèÿ) âîçíèêàåò ïðè îáðûâå öåïî÷êè âëîæåííûõ ïðîñòðàíñòâ â âû-
áðàííîì ìåñòå èëè ïðè âûäåëåíèè äâîè÷íîãî èíòåðâàëà, íà êîòîðîì ïðî-
èñõîäèò ðàçëîæåíèå ôóíêöèè.

12.4 Ðåàëèçàöèÿ â âèäå ÄÏÕ

Ïðè ïðàêòè÷åñêîé ðåàëèçàöèè ïðèìåíÿþò äèñêðåòíîå ïðåîáðàçîâàíèå
Õààðà (ÄÏÕ) ê ñèãíàëó ~x = (x0, x1, x2, . . . , x2n−1), êîòîðûé òðàêòóåòñÿ
êàê ñòóïåí÷àòàÿ ôóíêöèÿ íà èíòåðâàëå [0, 2M) äëÿ ëþáîãî öåëîãî M .
Îñíîâíûìè ñëó÷àÿìè ñ÷èòàþò: ñëó÷àé M = 0, êîãäà ðàññìàòðèâàåòñÿ
ñòóïåí÷àòàÿ ôóíêöèÿ íà èíòåðâàëå [0, 1), ïðèíèìàþùàÿ çíà÷åíèå xi íà
èíòåðâàëå ∆i

n; è ñëó÷àé M = n, êîãäà xi åñòü çíà÷åíèå ôóíêöèè íà
öåëî÷èñëåííîì èíòåðâàëå [i, i+1). Íî ìîæíî áðàòü è îòðèöàòåëüíûåM .
Ïîäõîä êðàòíîìàñøòàáíîãî àíàëèçà ïîçâîëÿåò ýòî ñäåëàòü.

Â òåõíè÷åñêîé ëèòåðàòóðå ñëîâî "äèñêðåòíîå" îïóñêàþò, èíîãäà çàìå-
íÿÿ íà ñëîâî "áûñòðîå ïîëó÷àÿ àááðåâèàòóðó ÁÏÕ. Ìû ýòîãî äåëàòü íå
áóäåì, òàê êàê ïî àíàëîãèè ñ ïîñòðîåíèåì ïðåîáðàçîâàíèÿ Óîëøà ìîæíî
ïîñòðîèòü ïðåîáðàçîâàíèå Õààðà â âèäå èíòåãðàëüíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ
íà [0,∞) (èëè íà âñåé îñè) ñ ÿäðîì ïðåîáðàçîâàíèÿ â âèäå ñêðåùåííîãî
ïðîèçâåäåíèÿ ñèñòåìû Õààðà íà ñåáÿ. Îäíàêî ýòî ÿäðî íå áóäåò îáëàäàòü
ñâîéñòâîì ìóëüòèïëèêàòèâíîñòè è, ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ
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Õààðà íåëüçÿ óòâåðæäàòü, ÷òî âûïîëíåíû îñíîâíûå ñâîéñòâà, êîòîðûå
âåðíû äëÿ ïðåîáðàçîâàíèé Ôóðüå, Óîëøà, Êðåñòåíñîíà è èõ îáîáùåíèé
â âèäå ìóëüòèïëèêàòèâíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå. Ïîýòîìó ïðåîáðàçî-
âàíèå Õààðà ïðàêòè÷åñêè íå âñòðå÷àåòñÿ â ìàòåìàòè÷åñêîé ëèòåðàòóðå
è ñèñòåìàòè÷åñêè íå èçó÷àëîñü.

Äëÿ ÄÏÕ óäîáíåå ðàññìàòðèâàòü íåíîðìèðîâàííûå ôóíêöèè Õààðà:
ψ0(x) = χ0(x), ψ1(x) = χ1(x),

ψ2n+k(x) = ψ(k)
n (x) =


1 , åñëè x ∈ ∆2k

n+1,

−1 , åñëè x ∈ ∆2k+1
n+1 ,

0 , åñëè x /∈ ∆k
n.

(2)

Íîðìèðîâêà íóæíà äëÿ ôàêòîðèçàöèè ïðîñòðàíñòâà L2. Â êîíå÷íîì ñëó-
÷àå òàêîé íåîáõîäèìîñòè íå âîçíèêàåò. Â ôîðìóëå (2) èíòåðâàëû ∆k

n

ìîæíî òðàêòîâàòü â îáîáùåííîì ñìûñëå: åñëè èíòåðâàë çàäàíèÿ ñòóïåí-
÷àòîé ôóíêöèè [0, 2M), òî îïðåäåëÿþò ∆k

n = [k · 2M−n, (k + 1) · 2M−n).
Äëÿ óäîáñòâà áóäåì êàê è ðàíåå ñ÷èòàòü M = 0.

Èñõîäíûé ñèãíàë ~x òðàêòóåòñÿ êàê m(n) íàáîð çíà÷åíèé èñõîäíîé
ôóíêöèè, ïî êîòîðîìó âû÷èñëÿþòñÿ äâà íàáîðà â äâà ðàçà ìåíüøåé äëè-
íû:

m(n− 1) = (m0,m1, . . . ,m2n−1−1);

h(n) = (h2n−1, h2n−1+1, . . . , h2n−1).

Ôîðìóëû äëÿ âû÷èñëåíèÿ êîîðäèíàò íàáîðîâ ñëåäóþùèå:

mi =
1

2
(x2i + x2i+1), h2n−1+i =

1

2
(x2i − x2i+1).

Êîîðäèíàòû mi íàáîðà m(n − 1) ïåðåîáîçíà÷èì ñèìâîëîì xi (òî åñòü
xi := mi) è ïîâòîðèì ïðîöåäóðó, âû÷èñëèâ

m(n− 2) = (m0,m1, . . . ,m2n−2−1), h(n− 1) = (h2n−2, h2n−2+1, . . . , h2n−1−1)

ïî òåì æå ôîðìóëàì mi = 1
2(x2i + x2i+1), h2n−2+i = 1

2(x2i − x2i+1).
Â êîíöå ïðîöåññà ïîëó÷èì m(0) = (m0) è h(1) = (h1) è ïðè-

ñâîèì h0 := m0.
Çàìå÷àíèå. Ïðè ïðàêòè÷åñêîé ðåàëèçàöèè îáðàáàòûâàþòñÿ ìàññèâû

áîëüøîãî îáúåìà. Ïîýòîìó âîçíèêàåò çàäà÷à ýêîíîìèè ïàìÿòè. Ïðîãðàì-
ìèñòû ëåãêî ðåøàþò åå, èñïîëüçóÿ â äàííîì àëãîðèòìå òîëüêî 2 ìàññè-
âà: èñõîäíûé x è ôîðìèðóåìûé h îäèíàêîâîãî îáúåìà 2n. Ïðîñìàòðèâàÿ
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ìàññèâ x ñ êîíöà, ïî ñîäåðæèìîìó äâóõ ÿ÷ååê âû÷èñëÿåì ïîëóñóììó
è ïîëóðàçíîñòü. ß÷åéêà ñ ïîëóñóììîé çàìåùàåò â x ðàññìàòðèâàåìûå
ÿ÷åéêè, à çíà÷åíèå ïîëóðàçíîñòè ïîìåùàåì â ìàññèâ h, êîòîðûé çàïîë-
íÿåì ñ êîíöà ê íà÷àëó. Ïðè äîñòèæåíèè (íà÷àëüíîé) ãðàíèöû ìàññèâà
x ïðîèñõîäèò âîçâðàò ê êîíöó ìàññèâà x. Â êîíöå ðàáîòû àëãîðèòìà â
ìàññèâå x îñòàåòñÿ îäíà ÿ÷åéêà, ñîäåðæèìîå êîòîðîé ïåðåíîñèì â îñòàâ-
øóþñÿ íåçàïîëíåííîé íà÷àëüíóþ ÿ÷åéêó ìàññèâà h.

Ïîëó÷åííûé ìàññèâ h = (h0, h1, . . . , h2n−1) åñòü íàáîð êîýôôèöèåíòîâ
Ôóðüå ñòóïåí÷àòîé ôóíêöèè (ïðåäëîæåííîé â âèäå ñèãíàëà ~x) ïî ñèñòåìå
{ψk(x)}2n−1

k=0 íåíîðìèðîâàííûõ ôóíêöèé Õààðà (2).
Âîññòàíàâëèâàåòñÿ èñõîäíàÿ ôóíêöèÿ ïî ôîðìóëå

f(x) =
2n−1∑
k=0

hk · ψk(x). (3)

Îïèøåì ïðîöåññ âîññòàíîâëåíèÿ â êîîðäèíàòàõ.
Ïîëó÷èì ïñåâäîìàññèâ m(0) ïðèñâîåíèåì m0 çíà÷åíèÿ h0 (m0 := h0).

Âû÷èñëèì ìàññèâ m(1) := (m0 +h1,m0−h1) è ïåðåîáîçíà÷èì äëÿ ñëåäó-
þùåãî øàãàm(1) = (m0,m1). Â îáùåì ñëó÷àå ïî ìàññèâóm(k−1) âû÷èñ-
ëèì ìàññèâ m(k) := (m0 + h2k−1,m0− h2k−1,m1 + h2k−1+1,m1− h2k−1+1, . . .

. . . ,m2k−1 + h2k−1,m2k−1 − h2k−1) è îáîçíà÷èì âû÷èñëåííûå êîîðäèíàòû
êàê íàáîð çíà÷åíèé mi íåêîòîðîé ôóíêöèè äëÿ ñëåäóþùåãî øàãà

m(k) = (m0,m1,m2, . . . ,m2k−1).

Íàáîð çíà÷åíèé ìàññèâàm(k) ðàâíÿåòñÿ çíà÷åíèÿì ÷àñòíîé ñóììû S2k(x)
äëÿ ñóììû (3), à òàêæå íàáîðó ñðåäíèõ çíà÷åíèé ôóíêöèè f(x) íà èí-
òåðâàëàõ k-ãî ðàíãà.

Åñëè èñõîäíûé ñèãíàë ~x ñîîòâåòñòâóåò ñòóïåí÷àòîé ôóíêöèè f(x) íà
èíòåðâàëå [0, 1), òî êîýôôèöèåíòû Ôóðüå hk ïî íåíîðìèðîâàííîé ñèñòå-
ìå (2) ñâÿçàíû ñ êîýôôèöèåíòàìè Ôóðüå ïî ñèñòåìå Õààðà ñîîòíîøåíèåì

h2m+k =
√

2m · a2m+k[f ], 0 ≤ k < 2m.

Ïðè îáðàáîòêå èçîáðàæåíèé ïðèìåíÿåòñÿ äâóìåðíîå ÄÏÕ. Ïðÿìî-
óãîëüíûé ýêðàí (ðàçìåðà [0, 1] × [0, 1] â óñëîâíûõ åäèíèöàõ) ðàçáèâàåì
íà 2n × 2m ÿ÷åååê (ïèêñåëåé). Èñõîäíûé ñèãíàë ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå
äâóìåðíîãî ìàññèâà M (ìàòðèöû ðàçìåðà 2n × 2m), ýëåìåíòû êîòîðîãî
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ðàâíû çíà÷åíèÿì èñõîäíîé ñòóïåí÷àòîé ïîëîæèòåëüíîé ôóíêöèè f(x, y)
â ñîîòâåòñòâóþùåé ÿ÷åéêå. Äëÿ ýòîé ôóíêöèè ñóùåñòâóåò ïðåäñòàâëåíèå
â âèäå ñëåäóþùåé ñóììû

f(x, y) =
2n−1∑
i=0

2m−1∑
j=0

hij · ψi(x) · ψj(y)

÷åðåç íåíîðìèðîâàííûå ôóíêöèè Õààðà (2). Ïî àíàëîãèè ñ îïèñàííûì
âûøå àëãîðèòìîì ñòðîèòñÿ àëãîðèòì ïåðåõîäà îò ìàññèâà M ê ìàññèâó
H = (hij) êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå ïî íåíîðìèðîâàííîé ñèñòåìå Õààðà.

×àñòî ïðèìåíÿåòñÿ ìåòîä ïîñòðî÷íîãî ñêàíèðîâàíèÿ ìàññèâàM è çà-
ïèñè åãî â âèäå îäíîìåðíîãî ìàññèâà îáúåìà 2n+m, ê êîòîðîìó ïðèìåíÿ-
åòñÿ îäíîìåðíîå ÄÏÕ.

Èñïîëüçîâàíèå ÄÏÕ â ðàìêàõ ÊÌÀ ïîçâîëÿåò ïðè öèôðîâîé îáðà-
áîòêå ñèãíàëà ïðîèçâîäèòü áîëåå ïîäðîáíîå óòî÷íåíèå äåòàëåé ïî òîé æå
ñõåìå äëÿ îòäåëüíî âçÿòûõ êîîðäèíàò áåç èñêàæåíèé íà äðóãèõ ó÷àñòêàõ.
Íàïðèìåð, íàáîð m(k) ìîæåò ñîîòâåòñòâîâàòü âèçóàëüíîé èíôîðìàöèè,
ãäå êðàéíèå êîîðäèíàòû ñîîòâåòñòâóþò ôîíó è íå ïîäâåðæåíû çíà÷è-
òåëüíûì èçìåíåíèÿì, à êîîðäèíàòû m3,m4,m5,m6, íàïðèìåð, îòâå÷à-
þò çà çîíó ìåíÿþùåãîñÿ îáúåêòà. Òîãäà äàëüíåéøåå óòî÷íåíèå äåòàëåé
ìîæíî ïðîèçâîäèòü òîëüêî íà ýòèõ ÷åòûðåõ êîîðäèíàòàõ è ïîëó÷åííûé
ðåçóëüòàò âñòðàèâàòü â ãëîáàëüíóþ êàðòèíêó ñ ñîáëþäåíèåì ìàñøòàáà.

12.5 Óïðàæíåíèÿ

1. Äîêàæèòå ëåììó 3.
2. Ðàçëîæèòå ôóíêöèþ f(x) = x â ðÿä Ôóðüå ïî ñèñòåìå Õààðà äâó-

ìÿ ñïîñîáàìè: íåïîñðåäñòâåííî è ÷åðåç êîýôôèöèåíòû Ôóðüå-Óîëøà ïî
ñëåäñòâèþ ëåììû 4.

3. Âû÷èñëèòå êâàäðàò ïðèâåäåííûõ ìàòðèö W1, W2, W3 äèñêðåòíîãî
ïðåîáðàçîâàíèÿ Óîëøà. Äîêàæèòå, ÷òî â îáùåì ñëó÷àå âåðíî ñîîòíîøå-
íèå (Wn)

2 = 2n · E.
4. Áóäåò ëè ôóíêöèÿ èç ëåììû 7 ïðèíàäëåæàòü L2[0, 1]? Ðàçëîæèòå

ýòó ôóíêöèþ â ðÿä Ôóðüå ïî ñèñòåìå Óîëøà.
5. Äîêàæèòå ëåììó 8.
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6. Âû÷èñëèòå âåêòîð ~x, êîòîðûé ñëóæèò 2m-óñðåäíåíèåì ïðè m = 3
ôóíêöèè f(x) = x. Ïðîäåëàéòå âñå øàãè îïèñàííîãî ïðÿìîãî è îáðàòíîãî
ÄÏÕ äëÿ ñèãíàëà ~x.

7. Ðàçëîæèòå ôóíêöèþ f(x) = x2 â ðÿä Ôóðüå ïî ñèñòåìå Õààðà.
8. Ñîñòàâüòå áëîê-ñõåìó àëãîðèòìà ÄÏÕ è íàïèøèòå ïðîãðàììó, ðåà-

ëèçóþùóþ îäíîìåðíîå ÄÏÕ.
9. Ñîñòàâüòå áëîê-ñõåìó àëãîðèòìà äâóìåðíîãî ÄÏÕ è íàïèøèòå ïðî-

ãðàììó, ðåàëèçóþùóþ äâóìåðíîå ÄÏÕ.
10. Äëÿ ôóíêöèè xy íà [0, 1]× [0, 1] ñîñòàâüòå ìàññèâ åå ñðåäíèõ çíà÷å-

íèé ïî ó÷àñòêàì, ðàçáèâ êâàäðàò íà 32 ðàâíûõ ïðÿìîóãîëüíèêà. Äëÿ ïî-
ëó÷åííûõ çíà÷åíèé ïðîòåñòèðóéòå ñîñòàâëåííûå ïðîãðàììû. Îäíîìåð-
íîå ÄÏÕ ïðîòåñòèðóéòå äâàæäû: ïðè ïîñòðî÷íîì ïåðåâîäå ìàññèâà çíà-
÷åíèé â îäíîìåðíûé ìàññèâ è ïðè ñêàíèðîâàíèè äâóìåðíîãî ìàññèâà
ïî ñòîëáöàì. Ïðîâåäèòå ñðàâíåíèå ðåçóëüòàòîâ âû÷èñëåíèé îäíîìåðíûõ
ÄÏÕ ñ äâóìåðíûì ÄÏÕ è ñäåëàéòå àíàëèç ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ.

11. Ñîñòàâüòå áëîê-ñõåìó è íàïèøèòå ïðîãðàììó, âîññòàíàâëèâàþùóþ
èñõîäíóþ ñòóïåí÷àòóþ ôóíêöèþ (3) ïî ìàññèâó h åå êîýôôèöèåíòîâ Ôó-
ðüå ïî íåíîðìèðîâàííîé ñèñòåìå Õààðà (2).

12. Îïèøèòå àëãîðèòì, ñîñòàâüòå áëîê-ñõåìó è íàïèøèòå ïðîãðàììó,
âîññòàíàâëèâàþùóþ èñõîäíóþ ñòóïåí÷àòóþ ôóíêöèþ äâóõ ïåðåìåííûõ
f(x, y) íà [0, 1]× [0, 1] ïî ìàññèâó H = (hij) åå êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå ïî
íåíîðìèðîâàííîé ñèñòåìå Õààðà, ïîëó÷åííîìó ñ ïîìîùüþ äâóìåðíîãî
ÄÏÕ. Ïðîòåñòèðóéòå ïðîãðàììó íà ïðèìåðå èç óïðàæíåíèÿ 10.



Ãëàâà 13

Îáîáùåíèå ôóíêöèé Óîëøà

13.1 Ìóëüòèïëèêàòèâíûå ñèñòåìû ôóíêöèé

Îáîáùåíèå ñèñòåìû Óîëøà ïðîâîäèòñÿ â äâóõ îñíîâíûõ íàïðàâëå-
íèÿõ, è ïðè ýòîì ðàçíûå àâòîðû äëÿ ðàçíûõ îáúåêòîâ èñïîëüçóþò, ê
ñîæàëåíèþ, îäèí è òîò æå òåðìèí.

Ñèñòåìà Óîëøà èçó÷àåòñÿ â ðàìêàõ äâîè÷íîãî ãàðìîíè÷åñêîãî àíàëè-
çà. Â ãë. 11 ñîâåðøåí ïåðåõîä îò äâîè÷íîãî ãàðìîíè÷åñêîãî àíàëèçà ê
p-è÷íîìó, ÷òî ïðèâîäèò ê ñèñòåìå Êðåñòåíñîíà�Ëåâè. Â ìàòåìàòè÷åñêîé
ëèòåðàòóðå íå ïðèíÿòî ðàññìàòðèâàòü p-è÷íûé ñëó÷àé, êîòîðûé ñ÷èòà-
åòñÿ ïðîìåæóòî÷íûì äëÿ áîëåå îáùåãî ðàññìîòðåíèÿ îòíîñèòåëüíî ñè-
ñòåìû ñ÷èñëåíèÿ ñ ïåðåìåííûì îò ðàçðÿäà ê ðàçðÿäó îñíîâàíèåì. Çà ñî-
îòâåòñòâóþùåé ñèñòåìîé áûëî çàêðåïëåíî íàçâàíèå ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ
ñèñòåìà ôóíêöèé, à â àíãëîÿçû÷íîé [26] è òåõíè÷åñêîé [23] ëèòåðàòóðå åå
íàçûâàþò ñèñòåìîé Âèëåíêèíà ñî ññûëêîé íà åãî ñòàòüþ 1947 ã., ãäå äàíî
îïèñàíèå ìóëüòèïëèêàòèâíûõ ñèñòåì íà òîïîëîãè÷åñêîé ãðóïïå. Èíîãäà
[2] ýòó ñèñòåìó íàçûâàëè ñèñòåìîé Ïðàéñà, ññûëàÿñü íà ñòàòüþ 1950 ã.,
ãäå ðàññìîòðåíà äàííàÿ ñèñòåìà íà îòðåçêå. Ê èçó÷åíèþ ñèñòåìû Âèëåí-
êèíà ïåðåéäåì â êîíöå ãëàâû. Ïðåäïî÷òåì ýòîò òåðìèí, òàê êàê áîëåå
ïðèâû÷íûé [8] òåðìèí ìóëüòèïëèêàòèâíûå ñèñòåìû ôóíêöèé â êíèãå
[26] óïîòðåáëÿåòñÿ â äðóãîì ñìûñëå. Áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ òåðìèíîëîãèåé
èç [26], íåìíîãî åå ïîäïðàâèâ (äâîè÷íî-ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ âìåñòî ìóëü-
òèïëèêàòèâíàÿ è òàê äàëåå). Â [26] íå áûëî òàêîé íåîáõîäèìîñòè, òàê êàê
âñå èçëîæåíèå òàì âåäåòñÿ â ðàìêàõ äâîè÷íîãî ãàðìîíè÷åñêîãî àíàëèçà
áåç óïîìèíàíèÿ î âîçìîæíîñòè àíàëîãè÷íîãî p-è÷íîãî ðàçëîæåíèÿ.
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Îïðåäåëåíèå 1. Ñèñòåìó ôóíêöèé {Rm(x)}∞m=0 íàçîâåì äâîè÷íî-
îáðàçóþùåé ñèñòåìîé äëÿ ñèñòåìû {ϕm(x)}∞m=0, åñëè (çäåñü k > 2n,
n ∈ N0)

ϕ0(x) ≡ 1 , ϕ2n(x) = Rn(x) , ϕ2n+k(x) = ϕ2n(x) · ϕk(x) . (1)

Åñëè ñèñòåìà {ϕn} ïîñòðîåíà ïî ïðàâèëó (1), òî äëÿ ëþáîãî n ∈ N0,
ïðåäñòàâëåííîãî â âèäå (10.1), ôóíêöèÿ ñèñòåìû îïðåäåëÿåòñÿ àíàëîãè÷-
íî ôîðìóëå (10.2)

ϕn(x) =
∞∏
k=0

(Rk(x))nk+1. (2)

Íàïðèìåð, ñèñòåìà Ðàäåìàõåðà åñòü äâîè÷íî-îáðàçóþùàÿ ñèñòåìà äëÿ
ñèñòåìû Óîëøà-Ïýëè.
Îïðåäåëåíèå 2.Äâîè÷íî-îáðàçóþùóþ ñèñòåìó ôóíêöèé {Rm(x)}∞m=0

íàçîâåì äâîè÷íî-ìóëüòèïëèêàòèâíîé, åñëè ñèñòåìà ôóíêöèé {ϕm(x)}∞m=1

(ôóíêöèþ ϕ0(x) èñêëþ÷èì), ïîñòðîåííàÿ ïî ôîðìóëå (1), îáëàäàåò ñâîé-

ñòâîì
1∫

0

ϕm(x) dx = 0 äëÿ âñåõ m ∈ N.

Ñèñòåìó ôóíêöèé {Rm(x)}∞m=0 íàçîâåì ñèëüíî äâîè÷íî-ìóëüòè-
ïëèêàòèâíîé, åñëè ñèñòåìà ôóíêöèé {ϕm(x)}∞m=0 , ïîñòðîåííàÿ ïî
ôîðìóëå (1), îðòîãîíàëüíà íà [0,1].
Ëåììà 1. Ëþáàÿ ñèëüíî äâîè÷íî-ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ ñèñòåìà ÿâ-

ëÿåòñÿ äâîè÷íî-ìóëüòèïëèêàòèâíîé. Îáðàòíîå óòâåðæäåíèå íå âåð-
íî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïåðâîå óòâåðæäåíèå ëåììû âûòåêàåò èç óñëîâèÿ
(ϕ0, ϕm) = 0 äëÿ âñåõ m ∈ N.

Ïðèìåðîì äâîè÷íî-ìóëüòèïëèêàòèâíîé ñèñòåìû, íå ÿâëÿþùåéñÿ ñèëü-
íî äâîè÷íî-ìóëüòèïëèêàòèâíîé, ñëóæèò ñèñòåìà ôóíêöèé {cos 2nπx}∞n=0.

Äåéñòâèòåëüíî,
1∫

0

cos 2nπx dx = 0 ïðè ëþáîì n ∈ N. Ìîæíî áûëî áû íà

1/2 âëåâî ñäâèíóòü âñå ôóíêöèè Rn(x) = cos 2nπx, ïåðåéäÿ ê ôóíêöèÿì
Rn(x + 1/2). Ôóíêöèÿ R0(x + 1/2) íå÷åòíàÿ íà [-1/2, 1/2], à îñòàëüíûå
Rn(x+ 1/2) � ÷åòíûå. Ïðåîáðàçîâàíèå ñäâèãà ôóíêöèé ìîæíî çàìåíèòü
íà ñäâèã îñè âïðàâî íà 1/2. Òîãäà ôóíêöèþ R0(x) íàçîâåì íå÷åòíîé íà
∆0 = [0, 1), à îñòàëüíûå ôóíêöèè Rn(x) ÷åòíûå íà ∆0 (òàê êàê îíè èìåþò
ãðàôèê ñèììåòðè÷íûé îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé x = 1/2).
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Ñëåäîâàòåëüíî, ëþáàÿ ôóíêöèÿ ñ íå÷åòíûì íîìåðîì ϕ2n+1(x) íå÷åò-

íàÿ íà ∆0, òî åñòü
1∫

0

ϕ2n+1(x) dx = 0. Çàìåòèì, ÷òî ôóíêöèÿ Rn(x) ÷åò-

íàÿ íà ëþáîì èíòåðâàëå ∆j
k ðàíãà ìåíüøåãî, ÷åì n, (ñèììåòðè÷íûé ãðà-

ôèê îòíîñèòåëüíî âåðòèêàëüíîé ïðÿìîé ÷åðåç ñåðåäèíó èíòåðâàëà), è
íå÷åòíàÿ íà ëþáîì èíòåðâàëå ∆j

n (ñèììåòðè÷íûé ãðàôèê îòíîñèòåëüíî
ñåðåäèíû èíòåðâàëà). Äëÿ ëþáîãî ÷åòíîãî íîìåðà 2n îïðåäåëèì k êàê
ïîêàçàòåëü ñòåïåíè, ïîëó÷åííûé èç óñëîâèé: 2n äåëèòñÿ íà 2k è íå äå-
ëèòñÿ íà 2k+1. Òîãäà 2n = 2k +m è ϕ2n = Rk ·ϕm, ãäå m äåëèòñÿ íà 2k+1.
Ïîñëåäíåå çàìå÷àíèå îçíà÷àåò, ÷òî ϕm ðàçëàãàåòñÿ íà ïðîèçâåäåíèå îáðà-
çóþùèõ ôóíêöèé ñ íîìåðàìè áîëüøèìè, ÷åì k, è, ñëåäîâàòåëüíî, ϕm(x)
÷åòíàÿ íà ëþáîì ∆j

k. Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî Rk(x)ϕm(x) íå÷åòíàÿ íà ∆j
k.

Çíà÷èò
1∫

0

ϕ2n(x) dx =
2k−1∑
j=0

∫
∆j
k

Rk(x) · ϕm(x) dx = 0.

Äâîè÷íàÿ ìóëüòèïëèêàòèâíîñòü óñòàíîâëåíà.

Îòñóòñòâèå ñèëüíîé äâîè÷íîé ìóëüòèïëèêàòèâíîñòè âûòåêàåò èç ðà-
âåíñòâà

(ϕ1, ϕ3) =

1∫
0

cos πx(cosπx · cos 2πx) dx =
1

4
. �

Çàìå÷àíèå. Â îïðåäåëåíèÿõ 1 è 2 ìîæíî áðàòü êîíå÷íîå ÷èñëî ôóíê-
öèé è íàçûâàòü (â ýòîì ñëó÷àå) íå ñèñòåìîé, à íàáîðîì.

Ïðèìåðîì ñèëüíî äâîè÷íî-ìóëüòèïëèêàòèâíîé ñèñòåìû ñëóæèò ñè-
ñòåìà

{cos 4nπx}∞n=0. (3)

Îïðåäåëåíèå 3. Ñèñòåìó ôóíêöèé íàçîâåì çíàêîâîé (èëè çíàêîïî-
äîáíîé, sign-like), åñëè êàæäàÿ ôóíêöèÿ ñèñòåìû ìîæåò ïðèíèìàòü òîëü-
êî çíà÷åíèÿ +1 è -1.

Îïðåäåëåíèå 4. Ñèñòåìó äâîè÷íî-îáðàçóþùèõ ôóíêöèé {Rn(x)} íà-
çîâåì ïðåäïîëíîé, åñëè ñèñòåìà (2) ïîëíà (â L2[0, 1]).

Âûâîä. Ñèñòåìà ôóíêöèé Ðàäåìàõåðà ÿâëÿåòñÿ çíàêîâîé è ïðåäïîë-
íîé ñèëüíî äâîè÷íî-ìóëüòèïëèêàòèâíîé ñèñòåìîé.
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13.2 Ïåðåñòàíîâêè ñèñòåìû Óîëøà

Ñèñòåìà ðàçëè÷íûõ ôóíêöèé {vn(x)}∞n=0, â êîòîðóþ âêëþ÷åíû âñå
ôóíêöèè ñèñòåìû Óîëøà-Ïýëè {wn(x)}∞n=0, íàçûâàåòñÿ ïåðåñòàíîâêîé
ñèñòåìû Óîëøà.

Îáðàòèòå âíèìàíèå íà ñëîâà "ðàçëè÷íûõ" è "âñå" â ýòîì îïðåäå-
ëåíèè, êîòîðûå è ãàðàíòèðóþò áèåêòèâíîñòü îòîáðàæåíèÿ ìíîæåñòâà
{wn(x)}∞n=0 âî ìíîæåñòâî {vn(x)}∞n=0.

Ïåðåñòàíîâêó ôóíêöèé Óîëøà, ïðè êîòîðîé êàæäàÿ ïà÷êà ôóíêöèé
ïåðåõîäèò â ñåáÿ, íàçîâåì ðåãóëÿðíîé.
Ñèñòåìîé Óîëøà â íóìåðàöèè Óîëøà íàçûâàþò ñèñòåìó ôóíê-

öèé {ϕm(x)}∞m=0, äâîè÷íî-îáðàçóþùàÿ ñèñòåìà {Rn(x)}∞n=0 êîòîðîé îïðå-
äåëÿåòñÿ ÷åðåç ôóíêöèè Ðàäåìàõåðà rn(x) ôîðìóëàìè

R0 = r0 , R1 = r0 · r1 , R2 = r1 · r2 , ... , Rn = rn−1 · rn , ... .

Õàðàêòåðèñòè÷åñêîå ñâîéñòâî ñèñòåìû Óîëøà â íóìåðàöèè Óîëøà ñî-
ñòîèò â ñëåäóþùåì.
Ëåììà 2. ×èñëî ïåðåìåí çíàêà íà [0,1) ó ôóíêöèè Óîëøà â íóìåðà-

öèè Óîëøà ðàâíî íîìåðó ôóíêöèè.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü {ϕm(x)}∞m=0 � ñèñòåìà Óîëøà â íóìåðàöèè

Óîëøà. Äëÿ ôóíêöèé ϕ0, ϕ1, ϕ2 = w3, ϕ3 = w2 ñâîéñòâî ïðîâåðÿåòñÿ
íåïîñðåäñòâåííî.

Ïóñòü Z(ϕn) � ÷èñëî ïåðåìåí çíàêîâ ôóíêöèè ϕn(x). Î÷åâèäíî, ÷òî
Z(rn)= 2n+1−1 äëÿ ôóíêöèé Ðàäåìàõåðà. Òàê êàê âñå òî÷êè ïåðåìåí çíà-
êîâ ó ôóíêöèè Ðàäåìàõåðà ñ ìåíüøèì íîìåðîì ïðèñóòñòâóþò ó ôóíêöèè
Ðàäåìàõåðà ñ áîëüøèì íîìåðîì, òî

Z(Rn) = Z(rn)− Z(rn−1) = 2n.

Ïî ýòîìó æå ïðèíöèïó ó ôóíêöèè ϕ2n = Rn âñå òî÷êè ïåðåìåí çíàêà
íîâûå (ó ïðåäûäóùèõ 2n ôóíêöèé ϕk íå âñòðå÷àëèñü). Ïî ôîðìóëå (1)
èìååì

Z(ϕ2n+k) = Z(Rn) + Z(ϕk) = 2n + k,

÷òî ñîñòàâëÿåò èíäóêòèâíûé ïåðåõîä â äîêàçàòåëüñòâå ìåòîäîì ìàòåìà-
òè÷åñêîé èíäóêöèè ïî ïà÷êàì. �
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Â òåîðèè êîäèðîâàíèÿ ïðåäñòàâëåíèå (ñì. ïåðåõîä îò (1) ê (2) â ïà-
ðàãðàôå 2.2. ÷.1) ÷èñëà n ∈ N0 â âèäå ôèíèòíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
ñ = (n1, n2, . . . , nk, . . .) íàçûâàåòñÿ ïðîñòûì äâîè÷íûì êîäîì (â òåî-
ðèè êîäèðîâàíèÿ îáû÷íî çàðàíåå îáãîâàðèâàåòñÿ ìàêñèìàëüíî âîçìîæ-
íîå n, ïîýòîìó ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñ çàìåíÿåòñÿ íà êîðòåæ ñ êîîðäèíà-
òàìè nk â îáðàòíîì ïîðÿäêå, ÿâëÿþùåéñÿ äâîè÷íîé çàïèñüþ ÷èñëà n).
Êîäîì Ãðåÿ äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñ íàçûâàåòñÿ ôèíèòíàÿ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü g(ñ) = (n1un2, n2un3, . . . , nkunk+1, . . .), ãäå u åñòü ñëîæåíèå
ïî ìîäóëþ 2. Êîäîì Ãðåÿ ÷èñëà n ∈ N0 íàçîâåì ÷èñëî g(n) ∈ N0, êî-
òîðîå ïîëó÷àåòñÿ èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòè g(ñ) ïî ïðàâèëó ïåðåõîäà îò
(2.2) ê (2.1).

Óòâåðæäåíèå 1. Ñèñòåìà Óîëøà â íóìåðàöèè Óîëøà ÿâëÿåòñÿ ðå-
ãóëÿðíîé ïåðåñòàíîâêîé ñèñòåìû Óîëøà.

Êîä Ãðåÿ ÷èñëà ïåðåâîäèò íîìåð ôóíêöèè Óîëøà â íóìåðàöèè Óîëøà
â íîìåð ôóíêöèè Óîëøà â íóìåðàöèè Ïýëè.

Âîññòàíîâèòü ïî íîìåðó â íóìåðàöèè Ïýëè íîìåð â íóìåðàöèè Óîëøà
ïîçâîëÿåò îáðàòíûé êîä Ãðåÿ, êîòîðûé îïðåäåëèì ñ ïîìîùüþ ôóíêöèè
g−1, çàäàííîé íà ôèíèòíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿõ.

Äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñ = (n1, n2, . . . , nk, . . .) êîîðäèíàòû ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòè g−1(ñ) = (m1,m2, . . . ,mk, . . .) âû÷èñëÿþòñÿ ïî ôîðìóëàì
mk = mk+1 u nk îò ñòàðøèõ ðàçðÿäîâ (íóëåâûõ â ñèëó ôèíèòíîñòè ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòåé) ê ìëàäøèì.

Íàáîð ôóíêöèé Óîëøà â íóìåðàöèè Àäàìàðà ïîëó÷àåòñÿ äëÿ
äâîè÷íî-îáðàçóþùåãî íàáîðà, ïðåäñòàâëåííîãî ôóíêöèÿìè Ðàäåìàõåðà
â îáðàòíîì ïîðÿäêå:

R0 = rn−1 , R1 = rn−2 , ..., Rn−2 = r1 , Rn−1 = r0.

Åäèíîé ñèñòåìû Óîëøà â íóìåðàöèè Àäàìàðà íå ñóùåñòâóåò, äëÿ êàæ-
äîãî n ýòî ñâîé íàáîð íà÷àëüíûõ 2n ôóíêöèé Óîëøà. Ïðè ôèêñèðîâàí-
íîì êîëè÷åñòâå ðàçðÿäîâ n ïðîñòûå äâîè÷íûå êîäû íóìåðàöèé Ïýëè è
Àäàìàðà ïîëó÷àþòñÿ äðóã èç äðóãà îïåðàöèåé äâîè÷íîé èíâåðñèè, ñîîò-
âåòñòâóþùåé ïðî÷òåíèþ äâîè÷íîãî ÷èñëà â îáðàòíîì ïîðÿäêå îò ìëàä-
øåãî ðàçðÿäà ê ñòàðøåìó. Ëþáîé íàáîð ôóíêöèé Óîëøà â íóìåðàöèè
Àäàìàðà ëåãêî äîïîëíèòü äî ïåðåñòàíîâêè ñèñòåìû Óîëøà, êîòîðàÿ åñòå-
ñòâåííî íå áóäåò ðåãóëÿðíîé.
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Â òåîðåìå 10.1 îòìå÷àëîñü , ÷òî ìíîæåñòâî ôóíêöèé Óîëøà åñòü ìóëü-
òèïëèêàòèâíîå ïðåäñòàâëåíèå ãðóïï (N0,u) èëè (X∞,⊕), êîòîðûå â ãë. 2
ðàññìàòðèâàëèñü êàê âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî íàä ïîëåì Z2. Ñâîéñòâî ëè-
íåéíîé íåçàâèñèìîñòè â âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâàõ N0 è X∞ ïåðåíîñèòñÿ
è íà ìíîæåñòâî ôóíêöèé Óîëøà ïðè ðàññìîòðåíèè èõ êàê ìóëüòèïëè-
êàòèâíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà.

Îïðåäåëåíèå 5. Êîíå÷íûé èëè áåñêîíå÷íûé íàáîð ðàçëè÷íûõ ôóíê-
öèé Óîëøà {wnk(x)} íàçîâåì ëèíåéíî íåçàâèñèìûì, åñëè ïðîèçâåäåíèå
ëþáîãî êîíå÷íîãî ÷èñëà ðàçëè÷íûõ ôóíêöèé íàáîðà îòëè÷íî îò w0(x).

Î÷åâèäíî, ÷òî ôóíêöèÿ w0(x) â ýòîì íàáîðå íå ìîæåò ïðèñóòñòâîâàòü.

Çàìå÷àíèå. Ïîíÿòèå ëèíåéíîé íåçàâèñèìîñòè íåìíîãî îòëè÷àåòñÿ
îò ïîíÿòèÿ íåçàâèñèìûõ ôóíêöèé, ïðèíÿòîãî â òåîðèè âåðîÿòíîñòåé è
ñôîðìóëèðîâàííîãî â êíèãå [16]. Íàïðèìåð, ôóíêöèÿ w0(x) ìîæåò ïðè-
ñóòñòâîâàòü â íàáîðå íåçàâèñèìûõ ôóíêöèé.

Ëåììà 3. Åñëè ñèñòåìà ðàçëè÷íûõ ôóíêöèé Óîëøà {wnk(x)}∞k=0 ëè-
íåéíî çàâèñèìà, òî îíà íå ìîæåò áûòü äâîè÷íî-îáðàçóþùåé ñèñòåìîé
äëÿ ïåðåñòàíîâêè ñèñòåìû Óîëøà. À èìåííî, íåêîòîðàÿ ôóíêöèÿ Óîë-
øà â ñèñòåìå {ϕm}∞m=0 âñòðåòèòñÿ äâàæäû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü Rk = wnk . Åñëè Rk0
= Rm1

·Rm2
· . . . ·Rml

, ãäå
k0 > mi, i = 1, 2, . . . , l, òî ϕ2k0 = ϕn äëÿ n = 2m1 + 2m2 + . . .+ 2ml.

Óòâåðæäåíèå 2. Íå êàæäàÿ ëèíåéíî íåçàâèñèìàÿ áåñêîíå÷íàÿ ñè-
ñòåìà ðàçëè÷íûõ ôóíêöèé Óîëøà â êà÷åñòâå äâîè÷íî-îáðàçóþùåé ñè-
ñòåìû ÿâëÿåòñÿ ïðåäïîëíîé.

Îïðåäåëåíèå 6. Ëèíåéíîé ïåðåñòàíîâêîé ñèñòåìû Óîëøà íàçûâà-
åòñÿ ñèñòåìà, ïîñòðîåííàÿ ïî ôîðìóëå (1) ÷åðåç ëèíåéíî íåçàâèñèìóþ è
ïðåäïîëíóþ äâîè÷íî-îáðàçóþùóþ ñèñòåìó ôóíêöèé Óîëøà.

Óòâåðæäåíèå 3.Äâîè÷íî-îáðàçóþùàÿ ñèñòåìà, ñîñòîÿùàÿ èç ôóíê-
öèé Óîëøà, ÿâëÿåòñÿ ïðåäïîëíîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ìíîæå-
ñòâî íîìåðîâ ôóíêöèé Óîëøà-Ïýëè ýòîé ñèñòåìû ñîñòàâëÿåò ïîëíóþ
(ñì. îïðåäåëåíèå 2.12) ñ÷åòíóþ ñèñòåìó ýëåìåíòîâ âåêòîðíîãî ïðî-
ñòðàíñòâà N0.

Ëåììà 4. Ëþáàÿ ñèñòåìà ôóíêöèé {Rn(x)}∞n=0 òàêèõ, ÷òî Rn(x)
åñòü ôóíêöèÿ Óîëøà èç n-é ïà÷êè (îò 2n äî 2n+1 − 1 âêëþ÷èòåëü-
íî) ÿâëÿåòñÿ äâîè÷íî-îáðàçóþùåé äëÿ ðåãóëÿðíîé ëèíåéíîé ïåðåñòà-
íîâêè ñèñòåìû Óîëøà. È íàîáîðîò, ëþáàÿ ðåãóëÿðíàÿ ëèíåéíàÿ ïåðå-
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ñòàíîâêà ñèñòåìû Óîëøà {vn(x)}∞n=0 îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå (1) ÷åðåç
äâîè÷íî-îáðàçóþùóþ ñèñòåìó {v2n(x)}∞n=0, ãäå êàæäàÿ ôóíêöèÿ v2n(x)
åñòü ôóíêöèÿ Óîëøà-Ïýëè èç n-é ïà÷êè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü íàáîð ôóíêöèé {ϕm}2n−1
m=0 åñòü ðåãóëÿðíàÿ

ïåðåñòàíîâêà ôóíêöèé Óîëøà {wm}2n−1
m=0 . Ïóñòü Rn(x) = w2n+l(x), ãäå

0 ≤ l < 2n. Òîãäà (ïðè 0 ≤ k < 2n)

ϕ2n+k = ϕ2n · ϕk = w2n+l · wk0
= w2n · wl · wk0

= w2n · wluk0
.

Òàê êàê 0 ≤ k0 < 2n, òî 0 ≤ l u k0 < 2n è ϕ2n+k åñòü ôóíêöèÿ èç n-é
ïà÷êè. Åñëè k1 6= k2, òî ϕ2n+k1

6= ϕ2n+k2
. Ñëåäîâàòåëüíî {ϕ2n+k}2n−1

k=0 åñòü
ïåðåñòàíîâêà ôóíêöèé Óîëøà n-é ïà÷êè. Äîêàçàííàÿ ðåãóëÿðíîñòü ãà-
ðàíòèðóåò ïðåäïîëíîòó îáðàçóþùèõ ôóíêöèé. Ëèíåéíàÿ íåçàâèñèìîñòü
åñòü ñëåäñòâèå ïðèíàäëåæíîñòè ôóíêöèé Rn(x) ðàçíûì ïà÷êàì.

È íàîáîðîò, ðåãóëÿðíîñòü ïåðåñòàíîâêè ãàðàíòèðóåò ïðèíàäëåæíîñòü
Rn = v2n ê n-é ïà÷êå. �
Ëåììà 5. Ëþáàÿ ëèíåéíàÿ ïåðåñòàíîâêà ñèñòåìû Óîëøà (çàäàííàÿ

ïîñðåäñòâîì äâîè÷íî-îáðàçóþùåé ñèñòåìû {Rn(x)}∞n=0 ) îïðåäåëÿåò áè-
åêöèþ T : N0 → N0, óäîâëåòâîðÿþùóþ óñëîâèþ Z2-ëèíåéíîñòè

T (num) = T (n)u T (m), (4)

ñîîòâåòñòâèåì Rn(x) = wT (2n)(x).
È íàîáîðîò, ëþáàÿ Z2-ëèíåéíàÿ (òî åñòü óäîâëåòâîðÿþùàÿ (4)) áè-

åêöèÿ T : N0 → N0 îïðåäåëÿåò (òåì æå ñîîòâåòñòâèåì) ëèíåéíóþ
ïåðåñòàâíîâêó ñèñòåìû Óîëøà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñíà÷àëà äîêàæåì â îáðàòíóþ ñòîðîíó. Ïóñòü îòîá-
ðàæåíèå T : N0 → N0 áèåêòèâíî è Z2-ëèíåéíî. Ïîêàæåì, ÷òî ñèñòåìà
{T (2n)}∞n=0 ýëåìåíòîâ âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà (N0,u) ëèíåéíî íåçàâè-
ñèìà. Âî-ïåðâûõ, T (0) = 0, òàê êàê T (0um) = T (0)uT (m). Âî-âòîðûõ,
T (2ε1)u T (2ε2)u ...u T (2εν) = T (2ε1 u 2ε2 u ...u 2εν) 6= 0.

Åñëè áû ïðè ýòîì ñèñòåìà {Rn(x)} ôóíêöèé Óîëøà áûëà ëèíåéíî
çàâèñèìîé, òî âûïîëíÿëîñü áû óñëîâèå

R2ε1 ·R2ε2 · ... ·R2εν = w0

äëÿ íåêîòîðîãî íàáîðà. Ýòî îçíà÷àëî áû, ÷òî

wT (2ε1) · wT (2ε2) · ... · wT (2εν ) = wT (n) = w0
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äëÿ
n = 2ε1 + 2ε2 + ...+ 2εν , (5)

òî åñòü ëèíåéíóþ çàâèñèìîñòü {T (2n)}.
Ñþðüåêòèâíîñòü îòîáðàæåíèÿ T : N0 → N0 îçíà÷àåò, ÷òî êàæäàÿ

ôóíêöèÿ Óîëøà wm(x) âñòðå÷àåòñÿ â ñèñòåìå {ϕn}∞n=0. Äëÿ ïðîèçâîëü-
íîãî m åãî ïðîîáðàç n (òî åñòü T (n) = m) ïðåäñòàâèì â âèäå (5). Òîãäà

wm = wT (n) = wT (2ε1)uT (2ε2)u...uT (2εν ) = wT (2ε1) · wT (2ε2) · ... · wT (2εν ) =

= Rε1
·Rε2

· ... ·Rεν = ϕn. (6)

Òàê êàê ñèñòåìà Óîëøà ïîëíà â L2, òî ïðåäïîëíîòà ñèñòåìû {Rn(x)}
óñòàíîâëåíà.

Äîêàçàòåëüñòâî â ïðÿìóþ ñòîðîíó òàêæå íà÷èíàåòñÿ ñ ñîîòâåòñòâèÿ
Rn = wT (2n), êîòîðîå îïðåäåëÿåò îòîáðàæåíèå T : N0 → N0, ñ óñëîâèåì
T (0) = 0, ïî ôîðìóëå (6) äëÿ àðãóìåíòà n âèäà (5).

Ïðåäïîëíîòà ñèñòåìû {Rn} îçíà÷àåò ïîëíîòó ñèñòåìû {ϕn}, ñîñòîÿ-
ùåé èç ôóíêöèé Óîëøà, è, ñëåäîâàòåëüíî, ñþðüåêòèâíîñòü îòîáðàæåíèÿ
T : N0 → N0.

Äëÿ ñèñòåì {ϕn} óñòàíàâëèâàåòñÿ ìóëüòèïëèêàòèâíîñòü ïî íîìåðó

ϕn · ϕm = ϕnum

òàê æå êàê äëÿ ñèñòåìû Óîëøà-Ïýëè. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî

wT (num) = ϕnum = ϕn · ϕm = wT (n) · wT (m) = wT (n)uT (m).

Ëèíåéíàÿ íåçàâèñèìîñòü ñèñòåìû {Rn} âëå÷åò èíúåêòèâíîñòü îòîáðà-
æåíèÿ T : N0 → N0. �

Êðîìå íóìåðàöèé Ïýëè è Óîëøà â ìàòåìàòè÷åñêîé ëèòåðàòóðå âñòðå-
÷àåòñÿ íóìåðàöèÿ Êà÷ìàæà, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíîé ïåðåñòà-
íîâêîé ñèñòåìû Óîëøà. Ýòà íóìåðàöèÿ, ïðåäëîæåííàÿ â 1929 ã., ïî-
âèäèìîìó, ÿâèëàñü ïîïûòêîé ïåðåíåñòè íóìåðàöèþ Àäàìàðà íà ïîëíóþ
ñèñòåìó ôóíêöèé Óîëøà. Â êàæäîé n-é ïà÷êå ôóíêöèè íóìåðóþòñÿ òàê,
êàê ïîëó÷èëîñü áû ïî ôîðìóëå (1) ñ îáðàçóþùèìè ôóíêöèÿìè

R0 = rn−2 , R1 = rn−3 , ... Rn−3 = r1 , Rn−2 = r0 , Rn−1 = rn−1.

Êóñî÷íî-ëèíåéíîé íàçîâåì òàêóþ ïåðåñòàíîâêó ñèñòåìû Óîëøà, êîòî-
ðóþ ñòðîÿò ïî ïà÷êàì, ñîáëþäàÿ ñëåäóþùåå ïðàâèëî. Ïóñòü ïîñòðîåíû
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ôóíêöèè vk(x) ïðè k = 0, 1, . . . , 2n − 1 (v0 = w0, â êà÷åñòâå v1(x) âû-
áèðàåì ëþáóþ äðóãóþ ôóíêöèþ Óîëøà). Äëÿ ïîñòðîåíèÿ 2n ôóíêöèé
î÷åðåäíîé n-é ïà÷êè çàäàåòñÿ ñâîé íàáîð R0, R1, ..., Rn−1, Rn òàêèõ ëè-
íåéíî íåçàâèñèìûõ ôóíêöèé Óîëøà â êà÷åñòâå äâîè÷íî-îáðàçóþùèõ, ÷òî
R0, R1, ..., Rn−1 ∈ {vk}2n−1

k=0 .

Óòâåðæäåíèå 4. Â äàííûõ îáîçíà÷åíèÿõ âåðíî:
âî-ïåðâûõ, Rn /∈ {vk}2n−1

k=0 ;
âî-âòîðûõ, ìíîæåñòâî ôóíêöèé {ϕk}2n−1

k=0 , ïîñòðîåííûõ äëÿ óêàçàííî-
ãî íàáîðà ïî ôîðìóëå (1), ñîâïàäàåò (âîçìîæíî â äðóãîì ïîðÿäêå) ñ
ìíîæåñòâîì {vk}2n−1

k=0 .

Ñèñòåìà Óîëøà-Êà÷ìàæà ÿâëÿåòñÿ êóñî÷íî-ëèíåéíîé ïåðåñòàíîâêîé.

Ïîíÿòèå êóñî÷íî-ëèíåéíûõ ïåðåñòàíîâîê ââåë âåíãåðñêèé ìàòåìàòèê
Ô. Øèïï, êîòîðûé îïðåäåëÿë èõ ñ ïîìîùüþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ìàòðèö,
íå àêöåíòèðóÿ âíèìàíèå íà ïîëíîòå ñèñòåìû.

Êðîìå ëèíåéíûõ è êóñî÷íî-ëèíåéíûõ ïåðåñòàíîâîê ïðåäëîæèì åùå
îäèí ïðîñòîé âèä ïåðåñòàíîâêè ñèñòåìû Óîëøà. Ñäâèãîì ïåðåñòàíîâêè
ñèñòåìû Óîëøà {ϕn(x)}∞n=0 íà ýëåìåíò wk(x) íàçîâåì ñèñòåìó ôóíêöèé
{wk(x) · ϕn(x)}∞n=0.

Óòâåðæäåíèå 5. Ñäâèã ñèñòåìû Óîëøà-Ïýëè ÿâëÿåòñÿ ïåðåñòàíîâ-
êîé (òî åñòü áèåêòèâíûì îòîáðàæåíèåì â ñåáÿ).

Òåîðåìà 1. Êîíñòàíòû Ëåáåãà ëþáîé ëèíåéíîé, êóñî÷íî-ëèíåéíîé,
à òàêæå ëþáîãî ñäâèãà ýòèõ ñèñòåì ñîâïàäàþò ñ êîíñòàíòàìè Ëåáåãà
ñèñòåìû Óîëøà-Ïýëè.

Òåîðåìà 2. Ëþáàÿ ëèíåéíàÿ, êóñî÷íî-ëèíåéíàÿ ïåðåñòàíîâêà ñèñòå-
ìû Óîëøà (à òàêæå ëþáîé ñäâèã òàêîé ïåðåñòàíîâêè) ÿâëÿåòñÿ áàçè-
ñîì â ïðîñòðàíñòâå Lp[0, 1], 1 < p <∞.

Äîêàçàòåëüñòâî ýòèõ òåîðåì äëÿ ñëó÷àÿ ëèíåéíûõ ïåðåñòàíîâîê îñíî-
âàíî íà ïðèâåäåííîé íèæå ëåììå äâîéñòâåííîñòè. Äëÿ ñëó÷àÿ êóñî÷íî-
ëèíåéíûõ ïåðåñòàíîâîê íàäî ñôîðìóëèðîâàòü è äîêàçàòü àíàëîã ëåììû
äâîéñòâåííîñòè. Ïåðåíîñ ýòèõ òåîðåì íà ñäâèãè ñèñòåìû î÷åâèäåí.

Äëÿ ñèñòåì ôóíêöèé Óîëøà {vn(x)}∞n=0 ââåäåì ïîíÿòèÿ:
ìèíèìóì êîíñòàíò Ëåáåãà ïî âñåì ïåðåñòàíîâêàì

Cn = min
{vk}

∫ 1

0

|
n−1∑
k−0

vk(x)| dx,
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ìàêñèìóì êîíñòàíò Ëåáåãà ïî âñåì ïåðåñòàíîâêàì ñèñòåìû Óîëøà

Bn = max
{vk}

∫ 1

0

|
n−1∑
k−0

vk(x)| dx.

Óòâåðæäåíèå 6. Óêàçàííûé ìèíèìóì äîñòèãàåòñÿ äëÿ ñèñòåìû
Óîëøà-Ïýëè (à òàêæå äëÿ ëèíåéíûõ, êóñî÷íî-ëèíåéíûõ ïåðåñòàíîâîê
è èõ ñäâèãîâ), òî åñòü Cn = Ln.

Ñóùåñòâóþò ðåãóëÿðíûå ïåðåñòàíîâêè ñèñòåìû Óîëøà, êîíñòàíòû
Ëåáåãà êîòîðûõ äëÿ áåñêîíå÷íîãî ÷èñëà íîìåðîâ îòëè÷íû îò Cn è Bn.

Óêàçàííûé ìàêñèìóì äîñòèãàåòñÿ äëÿ ñèñòåìû Ðàäåìàõåðà (ëþáîå
êîíå÷íîå ÷èñëî ôóíêöèé êîòîðîé ìîæíî äîïîëíèòü äî ïåðåñòàíîâêè
ñèñòåìû Óîëøà). À èìåííî, B2n+2 = B2n+1 = B2n + Cn2n

22n , B1 = B2 = 1,
B3 = B4 = 3

2, ÷òî ïðèâîäèò ê ôîðìóëå Âàëëèñà

B2n+1 =
(2n+ 1)!

22n(n!)2
≈ 2√

π
·
√
n.

Äîêàçàòåëüñòâî âòîðîãî è òðåòüåãî ïðåäëîæåíèÿ. Íå òðóäíî ïîêà-
çàòü, ÷òî äëÿ ëþáûõ òðåõ ðàçëè÷íûõ ôóíêöèé Óîëøà wk(x), wl(x), wm(x)
èìååì

∫ 1

0 |wk(x) + wl(x) + wm(x)| dx = L3. Ïîýòîìó îòëè÷èå êîíñòàíòû
Ëåáåãà ðåãóëÿðíîé ïåðåñòàíîâêè îò Ln ñëåäóåò èñêàòü íå ðàíåå ÷åòâåð-
òîãî íîìåðà â ïà÷êå. Âû÷èñëèì LP20 êîíñòàíòó Ëåáåãà ñ íîìåðîì 20 äëÿ
ðåãóëÿðíîé ïåðåñòàíîâêè

LP20 =

∫ 1

0

|D16(x) + w16(x) + w17(x) + w18(x) + w20(x)| dx =

=

∫ 1/16

0

|D16(x)+4w16(x)|dx+

∫ 1

1/16

|w16(x)|·|w0(x)+w1(x)+w2(x)+w4(x)|dx,

LP20 = 1+4 · 1
16 +2 · 18 ·4 = 9/4 < L20 = 7/4, ÷òî ëåãêî âû÷èñëèòü ïî ôîð-

ìóëàì Ôàéíà (ëåììà 10.16 èëè 10.17). Ïîäîáíóþ êîíñòðóêöèþ ìîæíî
ïîâòîðèòü â ëþáîé ïà÷êå. Äëÿ âñåõ ðåãóëÿðíûõ ïåðåñòàíîâîê êîíñòàíòû
Ëåáåãà ñ íîìåðîì 2n ðàâíû 1, ÷åãî íåò äëÿ ñèñòåìû Ðàäåìàõåðà.

Äëÿ ÿäåð Äèðèõëå ôóíêöèé Ðàäåìàõåðà ëåãêî âû÷èñëèòü

D̂1(x) =

{
1 , åñëè x ∈ ∆0

1,

−1 , åñëè x ∈ ∆1
1;

D̂2(x) =


2 , åñëè x ∈ ∆0

2,

0 , åñëè x ∈ ∆1
2 ∪∆2

2,

−2 , åñëè x ∈ ∆3
2,
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è òàê äàëåå. Ïðåäëîæèì áîëåå êîìïàêòíóþ ôîðìó çàïèñè ýòèõ ôîðìóë
áåç óòî÷íåíèÿ ðàñïîëîæåíèÿ èíòåðâàëîâ, íî ñ óêàçàíèåì èõ êîëè÷åñòâà
D̂1(x) ∼ {(1, C0

1), (−1, C1
1)};

D̂2(x) ∼ {(2, C0
2), (0, C1

2), (−2, C2
2)}; . . .

D̂n(x) ∼ {(n,C0
n), (n− 2, C1

n), (n− 4, C2
n), . . . , (−n,Cn

n)}. (7)

Îáùèé ýëåìåíò (n − 2i, Ci
n) â ôîðìóëå (7) îçíà÷àåò, ÷òî D̂n(x) ïðèíè-

ìàåò çíà÷åíèå (n − 2i) ðîâíî íà C i
n èíòåðâàëàõ n- ãî ðàíãà. Ðàâåíñòâî∑n

k=0C
k
n = 2n îçíà÷àåò, ÷òî âñå èíòåðâàëû ó÷òåíû. Äîêàçàòåëüñòâî ýòîé

ôîðìóëû âûòåêàåò èç ñîîòíîøåíèÿ Ck−1
n +Ck

n = Ck
n+1, ëåæàùåãî â îñíîâå

ïîñòðîåíèÿ òðåóãîëüíèêà Ïàñêàëÿ. Ïðè äîáàâëåíèè ê ÿäðó Äèðèõëå î÷å-
ðåäíîé ôóíêöèè Ðàäåìàõåðà êàæäûé èíòåðâàë n- ãî ðàíãà ðàñïàäàåòñÿ
íà äâà ðàâíîâåëèêèõ èíòåðâàëà, íà îäíîì èç êîòîðûõ ÿäðî Äèðèõëå ñî
ñëåäóþùèì íîìåðîì óâåëè÷èâàåòñÿ ðîâíî íà 1, à íà äðóãîì � óìåíüøà-
åòñÿ íà 1. À èìåííî, D̂n+1(x) ∼

{(n+ 1, C0
n), (n− 1, C0

n + C1
n), (n− 3, C1

n + C2
n), . . . , (−n− 1, Cn

n)}. (8)

Ýòà ôîðìóëà äîêàçûâàåò èíäóêòèâíûé ïåðåõîä.

Ñëåäîâàòåëüíî,

Bn = 2−n
n∑
i=0

|n− 2i| · C i
n. (9)

Â ÷àñòíîñòè, B1 = B2 = 1, B3 = B4 = 3/2, B5 = B6 = 15/8.

Ñîîòíîøåíèå

B2k−1 = B2k (10)

âûòåêàåò èç îïèñàííîãî ïåðåõîäà îò ôîðìóëû (7) ê (8) ïðè n = 2k − 1,
òàê êàê çíàê ÿäåð Äèðèõëå íà êàæäîì ó÷àñòêå ñîõðàíÿåòñÿ (ïîëó÷åííîå
íóëåâîå çíà÷åíèå íà îòäåëüíûõ ó÷àñòêàõ ñ÷èòàåì êàê +0 èëè -0 ñîîòâåò-
ñòâåííî). Óñòàíîâèì ñîîòíîøåíèå

B2k+1 = B2k + 2−2k · Ck
2k. (11)

Åñëè n = 2k, òî â ôîðìóëå (7) öåíòðàëüíûé ýëåìåíò ðàâåí (0, Ck
2k). Çà

ñ÷åò íåãî è ïðîèñõîäèò óâåëè÷åíèå êîíñòàíòû Ëåáåãà, òàê êàê íà îñòàëü-
íûõ èíòåðâàëàõ ïðè ïåðåõîäå ê (8) ìîäóëü ÿäðà Äèðèõëå íå ìåíÿåòñÿ, à
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çíà÷åíèå ìåíÿåòñÿ íà 1 â ðàçíûå ñòîðîíû íà èíòåðâàëàõ îäèíàêîâîé ñóì-
ìàðíîé äëèíû. Ïîëó÷èëè ôîðìóëó (11), òàê êàê íà Ck

2k èíòåðâàëàõ k- ãî
ðàíãà ïðè ïåðåõîäå îò (7) ê (8) ìîäóëü ÿäðà Äèðèõëå èçìåíèë çíà÷åíèå
ñ íóëÿ íà åäèíèöó.

Äëÿ ôîðìóë

B2k+2 =
(2k + 1)!!

(2k)!!
=

1 · 3 · 5 · . . . · (2k + 1)

2 · 4 · 6 · . . . · (2k)

áàçà èíäóêöèè óñòàíîâëåíà. Çàìåòèì, ÷òî

(2k + 1)!!

(2k)!!
=

((2k + 1)!!)((2k)!!)

(2k · k!)2
=

(2k + 1)!

22k(k!)2
.

Åñëè ïðåäïîëîæèì, ÷òî

B2k =
(2k − 1)!!

(2k − 2)!!
=

(2k − 1)!

(2k−1(k − 1)!)2
,

òî B2k+2 = B2k+1 = B2k +
Ck2k
22k =

=
(2k − 1)!

22k−2((k − 1)!)2
+

(2k)!

22k(k!)2
=

(2k − 1)! · (4k2 + 2k)

22k(k!)2
=

(2k + 1)!

22k(k!)2
.

Àñèìïòîòèêà ôîðìóëû Âàëëèñà (2k+1)!!
(2k)!! ≈

2√
π
·
√
k ïðèâîäèòñÿ â çàäà÷-

íèêàõ è ó÷åáíèêàõ ïî ìàòåìàòè÷åñêîìó àíàëèçó. Îíà âûòåêàåò èç ñîîò-
íîøåíèÿ lim

m→∞
(m!)2·22m

(2m)!
√
m

=
√
π, êîòîðîå èñïîëüçóþò ïðè âûâîäå ôîðìóëû

Ñòèðëèíãà. �
Ëåììà 6 (äâîéñòâåííîñòè). Ëþáàÿ Z2-ëèíåéíàÿ (ñì. (4)) áèåê-

öèÿ T : N0 → N0 îïðåäåëÿåò Z2-ëèíåéíóþ (òî åñòü âåðíî ñîîòíîøåíèå
àíàëîãè÷íîå (4)) è ñîõðàíÿþùóþ ìåðó áèåêöèþ T ∗ ìîäèôèöèðîâàííîãî
îòðåçêà [0, 1]∗ â ñåáÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ëþáîå Z2-ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå T óäîâëåòâîðÿåò
óñëîâèþ T (0) = 0 è îïðåäåëÿåòñÿ îáðàçóþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ
{T (2n)}∞n=0. Óñëîâèå èíúåêòèâíîñòè îòîáðàæåíèÿ T : N0 → N0 ñîñòî-
èò â ëèíåéíîé íåçàâèñèìîñòè {T (2n)}∞n=0. Äëÿ ëèíåéíîé ïåðåñòàíîâêè
ñèñòåìû Óîëøà {ϕn(x)}∞n=0 ñ äâîè÷íî-îáðàçóþùåé ñèñòåìîé {Rn(x)}∞n=0

òàêîé, ÷òî
Rn(x) = wT (2n)(x),
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îïðåäåëèì ñèñòåìó ìíîæåñòâ {Ek
n}, ãäå n ∈ N0, 0 ≤ k ≤ 2n − 1. Ïóñòü

E0
0 = E = [0, 1); E0

1 = {x | R0(x) = +1 }, E1
1 = {x | R0(x) =−1 }.

Çàìåòèì, ÷òî |E0
1 | = |E1

1 | = 1/2. Ìíîæåñòâà n-ãî ðàíãà Ek
n îïðåäåëÿþòñÿ

÷åðåç ìíîæåñòâà ïðåäûäóùåãî ðàíãà è ôóíêöèþ Rn−1(x):

a)Ek
n−1 = E2k

n ∪ E2k+1
n , b)E2k

n ∩ E2k+1
n = ∅, c)|E2k

n | = |E2k+1
n | = 2−n,

d)
2n−1−1⋃
k=0

E2k
n = {x | Rn−1(x)=+1}, e)

2n−1−1⋃
k=0

E2k+1
n = {x | Rn−1(x)=−1}.

Íàïðèìåð,

E0
2 = {x | R0(x) = R1(x) = +1},

E1
2 = {x | R0(x) = +1, R1(x) = −1},

E2
2 = {x | R0(x) = −1, R1(x) = +1},

E3
2 = {x | R0(x) = R1(x) = −1}.

Îòìåòèì, ÷òî ñâîéñòâî ñ) åñòü ñëåäñòâèå îñòàëüíûõ ñâîéñòâ è ëèíåé-
íîé íåçàâèñèìîñòè ôóíêöèé Rn. Ïîêàæåì ýòî â ïðîñòåéøåì ñëó÷àå.

Óñëîâèå
∫
E

R1(x)dx = 0 äàåò óðàâíåíèå
∫
E0

1

R1(x)dx+
∫
E1

1

R2(x)dx = 0, à

óñëîâèå
∫
E

R0(x)R1(x)dx = 0 äàåò óðàâíåíèå
∫
E0

1

R1(x)dx−
∫
E1

1

R2(x)dx = 0.

Ó ñèñòåìû ýòèõ óðàâíåíèé åäèíñòâåííîå ðåøåíèå∫
E0

1

R1(x)dx =

∫
E1

1

R1(x)dx = 0.

Òàê êàê |R1(x)| = 1, òî |E0
2 | = |E1

2 |, |E2
2 | = |E3

2 |. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî
|Es

2| = 1/4 ïðè s = 0, 1, 2, 3.

Ñðàâíåíèåì ñ ôóíêöèÿìè Ðàäåìàõåðà rn(x) è èíòåðâàëàìè n-ãî ðàíãà
ïîëó÷àåì

Rn−1(E
k
n) = rn−1(∆

k
n), (12)

êîòîðîå ïîêà óñòàíîâëåíî n = 1 è n = 2.

Ñðàâíåíèåì ñèñòåìû (1) ñ ñèñòåìîé Óîëøà-Ïýëè ïîëó÷àåì

ϕm(Ek
n) = wm(∆k

n) = amk (13)
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ïîêà äëÿ n = 1, 2, 0 ≤ k < 2n, m = 0, 1, 2, 3. Çäåñü èñïîëüçîâàëè îáî-
çíà÷åíèÿ amk äëÿ ýëåìåíòîâ ìàòðèöû Wn äèñêðåòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ
Óîëøà, î êîòîðîé äàëåå áóäåì ãîâîðèòü ïîäðîáíåå. Çäåñü ïðèìåíÿåòñÿ
òî, ÷òî ìàòðèöà Wn íåâûðîæäåííàÿ.

Ôîðìóëà (12) îïðåäåëÿåò îòîáðàæåíèå T ∗ ìíîæåñòâ

T ∗(∆k
n) = Ek

n.

Óñëîâèÿ |∆k
n| = 2−n è |Ek

n| = 2−n åñòü óñëîâèÿ ñîõðàíåíèÿ ìåðû ïðè
îòîáðàæåíèè T ∗. Äîêàæåì, ÷òî ðàâåíñòâî |Ek

n| = 2−n åñòü ñëåäñòâèå ëè-
íåéíîé íåçàâèñèìîñòè.

Ê íàáîðó ôóíêöèé R0(x), R1(x), ..., Rn−1(x) äîáàâèì ëèíåéíî íåçàâè-
ñèìóþ ñ íèìè ôóíêöèþ Óîëøà Rn(x). Îáîçíà÷èì zi =

∫
Ein

Rn(x)dx äëÿ

i = 0, 1, 2, ..., 2n − 1.
Îðòîãîíàëüíîñòü ôóíêöèè Rn(x) ïðåäûäóùèì ôóíêöèÿì ñèñòåìû (1)

çàïèøèì â âèäå ñèñòåìû óðàâíåíèé∫
E

ϕk(x) ·Rn(x) dx = 0

äëÿ k = 0, 1, 2, ..., 2n − 1, èëè â âèäå

2n−1∑
i=0

∫
Ein

Rn(x) dx · ϕk(Ei
n) = 0,

êîòîðóþ ñîãëàñíî ôîðìóëå (13) è ââåäåííûì îáîçíà÷åíèÿì çàïèøåì â
ìàòðè÷íîì âèäå

Wn · Z = 0,

ãäå Z åñòü ìàòðèöà-ñòîëáåö òàêàÿ, ÷òî ZT = (z0, z1, . . . , z2n−1). Â ñèëó
íåâûðîæäåííîñòè ìàòðèöû Wn ýòà ñèñòåìà èìååò åäèíñòâåííîå (îíî æå
íóëåâîå) ðåøåíèå. Óñòàíîâèëè, ÷òî∫

Ein

Rn(x) dx = 0 äëÿ âñåõ i = 0, 1, ..., 2n − 1.

Òàê êàê |Rn(x)| = 1, òî êàæäîå ìíîæåñòâî Ei
n ðàñïàäàåòñÿ íà äâà ìíî-

æåñòâà ðàâíîé ìåðû â ñîîòâåòñòâèè ñî çíàêîì Rn(x). Èòàê, óêàçàííûå
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ïÿòü ñâîéñòâ âûïîëíåíû äëÿ ìíîæåñòâ (n+ 1)-ãî ðàíãà. Ôîðìóëû (12) è
(13) îêàçàëèñü âåðíûìè è äëÿ ñëåäóþùåãî n.

Ââåäåì îïåðàöèþ ∗ íà ïîñòðîåííîé ñèñòåìå ìíîæåñòâ {Ek
n} ÷åðåç

ãðóïïîâóþ îïåðàöèþ u, ãäå n ∈ N0, 0 ≤ k ≤ 2n − 1, ïî ôîðìóëå

Ek
n ∗ El

n = Ekul
n . (14)

Äëÿ êàæäîãî ýëåìåíòà x ìîäèôèöèðîâàííîãî îòðåçêà (èëè ìíîæåñòâà
E) îïðåäåëèì öåïî÷êó âëîæåííûõ ìíîæåñòâ

x ∈ ...En+1(x) ⊂ En(x) ⊂ ... ⊂ E1(x) ⊂ E, (15)

ãäå En(x) åñòü ìíîæåñòâî n-ãî ðàíãà Ek
n, ñîäåðæàùåå x. Îïåðàöèþ ∗ íàä

ýëåìåíòàìè x, y ∈ E îïðåäåëèì ÷åðåç ôîðìóëó (14)

x ∗ y ∈ ...En+1(x) ∗ En+1(y) ⊂ En(x) ∗ En(y) ⊂ ... ⊂ E1(x) ∗ E1(y) ⊂ E.

Óñòàíîâèì êîððåêòíîñòü îïðåäåëåíèÿ îïåðàöèè ∗.
Åñëè x ∈ E2k+a

n+1 , y ∈ E2l+b
n+1 , ãäå a, b ∈ {0, 1}, òî

E2k+a
n+1 ∗ E2l+b

n+1 = E
2(kul)+(aub)
n+1 ⊂ Ekul

n .

Ñþðüåêòèâíîñòü îòîáðàæåíèÿ T ∗ : E → E âûòåêàåò èç ïîñòðîåíèÿ ìíî-
æåñòâ Ek

n. Ïðîâåðèì ñâîéñòâî Z2-ëèíåéíîñòè îòîáðàæåíèÿ T
∗ :

T ∗(xu y) = T ∗(x) ∗ T ∗(y).

Åñëè x =
∞∑
k=1

xk
2k
, y =

∞∑
k=1

yk
2k
, xu y =

∞∑
k=1

xkuyk
2k

, òî

x ∈ ... ⊂ ∆[2nx]
n ⊂ ... ⊂ ∆2x1+x2

2 ⊂ ∆x1
1 ⊂ E;

y ∈ ... ⊂ ∆[2ny]
n ⊂ ... ⊂ ∆2y1+y2

2 ⊂ ∆y1

1 ⊂ E;

T ∗(x) ∈ ... ⊂ E [2nx]
n ⊂ ... ⊂ E2x1+x2

2 ⊂ Ex1
1 ⊂ E;

T ∗(y) ∈ ... ⊂ E [2ny]
n ⊂ ... ⊂ E2y1+y2

2 ⊂ Ey1

1 ⊂ E;

T ∗(x) ∗ T ∗(y) ∈ ... ⊂ E [2n(xuy)]
n ⊂ ... ⊂ E

2(x1uy1)+(x2uy2)
2 ⊂ Ex1uy1

1 ⊂ E;

xu y ∈ ... ⊂ ∆[2n(xuy)]
n ⊂ ... ⊂ E

2(x1uy1)+(x2uy2)
2 ⊂ Ex1uy1

1 ⊂ E.

Ñþðüåêòèâíîñòü îòîáðàæåíèÿ T : N0 → N0 îáåñïå÷èâàåò èíúåêòèâ-
íîñòü îòîáðàæåíèÿ T ∗ : E → E. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî îäíîé è òîé æå
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öåïî÷êå âëîæåííûõ ìíîæåñòâ {Ekn
n }∞n=0, E

kn
n ⊂ E

kn−1

n−1 ñîîòâåòñòâóþò äâà
ðàçíûõ ýëåìåíòà x è t. Òîãäà íàéäåòñÿ ôóíêöèÿ Óîëøà, êîòîðàÿ íà ýòèõ
ýëåìåíòàõ ïðèíèìàåò ðàçíûå çíà÷åíèÿ. Ñîãëàñíî ñþðüåêòèâíîñòè îòîá-
ðàæåíèÿ T ýòà ôóíêöèÿ Óîëøà âñòðåòèòñÿ êàê ïðîèçâåäåíèå êîíå÷íîãî
÷èñëà îáðàçóþùèõ ôóíêöèé Rn(x). Ïðèøëè ê ïðîòèâîðå÷èþ. �
Çàìå÷àíèå. Åñëè áû ñþðüåêòèâíîñòè îòîáðàæåíèÿ T íå áûëî, òî

íàøëàñü áû ôóíêöèÿ Óîëøà w(x), íå ïðèíàäëåæàùàÿ ñèñòåìå {ϕn(x)}.
Òàê êàê w(x) îðòîãîíàëüíà âñåì ôóíêöèÿì ñèñòåìû {ϕn(x)}, òî∫

Ekn

w(x) dx = 0

äëÿ âñåõ n ∈ N0, 0 ≤ k ≤ 2n − 1.

Îáîçíà÷èì E+ = {x | w(x) = +1}, E− = {x | w(x) = −1}.
Êàæäàÿ öåïî÷êà (15) ðàñïàäàåòñÿ íà äâå öåïî÷êè, îïðåäåëÿþùèå ðàç-
ëè÷íûå ýëåìåíòû:

...E+
n+1(x) ⊂ E+

n (x) ⊂ ... ⊂ E+
1 (x) ⊂ E+ ⊂ E,

...E−n+1(x) ⊂ E−n (x) ⊂ ... ⊂ E−1 (x) ⊂ E− ⊂ E,

ãäå En(x) = E+
n (x) ∪ E−n (x) è |E+

n (x)| = |E−n (x)|.
Ñëåäîâàòåëüíî îòîáðàæåíèå T ∗ : E → E íå èíúåêòèâíî.

13.3 Ñèñòåìû, ïîäîáíûå ñèñòåìå Óîëøà

Äîêàçàííàÿ ëåììà äâîéñòâåííîñòè ïîçâîëÿåò ââåñòè îáîáùåíèÿ ñèñòå-
ìû Óîëøà, èìåþùèå áîëüøîå ïðèêëàäíîå çíà÷åíèå.

Ïåðå÷èñëèì îñíîâíûå ñâîéñòâà èíòåðâàëîâ n-ãî ðàíãà, ãäå ìîäèôèöè-
ðîâàííûé îòðåçîê [0, 1]∗ (èëè ïîëóèíòåðâàë [0, 1)) ïðèíèìàåòñÿ çà ìíî-
æåñòâî E:

1) E = ∆0
0, m(E) = 1, 2)

2n−1⋃
k=0

∆k
n = E , 3) ∆k

n ∩ ∆l
n = ∅ ïðè k 6= l ,

4) ∆k
n = ∆2k

n+1 ∪∆2k+1
n+1 , 5)

∞⋃
n=1

∆1
n = E \ {0} , 6) m(∆k

n) = 2−n .
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Ýòèì æå ñâîéñòâàì óäîâëåòâîðÿåò ñèñòåìà ïîäìíîæåñòâ {Ek
n}, ãäå

n ∈ N0, 0 ≤ k ≤ 2n − 1, èç ëåììû äâîéñòâåííîñòè. Äëÿ ïðîèçâîëüíî-
ãî èçìåðèìîãî è íîðìèðîâàííîãî (m(E) = 1) ìíîæåñòâà E ëþáàÿ åãî
ñèñòåìà ïîäìíîæåñòâ {Ek

n}, ãäå n ∈ N0, 0 ≤ k ≤ 2n − 1, óäîâëåòâîðÿþ-
ùàÿ ñëåäóþùèì ñâîéñòâàì:

1) E = E0
0 , m(E) = 1, 2)

2n−1⋃
k=0

Ek
n = E , 3) Ek

n ∩ El
n = ∅ ïðè k 6= l ,

4) Ek
n = E2k

n+1 ∪ E2k+1
n+1 , 5)

∞⋃
n=1

E1
n = E \ {0} , 6) m(Ek

n) = 2−n ,

çàäàåò òîïîëîãèþ â E. Ìíîæåñòâî E ïðåâðàùàåòñÿ â àáåëåâó ãðóïïó
îòíîñèòåëüíî ãðóïïîâîé îïåðàöèè , êîòîðàÿ ââîäèòñÿ ïî ôîðìóëå (14)
÷åðåç îïåðàöèþ â ãðóïïå (N0 ,u). Íåéòðàëüíûì ýëåìåíòîì îòíîñèòåëü-
íî îïåðàöèè ∗ áóäåò ýëåìåíò, îáîçíà÷åííûé â ñâîéñòâå 5 êàê 0. Ââèäó
ïðîèçâîëüíîñòè âûáîðà ìíîæåñòâ Ek

n â êà÷åñòâå íåéòðàëüíîãî ýëåìåíòà
ìîæåò îêàçàòüñÿ ëþáîé ýëåìåíò ìíîæåñòâà E. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî x ∈ E
â öåïî÷êå (15) âëîæåííûõ ìíîæåñòâ óêàæèì èõ íîìåðà

x ∈ ...Exn+1

n+1 ⊂ Exn
n ⊂ ... ⊂ Ex1

1 ⊂ E

è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ýòèõ íîìåðîâ x̃ = (x1, x2, . . . , xn, . . .).

Ñèñòåìîé ôóíêöèé, ïîäîáíîé ñèñòåìå Óîëøà, íà ìíîæåñòâå E íàçî-
âåì ñèñòåìó {ψn(x)}∞n=0, îïðåäåëåííóþ ðàâåíñòâàìè

ψ0(x) ≡ 1 , ψn(x) = (−1)(ñ,x̃) = (−1)(n,x),

àíàëîãè÷íûìè ôîðìóëå (10.6) äëÿ îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèé Óîëøà â íóìå-
ðàöèè Ïýëè. Ýêâèâàëåíòíîñòü ïðåäëîæåííîé ñèñòåìû è ñèñòåìû Óîëøà-
Ïýëè âûòåêàåò èç ñâîéñòâà èíâàðèàíòíîñòè èíòåãðàëà ïî ïðåäëîæåííîé
ìåðå îòíîñèòåëüíî ãðóïïîâîãî ñäâèãà.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî îñíîâíûå ñâîéñòâà ðÿäîâ Ôóðüå ïî ñèñòåìå Óîëøà-
Ïýëè (ê êîòîðûì, â ÷àñòíîñòè, îòíåñåì ïîëíîòó ñèñòåìû, îöåíêè ÿäåð
Äèðèõëå, ôîðìóëû êîíñòàíò Ëåáåãà, ðàâåíñòâî Ïàðñåâàëÿ, êîýôôèöèåí-
òû Ôóðüå ñâåðòêè è ïðîèçâåäåíèÿ, ïðèíöèï ëîêàëèçàöèè Ðèìàíà, ïðè-
çíàêè Äèíè, ñõîäèìîñòü â Lp) ñîõðàíÿþòñÿ äëÿ ýòèõ ñèñòåì. Ïðè ïðàêòè-
÷åñêîé ðåàëèçàöèè îãðàíè÷èâàþòñÿ êîíå÷íûìè ÷àñòíûìè ñóììàìè, ïî-
ýòîìó ââåäåíèå ìîäèôèöèðîâàííîãî îòðåçêà è ñâîéñòâî ïîëíîòû íå ñòîëü
àêòóàëüíû. Çàòî ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè ïî äàííûì ñèñòåìàì, â îòëè÷èè îò
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ñèñòåìû Ðàäåìàõåðà è áëèçêèì ê íåé, ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíîé è òîé æå,
÷òî äëÿ ñèñòåìû Óîëøà.

Ïðèâåäåì ïðèìåðû ñèñòåì, ïîäîáíûõ ñèñòåìå Óîëøà.

1. Ëèíåéíàÿ ïåðåñòàíîâêà ñèñòåìû Óîëøà ìîæåò áûòü çàäàíà íå
äâîè÷íî-îáðàçóþùåé ñèñòåìîé ôóíêöèé, à ñèñòåìîé ìíîæåñòâ {Ek

n}, ãäå
n ∈ N0, 0 ≤ k ≤ 2n − 1.

2. Ñèñòåìû, ïîäîáíûå ñèñòåìå Óîëøà îòíîñèòåëüíî ëèíåéíîé ìå-
ðû Ëåáåãà íà ìîäèôèöèðîâàííîì îòðåçêå. Äëÿ ïåðåñòàíîâîê ñèñòåìû
Óîëøà âñå ìíîæåñòâà Ek

n ïîëó÷àëèñü êàê îáúåäèíåíèå èíòåðâàëîâ ∆k
m,

÷åãî íå òðåáóåì â îáùåì ñëó÷àå. Íàïðèìåð, â êà÷åñòâå E0
1 íà [0, 1) ìîæ-

íî âçÿòü [1/4, 3/4). Ïðè ýòîì íåîãðàíè÷åííî âûðàñòàåò ÷èñëî âàðèàíòîâ
ïðè êîäèðîâàíèè èíôîðìàöèè ñ ïîìîùüþ ôóíêöèé Óîëøà ñ âàðèàíòàìè
âûáîðà êëþ÷à ñêîëü óãîäíî ñëîæíîé êîíôèãóðàöèè.

3. Â êà÷åñòâå ïðîñòîãî ïðèìåðà ïðèâåäåì âîçìîæíîñòü ïîñòðîåíèÿ

ôóíêöèé Óîëøà ñ âåñîì p(x). Ìíîæåñòâà Ek
n =

[√
2k
2n ,
√

2k+1
2n

)
ÿâëÿþòñÿ

òàêîâûìè äëÿ çíàêîâîé ñèñòåìû {vn(x)}∞n=0 ïîäîáíîé ñèñòåìå Óîëøà,
êîýôôèöèåíòû Ôóðüå îòíîñèòåëüíî êîòîðîé âû÷èñëÿþòñÿ ïî ôîðìóëàì

cn =

∫ 1

0

f(x)vn(x)p(x)dx, ãäå p(x) = 2x.

Ñèñòåìà äâîè÷íî-îáðàçóþùèõ ôóíêöèé {Rn(x)}, ÷åðåç êîòîðûå ïî ôîð-
ìóëå (1) ñòðîèòñÿ äàííàÿ ñèñòåìà, îïðåäåëÿþòñÿ ôîðìóëàìè Rn(x) = 1
ïðè x ∈ E2k

n+1, Rn(x) = −1 ïðè x ∈ E2k+1
n+1 . Äàííàÿ ñèñòåìà íå ÿâëÿ-

åòñÿ ïðèâëåêàòåëüíîé, òàê êàê îíà óìåíüøàåò âëèÿíèå áëèçêèõ ê íóëþ
òî÷åê, óñèëèâàÿ âëèÿíèå íàèáîëåå óäàëåííûõ. Ïðîòèâîïîëîæíûì ñâîé-
ñòâîì, óñèëèâàþùèì äåéñòâèå ïðèíöèïà ëîêàëèçàöèè, îáëàäàåò ñèñòåìà
ñ âåñîì p(x) = 2 − 2x. Ìíîæåñòâà Ek

n â ýòîì ñëó÷àå îïðåäåëÿþòñÿ àíà-
ëîãè÷íî, íî íåìíîãî ñëîæíåå.

4. Íàèáîëåå âàæíûì ïðàêòè÷åñêèì ïðèëîæåíèåì äàííîãî ïîñòðîåíèÿ
ñëóæèò âîçìîæíîñòü ðàññìîòðåíèÿ äâîéíîãî ðÿäà ïî ñèñòåìå Óîëøà êàê
îáû÷íîãî ðÿäà Óîëøà-Ïýëè.

Ñèñòåìó ôóíêöèé {ϕn(x, y)}∞n=0 íà ìíîæåñòâåE = [0, 1)×[0, 1) îòíîñè-
òåëüíî ïëîñêîé ìåðû Ëåáåãà çàäàäèì ïîñðåäñòâîì äâîè÷íî-îáðàçóþùåé
ñèñòåìû {Rn}∞n=0 òàêîé, ÷òî R2n = rn(x), R2n+1 = rn(y), ÷åðåç ôóíêöèè
Ðàäåìàõåðà rn. Êîýôôèöèåíòû Ôóðüå-Óîëøà äëÿ ôóíêöèè äâóõ ïåðå-
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ìåííûõ f(x, y) íà ìíîæåñòâå E âû÷èñëÿþòñÿ ïî ôîðìóëå

cn[f ] =

∫ ∫
E

f(x, y)ϕn(x, y) dxdy.

×àñòíûå ñóììû ðÿäà Ôóðüå-Óîëøà ïî ñèñòåìå {ϕn(x, y)}∞n=0 ñ íîìå-
ðàìè 4n ñîâïàäàþò ñ êâàäðàòíûìè ÷àñòíûìè ñóììàìè äâîéíîãî ðÿäà
Ôóðüå-Óîëøà

S4n[f ] =
4n−1∑
k=0

ckϕk(x, y) =
2n−1∑
k=0

2n−1∑
l=0

aklwk(x)wl(y),

ãäå akl =
∫ 1

0

( ∫ 1

0 f(x, y)wk(x) dx
)
wl(y) dy. Áîëåå òîãî, îòäåëüíûå ñëàãà-

åìûå â ýòèõ ñóììàõ òîæå ñîâïàäàþò. Ïðåäëîæåííàÿ íàìè íóìåðàöèÿ
ïîçâîëÿåò äâîéíîé ðÿä Óîëøà ïåðåíóìåðîâàòü â ïîðÿäêå, ñîîòâåòñòâó-
þùåì ñèñòåìå Óîëøà-Ïýëè. Ïðè ïðàêòè÷åñêîé ðåàëèçàöèè ýòîãî ìåòîäà
äâîéíóþ íóìåðàöèþ ëó÷øå âîîáùå íå ðàññìàòðèâàòü, òàê êàê ñëèøêîì
âåëèêè âðåìåííûå çàòðàòû íà ïåðåñ÷åò íîìåðîâ îò îäíîìåðíîé ê äâóìåð-
íîé ÷àñòíîé ñóììå. Ýòîò ìåòîä ëó÷øå ìåòîäà ïîñòðî÷íîãî ñêàíèðîâàíèÿ,
îïèñàííîãî â [8, ñ. 275�277], òàê êàê ïðè ñîñòàâëåíèè ÷àñòíûõ ñóìì ñî-
õðàíÿåòñÿ "íåïðåðûâíîñòü" èñõîäíîãî ìàññèâà è òåì ñàìûì îïðîâåðãà-
åòñÿ óòâåðæäåíèå [8, ñ. 275] î íåâîçìîæíîñòè òàêîãî ïîñòðîåíèÿ.

Ïðåäëîæåííàÿ ñèñòåìà íóìåðàöèè èìååò ïðèîðèòåò ïî x. Ïîìåíÿâ
ìåñòàìè x è y â îïðåäåëåíèè äâîè÷íî-îáðàçóþùåé ñèñòåìû, ïîëó÷àåì
ñèñòåìó ñ ïðèîðèòåòîì ïî y. Åñëè íà÷èíàÿ ñ R1 âûáèðàòü ïðè ïîñòðîå-
íèè äâîè÷íî-îáðàçóþùåé ñèñòåìû ïî äâå î÷åðåäíûå ôóíêöèè Ðàäåìàõå-
ðà îòíîñèòåëüíî êàæäîé èç ïåðåìåííîé, òî ïðèîðèòåòà íå áóäåò. Â ñëó÷àå
îáðàáîòêè êàðòèíêè ïðÿìîóãîëüíîãî ýêðàíà, èìåþùåãî â äâà ðàçà áîëü-
øóþ øèðèíó, ïîñëå êàæäûõ äâóõ ôóíêöèé Ðàäåìàõåðà îò x â íàáîðå
äâîè÷íî-îáðàçóþùåé ñèñòåìû áåðåì îäíó ôóíêöèé Ðàäåìàõåðà îò y.

5. Äðóãèì ïðåèìóùåñòâîì äàííîãî ïîäõîäà ÿâëÿåòñÿ âîçìîæíîñòü ïî-
ñòðîåíèÿ "ôóíêöèé Óîëøà"äëÿ êðóãëîãî ýêðàíà îòíîñèòåëüíî ðàäèàëü-
íîé ñåòêè, ïðèíÿòîé â ïîëÿðíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò. Ýòî ÷àñòíûé ñëó÷àé
ñèñòåìû, ïîäîáíîé ñèñòåìå Óîëøà íà ïëîñêîñòè. Åäèíñòâåííîå òðå-
áîâàíèå ñîñòîèò â íîðìèðîâêè ìåðû äëÿ ýêðàíà, ÷åãî ëåãêî äîáèòüñÿ
äåëåíèåì íà ïëîùàäü ýêðàíà.

6. Âîçìîæíî ïîñòðîåíèå ñèñòåìû, ïîäîáíîé ñèñòåìå Óîëøà íà ïëîñ-
êîñòè ñ âåñîì. Ìåòîä ââåäåíèÿ âåñîâîé ôóíêöèè, îïèñàííûé â îäíîìåð-
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íîì ñëó÷àå, äëÿ ïëîñêîé îáëàñòè íå òîëüêî âîçìîæåí, íî è ïðåäñòàâëÿåò-
ñÿ áîëåå èíòåðåñíûì ñ òî÷êè çðåíèÿ ïðàêòè÷åñêèõ ïðèëîæåíèé. Âîçìîæ-
íî âûäåëåíèå ìàëîé îáëàñòè ñ áîëüøèì âåñîì, ÷òî ïîçâîëÿåò ñëåäèòü çà
èçìåíåíèåì êàðòèíêè âáëèçè êîíêðåòíîé òî÷êè ýêðàíà. Èíòåðåñåí âàðè-
àíò ñ ïåðåìåùàþùèìñÿ âåñîì ïî ýêðàíó.

Ïðåäëîæèì âàðèàíò âåñà íà ìíîæåñòâå E = [0, 1)× [0, 1) îòíîñèòåëü-
íî ïëîñêîé ìåðû Ëåáåãà äëÿ âûáðàííîé òî÷êè (x0, y0) íà ìíîæåñòâå E.
Ïóñòü

p(x, y) =
3y

y0
â îáëàñòè y ∈ [0, y0], x ∈

[
x0y

y0
,
(y − y0)(x0 − 1)

y0
+ x0

]
;

p(x, y) =
3x

x0
â îáëàñòè x ∈ [0, x0], y ∈

[
y0x

x0
,
(x− x0)(y0 − 1)

x0
+ y0

]
;

p(x, y) =
3(x− 1)

x0 − 1
ïðè x ∈ [x0, 1], y ∈

[
y0(1− x)

1− x0
,
(x− x0)(y0 − 1)

x0 − 1
+ y0

]
;

p(x, y) =
3(y − 1)

y0 − 1
ïðè y ∈ [y0, 1], x ∈

[
x0(1− y)

1− y0
,
(y − y0)(x0 − 1)

y0 − 1
+ x0

]
.

Ôîðìóëû óïðîùàþòñÿ äëÿ ñèììåòðè÷íîãî ñëó÷àÿ x0 = y0 = 1/2. Â ëþ-
áîì ñëó÷àå âåñ èíòåðïðåòèðóåòñÿ êàê ÷åòûðåõóãîëüíàÿ ïèðàìèäà ñ âû-
ñîòîé, ðàâíîé 3. Äåëåíèå êàæäîé ÷àñòè ïèðàìèäû íà êàæäîì øàãå íà
ðàâíûå ïî îáúåìó ÷àñòè ìîæíî îñóùåñòâëÿòü êàê ïî âåðòèêàëè (äåëåíè-
åì íà ÷àñòè âûñîòû ñ ïîñòðîåíèåì ïëîñêîñòåé ïàðàëëåëüíûõ îñíîâàíèþ,
ñ ïîÿâëåíèåì ïðè ýòîì êóáè÷åñêèõ êîðíåé), òàê è â ïëîñêîñòè îñíîâàíèÿ
ïî ïðèíöèïó ïðåäëîæåííîìó äëÿ äâîéíîãî ðÿäà (âåðøèíà âñåõ ïîëó÷à-
þùèõñÿ ïðè ýòîì ïèðàìèä îñòàåòñÿ íåèçìåííîé). Âî âòîðîì ñëó÷àå ïè-
ðàìèäû ñòðîèòü íå íàäî. Ãåîìåòðè÷åñêèé ïðèíöèï óïðîùàåò ïåðåðàñ÷åò
äîëè âåñà, ñîîòâåòñòâóþùåé óêàçàííîé ïëîùàäêå.

13.4 Ñèñòåìà õàðàêòåðîâ

Êàê îòìå÷àëîñü â íà÷àëå ãëàâû, ðå÷ü ïîéäåò î ñèñòåìå Âèëåíêèíà,
áîëüøå èçâåñòíîé ïîä íàçâàíèåì ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ ñèñòåìà ôóíê-
öèé, êîòîðûì ïî èçëîæåííûì ïðè÷èíàì ïîëüçîâàòüñÿ íå áóäåì. Äëÿ íåå
òàêæå âñòðå÷àåòñÿ íàçâàíèå ñèñòåìà Ïðàéñà.
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Ñèñòåìà Âèëåíêèíà ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì ñèñòåì Êðåñòåíñîíà�Ëåâè
è Óîëøà. Êàæäàÿ ñèñòåìà Âèëåíêèíà îïðåäåëÿåòñÿ ñâîåé ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòüþ ïðîñòûõ ÷èñåë {pn}, ïî êîòîðîé ñòðîèòñÿ äðóãàÿ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü

m0 = 1 , mn = mn−1 · pn.
Äëÿ ëþáîãî n ∈ N0 ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ïðåäñòàâëåíèå

n = n1m0 + n2m1 + . . .+ nkmk−1 + . . . , (16)

ãäå 0 ≤ nk < pk.
Ìíîæåñòâî ÷èñåë îò mk äî mk+1 − 1 âêëþ÷èòåëüíî íàçîâåì (ïî àíà-

ëîãèè) m-é ïà÷êîé è ñîîòâåòñòâåííî îáîçíà÷èì ]m[.
Ìîäèôèöèðîâàííûé îòðåçîê [0, 1]∗ ïîëó÷àåòñÿ èç ïîëóèíòåðâàëà [0, 1)

äîáàâëåíèåì ê íåìó ñ÷åòíîãî ÷èñëà òî÷åê âèäà k
mn
, ãäå 0 < k < mn. Â

ðåçóëüòàòå ýòîé îïåðàöèè äîáàâëåííûå òî÷êè êàê áû ðàçäâàèâàþòñÿ. Äëÿ
êàæäîé òî÷êè x ìîäèôèöèðîâàííîãî îòðåçêà ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå
ïðåäñòàâëåíèå

x =
∞∑
k=1

xk
mk

, (17)

ãäå 0 ≤ xk < pk. Äåéñòâèòåëüíîìó ÷èñëó âèäà k
mn

ñîîòâåòñòâóþò äâà
ïðåäñòàâëåíèÿ (17) � îñîáîå (îíî æå ëåâîå íà äåéñòâèòåëüíîé îñè) è äî-
ïóñòèìîå (ïðàâîå).

Ôóíêöèè Âèëåíêèíà íà ìîäèôèöèðîâàííîì îòðåçêå îïðåäåëÿþòñÿ ðà-
âåíñòâàìè

v0(x) ≡ 1 , vn(x) = exp

(
2πi

∞∑
k=1

nkxk
pk

)
, (18)

ãäå ñóììà êîíå÷íà, òàê êàê ïðåäñòàâëåíèå (16) ñîäåðæèò ëèøü êîíå÷íîå
÷èñëî íåíóëåâûõ ñëàãàåìûõ.
Çàìå÷àíèå. Åñëè pn ≡ p, ãäå p � ïðîñòîå, òî äàíî îïðåäåëåíèå ñèñòå-

ìû Óîëøà ïðè p = 2 è ñèñòåìû Êðåñòåíñîíà�Ëåâè ïðè p > 2.
Ìîäèôèöèðîâàííûé îòðåçîê [0, 1]∗, êîòîðûé äëÿ êàæäîé ñèñòåìû ñâîé,

äîãîâîðèìñÿ êàê è äëÿ ðàíåå èçó÷åííûõ ñèñòåì îáîçíà÷àòü â ñîêðàøåí-
íîì âèäå [0, 1). Îäíèì èç ñïîñîáîâ îáîñíîâàíèÿ ïîäîáíîãî îáîçíà÷åíèÿ
ñëóæèò ðàñøèðåíèå ïîíÿòèÿ äåéñòâèòåëüíîãî ÷èñëà, ââîäèìîãî ïî ìåòî-
äó Âåéåðøòðàññà áåç îòîæäåñòâëåíèÿ îñîáîãî è äîïóñòèìîãî ïðåäñòàâëå-
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íèÿ. Îáû÷íî ýòîò ìåòîä èçëàãàþò íà ïðèìåðå äåñÿòè÷íûõ äðîáåé. Â ïåð-
âîé ãëàâå îí ïðèâîäèòñÿ äëÿ äâîè÷íûõ äðîáåé. Íî ìîæíî èñïîëüçîâàòü
êàê p-è÷íûå (ïðèìåíèòåëüíî ê ñèñòåìå Êðåñòåíñîíà�Ëåâè) äðîáè, òàê è
äðîáè ñ ïåðåìåííûì îñíîâàíèåì. Âîçìîæåí (â òîïîëîãèè â íåêîòîðûõ
ìîäåëÿõ òàê è ïîñòóïàþò) ìåòîä îïðåäåëåíèÿ "äåéñòâèòåëüíûõ" ÷èñåë,
ïðè êîòîðîì êàæäîå ÷èñëî òðàêòóåòñÿ êàê äâîéíàÿ òî÷êà íà ÷èñëîâîé
îñè. Áóäåì èñïîëüçîâàòü ñîîòâåòñòâóþùåå îáîçíà÷åíèå ∆k

n = [ k
mn
, k+1
mn

)
äëÿ k-ãî èíòåðâàëà n-ãî ðàíãà, ïðàâèëüíîå îáîçíà÷åíèå êîòîðîãî íà ìî-
äèôèöèðîâàííîì îòðåçêå âûãëÿäåëî áû [ k

mn

+
, k+1
mn

−
].

Çàìå÷àíèå. Åñëè çàìåíèòü ìîäèôèöèðîâàííûé îòðåçîê íà äåéñòâè-
òåëüíûé ïîëóèíòåðâàë [0, 1), òî îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ïàðàãðàôà îñòà-
íóòñÿ âåðíû. Ýòî òàêæå ñëóæèò îáîñíîâàíèåì êîððåêòíîñòè ïðåäëîæåí-
íûõ îáîçíà÷åíèé.

Äëÿ ÷èñåë n, l ∈ N0 âèäà (16) ââîäèòñÿ ãðóïïîâàÿ îïåðàöèÿ u ïî
ïðàâèëó

nu l =
∞∑
k=1

skmk−1 , ãäå sk = (nk + lk) (mod pk).

Äëÿ ÷èñåë x, y ∈ [0, 1) âèäà (17) ãðóïïîâàÿ îïåðàöèÿ u îïðåäåëÿåòñÿ
ïî ïðàâèëó

xu y =
∞∑
k=1

(xk + yk) (mod pk)

mk
.

Ëåãêî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ìîäèôèöèðîâàííûé îòðåçîê îòíîñèòåëüíî îïå-
ðàöèè u ÿâëÿåòñÿ àáåëåâîé ãðóïïîé, êîòîðàÿ èçîìîðôíà ãðóïïå G ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòåé x̃ = (x1, x2, . . . , xk, . . .), ãäå 0 ≤ xk < pk, ñ îïåðàöèåé
⊕ ïîêîîðäèíàòíîãî ñëîæåíèÿ ïî ìîäóëþ pk äëÿ k-é êîîðäèíàòû. Àáåëå-
âà ãðóïïà (N0,u) èçîìîðôíà ïîäãðóïïå, êîòîðóþ îáîçíà÷èì Ĝ, ôèíèò-
íûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ãðóïïû G. Ðàññìàòðèâàåìàÿ ñèñòåìà ââîäè-
ëàñü Âèëåíêèíûì êàê ñèñòåìà õàðàêòåðîâ ñîïðÿæåííûõ òîïîëîãè÷å-
ñêèõ ãðóïï G è Ĝ. Ôèêñèðóÿ ýëåìåíò g ∈ G, ïîëó÷àåì õàðàêòåð ãðóïïû
Ĝ. È íàîáîðîò, ôèêñèðóÿ ýëåìåíò g ∈ Ĝ, ïîëó÷àåì õàðàêòåð ãðóïïû
G. Òàê êàê â àëãåáðå è òîïîëîãèè èçîìîðôíûå (íå âàæíî àääèòèâíûå
èëè ìóëüòèïëèêàòèâíûå) ãðóïïû îòîæäåñòâëÿþò, òî â ýòèõ äèñöèïëè-
íàõ ãðóïïó G íàçûâàþò ãðóïïîé õàðàêòåðîâ ãðóïïû Ĝ, è íàîáîðîò, Ĝ �
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ãðóïïîé õàðàêòåðîâ G. Â ãàðìîíè÷åñêîì àíàëèçå èìåííî ìóëüòèïëèêà-
òèâíîå ïðåäñòàâëåíèå ãðóïïû ñ÷èòàþò ñèñòåìîé õàðàêòåðîâ.

Ãðóïïó G (êàê ãðóïïó ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé îòíîñèòåëüíî ðàçëè÷íûõ
îáðàçóþùèõ ÷èñëàõ pk) íå ðàññìàòðèâàþò êàê âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî,
òàê êàê âîçíèêàþò òðóäíîñòè ñ âûáîðîì ïîëÿ äëÿ îïðåäåëåíèÿ âíåøíåé
îïåðàöèè óìíîæåíèÿ.

Â êíèãàõ [2, 24] ãàðìîíè÷åñêèé àíàëèç èçëàãàåòñÿ â òåðìèíàõ ãðóïï,
ïðè÷åì â [24] èñïîëüçóåòñÿ áîëåå àáñòðàêòíûé àëãåáðàè÷åñêèé ïîäõîä.
Òàì, â ÷àñòíîñòè, íå òðåáóåòñÿ àáåëåâîñòü ãðóïï. Õàðàêòåð íà ãðóïïå
îïðåäåëÿåòñÿ [24, ñ. 452] êàê îòîáðàæåíèå âî ìíîæåñòâî êîìïëåêñíûõ
÷èñåë ñ ãðóïïîâîé îïåðàöèåé â âèäå ïîòî÷å÷íîãî ïðîèçâåäåíèÿ. Óñòà-
íàâëèâàåòñÿ, ÷òî õàðàêòåðû îáðàçóþò ìóëüòèïëèêàòèâíóþ ãðóïïó è ñî-
ïðÿæåííûé ê õàðàêòåðó ýëåìåíò ñîâïàäàåò ñ îáðàòíûì. Íàì èíòåðåñíû
õàðàêòåðû íå ñòîëüêî êàê ãðóïïà, à â îñíîâíîì êàê ñèñòåìà. Òî åñòü íàñ
èíòåðåñóåò ðàñïîëîæåíèå õàðàêòåðà â ñîïðÿæåííîé ãðóïïå. Â ïðèêëàä-
íûõ âîïðîñàõ äàæå èçëîæåíèå â òåðìèíàõ ãðóïïû ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé
ñ÷èòàåòñÿ íåóäîáíûì. Ïîýòîìó âåðíåìñÿ ê ôîðìóëàì (16)�(18).

Òåîðåìà 3. Ôóíêöèè Âèëåíêèíà ñîñòàâëÿþò ñèñòåìó õàðàêòåðîâ:
âî-ïåðâûõ, íà ãðóïïå (N0,u), òàê êàê îíè ìóëüòèïëèêàòèâû ïî àðãó-
ìåíòó vn(x) · vn(y) = vn(xu y) è vn(x) = (vn(x))−1 = vn(

.
−x) ;

âî-âòîðûõ, íà ãðóïïå ([0, 1]∗,u), òàê êàê îíè ìóëüòèïëèêàòèâíû ïî
íîìåðó vn(x) · vm(x) = vnum(x) è vn(x) = (vn(x))−1 = v .

−n(x).

Ìíîæåñòâî ôóíêöèé Âèëåíêèíà åñòü ìóëüòèïëèêàòèâíîå ïðåäñòàâ-
ëåíèå ãðóïïû (N0,u).

Åñëè ðàññìàòðèâàòü âñå ìíîæåñòâî ôóíêöèé Âèëåíêèíà ïðè ôèêñè-
ðîâàííîì àðãóìåíòå êàê îòäåëüíûé ýëåìåíò (â âèäå ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòè çíà÷åíèé) íîâîãî ìíîæåñòâà, òî ýòî ìíîæåñòâî îòíîñèòåëüíî
îïåðàöèè ïîêîîðäèíàòíîãî ñëîæåíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîòåé åñòü ìóëü-
òèïëèêàòèâíîå ïðåäñòàâëåíèå ãðóïïû ([0, 1]∗,u).

Îïðåäåëèì îáðàçóþùèå ôóíêöèè äëÿ ñèñòåìû Âèëåíêèíà, ñëóæàùèå
àíàëîãîì ôóíêöèé Ðàäåìàõåðà, ôîðìóëîé (n ∈ N)

rn−1(x) = exp

(
2πik

pn

)
, åñëè x ∈ ∆k

n.

Óòâåðæäåíèå 7. Ôóíêöèè Âèëåíêèíà äëÿ n âèäà (16) ìîæíî îïðå-



116 ÃËÀÂÀ 13. ÎÁÎÁÙÅÍÈÅ ÔÓÍÊÖÈÉ ÓÎËØÀ

äåëèòü ðàâåíñòâîì

vn(x) =
∞∏
k=1

(rk−1(x))nk.

Óòâåðæäåíèå 8. Äëÿ ôóíêöèé Âèëåíêèíà âîçìîæíî èíäóêòèâíîå
îïðåäåëåíèå ÷åðåç ñèñòåìó îáðàçóþùèõ ôóíêöèé {rm(x)}∞m=0 , ãäå
n = smk−1 + l, 1 ≤ s < pk, l < mk−1:

vn(x) = (rm−1(x))s · vl(x).

Òåîðåìà 4. Ñèñòåìà Âèëåíêèíà îðòîíîðìèðîâàíà â L2[0, 1].
Ñèñòåìà Âèëåíêèíà ïîëíà è çàìêíóòà â Lp[0, 1] ïðè p ≥ 1.
Ïî àíàëîãèè ñ ôîðìóëàìè ïàðàãðàôà 11.2 îïðåäåëÿþòñÿ êîýôôèöè-

åíòû Ôóðüå, ðÿä Ôóðüå, ÷àñòíàÿ ñóììà ðÿäà Ôóðüå, ÿäðî Äèðèõëå è
êîíñòàíòû Ëåáåãà äëÿ ñèñòåìû Âèëåíêèíà. Ñîõðàíÿþòñÿ áåç èçìåííå-
íèÿ ôîðìóëû (11.7) è (11.8).
Ëåììà 7. Ïðè 1 ≤ s < pn+1, 0 ≤ k ≤ mn èìååò ìåñòî

Dsmn+k(x) = Dmn
(x)
(
1 + rn(x) + r2

n(x) + . . .+ rs−1
n (x)

)
+ rsn(x)Dk(x),

à êàê ñëåäñòâèå ñïðàâåäëèâ àíàëîã ëåììû Ïýëè:

Dmn
(x) =

{
mn, åñëè x ∈ ∆0

n = [0, 1
mn

),

0 , åñëè x ∈ [ 1
mn
, 1).

.

Äëÿ ñèñòåìû Âèëåíêèíà ëåãêî ïåðåôîðìóëèðîâàòü ëåììû 11.6 è 11.7
(êîòîðûå â ñâîþ î÷åðåäü åñòü ïåðåôîðìóëèðîâêà ëåìì 10.9 è 10.10), àíà-
ëîãè÷íî ôîðìóëèðóþòñÿ è äîêàçûâàþòñÿ: ïðèíöèï ëîêàëèçàöèè Ðèìàíà
(òåîðåìà 10.2 èëè 11.3), ïðèçíàê Äèíè (òåîðåìà 10.7 èëè 11.4) è îöåíêà
íîðìû îïåðàòîðà ÷àñòíûõ ñóìì â êðàéíèõ ïðîñòðàíñòâàõ (òåîðåìà 10.13
èëè 11.5).

Ñëåäóþùàÿ ôîðìóëèðîâêà ñîâïàäàåò ñ ôîðìóëèðîâêîé òåîðåì 10.9
äëÿ ñèñòåìû Óîëøà è 11.6 äëÿ ñèñòåìû Êðåñòåíñîíà�Ëåâè, íî äîêàçà-
òåëüñòâî åå (ïîëó÷èëè Âàòàðè â ÷àñòíîì ñëó÷àå è ßíã â îáùåì ñëó÷àå)
ñëîæíîå.
Òåîðåìà 5. Åñëè f ∈ Lp[0, 1], p > 1, òî ñóùåñòâóåò ÷èñëî Bp òàêîå,

÷òî ‖Sk(f)‖p ≤ Bp‖f‖p, äëÿ ëþáîãî k ∈ N.
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Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî ñèñòåìà Âèëåíêèíà ñîñòàâëÿåò áàçèñ ïðîñòðàí-
ñòâà Lp[0, 1] ïðè ëþáîì 1 < p <∞.
Ëåììà 8. Òî÷íîé ìàæîðàíòîé ÿäðà Äèðèõëå ïî ñèñòåìå Âèëåíêèíà

ñëóæèò ôóíêöèÿ

h(x) =

mn−1 ·
cos π

2pn

sin kπ
pn

, åñëè pn ≥ 5 ,

mn−1 , åñëè pn = 2 èëè pn = 3.

Ïåðåíîñèòñÿ áåç èçìåíåíèé ñ ñèñòåìû Êðåñòåíñîíà�Ëåâè íà ñèñòåìó
Âèëåíêèíà è óòâåðæäåíèå î ïîâåäåíèè ìîäóëÿ ÿäðà Äèðèõëå.

Êîíñòàíòû Ëåáåãà ñèñòåìû Âèëåíêèíà èìåþò òîò æå ïîðÿäîê ðîñòà
Ln = O(log n).

Âñå óòâåðæäåíèÿ ïàðàãðàôà 11.3 îñòàþòñÿ â ñèëå è äëÿ ñèñòåìû Âè-
ëåíêèíà (èçìåíèòñÿ òîëüêî âèä ñîïðÿæåííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè c∗ è
äðîáíîãî ÿäðà Äèðèõëå).

Óòâåðæäåíèÿ ýòîé ãëàâû î ñâîéñòâàõ ïåðåñòàíîâîê ñèñòåìû Óîëøà
ïåðåíîñÿòñÿ íà ñèñòåìó Êðåñòåíñîíà�Ëåâè. Äëÿ ñèñòåìû Âèëåíêèíà îíè
âåðíû òîëüêî äëÿ ðåãóëÿðíûõ ïåðåñòàíîâîê, òàê êàê ïðåäëîæåííûé ìå-
òîä èíäóêòèâíîãî ïîñòðîåíèÿ íå ðåãóëÿðíîé ëèíåéíîé ïåðåñòàíîâêè ïðè-
âîäèò ê èçìåíåíèþ ñèñòåìû Âèëåíêèíà.

Íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû äëÿ ñèñòåìû Âèëåíêèíà ïîëó÷àþòñÿ êàê ñëåä-
ñòâèå óòâåðæäåíèé äëÿ îáùèõ îðòîãîíàëüíûõ ðÿäîâ. Òàê ðàñïðîñòðà-
íåíèåì òåîðåìû Ðèññà�Ôèøåðà (òåîðåìà 8.6) íà äðóãèå ïðîñòðàíñòâà
Ëåáåãà ñëóæèò ñëåäóþùàÿ òåîðåìà, äëÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ðÿäîâ äî-
êàçàííàÿ Â. Þíãîì è Ô. Õàóñäîðôîì.
Òåîðåìà 6 (Ô. Ðèññà). [15, c. 237] Ïóñòü {ϕn(x)} îðòîíîðìèðîâàí-

íàÿ íà [a, b] ñèñòåìà ôóíêöèé, ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åííàÿ ÷èñëîì M > 0

(|ϕn(x)| ≤ M), cn =
∫ b
a f(x)ϕn(x) dx � êîýôôèöèåíòû Ôóðüå ôóíêöèè

f(x) ïî äàííîé ñèñòåìå, 1 < p ≤ 2, 1
p + 1

p′ = 1.

1. Åñëè f ∈ Lp(a, b), òî
(∑∞

k=1 |ck|p
′) 1

p′ ≤M
2−p
p

(∫ b
a |f(x)|p dx

) 1
p

.

2. Åñëè {an} ∈ lp, òî ñóùåñòâóåò f ∈ Lp′(a, b), êîýôôèöèåíòû Ôóðüå
êîòîðîé ñîâïàäàþò ñ an è íîðìà êîòîðîé îöåíèâàåòñÿ(∫ b

a

|f(x)|p′ dx
) 1

p′

≤M
2−p
p

( ∞∑
k=1

|ak|p
) 1

p

.
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Òåîðåìà îñòàåòñÿ âåðíîé è â êðàéíåì ñëó÷àå p = 1, p′ = ∞, åñëè
ïîíèìàòü ‖{an}‖∞ = sup |an|, à ‖f‖∞ êàê ñóùåñòâåííóþ âåðõíþþ ãðàíü
ìîäóëÿ ôóíêöèè.

Äëÿ ñèñòåìû Âèëåíêèíà â ôîðìóëèðîâêå òåîðåìû ïîëàãàåì M = 1,
a = 0, b = 1 è ñóììèðîâàíèå ñ íóëÿ, à íå ñ åäèíèöû.

13.5 Óïðàæíåíèÿ

1. Äîêàæèòå, ÷òî ñèñòåìà (3) ñèëüíî äâîè÷íî-ìóëüòèïëèêàòèâíà.
2. Äîêàæèòå, ÷òî ñèñòåìà (3) íå ÿâëÿåòñÿ ïðåäïîëíîé. Óêàçàíèå. Ïðî-

âåðüòå, ÷òî f(x) = cos 2πx îðòîãîíàëüíà âñåì ôóíêöèÿì ñèñòåìû.

3. Ñôîðìóëèðóéòå îïðåäåëåíèÿ òðîè÷íî-îáðàçóþùåé ñèñòåìû ôóíê-
öèé, òðîè÷íî-ìóëüòèïëèêàòèâíîé ñèñòåìû è ñèëüíî òðîè÷íî-ìóëüòèïëè-
êàòèâíîé ñèñòåìû. Ïðèâåäèòå ñîîòâåòñòâóþùèå ïðèìåðû ôóíêöèé, êî-
òîðûå áóäóò òàêæå êîìïëåêñíî çíàêîâûìè (òî åñòü ïðèíèìàþùèìè êîì-
ïëåêñíûå çíà÷åíèÿ, ïî ìîäóëþ ðàâíûå 1) è "ïðåäïîëíûìè"(ñî ññûëêîé
íà ñîîòâåòñòâóþùåå îïðåäåëåíèå, êîòîðîå íàäî ñôîðìóëèðîâàòü).

4. Ïóñòü èíòåðâàëû n-ãî ðàíãà çàíóìåðîâàíû â ñîîòâåòñòâèè ñ îáðàò-
íûì êîäîì Ãðåÿ E

g(k)
n = ∆k

n. Äîêàæèòå, ÷òî ñèñòåìà, ïîäîáíàÿ ñèñòåìå
Óîëøà, îòíîñèòåëüíî òîïîëîãèè {Ek

n} ñîâïàäàåò ñ ñèñòåìîé Óîëøà â íó-
ìåðàöèè Óîëøà.

5. Óêàæèòå ïîðÿäîê, â êîòîðîì ñëåäóþò ïåðâûå 16 ôóíêöèé Óîëøà â
ñëó÷àå íóìåðàöèé Óîëøà, Àäàìàðà, Êà÷ìàæà.

6. Óêàæèòå, â êàêîì ïîðÿäêå ïåðâûå 16 ôóíêöèé Óîëøà-Óîëøà âñòðå-
÷àþòñÿ â íóìåðàöèÿõ Ïýëè è Àäàìàðà.

7. Óêàæèòå, â êàêîì ïîðÿäêå ïåðâûå 16 ôóíêöèé Óîëøà-Àäàìàðà
âñòðå÷àþòñÿ â íóìåðàöèÿõ Ïýëè è Óîëøà.

8. Óêàæèòå, â êàêîì ïîðÿäêå ïåðâûå 16 ôóíêöèé Óîëøà-Êà÷ìàæà
âñòðå÷àþòñÿ â íóìåðàöèè Ïýëè.

9. Äîêàæèòå ñëåäóþùóþ ëåììó î ñäâèãå. Åñëè x ∈ ∆k
n, y ∈ ∆m

n , òî
x u y ∈ ∆kum

n , ãäå n ∈ N0, 0 ≤ k,m < 2n. Ïîêàæèòå, ÷òî ôîðìóëèðîâ-
êó ëåììû î ñäâèãå ìîæíî âçÿòü â êà÷åñòâå ýêâèâàëåíòíîãî îïðåäåëåíèÿ
îïåðàöèè u (ââåäåííîé â 2.2 è 10.3) íà [0, 1]∗ ÷åðåç îïåðàöèþ u íà N0. A
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Ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå

14.1 Ïîñòðîåíèå ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå

Âû÷èñëåíèå êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå ïî ôîðìóëå

cn[f ] =
1

2π

∫ π

−π
f(x)e−inxdx

äëÿ 2π-ïåðèîäè÷åñêîé ôóíêöèè â òåõíè÷åñêîé ëèòåðàòóðå òðàêòóåòñÿ
êàê âû÷èñëåíèå äèñêðåòíîãî ñïåêòðà. Îáðàòíûì ïðåîáðàçîâàíèåì, âîñ-
ñòàíàâëèâàþùèì (åñëè ýòî âîçìîæíî) ôóíêöèþ f(x), ñëóæèò âû÷èñëå-
íèå ðÿäà Ôóðüå

σ[f ] =
+∞∑

n=−∞
cn[f ]einx .

Îñíîâíîé âîïðîñ â òåîðèè ðÿäîâ Ôóðüå ýòî âîïðîñ î ðàâåíñòâå ôóíêöèé
f è σ[f ] â òîì èëè èíîì ñìûñëå, òî åñòü âîïðîñ î âîçìîæíîñòè îáðàùåíèÿ
îïåðàöèè ïåðåõîäà ê äèñêðåòíîìó ñïåêòðó.

Àíàëîãè÷íî çàïèñûâàåòñÿ äèñêðåòíûé ñïåêòð

ck[f ] =
1

T

∫ T/2

−T/2
f(t)e−i

2πk
T tdt

è ðÿä Ôóðüå

σ[f ] =
+∞∑

k=−∞

ck[f ]e2πi kT x

119
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ôóíêöèé ïåðèîäà T . Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ λk = k
T , ∆λ = 1

T è ïîäñòàâèì
ôîðìóëó äëÿ êîýôôèöèåíòîâ â ðÿä

σ[f ] =
+∞∑

k=−∞

(∫ T/2

−T/2
f(t)e−2πiλktdt · e2πiλkx

)
∆λ.

Ôîðìàëüíûì ïðåäåëüíûì ïåðåõîäîì ïðè T → ∞ èíòåãðàë ïîä çíàêîì
ñóììû ïðåâðàùàåòñÿ â

S(λ) =

∫ +∞

−∞
f(t)e−2πiλtdt, (1)

à ïðè î÷åíü áîëüøèõ T áëèçîê ê S(λk). Ñëåäîâàòåëüíî,

σ[f ] ≈
+∞∑

k=−∞

S(λk)e
2πiλkx∆λ.

Ýòî âûðàæåíèå åñòü èíòåãðàëüíàÿ ñóììà äëÿ èíòåãðàëà∫ +∞

−∞
S(λ)e2πiλxdx. (2)

Ôîðìóëà (1) åñòü ôîðìóëà âû÷èñëåíèÿ íåïðåðûâíîãî ñïåêòðà, à ôîðìó-
ëà (2) åñòü ôîðìóëà âîññòàíîâëåíèÿ èñõîäíîé ôóíêöèè ïî åå ñïåêòðó.
Ôîðìóëû (1) è (2) ÿâëÿþòñÿ ôîðìóëàìè ïðÿìîãî è îáðàòíîãî ïðåîáðà-
çîâàíèÿ Ôóðüå. Â ìàòåìàòè÷åñêîé ëèòåðàòóðå ïðåäïî÷èòàþò â êà÷åñòâå
ïðÿìîãî è îáðàòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå â êîìïëåêñíîé ôîðìå áðàòü
ñëåäóþùèå ôîðìóëû [17]:

ϕ(λ) =

∫ +∞

−∞
f(x)e−iλxdx,

f(x) ∼ 1

2π

∫ +∞

−∞
ϕ(λ)eiλxdλ

ñîîòâåòñòâåííî èëè àíàëîãè÷íûå ôîðìóëû, ãäå êîýôôèöèåíò 1
2π ñòàâÿò

ïåðåä ïðÿìûì ïðåîáðàçîâàíèåì, à íå ïåðåä îáðàòíûì. Èç íèõ âûâîäèòñÿ
äåéñòâèòåëüíàÿ ôîðìà èíòåãðàëà Ôóðüå∫ ∞

0

(a(λ) cos λx+ b(λ) sin λx) dλ,
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ãäå a(λ) = 1
π

∫∞
−∞ f(t) cosλt dt, b(λ) = 1

π

∫∞
−∞ f(t) sinλt dt, ïîëüçîâàòüñÿ

êîòîðîé íå áóäåì.

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ôîðìóëû ïðÿìîãî è îáðàòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ
Ôóðüå â ñëåäóþùåì ñèìììåòðè÷íîì âèäå.

Îïðåäåëåíèå 1. Ïðåîáðàçîâàíèå âèäà

F [f ] = F [f ](λ) =
1√
2π

∫ +∞

−∞
f(x)e−iλxdx (3)

íàçîâåì ïðåîáðàçîâàíèåì Ôóðüå ôóíêöèè f(x).

Ïðåîáðàçîâàíèå âèäà

F−1[ϕ] = F−1[ϕ](x) =
1√
2π

∫ +∞

−∞
ϕ(λ)eiλxdλ (4)

íàçîâåì îáðàòíûì ïðåîáðàçîâàíèåì Ôóðüå.

Åñëè â ôîðìóëó (4) âìåñòî ôóíêöèè ϕ(λ) ïîäñòàâèòü ôîðìóëó (3), òî
ïîëó÷èì âûðàæåíèå äëÿ èíòåãðàëà Ôóðüå

f(x) =
1

2π

∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞
f(t) e−iλtdt eiλxdλ,

ñóùåñòâîâàíèå êîòîðîãî òðåáóåò îòäåëüíîãî äîêàçàòåëüñòâà, òàê êàê ïðè-
âåäåííûå ðàññóæäåíèÿ ÿâëÿþòñÿ íåñòðîãèìè è íîñÿò íàâîäÿùèé õàðàê-
òåð.

Íåñìîòðÿ íà âíåøíåå ñõîäñòâî ôîðìóë (1) è (2) ( èëè (3) è (4) ) îòìå-
òèì èõ ñóùåñòâåííîå ðàçëè÷èå, àíàëîãè÷íîå ñèòóàöèè äëÿ ðÿäîâ Ôóðüå.
Åñëè f ∈ L(−∞,+∞) , òî èíòåãðàë (1) ñóùåñòâóåò è åñòü îïðåäåëåíèå
ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå ôóíêöèè f(x). Ïîëó÷åííàÿ ñïåêòðàëüíàÿ ôóíê-
öèÿ S(λ) (èëè ϕ(y) èç ôîðìóëû (3) ) íe îáÿçàíà ïðèíàäëåæàòü ïðîñòðàí-
ñòâó L(−∞,+∞). Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ íåå èíòåãðàë â ôîðìóëå (2) (èëè
â ôîðìóëå (4) ñîîòâåòñòâåííî) ìîæåò íå ñóùåñòâîâàòü. Ïðè óñëîâèè ñó-
ùåñòâîâàíèÿ ýòîãî èíòåãðàëà ðàâåíñòâî åãî èñõîäíîé ôóíêöèè íóæíî
äîêàçûâàòü.

Îïðåäåëåíèå 2. Ñêàæåì, ÷òî äëÿ f(x) â òî÷êå x0 âûïîëíåíî óñëîâèå

Äèíè, åñëè äëÿ íåêîòîðîãî δ èíòåãðàë
∫ δ
−δ

f(x0+t)−f(x0)
t dt ñóùåñòâóåò è

êîíå÷åí.
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Òåîðåìà 1. Åñëè f ∈ L(−∞,+∞) è â òî÷êå x0 âûïîëíåíî óñëîâèå
Äèíè, à ϕ(λ) = F [f ](λ), òî

f(x) =
1√
2π

lim
N→+∞

∫ +N

−N
ϕ(λ)eiλxdλ.

Â òåîðåìå 1 óòâåðæäàåòñÿ, ÷òî ôóíêöèÿ f(x) âîññòàíàâëèâàåòñÿ ÷åðåç
èíòåãðàë â ñìûñëå ãëàâíîãî çíà÷åíèÿ îò ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå. Â [17,
c. 411] îíà äîêàçàíà äëÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå â äåéñòâèòåëüíîé ôîðìå.
Òåîðåìà 2 (åäèíñòâåííîñòè) [17, ñ. 415]. Åñëè f ∈ L(−∞,+∞) è∫ +∞

−∞ f(x)e−iλxdx ≡ 0, òî f(x) = 0 ïî÷òè âñþäó.
Ñëåäñòâèå. Ôóíêöèè f1 è f2 ðàçëè÷íû â ïðîñòðàíñòâå L(−∞,+∞)

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà èõ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå ðàçëè÷èìû.

14.2 Ñâîéñòâà ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå

Ïåðå÷èñëèì îñíîâíûå ñâîéñòâà ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå.
1. Ëèíåéíîñòü. Åñëè f, g ∈ L(−∞,+∞), a, b ∈ (−∞,+∞), òî

F [af + bg](λ) = aF [f ](λ) + bF [g](λ).

2. Íåïðåðûâíîñòü è ñòðåìëåíèå ê íóëþ íà áåñêîíå÷íîñòè.
Åñëè f ∈ L(−∞,+∞), òî F [f ] ∈ C(−∞,+∞) è lim

|λ|→∞
F [f ](λ) = 0.

3. Ñõîäèìîñòü. Åñëè f, fn ∈ L(−∞,+∞), è lim
n→∞
‖fn − f‖1 = 0, òî

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïðåîáðàçîâàíèé Ôóðüå {F [fn]} ïðè n → ∞ ðàâíî-
ìåðíî íà (−∞,∞) ñõîäèòñÿ ê ôóíêöèè F [f ](λ).

4. Ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ïðîèçâîäíîé. Åñëè f(x) àáñîëþòíî
íåïðåðûâíà íà êàæäîì êîíå÷íîì èíòåðâàëå è f, f ′ ∈ L(−∞,∞), òî

F [f ′] = iλF [f ].

Åñëè f, f ′, f ′′, . . . , f (k) ∈ L(−∞,+∞) è f (k−1)(x) àáñîëþòíî íåïðåðûâ-
íà íà êàæäîì êîíå÷íîì èíòåðâàëå, òî

F [f (k)] = (iλ)kF [f ].
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5. Ñâÿçü ìåæäó ãëàäêîñòüþ ôóíêöèè è ñêîðîñòüþ óáûâà-

íèÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå íà áåñêîíå÷íîñòè. Â ïðåäûäóùèõ
ïðåäïîëîæåíèÿõ F [f ] = o(|λ|−k).

6. Óñëîâèå îáðàùåíèÿ. Åñëè f, f ′, f ′′ ∈ L(−∞,+∞), òî
F [f ] ∈ L(−∞,+∞) è ðàâåíñòâî (3) âåðíî âñþäó.

Ñâåðòêó ôóíêöèé f(x) è g(x) îáîçíà÷àþò f ∗ g è îïðåäåëÿþò ðàâåí-
ñòâîì (åñòü ðàçíûå âàðèàíòû äëÿ êîýôôèöèåíòà ïåðåä èíòåãðàëîì â çà-
âèñèìîñòè îò âûáîðà ôîðìû ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå)

(f ∗ g)(x) =
1√
2π

+∞∫
−∞

f(t) · g(x− t) dt.

7. Ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ñâåðòêè ðàâíî ïðîèçâåäåíèþ ïðåîá-
ðàçîâàíèé Ôóðüå. Åñëè f, g ∈ L(−∞,+∞), òî f ∗ g ∈ L(−∞,+∞) è

F [f ∗ g] = F [f ] · F [g].

8. Ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ïðîèçâåäåíèÿ ðàâíî ñâåðòêå ïðåîá-
ðàçîâàíèé Ôóðüå. Âåðíî

F [f · g] = F [f ] ∗ F [g]

ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé îáðàùåíèÿ.
Îòðàæåíèåì ôóíêöèè f(x) íàçîâåì ôóíêöèþ f−(x) = f(−x). Îòðà-

æåíèå ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå ñîâïàäàåò ñ îáðàòíûì (4) ïðåîáðàçîâàíèåì
Ôóðüå (F [f ])− = F−1[f ].

9. Îòðàæåíèå è êîìïëåêñíîå ñîïðÿæåíèå. Âåðíû ôîðìóëû:

F [f−] = (F [f ])−

� ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå îòðàæåíèÿ ðàâíî îòðàæåíèþ ïðåîáðàçîâàíèÿ
Ôóðüå,

F [f ] = F [f
−

] = F−1[f ] , F [f ] = (F [f ])− = F−1[f ]

� ñîïðÿæåíèå îò ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå åñòü îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå
Ôóðüå îò ñîïðÿæåíèÿ è ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå îò ñîïðÿæåíèÿ åñòü ñî-
ïðÿæåíèå îò îáðàòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå.
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10. Óìíîæåíèå íà ýêñïîíåíòó ôóíêöèè

F [ei•b · f ](λ) = F [f ](λ− b) = (F [f ])b(λ)

ñîîòâåòñòâóåò ñäâèãó ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå.
Äîêàæåì ýòî ñâîéñòâî:

F [ei•b · f ](λ) =
1√
2π

∫ +∞

−∞
eixbf(x) · e−iλxdx =

1√
2π

∫ +∞

−∞
f(x)e−i(λ−b)xdx.

Â ôîðìóëèðîâêå ñâîéñòâà èñïîëüçîâàëè îáîçíà÷åíèå fb äëÿ ñäâèãà íà
ýëåìåíò b ôóíêöèè f(x): fb(x) = f(x− b).

11. Ñäâèã ôóíêöèè

F [fb](λ) = F [f ](λ) · e−ibλ

ñîîòâåòñòâóåò óìíîæåíèþ íà (ñîïðÿæåííóþ) ýêñïîíåíòó ïðåîáðàçîâàíèÿ
Ôóðüå.

Ïðèâåäåì ïðèìåð íåòðèâèàëüíîãî âû÷èñëåíèÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôó-
ðüå.

Ëåììà 1. Ïóñòü a > 0. Òîãäà
∫ +∞
−∞ e−ax

2 · e−iωxdx =
√

π
a · e

−ω2

4a .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì

f(y) =

∫ +∞

−∞
e−ax

2 · exydx, y ∈ R. (5)

Âûäåëèì ïîëíûé êâàäðàò (t = x− y
2a)

f(y) =

∫ +∞

−∞
e−a(x2−2x· y2a+ y2

4a2 ) · e
y2

4adx = e
y2

4a ·
∫ +∞

−∞
e−at

2

dt.

Ïðèìåíèì èíòåãðàë Ïóàññîíà
∫ +∞
−∞ e

−t2
2 dt =

√
2π è ïîëó÷èì

f(y) =

√
π

a
· e

y2

4a .

Ôóíêöèè (5) è g(y) =
√

π
a · e

y2

4a îòíîñèòåëüíî y ∈ C ÿâëÿþòñÿ öåëûìè
(àíàëèòè÷åñêèìè) ôóíêöèÿìè, ðàâíûìè äðóã äðóãó íà R. Ñëåäîâàòåëü-
íî, îíè ñîâïàäàþò íà C. Ïîäñòàâèì âìåñòî y âåëè÷èíó −iω

f(−iω) =

∫ +∞

−∞
e−ax

2 · e−iωxdx =

√
π

a
· e
−ω2

4a . �
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Ñëåäñòâèå. Åñëè gσ(x) = 1
σ · e

−x2

2σ2 , òî F [gσ](λ) = e
−λ2σ2

2 .

Â ÷àñòíîñòè, ôóíêöèÿ e
−x2

2 ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííîé ôóíêöèåé ïðåîáðà-
çîâàíèÿ Ôóðüå, îòâå÷àþùåé ñîáñòâåííîìó ÷èñëó 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîäñòàâèì a = 1
2σ2 â ëåììó 1

F [gσ](λ) =
1√
2π

∫ +∞

−∞

1

σ
· e
−1
2σ2 ·x2 · e−iλxdx =

1√
2π
· 1
σ
·
√
π ·
√

2 · σ · e
−λ2σ2

2 . �

Åñëè f /∈ L(−∞,+∞), íî f ∈ Lp(−∞,+∞) äëÿ íåêîòîðîãî p > 1, òî
ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ââîäÿò ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Óñëîâèå f ∈ Lp(−N,+N) âëå÷åò f ∈ L(−N,+N), òî åñòü ëîêàëüíóþ
ñóììèðóåìîñòü. Îïðåäåëèì ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ñðåçêè ôóíêöèè f(x)
ðàâåíñòâîì

gN(λ) =
1√
2π

∫ +N

−N
f(x)e−iλxdx.

Ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî gN ∈ Lp′(−∞,+∞), 1
p + 1

p′ = 1, è ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü {gN} ôóíäàìåíòàëüíà â Lp′(−∞,+∞), åñëè 1 ≤ p ≤ 2. Â ñè-
ëó ïîëíîòû ïðîñòðàíñòâà Lp′(−∞,+∞) ñóùåñòâóåò ïðåäåëüíûé ýëåìåíò
g ∈ Lp′(−∞,+∞), êîòîðûé è ñ÷èòàþò îïðåäåëåíèåì ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôó-
ðüå ôóíêöèè f ∈ Lp. Ýòè ðàññóæäåíèÿ â ñëó÷àå p = 2 ñòàíîâÿòñÿ áîëåå
êðàñèâûìè â ñèëó ñèììåòðèè.
Òåîðåìà 3 (Ïëàíøåðåëÿ) [17, ñ. 429]. Åñëè f ∈ L2(−∞,+∞), òî

gN(λ) =
1√
2π

∫ N

−N
f(x)e−iλxdx ∈ L2(−∞,+∞)

äëÿ ëþáîãî N è ñóùåñòâóåò g ∈ L2(−∞,∞) òàêàÿ, ÷òî

‖ gN − g ‖2= (

∫ +∞

−∞
(gN(λ)− g(λ))2dλ)1/2 → 0

ïðè N →∞. Ïðè÷åì ‖ g ‖2=‖ f ‖2.
Ðàâåíñòâî ‖ g ‖2=‖ f ‖2 íàçûâàåòñÿ ðàâåíñòâîì Ïëàíøåðåëÿ è ÿâëÿ-

åòñÿ àíàëîãîì ðàâåíñòâà Ïàðñåâàëÿ.
Ñëåäñòâèå. Åñëè f ∈ L(−∞,+∞)∩L2(−∞,+∞), òî ôóíêöèÿ g(x)

èç òåîðåìû Ïëàíøåðåëÿ ñîâïàäàåò ñ F [f ].
Ñîãëàñíî òåîðåìå Ïëàíøåðåëÿ ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ìîæíî ðàññìàò-

ðèâàòü êàê ëèíåéíûé îïåðàòîð, äåéñòâóþùèé èç ïðîñòðàíñòâà L2(−∞,∞)
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â L2(−∞,∞). Ðàâåíñòâî Ïëàíøåðåëÿ îçíà÷àåò, ÷òî íîðìà ýòîãî îïåðà-
òîðà ðàâíà 1.
Òåîðåìà 4 (î ñâîéñòâàõ îïåðàòîðà ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå).

1. Îïåðàòîð F4 ÿâëÿåòñÿ òîæäåñòâåííûì â L2(−∞,+∞).
2. Ñîáñòâåííûìè ÷èñëàìè îïåðàòîðà F ñëóæàò ÷èñëà 1, i,−1,−i.
3. Ñîáñòâåííûìè ôóíêöèÿìè F ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèè Ýðìèòà ϕn(x), ïî-
ëó÷àþùèåñÿ îðòîãîíàëèçàöèåé ôóíêöèé xne−x

2/2 íà èíòåðâàëå (−∞,+∞).
Ñèñòåìà ôóíêöèé Ýðìèòà {ϕn(x)}∞n=0 ïîëíà â L2(−∞,+∞).
4. Ïðîñòðàíñòâî L2(−∞,∞) ðàçëàãàåòñÿ â ïðÿìóþ ñóììó èíâàðèàíò-
íûõ ïîäïðîñòðàíñòâ

L2(−∞,∞) = H0 ⊕H1 ⊕H2 ⊕H3,

òàêèõ, ÷òî F [f ] = ik · f äëÿ f ∈ Hk. Îïåðàòîðû

Pk =
1

4
(I + (−i)kF + (−i)2kF2 + (−i)3kF3), k = 0, 1, 2, 3,

ãäå I òîæäåñòâåííûé îïåðàòîð â L2(−∞,∞), ÿâëÿþòñÿ ïðîåêòîðàìè
ïðîñòðàíñòâà L2(−∞,∞) íà Hk.
5. Ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ôóíêöèè f ∈ L2(−∞,+∞) ìîæåò áûòü âû-
÷èñëåíî ïî ôîðìóëå

F [f ](λ) =
1√
2π
· d
dλ

∫ +∞

−∞

e−iλx − 1

−ix
f(x)dx,

ãäå èíòåãðàë ïîíèìàåòñÿ êàê ïðåäåë â L2 ïî ïåðåìåííîìó âåðõíåìó
ïðåäåëó, ñòðåìÿùåìóñÿ ê +∞.

Äîêàçàòåëüñòâî áîëüøèíñòâà ñâîéñòâ ïåðâûõ òðåõ ïóíêòîâ òåîðåìû
4 ïðèâåäåíî â [17]. ×åòâåðòûé ïóíêò ïîëó÷àåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíûì ïðè-
ìåíåíèåì îïåðàòîðîâ F è Pk:

F(Pk) =
1

4
(F + i3kF2 + i2kF3 + ikI) = ikPk.

Ï. 5 äîêàçàí â [20, ñ. 315].

Ëåììà 2. Åñëè f ∈ L(−∞,+∞), gσ(x) = 1
σ · e

−x2

2σ2 , ãäå σ > 0, òî

lim
σ→0

(f ∗ gσ)(x) = f(x)

â ëþáîé òî÷êå x, ãäå ôóíêöèÿ f íåïðåðûâíà.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü f ∈ C(x). Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ε > 0 âûáåðåì
δ òàêîå, ÷òî |f(x− y)− f(x)| < ε äëÿ âñåõ |y| < δ. Òîãäà

|(f ∗ gσ)(x)− f(x)| = | 1√
2π

∫ +∞

−∞
(f(x− y)− f(x)) · gσ(y)dy| ≤

≤ 1√
2π
·(
∫ +δ

−δ
|f(x−y)−f(x)|gσ(y)dy+

∫
|y|>δ

(|f(x−y)|+|f(x)|)gσ(y)dy) ≤

≤ ε+
1√
2π
‖f‖1 ·max

|y|≥δ
gσ(y) +

1√
2π
· |f(x)| ·

∫
|y|>δ

gσ(y)dy.

Ïîñëåäíèå äâà ñëàãàåìûõ ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ ïðè σ → 0. �
Çàìå÷àíèå. Ïðè σ → 0 ôóíêöèÿ gσ(x) ïðåâðàùàåòñÿ â îáîáùåííóþ

ôóíêöèþ, êîòîðàÿ ðàâíà íóëþ âñþäó êðîìå x = 0, à â òî÷êå x = 0
ïðèíèìàåò çíà÷åíèå +∞. Îäíàêî èíòåãðàë îò ýòîé ôóíêöèè ïî ëþáîìó
ó÷àñòêó, ñîäåðæàùåìó òî÷êó x = 0, ðàâåí

√
2π.

Áîëåå ïîäðîáíî òåîðèÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå èçëîæåíà â [22], à ïîä-
áîðêà çàäà÷ â [5].

14.3 Óïðàæíåíèÿ

1. Äîêàæèòå ñôîðìóëèðîâàííûå ñâîéñòâà ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå.Óêà-
çàíèå. Äëÿ ñâîéñòâà 8 îãðàíè÷èòüñÿ ôîðìàëüíûì âûâîäîì áåç ïðîâåðêè ñóùåñòâîâàíèÿ

èíòåãðàëîâ.

2. Ïðîâåðüòå ñïðàâåäëèâîñòü ï. 4 òåîðåìû 4.
3. Íàéäèòå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ôóíêöèè

f(x) =

{
1 , åñëè |x| ≤ a,

0 , åñëè |x| > a.

4. Íàéäèòå ñâåðòêó ôóíêöèé f(x) = e−ax
2

, g(x) = e−bx, ãäå a, b > 0.
5. Íàéäèòå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ôóíêöèé

f(x) = e−a|x| g(x) = xe−a|x| , a > 0, ϕ(x) = xe−x
2

.

6. Íàéäèòå äëÿ ôóíêöèè

f(x) =

{
1 , åñëè |x| ≤ a,

0 , åñëè |x| > a,
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ñâåðòêó f ∗ f è ñâåðòêó f ∗ f ∗ f .
Åñëè g(x) = e−ax ïðè x > 0 è g(x) = 0 ïðè x < 0, ãäå a > 0, âû÷èñëèòå

ñâåðòêó f ∗ g.
7. Äîêàæèòå äëÿ f ∈ L(−∞,+∞), ÷òî óñëîâèå F [f ](0) = 0 ðàâíî-

ñèëüíî òðåáîâàíèþ ∫ +∞

−∞

|F [f ](y)|2

|y|
dy <∞.

8. Äîêàæèòå, ÷òî èç óñëîâèé
+∞∫
−∞

f(x) = 0 è
+∞∫
−∞

(1 + |x|α)|f(x)| dx <∞,

âåðíîãî äëÿ íåêîòîðîãî α > 0, âûòåêàþò ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:
|F [f ](y)| ≤ C · |y|β, ãäå β = min(α, 1) è∫ +∞

−∞

|F [f ](y)|2

|y|
dy <∞.

9. Âû÷èñëèòå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå îò ôóíêöèè xe−x
2/2.

10. Âû÷èñëèòå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå îò ôóíêöèé (2x2 − 1)e−x
2/2 è

(2x3 − 3x)e−x
2/2.

11. Ïóñòü ôóíêöèÿ f áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìàÿ è ñóììèðóåìàÿ
â êâàäðàòå íà îñè. Îáîçíà÷èì ϕ = F [f ]. Â êàêîå óðàâíåíèå ïðåâðàòèòñÿ
äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå

d2f

dx2
− x2 f = µf

â ðåçóëüòàòå ïðèìåíåíèÿ ê íåìó ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå? Íàéäèòå âñå ðå-
øåíèÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ â âèäå f(x) = H(x) e−x

2/2, ãäå H(x) � ìíîãî÷ëåí.
12. Ñòàíäàðòèçîâàííûé ìíîãî÷ëåí ×åáûøåâà�Ýðìèòà ñòåïåíè n îïðå-

äåëÿåòñÿ ôîðìóëîé (÷åðåç n-þ ïðîèçâîäíóþ)

Hn(x) = (−1)nex
2

(e−x
2

)(n).

Âû÷èñëèòå H0(x), H1(x), H2(x), H3(x) è H4(x). Âû÷èñëèòå ïðåîáðàçîâà-
íèå Ôóðüå îò Hn(x)e−x

2/2 è ñðàâíèòå ðåçóëüòàò âû÷èñëåíèÿ ñ èñõîäíîé
ôóíêöèåé. Óêàçàíèå. Âîñïîëüçóéòåñü ðåçóëüòàòîì ïðåäûäóùåãî óïðàæíåíèÿ.



Ãëàâà 15

Ïðåîáðàçîâàíèå Óîëøà

15.1 Îïðåäåëåíèå ïðåîáðàçîâàíèÿ Óîëøà

Â îòëè÷èå îò ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå, êîòîðîå ðàññìàòðèâàåòñÿ äëÿ
ôóíêöèé, çàäàííûõ íà âñåé îñè, ïðåîáðàçîâàíèå Óîëøà îïðåäåëÿåòñÿ
íà ïîëîæèòåëüíîé ïîëóîñè. Òî÷íåå, òàê æå êàê ïðè ïîñòðîåíèè ôóíê-
öèé Óîëøà, ðàññìàòðèâàåòñÿ ìîäèôèöèðîâàííàÿ ïîëóîñü [0,∞)∗, êîòî-
ðàÿ ïîëó÷àåòñÿ äîáàâëåíèåì ê ïîëóîñè [0,∞) ñ÷åòíîãî ÷èñëà äâîè÷íî-
ðàöèîíàëüíûõ òî÷åê Q2 = { k

2m | k,m ∈ N}. Â ðåçóëüòàòå ýòîé îïåðà-
öèè êàæäàÿ íåñîêðàòèìàÿ äðîáü k

2m íà [0,∞)∗ èìååò äâà ïðåäñòàâëåíèÿ
( k

2m )− è ( k
2m )+, êîòîðûå ðàññìàòðèâàþòñÿ êàê äâå ðàçëè÷íûå òî÷êè. Åñ-

ëè ïîëüçîâàòüñÿ ðàñøèðåííûì îïðåäåëåíèåì ìíîæåñòâà äåéñòâèòåëüíûõ
÷èñåë ïî ìåòîäó Âåéåðøòðàññà êàê ìíîæåñòâà âñåõ áåñêîíå÷íûõ äâî-
è÷íûõ äðîáåé, òî ïîëóîñü [0,∞) (îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ
Óîëøà) ïðåâðàùàåòñÿ â ìîäèôèöèðîâàííóþ ïîëóîñü [0,∞)∗. Ïîýòîìó
çâåçäî÷êó äëÿ óêàçàíèÿ ìîäèôèöèðîâàííîé ïîëóîñè ïèñàòü íå áóäåì, à
äëÿ k-ãî èíòåðâàëà m-ãî ðàíãà áóäåì èñïîëüçîâàòü ïðåæíåå îáîçíà÷åíèå
∆k
m = [ k2m ,

k+1
2m ), äîïóñêàÿm ∈ Z è k ∈ N0. Õîòÿ áîëåå ïðàâèëüíî áûëî áû

ïèñàòü ∆k
m = [( k

2m )+, (k+1
2m )−], óêàçûâàÿ, ÷òî ∆k

m ÿâëÿåòñÿ íà ìîäèôèöè-
ðîâàííîé ïîëóîñè îòðåçêîì, à îòíîñèòåëüíî ðàññòîÿíèÿ, ïîðîæäåííîãî
ãðóïïîâîé îïåðàöèåé, áóäåò îòêðûòûì è çàìêíóòûì ìíîæåñòâîì.

Äëÿ ëþáûõ x, y ∈ [0,∞)∗ ñóùåñòâóþò åäèíñòâåííûå äâîè÷íûå ðàçëî-
æåíèÿ

x =
∞∑
k=1

x−k · 2k−1 +
∞∑
k=1

xk
2k
, y =

∞∑
k=1

y−k · 2k−1 +
∞∑
k=1

yk
2k
, (1)

129
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ãäå x−k, xk, yk, y−k ∈ {0, 1}. Ïåðâûå ñóììû êàæäîãî ðàçëîæåíèÿ êîíå÷íû
â òîì ñìûñëå, ÷òî äëÿ êàæäîãî èç ÷èñåë (íàïðèìåð äëÿ x) íàéäåòñÿ ñâîé
íîìåðm, íà÷èíàÿ ñ êîòîðîãî âñå îòðèöàòåëüíûå êîîðäèíàòû ðàâíû íóëþ
(x−k = 0 ïðè k > m). Åñëè ïðè ýòîì x−m = 1, òî x ∈ ∆1

−m+1 = [2m−1, 2m)
(ñ ó÷åòîì ñäåëàííîãî çàìå÷àíèÿ).

Àíàëîãè÷íî (ñì. ãë. 2 è 10) ââîäèòñÿ îïåðàöèÿ +̇ äëÿ x, y ∈ [0,∞)∗

(äàëåå çâåçäî÷êó íå ïèøåì) ïî ïðàâèëó

z = x+̇y =
∞∑
k=1

z−k · 2k−1 +
∞∑
k=1

zk
2k

(2)

÷åðåç îïåðàöèþ +̇ (òàê êàê â (2) èìååì zm = xm u ym, ãäå m ∈ Z) íà
ìíîæåñòâå Z2 = {0, 1} (ñì. ÷. 1, ãë. 2, ñ. 16). Ðàçëîæåíèþ (1) ÷èñëà x
ñîîòâåòñòâóåò äâóñòîðîííÿÿ ôèíèòíàÿ âëåâî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

x̃ = (x−m, x−m+1, . . . , x−2, x−1 ; x1, x2, . . . , xk, . . .).

Ìíîæåñòâî òàêèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé îáîçíà÷èì X∞. Îïåðàöèè +̇ äëÿ
÷èñåë èç [0,∞) (ìîäèôèöèðîâàííîé ïîëóîñè) ñîîòâåòñòâóåò îïåðàöèÿ ⊕
ïîêîîðäèíàòíîãî ñëîæåíèÿ ïî ìîäóëþ 2 äâóñòîðîííèõ ôèíèòíûõ âëåâî
ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé. Åñëè ỹ ∈ X∞ ñîîòâåòñòâóåò ÷èñëó y ∈ [0,∞) âèäà
(1), òî x̃⊕ ỹ = z̃, ãäå z̃ ∈ X∞ ñîîòâåòñòâóåò ÷èñëó z ∈ [0,∞), âû÷èñëåí-
íîìó ïî ïðàâèëó (2).

Ââåäåì ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå äëÿ ÷èñåë x, y ∈ [0,∞) ÷åðåç ñêàëÿð-
íîå ïðîèçâåäåíèå äëÿ x̃, ỹ ∈ X∞ êàê îòîáðàæåíèå X∞ × X∞ → Z2 ïî
ïðàâèëó

t(x, y) = t(x̃, ỹ) =
∞∑
k=1

(x−k · yk + xk · y−k)(mod 2). (3)

Ìîæíî áûëî áû ââîäèòü ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå (3) êàê îòîáðàæåíèå
âî ìíîæåñòâî N0, óáðàâ â ôîðìóëå (mod 2). Ïîëàãàåì áîëåå óäîáíûì
ïðîèçâîäèòü âñå âû÷èñëåíèÿ ïî ìîäóëþ 2, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò ïðèñâîå-
íèþ âñåé ñóììå (ïðè âû÷èñëåíèè ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ) çíà÷åíèÿ 0
â ñëó÷àå ÷åòíîé ñóììû è çíà÷åíèÿ 1 â ñëó÷àå íå÷åòíîé ñóììû. Ñóììà ïî
k êîíå÷íà, òàê êàê èìååòñÿ ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî íåíóëåâûõ êîîðäèíàò
ñ îòðèöàòåëüíûìè èíäåêñàìè â êàæäîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.
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Îïðåäåëåíèå 1. ßäðîì ïðåîáðàçîâàíèÿ Óîëøà íàçûâàåòñÿ

W (x, y) = (−1)t(x,y) (4)

äëÿ x, y ∈ [0,∞).
Ïðåîáðàçîâàíèå Óîëøà ôóíêöèè f ∈ L[0,∞) îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé

F[f ](y) =

∫ ∞
0

f(x) ·W (x, y) dx. (5)

Ñóùåñòâîâàíèå è êîíå÷íîñòü èíòåãðàëà (5) î÷åâèäíû, òàê êàê ïî ôîð-
ìóëå (4) èìååì |W (x, y)| ≡ 1.

Ïðåîáðàçîâàíèå îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèþ Óîëøà ôîðìàëüíî òàêæå
îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé (5).
Çàìå÷àíèå.Äàííîå îïðåäåëåíèå ïðåîáðàçîâàíèÿ Óîëøà ñîîòâåòñòâó-

åò íóìåðàöèè Ïýëè ñèñòåìû Óîëøà êàê îñíîâíîé, ÷òî, åñòåñòâåííî, ïîä-
ðàçóìåâàåòñÿ. Âîçìîæíû äðóãèå ïîñòðîåíèÿ ÿäåð è ïðåîáðàçîâàíèé ñ
ïîìîùüþ ôóíêöèé Óîëøà, ÷òî ñëåäóåò îòðàæàòü â íàçâàíèè ïðåîáðàçî-
âàíèÿ.

15.2 Ñâîéñòâà ÿäðà ïðåîáðàçîâàíèÿ Óîëøà

Íàïîìíèì îáùåïðèíÿòûå îáîçíà÷åíèÿ [x] äëÿ öåëîé ÷àñòè ÷èñëà x è
{x} äëÿ äðîáíîé ÷àñòè ÷èñëà x.
Ëåììà 1 (ñâîéñòâà ÿäðà). ßäðî W (x, y) ÿâëÿåòñÿ:
1) ñèììåòðè÷íûì W (x, y) = W (y, x),
2) ìóëüòèïëèêàòèâíûì W (xu y, z) = W (x, z) ·W (y, z),
3) îáðàòèìûì (è ñîâïàäàþùèì ñ îáðàòíûì)(

W (x, y)
)−1

= W (x, y),

4) ñîâïàäàþùèì â ñëó÷àå öåëîãî íåîòðèöàòåëüíîãî àðãóìåíòà (òî
åñòü x = n ∈ N0) ñ ôóíêöèåé Óîëøà â íóìåðàöèè Ïýëè

W (n, y) = wn({y}),

5) ïðåäñòàâèìûì â âèäå ñêðåùåííîãî ïðîèçâåäåíèÿ ôóíêöèé Óîëøà
â íóìåðàöèè Ïýëè íà ñåáÿ

W (x, y) = w[x]({y}) · w[y]({x}),
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6) èíâàðèàíòíûì ïðè ñæàòèè-ðàñòÿæåíèè

W (x, y) = W (2x,
y

2
),

7) ëîêàëüíî-íåéòðàëüíûì, îçíà÷àþùèì òî, ÷òî ïðè x ∈ [0, 2m) è
h ∈ [0, 2−m) èìååì W (x, h) = 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå (3) îáëàäàåò ñâîéñòâàìè
ñèììåòðè÷íîñòè t(x, y) = t(y, x) è ëèíåéíîñòè t(x+̇y, z) = t(x, z)ut(y, z),
÷òî ñîîòâåòñòâóåò ñèììåòðè÷íîñòè è ìóëüòèïëèêàòèâíîñòè ÿäðà.

Ï. 3 âûòåêàåò èç ðàâåíñòâ |W (x, y)| = (W (x, y))2 ≡ 1.
Ïðè x = n ∈ N0 ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå t(n, y) èç ôîðìóëû (3) ïðå-

âðàùàåòñÿ â ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå (n, y) èç ãë. 10, ñëåäîâàòåëüíî ôîð-
ìóëû (4) è (10.6) ñîâïàäàþò.

Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ n = [x], z = {x}, m = [y], u = {y} äëÿ öåëûõ
è äðîáíûõ ÷àñòåé àðãóìåíòîâ x, y ∈ [0,∞). Òîãäà ïî ñâîéñòâàì ìóëüòè-
ïëèêàòèâíîñòè è ñèììåòðè÷íîñòè

W (x, y) = W (n,m) ·W (n, u) ·W (z,m) ·W (z, u).

Òàê êàê ïî (3) èìååì t(n,m) = t(z, u) = 0, òî W (n,m) = W (z, u) = 1 è

W (x, y) = W (n, u) ·W (z,m) = wn(u) · wm(z).

Ïðè äîêàçàòåëüñòâå ñëåäóþùåãî ïóíêòà âìåñòî ïðåäñòàâëåíèÿ (1) ÷è-
ñåë x, y ∈ [0,∞) óäîáíåå ðàññìàòðèâàòü ñîîòâåòñòâóþùèå èì äâóñòî-
ðîííèå ôèíèòíûå âëåâî ïîñëåäîâàòåëüíîñòè x̃, ỹ ∈ X∞, ÿâëÿþùèåñÿ
çàïèñüþ ýòèõ ÷èñåë â äâîè÷íîé ñèñòåìå ñ÷èñëåíèÿ. Òàê êàê ïðè óìíî-
æåíèå íà 2 è äåëåíèå íà 2 ÷èñåë â äâîè÷íîé ñèñòåìå ñ÷èñëåíèÿ ïðîèñ-
õîäèò ñäâèã â ïðîòèâîïîëîæíûå ñòîðîíû âñåõ ðàçðÿäîâ íà åäèíèöó, òî

t(x̃, ỹ) = t(2̃x , ỹ/2). Ñëåäîâàòåëüíî,

W (x, y) = (−1)t(x̃,ỹ) = (−1)t(2̃x , ỹ/2) = W (2x,
y

2
).

Âûøå îòìå÷àëè, ÷òî W (z, u) = 1 ïðè z, u ∈ [0, 1). Åñëè x ∈ [0, 2m),
h ∈ [0, 2−m), òî x = 2m · z, h = u

2m äëÿ íåêîòîðûõ z, u ∈ [0, 1). Ïðèìåíèì
m ðàç ï. 6 è ïîëó÷èì

1 = W (z, u) = W (2z,
u

2
) = . . . = W (x, h). �
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Ëåììà 2. Äëÿ ëþáûõ n ∈ Z è k ∈ N0 èìååì∫
∆k
n

W (x, y) dx =

{
2−nwk(

y
2n ) , åñëè y ∈ [0, 2n),

0 , åñëè y ∈ [2n,∞).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðè n = 0 ôîðìóëèðîâêà ëåììû èìååò âèä∫ k+1

k

W (x, y) dx =

{
wk(y) , åñëè y ∈ [0, 1),

0 , åñëè y ∈ [1,∞),

÷òî äîêàçûâàåòñÿ ïîäñòàíîâêîé W (x, y) = wk({y}) · w[y]({x}).
Îáùèé ñëó÷àé n ∈ Z âûâîäèòñÿ èç ýòîé ôîðìóëû ïî ñâîéñòâó 6 çàìå-

íîé ïåðåìåííûõ∫
∆k
n

W (x, y) dx =

∫
∆k
n

W (2nx,
y

2n
) · 2−n d(2nx) = 2−n

∫ k+1

k

W (t,
y

2n
) dt.

15.3 Ïðåîáðàçîâàíèå Óîëøà â L

Íàïîìíèì, ÷òî w-íåïðåðûâíîé íà íåêîòîðîì ìíîæåñòâå ôóíêöèåé íà-
çûâàåòñÿ ôóíêöèÿ íåïðåðûâíàÿ îòíîñèòåëüíî ãðóïïîâîé îïåðàöèè u. Òî
åñòü çàïèñü f ∈ Cw(x0) îçíà÷àåò ñëåäóþùåå: äëÿ ëþáîãî ε > 0 íàéäåòñÿ
n ∈ N, ÷òî äëÿ âñåõ x ∈ ∆n(x0) âûïîëíåíî |f(x) − f(x0)| < ε. Çäåñü â
êà÷åñòâå èñïîëüçóåìîãî â ïîäîáíûõ îïðåäåëåíèÿõ δ âçÿëè 2−n.

Ôóíêöèÿ íàçûâàåòñÿ ðàâíîìåðíî w-íåïðåðûâíîé íà íåêîòîðîì ìíî-
æåñòâå E, åñëè ïî çàäàííîìó ε > 0 ìîæíî óêàçàòü òàêîå n ∈ N, ÷òî äëÿ
âñåõ x, y ∈ E òàêèõ, ÷òî xu y ∈ ∆0

n âûïîëíåíî |f(x)− f(y)| < ε.
Èç ñëåäóþùåé òåîðåìû ñëåäóåò, ÷òî äâîè÷íûì àíàëîãîì ïðîñòðàíñòâà

L∞[0,∞) ìîæåò ñëóæèòü íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî îãðàíè÷åííûõ
w-íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé, óáûâàþùèõ íà áåñêîíå÷íîñòè ê íóëþ.
Òåîðåìà 1. Åñëè f ∈ L[0,∞), òî ïðåîáðàçîâàíèå Óîëøà (5) åñòü:

à) ðàâíîìåðíî w-íåïðåðûâíàÿ íà [0,∞) ôóíêöèÿ ñ îãðàíè÷åíèåì íà íîð-
ìó ‖F[f ]‖∞ ≤ ‖f‖1,
á) óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ lim

y→∞
F[f ](y) = 0,

â) ëîêàëüíî ñóììèðóåìàÿ.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ε > 0 âûáåðåì m èç óñëîâèÿ∫∞
2m |f(x)| dx < ε/2. Äëÿ ëþáûõ x, y ∈ [0,∞) òàêèõ, ÷òî h = xu y ∈ ∆0

m

ðàññìîòðèì F[f ](y)− F[f ](x) =

=

∫ ∞
0

f(t)(W (t, y)−W (t, x)) dt =

∫ ∞
0

f(t)W (t, x)(W (t, h)− 1) dt

è ïî ñâîéñòâó 7 ÿäðà W (x, y) îöåíèì |F[f ](y)− F[f ](x)| ≤

≤
∣∣∣ ∫ 2m

0

f(t)W (t, x)(W (t, h)− 1)dt
∣∣∣+

∫ ∞
2m
|f(t)| · |W (t, h)− 1|dt ≤ 0 + ε.

Îöåíêà ‖F[f ]‖∞ ≤ ‖f‖1 â ñèëó ðàâåíñòâà |W (x, y)| ≡ 1 î÷åâèäíà:
|
∫∞

0 f(x)W (x, y) dx| ≤
∫∞

0 |f(x)| dx.
Ââåäåì ôóíêöèè

fk(x) =

{
f(x) , åñëè x ∈ [k, k + 1),

0 , åñëè x ∈ [0, k) ∪ [k + 1,∞).
(6)

Òîãäà f(x) =
∑∞

k=0 fk(x). Ïóñòü ϕk(x) = fk(x + k) åñòü ñäâèã ôóíêöèè
fk(x) íà èíòåðâàë [0, 1). Êàê è ðàíåå äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ε > 0 âûáåðåì
m èç óñëîâèÿ

∫∞
2m |f(x)| dx < ε/2 è ðàññìîòðèì

|F[f ](y)| =
∣∣∣ ∫ 2m

0

f(x)W (x, y) dx+

∫ ∞
2m

f(x)W (x, y) dx
∣∣∣ ≤

≤
∣∣∣ 2m−1∑
k=0

∫ k+1

k

fk(x)wk({y})w[y]({x}) dx
∣∣∣+

ε

2
≤

≤
2m−1∑
k=0

|wk({y})| ·
∣∣∣ ∫ 1

0

ϕk(x)w[y](x) dx
∣∣∣+

ε

2
.

Ïî òåîðåìå Ìåðñåðà (òåîðåìà 8.7) íàéäåòñÿ íîìåð N1 òàêîé, ÷òî ïðè
[y] ≥ N1 êîýôôèöèåíòû Ôóðüå-Óîëøà êàæäîé èç ôóíêöèé ϕk(x) íå ïðå-
âîñõîäÿò ïî ìîäóëþ ε

2m+1 . Òîãäà |F[f ](y)| ≤ 2m · ε
2m+1 + ε

2 = ε ïðè y ≥ N1.
Ñëåäîâàòåëüíî, lim

y→∞
F[f ](y) = 0.

Ïóíêò â) òåîðåìû î òîì, ÷òî F[f ] ∈ L[0, N ] äëÿ ëþáîãî N > 0, âûòå-
êàåò èç ïóíêòà a). �
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Ðàíåå ââåäåííûå äëÿ [0, 1) êëàññû Λn ðàñïðîñòðàíèì íà [0,∞) :
äëÿ ïðîèçâîëüíîãî n ∈ Z ïîëàãàåì f ∈ Λn, åñëè ôóíêöèÿ f(x) ïîñòîÿííà
íà êàæäîì (k ∈ N0) èíòåðâàëå ∆k

n ðàíãà n. Ââåäåì êëàññ ôèíèòíûõ
ôóíêöèé Υn äëÿ n ∈ Z, óñëîâèåì: f ∈ Υn, åñëè f(x) = 0 ïðè x ∈ [2n,∞).
Òåîðåìà 2. Ïóñòü f ∈ L[0,∞) . Åñëè f ∈ Λn , òî F[f ] ∈ Υn .

Åñëè f ∈ Υn, òî F[f ] ∈ Λn.
Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè f ∈ Λn, òî ïóñòü ak = f(x) ïðè x ∈ ∆k

n. Òîãäà

F[f ](y) =

∫ ∞
0

f(x)W (x, y) dx =
∞∑
k=0

ak

∫
∆k
n

W (x, y) dx.

Ïî ëåììå 2 èìååì F[f ](y) = 0 ïðè y > 2n.
Åñëè f ∈ Υn è t = y u h, ãäå h ∈ ∆0

n, òî ïî ñâîéñòâàì 2,7 ëåììû 1
èìååì

F[f ](y) =

∫ 2n

0

f(x)W (x, y) dx =

∫ 2n

0

f(x)W (x, t)W (x, h) dx = F[f ](t).�

Ñëåäñòâèå. Åñëè f ∈ L[0,∞) ∩ Λn, òî: F[f ] ∈ L[0,∞) ∩ Υn è
ïðåîáðàçîâàíèå Óîëøà îáðàòèìî, òî åñòü F[F[f ]](x) = f(x) âñþäó.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îãðàíè÷åííàÿ (ïî òåîðåìå 1) è ôèíèòíàÿ (ïî òåî-
ðåìå 2) ôóíêöèÿ F[f ](y) ñóììèðóåìà. Ïðåîáðàçîâàíèå Óîëøà îò íåå ïî
òåîðåìå 2 åñòü ñòóïåí÷àòàÿ ôóíêöèÿ êëàññà Λn. Ïóñòü ak = f(x) ïðè
x ∈ ∆k

n. Ê ïðåäñòàâëåíèþ

F[f ](y) =
∞∑
k=0

ak

∫
∆k
n

W (x, y) dx

ïðèìåíèì ëåììó 2 è äëÿ x ∈ ∆l
n âû÷èñëèì

F2[f ](x) = F[F[f ]](
l

2n
) = 2−n

∫ 2n

0

∞∑
k=0

akwk(
y

2n
)W (y,

l

2n
) dy.

Ïî ñâîéñòâàì 6, 1 è 4 ëåììû 1 ñ ïîìîùüþ çàìåíû ïåðåìåííîé ïîëó÷èì,
÷òî ýòî âûðàæåíèå ðàâíî∫ 2n

0

∞∑
k=0

akwk(
y

2n
)W (

y

2n
, l) d(2−n · y) =

∫ 1

0

∞∑
k=0

akwk(t)wl(t) dt.
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Òàê êàê ïîëó÷èëè ôîðìóëó äëÿ âû÷èñëåíèÿ êîýôôèöèåíòà Ôóðüå-
Óîëøà ñóììèðóåìîé ôóíêöèè ϕ(t) =

∑∞
k=0 akwk(t) = 2n · F[f ]( y

2n ) (ãäå
t = y

2n ∈ [0, 1) ), ðàçëîæåííîé â ðÿä ïî ñèñòåìå Óîëøà, òî F2[f ](x) = al
ïðè x ∈ ∆l

n. �
Ëåììà 3. Åñëè f ∈ L[0, 1] è f(x) = 0 ïðè x ∈ [1,∞), òî èìååì

F[f ](y) = ck[f ] ïðè y ∈ [k, k + 1), k ∈ N0.
Äðóãèìè ñëîâàìè, ïðåîáðàçîâàíèå Óîëøà ôóíêöèè, íîñèòåëü êîòîðîé
íà [0, 1), íà êàæäîì öåëî÷èñëåííîì ó÷àñòêå ïðèíèìàåò çíà÷åíèå ðàâ-
íîå êîýôôèöèåíòó Ôóðüå-Óîëøà, èíäåêñ êîòîðîãî ðàâåí íîìåðó ó÷àñò-
êà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî ñâîéñòâó 5 ëåììû 1 ïðè y ∈ [k, k + 1) èìååì

F[f ](y) =

∫ 1

0

f(x)w0({y})wk(x) dx = ck[f ]. �

Íàïîìíèì îïåðàöèþ 2m-óñðåäíåíèÿ ôóíêöèè f ∈ L[0,∞) êàê ïåðå-
õîä îò ôóíêöèè f(x) ê ôóíêöèè g(x) = 2m

∫
∆m(x) f(x) dx. Äëÿ ôóíê-

öèè g(x) óäîáíåå èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèå S2m(f ;x), êîòîðîå ïîíèìàåò-
ñÿ êàê ÷àñòíàÿ ñóììà S2m(ϕk; t) îò ôóíêöèè ϕk(t), ÿâëÿþùåéñÿ ñäâèãîì
(x = k u t) ñ èíòåðâàëà [k, k + 1) 3 x íà èíòåðâàë [0, 1) 3 t ôóíêöèè
fk(x) èç ôîðìóëû(6).
Ëåììà 4. Äëÿ àðãóìåíòà y < 2m ïðåîáðàçîâàíèå Óîëøà ôóíêöèè è

åå 2m-óñðåäíåíèÿ ñîâïàäàþò.
Åñëè f ∈ L[0,∞), òî ìîæíî ãàðàíòèðîâàòü ôîðìóëó îáðàùåíèÿ äëÿ

2m-óñðåäíåíèÿ ∫ 2m

0

F[f ](y)W (x, y) dy = S2m(f ;x).

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè y < 2m, òî ïî ñâîéñòâó 7 ëåììû 1 èìååì

F[f ](y) =
∞∑
k=0

∫
∆k
m

f(x)W (x, y)dx =
∞∑
k=0

∫ 2−m

0

f(
k

2m
+t)W (t, y)dt W (

k

2m
, y).

Ïîêàçàëè, ÷òî ïðåîáðàçîâàíèå Óîëøà çàâèñèò òîëüêî îò ñðåäíèõ çíà÷å-
íèé íà èíòåðâàëàõ m-ãî ðàíãà. Ïîýòîìó

F[f ](y) =
∞∑
k=0

∫
∆k
m

f(x) dx ·W (
k

2m
, y) = F[g](y).
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Åñëè f ∈ L[0,∞), òî ôóíêöèÿ g = S2n(f) ∈ L[0,∞)∩Λn. Ïî ñëåäñòâèþ
ëåììû 2 èìååì F[g] ∈ L[0,∞) ∩ Υn è ïðåîáðàçîâàíèå Óîëøà îáðàòèìî,
òî åñòü

∫ 2n

0 F[f ](y)W (x, y) dy =

=

∫ 2n

0

F[g](y)W (x, y) dy = F[F[g]](x) = g(x) = S2n(f ;x)

âñþäó. �
Ñëåäñòâèå. Ïðåîáðàçîâàíèå Óîëøà îò îñòàòêà ñóììèðóåìîé ôóíê-

öèè f ïðè ìàëûõ çíà÷åíèÿõ àðãóìåíòà ðàâíî íóëþ; à èìåííî: åñëè
ôóíêöèÿ g åñòü 2m-óñðåäíåíèå äëÿ f , òî F[f − g](y) = 0 ïðè y < 2m.

Äðóãàÿ ôîðìóëèðîâêà ýòîãî óòâåðæäåíèÿ: åñëè ñóììèðóåìàÿ ôóíê-
öèÿ R(x) òàêîâà, ÷òî

∫
∆k
m
R(x)dx = 0 äëÿ âñåõ k ∈ N0, òî F[R](y) = 0

ïðè y < 2m.
Óòâåðæäåíèå 1. Ñóùåñòâóåò f ∈ L[0,∞)∩Υn , ÷òî F[f ] /∈ L[0,∞).
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü f(x) = 0 ïðè x ∈ [1,∞) ñ êîýôôèöèåíòàìè

Ôóðüå-Óîëøà c0 = 1, c1 = 1, c2n−1 = c2n−1+1 = . . . = c2n−1 = 1
n2 ïðè n ∈ N.

Ýòà ôóíêöèÿ â ãë. 12 áûëà ðàññìîòðåíà êàê êîíòðïðèìåð äëÿ òåîðåìû
Ìåðñåðà, ãäå óñëîâèå f ∈ L[0, 1] áûëî äîêàçàíî. Ïî ëåììå 3 èìååì

‖F[f ]‖1 =
∞∑
k=0

∫ k+1

k

|ck[f ]| dy = 1 +
∞∑
n=1

2n−1

n2
=∞.

Ïîñòðîåííûé ïðèìåð ïîêàçûâàåò, ÷òî âîçìîæíîñòü îáðàùåíèÿ ïðåîá-
ðàçîâàíèÿ Óîëøà ãàðàíòèðîâàíà ëèøü ïðè äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèÿõ,
êîòîðûå íàêëàäûâàþò íà èñõîäíóþ ôóíêöèþ èëè íà ïðåîáðàçîâàíèå Óî-
ëøà.

Äâîè÷íîé òî÷êîé Ëåáåãà (ñðàâíè ñ îïðåäåëåíèåì 5.9) ñóììèðóåìîé
ôóíêöèè f(x) íàçûâàåòñÿ òàêàÿ òî÷êà x0, ÷òî f(x0) êîíå÷íî è

lim
m→∞

2m
∫ 2−m

0

|f(x0 u t)− f(x0)| dt = 0.

Ïî÷òè âñå òî÷êè ñóììèðóåìîé ôóíêöèè ÿâëÿþòñÿ åå äâîè÷íûìè òî÷-
êàìè Ëåáåãà (÷òî äîêàçûâàåòñÿ êàê è äëÿ îáû÷íûõ òî÷åê Ëåáåãà, ñì. [18,
ñ. 237]) è â êàæäîé èç íèõ âûïîëíÿåòñÿ î÷åâèäíîå ðàâåíñòâî

f(x0) = lim
m→∞

2m
∫ 2−m

0

f(x0 u t) dt = lim
m→∞

S2m(f ;x0),
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êîòîðîå ñîãëàñíî ëåììå 4 äîïîëíÿåòñÿ ôîðìóëîé

f(x0) =

∫ 2n

0

F[f ](y)W (x0, y) dy,

â êàêîì-òî ñìûñëå çàìåíÿþùåé ôîðìóëó îáðàùåíèÿ.
Ïðèìåíåíèåì òåîðåìû Ôóáèíè (òåîðåìà 7.14) äîêàçûâàåòñÿ ñëåäóþ-

ùåå îáîáùåííîå ðàâåíñòâî Ïëàíøåðåëÿ , äëÿ êîòîðîãî òàêæå èñïîëüçó-
þò áîëåå êîðîòêóþ ôîðìó çàïèñè (F[f ], g) = (f,F[g]) ñ èñïîëüçîâàíèåì
ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ íà ïîëóîñè.
Óòâåðæäåíèå 2. Åñëè f, g ∈ L[0,∞), òî∫ ∞

0

F[f ](y) · g(y) dy =

∫ ∞
0

f(x) · F[g](x) dx.

Óòâåðæäåíèå 3. Åñëè f ∈ L[0,∞), òî 2m-óñðåäíåíèÿ ïðèáëèæàþò
ôóíêöèþ f â ïðîñòðàíñòâå L[0,∞):

lim
n→∞
‖S2n(f)− f‖L[0,∞) = 0;

è ïî÷òè âñþäó lim
n→∞

S2n(f ;x) = f(x).

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî ‖S2n(f)‖L[N,∞) ïðè ëþáîì ôèêñèðî-
âàííîìN åñòü âîçðàñòàþùàÿ îãðàíè÷åííàÿ ñâåðõó (âåëè÷èíîé ‖f‖L[N,∞))
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ÷òî äîêàçûâàåòñÿ ïðîâåðêîé ñîîòâåòñòâóþùåãî íåðà-
âåíñòâà íà îòäåëüíîì èíòåðâàëå

‖S2n(f)‖L(∆k
n) =

∫
∆k
n

|S2n(f ;x)| dx ≤
∫

∆k
n

|f(x)| dx.

Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ôóíêöèÿ f(x) íå ìåíÿåò çíàê íà èíòåðâàëå ∆k
n,

òî ñèìâîë ìîäóëÿ âûíîñèì çà çíàê èíòåãðàëà è ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî
|
∫

∆k
n
S2n(f ;x)dx| = |

∫
∆k
n
f(x)dx|. Åñëè æå ôóíêöèÿ ìåíÿåò çíàê íà èíòåð-

âàëå ∆k
n, òî âíåñåíèå çíàêà ìîäóëÿ ïîä çíàê èíòåãðàëà â ïîñëåäíåì âåð-

íîì ðàâåíñòâå ìîæåò óâåëè÷èòü òîëüêî âåëè÷èíó ñïðàâà. Åñëè â êà÷åñòâå
f(x) âîçüìåì S2n+1(f ;x), òî óñòàíîâèì âîçðàñòàíèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
÷àñòíûõ ñóìì.

Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ε > 0 âûáåðåì òàêîå N , ÷òî ‖f‖L[N,∞) <
ε
4 . Òîãäà

‖S2n(f)− f‖L[N,∞) <
ε
2 äëÿ ëþáîãî n.
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Äëÿ êàæäîãî èçN öåëî÷èñëåííûõ èíòåðâàëîâ [k, k+1) íàéäåòñÿ òàêîå
n = n(k), ÷òî

‖S2n(f)− f‖L[k,k+1) <
ε

2N
.

Åñëè n = maxn(k), òî

‖S2n(f)−f‖L[0,∞) ≤
N−1∑
k=0

‖S2n(f)−f‖L[k,k+1)+‖S2n(f)−f‖L[N,∞) <
ε

2
+
ε

2
.�

15.4 Îáîáùåííîå ÿäðî Äèðèõëå

è îáîáùåííûå êîíñòàíòû Ëåáåãà

Îïðåäåëåíèå 2. Îáîáùåííûì ÿäðîì Äèðèõëå (èëè ÿäðîì Äèðèõëå
äëÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ Óîëøà ) íàçîâåì èíòåãðàë îò ÿäðà ïðåîáðàçîâàíèÿ
Óîëøà ñ ïåðåìåííûì âåðõíèì ïðåäåëîì

D(x; t) =

∫ t

0

W (x, y)dy.

Ëåììà 5. Îáîáùåííîå ÿäðî Äèðèõëå ñâÿçàíî ñ ÿäðîì Äèðèõëå ñè-
ñòåìû Óîëøà ñîîòíîøåíèåì

D(x; t) =

{
D[t](x) + {t} · w[t](x) , åñëè x ∈ [0, 1),

w[t]({x}) ·
∫ {t}

0 w[x](z) dz , åñëè x ∈ [1,∞).
(7)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü x ∈ [0, 1). Òîãäà

D(x; t) =

∫ t

0

w0({y}) · w[y](x) dy =

[t]−1∑
k=0

wk(x)

∫ k+1

k

dy + w[t](x)

∫ t

[t]

dy.

Ïóñòü x = n+ h, ãäå n ∈ N, h ∈ [0, 1). Òîãäà D(x, t) =

=

[t]−1∑
k=0

∫ k+1

k

wn({y})wk(h)dy+

∫ t

[t]

wn({y})w[t](h)dy = 0+w[t](h)

∫ {t}
0

wn(z)dz.
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Ñëåäñòâèå (î ñîâïàäåíèè äëÿ öåëî÷èñëåííîãî àðãóìåíòà îáîá-
ùåííîãî ÿäðà Äèðèõëå ñ ÿäðîì Äèðèõëå). Åñëè n ∈ N, òî:
D(x;n) = Dn(x) ïðè x ∈ [0, 1) è D(x;n) = 0 ïðè x ∈ [1,∞).

Â ÷àñòíîñòè, D(x; 2m) = 2m ïðè x ∈ [0, 2−m) è D(x; 2m) = 0 ïðè
x ∈ [2−m,∞), ãäå m ∈ N.
Âòîðàÿ ôîðìà çàïèñè ëåììû 5. Åñëè n ∈ N0, z ∈ [0, 1), òî

D(x;n+ z) = (1− z)Dn(x) + zDn+1(x) ïðè x ∈ [0, 1),
D(x;n+ z) = wn({x}) ·D(x; z) ïðè x ∈ [1,∞).

Îòìåòèì, ÷òî ïî ëåììå 10.3 ïðè l ≥ 2m èìååì
∫ k/2m

0 wl(x) dx = 0.

Ëåììà 6. Åñëè l < 2m, òî
∫ k/2m

0 wl(x) dx = 1
2mDk(

l
2m ).

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê
∫ k/2m

0 wl(x) dx =
∑k−1

i=0

∫
∆i
m
wl(x) dx =

= 1
2m

∑k−1
i=0 wl(

i
2m ), ãäå ïîä çíàêîì ñóììû ñòîÿò ýëåìåíòû ìàòðèöû äèñ-

êðåòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Óîëøà, êîòîðàÿ ñèììåòðè÷íà, òî ïîìåíÿåì ìå-
ñòàìè l è i è ïîëó÷èì ôîðìóëèðîâêó ëåììû. �
Ëåììà 7 (î äâîè÷íîì ñæàòèè). Äëÿ ëþáûõ x, t ∈ [0,∞) âåðíî

2D(x; t) = D(x/2 ; 2t).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî ñâîéñòâó 6 ëåììû 1 èìååì

2D(x; t) = 2

∫ t

0

W (x, y) dy =

∫ t

0

W (
x

2
, 2y) d(2y) = D(x/2; 2t).

Ñëåäñòâèå. Äëÿ âñåõ íàòóðàëüíûõ l, k,m èìååì

D(l;
k

2m
) =

1

2m
D(

l

2m
; k) =

1

2m
Dk(

l

2m
).

Ïðè ôèêñèðîâàííîì k â ïðåäåëàõ îò 1 äî 2m âåëè÷èíû D(l; k
2m ) áóäåì

ðàññìàòðèâàòü êàê êîîðäèíàòû (íîìåð êîîðäèíàòû l ∈ N0) ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè D̃ k

2m
äðîáíûõ ÿäåð Äèðèõëå. Â ëåììå 6 åùå ðàç îáðàòèëè íà

íèõ âíèìàíèå.
Ëåììà 8 (îáîáùåííàÿ ëåììà Ïýëè).
Äëÿ âñåõ m ∈ Z âûïîëíÿåòñÿ

D(x; 2m) =

{
2m, åñëè x ∈ [0, 2−m),

0 , åñëè x ∈ [2−m,∞).
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Äîêàçàòåëüñòâî.Äëÿ ïîëîæèòåëüíûõm óòâåðæäåíèå äîêàçàíî â ñëåä-
ñòâèè ëåììû 5. Îñòàëîñü äîêàçàòü äëÿ öåëûõ îòðèöàòåëüíûõm. Îáîçíà-
÷èì n = −m > 0. Ïðèìåíèì ïðåäûäóùóþ ëåììó

D(x; 2−n) =
1

2
·D(

x

2
; 2 · 2−n) = . . . =

1

2n
·D(

x

2n
; 1).

Òàê êàê D(u; 1) = 1 ïðè u ∈ [0, 1) è D(u; 1) = 0 ïðè u ∈ [1,∞), òî
D(x; 2−n) = 2−n ïðè x ∈ [0, 2n) è D(x; 2−n) = 0 ïðè x ≥ 2n. �

Ïîíÿòèå ñðåçêè ÷èñëà, ââåäåííîå äëÿ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, ìîæíî ðàñ-
ïðîñòðàíèòü è íà äâîè÷íûå äðîáè. Äëÿ x ∈ [0,∞) âèäà (1) ïðè n ∈ N
îïðåäåëèì ñðåçêó:

[x]n =
n∑
k=1

x−k2
k−1 + {x}, [x]0 = {x} =

∞∑
k=1

xk
2k
, [x]−n =

∞∑
k=n+1

xk
2k
.

Äëÿ ÷èñåë â äâîè÷íîé ñèñòåìå ñ÷èñëåíèÿ ïîíÿòèå ñðåçêè ÷èñëà ìîæíî
ïðåäñòàâëÿòü êàê âûäåëåíèå ÷àñòè ÷èñëà ñ ïîìîùüþ íåêîãî òðàôàðåòà,
ãäå ðàíã ñðåçêè óêàçûâàåò, íà êàêîå êîëè÷åñòâî ðàçðÿäîâ îò çàïÿòîé âëå-
âî (ñ ïëþñîì) èëè âïðàâî (ñ ìèíóñîì) ñäâèãàåòñÿ òðàôàðåò.

Îòìåòèì, ÷òî: 1) [x]m 6 2m ïðè âñåõ m ∈ Z; 2) 2 · [x]m−1 = [2x]m.
Ââåäåì ïîíÿòèå îòêëîíåíèÿ m-ãî ðàíãà ÷èñëà x ∈ [0,∞) äëÿ m ∈ Z

ïî ôîðìóëå
< x >m= min( [x]m , 2m − [x]m ).

Ëåììà 9. Äëÿ âñåõ m, k ∈ Z èìååì:
1. < x >m 6 2m−1 ;
2. 2· < x >m−1 =< 2x >m , 2k· < x >m−k =< 2kx >m.

Â îáîçíà÷åíèÿõ n = [t], z = {t} ïðè m ∈ N èìååì

< t >m=

{
[n]m + z , åñëè [n+ 1]m ≤ 2m−1,

2m − [n]m − z, åñëè [n]m ≥ 2m−1.
(8)

Óòâåðæäåíèå 4. Ëþáàÿ íåíóëåâàÿ òî÷êà ìîäèôèöèðîâàííîé ïîëó-
îñè (èëè ïîëóîñè) ïðèíàäëåæèò îäíîìó èç èíòåðâàëîâ ñ íîìåðîì 1;
ýòè èíòåðâàëû íå ïåðåñåêàþòñÿ:

(0,∞)∗ =
⋃
m∈Z

∆1
m , (èëè (0,∞) =

⋃
m∈Z

∆1
m ), ∆1

m∩∆1
l = ∅ ïðè k 6= l.
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Â ñëó÷àå ìîäèôèöèðîâàííîé ïîëóîñè ïîëàãàåì ∆k
m = [( k

2m )+, (k+1
2m )−],

à â ñëó÷àå ïîëóîñè ∆k
m = [ k2m ,

k+1
2m ) (ñì. ïåðâûé àáçàö).

Òåîðåìà 3 (ÿâíûé âèä ìîäóëÿ îáîáùåííîãî ÿäðà Äèðèõëå).
Äëÿ âñåõ x, t ∈ [0,∞) âåðíî

|D(x; t)| =< t >m,

ãäå m ∈ Z íàõîäèòñÿ èç óñëîâèÿ x ∈ ∆1
m .

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè x ∈ [0, 1), òî m ∈ N è ïî âòîðîé ôîðìå çàïèñè
ëåììû 5 â îáîçíà÷åíèÿõ n = [t], z = {t} èìååì

|D(x; t)| = |(1− z)Dn(x) + zDn+1(x)| = (1− z)|Dn(x)|+ z|Dn+1(x)|,

òàê êàê âåëè÷èíû Dn(x) è Dn+1(x) íå ìîãóò èìåòü ðàçíûå çíàêè. Ïî
òåîðåìå î ÿâíîì âèäå ìîäóëÿ ÿäðà Äèðèõëå ïîëó÷èì

|D(x; t)| = (1− z)· < n >m +z· < n+ 1 >m . (9)

Åñëè [n+1]m ≤ 2m−1, òî èç ôîðìóë (8) è (9) ïî îïðåäåëåíèþ îòêëîíåíèÿ
èìååì

|D(x; t)| = (1− z)[n]m + z([n]m + 1) = [n]m + z =< t >m .

Åñëè [n]m ≥ 2m−1, òî ïî ôîðìóëàì (8) è (9) èìååì

|D(x; t)| = (1−z)(2m− [n]m)+z(2m− [n]m−1) = 2m− [n]m−z =< t >m .

Åñëè x ∈ ∆1
−m = [2m, 2m+1), ãäå m ∈ N, òî x

2m+1 ∈ ∆1
1. Ïî ëåììå 7

|D(x; t)| = 2−m−1|D(
x

2m+1
; 2m+1t)| = 2−m−1 < 2m+1t >1 .

Ïî ëåììå 9 èìååì 2−m−1 < 2m+1t >1=< t >−m. �
Ðàíåå ââåäåííóþ (10.12) ôóíêöèþ h(x) ïðîäîëæèì íà ïîëóîñü:

h(x) = 2m ïðè x ∈ ∆1
m+1 , m ∈ Z,

è ïîëó÷èì
Ñëåäñòâèå. Äëÿ âñåõ x, t ∈ [0,∞) âåðíà òî÷íàÿ îöåíêà

|D(x; t)| ≤ h(x).
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Âûâîä î ïîâåäåíèè ìîäóëÿ îáîáùåííîãî ÿäðà Äèðèõëå. Â ëþ-
áîé ôèêñèðîâàííîé òî÷êå x ∈ [0,∞) çíà÷åíèå ìîäóëÿ îáîáùåííîãî ÿäðà
Äèðèõëå |D(x; t)| êàê ôóíêöèÿ àðãóìåíòà t ñ ðàâíîìåðíîé ñêîðîñòüþ
ðàâíîé 1 ñîâåðøàåò ïåðèîäè÷åñêèå èçìåíåíèÿ (êîëåáàíèÿ) îò ôóíêöèè
e(x) ≡ 0 äî ôóíêöèè h(x) è îáðàòíî.

Òåîðåìà 4. Äëÿ ëþáîãî p > 1 âåðíî D(· ; t) ∈ Lp[0,∞).

Åñëè t = k
2n (òî åñòü äâîè÷íî-ðàöèîíàëüíîå), òî D(· ; t) ∈ L[0,∞);

åñëè t 6= k
2n (òî åñòü äâîè÷íî-èððàöèîíàëüíîå), òî D(· ; t) /∈ L[0,∞).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü p > 1. Òîãäà

||D(·; t)||pp =

∫ 1

0

|D(x; t)|pdx+

∫ ∞
1

|D(x; t)|pdx ≤ tp + ||h||pp,

ãäå

||h||pp =

∫ ∞
1

(h(x))pdx =
∞∑
n=1

∫ 2n

2n−1

2−npdx =
1

2

∞∑
n=1

2n(1−p) <∞.

Ïåðâîå óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.

Ïóñòü p = 1. Åñëè t = k
2n , òî ïî ëåììå 2 èìååì D(x; t) = 0 ïðè x ≥ 2m.

Ê ôèíèòíîñòè äîáàâèì î÷åâèäíîå óñëîâèå îãðàíè÷åííîñòè D(x; t) ïðè
ôèêñèðîâàííîì t êàê ôóíêöèè x è ïîëó÷èì D(· ; t) ∈ L[0,∞).

Åñëè t 6= k
2n (äâîè÷íî-èððàöèîíàëüíîå), òî â äâîè÷íîé çàïèñè ÷èñëà

{t} =
∑∞

k=1
tk
2k

ïåðåíóìåðóåì âñå ïåðåõîäû îò íóëÿ ê åäèíèöå: trk = 0,
trk+1 = 1, r1 < r2 < · · · < rk < · · · . Èõ áåñêîíå÷íî ìíîãî. Ïî òåî-
ðåìå 3 èìååì |D(x, t)| =< t >−rk+1= [t]−rk+1 = [t]−rk > 2−rk−1 ïðè
x ∈ [2rk−1, 2rk) = ∆1

−rk+1. Òîãäà∫ ∞
0

|D(x; t)| dx >
∞∑
k=1

∫ 2rk

2rk−1

|D(x; t)| dx >
∞∑
k=1

2−rk−1 · 2rk−1 =∞. �

Òåîðåìà 5 (îöåíêà íîðìû îáîáùåííîãî ÿäðà Äèðèõëå).

1. Åñëè 1 < p < 2, òî t
1
p′ ≤ ||D(· ; t)||Lp[0,∞) < A(p) · t

1
p′ .

2.
∫∞

0 (D(x; t))2dx = t.

3. Åñëè p > 2, òî: a) a(p) · t
1
p′ < ||D(· ; t)||Lp[0,∞) ≤ t

1
p′ ,

b) âåëè÷èíà ||D(· ; t)||Lp[0,∞) ìîíîòîííî âîçðàñòàåò ñ ðîñòîì t.
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Â ôîðìóëèðîâêå òåîðåìû èñïîëüçîâàíû âåëè÷èíû a(p) è A(p), ÿâëÿ-
þùèåñÿ ðåùåíèåì çàäà÷è íà ýêñòðåìóì, ñôîðìóëèðîâàííîé íà ñ. 48.

Äîêàçàòåëüñòâî ïï. 1 è 3 ñëîæíîå è àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó òåî-
ðåìû 10.5 äëÿ ÿäðà Äèðèõëå.

Äëÿ äâîè÷íî-ðàöèîíàëüíûõ t âåäåì ïîíÿòèå îáîáùåííîé êîíñòàíòû
Ëåáåãà ôîðìóëîé

Lt =

∫ ∞
0

|D(x; t)|dx.

Ëåììà 10 (ñâîéñòâà îáîáùåííîé êîíñòàíòû Ëåáåãà).
Ïðè äâîè÷íî-ðàöèîíàëüíûõ t :

A. L2t = Lt;
B. Â îáîçíà÷åíèÿõ n = [t], z = {t} èìååì

Ln+z = (1− z)Ln + zLn+1 + Lz − z, Lz = z +
∞∑
k=0

ϕ(z · 2k),

ãäå ϕ(u) � êóñî÷íî-ëèíåéíàÿ íà [0,∞) ôóíêöèÿ ñ óçëàìè ϕ(n) = 0,
ϕ(2n+1

2 ) = 1/2, êîòîðóþ ìîæíî òàêæå îïðåäåëèòü êàê èíòåãðàë îò
íà÷àëüíîé ôóíêöèè Ðàäåìàõåðà ϕ(x) =

∫ x
0 r0(u)du.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóíêò À åñòü ñëåäñòâèå ëåììû 7.
Ðàññìîòðèì Ln+z =

∫ 1

0 |D(x;n+z)|dx+
∫∞

1 |D(x;n+z)|dx. Äëÿ êàæäî-
ãî èç ñëàãàåìûõ ïðèìåíèì ëåììó 6 (ó÷èòûâàÿ ñîâïàäåíèå çíàêîâ ÿäåð):∫ 1

0

|D(x;n+z)|dx =

∫ 1

0

(
(1−z)|Dn(x)|+z|Dn+1(x)|

)
dx = (1−z)Ln+zLn+1;∫ ∞

1

|D(x;n+ z)|dx =

∫ ∞
1

|D(x; z)|dx = Lz −
∫ 1

0

|D(x; z)|dx = Lz − z.

Ïî òåîðåìå 3 èìååì∫ ∞
1

|D(x; z)|dx =
∞∑
m=0

∫ 2m+1

2m
|D(x; z)|dx =

∞∑
m=0

2m < z >−m .

Îòñþäà ïî ëåììå 7 âûâîäèì

Lz = z +
∞∑
m=0

2m < z >−m= z +
∞∑
m=0

< 2mz >0 .

Âåëè÷èíó íóëåâîãî îòêëîíåíèÿ óäîáíî çàäàòü ñ ïîìîùüþ èíòåãðàëà îò
íà÷àëüíîé ôóíêöèè Ðàäåìàõåðà Lz = z +

∑∞
m=0 ϕ(2mz). �

Ñëåäñòâèå. Åñëè z äâîè÷íî-èððàöèîíàëüíîå, òî
∑∞

m=0 ϕ(2mz) =∞.
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15.5 Ñâîéñòâà ïðåîáðàçîâàíèÿ Óîëøà

Íàïîìíèì (ââåäåííîå â ãë. 10) ïîíÿòèå ñäâèãà ôóíêöèè f(x) íà ýëå-
ìåíò a: fa(x) = f(xu a).

Ââåäåííîå ôîðìóëîé (6) ïðîåêòèðîâàíèå ôóíêöèè íà öåëî÷èñëåííûé
èíòåðâàë îïðåäåëèì (÷òîáû îáîçíà÷åíèå ïðîåêöèè îòëè÷àëîñü îò ñäâèãà)
ïî äðóãîìó � êàê ïðîèçâåäåíèå çàäàííîé ôóíêöèè ñ õàðàêòåðèñòè÷åñêîé
ôóíêöèåé λk(x) öåëî÷èñëåííîãî èíòåðâàëà [k, k + 1) âèäà

λk(x) =

{
1 , åñëè x ∈ [k, k + 1),

0, åñëè x ∈ [0, k) ∪ [k + 1,∞).
(10)

Äâîè÷íîé ñâåðòêîé ôóíêöèé f(x) è g(x) íà [0,∞) íàçîâåì ôóíêöèþ

(f ∗ g)(x) =

∞∫
0

f(xu y)g(y)dy. (11)

Êàê ñëåäñòâèå ñâîéñòâ íåñîáñòâåííûõ èíòåãðàëîâ ëåãêî ïîëó÷èòü ñâîé-
ñòâî ëèíåéíîñòè ñâåðòêè

(αf + βg) ∗ h = α(f ∗ h) + β(g ∗ h).

×åðåç ñâåðòêó ëåãêî îïðåäåëèòü ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ôóíêöèé íà
ïîëóîñè (f, g) = (f ∗ g)(0).

Äëÿ ôóíêöèé f, g ∈ L[0,∞) (ãäå α, β ∈ R, a ∈ [0,∞)) ïðèâåäåì
ñâîéñòâà ïðåîáðàçîâàíèÿ Óîëøà.

1. Ïðåîáðàçîâàíèå Óîëøà ëèíåéíî

F[αf + βg] = αF[f ] + βF[g].

2. Ïðåîáðàçîâàíèå Óîëøà ñäâèãà ñîîòâåòñòâóåò óìíîæåíèþ íà ÿäðî
ïðåîáðàçîâàíèÿ Óîëøà

F[fa] = F[f ] ·W (a, ·).

3. Ïðåîáðàçîâàíèå Óîëøà ôóíêöèè, óìíîæåííîé íà ÿäðî, ðàâíî
ñäâèãó ïðåîáðàçîâàíèÿ Óîëøà

F[f ·W (·, a)] = (F[f ])a.
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4. Ïðåîáðàçîâàíèå Óîëøà ñâåðòêè ðàâíî ïðîèçâåäåíèþ ïðåîáðàçîâà-
íèé Óîëøà

F[f ∗ g] = F[f ] · F[g].

5. Ïðåîáðàçîâàíèå Óîëøà ïðîèçâåäåíèÿ (åñëè îíî ñóùåñòâóåò) ðàâ-
íî ñâåðòêå ïðåîáðàçîâàíèé Óîëøà, à èìåííî:

F[f · g] = F[f ] ∗ F[g],

åñëè f · g ∈ L[0,∞).
Äàííàÿ ôîðìóëà, äëÿ àðãóìåíòà ðàâíîãî 0, ïðåâðàùàåòñÿ â îáîáùåí-

íîå ðàâåíñòâî Ïëàíøåðåëÿ (Ïàðñåâàëÿ)∫ ∞
0

f(x)g(x)dx =

∫ ∞
0

F[f ](x)F[g](x)dx,

èìåþùåå ìåñòî òîëüêî ïðè äîïîëíèòåëüíûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ, î êîòîðûõ
áóäåì ãîâîðèòü ïîçäíåå. Ñîêðàùåííàÿ ôîðìà çàïèñè ïðèâåäåííîãî ðà-
âåíñòâà Ïëàíøåðåëÿ ÷åðåç ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå:

(f, g) = (F[f ],F[g]).

Ââåäåì îïåðàöèþ S ñæàòèÿ ôóíêöèè f(x) (ñæàòèå â äâà ðàçà ïî
îñè àáñöèññ ñ ñîõðàíÿþùåì L2-íîðìó ðàñòÿæåíèåì ïî îñè îðäèíàò) ôîð-
ìóëîé: S[f ](x) =

√
2 · f(2x), à îáðàòíóþ îïåðàöèþ íàçîâåì îïåðàöèåé

ðàñòÿæåíèÿ.
6. Ïðåîáðàçîâàíèå Óîëøà ñæàòèÿ ðàâíî ðàñòÿæåíèþ ïðåîáðàçîâàíèÿ

Óîëøà

S [F [S[f ] ] ] = F[f ].

Îòìåòèì, ÷òî â ëèòåðàòóðå ïî âåéâëåòàì ââåäåííàÿ íàìè îïåðàöèÿ
ðàñòÿæåíèÿ íàçûâàåòñÿ îïåðàöèåé (äâîè÷íîé) äèëàòàöèè.

7. Ïðåîáðàçîâàíèå Óîëøà ñòóïåí÷àòîé ôóíêöèè ÿâëÿåòñÿ ôèíèò-
íîé ôóíêöèåé.

Ïðåîáðàçîâàíèå Óîëøà ôèíèòíîé ôóíêöèè ÿâëÿåòñÿ ñòóïåí÷àòîé
ôóíêöèåé.

Â ÷àñòíîñòè: à) åñëè f(x) = 0 ïðè x ∈ [1,∞), òî íà êàæäîì öåëî-
÷èñëåííîì èíòåðâàëå ïðåîáðàçîâàíèå Óîëøà ïîñòîÿííî è ðàâíî ñîîòâåò-
ñòâóþùåìó êîýôôèöèåíòó Ôóðüå-Óîëøà ýòîé ôóíêöèè;
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á) ïðåîáðàçîâàíèå Óîëøà õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèè öåëî÷èñëåííîãî
èíòåðâàëà ðàâíî ñîîòâåòñòâóþùåé ôóíêöèè Óîëøà íà íà÷àëüíîì èíòåð-
âàëå F[λk] = wkλ0;
â) ïðåîáðàçîâàíèå Óîëøà ïðîåêöèè ðàâíî íà êàæäîì öåëî÷èñëåííîì èí-
òåðâàëå ïðîèçâåäåíèþ ñîîòâåòñòâóþùåãî êîýôôèöèåíòà Ôóðüå-Óîëøà
ýòîé ïðîåêöèè íà ñîîòâåòñòâóþùóþ ôóíêöèþ Óîëøà

F[f · λk](x) =
∞∑
m=0

cm[ϕk]λm(x)wk(x),

ãäå ϕk åñòü (ñì. îáîçíà÷åíèÿ ïîñëå ôîðìóëû (6)) ñäâèã ôóíêöèè f · λk
íà íà÷àëüíûé èíòåðâàë.

8. Ñóùåñòâóåò ñëåäóþùåå ïðåäñòàâëåíèå èíòåãðàëà îò ïðåîáðàçî-
âàíèÿ Óîëøà ∫ t

0

F[f ](y) dy =

∞∫
0

f(x)D(x; t) dx.

Âåðíî è îáðàòíîå ñîîòíîøåíèå∫ t

0

f(x) dx =

∞∫
0

F[f ](x)D(x; t) dx.

Åñëè t ∈ [0, 1), òî ïîëó÷èì ðàññìîòðåííóþ â ãë. 10 ôîðìóëó èíòå-
ãðèðîâàíèÿ∫ t

0

f(x) dx =
∞∑
i=0

ci[f ]

∫ i+1

i

D(x; t)dx = (f̂ , D̃t),

äîêàçàòåëüñòâî êîòîðîé îòëîæèëè äî äàííîé ãëàâû. Çäåñü f̂ � ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòü êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå-Óîëøà ôóíêöèè, à D̃t � ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü çíà÷åíèé äðîáíîãî ÿäðà Äèðèõëå.

9. Åñëè F[f ](y) > 0 ïðè âñåõ y ∈ [0,∞) è f ∈ Cw(0), òî ôóíêöèÿ
f(x) âîññòàíàâëèâàåòñÿ â êàæäîé òî÷êå x0, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ äâîè÷íîé
òî÷êîé Ëåáåãà

f(x0) =

∞∫
0

F[f ](y)W (x0, y)dy.
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Èç ñôîðìóëèðîâàííûõ ñâîéñòâ âûäåëèì ñâîéñòâî 5, äëÿ ñïðàâåäëèâî-
ñòè êîòîðîãî íåäîñòàòî÷íî ñóììèðóåìîñòè èñõîäíûõ ôóíêöèé. Ïðè äîêà-
çàòåëüñòâàõ ñâîéñòâ áóäóò ïîñòîÿííî èñïîëüçîâàòüñÿ ëåììà 1 è ñâîéñòâî
èíâàðèàíòíîñòè íåñîáñòâåííîãî èíòåãðàëà Ëåáåãà îòíîñèòåëüíî ñäâèãà∫ ∞

0

f(xu a) dx =

∫ ∞
0

f(x) dx.

Èç èíâàðèàíòíîñòè èíòåãðàëà ïðèìåíåíèåì òåîðåìû Ôóáèíè ïîëó÷à-
åì ñëåäóùåå ñâîéñòâî äâîè÷íîé ñâåðòêè:

åñëè f, g ∈ L[0,∞), òî f ∗ g ∈ L[0,∞) è

‖f ∗ g‖1 ≤ ‖f‖1 · ‖g‖1.

Äîêàçàòåëüñòâî ñâîéñòâ ïðåîáðàçîâàíèÿ Óîëøà.
1. Óòâåðæäåíèå âûòåêàåò èç ëèíåéíîñòè íåñîáñòâåííîãî èíòåãðàëà.
2. Ïðè ëþáûõ ôèêñèðîâàííûõ a, y ∈ [0,∞) èìååì

F[fa](y) =

∫ ∞
0

f(xu a)W (x, y) dx =

∫ ∞
0

f(xu a)W (xu a, y) dx W (a, y).

3. Àíàëîãè÷íî

F[f ·W (·, a)](y) =

∫ ∞
0

f(x)W (x, a)W (x, y) dx = F[f ](au y).

4. Ó÷èòûâàÿ òî, ÷òî
∫∞

0

∫∞
0 |f(xu t)||g(t)| dt|W (x, y)|dx <∞, ïî òåî-

ðåìå Ôóáèíè èìååì∫ ∞
0

∫ ∞
0

f(xut)g(t)dtW (x, y)dx =

∫ ∞
0

∫ ∞
0

f(xut)W (xut, y)dxW (t, y)g(t)dt.

Ïî èíâàðèàíòíîñòè èíòåãðàëà îòíîñèòåëüíî ñäâèãà F[f ∗ g] = F[f ]F[g].
5. Ïðèâåäåì ôîðìàëüíîå äîêàçàòåëüñòâî ñâîéñòâà â ïðåäïîëîæåíèè,

÷òî âñå âñòðå÷àþùèåñÿ ôóíêöèè ñóììèðóåìû è âîññòàíàâëèâàþòñÿ äâó-
êðàòíûì ïðèìåíåíèåì ïðåîáðàçîâàíèÿ Óîëøà. Ïðèìåíèì ïðåîáðàçîâà-
íèå Óîëøà ê îáåèì ÷àñòÿì â ñâîéñòâå 4, ïîìåíÿâ ëåâóþ è ïðàâóþ ÷àñòè

F[F[f ] · F[g]] = F2[f ∗ g] = f ∗ g = F2[f ] ∗ F2[g].

Âçÿâ çà èñõîäíûå ôóíêöèè F[f ] è F[g], ïîëó÷èì ñâîéñòâî 5.
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6. Åñëè g(x) =
√

2 · f(2x), òî F[g](y) =

=
√

2

∫ ∞
0

f(2x)W (x, y) dx =

√
2

2

∫ ∞
0

f(2x)W (2x,
y

2
) d(2x) =

√
2

2
F[f ](

y

2
).

7. Äîêàçàíî â òåîðåìå 2. ×àñòíûå ñëó÷àè (îòäåëüíûå èç êîòîðûõ óæå
äîêàçàíû) ïðåäëàãàåòñÿ ðàññìîòðåòü ñàìîñòîÿòåëüíî.

8. Ïåðâîå ïðåäñòàâëåíèå äîêàçûâàåòñÿ ïî òåîðåìå Ôóáèíè. Âòîðîå
ïðåäñòàâëåíèå ñëåäóåò èç îáîáùåííîãî ðàâåíñòâà Ïëàíøåðåëÿ, êîòîðîå
áóäåò äîêàçàíî (óòâåðæäåíèå 7) â ñëåäóþùåì ïàðàãðàôå. Äëÿ åãî âûïîë-
íåíèÿ íóæíî ïîòðåáîâàòü ñóììèðóåìîñòü ôóíêöèè â êâàäðàòå. Òàê êàê
ôóíêöèþ f(x) ðàññìàòðèâàåì íà êîíå÷íîì èíòåðâàëå, òî èç ñóììèðóå-
ìîñòè ôóíêöèè ñëåäóåò ñóììèðóåìîñòü â êâàäðàòå. Åñëè â óòâåðæäåíèå
7 â êà÷åñòâå ôóíêöèè g(x) âîçüìåì õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ ôóíêöèþ èí-
òåðâàëà èíòåãðèðîâàíèÿ, òî è ïîëó÷èì âòîðîå ïðåäñòàâëåíèå.

Åñëè t ∈ [0, 1), òî ôóíêöèþ f(x) ñ÷èòàåì ðàâíîé 0 ïðè x ≥ 1. Èíòå-

ãðàë
∞∫
0

F[f ](x)D(x; t) dx ðàçîáüåì íà ñóììó ïî öåëî÷èñëåííûì ó÷àñòêàì

è ïðèìåíèì ñâîéñòâî 7à. Ïîëó÷èì∫ t

0

f(x) dx =
∞∑
i=0

ci[f ]

∫ i+1

i

D(x; t) dx.

Óäîáíåå èñïîëüçîâàòü áîëåå êîìïàêòíóþ çàïèñü â âèäå ñêàëÿðíîãî
ïðîèçâåäåíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé f̂ (êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå-Óîëøà ôóíê-
öèè f) è D̃t, êîîðäèíàòû êîòîðîé ðàâíû

∫ i+1

i D(x; t) dx.

Ïðè ôèêñèðîâàííîì t ∈ [0, 1) ïî (7) èìååì D(x; t) =
∫ t

0 w[x](z) dz, òî
åñòü ÿäðî D(x; t) ïîñòîÿííî ïðè x ∈ [i, i+ 1). Ñëåäîâàòåëüíî, ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü D̃t, êîîðäèíàòû êîòîðîé ðàâíû

∫ i+1

i D(x; t)dx, åñòü ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü çíà÷åíèé D(x; t) ïî öåëî÷èñëåííûì èíòåðâàëàì. Åñëè t = k

2m ,

ãäå k < 2m, òî ïî ëåììå 10.3 ïîñëåäîâàòåëüíîñòü D̃t ôèíèòíàÿ è íàçûâà-
åòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ äðîáíûõ ÿäåð Äèðèõëå ( îáîçíà÷àåòñÿ D̃ k

2m
),

÷òî ëåãêî ïîêàçàòü è íåïîñðåäñòâåííî∫ i+1

i

D(x;
k

2m
) dx =

1

2m

∫ i+1

i

D(
x

2m
; k) dx =

1

2m
Dk(

i

2m
),

ïðåäñòàâèâ ÷åðåç ÿäðî Äèðèõëå ñèñòåìû Óîëøà. Îïðåäåëåíèå äðîáíûõ
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ÿäåð Äèðèõëå ïðèâåäåíî â ñëåäñòâèè ëåììû 10.12, ñîãëàñíî êîòîðîìó

1

2m
Dk(

i

2m
) = D k

2m
(i).

9. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñóììèðóåìîñòè ôóíêöèè F[f ] äîñòàòî÷íî óñòà-
íîâèòü ñóùåñòâîâàíèå êîíå÷íîãî ïðåäåëà

lim
m→∞

∫ 2m

0

F[f ](y) dy.

Ïðèìåíèì ï. 8 è îáîáùåííóþ ëåììó Ïýëè∫ 2m

0

F[f ](y) dy =

∫ ∞
0

f(x)D(x; 2m) dx = 2m
∫ 2−m

0

f(x) dx.

Ïåðåéäåì ê ïðåäåëó ïðèm→∞, ó÷òÿ w-íåïðåðûâíîñòü â íóëå ôóíêöèè,∫∞
0 F[f ](y) dy = f(0).
Âîçìîæíîñòü ïðåäñòàâëåíèÿ

f(x0) = lim
m→∞

∫ 2m

0

F[f ](y)W (x0, y) dy

â äâîè÷íûõ òî÷êàõ Ëåáåãà óñòàíîâëåíà âûøå. Ñóììèðóåìîñòü F[f ] îáåñ-
ïå÷èâàåò ïðîèçâîëüíóþ ìàëîñòü îñòàòêà

∫∞
2m F[f ](y)W (x0, y) dy è ñïðà-

âåäëèâîñòü ôîðìóëû îáðàùåíèÿ f(x0) =
∫∞

0 F[f ](y)W (x0, y) dy.
Îïðåäåëåíèå 3. Ââåäåì ôóíêöèè Ψk,n êàê ñäâèã ôóíêöèè Óîëøà ñ

íîìåðîì n ñ íà÷àëüíîãî èíòåðâàëà [0, 1) íà öåëî÷èñëåííûé èíòåðâàë ñ
íîìåðîì k:

Ψk,n(x) = wn({x}) · λk(x),

ãäå λk(x) îïðåäåëåíà ôîðìóëîé (10).
Îáðàùàåì âíèìàíèå íà òî, ÷òî ïåðâûé èíäåêñ åñòü íîìåð èíòåðâàëà,

à âòîðîé èíäåêñ � íîìåð ôóíêöèè Óîëøà.
Ïðè äîêàçàòåëüñòâå ñëåäóþùèõ ëåìì (÷òîáû èçáåãàòü îáîçíà÷åíèé

wn({x})) ôóíêöèè Óîëøà wn(x), êîòîðûå èçíà÷àëüíî îïðåäåëÿëèñü êàê
ôóíêöèè òîëüêî íà èíòåðâàëå [0, 1), áóäåì ñ÷èòàòü ïåðèîäè÷åñêè ñ ïåðè-
îäîì 1 ïðîäîëæåííûìè íà ïîëóîñü.
Ëåììà 11. Ïðåîáðàçîâàíèå Óîëøà ìåíÿåò ìåñòàìè èíäåêñû ôóíê-

öèè ïñè
F[Ψk,n](x) = Ψn,k(x).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Âû÷èñëèì F[Ψk,n](x) =
∫∞

0 Ψk,n(t)W (t, x) dt =

=

∫ k+1

k

wn(t)W (t, x)dt =

∫ k+1

k

wn(t)w[x](t)dtwk(x) =

∫ 1

0

wnu[x](t)dtwk(x).

Çíà÷èò, F[Ψk,n](x) = λn(x)wk(x) = Ψn,k(x). �
Äëÿ n ∈ N0 ââåäåì ôóíêöèè

ϕn(x) =

{
2n , åñëè x ∈ [0, 2−n),

0 , åñëè x ∈ [2−n,∞),
ϕ−n(x) =

{
1 , åñëè x ∈ [0, 2n),

0 , åñëè x ∈ [2n,∞).

Óòâåðæäåíèå 5. Èìåþò ìåñòî ñîîòíîøåíèÿ

F[ϕn] = ϕ−n, F[ϕ−n] = ϕn.

Ëåììà 12. Ñâåðòêà äâóõ ôóíêöèé ïñè ðàâíà íóëþ, åñëè íîìåðà
ôóíêöèé Óîëøà ðàçëè÷íû, èëè ôóíêöèè ïñè ñ òåì æå íîìåðîì ôóíê-
öèè Óîëøà, ÷òî ó îáåèõ ôóíêöèé, à èìåííî

Ψk,n ∗Ψi,j =

{
0 , åñëè n 6= j,

Ψkui,n , åñëè n = j.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âû÷èñëèì ñâåðòêó∫ ∞
0

Ψk,n(tux)Ψi,j(t)dt =
∞∑
l=0

∫ l+1

l

λk([tux])λi([t])wn({t})wn({x})wj({t})dt.

Åñòåñòâåííî îñòàåòñÿ îäíî ñëàãàåìîå ïðè l = i. Ïðèìåíèì ëåììó î ñäâèãå
(óïðàæíåíèå 9 â ãë. 13), ñîãëàñíî êîòîðîé èç óñëîâèé t ∈ ∆l

0, xu t ∈ ∆k
0

ñëåäóåò x ∈ ∆kui
0 . Ïîýòîìó

Ψk,n ∗Ψi,j(x) = λkui(x)

∫ 1

0

wnuj(t) dt wn({x}).

Îòñþäà âûòåêàåò óòâåðæäåíèå ëåììû. �
Ïðèâåäåì ïîäðîáíîå äîêàçàòåëüñòâî ñâîéñòâà 5 â íàèáîëåå ïðîñòîì

ñëó÷àå ôèíèòíûõ ñòóïåí÷àòûõ ôóíêöèé.
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Óòâåðæäåíèå 6. Åñëè f, g ∈ Λn, òî f · g , f ∗ g ∈ Λn.
Åñëè f, g ∈ Υn, òî f · g , f ∗ g ∈ Υn.
Åñëè f, g ∈ Λn∩Υm, òî F[f ] , F[g] , F[f ·g] , F[f ]∗F[g] ∈ Υn∩Λm. Ïðè÷åì
F[f · g] = F[f ] ∗ F[g].

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïåðâûå äâà ïðåäëîæåíèÿ ëåãêî ïðîâåðÿþòñÿ, à òðå-
òüå âûòåêàåò èç òåîðåìû 2. Äîêàæåì ðàâåíñòâî. Òàê êàê f ∈ Λn ∩ Υm,
òî

f(x) =
2m−1∑
k=0

2n−1∑
j=0

akjΨk,j(x),

ãäå

akj =

∫ k+1

k

f({x})wj({x})dx =

∫ ∞
0

f(x)Ψk,j(x)dx (12)

� êîýôôèöèåíòû Ôóðüå îò ñäâèãà ôóíêöèè ïî ñèñòåìå Óîëøà èëè íà
[0,∞) êîýôôèöèåíòû Ôóðüå ïî ñèñòåìå {Ψk,j(x)}. Àíàëîãè÷íî ðàçëîæèì
g(x) =

∑2m−1
k=0

∑2n−1
j=0 bkjΨk,j(x). Òîãäà

f(x) · g(x) =
2m−1∑
k=0

λk(x)
(2n−1∑
j=0

akjwj(x) ·
2n−1∑
i=0

bkiwi(x)
)

=

=
2m−1∑
k=0

2n−1∑
l=0

(2n−1∑
j=0

akjbkjul

)
λk(x)wl(x) =

2m−1∑
k=0

2n−1∑
l=0

cklΨk,l(x),

ãäå

ckl =
2n−1∑
j=0

akjbkjul. (13)

Ïî ëåììå 11 ïîëó÷àåì

F[f ](x) =
2n−1∑
j=0

2m−1∑
k=0

akjΨj,k(x), F[g](x) =
2n−1∑
j=0

2m−1∑
k=0

bkjΨj,k(x),

F[f · g](x) =
2n−1∑
l=0

2m−1∑
k=0

cklΨl,k(x). (14)

Â âûðàæåíèè

F[f ] ∗ F[g] =
(2n−1∑
j=0

2m−1∑
k=0

akjΨj,k

)
∗
(2n−1∑
i=0

2m−1∑
k=0

bkiΨi,k

)
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âîñïîëüçóåìñÿ ëèíåéíîñòüþ ñâåðòêè è ëåììîé 12, ñîãëàñíî êîòîðîé îñòà-
þòñÿ òîëüêî ñëàãàåìûå ñ ñîâïàäàþùèìè èíäåêñàìè k:

F[f ] ∗ F[g] =
2m−1∑
k=0

2n−1∑
j=0

2n−1∑
i=0

akjbkiΨjui,k.

Ïîëàãàÿ j u i = l, ïîëó÷àåì i = j u l è îðãàíèçóåì ñóììèðîâàíèå ïî
äèàãîíàëè â äâîéíîé ñóììå

F[f ] ∗ F[g] =
2m−1∑
k=0

2n−1∑
l=0

(2n−1∑
j=0

akjbkjul

)
Ψl,k.

Ñðàâíèâàÿ ñ (13) è (14), ïîëó÷àåì, ÷òî F[f · g] = F[f ] ∗ F[g]. �

15.6 Ïðåîáðàçîâàíèå Óîëøà â L2

Åñëè f /∈ L[0,∞), òî ôîðìóëà (5) äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ
Óîëøà íå ðàáîòàåò. Îñíîâó L2�òåîðèè êëàññè÷åñêîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôó-
ðüå ñîñòàâëÿåò òåîðåìà Ïëàíøåðåëÿ, àíàëîã êîòîðîé èìååò ìåñòî è äëÿ
ïðåîáðàçîâàíèÿ Óîëøà.
Òåîðåìà 6. Åñëè f ∈ L2[0,∞), òî: 1) äëÿ ëþáîãî N > 0 ôóíêöèÿ

FN(y) =

∫ N

0

f(x)W (x, y)dx (15)

ïðèíàäëåæèò êëàññó L2[0,∞),
2) ñóùåñòâóåò F ∈ L2[0,∞) òàêàÿ, ÷òî

lim
N→∞

‖FN − F‖2 = lim
N→∞

( ∞∫
0

(FN(y)− F (y))2dy
)1/2

= 0. (16)

Ïðè÷åì èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî Ïëàíøåðåëÿ∫ ∞
0

(F (x))2dx =

∫ ∞
0

(f(x))2dx. (17)
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Ôóíêöèÿ F (y) èç ýòîé òåîðåìû (êîòîðóþ äîêàæåì ïîçäíåå) è ñëóæèò
îïðåäåëåíèåì ïðåîáðàçîâàíèÿ Óîëøà â L2. Îáîñíîâàíèåì ýòîãî çàìå÷à-
íèÿ ñëóæèò

Òåîðåìà 7. Åñëè f ∈ L[0,∞) ∩ L2[0,∞), òî F[f ](y) = F (y) äëÿ
ïî÷òè âñåõ y.

Äîêàçàòåëüñòâî âûòåêàåò èç òåîðåì 6 è 8 ññûëêîé íà ñâîéñòâî 8.
Ìîæíî ïðåäëîæèòü è íåïîñðåäñòâåííîå äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 7.

Äëÿ f ∈ L2[0,∞) ôîðìóëû (15) è (16) ìîæíî çàïèñàòü êîðî÷å

F[f ](y) = F (y) = lim
N→∞

(2)

∫ N

0

f(x)W (x, y)dx.

Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ f ∈ L2[0,∞) ìîæíî ïðåäëîæèòü è äðóãèå ôîðìû
çàïèñè îïåðàòîðà ïðåîáðàçîâàíèÿ Óîëøà.

Ëåììà 13. Ñèñòåìà ôóíêöèé {Ψk,n(x)}∞k,n=0 ÿâëÿåòñÿ ïîëíîé îðòî-
íîðìèðîâàííîé â L2[0,∞) ñèñòåìîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîâåðèì îðòîíîðìèðîâàííîñòü ñèñòåìû

(Ψk,n,Ψl,m) =

∫ ∞
0

λk(x)λl(x)wn(x)wm(x)dx = δklδnm.

Ïîëíîòà äàííîé ñèñòåìû â L2[0,∞) âûòåêàåò èç ïîëíîòû ñèñòåìû
Óîëøà â L2[0, 1) ïðîâåðêîé íà êàæäîì öåëî÷èñëåííîì èíòåðâàëå.

Òåîðåìà 8. Ñëåäóþùèå òðè ñïîñîáà îïðåäåëåíèÿ îïåðàòîðà ïðåîáðà-
çîâàíèÿ Óîëøà, äåéñòâóþùåãî èç L2[0,∞) â L2[0,∞), ýêâèâàëåíòíû.

À. F[f ](y) = lim
N→∞

(2)
∫ N

0 f(x)W (x, y)dx.

Á. Ïî÷òè âñþäó F[f ](y) = d
dy

∫∞
0 f(x)D(x; y)dx.

Â. F[f ](y) =
∑∞

k=0

∑∞
n=0 aknΨn,k(y);

ãäå akn åñòü âû÷èñëåííûå ïî ôîðìóëå (12) êîýôôèöèåíòû Ôóðüå ôóíê-
öèè f(x) ïî ñèñòåìå {Ψk,n(x)}∞k,n=0; ñõîäèìîñòü ðÿäà ðàññìàòðèâàåòñÿ
ïî íîðìå ïðîñòðàíñòâà L2[0,∞), â ñèëó ÷åãî íå çàâèñèò îò ïîðÿäêà
ñëàãàåìûõ.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåì 6 è 8. Åñëè f ∈ L2[0,∞), òî

f(x) =
∞∑

k,n=0

aknΨk,n(x), (18)
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ãäå êîýôôèöèåíòû Ôóðüå akn âû÷èñëåíû ïî ôîðìóëå (12), ñîêðàùåííàÿ
ôîðìà çàïèñè êîòîðîé akn = (f,Ψk,n). Ïðèìåíèì ðàâåíñòâî Ïàðñåâàëÿ
íà êàæäîì öåëî÷èñëåííîì èíòåðâàëå

‖f‖2
2 =

∫ ∞
0

(f(x))2dx =
∞∑
k=0

∫ k+1

k

(f(x))2dx =
∞∑

k,n=0

a2
kn. (19)

Ïðè÷åì ñëàãàåìûå ïîñëåäíåãî ðÿäà ìîæíî ïåðåñòàâëÿòü â ëþáîì ïîðÿä-
êå.

Íå íàðóøàÿ îáùíîñòè, áóäåì ïîëàãàòü â (15) ÷èñëî N íàòóðàëüíûì.
Äåéñòâèòåëüíî, åñëè α < 1 è

FN+α(y) = FN(y) +

∫ N+α

N

f(x)W (x, y)dx = FN(y) +GN,α(y),

òî ïðèìåíÿÿ ñâîéñòâî 7â ê ôóíêöèè, ðàâíîé ïðîèçâåäåíèþ f(x) è õàðàê-
òåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèè èíòåðâàëà [N,N + α), ïîëó÷àåì ïî ðàâåíñòâó
Ïàðñåâàëÿ îöåíêó

‖GN,α‖2
L2[0,∞) = ‖f‖2

L2[N,N+α) ≤ ‖f‖2
L2[N,N+1) =

∞∑
n=0

a2
Nn.

Ïî òåîðåìå 2 ôóíêöèÿ FN(y) ñòóïåí÷àòàÿ. Ðàññìàòðèâàÿ åå ïî îòäåëü-
íûì öåëî÷èñëåííûì ó÷àñòêàì, ïîëó÷àåì

FN(y) =
N−1∑
k=0

∞∑
n=0

aknΨn,k(y).

Êâàäðàò íîðìû ýòîé ôóíêöèè ðàâåí

‖FN‖2
2 =

N−1∑
k=0

∞∑
n=0

a2
kn <∞.

Àíàëîãè÷íî ïîëó÷àåì

‖FM − FN‖2
2 =

M−1∑
k=N

∞∑
n=0

a2
kn =

∫ M

N

(f(x))2dx.

Èç óñëîâèÿ f ∈ L2[0,∞) âûòåêàåò, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {FN} ôóíäà-
ìåíòàëüíà â ïðîñòðàíñòâå L2[0,∞). Â ñèëó ïîëíîòû ïðîñòðàíñòâà L2[0,∞)
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äåëàåòñÿ âûâîä î ñóùåñòâîâàíèè ïðåäåëüíîãî ýëåìåíòà F ∈ L2[0,∞), â
êà÷åñòâå êîòîðîãî ìîæíî âçÿòü ôóíêöèþ

G(y) =
∞∑
k=0

∞∑
n=0

aknΨn,k(y).

Áëèçîñòü ôóíêöèé G(y) è FN(y) ïðîâåðÿåòñÿ ïî èíòåðâàëàì

‖G− FN‖2
L2[0,∞) =

∞∑
n=0

∫ n+1

n

(G(y)− FN(y))2dy =
∞∑
n=0

∞∑
k=N+1

a2
kn,

ñðàâíèâàÿ ïîñëåäíåå âûðàæåíèå ñ ðÿäîì (19) êàê ïîâòîðíûì ðÿäîì ñ
âíåøíèì ñóììèðîâàíèåì ïî k.

Èòàê, óñòàíîâèëè, ÷òî â òåîðåìå 8 ïï. À è Â âûòåêàþò îäèí èç äðóãîãî,
à â òåîðåìå 6 âåðíî (16). Îòñþäà òàêæå ñëåäóåò (17):

‖F‖2 = ‖G‖2 =
∞∑

k,n=0

a2
kn = ‖f‖2.

Äàëåå èç òåîðåìû Ïëàíøåðåëÿ ïîëó÷èì ïóíêò Á òåîðåìû 8. Íà êî-
íå÷íîì èíòåðâàëå äëÿ ôóíêöèè èç (15) ôîðìóëà Ôóáèíè äàåò∫ y

0

FN(t) dt =

∫ N

0

(f(x)

∫ y

0

W (x, t) dt) dx =

∫ N

0

f(x)D(x; y) dx.

Ïðèìåíèì íåðàâåíñòâî Ãåëüäåðà, ñ÷èòàÿ îäíó èç ôóíêöèé ðàâíîé 1:∫ y

0

|F (t)− FN(t)| dt ≤ ‖F − FN‖L2[0,y) ·
√
y.

Ñîãëàñíî (16) ïðèN →∞ äàííîå âûðàæåíèå ñòðåìèòñÿ ê íóëþ. Ïîýòîìó∫ y

0

F (t) dt = lim
N→∞

∫ y

0

FN(t) dt = lim
N→∞

∫ N

0

f(x)D(x; y) dx.

Óñòàíîâèëè, ÷òî äëÿ âñåõ y âåðíî∫ y

0

F (t) dt =

∫ ∞
0

f(x)D(x; y) dx.

Ñëåäîâàòåëüíî, ïî÷òè âñþäó

F (y) =
d

dy

∫ ∞
0

f(x)D(x; y) dx.
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Ïóñòü âûïîëíåí ïóíêò Á òåîðåìû 8. Çàìåòèì, ÷òî óòâåðæäåíèå îá
àáñîëþòíîé íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè Φ(y) =

∫∞
0 f(x)D(x; y)dx ëåãêî äî-

êàçûâàåòñÿ. Îïèðàåòñÿ ýòî äîêàçàòåëüñòâî íà ñëåäóþùóþ îöåíêó, óñòà-
íîâëåííóþ ñ ïîìîùüþ íåðàâåíñòâà Ãåëüäåðà∣∣∣∣∫ ∞

0

f(x)(D(x; y1)−D(x; y))dx

∣∣∣∣ ≤ ‖f‖2‖D(·; y1)−D(·; y)‖2 = ‖f‖2

√
y1 − y.

Ïîýòîìó ïðè óñëîâèè, ÷òî ñóììàðíàÿ äëèíà èíòåðâàëîâ ïî îñè Oy íå
ïðåâîñõîäèò δ (

∑n
k=1 |∆yk| < δ) ñóììàðíîå ïðèðàùåíèå íå ïðåâîñõîäèò

íàïåðåä çàäàííîå ε > 0 (
∑n

k=1 |∆Φk| < ‖f‖2

√
δ = ε).

Çíà÷èò ôóíêöèþ Φ(y) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå èíòåãðàëà îò íåêî-
òîðîé ëîêàëüíî ñóììèðóåìîé ôóíêöèè F (t):

Φ(y) =

∫ y

0

F (t)dt.

Ñëåäîâàòåëüíî ýòó ôóíêöèþ F (t) íà êàæäîì öåëî÷èñëåííîì èíòåðâàëå
ìîæíî ðàçëîæèòü â ðÿä ïî ñèñòåìå Óîëøà, ïðè ýòîì ïîëó÷èì ðàçëîæåíèå
åå ïî ñèñòåìå {Ψn,k(t)}∞n,k=0:

F (t) =
∞∑
n=0

∞∑
k=0

dknΨn,k(t), (20)

ãäå èíäåêñû ó êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå ñïåöèàëüíî âçÿëè â îáðàòíîì ïî-
ðÿäêå. Ìåòîäîì ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè ïîêàæåì, ÷òî êîýôôèöèåíòû
dkn ñîâïàäàþò ñ êîýôôèöèåíòàìè akn, âû÷èñëåííûìè ïî ôîðìóëå (12).

Â ðàâåíñòâî ∫ y

0

F (t) dt =

∫ ∞
0

f(x)D(x; y) dx,

ãäå ôóíêöèè f(x) è F (t) ïðåäñòàâëåíû ôîðìóëàìè (18) è (20), ïîäñòàâ-
ëÿåì ïîî÷åðåäíî ðàçëè÷íûå y. Ñíà÷àëà ïîäñòàâëÿåì âñå íàòóðàëüíûå
÷èñëà â êà÷åñòâå y. Òàê êàê∫ n+1

0

F (t) dt = d00 + d01 + . . .+ d0n,∫ ∞
0

f(x)D(x;n+ 1) dx =

∫ 1

0

f(x)Dn+1(x) dx = a00 + a01 + . . .+ a0n,
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òî ðàâåíñòâî d0n = a0n äëÿ âñåõ n ñ÷èòàåì äîêàçàííûì.
Íà ñëåäóþùåì øàãå â êà÷åñòâå y ïîäñòàâëÿåì ÷èñëà 2n−1

2 äëÿ ïîñëå-
äîâàòåëüíûõ íàòóðàëüíûõ n. Ïîëó÷àåì, ñ îäíîé ñòîðîíû,∫ n+ 1

2

n

F (t) dt =

∫ n+ 1
2

n

(d0nΨn,0(x) + d1nΨn,1(x)) dx =
1

2
(d0n + d1n),

è, ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïî ôîðìóëå (7)∫ ∞
0

f(x)(D(x;n+
1

2
)−D(x;n)) dx =

1

2

∫ 2

0

f(x)wn(x)dx =
1

2
(a0n + a1n).

Ðàâåíñòâî d1n = a1n äëÿ âñåõ n ñ÷èòàåì äîêàçàííûì.
Íà ñëåäóþùåì øàãå â êà÷åñòâå y ïîäñòàâëÿåì ÷èñëà 2n−1

4 äëÿ ïîñëå-
äîâàòåëüíûõ íàòóðàëüíûõ n. Ïîëó÷àåì, ñ îäíîé ñòîðîíû,∫ n+ 1

4

n

F (t) dt =
1

4
(d0n + d1n + d2n + d3n),

∫ n+ 3
4

n

F (t) dt =
1

4
(3d0n + d1n + d2n − d3n),

è, ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïî ôîðìóëå (7)∫ ∞
0

f(x)(D(x;n+
1

4
)−D(x;n)) dx =

1

4

∫ 4

0

f(x)wn(x) dx =

=
1

4
(a0n + a1n + a2n + a3n),∫ ∞

0

f(x)(D(x;n+
3

4
)−D(x;n)) dx =

1

4
(3a0n + a1n + a2n − a3n).

Ðàâåíñòâà d2n = a2n è d3n = a3n äëÿ âñåõ n ñ÷èòàåì äîêàçàííûìè.
Åñëè ê ýòèì óðàâíåíèÿì äîáàâèòü ðàíåå ðàññìîòðåííûå, òî äëÿ êàæ-

äîãî íàòóðàëüíîãî n ïîëó÷àëè ñèñòåìó óðàâíåíèéD·d = D·a ñ ìàòðèöåé
äðîáíûõ ÿäåð Äèðèõëå âòîðîãî óðîâíÿ

D =
1

4


1 1 1 1
2 2 0 0
3 1 1 −1
4 0 0 0
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ñ èçâåñòíûì âåêòîðîì a = (a0n a1n a2n a3n)
T è íåèçâåñòíûì âåêòîðîì

d = (d0n d1n d2n d3n)
T .

Ïðîäîëæàåì ýòîò ïðîöåññ, íà êàæäîì ñëåäóþùåì øàãå â êà÷åñòâå y
ïîäñòàâëÿÿ äðîáè ñ î÷åðåäíûì íå÷åòíûì ÷èñëîì â ÷èñëèòåëå è ñëåäóþ-
ùåé ñòåïåíüþ äâîéêè â çíàìåíàòåëå. Äîáàâëÿÿ ê ýòèì óðàâíåíèÿì ðàíåå
ðàññìîòðåííûå, ïîëó÷àåì äëÿ êàæäîãî íàòóðàëüíîãî n ñèñòåìó óðàâíå-
íèé D ·d = D ·a ñ ìàòðèöåé äðîáíûõ ÿäåð Äèðèõëå ñëåäóþùåãî óðîâíÿ è
ñ â äâà ðàçà áîëüøèìè âåêòîðàìè a è d. Íåâûðîæäåííîñòü ìàòðèö äðîá-
íûõ ÿäåð Äèðèõëå îáåñïå÷èâàåò åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ dkn = akn äëÿ
âñåõ k, n.

Áîëåå ïîäðîáíî èíäóêòèâíûé ïåðåõîä âûãëÿäèò òàê. Äëÿ âñåõ n ∈ N0

ðàññìîòðèì ñèñòåìó (k = 1, 2, . . . , 2m) ðàâåíñòâ∫ n+ k
2m

n

F (t) dt =

∫ ∞
0

f(x)(D(x;n+
k

2m
)−D(x;n)) dx.

Ïîäñòàâèì (20) â âûðàæåíèå ñëåâà è ïî ëåììå 10.3 ïîëó÷èì∫ n+ k
2m

n

∞∑
i=0

dinwi({x}) dx =
2m−1∑
i=0

din

∫ k
2m

0

wi(x) dx.

Ëåììó 7 â âèäå

D(x;n+
k

2m
)−D(x;n) =

1

2m

(
D(

x

2m
; 2mn+ k)−D(

x

2m
; 2mn)

)
ïîäñòàâèì â âûðàæåíèå ñïðàâà, ïî ñëåäñòâèþ ëåììû 5 ïåðåéäåì ê ÿäðàì
Äèðèõëå, ïðèìåíèì ñëåäñòâèå ëåììû Ïýëè (ëåììû 10.8) è ëåììó 10.11
÷òîáû ïîëó÷èòü∫ 2m

0

f(x)2−mw2mn(
x

2m
)Dk(

x

2m
)dx =

2m−1∑
i=0

(∫ i+1

i

f(x)wn(x) dx

)
1

2m
Dk(

i

2m
),

êóäà ïîäñòàâèì (18).
Ìàòðèöåé äðîáíûõ ÿäåð Äèðèõëå Dm íàçîâåì ìàòðèöó ñ ýëåìåíòàìè∫ k

2m

0 wi(x) dx â k-é ñòðîêå i-ì ñòîëáöå. Ïî ëåììå 6 è ñëåäñòâèþ ëåììû 7
ýòîò ýëåìåíò èìååò âèä D(i; k

2m ) = 1
2mDk(

i
2m ).

Èòàê, ñîñòàâèëè áåñêîíå÷íóþ (n ∈ N0) ñèñòåìó ìàòðè÷íûõ óðàâíåíèé
âèäà Dm ·d = Dm ·a, ãäå a = (a0na1n . . . a2m−1n)

T , d = (d0nd1n . . . d2m−1n)
T .

Îñòàëîñü ïðîâåðèòü íåâûðîæäåííîñòü Dm, ÷òî ñäåëàåì â ãë. 18.
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Ñ ó÷åòîì ïîñëåäíåãî çàìå÷àíèÿ ñ÷èòàåì òåîðåìó 8 äîêàçàííîé. �
Óòâåðæäåíèå 7. Åñëè f, g ∈ L2[0,∞), òî âåðíî îáîáùåííîå ðàâåí-

ñòâî Ïëàíøåðåëÿ∫ ∞
0

f(x) · g(x) dx =

∫ ∞
0

F[f ](x) · F[g](x) dx.

Òåîðåìà 9. Ïðîñòðàíñòâî L2[0,∞) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ïðÿ-
ìîé ñóììû äâóõ îðòîãîíàëüíûõ äîïîëíåíèé

L2[0,∞) = L+
2 [0,∞)⊕ L−2 [0,∞)

èíâàðèàíòíûõ îòíîñèòåëüíî îïåðàòîðà F ïðåîáðàçîâàíèÿ Óîëøà, äåé-
ñòâóþùåãî èç ïðîñòðàíñòâà L2[0,∞) â L2[0,∞) :
F[f ] = f äëÿ ëþáîé f ∈ L+

2 [0,∞) è F[f ] = −f äëÿ ëþáîé f ∈ L−2 [0,∞).
Ïðîñòðàíñòâî L+

2 [0,∞) åñòü îáðàç îïåðàòîðà (I+F), äåéñòâóþùåãî
èç L2[0,∞) â L2[0,∞), à ïðîñòðàíñòâî L−2 [0,∞) åñòü îáðàç îïåðàòîðà
(I − F) : L2[0,∞)→ L2[0,∞), ãäå I � òîæäåñòâåííûé îïåðàòîð.

Ñèñòåìà ôóíêöèé {Ψn,n,
1√
2
(Ψk,n+Ψn,k)}∞k,n=0(k<n) ÿâëÿåòñÿ îðòîíîð-

ìèðîâàííûì áàçèñîì â L+
2 [0,∞), à ñèñòåìà { 1√

2
(Ψk,n − Ψn,k)}∞k,n=0(k<n)

ÿâëÿåòñÿ îðòîíîðìèðîâàííûì áàçèñîì â L−2 [0,∞).
Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî ëåììå 11, èñïîëüçóÿ ðàçëîæåíèå (18), èìå-

åì F2[f ] = f äëÿ ëþáîé f ∈ L2[0,∞). Òîãäà

(I + F)oF[f ] = (F + F2)[f ] = (F + I)[f ],

(I − F)oF[f ] = (F− F2)[f ] = −(I − F)[f ].

Äëÿ ïðîèçâîëüíîé f ∈ L2 ïðåäñòàâèì f = f1 + f2, ãäå f1 = 1
2(f + F[f ]),

f2 = 1
2(f − F[f ]). Òîãäà F[f1] = f1 è F[f2] = −f2, à

4 · (f1, f2) = (f + F[f ], f − F[f ]) = f 2 − (F[f ])2 = 0.

Ñîãëàñíî ðàâåíñòâó Ïàðñåâàëÿ ïåðåõîä îò áåçóñëîâíîãî îðòîíîðìèðîâàí-
íîãî áàçèñà {Ψn,k}∞k,n=0 ïðîñòðàíñòâà L2[0,∞) ê áåçóñëîâíîìó îðòîíîð-
ìèðîâàííîìó áàçèñó

{Ψn,n,
1√
2

(Ψk,n + Ψn,k),
1√
2

(Ψk,n −Ψn,k)}∞k,n=0(k<n)
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î÷åâèäåí. Ïðîñòðàíñòâî L+
2 [0,∞) ÿâëÿåòñÿ çàìûêàíèåì ëèíåéíîé îáî-

ëî÷êè {Ψn,n,
1√
2
(Ψk,n+Ψn,k)}∞k,n=0(k<n), à ïðîñòðàíñòâî L

−
2 [0,∞) ÿâëÿåòñÿ

çàìûêàíèåì ëèíåéíîé îáîëî÷êè { 1√
2
(Ψk,n −Ψn,k)}∞k,n=0(k<n). �

Îïåðàòîðû P+ = 1
2(I + F), P− = 1

2(I − F) îñóùåñòâëÿþò îðòîãîíàëü-
íîå ïðîåêòèðîâàíèå L2[0,∞) íà ïîäïðîñòðàíñòâà L+

2 [0,∞) è L−2 [0,∞)
ñîîòâåòñòâåííî. À èìåííî, P 2

+ = P+ , P 2
− = P− , P+(P−) = 0 ,

kerP+ = ImP− = L2
−[0,∞), kerP− = ImP+ = L2

+[0,∞).

Â îáîçíà÷åíèÿõ ( ïðè (k < n) ) g+
kn = 1√

2
(Ψk,n + Ψn,k), g

+
nn = Ψn,n,

g−kn = 1√
2
(Ψk,n − Ψn,k) � äëÿ ôóíêöèé áàçèñà â L2[0,∞) èç ñîáñòâåííûõ

âåêòîðîâ, äåéñòâèÿ ïðîåêòîðîâ íàãëÿäíåå:

P+[g+
k,n] = g+

kn, P+[g−k,n] = 0,

P+[Ψk,n] = P+[Ψn,k] =
1√
2
g+
kn, P+[Ψn,n] = Ψn,n = g+

nn;

P−[g−k,n] = g−kn, P−[g+
k,n] = P−[Ψn,n] = 0, P−[Ψk,n] = −P−[Ψn,k] =

1√
2
g−kn.

15.7 Óïðàæíåíèÿ

1. Äîêàæèòå, ÷òî ïðåîáðàçîâàíèå Óîëøà F[f ](y) ñóììèðóåìîé ôóíê-
öèè f(x), ïîñòîÿííîé íà öåëî÷èñëåííûõ èíòåðâàëàõ [n, n+1), ðàâíî íóëþ
ïðè y ≥ 1.

2. Äîêàæèòå óòâåðæäåíèÿ 4 è 5.

3. Äëÿ ôóíêöèè f(x) = 1
n+1 ïðè x ∈ [n, n + 1), n ∈ N0, ïîêàæèòå,

÷òî f /∈ L[0,∞), F[f ](0) íå ñóùåñòâóåò, íî äëÿ ëþáîãî y > 0 ñóùåñòâóåò
F[f ](y) è F[f ] ∈ L[0,∞).

4. Âû÷èñëèòå ïðåîáðàçîâàíèå Óîëøà îò õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèè
èíòåðâàëà [0, t).

5. Âûðàçèòå ïðåîáðàçîâàíèå Óîëøà îò ôóíêöèè ñæàòîé â ÷åòûðå ðà-
çà ïî ôîðìóëå S2[f ](x) = 2f(4x) ÷åðåç ïðåîáðàçîâàíèå Óîëøà F[f ] îò
èñõîäíîé ôóíêöèè.
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6. Ïðîâåäèòå íåïîñðåäñòâåííîå âû÷èñëåíèå äâîè÷íûõ ñâåðòîê f ∗ f ,
g ∗ g, f ∗ g äëÿ ôóíêöèé

f(x) =

{
4 , åñëè x ∈ [0, 1/4),

0 , åñëè x ∈ [1/4,∞).
g(x) =


3 , åñëè x ∈ [0, 1/4),

1 , åñëè x ∈ [1/4, 3/4),

−1, åñëè x ∈ [3/4, 1),

0 , åñëè x ∈ [1,∞).

7. Íàðèñóéòå ãðàôèê ôóíêöèè D(x; 5/4) è âû÷èñëèòå ïðåîáðàçîâàíèå
Óîëøà îò íåå.

8. Èñïîëüçóÿ ñâîéñòâî 5, âû÷èñëèòå äâîè÷íóþ ñâåðòêó f ∗f äëÿ ôóíê-
öèè f(x) = D(x; k), k ∈ N. Âû÷èñëèòå äâîè÷íóþ ñâåðòêó äâóõ ðàçëè÷-
íûõ (çàäàííûõ ðàçíûìè k) ôóíêöèé óêàçàííîãî âèäà. Ìîæíî ëè k çàìå-
íèòü íà ïðîèçâîëüíîå äâîè÷íî-ðàöèîíàëüíîå (íà ïðîèçâîëüíîå äâîè÷íî-
èððàöèîíàëüíîå)?

9. Âûâåäèòå ñëåäóþùóþ ôîðìóëó äëÿ îáîáùåííîãî ÿäðà Äèðèõëå, ãäå
k, l,m ∈ N0, l < 2m:

D(x; k +
l

2m
) =


Dk(x) + l

2mwk(x), åñëè x ∈ [0, 1),

D(x; l
2m ) , åñëè x ∈ [1, 2m),

0 , åñëè x ∈ [2m,∞).

10. Âû÷èñëèòå ïðåîáðàçîâàíèå Óîëøà îò ôóíêöèé

f(x) =


3 , åñëè x ∈ [0, 1/2),

1 , åñëè x ∈ [1/2, 2),

0 , åñëè x ∈ [2,∞).

g(x) =

{
x , åñëè x ∈ [0, 1),

0 , åñëè x ∈ [1,∞).

11. Äîêàæèòå, ÷òî äâîè÷íàÿ ñâåðòêà f ∗ D(·; ξ) ðàâíà
∫ ξ

0 f(x u t) dx,
òî åñòü èíòåãðàëó îò ñäâèãà ôóíêöèè.



Ãëàâà 16

Ìóëüòèïëèêàòèâíîå ïðåîáðàçîâàíèå

Ôóðüå

16.1 Ïîñòðîåíèå ìóëüòèïëèêàòèâíîãî

ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå

Ìóëüòèïëèêàòèâíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ÿâëÿåòñÿ êîíòèíóàëüíûì
àíàëîãîì ðÿäà Ôóðüå ïî ñèñòåìå Âèëåíêèíà (ñì. 13.4). Îñíîâíûìè ÷àñò-
íûìè ñëó÷àÿìè ñèñòåìû Âèëåíêèíà ñëóæàò ñèñòåìà Óîëøà è ñèñòåìà
Êðåñòåíñîíà�Ëåâè, ñîîòâåòñòâåííî îñíîâíûìè ÷àñòíûìè ñëó÷àÿìè ìóëü-
òèïëèêàòèâíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå ÿâëÿþòñÿ ïðåîáðàçîâàíèå Óîëøà
(ñì. ãëàâó 15) è ïðåîáðàçîâàíèå Êðåñòåíñîíà�Ëåâè. Âûäåëåíèå ïðåîáðà-
çîâàíèÿ Êðåñòåíñîíà�Ëåâè êàê îòäåëüíîãî êëàññà íå àêòóàëüíî è ïðåä-
ñòàâëÿåò èíòåðåñ ëèøü ïðè èçó÷åíèè äèñêðåòíûõ ïðåîáðàçîâàíèé.

Ïóñòü p1, p2, . . . , pn, . . . � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü öåëûõ ïîëîæèòåëüíûõ
÷èñåë, pn ≥ 2. Ïóñòüm0 = 1 èmn = pnmn−1. Òîãäà ëþáîå äåéñòâèòåëüíîå
x ≥ 0 ìîæío ïðåäñòàâèòü â âèäå

x =
∞∑
k=1

x−kmk−1 +
∞∑
k=1

xk
mk

, (1)

ãäå

x−k ≡
[

x

mk−1

]
(mod pk) , xk ≡ [xmk] (mod pk) , 0 ≤ x−k, xk ≤ pk − 1,

[à] � åñòü öåëàÿ ÷àñòü ÷èñëà a, è ïåðâàÿ ñóììà â (1) ñîäåðæèò êîíå÷íîå
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÷èñëî ñëàãàåìûõ. Çàïèñûâàÿ àíàëîãè÷íî

y =
∞∑
k=1

y−kmk−1 +
∞∑
k=1

yk
mk

,

ââåäåì ãðóïïîâóþ îïåðàöèþ u êàê îïåðàöèþ ïîêîîðäèíàòíîãî ñëîæåíèÿ
ïî ñîîòâåòñòâóþùåìó ìîäóëþ

xuy =
∞∑
k=1

z−kmk−1+
∞∑
k=1

zk
mk

, zk ≡ xk+yk(mod pk), z−k ≡ x−k+y−k(mod pk),

è àíàëîãè÷íî îáðàòíóþ îïåðàöèþ −̇ ïîêîîðäèíàòíîãî âû÷èòàíèÿ. Îáîá-
ùåííûå ìóëüòèïëèêàòèâíûå ôóíêöèè χ(x, y) îïðåäåëèì ñ ïîìîùüþ ðà-
âåíñòâà

χ(x, y) = exp

(
2πi

∞∑
k=1

x−kyk + xky−k
pk

)
. (2)

Îïðåäåëåíèå 1.Ìóëüòèïëèêàòèâíûì ïðåîáðàçîâàíèåì Ôóðüåôóíê-
öèè f ∈ L[0,∞) íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ

F (y) =

∞∫
0

f(x) · χ(x, y)dx.

Çàìå÷àíèå. Äëÿ ïîëíîãî ñîîòâåòñòâèÿ ñèñòåìå Âèëåíêèíà â îïðåäå-
ëåíèè íóæíî áûëî ïîòðåáîâàòü ïðîñòîòó îáðàçóþùèõ ÷èñåë pn è ðàñ-
ñìàòðèâàòü àðãóìåíòû íå íà ïîëóîñè, à íà ìîäèôèöèðîâàííîé ïîëó-
îñè. Òî÷êè x > 0, äîïóñêàþùèå äâà ðàçëè÷íûõ (êîíå÷íîå è áåñêîíå÷-
íîå) ðàçëîæåíèÿ òèïà (1), íàçîâåì pk-ðàöèîíàëüíûìè. Î÷åâèäíî, ÷òî
ìíîæåñòâî òàêèõ òî÷åê ñ÷åòíî. Îñòàëüíûå òî÷êè x > 0 íàçîâåì pk-
èððàöèîíàëüíûìè. Ìîäèôèöèðîâàííàÿ ïîëóîñü ïîëó÷àåòñÿ â ðåçóëüòàòå
äîáàâëåíèÿ ê ïîëóîñè [0,∞) ñ÷åòíîãî ÷èñëà òî÷åê, â ðåçóëüòàòå ÷åãî êàæ-
äàÿ pk-ðàöèîíàëüíàÿ òî÷êà x çàìåíÿåòñÿ íà äâå òî÷êè x−0 (áåñêîíå÷íîå
ðàçëîæåíèå òî÷êè x) è x+0 (êîíå÷íîå ðàçëîæåíèå òî÷êè x). Òîãäà ìóëü-
òèïëèêàòèâíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê ïðåîáðàçîâà-
íèå Ôóðüå íà ïåðèîäè÷åñêîé íóëü-ìåðíîé ëîêàëüíî-êîìïàêòíîé àáåëåâîé
ãðóïïå (îïðåäåëåíèÿ ñì. â [2]). Ïðåäëîæåííûé çäåñü ïîäõîä ðàñøèðÿåò
âîçìîæíîñòè ïîñòðîåíèÿ äèñêðåòíûõ àíàëîãîâ, íî íå ïîçâîëÿåò áîëåå
ïîëíî èñïîëüçîâàòü ãðóïïîâûå ñâîéñòâà.
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Â [8, ñ. 33�36] ïðèâîäèòñÿ áîëåå îáùåå, ÷åì (2), îïðåäåëåíèå îáîá-
ùåííûõ ìóëüòèïëèêàòèâíûõ ôóíêöèé, ïðåäïîëàãàþùåå ñóùåñòâîâàíèå
äâóõ (âîçìîæíî ðàçëè÷íûõ) ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé P1 = {pn} è P2 = {p∗n}
îáðàçóþùèõ ÷èñåë, êàæäàÿ èç êîòîðûõ îïðåäåëÿåò ñâîþ ãðóïïîâóþ îïå-
ðàöèþ u è ñîîòâåòñòâóþùóþ åé ïåðèîäè÷åñêóþ ìóëüòèïëèêàòèâíóþ ñè-
ñòåìó ôóíêöèé {χ(i)

n (x)}∞n=0 (i = 1, 2), è ïîçâîëÿþùåå îïðåäåëèòü ÿäðî
ìóëüòèïëèêàòèâíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ êàê ñêðåùåííîå ïðîèçâåäåíèå äàí-
íûõ ñèñòåì

χ(x, y) = χ
(2)
[x] (y) · χ(1)

[y] (x).

Âîçìîæíû è äàëüíåéøèå îáîáùåíèÿ ïîíÿòèÿ ìóëüòèïëèêàòèâíîãî ïðå-
îáðàçîâàíèÿ Ôóðüå, íàïðèìåð ñ ÿäðîì â âèäå ñêðåùåííîãî ïðîèçâåäåíèÿ
ðåãóëÿðíûõ ëèíåéíûõ ïåðåñòàíîâîê. Îáîáùåíèå â äðóãîì íàïðàâëåíèè
ïðèâîäèò ê λ- ìóëüòèïëèêàòèâíûì ïðåîáðàçîâàíèÿì Ôóðüå.

Áóäåì èñïîëüçîâàòü äëÿ k-ãî èíòåðâàëà n-ãî (è (−n)-ãî) ðàíãà îáîçíà-
÷åíèå ∆k

n = [ k
mn
, k+1
mn

) (è ∆k
−n = [k ·mn, (k + 1) ·mn)), ãäå n, k ∈ N0. Åñëè

ïîëîæèì m−n = m−1
n , òî ôîðìóëà â ñêîáêàõ ñîâïàäàåò ñ òðàäèöèîííûì

îïðåäåëåíèåì. Èíòåðâàë n-ãî ðàíãà (n ∈ Z), ñîäåðæàùèé òî÷êó x, áóäåì
îáîçíà÷àòü ∆n(x).

Áîëüøèíñòâî ïðèâîäèìûõ íèæå óòâåðæäåíèé äîêàçûâàþòñÿ àíàëî-
ãè÷íî äîêàçàòåëüñòâàì, ïðèâåäåííûì â ïðåäûäóùåé ãëàâå.
Ëåììà 1 (ñâîéñòâà ÿäðà ). ßäðî χ(x, y) ÿâëÿåòñÿ:
1) ñèììåòðè÷íûì χ(x, y) = χ(y, x),
2) ìóëüòèïëèêàòèâíûì χ(xu y, z) = χ(x, z) · χ(y, z),
3) îáðàòèìûì (êîìïëåêñíî ñîïðÿæåííîå ñîâïàäàåò ñ îáðàòíûì)

χ(x, y) =
(
χ(x, y)

)−1
, χ(x

.
− y, z) = χ(x, z) · χ(y, z),

4) ñîâïàäàþùèì (â ñëó÷àå öåëîãî íåîòðèöàòåëüíîãî àðãóìåíòà, òî
åñòü x = n ∈ N0) ñ ôóíêöèåé Âèëåíêèíà

χ(n, y) = vn({y}),

5) ïðåäñòàâèìûì â âèäå ñêðåùåííîãî ïðîèçâåäåíèÿ ôóíêöèé Âèëåí-
êèíà íà ñåáÿ

χ(x, y) = v[x]({y}) · v[y]({x}),
6) ëîêàëüíî-íåéòðàëüíûì, îçíà÷àþùèì òî, ÷òî ïðè x ∈ ∆0

−n, h ∈ ∆0
n,

n ∈ N èìååì χ(x, h) = 1.
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Îïðåäåëåíèå w-íåïðåðûâíîé ôóíêöèè (ñì. 15.3) óòî÷íèì äëÿ íàøåãî
ñëó÷àÿ.
Îïðåäåëåíèå 2. Ôóíêöèþ f(x) íàçîâåì g-íåïðåðûâíîé â òî÷êå x0

(÷òî îáîçíà÷èì f ∈ Cg(x0)), åñëè äëÿ ëþáîãî ε > 0 íàéäåòñÿ òàêîå n ∈ N,
÷òî äëÿ âñåõ x ∈ ∆n(x0) âûïîëíåíî |f(x)− f(x0)| < ε.

Ôóíêöèþ f(x) íàçîâåì ðàâíîìåðíî g-íåïðåðûâíîé íà íåêîòîðîì ìíî-
æåñòâå E, åñëè äëÿ ëþáîãî çàäàííîãî ε > 0 ìîæíî óêàçàòü òàêîå n ∈ N,
÷òî äëÿ âñåõ x, y ∈ E òàêèõ, ÷òî x

.
− y ∈ ∆0

n âûïîëíåíî |f(x)− f(y)| < ε.
Â äàííîé ãëàâå ñèìâîëîì L∞[0,∞) áóäåì îáîçíà÷àòü ëèíåéíîå íîðìè-

ðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî îãðàíè÷åííûõ g-íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé, óáûâàþ-
ùèõ íà áåñêîíå÷íîñòè ê íóëþ, íîðìà êîòîðûõ âû÷èñëÿåòñÿ êàê ìàêñèìóì
ìîäóëÿ ôóíêöèè.

Â îïðåäåëåíèè 1 ïîñòðîåí îïåðàòîð F (òî åñòü F = F [f ]), äåéñòâó-
þùèé èç ïðîñòðàíñòâà L[0,∞) â ïðîñòðàíñòâî L∞[0,∞), ÷òî óòî÷íÿåò
ñëåäóþùàÿ
Òåîðåìà 1. Åñëè f ∈ L[0,∞), òî ìóëüòèïëèêàòèâíîå ïðåîáðàçîâà-

íèå Ôóðüå F [f ] ÿâëÿåòñÿ:
à) ðàâíîìåðíî g-íåïðåðûâíîé íà [0,∞) ôóíêöèåé ñ îãðàíè÷åíèåì íà íîð-
ìó ‖F [f ]‖∞ ≤ ‖f‖1,
á) óäîâëåòâîðÿþùåé óñëîâèþ lim

y→∞
F [f ](y) = 0,

â) ëîêàëüíî ñóììèðóåìîé.
Åñëè ôóíêöèÿ F (y) = F [f ](y) îêàæåòñÿ ñóììèðóåìîé, òî èñõîäíàÿ

ôóíêöèÿ âîññòàíàâëèâàåòñÿ ïî ôîðìóëå îáðàòíîãî ìóëüòèïëèêàòèâ-
íîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå

F−1[F ](x) =

∞∫
0

F (y) · χ(x, y) dy. (3)

Ââåäåì êëàññû ñòóïåí÷àòûõ Λn è ôèíèòíûõ Υn ôóíêöèé. Äëÿ ïðî-
èçâîëüíîãî n ∈ Z ïîëàãàåì: f ∈ Λn, åñëè ôóíêöèÿ f(x) ïîñòîÿííà íà
êàæäîì (k ∈ N0) èíòåðâàëå ∆k

n ðàíãà n; ïîëàãàåì f ∈ Υn, åñëè f(x) = 0
ïðè x ∈ [mn,∞).
Òåîðåìà 2. Ïóñòü f ∈ L[0,∞). Åñëè f ∈ Λn, òî F [f ] ∈ Υn.
Åñëè f ∈ Υn, òî F [f ] ∈ Λn.
Ñëåäñòâèå. Åñëè f ∈ L[0,∞) ∩ Λn, òî: F [f ] ∈ L[0,∞) ∩ Υn è

F−1[F [f ]](x) ≡ f(x).
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Ëåììà 2. Åñëè f ∈ L[0, 1]∩Υ0, òî F [f ](y) = ck[f ] ïðè y ∈ [k, k+ 1),
k ∈ N0.

Òî åñòü ìóëüòèïëèêàòèâíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ôóíêöèè ñ íîñè-
òåëåì íà [0, 1) ïðèíèìàåò íà êàæäîì öåëî÷èñëåííîì ó÷àñòêå ïîñòî-
ÿííîå çíà÷åíèå, ðàâíîå êîýôôèöèåíòó Ôóðüå ïî ñèñòåìå Âèëåíêèíà ñ
èíäåêñîì, ðàâíûì íîìåðó ó÷àñòêà.

Îáîçíà÷èì D(x; ξ) =
ξ∫

0

χ(x, u)du � ÿäðî Äèðèõëå îáîáùåííûõ ìóëü-

òèïëèêàòèâíûõ ôóíêöèé χ(x, y), êîòîðîå áóäåì òàêæå íàçûâàòü îáîá-
ùåííûì ÿäðîì Äèðèõëå.
Ëåììà 3. Îáîáùåííîå ÿäðî Äèðèõëå ñâÿçàíî ñ ÿäðîì Äèðèõëå ñè-

ñòåìû Âèëåíêèíà ñîîòíîøåíèåì

D(x; t) =

{
D[t](x) + {t} · χ[t](x) , åñëè x ∈ [0, 1),

χ[t]({x}) ·
∫ {t}

0 χ[x](z) dz , åñëè x ∈ [1,∞).

Â ñëó÷àå öåëî÷èñëåííîãî àðãóìåíòà t îáîáùåííîå ÿäðî Äèðèõëå ñîâ-
ïàäàåò ñ ÿäðîì Äèðèõëå ñèñòåìû Âèëåíêèíà.
Ëåììà 4 (îáîáùåíèå ëåììû Ïýëè). Äëÿ âñåõ n ∈ Z (m−n = m−1

n )

D(x;mn) =

{
mn , åñëè x ∈ [0,m−n),

0 , åñëè x ∈ [m−n,∞).

Ñëåäñòâèå. Ñèñòåìà ôóíêöèé
{
ϕk(x) = 1√

mr
· χ(x, k

mr
)
}∞
k=0

îðòîíîð-

ìèðîâàííà íà ïðîìåæóòêå [0,mr) è ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíà êîíñòàí-
òîé M = 1√

mr
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñêàëÿðíûé êâàäðàò ôóíêöèè íà ïðîìåæóòêå [0,mr)

(ϕk, ϕk) =
1

mr

∫ mr

0

χ(x,
k

mr
)χ(x,

k

mr
) dx =

1

mr

∫ mr

0

dx = 1.

Åñëè k 6= l, òî îáîçíà÷èì t = j
mr

= k
mr
−̇ l
mr
. Òîãäà t > m−r. Âû÷èñëèì

ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ðàçëè÷íûõ ôóíêöèé

(ϕk, ϕl) =
1

mr

∫ mr

0

χ(x,
k

mr
)χ(x,

l

mr
) dx =

1

mr
D(t;mr) = 0

ïî ëåììå 4. Ðàâíîìåðíàÿ îãðàíè÷åííîñòü ÷èñëîì M î÷åâèäíà. �
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Òî÷íàÿ ìàæîðàíòà îáîáùåííîãî ÿäðà Äèðèõëå äëÿ ñëó÷àÿ ïðîñòûõ
îáðàçóþùèõ ÷èñåë ïðè x ∈ [0, 1) ñîâïàäàåò ñ ìàæîðàíòîé ÿäðà Äèðèõëå
ñèñòåìû Âèëåíêèíà (ëåììà 13.8) è ïî àíàëîãèè ñ ñèñòåìîé è ïðåîáðàçî-
âàíèåì Óîëøà ïåðåíîñèòñÿ íà x ∈ [1,∞).
Ëåììà 5.Äëÿ ëþáîãî ôèêñèðîâàííîãî ξ > 0 èìååì D(x; ξ) ∈ Lp[0,∞),

ãäå 1 < p <∞.
Åñëè ôèêñèðîâàííîå ξ åñòü pk-èððàöèîíàëüíîå ÷èñëî, òî ôóíêöèÿ

D(·, ξ) íå ñóììèðóåìà.

16.2 Ðàçëè÷íûå âèäû îïåðàòîðà

ìóëüòèïëèêàòèâíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå

Îïðåäåëåíèå 1 ìóëüòèïëèêàòèâíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå ñôîðìóëè-
ðîâàíî äëÿ ñóììèðóåìûõ ôóíêöèé. Äëÿ f ∈ Lp[0,∞) ïðåäëàãàåòñÿ äðó-
ãîå îïðåäåëåíèå. Â ýòîé ãëàâå ||f ||p = ||f ||Lp[0,∞), çäåñü è äàëåå

1
p + 1

p′ = 1.
Òåîðåìà 3. Åñëè f ∈ Lp[0,∞), 1 < p ≤ 2, òî:

1) ñóùåñòâóåò

F (u) = lim
a→∞

(p′)

a∫
0

f(y)χ(x, y) dy, (4)

2) âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî Õàóñäîðôà�Þíãà ||F ||p′ ≤ ||f ||p ,
3) ïî÷òè äëÿ âñåõ x ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

F (x) =
d

dx

∞∫
0

f(y)D(y;x) dy, (5)

f(x) =
d

dx

∞∫
0

F (y)D(y;x) dy. (6)

Åñëè f ∈ L[0,∞)∩Lp[0,∞), 1 < p ≤ 2, òî ôóíêöèè F èç îïðåäåëåíèÿ
1 è ôîðìóëû (4) ïî÷òè âñþäó ñîâïàäàþò.

Â ôîðìóëå (4), êîòîðóþ ñ÷èòàåì îïðåäåëåíèåì Lp-ïðåîáðàçîâàíèÿ
(ìóëüòèïëèêàòèâíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå èç ïðîñòðàíñòâà Lp[0,∞)
â ñîïðÿæåííîå ïðîñòðàíñòâî), lim(p′) îáîçíà÷àåò ñõîäèìîñòü â ìåòðèêå
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ïðîñòðàíñòâà Lp′[0,∞) . Ôîðìóëó (4) íàçîâåì âòîðûì âèäîì îïåðàòîðà
ìóëüòèïëèêàòèâíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå, à ôîðìóëó (5) � òðåòüèì
âèäîì îïåðàòîðà.

Òåîðåìà 3 ñïðàâåäëèâà è äëÿ îïåðàòîðà F−1 , ôîðìàëüíî çàäàâàåìîãî

â âèäå F−1[f ](u) =
∞∫
0

f(x)χ(x, u) dx.

Òåîðåìà 4. Åñëè f,G ∈ Lp[0,∞), 1 ≤ p ≤ 2, F ïîëó÷åíà ïî ôîð-
ìóëå (4), à g êàê îáðàòíîå ìóëüòèïëèêàòèâíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå
ôóíêöèè G ïîëó÷åíà ïî ôîðìóëå âèäà (4) áåç çíàêà êîìïëåêñíîãî ñîïðÿ-
æåíèÿ, òî èìååò ìåñòî îáîáùåííîå ðàâåíñòâî Ïëàíøåðåëÿ∫ ∞

0

f(x)g(x) dx =

∫ ∞
0

F (x)G(x) dx.

Ñîêðàùåííàÿ çàïèñü ðàâåíñòâà Ïëàíøåðåëÿ ÷åðåç ñêàëÿðíîå ïðîèç-
âåäåíèå íà ïîëóîñè

(f, g) = (F,G).

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 3. Åñëè f ∈ Lp[0,∞), òî f(x) ëîêàëüíî
ñóììèðóåìà è ñóùåñòâóåò ìóëüòèïëèêàòèâíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå îò
åå ñðåçêè, êîòîðîå îáîçíà÷èì F (x, a) =

∫ a
0 f(y)χ(x, y) dy.

Ïóñòü

{
ϕk(x) = 1√

mr
· χ
(
x, k

mr

)}∞
k=0

îðòîíîðìèðîâàííàÿ íà [0,mr) è

ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åííàÿ êîíñòàíòîé M (ïî ñëåäñòâèþ ëåììû 4) ñèñòå-
ìà ôóíêöèé. Ïóñòü b > 0, n = [mrb] è ìîæíî ñ÷èòàòü n = n(r).

Îïðåäåëèì ÷èñëà ak =
∫

∆k
r
f(x) dx è ôóíêöèþ

Φn(x) =
n−1∑
k=0

akχ

(
x,

k

mr

)
ïðè x ∈ [0,mr), Φn(x) = 0 ïðè x ≥ mr.

Äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè a = (a0, a1, a2, . . . , an−1, 0, 0, . . .) è ôóíêöèè
Φ(x) =

∑n−1
k=0 akϕk(x) = MΦn(x) ñîãëàñíî òåîðåìå Ô. Ðèññà (òåîðåìà

13.6) âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

M‖Φn‖p′ = ‖Φ‖p′ ≤M
2
p−1‖a‖p =

(
n−1∑
k=0

|ak|p
)1/p

.
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Òàê êàê p′ = p
p−1 , òî, âîçâåäÿ â ñòåïåíü p

′, ïîëó÷èì

∫ mr

0

|Φn(x)|p′ dx ≤ mr

(
n−1∑
k=0

|ak|p
) 1

p−1

.

Ïî íåðàâåíñòâó Ãåëüäåðà èìååì

|ak|p = |
∫

∆k
r

f(x)dx|p ≤
∫

∆k
r

|f(x)|p dx ·
(∫

∆k
r

dx

) p
p′

=
1

mp−1
r

∫
∆k
r

|f(x)|p dx,

÷òî ïîäñòàâèì â ïðåäûäóùåå íåðàâåíñòâî

∫ mr

0

|Φn(x)|p′ dx ≤

(
n−1∑
k=0

∫
∆k
r

|f(x)|p dx

) 1
p−1

≤
(∫ b

0

|f(x)|p dx
) 1

p−1

.

Ïðè A ≤ mr óñòàíîâèëè, ÷òî∫ A

0

|Φn(x)|p′ dx ≤
(∫ b

0

|f(x)|p dx
) 1

p−1

. (7)

Ïîêàæåì, ÷òî

lim
r→∞

Φn(x) =

∫ b

0

f(y)χ(x, y) dy = F (x, b).

Ïî ï. 6 ëåììû 1 ïðè x < mr äëÿ âñåõ y ∈ ∆k
r èìååì χ(x, y) = χ

(
x, k

mr

)
.

Ïîýòîìó |Φn(x)− F (x, b)| =

=

∣∣∣∣∣
n−1∑
k=0

∫
∆k
r

f(y)

(
χ

(
x,

k

mr

)
− χ(x, y)

)
dy −

∫ b

n/mr

f(y)χ(x, y) dy

∣∣∣∣∣ ,
|Φn(x)− F (x, b)| ≤

∫
∆n
r

|f(y)| dy −→ 0 ïðè r →∞.

Â (7) ïðè ôèêñèðîâàííîì A ïåðåéäåì ê ïðåäåëó ïðè r →∞∫ A

0

|F (x, b)|p
′
dx ≤

(∫ b

0

|f(x)|p dx
) 1

p−1

,
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ïîòîì ê ïðåäåëó ïðè A→∞∫ ∞
0

∣∣∣∣∫ b

0

f(y)χ(x, y) dy

∣∣∣∣p
′

dx ≤
(∫ b

0

|f(x)|p dx
) 1

p−1

. (8)

Â (8) âìåñòî ôóíêöèè f(y) ïîäñòàâèì ôóíêöèþ, ñîâïàäàþùóþ ñ íåé íà
(a, b) è ðàâíóþ íóëþ âíå (a, b)∫ ∞

0

|F (x, b)− F (x, a)|p
′
dx ≤

(∫ b

a

|f(x)|p dx
) 1

p−1

.

Òàê êàê f ∈ Lp[0,∞), òî ïðè a, b → ∞ ïðàâàÿ ÷àñòü ñòðåìèòñÿ ê íóëþ.
Óñòàíîâèëè ñõîäèìîñòü (ôóíäàìåíòàëüíîñòü) F (x, a) â Lp′[0,∞). Òàê êàê
ïðîñòðàíñòâî Lp′[0,∞) ïîëíî, òî ñóùåñòâóåò F ∈ Lp′[0,∞) ïðåäåëüíûé
ýëåìåíò äëÿ F (x, a). Ïåðåéäåì â (8) ê ïðåäåëó ïî b→∞, ïîëó÷èì àíàëîã
íåðàâåíñòâà Õàóñäîðôà�Þíãà(∫ ∞

0

|F (x)|p′ dx
)1/p′

≤
(∫ ∞

0

|f(x)|p dx
)1/p

.

Ïåðåéäåì êî âòîðîé ÷àñòè òåîðåìû.
Ñîãëàñíî íåðàâåíñòâó Ãåëüäåðà ïðè a→∞

|
∫ ξ

0

(F (x)−F (x, a))dx| ≤
(∫ ξ

0

|F (x)− F (x, a)|p′ dx
)1/p′

·
(∫ ξ

0

dx

)1/p

→ 0

è âîçìîæåí ïðåäåëüíûé ïåðåõîä ïîä çíàêîì èíòåãðàëà∫ ξ

0

F (x) dx = lim
a→∞

∫ ξ

0

F (x, a) dx.

Ïîìåíÿâ ïîðÿäîê èíòåãðèðîâàíèÿ äëÿ îïðåäåëåííûõ èíòåãðàëîâ∫ ξ

0

F (x, a) dx =

∫ ξ

0

∫ a

0

f(y)χ(x, y) dy dx =

∫ a

0

f(y)D(y; ξ) dy,

ïîëó÷èì ∫ ξ

0

F (x) dx =

∫ ∞
0

f(y)D(y; ξ) dy,

÷òî ðàâíîñèëüíî (5).
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Ôîðìóëó (6) ìîæíî äîêàçàòü ÿâíî, ðàñïèñàâ ôóíêöèè F (u, b) ÷åðåç
êîýôôèöèåíòû Ôóðüå èñõîäíîé ôóíêöèè f(x) ïî öåëî÷èñëåííûì èíòåð-
âàëàì. Áîëåå êîðîòêîå äîêàçàòåëüñòâî ïîëó÷àåòñÿ ññûëêîé íà òåîðåìó 4
è ëåììó 5, ãäå îáîáùåííîå ðàâåíñòâî Ïëàíøåðåëÿ ïðèìåíÿåì äëÿ f(x)
è õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèè èíòåðâàëà (0, ξ):∫ ξ

0

f(x) dx =

∫ ∞
0

F (x)D(x; ξ) dx. �

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 4. Äëÿ ñëó÷àÿ p = 1 â âûðàæåíèè∫ ∞
0

F (x)G(x) dx =

∫ ∞
0

G(x)

∫ ∞
0

f(y)χ(x, y) dy dx

ïî òåîðåìå Ôóáèíè ìîæíî ïîìåíÿòü ïðåäåëû èíòåãðèðîâàíèÿ∫ ∞
0

f(y)

∫ ∞
0

G(x)χ(x, y) dx dy =

∫ ∞
0

f(y)g(y) dy.

Èñïîëüçóÿ îáîçíà÷åíèÿ F (x, a) =
∫ a

0 f(y)χ(x, y) dy è

g(u, b) =
∫ b

0 G(x)χ(x, u) dx , ïîìåíÿåì ïðåäåëû èíòåãðèðîâàíèÿ â äâîé-
íîì èíòåãðàëå ∫ b

0

F (x, a)G(x) dx =

∫ a

0

f(u)g(u, b) du. (9)

Ïî íåðàâåíñòâó Ãåëüäåðà èç ñõîäèìîñòè â Lp âûòåêàåò ñëàáàÿ ñõîäè-
ìîñòü, òî åñòü äëÿ ëþáîé ϕ ∈ Lp èìååò ìåñòî ÷èñëîâàÿ ñõîäèìîñòü (êàê
íà [0, b), òàê è íà [0,∞))

lim
a→∞

∫
(F (x, a)− F (x))ϕ(x) dx = 0.

Óñòðåìèì â (9) ñíà÷àëà a→∞∫ b

0

F (x)G(x) dx =

∫ ∞
0

f(u)g(u, b) du,

à ïîòîì b→∞ ∫ ∞
0

F (x)G(x) dx =

∫ ∞
0

f(u)g(u) du. �
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Âîçîáíîâèì ïîñòðîåíèå äðóãèõ âèäîâ îïåðàòîðà ìóëüòèïëèêàòèâíîãî
ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå. Óòâåðæäåíèå î áàçèñå â Lp (òåîðåìà 13.5) ðàñ-
ïðîñòðàíèì ñ îòðåçêà íà ïîëóîñü.

Îïðåäåëèì ñèñòåìó ôóíêöèé {ψk,n(x)}∞k,n=0 ðàâåíñòâîì

ψk,n(x) = λk(x)χn(x) , ãäå λk(x) =

{
1, åñëè x ∈ [k, k + 1),
0, åñëè x ∈ [0, k)

⋃
[k + 1,∞).

Óòâåðæäåíèå 1. Ñèñòåìà ôóíêöèé {ψk,n(x)}∞k,n=0 îðòîíîðìèðîâàíà
íà [0,∞).

Êîýôôèöèåíòû Ôóðüå ïî ýòîé ñèñòåìå îïðåäåëÿþòñÿ ðàâåíñòâîì

akn =

∞∫
0

f(x)ψk,n(x)dx. (10)

Óòâåðæäåíèå 2. Åñëè f ∈ L2[0,∞), òî ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî Ïëàí-
øåðåëÿ (äîêàçàííîå â áîëåå îáùåì ñëó÷àå â òåîðåìå 4)

∞∫
0

|f(x)|2dx =
∞∑

k,n=0

|akn|2 =

∞∫
0

|F [f ](u)|2du.

Ñëåäñòâèå. Ñèñòåìà ôóíêöèé {ψk,n(x)}∞k,n=0 ÿâëÿåòñÿ áåçóñëîâíûì
îðòîíîðìèðîâàííûì áàçèñîì ïðîñòðàíñòâà L2[0,∞).

Äëÿ ôóíêöèé èç Lp[0,∞) èç òåîðåìû 13.5 ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå è
åäèíñòâåííîñòü ïðåäñòàâëåíèÿ â âèäå ïîâòîðíîãî ðÿäà

f(x) =
∞∑
k=0

∞∑
n=0

aknψk,n(x), (11)

ãäå ðàâåíñòâî è ñõîäèìîñòü êàæäîãî ðÿäà ïîíèìàåòñÿ êàê ñõîäèìîñòü â
ìåòðèêå ïðîñòðàíñòâà Lp[0,∞). Îäíàêî ïîäîáíîå îïðåäåëåíèå ñèñòåìû
ôóíêöèé ñ äâóìÿ èíäåêñàìè êàê áàçèñà áàíàõîâà ïðîñòðàíñòâà áûëî áû
íå êîððåêòíî.

Íàçîâåì ïðàâèëüíûì ìåòîäîì ñóììèðîâàíèÿ äâîéíîãî ðÿäà
∑∞

k,n=0 ckn
ëþáîé òàêîé ìåòîä ïîñëåäîâàòåëüíîãî ïîñòðîåíèÿ ÷àñòíûõ ñóìì, ïðè êî-
òîðîì íå íàðóøàåòñÿ ïîðÿäîê ñëåäîâàíèÿ ýëåìåíòîâ ïî ñòîëáöàì è ïî
ñòðîêàì è êàæäûé ýëåìåíò ckn äîñòèæèì çà êîíå÷íîå ÷èñëî øàãîâ. Ïåð-
âîå òðåáîâàíèå îçíà÷àåò, ÷òî ÷àñòíàÿ ñóììà Sm ðàâíà Sm−1 + ck0n0

, ãäå
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k0 è n0 ëþáûå, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ: âñå ckn ñ íîìåðàìè k ≤ k0 è
n ≤ n0 ñîäåðæàòñÿ â ñóììå Sm. Ê ÷èñëó ïðàâèëüíûõ ìåòîäîâ ñóììèðîâà-
íèÿ äâîéíûõ ðÿäîâ îòíîñÿòñÿ ìåòîäû ñóììèðîâàíèÿ ïî òðåóãîëüíèêàì
è ïî ïðÿìîóãîëüíèêàì.
Îïðåäåëåíèå 3. Ñèñòåìó ôóíêöèé ñ äâóìÿ èíäåêñàìè {fk,n}∞k,n=0

íàçîâåì áàçèñîì áàíàõîâà ïðîñòðàíñòâà X, åñëè ëþáàÿ ôóíêöèÿ f ∈ X
ïðåäñòàâèìà åäèíñòâåííûì îáðàçîì â âèäå ñëåäóþùåãî äâîéíîãî ðÿäà
f =

∑∞
k,n=0 aknfk,n, ñõîäÿùåãîñÿ â ìåòðèêå ïðîñòðàíñòâà X êàê êàæäûé

èç ïîâòîðíûõ ðÿäîâ è ëþáûì ïðàâèëüíûì ìåòîäîì ñóììèðîâàíèÿ äâîé-
íîãî ðÿäà.
Òåîðåìà 5. Ñèñòåìà ôóíêöèé {ψk,n(x)}∞k,n=0 ÿâëÿåòñÿ îðòîíîðìè-

ðîâàííûì áàçèñîì ïðîñòðàíñòâà Lp[0,∞) ïðè âñåõ 1 < p <∞.
Äîêàçàòåëüñòâî. Òðåáóåòñÿ óñòàíîâèòü äâà ðàâåíñòâà

f(x) =
∞∑
n=0

∞∑
k=0

aknψk,n(x), (12)

f(x) =
∞∑

k,n=0

aknψk,n(x) , (13)

ãäå ðÿäû ñõîäÿòñÿ â ìåòðèêå ïðîñòðàíñòâà Lp[0,∞) è äâîéíîé ðÿä (13)
ñóììèðóåòñÿ ëþáûì ïðàâèëüíûì ìåòîäîì. Ñóùåñòâîâàíèå ðàçëîæåíèé
(11)�(13) âûòåêàåò èç ôîðìóëû (10), à åäèíñòâåííîñòü êàæäîãî èç ðàçëî-
æåíèé (11)�(13) åñòü ñëåäñòâèå óòâåðæäåíèÿ î åäèíñòâåííîñòè äëÿ ðÿäîâ
ïî ñèñòåìå Âèëåíêèíà {χn(x)}.

Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ

hn(x) =
∞∑
k=0

aknψk,n(x) = (
∞∑
k=0

aknλk(x))χn(x)

è

f(x,N) =
N−1∑
k=0

hk(x).

Òàê êàê

|akn| ≤
k+1∫
k

|f(x)|dx ≤ (

k+1∫
k

|f(x)|pdx)
1
p ,
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òî

||hn||pp =
∞∑
k=0

|akn|p ≤ ||f ||pp <∞.

Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ëþáîãî N èìååì f(∗, N) ∈ Lp[0,∞). Èç òåîðåìû 13.5
âûòåêàåò, ÷òî ïðè âñåõ N,K èìååì

||f(∗, N)||Lp[K,∞) ≤ Bp||f ||Lp[K,∞).

Ïîýòîìó
||f(∗, N)− f(∗)||Lp[K,∞) ≤ (Bp + 1)||f ||Lp[K,∞).

Äëÿ ëþáîãî ôèêñèðîâàííîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò K = K(ε), ÷òî

||f ||Lp[K,∞) ≤
ε

2(Bp + 1)
.

Äëÿ äàííûõ ε è K íàéäåòñÿ N = N(ε,K), ÷òî ïðè âñåõ k = 0, 1, . . . , K−1
è n ≥ N èìååì

||f(∗, n)− f(∗)||Lp[k,k+1] ≤
ε

2K
.

Ñëåäîâàòåëüíî,

||f(∗, n)− f(∗)||p ≤ ||f(∗, n)− f ||Lp[0,K] + ||f(∗, n)− f ||Lp[K,∞) ≤ ε.

Ðàâåíñòâî(12) äîêàçàíî.
Ðàññìîòðèì îäèí èç ïðàâèëüíûõ ìåòîäîâ ñóììèðîâàíèÿ äâîéíîãî ðÿ-

äà � ìåòîä ñóììèðîâàíèÿ ïî êâàäðàòàì. Ââåäåì ñëåäóþùóþ íóìåðàöèþ
ïàð ÷èñåë (k, n), èçìåíÿþùèõñÿ îò 0 äî ∞: åñëè k < n, òî ïîëîæèì
l = l(k, n) = n2 + k; åñëè k ≥ n, òî l = l(k, n) = k2 + k + n. Î÷åâèä-
íî, ÷òî äàííîå ñîîòâåòñòâèå âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå. Ïóñòü ψl(x) = ψk,n(x)
è al = akn, ãäå l = l(k, n). Ðàññìîòðèì ðÿä

∑∞
l=0 alψl(x) . Äëÿ ïðîèç-

âîëüíîãî ôèêñèðîâàííîãî ε > 0, êàê è ðàíåå, íàõîäèì K = K(ε) è
N = N(ε,K). Ïóñòü M = max{K2, N2}. Òîãäà ïðè âñåõ m ≥ M âûïîë-
íåíî∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣f −

m∑
l=0

alψl

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
Lp[0,K]

+

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣f −

m∑
l=0

alψl

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
Lp[K,∞)

≤ k
ε

2K
+(Bp+1)

ε

2(Bp + 1)
= ε.

Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ïðàâèëüíîãî ìåòîäà ñóììèðîâàíèÿ, êîòîðûé îïðåäå-
ëÿåòñÿ íåêîòîðûì âçàèìíî-îäíîçíà÷íûì ñîîòâåòñòâèåì (k, n) −→ l(k, n),
âûáèðàåì M = l(K,N). �



176 ÃËÀÂÀ 16. ÌÓËÜÒÈÏËÈÊÀÒÈÂÍÎÅ ÏÐÅÎÁÐÀÇÎÂÀÍÈÅ ÔÓÐÜÅ

Ñëåäñòâèå . Îïåðàòîð ìóëüòèïëèêàòèâíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå
îñóùåñòâëÿåò ïåðåñòàíîâêó îðòîíîðìèðîâàííîãî áàçèñà {ψk,n(x)}∞k,n=0

ïî ôîðìóëå F [ψk,n] = ψn,k , íå íàðóøàÿ ñâîéñòâà áàçèñíîñòè ñèñòåìû
â ïðîñòðàíñòâàõ Lp[0,∞).

Äîêàçàòåëüñòâî. Àíàëîãè÷íî óñòàíàâëèâàåòñÿ, ÷òî ñèñòåìà ôóíêöèé
{ψk,n(u)}∞k,n=0 áóäåò îðòîíîðìèðîâàííûì áàçèñîì ïðîñòðàíñòâà Lp[0,∞)
ïðè ëþáîì 1 < p <∞.

Âû÷èñëèì

F [ψk,n] =

∞∫
0

ψk,n(x)χ(x, y)dx =

k+1∫
k

χn(x)χ[y](x) χ[x](y)dx = ψn,k(y).

Äëÿ ôóíêöèé Âèëåíêèíà èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî χñ(y) = χn(y), ãäå
ñ⊕n = 0. Âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå n −→ ñ åñòü ïåðåñòàíîâêà
íàòóðàëüíîãî ðÿäà. �

Èñïîëüçóÿ ðàçëîæåíèå ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè f ∈ Lp[0,∞) ïî áàçèñó
â âèäå (11)�(13), ìîæíî ââåñòè ÷åòâåðòûé ñïîñîá îïðåäåëåíèÿ îïåðàòî-
ðà ìóëüòèïëèêàòèâíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå èç Lp[0,∞) â Lq[0,∞).
À èìåííî, äàííûé îïåðàòîð ïðåîáðàçóåò ôóíêöèþ f ∈ Lp[0,∞) âèäà
f(x) =

∑∞
k,n=0 aknψk,n(x), ãäå akn âû÷èñëåíû ïî ôîðìóëå (10), â ôóíê-

öèþ F ∈ Lq[0,∞), äëÿ êîòîðîé äâîéíîé ðÿä
∑∞

k,n=0 aknψn,k(u) åñòü ðàç-

ëîæåíèå ïî áàçèñó {ψn,k(u)}∞n,k=0.
Çàìå÷àíèå. Åñëè â òåîðåìå 3 äîêàçûâàåòñÿ ïðèíàäëåæíîñòü f ∈ Lp′,

òî çäåñü ïðåäïîëàãàåòñÿ F ∈ Lq[0,∞).
Òåîðåìà 6. Îïåðàòîðû ìóëüòèïëèêàòèâíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå

âòîðîãî, òðåòüåãî è ÷åòâåðòîãî âèäà êàê îïåðàòîðû, äåéñòâóþùèå èç
ïðîñòðàíñòâà Lp[0,∞) â ïðîñòðàíñòâî Lq[0,∞), ãäå 1 < p, q < ∞,
ýêâèâàëåíòíû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Óñòàíîâèì ýêâèâàëåíòíîñòü òðåòüåãî è ÷åòâåðòîãî
âèäà. Ëåììó 3 ìîæíî ïåðåôîðìóëèðîâàòü â âèäå

D(x, ξ) =

[ξ]−1∑
n=0

ψ0,n(x) +
∞∑
k=0

 {ξ}∫
0

χk(y) dy

ψk,[ξ](x).

Èìåÿ ðàçëîæåíèÿ (11)�(13) äëÿ f(x), ïðèìåíÿÿ îðòîíîðìèðîâàííîñòü
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ôóíêöèé ψk,n(x), èìååì

∞∫
0

f(x)D(x, ξ) dx =

[ξ]−1∑
n=0

a0n +
∞∑
k=0

 {ξ}∫
0

χk(y) dy

 ak[ξ].

Àíàëîãè÷íîå ðàçëîæåíèå äëÿ F ∈ Lq(0,∞) ñ òåìè æå êîýôôèöèåíòà-
ìè F (u) =

∑∞
k,n=0 aknψn,k(u) ïîñëå èíòåãðèðîâàíèÿ äàåò òîò æå ðåçóëüòàò

ξ∫
0

F (u) du =

[ξ]−1∑
n=0

n+1∫
n

∞∑
k=0

aknψn,k(u) du+

ξ∫
[ξ]

∞∑
k=0

ak[ξ]ψ[ξ],k(u) du =

=

[ξ]−1∑
n=0

a0n +
∞∑
k=0

 {ξ}∫
0

χk(y) dy

 ak[ξ].

Äðóãèå ýòàïû äîêàçàòåëüñòâà íàìåòèì ñõåìàòè÷íî.
Â îáðàòíóþ ñòîðîíó, ïðåäïîëîæèâ ñóùåñòâîâàíèå äëÿ f(x) è F (x)

ðàçëè÷íûõ ðàçëîæåíèé ïî áàçèñàì {ψk,n(x)}∞k,n=0 è {ψk,n(u)}∞k,n=0 ñîîò-
âåòñòâåííî è âûïîëíåíèå ôîðìóëû (5), ìåòîäîì ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóê-
öèè óñòàíàâëèâàåòñÿ, ÷òî êîýôôèöèåíòû óêàçàííûõ ðàçëîæåíèé îáÿçà-
íû áûòü ñèììåòðè÷íû akn = dnk.

Ïðåäïîëîæèâ ñóùåñòâîâàíèå îïåðàòîðà ÷åòâåðòîãî âèäà (òî åñòü ñó-
ùåñòâîâàíèå ñèììåòðè÷íûõ ñõîäÿùèõñÿ ðàçëîæåíèé âèäà (11)�(13)) äëÿ
ñðåçêè èñõîäíîé ôóíêöèè, ññûëêîé íà òåîðåìó 13.5 äîêàçûâàåòñÿ ñõîäè-
ìîñòü â Lq.

Ïåðåõîä îò ôîðìóëû (4) ê ôîðìóëå (5) äîêàçûâàåòñÿ òàê æå, êàê â
òåîðåìå 3. �

Ïÿòûì âèäîì îïåðàòîðà ìóëüòèïëèêàòèâíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå
ÿâëÿåòñÿ åãî ïðåäñòàâëåíèå êàê îïåðàòîðà êðó÷åíèÿ. Äëÿ ïðåîáðàçîâà-
íèÿ Óîëøà êàê ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ îïåðàòîðà ìóëüòèïëèêàòèâíîãî ïðåîá-
ðàçîâàíèÿ Ôóðüå ýòîò âèä ðàññìîòðåí â òåîðåìå 15.9.

Òåïåðü ðàññìîòðèì ñëó÷àé ìóëüòèïëèêàòèâíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôó-
ðüå, äëÿ êîòîðîãî âñå îáðàçóþùèå ÷èñëà íå÷åòíûå. Ê ýòîìó ñëó÷àþ îò-
íîñÿòñÿ, â ÷àñòíîñòè, ïðåîáðàçîâàíèÿ Êðåñòåíñîíà�Ëåâè ñ îáðàçóþùè-
ìè ÷èñëàìè pn ≡ p, ãäå p 6= 2 � ïðîñòîå. Â ýòîì ñëó÷àå êàæäàÿ ïà÷êà
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÷èñåë îò mr−1 äî mr − 1 âêëþ÷èòåëüíî äåëèòñÿ íà äâå ðàâíûõ ïîëó-
ïà÷êè: ëåâàÿ � îò mr−1 äî Mr−1 − 1 , ïðàâàÿ � îò Mr−1 äî mr − 1, ãäå
Mr−1 = mr−1 · (pr+1

2 ). Â îáùåì ñëó÷àå ÷åòíûõ è íå÷åòíûõ îáðàçóþùèõ
÷èñåë ïðîèñõîäèò êîìïèëÿöèÿ ýòèõ äâóõ ñëó÷àåâ è óñëîæíÿþòñÿ îáîçíà-
÷åíèÿ. Ïðèíöèïèàëüíûõ ðàçëè÷èé íå âîçíèêàåò.

Îáîçíà÷èì k̃ óíàðíóþ îïåðàöèþ âû÷èñëåíèÿ îáðàòíîãî ýëåìåíòà îò-

íîñèòåëüíî îïåðàöèè u : ku k̃ = 0. Î÷åâèäíî, ÷òî ˜̃k = k. Íåîáõîäèìîñòü
ðàññìîòðåíèÿ äâóõ ñëó÷àåâ âîçíèêëà èìåííî èç-çà îòëè÷èÿ äàííîé îïå-
ðàöèè ïðè ÷åòíûõ è íå÷åòíûõ îáðàçóþùèõ ÷èñëàõ.

Óòâåðæäåíèå 3. Åñëè k 6= 0, òî k 6= k̃. Ïðè ýòîì ÷èñëà k, k̃ íàõî-
äÿòñÿ â ðàçíûõ ïîëîâèíàõ (ëåâîé è ïðàâîé) îäíîé è òîé æå ïà÷êè.

Â äàííûõ îáîçíà÷åíèÿõ ôîðìóëà F [ψk,n] = ψn,k èç ñëåäñòâèÿ òåîðåìû
5 ïðèìåò âèä F [ψk,n] = ψn,k̃.

Ñëåäîâàòåëüíî, îïåðàòîð F ìóëüòèïëèêàòèâíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôó-
ðüå åñòü îïåðàòîð êðó÷åíèÿ: F4 = I � òîæäåñòâåííûé îïåðàòîð. À èìåí-
íî, F : ψk,n → ψn,k̃ → ψk̃,ñ → ψñ,k → ψk,n.

Óòâåðæäåíèå 4. Îðáèòà ω(k, n) ëþáîãî íåòðèâèàëüíîãî (òî åñòü
k2 + n2 6= 0) ýëåìåíòà ψk,n(x) ñòàíäàðòíîãî áàçèñà îòíîñèòåëüíî îïå-
ðàòîðà F ñîñòîèò ðîâíî èç ÷åòûðåõ ðàçëè÷íûõ ôóíêöèé :
ω(k, n) = {ψk,n(x);ψn,k̃(x);ψk̃,ñ(x);ψñ,k(x)}.

Ïðèíàäëåæíîñòü ê îäíîé îðáèòå äëÿ ôóíêöèé ñòàíäàðòíîãî áàçèñà
åñòü îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè, êîòîðîå ïîçâîëÿåò ðàçáèòü âñå ôóíê-
öèè áàçèñà íà êëàññû ýêâèâàëåíòíîñòè ω(k, n).

Îáîçíà÷èì

ωk,n = {(k, n); (n, k̃); (k̃, ñ); (ñ, k)}

� ñîîòâåòñòâóþùèå êëàññû ýêâèâàëåíòíîñòè íà ìíîæåñòâå ïàð öåëûõ
íåîòðèöàòåëüíûõ ÷èñåë. Òðèâèàëüíûé êëàññ ω0,0 = {(0, 0)}. Îñòàëüíûå
êëàññû ýêâèâàëåíòíîñòè ïåðåíóìåðóåì îäíîé èç ýòèõ ïàð ïî ñëåäóþùåìó
ïðàâèëó.

Êëàññ ωk,n ñ÷èòàåì çàïèñàííûì â êàíîíè÷åñêîé ôîðìå , åñëè:

1) k < mr−1 ≤ n < ñ (äëÿ ñëó÷àÿ èíäåêñîâ èç ðàçíûõ ïà÷åê),

2) k < k̃ è n < ñ (äëÿ ñëó÷àÿ èíäåêñîâ èç îäíîé ïà÷êè, òî åñòü
mr−1 ≤ k, k̃, n, ñ < mr).

Ïðè ýòîì ïàðó (k, n) íàçîâåì êàíîíè÷åñêîé. Ìíîæåñòâî âñåõ êàíîíè-
÷åñêèõ ïàð (âêëþ÷àÿ òðèâèàëüíóþ) îáîçíà÷èì Γ.
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Òîãäà

Mr−1−1⋃
k=0

Mr−1−1⋃
n=mr−1

ω(k, n) = {ψk,n(x)}mr−1
k,n=0 \ {ψk,n(x)}mr−1−1

k,n=0 ,

ãäå Mr−1 = mr−1 · (pr+1
2 ). Ñëåäîâàòåëüíî,⋃
(k,n)∈Γ

ω(k, n) = {ψk,n(x)}∞k,n=0.

Ïîâòîðèì, ÷òî ñëåäóþùàÿ òåîðåìà âåðíà â ñëó÷àå íå÷åòíûõ îáðàçóþ-
ùèõ ôóíêöèé è ïî àíàëîãèè ëåãêî (íî áîëåå ãðîìîçäêî) ôîðìóëèðóåòñÿ
â îáùåì ñëó÷àå.
Òåîðåìà 7. Ïðîñòðàíñòâî L2[0,∞) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ïðÿ-

ìîé ñóììû ÷åòûðåõ âçàèìíî îðòîãîíàëüíûõ ïðîñòðàíñòâ ôóíêöèé

L2[0,∞) = L2
0 ⊕ L2

1 ⊕ L2
2 ⊕ L2

3

èíâàðèàíòíûõ îòíîñèòåëüíî îïåðàòîðà F êàê ïðåîáðàçîâàíèÿ èç
L2[0,∞) â L2[0,∞): F [f ] = (−i)lf äëÿ ëþáîé f ∈ L2

l , l = 0, 1, 2, 3.
Îïåðàòîðû Al = 1

4(I + ilF + (ilF)2 + (ilF)3) ÿâëÿþòñÿ ïðîåêòî-
ðàìè (èäåìïîòåíòíûìè ýðìèòîâûìè îïåðàòîðàìè) èç ïðîñòðàíñòâà
L2[0,∞) íà ïðîñòðàíñòâà L2

l ñîîòâåòñòâåííî.
Îðòîíîðìèðîâàííûì áàçèñîì ïðîñòðàíñòâà L2

l ñëóæèò ñèñòåìà

ôóíêöèé {g(l)
k,n}, ãäå l = 0, 1, 2, 3, ïàðû (k, n) ïðîáåãàþò ìíîæåñòâî êà-

íîíè÷åñêèõ çíà÷åíèé Γ ñ îäíèì èñêëþ÷åíèåì, òðèâèàëüíîé ïàðå (0, 0)

ñîîòâåòñòâóåò îäíà ôóíêöèÿ g
(0)
0,0 = ψ0,0, äëÿ îñòàëüíûõ g

(l)
k,n = 2Al[ψk,n].

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê îïåðàòîð F èç L2[0,∞) â L2[0,∞), òî è
îïåðàòîðû Al èç L2[0,∞) â L2[0,∞). Îáîçíà÷èì L2

l = ImAl. Çàìåòèì,
÷òî I = A0 +A1 +A2 +A3.

Ðàâåíñòâî Ïëàíøåðåëÿ (f, g) = (F [f ],F [g]) âëå÷åò F∗ = F−1, îòêóäà
ñîãëàñíî ðàâåíñòâó F4 = I ïîëó÷àåì F∗ = F3, (F3)∗ = F , (F2)∗ = F2.

Ñëåäîâàòåëüíî îïåðàòîðû Al ýðìèòîâû:

A∗l =
1

4
(I∗ + (ilF)∗ + ((ilF)2)∗ + ((ilF)3)∗) =

=
1

4
(I + (−i)l(F)3 + ((−i)lF)2 + (−i)3lF) = Al.
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Ðàññìîòðèì êîìïîçèöèþ îïåðàòîðîâ Al è Aj:

AlAj = 1
16(I + ilF + i2lF2 + i3lF3+

+ijF + il+jF2 + i2l+jF3+ i3l+jF4+
+i2jF2 + il+2jF3+ i2l+2jF4 + i3l+2jF5+

+i3jF3+ il+3jF4 + i2l+3jF5 + i3l+3jF6) =

= 1
16(1 + ij−l + i2(j−l) + i3(j−l))Al.

Ñëåäîâàòåëüíî îïåðàòîðû Al îðòîãîíàëüíû (AlAj = 0 åñëè l 6= j) è
èäåìïîòåíòíû ((Al)2 = Al). Òàêèå îïåðàòîðû íàçûâàþòñÿ ïðîåêòèâíû-
ìè.

Àíàëîãè÷íî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî

FA0 = A0, FA1 = −iA1, FA2 = −A2, FA3 = iA3.

Ïðåäëîæèì ÿâíûé âèä îðòîíîðìèðîâàííîãî áàçèñà L2[0,∞) èç ñîáñòâåí-
íûõ ôóíêöèé

g
(0)
0,0 = ψ0,0; g

(l)
k,n =

1

2
(ψk,n(x) + ilψn,k̃(x) + i2lψk̃,ñ(x) + i3lψñ,k(x)),

ãäå (k, n) ∈ Γ \ (0, 0).
Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî äëÿ êàæäîãî l = 0, 1, 2, 3 ýòè ôóíêöèè ñîñòàâ-

ëÿþò îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ ñîîòâåòñòâóþùåãî ïðîñòðàíñòâà L2
l . Ýòî

òàêæå ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì ñëåäóþùèõ ïðàâèë äåéñòâèÿ ïðîåêòîðîâ íà
ôóíêöèè ñòàíäàðòíîãî áàçèñà:

A0[ψk,n] = A0[ψn,k̃] = A0[ψk̃,ñ] = A0[ψñ,k] =
1

2
g

(0)
k,n, A0[ψ0,0] = ψ0,0;

A1[ψk,n] =
1

2
g

(1)
k,n,A1[ψn,k̃] = −i1

2
g

(1)
k,n,A1[ψk̃,ñ] = −1

2
g

(1)
k,n,A1[ψñ,k] = i

1

2
g

(1)
k,n;

A2[ψk,n] =
1

2
g

(2)
k,n,A2[ψn,k̃] = −1

2
g

(2)
k,n,A2[ψk̃,ñ] =

1

2
g

(2)
k,n,A2[ψñ,k] = −1

2
g

(2)
k,n;

A3[ψk,n] =
1

2
g

(3)
k,n,A3[ψn,k̃] = i

1

2
g

(3)
k,n,A3[ψk̃,ñ] = −1

2
g

(3)
k,n,A3[ψñ,k] = −i1

2
g

(3)
k,n;

A1[ψ0,0] = A2[ψ0,0] = A3[ψ0,0] = 0,
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ãäå (k, n) � êàíîíè÷åñêàÿ ïàðà.

Îòìåòèì, ÷òî Al[g(j)
k,n] = 0 åñëè j 6= l è Al[g(l)

k,n] = g
(l)
k,n.

Èòàê, ïîêàçàëè äàæå áîëüøå, ÷åì ñôîðìóëèðîâàëè â òåîðåìå 7. �
Ââåäåì ñêâîçíóþ íóìåðàöèþ {vn(x)}∞n=0 áàçèñà ïðîñòðàíñòâà L2[0,∞)

èç ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé îïåðàòîðà F : v2mr−1(pr−1)k+4n+m2
r−1−4mr−1+l = g

(l)
k,n,

ãäå (k, n) ∈ Γ \ (0, 0), v0 = ψ0,0.

Òåîðåìà 8. Ñèñòåìà ôóíêöèé {vn(x)}∞n=0 ÿâëÿåòñÿ áàçèñîì ïðî-
ñòðàíñòâà Lp[0,∞) ïðè ëþáîì 1 < p <∞.

Ïðè p 6= 2 ýòîò áàçèñ íå ÿâëÿåòñÿ áåçóñëîâíûì.

×àñòíûå ñóììû ïî ñèñòåìå {vn(x)} ñ íîìåðàìè m2
r ñîâïàäàþò ñ ÷àñò-

íûìè ñóììàìè ïî ñèñòåìå {ψk,n(x)} ïî êâàäðàòàì. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà
òåîðåìû 8 íàäî àêêóðàòíî ïðîñëåäèòü ïîâåäåíèå ïðîìåæóòî÷íûõ ÷àñò-
íûõ ñóìì.

Ñëåäóþùèå äâà óòâåðæäåíèÿ ìîæíî íàçâàòü òåîðåìàìè åäèíñòâåííî-
ñòè. Ïðèìåíåíèåì îïåðàòîðà ÷åòâåðòîãî âèäà óñòàíàâëèâàåòñÿ

Òåîðåìà 9. Åñëè f ∈ Lp[0,∞) è F [f ](u) = 0 â ìåòðèêå ïðîñòðàí-
ñòâà Lq[0,∞), ãäå 1 < p, q <∞, òî f(x) = 0 â ìåòðèêå ïðîñòðàíñòâà
Lp[0,∞).

Ïðèìåíåíèåì îïåðàòîðà òðåòüåãî âèäà óñòàíàâëèâàåòñÿ

Òåîðåìà 10. Ïóñòü f ∈ Lp[0,∞)
⋂
Lr[0,∞) è F1(u) = F [f ](u) äëÿ

îïåðàòîðà F : Lp[0,∞) → Lq[0,∞), à F2(u) = F [f ](u) äëÿ îïåðàòîðà
F : Lr[0,∞)→ Ls[0,∞), ãäå 1 < p, q, r, s <∞. Òîãäà F1(u) ïî÷òè âñþäó
íà [0,∞) ñîâïàäàåò ñ F2(u).

Â ñëåäóþùåì óòâåðæäåíèè ïîêàçàíî, ÷òî òåîðåìó 3 íåëüçÿ óëó÷øèòü.

Òåîðåìà 11. Äëÿ ëþáîãî 1 < p < ∞ ñóùåñòâóþò òàêèå ôóíêöèè
f, g ∈ Lp[0,∞), ÷òî:

à) äëÿ âñåõ ε > 0 èìååì f /∈ Lp−ε[0,∞) è g /∈ Lp+ε[0,∞);

á) F [f ],F [g] ∈ Lp′[0,∞);

â) äëÿ âñåõ δ > 0 èìååì F [f ] /∈ Lp′+δ[0,∞), F [g] /∈ Lp′−δ[0,∞).

Äëÿ ëþáîãî q > 2 ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ ϕ ∈ Lq[0,∞) òàêàÿ, ÷òî
F [ϕ] /∈ Lq′[0,∞). Áîëåå òîãî, ôóíêöèþ ϕ(x) ìîæíî âûáðàòü òàê,
÷òî óñëîâèå F [ϕ] /∈ Lr[0,∞) âûïîëíåíî äëÿ âñåõ 1 ≤ r ≤ ∞.

Ïðè äîêàçàòåëüñòâå ïîäáèðàþòñÿ ïîäõîäÿùèå ñòóïåí÷àòûå ôóíêöèè.
Ìîæíî òàêæå äîêàçàòü íåóñèëÿåìîñòü òåîðåìû 4 ïîñòðîåíèåì ñîîòâåò-
ñòâóþùèõ ïðèìåðîâ.
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16.3 Êðàòíî-ìàñøòàáíûé òðîè÷íûé àíàëèç

Â êðàòíî-ìàñøòàáíîì äâîè÷íîì àíàëèçå, ïîñòðîåííîì â ïàðàãðàôå
12.3 íà ïðèìåðå ôóíêöèé Õààðà, ïðîãëÿäûâàåòñÿ êîíñòðóêöèÿ ïðåîáðà-
çîâàíèÿ Óîëøà. Ïðèâåäåì êîíñòðóêöèþ êðàòíî-ìàñøòàáíîãî òðîè÷íî-
ãî àíàëèçà, áëèçêóþ ê ÷åòâåðòîìó âèäó îïåðàòîðà ìóëüòèïëèêàòèâíîãî
ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå.

Íàèáîëåå ïðîñòûì (ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèÿ Óîëøà) âèäîì ìóëüòèïëè-
êàòèâíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå ñëóæèò (ïðè p = 3) ïðåîáðàçîâàíèå
Êðåñòåíñîíà�Ëåâè ñ ÿäðîì â âèäå ñêðåùåííîãî ïðîèçâåäåíèÿ ñèñòåìû
Êðåñòåíñîíà�Ëåâè íà ñåáÿ. Òî åñòü âñå ýëåìåíòû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
îáðàçóþùèõ ÷èñåë ðàâíû 3: pn ≡ 3. Â ýòîì ñëó÷àå íà÷àëüíóþ ôóíê-
öèþ ñèñòåìû Êðåñòåíñîíà�Ëåâè îïðåäåëèì óñëîâèÿìè: v1(x) = 1, åñëè

x ∈ [0, 1/3), v1(x) = q = exp{2πi
3 } = −1

2 +
√

3
2 i, åñëè x ∈ [1/3, 2/3),

v1(x) = q2 = −1
2 −

√
3

2 i, åñëè x ∈ [2/3, 1), v1(x) = 0 ïðè x ∈ [1,∞).

Îáîçíà÷èì v
(0)
0 := v1, z

(0)
0 := v1 � ïàðó ìàòåðèíñêèõ ôóíêöèé ñòðîÿ-

ùåéñÿ êîíñòðóêöèè. Ôóíêöèþ χ(x) = 1, åñëè x ∈ [0, 1), χ(x) = 0, åñëè
x ∈ [1,∞), ïðåäëîæèì â êà÷åñòâå ìàñøòàáèðóþùåé. Ïîñòðîèì ñèñòåìó

ñäâèãîâ è ðàñòÿæåíèé ýòèõ ôóíêöèé (n ∈ Z): χ
(k)
n (x) =

√
3n·χ(3n·x−k),

v(k)
n (x) =

√
3n · v1(3

n · x− k), z(k)
n (x) =

√
3n · v1(3

n · x− k). (14)

Åñëè k ∈ Z, òî êîíñòðóêöèÿ íà îñè; åñëè k ∈ N0, òî � íà ïîëóîñè.
Óòâåðæäåíèå 5. Ñèñòåìà ôóíêöèé, ñîñòîÿùàÿ èç ìàòåðèíñêîé

ôóíêöèè χ(x) è âñåõ òåõ ôóíêöèé v
(k)
n (x), z

(k)
n (x), íîñèòåëè êîòîðûõ

ëåæàò íà [0, 1), ÿâëÿåòñÿ ïîëíîé îðòîíîðìèðîâàííîé íà [0, 1) ñèñòå-
ìîé ôóíêöèé (àíàëîãè÷íóþ ñèñòåìå Õààðà).

Ñëåäñòâèå. Ñèñòåìà ôóíêöèé, ñîñòîÿùàÿ èç ôóíêöèè χ
(l)
m (x) è âñåõ

òåõ ôóíêöèé v
(k)
n (x), z

(k)
n (x), íîñèòåëè êîòîðûõ ëåæàò íà ∆l

m =
[
l

3m ,
l+1
3m

)
,

ãäå l,m ∈ Z, ÿâëÿåòñÿ ïîëíîé îðòîíîðìèðîâàííîé íà ∆l
m.

Óòâåðæäåíèå 5 è ïåðâàÿ ôîðìóëèðîâêà ñëåäñòâèÿ åñòü ôàêòîðèçàöèÿ
ïî ñäâèãàì. Âòîðàÿ ôîðìóëèðîâêà ñëåäñòâèÿ åñòü ôàêòîðèçàöèÿ ñäâèãîâ
ïî ñæàòèÿì. Â ÊÌÀ ïðèíÿòî íà÷àëüíîé (îñíîâíîé) ñ÷èòàòü ôàêòîðèçà-
öèþ ïî ñæàòèÿì. Ñòðîèòñÿ ñèñòåìà ìíîæåñòâ, óäîâëåòâîðÿþùàÿ ñâîé-
ñòâàì
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1)V0 ⊂ V1 ⊂ V2 ⊂ · · · ;
2)∪∞n=0Vn âñþäó ïëîòíî â L2[0,∞);
3)Wn ∩Wm = ∅ ïðè n 6= m;
4) Vn+1 = Vn ⊕Wn (ïðÿìàÿ ñóììà ïðîñòðàíñòâ );
5) f ∈ Vn òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà g ∈ Vn+1, ãäå g(t) = f(3 · t).

Çäåñü Vn = Λn∩L2[0,∞), ãäå Λn åñòü ïðîñòðàíñòâî ñòóïåí÷àòûõ ôóíê-
öèé, ââåäåííîå â ïåðâîì ïàðàãðàôå ãëàâû.

Öåëî÷èñëåííûìè ñäâèãàìè ìàñøòàáèðóþùåé ôóíêöèè ïîëó÷èì ñè-
ñòåìó ôóíêöèé X0 = {χ(k)}∞k=0 íà ïîëóîñè [0,∞) (èëè íà âñåé îñè ïðè
k ∈ Z), à öåëî÷èñëåííûìè ñäâèãàìè ìàòåðèíñêèõ ôóíêöèé ïîëó÷èì ñè-

ñòåìó ôóíêöèé Y0 = {v(k)
0 , z

(k)
0 }∞k=0. Ïðèìåíÿÿ ê ñäâèãàì ìàòåðèíñêèõ

ôóíêöèé îïåðàöèþ ñæàòèÿ â òðè ðàçà v
(k)
1 (t) =

√
3 · v(k)

0 (3t), ïîëó÷èì ñè-

ñòåìó ôóíêöèé Y1 = {v(k)
1 , z

(k)
1 }∞k=0, è òàê äàëåå. Îáîçíà÷èì: V0 � çàìûêà-

íèå â L2 ëèíåéíîé îáîëî÷êè X0; V1 � çàìûêàíèå â L2 ëèíåéíîé îáîëî÷êè
X0 ∪ Y0; Vn � çàìûêàíèå â L2 ëèíåéíîé îáîëî÷êè X0 ∪ Y0 ∪ . . . ∪ Yn−1.

Îñíîâíûå ïÿòü óñëîâèé ÊÌÀ ñôîðìóëèðîâàëè â ïðåäïîëîæåíèè
k ∈ N0, òî åñòü òîëüêî äëÿ ñèñòåìû ñæàòèé. Â ôîðìóëå (14) ïîëàãàëè,
÷òî k ∈ Z, òî åñòü äîïóñêàþòñÿ è ðàñòÿæåíèÿ. Ïîýòîìó öåïî÷êó âëîæåí-
íûõ ïîäïðîñòðàíñòâ â ïåðâîì ïóíêòå ìîæíî ïðîäîëæèòü è â îáðàòíîì
ïîðÿäêå. Ïðè ýòîì íåîáõîäèìîñòü â ìàñøòàáèðóþùåé ôóíêöèè îòïàäà-
åò. Ïåðâûå äâà óñëîâèÿ çàìåíÿþòñÿ íà ñëåäóþùèå :
1). . . ⊂ V−1 ⊂ V0 ⊂ V1 ⊂ V2 ⊂ · · · ;
2)∪∞n=−∞Vn âñþäó ïëîòíî â L2[0,∞).

Ïðåäëîæèì êîíñòðóêöèþ òðîè÷íîãî ÊÌÀ áåç êîìïëåêñíîçíà÷íûõ ôóíê-
öèé. Ïðåäëîæèì â êà÷åñòâå ìàòåðèíñêèõ ôóíêöèé

v(x) =


√

2
2 , åñëè x ∈ [0, 1/3) ∪ [2/3, 1),

−
√

2 , åñëè x ∈ [1/3, 2/3),

0 , åñëè x ∈ [1,∞),

z(x) =


√

6
2 , åñëè x ∈ [0, 1/3),

−
√

6
2 , åñëè x ∈ [2/3, 1),

0 , åñëè x ∈ [1/3, 2/3) ∪ [1,∞).

Ïðåäëîæåííàÿ êîíñòðóêöèÿ òðîè÷íîãî ÊÌÀ ïî àíàëîãèè ëåãêî ïå-
ðåíîñèòñÿ è íà p-è÷íûé ñëó÷àé. Ïðè ýòîì ÷èñëî ìàòåðèíñêèõ ôóíêöèé
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ðàâíî p− 1. Äåéñòâèòåëüíîçíà÷íûé àíàëîã äàííîé êîíñòðóêöèè äîëæåí
óäîâëåòâîðÿòü óñëîâèÿì ïîëíîòû è ëèíåéíîé íåçàâèñèìîñòè â Λ1 íà [0, 1)
íàáîðà ôóíêöèé, ñîñòîÿùåãî èç ìàñøòàáèðóþùåé ïëþñ ìàòåðèíñêèõ.

16.4 Óïðàæíåíèÿ

1. Ñôîðìóëèðóéòå îïðåäåëåíèå ïðåîáðàçîâàíèÿ Êðåñòåíñîíà�Ëåâè,
ÿâëÿþùååñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì ìóëüòèïëèêàòèâíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôó-
ðüå ïðè pn ≡ p, ãäå p � ïðîñòîå ÷èñëî.

2. Äîêàæèòå ëåììû 1, 2, 3, 4 è 5.
3. Äîêàæèòå òåîðåìû 1 è 2.
4. Âûâåäèòå âèä òî÷íîé ìàæîðàíòû h(x) ÿäðà Äèðèõëå ìóëüòèïëè-

êàòèâíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå (ñðàâíèòå ñ ëåììîé 13.8) è äîêàæèòå,
÷òî h ∈ Lp[1,∞) ïðè p > 1.

5. Ïîñòðîéòå ìóëüòèïëèêàòèâíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ñ îáðàçóþùè-
ìè ÷èñëàìè p2n = 3, p2n−1 = 2 äëÿ âñåõ p ∈ N. Óòî÷íèòå âèä ëåììû 4 è
ìàæîðàíòû h(x) äëÿ ýòîãî ñëó÷àÿ.

6. Äîêàæèòå óòâåðæäåíèÿ 1, 2, 3 è 4.
7. Âîññòàíîâèòå ïîëíîå äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 6.
8. Ïîñòðîéòå äâå ðàçëè÷íûå îðòîíîðìèðîâàííûå ñèñòåìû íà [0, 3),

âçÿâ çà îñíîâó ñèñòåìó Êðåñòåíñîíà�Ëåâè ïðè p = 3. Óêàçàíèå. Îäíó

ñèñòåìó ïîëó÷èòü ìåòîäîì ñæàòèÿ-ðàñòÿæåíèÿ ñèñòåìû Êðåñòåíñîíà�Ëåâè êàê â ñëåäñòâèè

ëåììû 4, äðóãóþ � ìåòîäîì ñäâèãà, ïîñòðîèâ ñêâîçíóþ íóìåðàöèþ.

9. Âû÷èñëèòå ïðåîáðàçîâàíèå Êðåñòåíñîíà�Ëåâè ïðè p = 3 îò ôóíê-
öèé:

f(x) =

{
9 , åñëè x ∈ [0, 1/9),

0 , åñëè x ∈ [1/9,∞),
g(x) =

{
1 , åñëè x ∈ [0, 2/3),

0 , åñëè x ∈ [2/3,∞),

ϕ(x) =

{
1 , åñëè x ∈ [0, 7),

0 , åñëè x ∈ [7,∞),
q(x) =


4 , åñëè x ∈ [0, 1/3),

1 , åñëè x ∈ [1/3, 3),

0 , åñëè x ∈ [3,∞).

10. Ïðîâåðüòå ñïðàâåäëèâîñòü ñôîðìóëèðîâàííûõ â êîíöå äîêàçàòåëü-
ñòâà òåîðåìû 7 ôîðìóë äåéñòâèÿ ïðîåêòîðîâ Ai íà ôóíêöèè ñòàíäàðò-
íîãî áàçèñà.



Ãëàâà 17

Äèñêðåòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå

17.1 Ïîñòðîåíèå ÄÏÔ

Äèñêðåòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå (ÄÏÔ) íå ÿâëÿåòñÿ äèñêðåòèçàöè-
åé ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå. Áîëåå òîãî, ÄÏÔ áîëåå òåñíî ñâÿçàíî ñ ìóëüòè-
ïëèêàòèâíûì ïðåîáðàçîâàíèåì Ôóðüå. Ðàçðàáàòûâàëîñü ÄÏÔ êàê àïïà-
ðàò ÷èñëåííîé ðåàëèçàöèè ïðÿìîãî è îáðàòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå.
Íàëè÷èå ñóùåñòâåííîé ïîãðåøíîñòè ïðè ïåðåõîäå îò ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôó-
ðüå ê ÄÏÔ îãðàíè÷èâàåò âîçìîæíîñòè ïðèìåíåíèÿ ÄÏÔ â ýòîé ñôåðå è
ïðèâëåêàòåëüíîñòü ÄÏÔ äëÿ ìàòåìàòèêîâ.

Ïîÿâëåíèå ÄÏÔ ñòèìóëèðîâàëî ñòàíîâëåíèå è ðàçâèòèå òåîðèè äèñ-
êðåòíûõ ñèãíàëîâ íà êîíå÷íûõ èíòåðâàëàõ, ñîñòàâëÿþùåé îñíîâó öèô-
ðîâîé îáðàáîòêè ñèãíàëîâ (ÖÎÑ). Ìåòîäû öèôðîâîé îáðàáîòêè ñèãíàëîâ
ðàññìîòðåíû â [1, 4, 9, 14, 23]. Ïîÿâëåíèå ÝÂÌ ïîçâîëèëî ðåàëèçîâàòü
äàííóþ òåîðèþ â âèäå ïðîãðàìì èëè â âèäå ñïåöèàëèçèðîâàííîãî óñòðîé-
ñòâà. Ïîÿâëåíèå áûñòðûõ àëãîðèòìîâ ðåàëèçàöèè åùå áîëüøå ðàñøèðèëî
îáëàñòü ïðèìåíåíèÿ ÄÏÔ, áåç êîòîðûõ íå îáõîäèòñÿ ïîäàâëÿþùåå áîëü-
øèíñòâî ñîâðåìåííûõ ÝÂÌ.

Äèñêðåòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ïðèìåíÿåòñÿ ê N -ìåðíîìó âåêòîðó
x = (x0, x1, x2, . . . , xN−1), êîòîðûé ïðèíÿòî íàçûâàòü âõîäíûì ñèãíàëîì.
×èñëî N , íàçûâàåìîå äëèíîé ñèãíàëà, çàðàíåå ôèêñèðóåòñÿ. Èñõîäíûé
âåêòîð ðàññìàòðèâàþò êàê äåéñòâèòåëüíîçíà÷íûé (òî åñòü ýëåìåíò RN),
òàê è êîìïëåêñíîçíà÷íûé (òî åñòü ýëåìåíò CN). Â ëþáîì ñëó÷àå ïðè
ïðèìåíåíèè ÄÏÔ ïîëó÷àåì y ∈ CN , êîîðäèíàòû êîòîðîãî âû÷èñëÿþòñÿ

185



186 ÃËÀÂÀ 17. ÄÈÑÊÐÅÒÍÎÅ ÏÐÅÎÁÐÀÇÎÂÀÍÈÅ ÔÓÐÜÅ

ïî ôîðìóëå

yk =
1

N

N−1∑
n=0

xnq
nk, k = 0, 1, 2, . . . , N − 1, (1)

ãäå q = e
2πi
N (èëè q = e−

2πi
N ). Âåêòîð y = (y0, y1, y2, . . . , yN−1) íàçûâàåòñÿ

âûõîäíûì ñèãíàëîì èëè ñïåêòðîì ñèãíàëà x.
Äëÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå âèäà

S(ν) =

+∞∫
−∞

f(t)e−2πiνtdt

îòäåëüíî ðàññìàòðèâàþò èíòåãðàë ïî ïîëîæèòåëüíîé è ïî îòðèöàòåëü-

íîé ïîëóîñè. Ïåðâûé èç íèõ çàìåíÿþò íà
M∫
0

f(t)e−2πiνtdt è ñîñòàâëÿþò

èíòåãðàëüíóþ ñóììó äëÿ òî÷åê îòñ÷åòà νk = kL
N1
, ðàñïîëîæåííûõ íà

[0, L], ïî ôîðìóëå ïðÿìîóãîëüíèêîâ ñ øàãîì ∆t = M
N2
. Åñëè N = N1

L

è N = N2

M , òî ïðèõîäèì ê ôîðìóëå (1) ïðè q = e−
2πi
N , ãäå xn åñòü ñðåäíåå

çíà÷åíèå (èëè çíà÷åíèå â âûáðàííîé òî÷êå) ôóíêöèè f(x) íà èíòåðâàëå
(n ·∆t, (n+ 1)∆t). Àíàëîãè÷íî ïîñòóïàþò äëÿ èíòåãðàëà ïî îòðèöàòåëü-
íîé ïîëóîñè. Âàðüèðîâàíèåì ÷èñåë N1, N2, L, M ñòàðàþòñÿ äîáèòüñÿ
áëèçîñòè íåïðåðûâíîãî ñïåêòðà S(ν) è ïîëó÷åííîãî ïîñðåäñòâàì ôîðìó-
ëû (1) äèñêðåòíîãî ñïåêòðà. Îäíàêî ïðè ýòîì íåèçáåæíî óâåëè÷èâàåòñÿ
N è äîáàâëÿþòñÿ ñëîæíîñòè ïî ðåàëèçàöèè àëãîðèòìà.

Çàìåòèì, ÷òî ïðè M = L = 1 ôîðìóëà (1) ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê ôîð-
ìóëà ïðèáëèæåííîãî âû÷èñëåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå.

Îñòàíîâèìñÿ íà òðàêòîâêå ÄÏÔ â âèäå ôîðìóëû (1) êàê ïðèìåíÿå-
ìîé äëÿ äèñêðåòíîãî êîíå÷íîãî ñèãíàëà ïðè ðåøåíèè çàäà÷ öèôðîâîé
îáðàáîòêè èíôîðìàöèè.

Òîãäà ôîðìóëà

xk =
N−1∑
n=0

yn · q−nk, k = 0, 1, 2, . . . , N − 1, (2)

ïîçâîëÿåò òî÷íî âîññòàíîâèòü èñõîäíûé ðÿä è íàçûâàåòñÿ ôîðìóëîé îá-
ðàòíîãî ÄÏÔ.



17.1. ÏÎÑÒÐÎÅÍÈÅ ÄÏÔ 187

Ôîðìóëû (1) è (2) ïðåäñòàâëÿþòñÿ â ìàòðè÷íîì âèäå. Ìàòðèöåé äèñ-
êðåòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå íàçûâàåòñÿ ñèììåòðè÷íàÿ ìàòðèöà

F =


1 1 1 . . . 1
1 q q2 . . . qN−1

1 q2 q4 . . . q2(N−1)

...
...

... . . . ...

1 qN−1 q2(N−1) . . . q(N−1)2

 , (3)

ãäå q = e
2πi
N .

Ìàòðèöó F , êîòîðàÿ èìååò âèä (3) äëÿ q = e−
2πi
N , íàçîâåì ìàòðè-

öåé îáðàòíîãî ÄÏÔ. Ìàòðèöà F ÿâëÿåòñÿ êîìïëåêñíî-ñîïðÿæåííîé ê
ìàòðèöå F .

Ëåììà 1. Èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

F · F = F · F = N · E,

ãäå E � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà N .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîèçâåäåíèå k-é ñòðîêè ìàòðèöû F íà j-é ñòîëáåö
ìàòðèöû F ðàâíî

1 + qk−j + q2(k−j) + . . .+ q(N−1)(k−j) = N · δkj

ïî ñâîéñòâó êîðíåé N -é ñòåïåíè èç åäèíèöû. �
Îïðåäåëåíèå 1. Êîìïëåêñíîçíà÷íàÿ ñèììåòðè÷íàÿ ìàòðèöà A íà-

çûâàåòñÿ îðòîãîíàëüíîé, åñëè A · A = C · E äëÿ íåêîòîðîé êîíñòàíòû
C 6= 0, ãäå ìàòðèöà A � êîìïëåêñíî-ñîïðÿæåííàÿ ê A.

Ýòî îïðåäåëåíèå, êîòîðîå èñïîëüçóþò â òåõíè÷åñêîé [1, 9] ëèòåðàòóðå,
îòëè÷àåòñÿ îò ïðèíÿòîãî â ìàòåìàòè÷åñêîé, ãäå òðåáóþò C = 1.

Èòàê, ìàòðèöû äèñêðåòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå F è F ÿâëÿþòñÿ
îðòîãîíàëüíûìè.

Ìàòðè÷íûé âèä ôîðìóëû (1) ñëåäóþùèé

y =
1

N
· F · x,

ãäå N -ìåðíûå âåêòîðû x, y ïðåäñòàâëåíû â âèäå ìàòðèö, ñîñòîÿùèõ èç
îäíîãî ñòîëáöà. Ïðè çàïèñè ìàòðèö ñèãíàëîâ â âèäå ñòðîê ôîðìóëà èìååò
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âèä y> = 1
N · x

> · F , ãäå x> åñòü òðàíñïîíèðîâàííàÿ ìàòðèöà x. Ôîðìó-
ëà (2) èìååò âèä

x = F · y

ïðè ìàòðè÷íîé çàïèñè â âèäå ñòîëáöîâ è âèä x> = y> ·F ïðè ìàòðè÷íîé
çàïèñè ñèãíàëîâ x, y â âèäå ñòðîê.

Òåîðåìà 1. Äëÿ âõîäíîãî ñèãíàëà x è åãî ñïåêòðà y èìååò ìåñòî
ðàâåíñòâî Ïàðñåâàëÿ

1

N
·
N−1∑
n=0

|xn|2 =
N−1∑
n=0

|yn|2.

Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâåäåì ñ ïîìîùüþ ìàòðè÷íîé çàïèñè

y> · y =
1

N
· x> · F · 1

N
(F · x) =

1

N
· x> · 1

N
· F · F · x =

1

N
· x> · x.

Âûðàæåíèå x> · x åñòü ìàòðè÷íàÿ çàïèñü ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ
ýëåìåíòà x ∈ Cn

2 íà ñåáÿ:

x> · x = (x, x) =
N−1∑
k=0

xk · xk =
N−1∑
k=0

|xk|2. �

Ðàññìîòðèì ìóëüòèïëèêàòèâíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå, ïåðâîå îáðà-
çóþùåå ÷èñëî êîòîðîãî ðàâíî N (p1 = N). Ïóñòü f(x) ñòóïåí÷àòàÿ
ôóíêöèÿ òàêàÿ, ÷òî f(x) = xn ïðè x ∈

[
n
N ,

n+1
N

)
, 0 ≤ n < N . Ïîëàãàåì,

÷òî f(x) = 0 ïðè x ≥ 1. Ïóñòü ÷èñëà yk âû÷èñëÿþòñÿ ïî ôîðìóëå (1) ñ
q = e−

2πi
N .

Óòâåðæäåíèå 1. Äàííîå ìóëüòèïëèêàòèâíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôó-
ðüå îò óêàçàííîé ôóíêöèè f(x) åñòü ôèíèòíàÿ ñòóïåí÷àòàÿ ôóíêöèÿ
F (y) ðàâíàÿ yk ïðè y ∈ [k, k+1), 0 ≤ k < N , è F (y) = 0 ïðè y ∈ [N,∞).

Ñîîòâåòñòâóþùåå îáðàòíîå ìóëüòèïëèêàòèâíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôó-
ðüå îò ôóíêöèè F (y) âîññòàíàâëèâàåò f(x) (è ñîîòâåòñòâóåò ôîðìó-
ëå (2) âû÷èñëåíèÿ îáðàòíîãî ÄÏÔ ñ òåì æå q).

Ñëåäñòâèå. Ïðèìåíåíèåì ôîðìóëû Ïëàíøåðåëÿ ‖f‖2 = ‖F‖2 ïîëó-
÷àåì ðàâåíñòâî Ïàðñåâàëÿ èç òåîðåìû 1.
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17.2 Áûñòðîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå

Òàê êàê ôîðìóëû (1) è (2) îòëè÷àþòñÿ òîëüêî çíàêîì â ýêñïîíåíòå è
÷èñëîâûì ìíîæèòåëåì, òî èõ ÷èñëåííûå ðåàëèçàöèè àíàëîãè÷íû. Îñòà-
íîâèìñÿ íà ôîðìóëå (1) áåç ÷èñëîâîãî ìíîæèòåëÿ èëè â ìàòðè÷íîì âèäå
íà ôîðìóëå N · y = F · x.

Â ñòàòüÿõ Ãóäà (1958 ã.) ïðåäëîæåí ìåòîä ôàêòîðèçàöèè ìàòðèö, êî-
òîðûé Êóëè è Òàêè (1965 ã.) ïîëîæèëè â îñíîâó àëãîðèòìà áûñòðîé
ðåàëèçàöèè ÄÏÔ. Ñóòü ýòîãî ìåòîäà ñîñòîèò â çàìåíå îäíîé ãóñòî çàïîë-
íåííîé ìàòðèöû íà ïðîèçâåäåíèå áîëüøîãî ÷èñëà ðàçðåæåííûõ ìàòðèö.

Ïðè ïîñòðîåíèè ôàêòîðèçàöèè çàäàþò N = 2n, òî åñòü äëèíó ñèãíà-
ëà ïîëàãàþò ðàâíîé ñòåïåíè äâîéêè. Ïðîäåìîíñòðèðóåì ìåòîä ïîñòðîå-
íèÿ àëãîðèòìà áûñòðîé ðåàëèçàöèè äèñêðåòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå
(ÁÏÔ) äëÿ ñëó÷àÿ N = 8.

Îáîçíà÷èì q = e
πi
4 è çàìåòèì, ÷òî q2 = i, q4 = −1, q6 = −i. Òîãäà

F =



1 1 1 1 1 1 1 1
1 q i q3 −1 q5 −i q7

1 i −1 −i 1 i −1 −i
1 q3 −i q −1 q7 i q5

1 −1 1 −1 1 −1 1 −1
1 q5 i q7 −1 q −i q3

1 −i −1 i 1 −i −1 i
1 q7 −i q5 −1 q3 i q


.

Ñîñòàâèì ñëåäóþùèå ìàòðèöû

F1 =



1 0 0 0 1 0 0 0
1 0 0 0 −1 0 0 0
0 1 0 0 0 1 0 0
0 1 0 0 0 −1 0 0
0 0 1 0 0 0 1 0
0 0 1 0 0 0 −1 0
0 0 0 1 0 0 0 1
0 0 0 1 0 0 0 −1


, F2 =



1 0 0 0 1 0 0 0
0 1 0 0 0 i 0 0
1 0 0 0 −1 0 0 0
0 1 0 0 0 −i 0 0
0 0 1 0 0 0 1 0
0 0 0 1 0 0 0 i
0 0 1 0 0 0 −1 0
0 0 0 1 0 0 0 −i


,
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F3 =



1 0 0 0 1 0 0 0
0 1 0 0 0 q 0 0
0 0 1 0 0 0 i 0
0 0 0 1 0 0 0 q3

1 0 0 0 −1 0 0 0
0 1 0 0 0 −q 0 0
0 0 1 0 0 0 −i 0
0 0 0 1 0 0 0 −q3


.

Òîãäà F = F3 · F2 · F1. Ïðîâåðêîé ñíà÷àëà óñòàíàâëèâàåì, ÷òî

F2 · F1 =



1 0 1 0 1 0 1 0
1 0 i 0 −1 0 −i 0
1 0 −1 0 1 0 −1 0
1 0 −i 0 −1 0 i 0
0 1 0 1 0 1 0 1
0 1 0 i 0 −1 0 −i
0 1 0 −1 0 1 0 −1
0 1 0 −i 0 −1 0 i


,

à ïîòîì îêîí÷àòåëüíîå ðàâåíñòâî.

Â îáùåì ñëó÷àå N = 2n ìàòðèöà F äèñêðåòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôó-
ðüå ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå

F = Fn · Fn−1 · . . . · F2 · F1

ïðîèçâåäåíèÿ n ìàòðèö ïîðÿäêà N , îïèñàíèå êîòîðûõ íà÷íåì ñ ïîñëåä-
íåé. Ìàòðèöà Fn çàïèñûâàåòñÿ êàê áëî÷íàÿ ìàòðèöà

Fn =

(
E D1

E −D1

)
,

ãäå E � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà N
2 , à D1 � äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà

ïîðÿäêà N
2 ñ ýëåìåíòàìè 1, q, q2, . . . , q2n−1−1 íà äèàãîíàëè. Â áëîêå −D1

âñå ýëåìåíòû îòëè÷àþòñÿ çíàêîì îò ñîîòâåòñòâóþùèõ ýëåìåíòîâ áëîêà
D1.
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Ìàòðèöà Fn−1 òîæå áëî÷íàÿ ñ áëîêàìè ïîðÿäêà
N
4

Fn−1 =


E O D2 O
E O −D2 O
O E O D2

O E O −D2

 ,

ãäå E � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà, O � áëîê, ñîñòîÿùèé èç íóëåé, à D2 � äèà-
ãîíàëüíàÿ ìàòðèöà ñ ýëåìåíòàìè 1, q2, q4, . . . , q2(2n−2−1) íà äèàãîíàëè.

Ìàòðèöó Fn−2 ìîæíî ïîëó÷èòü èç ìàòðèöû F1 ïðèâåäåííîãî äëÿ
N = 8 ïðèìåðà, åñëè êàæäûé ýëåìåíò òîé ìàòðèöû òðàêòîâàòü êàê áëîê
ïîðÿäêà N

8 , åäèíèöû ëåâîé ïîëîâèíû ìàòðèöû çàìåíèòü íà E, à â ïðàâîé
ïîëîâèíå åäèíèöó çàìåíèòü íàD4 è−1 çàìåíèòü íà−D4. Â äèàãîíàëüíîé
ìàòðèöå D4 íà äèàãîíàëè ñòîÿò ýëåìåíòû 1, q4, q8, . . . , q4(2n−3−1).

Â êàæäîé ìàòðèöå Fk âûäåëÿåì ëåâóþ ïîëîâèíó, ñîñòîÿùóþ èç áëî-
êîâ E è O ïîðÿäêà 2k−1, è ïðàâóþ ïîëîâèíó, ñîñòîÿùóþ èç áëîêîâ D2n−k ,
−D2n−k , O. Ðàñïîëîæåíèå áëîêîâ â ìàòðèöå èëëþñòðèðóåò ìàòðèöà F1 â
ïðèìåðå äëÿ N = 8. Èíäåêñ ó ìàòðèöû D óêàçûâàåò ñòåïåíü îáðàçóþ-
ùåãî ýëåìåíòà ñðåäè äèàãîíàëüíûõ.

Óñëîâèå N = 2n íå ÿâëÿåòñÿ îáÿçàòåëüíûì äëÿ ôàêòîðèçàöèè ìàò-
ðèö ÄÏÔ. Ïîêàæåì âîçìîæíîñòü ïðåäñòàâëåíèÿ ìàòðèöû ÄÏÔ â âèäå
ïðîèçâåäåíèÿ ñëàáî çàïîëíåííûõ ìàòðèö äëÿ ëþáîãî ñîñòàâíîãî N . Ñíà-
÷àëà ïðèâåäåì âñïîìîãàòåëüíûå óòâåðæäåíèÿ, ãäå íóìåðàöèÿ ýëåìåíòîâ
ëþáîé ìàòðèöû íà÷íåòñÿ ñ íóëÿ, à íå ñ åäèíèöû.

Ëåììà 2. Åñëè V ìàòðèöà ðàçìåðà [1×r], òî äëÿ áëî÷íîé ìàòðèöû(
V bV b2V . . . bs−1V

)
,

ðàçìåðà [1× sr] èìååò ìåñòî ïðåäñòàâëåíèå â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ ìàò-
ðèö

V ·
(
E bE b2E . . . bs−1E

)
,

ãäå bkE � äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà r ñ ÷èñëîì bk íà äèàãîíàëè.

Ëåììà 3. Ïóñòü V � ìàòðèöà ðàçìåðà [1 × r]. Åñëè j-ÿ ñòðîêà
áëî÷íîé ìàòðèöû F̃ èìååò âèä(

V bV b2V . . . bs−1V
)
,
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à îñòàëüíûå åå ñòðîêè íóëåâûå, òî îíà ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â
âèäå

F̃ = Q · D̃,

ãäå ó ìàòðèöû Q íå íóëåâàÿ òîëüêî j-ÿ ñòðîêà, îíà èìååò âèä

( 0 0 . . . 0 V 0 0 . . . 0 )

ñ ìàòðèöåé V â ñòîëáöàõ l, l + 1, . . ., l + r − 1 (l � ïðîèçâîëüíîå),
ó ìàòðèöû D̃ ñòðîêè ñ íîìåðàìè l, l + 1, . . ., l + r − 1 èìåþò âèä
( E bE b2E . . . bs−1E ) (âèä îñòàëüíûõ ñòðîê ìàòðèöû D̃ íå âà-
æåí).

Ïðè ýòîì âñå òðè ìàòðèöû F̃ , Q, D̃ ìîãóò áûòü êâàäðàòíûìè
îäèíàêîâîãî ïîðÿäêà.

Îáå ëåììû äîêàçûâàþòñÿ ïðîñòîé ïðîâåðêîé.

Ìàòðèöà íàçûâàåòñÿ áëî÷íîäèàãîíàëüíîé, åñëè îíà çàïèñûâàåòñÿ â âè-
äå äèàãîíàëüíîé ìàòðèöû, êàæäûé ýëåìåíò êîòîðîé åñòü ìàòðèöà îäíîãî
è òîãî æå ðàçìåðà ñ íóëåâûìè ìàòðèöàìè âíå äèàãîíàëè. Ìàòðèöó ðàç-
ìåðà [s× sr] íàçîâåì ïñåâäîäèàãîíàëüíîé, åñëè îíà áëî÷íîäèàãîíàëüíàÿ
ñ áëîêàìè ðàçìåðà [1 × r], òî åñòü â âèäå ñòðîêè. Ïðè òðàíñïîíèðîâà-
íèè ïîëó÷àåì áëî÷íîäèàãîíàëüíóþ ìàòðèöó ñ áëîêàìè â âèäå ñòîëáöà,
êîòîðóþ òàêæå áóäåì íàçûâàòü ïñåâäîäèàãîíàëüíîé (ïî ñòîëáöàì).

Òåîðåìà 2. Åñëè N = r · s, òî ìàòðèöó ÄÏÔ ïîðÿäêà N ìîæ-
íî ïðåäñòàâèòü â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ ñëàáî çàïîëíåííûõ áëî÷íûõ
ìàòðèö

F = D ·Q,

ãäå ïåðâûé ñîìíîæèòåëü èìååò ñòðóêòóðó ìàòðèöû ÄÏÔ ïîðÿäêà s

D =


E E E . . . E
E D1 D2 . . . Ds−1

E D2 D4 . . . D2(s−1)
...

...
... . . . ...

E Ds−1 D2(s−1) . . . D(s−1)2


ñ áëîêàìè Dk = qkr ·E â âèäå äèàãîíàëüíûõ ìàòðèö ïîðÿäêà r, à âòîðîé
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ñîìíîæèòåëü âèäà

Q =


Q0

0 Q1
0 . . . Qr−1

0

Q0
1 Q1

1 . . . Qr−1
1

Q0
2 Q1

2 . . . Qr−1
2

...
... . . . ...

Q0
s−1 Q1

s−1 . . . Qr−1
s−1


ñ áëîêàìè Qn

k ðàçìåðà [r×s], ó êîòîðûõ òîëüêî îäèí ñòîëáåö ñ íîìåðîì
k íåíóëåâîé è èìååò âèä(

1 qk+ns q2(k+ns) . . . q(r−1)(k+ns)
)>
.

Ñëåäñòâèå. Ïðåäñòàâëåíèå F = D · Q ðàâíîñèëüíî âûðàæåíèþ
F = Q> · D, ÷òî âûòåêàåò èç ñèììåòðèè ìàòðèö F , D.

Òåîðåìà îñòàåòñÿ âåðíîé, åñëè êàæäûé ýëåìåíò qm èñõîäíîé ìàò-
ðèöû F ðàññìàòðèâàòü êàê êâàäðàòíóþ ìàòðèöó qm · E íåêîòîðîãî
ôèêñèðîâàííîãî ïîðÿäêà. Òî åñòü òåîðåìà âåðíà äëÿ ìàòðèöû D â âè-
äå èñõîäíîé ìàòðèöû â ñëó÷àå ñîñòàâíîãî s.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2 óäîáíåå ïðîâîäèòü äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ
F = Q> · D, ãäå çàïèñü áîëåå ýêîíîìè÷íàÿ (òàê êàê çàïèñü ïî ñòðîêàì).
Ââåäåì îáîçíà÷åíèå äëÿ ìàòðèöû ðàçìåðà [1× r], ÿâëÿþùåéñÿ íà÷àëîì
ñòðîêè ñ íîìåðîì k + ns èñõîäíîé ìàòðèöû F (0 ≤ k < s, 0 ≤ n < r):

Vn(k) =
(

1 qk+ns q2(k+ns) . . . q(r−1)(k+ns)
)
.

Â ÷àñòíîñòè, V0(k) =
(

1 qk q2k . . . q(r−1)k
)
.

Ñòðîêà ìàòðèöû F ñ íîìåðîì k + ns, ãäå 0 ≤ k < s, 0 ≤ n < r,
ðàçáèâàåòñÿ íà áëîêè(

Vn(k) qrk · Vn(k) q2rk · Vn(k) . . . q(s−1)rk · Vn(k)
)

=

= Vn(k) ·
(

1 qrk q2rk . . . q(s−1)rk
)
.

Ïî ëåììå 3 ïåðâûå s ñòðîê ìàòðèöû F ïðåäñòàâèìû â âèäå Q0 · D, ãäå
Q0 åñòü ïñåâäîäèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà ñ áëîêàìè V0(0), V0(1), . . . , V0(s−1)
íà äèàãîíàëè. Ïîêàæåì ýòî. Äëÿ ñòðîêè ñ íîìåðîì k ìàòðèö F è Q0

îáîçíà÷èì V = V0(k) , b = qrk. Òîãäà ïåðâûå s ñòðîê ìàòðèöû F ìîæ-
íî ïðåäñòàâèòü â âèäå ñóììû F0 + F1 + F2 + . . . + Fs−1 ìàòðèö ðàç-
ìåðà [s × sr] ñ îäíîé (k-é äëÿ ìàòðèöû Fk) íåíóëåâîé ñòðîêîé âèäà
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V bV b2V . . . bs−1V

)
. Òàê êàê â ëåììå 3 âèä îñòàëüíûõ ñòðîê ìàò-

ðèöû D̃ íå âàæåí, òî â êà÷åñòâå D̃ ìîæíî äëÿ êàæäîé èç èñõîäíîé ìàò-
ðèöû Fk áðàòü ìàòðèöó D, èáî ãðóïïû íåíóëåâûõ ñòðîê ó íèõ ðàçëè÷íû
(÷òî äîñòèãàåòñÿ óñëîâèåì l = rk). Åñëè òðàíñïîíèðóåì ïðîèçâåäåíèå
Q0 · D, òî ïîëó÷èì ïðåäñòàâëåíèå äëÿ ïåðâûõ s ñòîëáöîâ ìàòðèöû F â
âèäå D · (Q0)>, ãäå

Q0 =
(
Q0

0 Q0
1 Q0

2 . . . Q0
s−1

)>
.

Äëÿ ñëåäóþùèõ s ñòîëáöîâ ìàòðèöû F àíàëîãè÷íî ïîëó÷àåì ïðåä-

ñòàâëåíèå â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ D·(Q1)>, ãäå Q1 =
(
Q1

0 Q
1
1 Q

1
2 . . . Q

1
s−1

)>
ñ áëîêàìè V1(0), V1(1), V1(2), . . ., V1(s−1) íà äèàãîíàëè ïñåâäîäèàãîíàëü-
íîé ìàòðèöû Q1.

Âñåãî r òàêèõ ãðóïï ïî s ñòîëáöîâ â ìàòðèöå F . Äëÿ êàæäîé ãðóï-
ïû àíàëîãè÷íî ñòðîèòñÿ Qn (0 ≤ n < r). Ìàòðèöà Q ôîðìèðóåòñÿ êàê
áëî÷íàÿ ìàòðèöà

Q =
(

(Q0)> (Q1)> (Q2)> . . . (Qr−1)>
)
,

ãäå êàæäûé áëîê îòâå÷àåò çà ñâîþ ãðóïïó ñòîëáöîâ ìàòðèöû F .

Ïðèìåð ôàêòîðèçàöèè ìàòðèöû ÄÏÔ ïîðÿäêà 6 (q = e
πi
3 ):

F =



1 1 1 1 1 1
1 q q2 q3 q4 q5

1 q2 q4 1 q2 q4

1 q3 1 q3 1 q3

1 q4 q2 1 q4 q2

1 q5 q4 q3 q2 q

 .

Ïîëàãàÿ r = 2, s = 3, ïîëó÷àåì

D =



1 0 1 0 1 0
0 1 0 1 0 1
1 0 q2 0 q4 0
0 1 0 q2 0 q4

1 0 q4 0 q2 0
0 1 0 q4 0 q2

 , Q =



1 0 0 1 0 0
1 0 0 −1 0 0
0 1 0 0 1 0
0 q 0 0 −q 0
0 0 1 0 0 1
0 0 q2 0 0 −q2

 .
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Ïîëàãàÿ r = 3, s = 2, ïîëó÷àåì

D =



1 0 0 1 0 0
0 1 0 0 1 0
0 0 1 0 0 1
1 0 0 −1 0 0
0 1 0 0 −1 0
0 0 1 0 0 −1

 , Q =



1 0 1 0 1 0
1 0 q2 0 q4 0
1 0 q4 0 q2 0
0 1 0 1 0 1
0 q 0 q3 0 q5

0 q2 0 1 0 q4

 .

Íà ïðèìåðå ïîñëåäíåãî ñëó÷àÿ ïðîäåìîíñòðèðóåì óäîáíóþ äëÿ çàïîìè-
íàíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîñòðîåíèÿ íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ ìàòðèöû Q

1 1 1
1 q2 ?

1 1 1
q q3 ?

 ,



1 1 1
1 q2 q4

1 q4 ?

1 1 1
q q3 q5

q2 q6 ?


÷åðåç ïåðâóþ è âòîðóþ (â ñëó÷àå r = 3) ñòðîêó ìàòðèöû F .

17.3 Âû÷èñëåíèå òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ñóìì

ñ ïîìîùüþ ÄÏÔ

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ïðèìåíåíèÿ ÄÏÔ ïðîäåìîíñòðèðóåì ñïîñîá ïî-
ëó÷åíèÿ íîâûõ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ôîðìóë. À èìåííî, ïîëó÷èì ñóììû
îòðèöàòåëüíûõ ñòåïåíåé ñèíóñîâ â ðàâíîîòñòîÿùèõ óçëàõ. Äëÿ ñðàâíå-
íèÿ ïðèâåäåì èçâåñòíûå ôîðìóëû äëÿ ïîëîæèòåëüíûõ ñòåïåíåé:

N−1∑
k=1

sin
πk

N
= ctg

π

2N
;
N−1∑
k=1

sin2 πk

N
=
N

2
; è äëÿN ≥ 3

N−1∑
k=1

sin4 πk

N
=

3N

8
.

Ñëó÷àé ñòåïåíè -1 ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê èíòåðåñíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ
çàäà÷à, ðåøåíèåì êîòîðîé ñëóæèò àñèìïòîòè÷åñêàÿ ôîðìóëà (Âàòñîí,
1916 ã.)

N−1∑
k=1

sin−1 πk

N
=

2N

π

(
lnN + C − ln

π

2

)
+O(1),
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ãäå C � êîíñòàíòà Ýéëåðà.
Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî äëÿ ÷åòíûõ îòðèöàòåëüíûõ ñòåïåíåé ñèíóñîâ ïîëó-

÷àþòñÿ áîëåå êîðîòêèå òî÷íûå ôîðìóëû.
Âû÷èñëèì ÄÏÔ âèäà (1) äëÿ âõîäíîãî ñèãíàëà x, êîîðäèíàòû êîòî-

ðîãî xk = k. Ïîëó÷èì

y0 =
1

N

N−1∑
k=0

k =
N − 1

2
.

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ îñòàëüíûõ êîîðäèíàò áóäåì ïðèìåíÿòü ïðåîáðàçîâàíèå
Àáåëÿ (ëåììà 7.2) â âèäå

N−1∑
k=0

ak · bk = aN−1 ·BN−1 −
N−2∑
k=0

∆ak ·Bk, (4)

ãäå ∆ak = ak+1 − ak � ïåðâàÿ ðàçíîñòü, Bk =
∑k

i=0 bk � ÷àñòíàÿ ñóììà.
Òîãäà ïðè l ≥ 1:

yl =
1

N

N−1∑
k=0

kqkl =
1

N

[
(N − 1) · 0−

N−2∑
k=0

(k + 1− k) · 1− q
l(k+1)

1− ql

]
=

1

ql − 1
.

Ïî ðàâåíñòâó Ïàðñåâàëÿ (òåîðåìà 1) ïîëó÷àåì

1

N

N−1∑
k=0

k2 =
(N − 1)2

4
+

N−1∑
l=1

1

|ql − 1|2
=

(N − 1)2

4
+

N−1∑
l=1

1

|ql/2 − q−l/2|2
.

Ïî ôîðìóëå Ýéëåðà ïîëó÷èì

|ql/2−q−l/2| = |e
lπi
N −e−

lπi
N | = | cos

lπ

N
+ i sin

lπ

N
−cos

lπ

N
+ i sin

lπ

N
| = 2sin

lπ

N
.

Îòñþäà

N−1∑
k=1

1

sin2 πk
N

=
4

N
· (N − 1)N(2N − 1)

6
− (N − 1)2 =

N 2 − 1

3
.

Ïðè âûâîäå ñîîòíîøåíèÿ

N−1∑
k=1

1

sin2 πk
N

=
N 2 − 1

3
(5)
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èñïîëüçîâàëè èçâåñòíóþ [6] ôîðìóëó
N∑
k=1

k2 = N(N+1)(2N+1)
6 .

Åñëè ïðèìåíèòü ÄÏÔ ê ñèãíàëó ñ êîîðäèíàòàìè xk = k2, òî ïîäîá-
íûìè âû÷èñëåíèÿìè ïîëó÷èì ôîðìóëó äëÿ

∑N−1
k=1 sin−4 πk

N . Óæå íà ýòîì
ýòàïå âû÷èñëåíèÿ áóäóò ñëîæíûìè. Äëÿ óïðîùåíèÿ âû÷èñëåíèé áóäåì
ðàññìàòðèâàòü âõîäíûå ñèãíàëû ñ óñëîâèåì íîðìèðîâêè

N−1∑
k=1

xk = 0. (6)

Ýòî óñëîâèå ãàðàíòèðóåò y0 = 0 äëÿ âûõîäíîãî ñèãíàëà è ïîçâîëÿåò
íåêîòîðûå âû÷èñëèòåëüíûå ñëîæíîñòè ïåðåíåñòè ñ âûõîäíîãî ñèãíàëà
íà âõîäíîé. Â ýòîì ñëó÷àå íà ðàññìîòðåííîì øàãå â êà÷åñòâå âõîäíîãî
ñèãíàëà íóæíî áûëî âçÿòü ñèãíàë x(1) ñ êîîðäèíàòàìè xk(1) = k + C1,
ãäå C1 = −N−1

2 . Ðàâåíñòâî Ïàðñåâàëÿ äàñò ñîîòíîøåíèå

1

N

N−1∑
k=0

(k + C1)
2 =

N−1∑
k=1

1

4 sin2 πk
N

,

ëåâàÿ ÷àñòü êîòîðîãî ðàâíà

1

N

[
(N − 1)N(2N − 1)

6
+N(N − 1)C1 +NC2

1

]
=
N 2 − 1

12
,

÷òî äàåò ôîðìóëó (5).
Èòàê, êîîðäèíàòû ñèãíàëà x(1) ïîëó÷àþòñÿ êàê ðåøåíèå ðàçíîñòíî-

ãî óðàâíåíèÿ ∆xk = 1 ñ óñëîâèåì íîðìèðîâêè (6). Òî åñòü íà÷àëüíûì
âõîäíûì ñèãíàëîì ñ÷èòàåì x(0), âñå êîîðäèíàòû êîòîðîãî ðàâíû 1. Ïðî-
äîëæàÿ ýòîò ïðîöåññ, ïîëó÷àåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âõîäíûõ ñèãíàëîâ
x(n), êîîðäèíàòû xk êàæäîãî èç êîòîðûõ âû÷èñëÿþòñÿ ÷åðåç êîîðäèíà-
òû ïðåäûäóùåãî ñèãíàëà x(n− 1) â âèäå ðåøåíèÿ ïðîñòåéøåãî ðàçíîñò-
íîãî óðàâíåíèÿ

∆xk = xk(n− 1) (7)

ñ óñëîâèåì íîðìèðîâêè (6). Ïîëó÷åííûå êîîðäèíàòû xk ðåøåíèÿ ðàç-
íîñòíîãî óðàâíåíèÿ (7) ñ óñëîâèåì (6) îáîçíà÷èì xk(n).

Äëèíà ñèãíàëà N ñ÷èòàåòñÿ ôèêñèðîâàííîé è èçâåñòíîé. Ïîëó÷àåì
ñëåäóþùèå ðåøåíèÿ

xk(2) =
1

2
k(k−1)+C1k+C2, xk(3) =

1

6
k(k−1)(k−2)+C1k(k−1)+C2k+C3
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è òàê äàëåå.
Ïðè ïðàêòè÷åñêîé ðåàëèçàöèè èñïîëüçóåòñÿ ìåòîä ïðîãîíêè, ïðè êî-

òîðîì äëÿ ïàðàìåòðà Cn çàäàåì x0(n) = Cn è âû÷èñëÿåì ñëåäóþùèå
êîîðäèíàòû xk(n) ñèãíàëà x(n). Óñëîâèå (6) ïîçâîëÿåò âû÷èñëèòü Cn.
Èñïîëüçóÿ îáîçíà÷åíèå k(n) äëÿ îáîáùåííîé ñòåïåíè (ïðèìåíÿåìîå â òåî-
ðèè ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé [6])

k(n) = k(k − 1)(k − 2) . . . (k − n+ 1) , , k(0) = 1, k(1) = k,

óêàæåì îáùåå ðåøåíèå ñèñòåìû ïðîñòåéøèõ ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé (7)
ñ óñëîâèåì (6):

xk(n) =
1

n!
k(n) +

C1

(n− 1)!
k(n−1) +

C2

(n− 2)!
k(n−2) + . . .+ Cn−1k + Cn. (8)

Ïóñòü C0 = 1. Ôîðìóëà (8) ïðè n ≤ N − 1 êîðîòêî çàïèñûâàåòñÿ â
âèäå xk(n) =

∑n
m=0

Cm
(n−m)!k

(n−m) =
∑n

m=0
Cn−m
m! k

(m), à ïðè n ≥ N â âèäå

xk(n) =
∑N−1

m=0
Cn−m
m! k

(m).
Äëÿ ñèãíàëà ïîñòîÿííîé äëèíû âåëè÷èíû Cm åñòü êîíñòàíòû. Âåëè-

÷èíû Cm çàâèñÿò îò äëèíû ñèãíàëà è ÿâëÿþòñÿ ìíîãî÷ëåíàìè ñòåïåíè
íå âûøå m îò äëèíû ñèãíàëà, ÷òî ñëåäóåò èç ôîðìóë ñóììèðîâàíèÿ
ìíîãî÷åíîâ [6] è óñëîâèÿ (6). Ðàññìîòðèì ýòè âåëè÷èíû êàê ìíîãî÷ëåíû
Cm(N) ñòåïåíè m îò ïåðåìåííîé N .
Óòâåðæäåíèå 2. Ïðè m ≥ 2 ìíîãî÷ëåíû Cm(N) ÷åòíûå, êîýôôè-

öèåíò ïðè ñòàðøåé m-é ñòåïåíè ðàâåí Bm
m! , ãäå Bm � ÷èñëà Áåðíóëëè

(ñì. [6]), ÷èñëî 1 ÿâëÿåòñÿ êîðíåì êàæäîãî ìíîãî÷ëåíà.
Ïðèâåäåì íåñêîëüêî òàêèõ ìíîãî÷ëåíîâ, îòêóäà ëåãêî âîññòàíîâèòü

íà÷àëüíûå ÷èñëà Áåðíóëëè:

C2 =
N 2 − 1

12
, C3 = −N

2 − 1

24
, C4 = − 1

720
(N 2 − 1)(N 2 − 19) ,

C5 =
1

480
(N 2 − 1)(N 2 − 9) , C6 =

1

60480
(N 2 − 1)(2N 4 − 145N 2 + 863) ,

C7 = − 1

27 · 33 · 7
(N 2 − 1)(N 2 − 25)(N 2 − 11).

Óòâåðæäåíèå 3. Äëÿ âõîäíîãî ñèãíàëà x(n) ñ êîîðäèíàòàìè (8)
êîîðäèíàòû âûõîäíîãî ñèãíàëà y(n) ðàâíû y0(n) = 0,

yl(n) = − ql(n−1)

(1− ql)n
.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàâåíñòâî y0 = 0 âûòåêàåò èç (6).
Âûøå âû÷åñëåíî, ÷òî yl(1) = − 1

1−ql . Ïî ïðåîáðàçîâàíèþ Àáåëÿ (4),

òàê êàê qlN = 1, èìååì

yl(n) =
1

N

N−1∑
k=0

xk(n) · qkl =
1

N

1

ql − 1

N−1∑
k=0

∆xk(n) · (1− ql(k+1)) =

=
1

ql − 1

(
1

N

N−1∑
k=0

xk(n− 1)− 1

N

N−1∑
k=0

xk(n− 1) · ql(k+1)

)
=

ql

1− ql
·yl(n−1).�

Óòâåðæäåíèå 4. Ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà

N−1∑
k=1

1

sin2n πk
N

=
4n

N

N−1∑
k=0

(xk(n))2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî ðàâåíñòâó Ïàðñåâàëÿ

1

N

N−1∑
k=0

(xk(n))2 =
N−1∑
l=0

|yl(n)|2 =
N−1∑
l=0

1

|1− ql|2n
.

Âûøå ïî ôîðìóëå Ýéëåðà äîêàçàëè, ÷òî |1− ql| = 2 sin πl
N . �

Óòâåðæäåíèå 5. Ïðè n ≥ 1 òðèãîíîìåòðè÷åñêàÿ ñóììà
N−1∑
k=1

1
sin2n πk

N

ÿâëÿåòñÿ ÷åòíûì ìíîãî÷ëåíîì îò N , äëÿ êîòîðîãî ÷èñëî 1 ñëóæèò
êîðíåì.

Äîêàçàòåëüñòâà óòâåðæäåíèé 2 è 5 ñëîæíåå, ÷åì óòâåðæäåíèé 3 è 4.
Òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ôîðìóëû, àíàëîãè÷íûå (5), ìîæíî ïîëó÷àòü èç

óòâåðæäåíèÿ 4 ñ ïîìîùüþ êîìáèíàòîðíûõ ôîðìóë. Ïðîùå ýòî ñäåëàòü
ïî ìåòîäó íåîïðåäåëåííûõ êîýôôèöèåíòîâ ñ èñïîëüçîâàíèåì óòâåðæäå-
íèÿ 5. Ïðèâåäåì íåêîòîðûå èç ïîëó÷åííûõ ôîðìóë:

N−1∑
k=1

1

sin4 πk
N

=
(N 2−1)(N 2+ 11)

45
,
N−1∑
k=1

1

sin6 πk
N

=
(N 2−1)(2N 4+ 23N 2+191)

945
,

N−1∑
k=1

1

sin8 πk
N

=
1

14175
(N 2 − 1)(3N 6 + 43N 4 + 337N 2 + 2497).
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17.4 Óïðàæíåíèÿ

1. Ñîñòàâüòå ìàòðèöû ïðÿìîãî è îáðàòíîãî ÄÏÔ äëÿ ñëó÷àåâ N = 4
è N = 9.

2. Ïîñòðîéòå áûñòðîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå äëÿ ìàòðèöû ÄÏÔ ïî-
ðÿäêà 4, òî åñòü ðàçëîæèòå åå â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ ñëàáî çàïîëíåííûõ
ìàòðèö.

3. Ïîêàæèòå, ÷òî äëÿ ìàòðèöû ÄÏÔ ïîðÿäêà 6 âîçìîæíû äðóãèå
ïðåäñòàâëåíèÿ â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ ñëàáî çàïîëíåííûõ ìàòðèö. Íà-
ïðèìåð, ó ìàòðèöû Q äëÿ ñëó÷àÿ r = 3, s = 2 ïåðâûå 3 ñòðî÷êè ìîæíî
îñòàâèòü ïðåæíèìè, à âèä ïîñëåäíèõ òðåõ ñòðî÷åê ïîëó÷èòü ñäâèãîì
âïðàâî (ïîñëåäíèé ñòîëáåö ïîñòàâèòü íà ìåñòî ïåðâîãî) ïåðâûõ ñòðî÷åê.
Ïîäáåðèòå ïåðâûé ñîìíîæèòåëü (ìàòðèöó D), ñîîòâåòñòâóþùèé ïîëó-
÷åííîé ìàòðèöå Q.

4. Ïîñòðîéòå áûñòðîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå äëÿ ìàòðèöû ÄÏÔ ïî-
ðÿäêà 9, òî åñòü ðàçëîæèòå åå â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ ñëàáî çàïîëíåí-
íûõ ìàòðèö, èñïîëüçóÿ àíàëîãèþ ñ ïðåäûäóùèìè óïðàæíåíèÿìè.

5. Äîêàæèòå ëåììû 2 è 3.
6. Âû÷èñëèòå ÄÏÔ äëÿ ñèãíàëà ñ êîîðäèíàòàìè xk = k2.
7. Ïðè çàäàííîé äëèíå ñèãíàëà N = 6 âû÷èñëèòå âõîäíûå ñèãíàëû

x(n), óäîâëåòâîðÿþùèå óðàâíåíèþ (7) ñ óñëîâèåì (6), è âûõîäíûå ñèãíà-
ëû y(n) äëÿ n = 1, 2, 3, 4, 5. Ïðîâåðüòå âûïîëíåíåèå ðàâåíñòâà Ïàðñåâàëÿ
äëÿ íèõ.

8. Ïðè çàäàííîé äëèíå ñèãíàëà N = 6 äëÿ íà÷àëüíîãî âõîäíîãî ñèã-
íàëà âèäà x(0) = (6, 0, 0, 0, 0, 0) âû÷èñëèòå ñèãíàëû x(n), êîîðäèíàòû
êîòîðûõ óäîâëåòâîðÿò ïðîñòåéøåìó ðàçíîñòíîìó óðàâíåíèþ (7) ñ íîð-
ìèðîâêîé (6). Ñðàâíèòå ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò ñ íàáîðîì ñèãíàëîâ èç
óïðàæíåíèÿ 7. Êàêîé ðåçóëüòàò ïîëó÷èòñÿ äëÿ íà÷àëüíîãî âõîäíîãî ñèã-
íàëà x(0) = (0, 0, 0, 6, 0, 0)?

9. Ìåòîäîì ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè äîêàæèòå, ÷òî âåðíà ôîðìóëà
n∑
k=1

k2 = 1
6n(n+ 1)(2n+ 1).



Ãëàâà 18

Äèñêðåòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Óîëøà

18.1 Òðè îñíîâíûõ âèäà ÄÏÓ

Äèñêðåòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Óîëøà (ÄÏÓ) ñòîëü øèðîêî ïðèìåíÿåò-
ñÿ ïðè öèôðîâîé îáðàáîòêå èíôîðìàöèè, ÷òî â òåõíè÷åñêîé ëèòåðàòóðå
[14] îíî çàêðåïèëîñü ïîä óêîðî÷åííûì íàçâàíèåì ïðåîáðàçîâàíèå Óîëøà
(êîòîðîå áóäåì ñ÷èòàòü íåêîððåêòíûì). Â òåõíè÷åñêèõ ïðèëîæåíèÿõ àê-
òèâíî èñïîëüçóþò [14, 23] òðè ðàçëè÷íûå âèäà ÄÏÓ, ñîîòâåòñòâóþùèå
íóìåðàöèÿì Ïýëè, Óîëøà è Àäàìàðà äëÿ ôóíêöèé Óîëøà.

Äèñêðåòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Óîëøà â ëþáîé íóìåðàöèè åñòü ïðåîáðà-
çîâàíèå N -ìåðíîãî, ãäå N = 2n , âõîäíîãî ñèãíàëà ~x = (x0, x1, . . . , xN−1)
â âûõîäíîé ñèãíàë ~y = (y0, y1, . . . , yN−1) òîé æå äëèíû ñ ïîìîùüþ îðòî-
ãîíàëüíîé (ñì. îïðåäåëåíèå 17.1) ìàòðèöû W ïîðÿäêà N ïî ôîðìóëå

y = W · x, (1)

ãäå ñèãíàëû ~x, ~y ïðåäñòàâëåíû â âèäå ìàòðèö x, y ðàçìåðà [N ×1]. ×àñòî
âìåñòî ôîðìóëû (1) â êà÷åñòâå ïðÿìîãî ÄÏÓ âõîäíîãî ñèãíàëà áåðóò
ôîðìóëó y = 1

N ·W · x ïî àíàëîãèè ñ ôîðìóëîé ïðÿìîãî ÄÏÔ.
Òàê êàê äëÿ ðàçíûõ íóìåðàöèé ìàòðèöû W ðàçëè÷àþòñÿ òîëüêî ïî-

ðÿäêîì ñòðîê, òî âûõîäíûå ñèãíàëû ~y äëÿ ðàçíûõ íóìåðàöèé ðàçëè-
÷àþòñÿ ïîðÿäêîì ñëåäîâàíèÿ êîîðäèíàò. Íóìåðàöèÿ ýëåìåíòîâ ìàòðèö
íà÷èíàåòñÿ ñ íóëÿ, à íå ñ åäèíèöû.

Óñëîâèìñÿ â ñëó÷àå íóìåðàöèè Ïýëè îáîçíà÷àòü ìàòðèöó ñèìâîëîì
W (â òåõíè÷åñêîé ëèòåðàòóðå [23] îáîçíà÷àþò pal), â ñëó÷àå íóìåðàöèè
Àäàìàðà îáîçíà÷àòü ìàòðèöó H (â òåõíè÷åñêîé ëèòåðàòóðå îáîçíà÷àþò

201
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had), â ñëó÷àå íóìåðàöèè Óîëøà îáîçíà÷àòü ìàòðèöó U (â òåõíè÷åñêîé
ëèòåðàòóðå îáîçíà÷àþò wal). Ñèìâîë W áóäåì èñïîëüçîâàòü òàêæå êàê
îáîáùàþùèé â ñëó÷àå ðàññìîòðåíèÿ âñåõ òðåõ íóìåðàöèé îäíîâðåìåííî
(è âîçìîæíî äðóãèõ íóìåðàöèé).

Ïðè íåîáõîäèìîñòè óêàçàòü äëèíó ñèãíàëà è ïîðÿäîê ìàòðèöû, ðàâ-
íûå 2n, áóäåì ïðèìåíÿòü íèæíèé èíäåêñ ó ìàòðèöû, êîòîðûé íàçîâåì
óðîâíåì ìàòðèöû, çàïèñàâ ôîðìóëó (1) â âèäå y = Wn · x.

Â òåõíè÷åñêîé ëèòåðàòóðå [1, 14, 23] ïðèâîäèòñÿ îïèñàíèå ïîñòðîåíèÿ
ìàòðèö ÄÏÓ íóìåðàöèé Ïýëè, Óîëøà è Àäàìàðà íà ïðèìåðå ìàòðèö
ìëàäøèõ óðîâíåé. Ëèøü äëÿ ìàòðèö ÄÏÓ â íóìåðàöèè Àäàìàðà ïðèâî-
äèòñÿ ñòðîãîå îïðåäåëåíèå (îïðåäåëåíèå 2, êîòîðîå ïðåäëîæèë Àäàìàð
â 1893 ã.) â âèäå êðîíåêåðîâñêîé ñòåïåíè. Ïðèâåäåì îïðåäåëåíèå ìàòðèö
ÄÏÓ, êîòîðîå âñòðå÷àåòñÿ [8] â ìàòåìàòè÷åñêîé ëèòåðàòóðå.
Îïðåäåëåíèå 1. Ïðè ôèêñèðîâàííîì óðîâíå n êàæäàÿ ñòðîêà ñ íî-

ìåðîì i ìàòðèöû ÄÏÓ Wn (Hn èëè Un) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íàáîð ïî-
ñëåäîâàòåëüíûõ çíà÷åíèé ôóíêöèè Óîëøà â íóìåðàöèè Ïýëè (â íóìå-
ðàöèè Àäàìàðà èëè Óîëøà ñîîòâåòñòâåííî) ñ íîìåðîì i íà èíòåðâàëàõ
∆k
n = [ k2n ,

k+1
2n ) n-ãî ðàíãà, ãäå k � íîìåð ñòîëáöà â ìàòðèöå Wn. Òî åñòü

Wn = {wij}2n−1
i,j=0 , Hn = {aij}2n−1

i,j=0 , Un = {bij}2n−1
i,j=0 ,

wij = wi(∆
j
n), aij = hi(∆

j
n), bij = vi(∆

j
n), (2)

ãäå wi(x) � ôóíêöèÿ Óîëøà â íóìåðàöèè Ïýëè, hi(x) � ôóíêöèÿ Óîëøà
â íóìåðàöèè Àäàìàðà (ïðè ôèêñèðîâàííîì n), vi(x) � ôóíêöèÿ Óîëøà â
íóìåðàöèè Óîëøà.

Íàïîìíèì, ÷òî ôóíêöèè Óîëøà â íóìåðàöèè Óîëøà ÿâëÿþòñÿ ëèíåé-
íîé ïåðåñòàíîâêîé ñèñòåìû Óîëøà-Ïýëè, çàäàííîé íàáîðîì îáðàçóþùèõ
ôóíêöèé r0, r0 · r1, r1 · r2, . . . , rn−2 · rn−1 â óêàçàííîì ïîðÿäêå, ãäå rk �
ôóíêöèè Ðàäåìàõåðà.

Åñëè â êà÷åñòâå îáðàçóþùèõ ôóíêöèé (ïðè çàäàííîì n) âîçüìåì íà-
÷àëüíûå ôóíêöèè Ðàäåìàõåðà â îáðàòíîì ïîðÿäêå rn−1, rn−2, . . . , r2, r1, r0,
òî ïî ïðàâèëàì ïîñòðîåíèÿ ëèíåéíîé ïåðåñòàíîâêè ïîëó÷èì íàáîð òåõ
æå 2n ôóíêöèé Óîëøà, íî â íóìåðàöèè Àäàìàðà {hi(x)}2n−1

i=0 . Â ÷àñòíî-
ñòè, h2k = rn−k−1, h2k+m = h2k · hm ïðè 0 < m < 2k.

Èòàê, íóìåðàöèè Àäàìàðà è Ïýëè ñâÿçàíû äðóã ñ äðóãîì ÷åðåç îïå-
ðàöèþ èíâåðñèè: èëè íîìåðîâ ôóíêöèé â äâîè÷íîé ñèñòåìå ñ÷èñëåíèÿ,



18.1. ÒÐÈ ÎÑÍÎÂÍÛÕ ÂÈÄÀ ÄÏÓ 203

èëè îáðàçóþùèõ ôóíêöèé Ðàäåìàõåðà. Îòìåòèì, ÷òî äëÿ êàæäîãî âû-
áðàííîãî óðîâíÿ n îñóùåñòâëÿåòñÿ ñâîÿ èíâåðñèÿ. Ïîýòîìó íóìåðàöèÿ
Àäàìàðà ðàññìàòðèâàåòñÿ òîëüêî äëÿ êîíå÷íîãî íàáîðà ôóíêöèé.

Ïðèâåäåì ïðèìåðû ìàòðèöW,H,U ðàçíîãî óðîâíÿ. Ìàòðèöû ïåðâîãî

óðîâíÿ (òî åñòü ïðè N = 2) ñîâïàäàþò W1 = H1 = U1 =

(
1 1
1 −1

)
.

Äëÿ ýòîé ìàòðèöû çàêðåïèì îáîçíà÷åíèå H =

(
1 1
1 −1

)
. Ïðè N = 4

ïîëó÷àåì 3 ðàçëè÷íûå ìàòðèöû 2-ãî óðîâíÿ:

W2 =


+ + + +
+ + − −
+ − + −
+ − − +

 ,

H2 =


+ + + +
+ − + −
+ + − −
+ − − +

 , U2 =


+ + + +
+ + − −
+ − − +
+ − + −

 .

Òàê êàê çíà÷åíèå âñåõ ýëåìåíòîâ ìàòðèö ïî ìîäóëþ ðàâíî 1, òî óêàçû-
âàåì òîëüêî çíàê. Ïðè N = 8 ïðèâåäåì ìàòðèöû â íóìåðàöèè Ïýëè

W3 =



+ + + + + + + +
+ + + + − − − −
+ + − − + + − −
+ + − − − − + +
+ − + − + − + −
+ − + − − + − +
+ − − + + − − +
+ − − + − + + −
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è â íóìåðàöèè Àäàìàðà

H3 =



+ + + + + + + +
+ − + − + − + −
+ + − − + + − −
+ − − + + − − +
+ + + + − − − −
+ − + − − + − +
+ + − − − − + +
+ − − + − + + −


.

Óêàæåì ïîðÿäîê ñëåäîâàíèÿ âîñüìè ñòðîê ìàòðèöûW3 â ìàòðèöå H3:
0, 4, 2, 6, 1, 5, 3, 7. Ïðèìå÷àòåëüíî, ÷òî òîò æå ïîðÿäîê ñëåäîâàíèÿ ñòðîê
ìàòðèöû H3 â ìàòðèöå W3. Ýòîò ïðèìåð èëëþñòðèðóåò îáùåå ïðàâèëî
ïåðåõîäà îò ìàòðèöû Wn ê ìàòðèöå Hn è îáðàòíî, îáóñëîâëåííîå èõ
ïîñòðîåíèåì ÷åðåç èíâåðñèþ: äåëåíèå ãðóïïû ïîçèöèé íà êàæäîì øàãå
ïîïîëàì ñ ïîñëåäîâàòåëüíîé íóìåðàöèåé íà÷àëà ãðóïïû.

Ïîðÿäîê ñëåäîâàíèÿ ñòðîê ìàòðèöû W3 â ìàòðèöå U3 ñëåäóþùèé:
0, 1, 3, 2, 6, 7, 5, 4. Ïðîñòîé äâîè÷íûé êîä (çàïèñü â äâîè÷íîé ñèñòåìå ñ÷èñ-
ëåíèÿ) ýòèõ ÷èñåë ïîëó÷àåòñÿ èç ïðîñòîãî äâîè÷íîãî êîäà ÷èñåë îò 0 äî
7 ïðèìåíåíèåì êîäà Ãðåÿ, îïèñàííîãî â ïàðàãðàôå 13.2. Íàïîìíèì, ÷òî
íîìåð ôóíêöèè Óîëøà â íóìåðàöèè Óîëøà ðàâåí ÷èñëó ïåðåìåí çíàêà ó
ôóíêöèè.

Îïðåäåëåíèå êðîíåêåðîâñêîãî ïðîèçâåäåíèÿ ìàòðèö ïðèâîäèòñÿ â [1,
23, 26]. Ðàññìîòðèì åãî äëÿ ìàòðèö ñ ýëåìåíòàìè 1, -1 èëè 0, êîòîðûå è
âîçíèêàþò â íàøèõ ïîñòðîåíèÿõ. Â ýòîì ñëó÷àå êðîíåêåðîâñêîå ïðîèçâå-
äåíèå ìàòðèöû A íà ìàòðèöó B, êîòîðîå îáîçíà÷èì A(B), åñòü áëî÷íàÿ
ìàòðèöà, ïîëó÷àþùàÿñÿ ïîäñòàíîâêîé â ìàòðèöó A ìàòðèöû B: âìåñòî
÷èñëà 1 ìàòðèöû A çàïèñûâàåì ìàòðèöó B, âìåñòî ÷èñëà -1 ìàòðèöû A
çàïèñûâàåì ìàòðèöó −B, âìåñòî ÷èñëà 0 ìàòðèöû A çàïèñûâàåì íóëå-
âóþ ìàòðèöó òîãî æå ðàçìåðà.

Îïðåäåëåíèå 2. Ìàòðèöà ÄÏÓ â íóìåðàöèè Àäàìàðà Hn îïðåäåëÿ-
åòñÿ ôîðìóëîé

Hn = Hn−1(H) ,

÷òî îçíà÷àåò ïîäñòàâêó â ìàòðèöó Àäàìàðà Hn−1 âìåñòî åäèíèöû ìàò-
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ðèöû ïîðÿäêà 2 âèäà

H = H1 =

(
1 1
1 −1

)
.

Íàïðèìåð ,

H2 = H(H) =

(
H H
H −H

)
=


1 1 1 1
1 −1 1 −1
1 1 −1 −1
1 −1 −1 1

 .

Óòâåðæäåíèå 1. Ìàòðèöó Àäàìàðà ìîæíî ïîëó÷èòü ïî ôîðìóëå

Hn = Hk(Hn−k)

äëÿ ëþáîãî k = 1, 2, . . . , n− 1.
Cëåäñòâèå. Ìàòðèöà ÄÏÓ â íóìåðàöèè Àäàìàðà Hn åñòü êðîíåêå-

ðîâñêàÿ ñòåïåíü ìàòðèöû H:

Hn = H(n) := H(k)(H(n−k)) , ãäå H(1) := H.

Àíàëîãè÷íûå îáîçíà÷åíèÿ áóäåì ïðèìåíÿòü è äëÿ äðóãèõ ìàòðèö ïî-

ðÿäêà 2n. Íàïðèìåð, áåç èíäåêñà E =

(
1 0
0 1

)
áóäåì îáîçíà÷àòü åäè-

íè÷íóþ ìàòðèöó ïîðÿäêà 2. Åäèíè÷íóþ ìàòðèöó ïîðÿäêà 22 îáîçíà÷èì
E2 è çàìåòèì, ÷òî E2 = E(2) = E(E).
Óòâåðæäåíèå 2.Îïðåäåëåíèÿ 1 è 2 äëÿ ìàòðèöû Hn ýêâèâàëåíòíû.
Äëÿ ÷èñåë 0 ≤ i, j < 2n, çàïèñàííûõ â ïðîñòîì äâîè÷íîì êîäå

i =
n∑
k=1

ik · 2k−1 , ik ∈ {0, 1}, (3)

ââåäåì òðè âèäà ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ:

< i, j >=< i, j >n:=
n∑
k=1

ikjn−k+1, (i, j) = (i, j)n :=
n∑
k=1

ikjk, (4)

u(i, j) = un(i, j) := i1jn +
n−1∑
k=1

ik+1(jn−k+1 + jn−k). (5)
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Ìîæíî â êàæäîì ñêàëÿðíîì ïðîèçâåäåíèè âñå îïåðàöèè ðàññìàòðèâàòü
ïî ìîäóëþ 2.

Îïðåäåëåíèå 3. Êàæäàÿ èõ ìàòðèö ÄÏÓ Wn, Hn è Un ïîýëåìåíòíî
îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòâåòñòâåííî ôîðìóëàìè

wij = (−1)<i,j>, aij = (−1)(i,j), bij = (−1)u(i,j).

Óòâåðæäåíèå 3. Îïðåäåëåíèÿ 1 è 3 äëÿ ìàòðèö Wn, Hn è Un (ñî-
îòâåòñòâåííî) ýêâèâàëåíòíû.

Ëåììà 1. Ìàòðèöû Wn, Hn, Un ñèììåòðè÷íû, òî åñòü Wn = W T
n ,

Hn = HT
n , Un = UT

n , è îðòîãîíàëüíû ïî ñòðîêàì, òî åñòü

W 2
n = H2

n = U 2
n = 2n · En.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñèììåòðè÷íîñòü ìàòðèö Wn, Hn è Un âûòåêàåò èç
ñèììåòðè÷íîñòè ñêàëÿðíûõ ïðîèçâåäåíèé (4) è (5). Ñèììåòðè÷íîñòü Hn

òàêæå ëåãêî âûâåñòè èç ôîðìóëû Hn = Hn−1(H) è ñèììåòðè÷íîñòè H.

Îðòîãîíàëüíîñòü äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü äëÿ ëþáîé èç ìàòðèö. Ïîêàæåì
äëÿWn. Îðòîãîíàëüíîñòü ñòðîê åñòü ñëåäñòâèå îðòîãîíàëüíîñòè ñèñòåìû
ôóíêöèé {wk(x)}2n−1

k=0 (ñì. îáîçíà÷åíèÿ (2)):

2n−1∑
m=0

wkm · wlm =
2n−1∑
m=0

wk(∆
m
n ) · wl(∆m

n ) =

= 2n
2n−1∑
m=0

∫
∆m
n

wk(x) · wl(x) dx = 2n
∫ 1

0

wkul(x) dx = 2n · δkl . �

Ñëåäñòâèå. Åñëè ïðÿìîå ÄÏÓ âõîäíîãî ñèãíàëà ðàññìàòðèâàåòñÿ â
âèäå y = 1

N ·W ·x, ãäå N = 2n, òî âîññòàíàâëèâàåòñÿ ñèãíàë ïî ôîðìóëå
x = W · y.

Ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèÿì (4), (5) ñîîòâåòñòâóþò ìàòðèöû êâàäðà-
òè÷íîé ôîðìû íàä ïîëåì Z2. Ìàòðèöà êâàäðàòè÷íîé ôîðìû ñêàëÿðíîãî
ïðîèçâåäåíèÿ (i, j) (äëÿ ïîñòðîåíèÿ ÄÏÓ â íóìåðàöèè Àäàìàðà) åñòü
åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà n, à äëÿ ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ < i, j >
(äëÿ ïîñòðîåíèÿ ÄÏÓ â íóìåðàöèè Ïýëè) � ìàòðèöà ïîðÿäêà n ñ åäè-
íèöåé òîëüêî íà ïîáî÷íîé äèàãîíàëè. Â ìàòðèöå êâàäðàòè÷íîé ôîðìû
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ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ (5) åäèíèöû óêàçàíû íà äâóõ äèàãîíàëÿõ � íà
ïîáî÷íîé è ðàñïîëîæåííîé ïîä ïîáî÷íîé (îñòàëüíûå ýëåìåíòû íóëè).

Ïðè êîäèðîâàíèè èíôîðìàöèè êðîìå òðåõ ðàññìîòðåííûõ íóìåðàöèé
ïðèìåíÿþòñÿ è äðóãèå íóìåðàöèè ÄÏÓ. Ê íèì ïðåäúÿâëÿþòñÿ [23] ñëå-
äóþùèå òðåáîâàíèÿ. Ìàòðèöà ÄÏÓ åñòü ñèììåòðè÷íàÿ ìàòðèöà, êîòî-
ðàÿ ïîëó÷àåòñÿ èç ìàòðèöû ÄÏÓ â íóìåðàöèè Ïýëè Wn ïåðåñòàíîâêîé
ñòðîê. Ïðè ýòîì íà÷àëüíóþ ñòðîêó ïåðåñòàâëÿòü íåëüçÿ, òàê êàê åå ïå-
ðåñòàíîâêà íàðóøàåò ñèììåòðèþ.
Óòâåðæäåíèå 4. Ëþáàÿ íåâûðîæäåííàÿ ìàòðèöà A íàä ïîëåì Z2

ÿâëÿåòñÿ ìàòðèöåé êâàäðàòè÷íîé ôîðìû äëÿ îïðåäåëåíèÿ íåêîåãî ñêà-
ëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ a(i, j), àíàëîãè÷íîãî (4) è (5). Åñëè ïðè ýòîì
A ñèììåòðè÷íà, òî ìàòðèöà ñ ýëåìåíòàìè dij = (−1)a(i,j) ÿâëÿåòñÿ
(ñèììåòðè÷íîé) ìàòðèöåé ÄÏÓ.

È íàîáîðîò, ëþáàÿ ìàòðèöà ÄÏÓ çàäàåòñÿ íåâûðîæäåííîé ñèì-
ìåòðè÷íîé ìàòðèöåé A íàä ïîëåì Z2.

18.2 Ñâÿçü ÄÏÓ ñ ïðåîáðàçîâàíèåì Óîëøà

Äèñêðåòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Óîëøà íåïîñðåäñòâåííî ñâÿçàíî ñ ïðåîá-
ðàçîâàíèåì Óîëøà ñòóïåí÷àòîé ôóíêöèè.

Ïóñòü f(t) = 0 ïðè t ≥ 1 è f ∈ Λn, òî åñòü f(t) = xk ïðè
t ∈ ∆k

n, 0 ≤ k ≤ 2n − 1. Ïî òåîðåìå 15.2 è ëåììå 15.3 ïðåîáðàçîâà-
íèå Óîëøà ôóíêöèè f(t) ðàâíî òàêîé ñòóïåí÷àòîé ôèíèòíîé ôóíêöèè
g(t), ÷òî g(t) = ym, åñëè t ∈ [m,m+ 1), 0 ≤ m ≤ 2n − 1, è g(t) = 0 ïðè
t ≥ 2n.
Òåîðåìà 1. Çíà÷åíèÿ ôóíêöèè g(t), ðàâíûå êîýôôèöèåíòàì Ôóðüå

ïî ñèñòåìå Óîëøà ôóíêöèè f(t), âû÷èñëÿþòñÿ ïî ôîðìóëå ÄÏÓ â íó-
ìåðàöèè Ïýëè âèäà

y =
1

2n
·Wn · x,

ãäå x, y åñòü ìàòðèöû-ñòîëáöû òàêèå, ÷òî xT = (x0, x1, . . . , x2n−1),
yT = (y0, y1, . . . , y2n−1).

Îáðàòíîå ÄÏÓ ïî ôîðìóëå x = Wn · y âîññòàíàâëèâàåò çíà÷å-
íèÿ ôóíêöèè f(t); ñàìó ôóíêöèþ f(t) âîññòàíàâëèâàåò ïðåîáðàçîâàíèå
Óîëøà îò ôóíêöèè g(t).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåîáðàçîâàíèå Óîëøà ôóíêöèè f(t) ñ íîñèòåëåì
íà [0, 1) ðàâíî êîýôôèöèåíòó Ôóðüå îò f(t) ïî ñèñòåìå Óîëøà-Ïýëè ñ
íîìåðîì, ðàâíûì öåëîé ÷àñòè àðãóìåíòà t:

g(t) =

∫ ∞
0

f(z) ·W (z, t)dz =

∫ 1

0

f(z) · w[t](z)dz = c[t][f ].

Òàê êàê f ∈ Λn, òî c[t][f ] = 0 ïðè t ≥ 2n. Îáîçíà÷èì [t] = m. Òîãäà
(ñì. (2))

cm[f ] =
2n−1∑
k=0

∫
∆k
n

f(z) · wm(z)dz =
1

2n

2n−1∑
k=0

xk · wm(
k

2n
) =

1

2n
·

2n−1∑
k=0

xk · wmk.

Ââèäó ñèììåòðèè (wkm = wmk) ìàòðèöû Wn ïîëó÷èëè

g(t) =
1

2n
·

2n−1∑
k=0

wkm · xk

ïðè t ∈ [m,m+ 1), m < 2n, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò ôîðìóëå

y =
1

2n
·Wn · x.

Ïî ñëåäñòâèþ ëåììû 1 âõîäíîé ñèãíàë âîññòàíàâëèâàåòñÿ ïî ôîðìóëå
x = Wn · y. Â ãë. 15 îòìå÷åíî, ÷òî ôóíêöèÿ f(t) âîññòàíàâëèâàåòñÿ êàê
ïðåîáðàçîâàíèå Óîëøà îò g(t). �
Ñëåäñòâèå. Äëÿ ÄÏÓ âèäà y = 1

2n ·Wn · x ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî
Ïàðñåâàëÿ

1

2n

2n−1∑
k=0

x2
k =

2n−1∑
k=0

y2
k .

Äîêàçàòåëüñòâî âûòåêàåò èç ðàâåíñòâà Ïëàíøåðåëÿ äëÿ ïðåîáðàçîâà-
íèÿ Óîëøà ∫ ∞

0

f 2(x)dx =

∫ ∞
0

g2(t)dt.

Çàìå÷àíèå. Â ñëó÷àå ïðåîáðàçîâàíèÿ Óîëøà (è ÄÏÓ) íå ïðèíÿòî
ðàññìàòðèâàòü êîìïëåêñíîçíà÷íûå ôóíêöèè (è ñèãíàëû), ïîýòîìó ìî-
äóëü â ðàâåíñòâàõ Ïëàíøåðåëÿ (è Ïàðñåâàëÿ) íå ñòàâÿò.
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18.3 Áûñòðîå ïðåîáðàçîâàíèå Óîëøà

Ñóùåñòâóþò áûñòðûå àëãîðèòìû ðåàëèçàöèè äèñêðåòíûõ ïðåîáðàçî-
âàíèé Óîëøà (ÁÏÓ) ðàçíûõ íóìåðàöèé, ïðè êîòîðûõ ìàòðèöó ÄÏÓ ðàí-
ãà n çàìåíÿþò íà ïðîèçâåäåíèå n ñëàáî çàïîëíåííûõ ìàòðèö. Òåì ñàìûì
äîáèâàþòñÿ ñóùåñòâåííîãî ñîêðàùåíèÿ ÷èñëà îïåðàöèé ïðè âûïîëíåíèè
ÄÏÓ.

Äëÿ âûáðàííîé ìàòðèöû ÄÏÓ ñóùåñòâóåò, êàê ïðàâèëî, íåñêîëüêî
ñïîñîáîâ ôàêòîðèçàöèè è, ñîîòâåòñòâåííî, ïîñòðîåíèÿ áûñòðîãî àëãî-
ðèòìà. Ïðèíöèïû ôàêòîðèçàöèè ñôîðìóëèðîâàë â 1958 ã. Ãóä â âèäå
ñëåäóþùåé òåîðåìû. Ñíà÷àëà óòî÷íèì ïðèìåíÿåìîå çäåñü ïîíÿòèå êðî-
íåêåðîâñêîé ñòåïåíè, òàê êàê ñóùåñòâóþò ðàçíûå òðàêòîâêè åå.

Îïðåäåëåíèå 4. Áëî÷íàÿ ìàòðèöà ñ áëîêàìè âèäà aijB åñòü êðîíå-
êåðîâñêîå ïðîèçâåäåíèå A(B) , ãäå A = (aij).
Êðîíåêåðîâñêîé ñòåïåíüþ ìàòðèöûA íàçîâåì ìàòðèöóA(n) = A(n−1)(A).

Òåîðåìà 2. Ëþáóþ ìàòðèöó A(n), ÿâëÿþùóþñÿ êðîíåêåðîâñêîé ñòå-
ïåíüþ êâàäðàòíîé ìàòðèöû A ïîðÿäêà m, ìîæíî ïðåäñòàâèòü:

à) â âèäå îáû÷íîé ñòåïåíè Bn íåêîòîðîé ìàòðèöû B ïîðÿäêà mn;

á) â âèäå (ãäå E � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà m) ïðîèçâåäåíèÿ

A(n) = A(E(n−1)) · E(A(E(n−2))) · E(2)(A(E(n−3))) · . . . · E(n−1)(A).

Ïðîäåìîíñòðèðóåì ýòè äâà ñïîñîáà ôàêòîðèçàöèè íà ïðèìåðå ìàòðè-
öû Àäàìàðà.

Ìàòðèöó Àäàìàðà H2 ìîæíî ïîëó÷èòü êàê êâàäðàò ìàòðèöû

B2 =


1 1 0 0
0 0 1 1
1 −1 0 0
0 0 1 −1

 .

Äëÿ íåå ïðèìåíèì óñëîâíóþ ôîðìó çàïèñè â âèäå B2 =

(
E(1 1)
E(1 −1)

)
áëî÷íîé ìàòðèöû. Çäåñü âåðõíÿÿ ïîëîâèíà ìàòðèöûB2 åñòü áëîêE(1 1),
êîòîðûé ïîëó÷àåòñÿ ïîäñòàíîâêîé â åäèíè÷íóþ ìàòðèöó âìåñòî ÷èñëà 1
áëîêà (1 1), à âìåñòî ÷èñëà 0 íóëåâîãî áëîêà (0 0) òîãî æå ðàçìåðà.
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Àíàëîãè÷íî ïîëó÷èòñÿ E(1 − 1) çàìåíîé 1 íà áëîê (1 − 1) è 0 íà
(0 0) â åäèíè÷íîé ìàòðèöå E ïîðÿäêà 2.

Ìàòðèöà Àäàìàðà H3 òðåòüåãî óðîâíÿ ðàâíà êóáó ìàòðèöû

B3 =



1 1 0 0 0 0 0 0
0 0 1 1 0 0 0 0
0 0 0 0 1 1 0 0
0 0 0 0 0 0 1 1
1 −1 0 0 0 0 0 0
0 0 1 −1 0 0 0 0
0 0 0 0 1 −1 0 0
0 0 0 0 0 0 1 −1


,

êîòîðóþ ìîæíî çàïèñàòü â áëî÷íîì âèäå B3 =

(
E2(1 1)
E2(1 −1)

)
.

Àíàëîãè÷íî çàïèøåì ìàòðèöó

Bn =

(
En−1(1 1)
En−1(1 −1)

)
.

Ëåììà 2. Ìàòðèöà Àäàìàðà n-ãî óðîâíÿ ðàâíà n-é ñòåïåíè äàííîé
áëî÷íîé ìàòðèöû:

Hn = (Bn)
n.

Äîêàçàòåëüñòâî. Àíàëîãè÷íî òîìó, êàê äëÿ ìàòðèöû B3 åå êâàäðàò

(B3)
2 =


E(1 1 1 1)
E(1 −1 1 −1)
E(1 1 −1 −1)
E(1 −1 −1 1)

 ,

ïîëó÷àåì, ÷òî

(Bn)
2 =


En−2(1 1 1 1)
En−2(1 −1 1 −1)
En−2(1 1 −1 −1)
En−2(1 −1 −1 1)

 ,
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è äàëåå

(Bn)
3 =



En−3(1 1 1 1 1 1 1 1)
En−3(1 −1 1 −1 1 −1 1 −1)
En−3(1 1 −1 −1 1 1 −1 −1)
En−3(1 −1 −1 1 −1 1 1 −1)
En−3(1 1 1 1 −1 −1 −1 −1)
En−3(1 −1 1 −1 −1 1 −1 1)
En−3(1 1 −1 −1 −1 −1 1 1)
En−3(1 −1 −1 1 −1 1 1 −1)


,

ãäå ïðè óìíîæåíèè íà Bn ñëåâà óäëèíÿþòñÿ â äâà ðàçà ïîäñòàâëÿåìûå
ìàòðèöû, ïðè÷åì â íèæíèõ áëîêàõ ïðîèñõîäèò óäëèíåíèå ñ èíâåðñèåé.
Ýòî îïèñàíèå ñîîòâåòñòâóåò ïåðåõîäó îò Hn−1 ê Hn, ÷òî ïîäòâåðæäàåì
ñðàâíåíèåì âíåøíåãî âèäà ïîëó÷åííûõ ìàòðèö ñ ìàòðèöàìè H, H2, H3.
Óðîâåíü åäèíè÷íîé ìàòðèöû, â êîòîðóþ ïîäñòàâëÿåì áëîê, óìåíüøàåòñÿ
íà åäèíèöó. Òàê êàê E0 = (1), òî ôîðìóëà (Bn)

n äàñò ìàòðèöó Hn. �
Ëåììà 3 (î ôàêòîðèçàöèè). Äëÿ ëþáûõ êâàäðàòíûõ ìàòðèö A è

B îäèíàêîâîãî ïîðÿäêà âåðíî

H(A ·B) = H(A) · E(B), H(B · A) = E(B) ·H(A).

Äîêàçàòåëüñòî.Îòëè÷èå óìíîæåíèÿ äëÿ áëî÷íûõ ìàòðèö îò óìíîæå-
íèÿ îáû÷íûõ ìàòðèö îäíî è çàêëþ÷àåòñÿ â îòñóòñòâèè êîììóòàòèâíîñòè
ýëåìåíòîâ. Ïðîâåðêîé óñòàíàâëèâàåì, ÷òî

H(A) · E(B) =

(
A A

A −A

)
·
(
B 0
0 B

)
=

(
AB AB

AB −AB

)
= H(A ·B).

Âòîðîå ðàâåíñòâî óñòàíàâëèâàåòñÿ àíàëîãè÷íî. �
Ñëåäñòâèå. Èìåþò ìåñòî ïðåäñòàâëåíèÿ

H2 = H(E) · E(H) è H2 = E(H) ·H(E);

H3 = H(H(E)) · E(E(H)) = H(E(E)) · E(H(E)) · E(E(H)) è
H3 = E(E(H)) ·H(H(E)) = E(E(H)) · E(H(E))) ·H(E(E));

H4 = (E3 ×H) · (E2 ×H × E) · (E ×H × E2) · (H × E3) è
H4 = (H × E3) · (E ×H × E2) · (E2 ×H × E) · (E3 ×H),



212 ÃËÀÂÀ 18. ÄÈÑÊÐÅÒÍÎÅ ÏÐÅÎÁÐÀÇÎÂÀÍÈÅ ÓÎËØÀ

ãäå èñïîëüçîâàëè îáîçíà÷åíèå H×E3 äëÿ H(E(E(E))) � êðîíåêåðîâñêîãî
ïðîèçâåäåíèÿ ìàòðèö H è E3;
è â îáùåì ñëó÷àå

Hn = (En−1 ×H) · (En−2 ×H × E) · (En−1 ×H × E2) · . . . · (H × En−1);

Hn = Hn−1(E) · En−1(H).

Íà îñíîâå ëåììû î ôàêòîðèçàöèè ìîæíî ïðåäëîæèòü ìíîãî ðàçëè÷-
íûõ ðàçëîæåíèé ìàòðèöû Hn â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ ñëàáî çàïîëíåííûõ
ìàòðèö. Óêàæåì âèä ìàòðèö äëÿ ôàêòîðèçàöèè H3.

H × E2 =



1 0 0 0 1 0 0 0
0 1 0 0 0 1 0 0
0 0 1 0 0 0 1 0
0 0 0 1 0 0 0 1
1 0 0 0 −1 0 0 0
0 1 0 0 0 −1 0 0
0 0 1 0 0 0 −1 0
0 0 0 1 0 0 0 −1


,

E ×H × E =



1 0 1 0 0 0 0 0
0 1 0 1 0 0 0 0
1 0 −1 0 0 0 0 0
0 1 0 −1 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 1 0
0 0 0 0 0 1 0 1
0 0 0 0 1 0 −1 0
0 0 0 0 0 1 0 −1


,

E2 ×H =



1 1 0 0 0 0 0 0
1 −1 0 0 0 0 0 0
0 0 1 1 0 0 0 0
0 0 1 −1 0 0 0 0
0 0 0 0 1 1 0 0
0 0 0 0 1 −1 0 0
0 0 0 0 0 0 1 1
0 0 0 0 0 0 1 −1


.
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Ñïîñîá ôàêòîðèçàöèè Hn, ïðèâåäåííûé â ñëåäñòâèè ê ëåììå 3, ïîç-
âîëÿåò ïîëó÷èòü ôàêòîðèçàöèþ ìàòðèö Wn è Un (à òàêæå ìàòðèö äëÿ
äðóãèõ ïåðåñòàíîâîê ñèñòåìû Óîëøà), òàê êàê ïåðåñòàíîâêà ñòðîê ìàò-
ðèöû En−1×H îáåñïå÷èâàåò ïåðåñòàíîâêó ñòðîê ìàòðèöûHn. Íàïðèìåð,

W3 = A · (E ×H × E) · (H × E2), ãäå

A =



1 1 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 1 0 0
0 0 1 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1 1
1 −1 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 −1 0 0
0 0 1 −1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1 −1


.

Ïðè ïðàêòè÷åñêîé ðåàëèçàöèè ÁÏÓ ìàòðèöû Hn, Wn èëè Un íå ôîð-
ìèðóþò, à "ïîñëåäîâàòåëüíî óìíîæàþò" ñëàáî çàïîëíåííûå ìàòðèöû íà
âõîäíîé ñèãíàë, ïåðåäàâàÿ ðåçóëüòàò äëÿ "ïîñëåäóþùåãî óìíîæåíèÿ".
Åñòü ïðîñòûå àëãîðèòìû [23] ðåàëèçàöèè ýòîãî "ïîñëåäîâàòåëüíîãî óìíî-
æåíèÿ çà ñ÷åò ÷åãî çíà÷èòåëüíî ñîêðàùàåòñÿ ÷èñëî îïåðàöèé.

Ïðè äîêàçàòåëüñòâàõ ïåðåñòàíîâêó ñòðîê ìàòðèöû ëó÷øå ïðîâîäèòü
íå â ïîñëåäíåé ìàòðèöå (êàê ýòî ñäåëàëè â ïðåäûäóùåì àáçàöå), à îñó-
ùåñòâëÿòü äîìíîæåíèåì íà ìàòðèöó ñïåöèàëüíîãî âèäà, êîòîðàÿ íàçû-
âàåòñÿ ïåðìóòàòîðîì. Íàïðèìåð, ïåðåñòàíîâêó âòîðîé è òðåòüåé ñòðîêè
(ñòîëáöà) â ìàòðèöå M ïîðÿäêà 4 ïðîâîäÿò ïî ôîðìóëàì

P ·M (äëÿ ñòðîê) è M · P (äëÿ ñòîëáöîâ)

ñ ïåðìóòàòîðîì

P = P(23) = P (23) =


1 0 0 0
0 0 1 0
0 1 0 0
0 0 0 1

 .

Îäíàêî íà ïðàêòèêå äëÿ ìàòðèö áîëüøîãî îáúåìà ñóùåñòâåííóþ ðîëü
èãðàåò åäèíîîáðàçèå âñåõ ìàòðèö â àëãîðèòìå èñïîëüçóåìîãî ÁÏÓ. Äî-
áàâëåíèå äàæå ñòîëü ïðîñòîé ìàòðèöû êàê ïåðìóòàòîð çíà÷èòåëüíî óâå-
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ëè÷èâàåò ÷èñëî îïåðàöèé. Ïîýòîìó åñòåñòâåííî âîçíèêàåò çàäà÷à ïîñòðî-
åíèÿ íîâûõ àëãîðèòìîâ ÁÏÓ, ïðèñïîñîáëåííûõ èìåííî ê íóìåðàöèè Ïý-
ëè. Ïåðåõîäèì ê ðåøåíèþ ýòîé çàäà÷è.

18.4 Íîâîå ïðîèçâåäåíèå ìàòðèö è íîâûé àëãîðèòì

ÁÏÓ

Âûøå îòìå÷àëîñü, ÷òî îñíîâíûìè ñëó÷àÿìè äèñêðåòíîãî ïðåîáðàçî-
âàíèÿ Óîëøà ÿâëÿþòñÿ ÄÏÓ â íóìåðàöèÿõ Ïýëè è Àäàìàðà. ÄÏÓ â
íóìåðàöèè Óîëøà ñíà÷àëà áûëî âîñïðèíÿòî ñ áîëüøèì èíòóçèàçìîì,
êàê íàèáîëåå áëèçêî ñîîòâåòñòâóþùåå òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ñèñòåìå. Äà-
æå ôóíêöèè Óîëøà-Óîëøà íåêîòîðûå àâòîðû (Ïèõëåð è Õàðìóò) ðàçáè-
âàëè íà äâå ãðóïïû, îáîçíà÷àÿ èõ cal è sal çà âíåøíåå ñõîäñòâî ñ ñèñòåìîé
êîñèíóñîâ è ñèíóñîâ ñîîòâåòñòâåííî. Ýòà àíàëîãèÿ îêàçàëàñü êàæóùåé-
ñÿ. ÄÏÓ â íóìåðàöèè Óîëøà íà ïðàêòèêå îêàçàëîñü ìåíåå óäîáíûì, ÷åì
ÄÏÓ â íóìåðàöèÿõ Ïýëè è Àäàìàðà.

Ó ÄÏÓ â íóìåðàöèè Àäàìàðà åñòü ñóùåñòâåííîå ïðåèìóùåñòâî ïå-
ðåä (÷àùå ïðèìåíÿåìûì íà ïðàêòèêå) ÄÏÓ â íóìåðàöèè Ïýëè, ñîñòîÿ-
ùåå â ïðåäñòàâèìîñòè ìàòðèöû ÄÏÓ â íóìåðàöèè Àäàìàðà â âèäå H(n)

êðîíåêåðîâñêîé ñòåïåíè (îïðåäåëåíèÿ 2 è 4, óòâåðæäåíèå 1) ìàòðèöû

H =

(
1 1
1 −1

)
.

Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ ÄÏÓ â íóìåðàöèè Ïýëè âîçìîæíî àíàëîãè÷íîå
ïðåäñòàâëåíèå.

Ââåäåì íîâûé âèä ïðîèçâåäåíèÿ ìàòðèö, ïî íàëè÷èþ áëî÷íîé ñòðóê-
òóðû è ïî ðàçìåðó ïîëó÷àþùèõñÿ áëîêîâ íåìíîãî íàïîìèíàþùèé êðî-
íåêåðîâñêîå ïðîèçâåäåíèå ìàòðèö.

Îïðåäåëåíèå 5. Äëÿ ìàòðèö A ðàçìåðà n × m è B ðàçìåðà k × l
îáîçíà÷èì C = A{B} áëî÷íóþ ìàòðèöó ðàçìåðà nk ×ml è âèäà

C =


A1B1 A2B1 . . . AmB1

A1B2 A2B2 . . . AmB2
...

... . . . ...
A1Bk A2Bk . . . AmBk

 , (6)
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áëîêè êîòîðîé ðàçìåðà n × l ðàâíÿþòñÿ ïðîèçâåäåíèþ ñòîëáöà Aj (ñ
íîìåðîì j) ïåðâîé ìàòðèöû íà ñòðîêó Bi (ñ íîìåðîì i) âòîðîé ìàòðèöû.

Àíàëèçèðóÿ ôîðìóëó (6) äåëàåì âûâîä, ÷òî íîâûé âèä ïðîèçâåäåíèÿ
ìàòðèö åñòü áëî÷íàÿ ìàòðèöà ñ íóìåðàöèåé áëîêîâ ïî ïðàâèëó: ñòðî÷-
êà âòîðîãî ñîìíîæèòåëÿ íà ñòîëáåö ïåðâîãî è ñî çíà÷åíèÿìè áëîêîâ,
ïîëó÷åííûõ ïî ïðàâèëó: ñòîëáåö ïåðâîãî ñîìíîæèòåëÿ íà ñòðîêó âòî-
ðîãî.

Îòìåòèì, ÷òî ïðîèçâîëüíûé áëîê AiBj ìàòðèöû (6), ýëåìåíòû êîòî-
ðîãî ïîëó÷àþòñÿ â ðåçóëüòàòå ïîýëåìåíòíîãî ïðîèçâåäåíèÿ ñòîëáöà íà
ñòðîêó, ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå êðîíåêåðîâñêîãî ïðîèçâåäåíèÿ

Ai ·Bj = Ai(Bj) = Bj(A
i). (7)

Ëèíèè (ñòðî÷êè è ñòîëáöû) ýòîé ìàòðèöû C âûðàæàþòñÿ ÷åðåç êðî-
íåêåðîâñêîå ïðîèçâåäåíèå ëèíèé èñõîäíûõ ìàòðèö. À èìåííî:

åñëè I = (r − 1)n+ i , òî CI = Ai(Br) (äëÿ ñòðîê); (8)

åñëè J = (p− 1)l + j , òî CJ = Bj(Ap) (äëÿ ñòîëáöîâ). (9)

Ïðè íóìåðàöèè ýëåìåíòîâ ìàòðèö ñ íóëÿ (à íå ñ 1) ñâÿçü íîìåðîâ ëèíèé
äðóãàÿ: I = rn+ i, J = pl + j.

Ôîðìóëû (8) è (9) ïîçâîëÿþò óñòàíîâèòü êîððåêòíîñòü îïðåäåëåíèÿ
ñòåïåíè A{d} = A{A{d−1}} = A{d−1}{A} îòíîñèòåëüíî íîâîãî âèäà ïðî-
èçâåäåíèÿ ìàòðèö. Âîñïîëüçóåìñÿ íóìåðàöèåé ýëåìåíòîâ ñ íóëÿ. Òîãäà
ñòðî÷êè ìàòðèöû A{3} ñ íîìåðîì i + jn + kn2 èìåþò âèä Ai(Aj(Ak)),
ñòðî÷êè ìàòðèöû A{4} ñ íîìåðîì i+ jn+kn2 +mn3 èìåþò ñîîòâåòñòâåí-
íî âèä Ai(Aj(Ak(Am))) è òàê äàëåå. Äëÿ ñòîëáöîâ àíàëîãè÷íî.

Î÷åâèäíî, ÷òî êðîíåêåðîâñêîå ïðîèçâåäåíèåA(B) ñèììåòðè÷íûõ ìàò-
ðèö åñòü ñèììåòðè÷íàÿ ìàòðèöà. Ïðèìåð

A =

(
1 1
1 1

)
, B =

(
1 1
1 0

)
ïîêàçûâàåò, ÷òî äëÿ íîâîãî ïðîèçâåäåíèÿ A{B} ýòî íå òàê.
Ëåììà 4. Åñëè A, B ñèììåòðè÷íû, òî (A{B})T = B{A}.
Äîêàçàòåëüñòâî. Òðàíñïîíèðóåì áëî÷íóþ ìàòðèöó (6)

(A{B})T =

 (A1B1)
T (A1B2)

T . . . (A1B1)
T

...
... . . . ...

(AnB1)
T (AnB2)

T . . . (AnB1)
T

 .
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Äëÿ áëîêîâ ïðèìåíèì ôîðìóëó òðàíñïîíèðîâàíèÿ ïðîèçâåäåíèÿ è ñâîé-
ñòâî ñèììåòðè÷íîñòè (AiBj)

T = BT
j · (Ai)T = BjAi. �

Ñëåäñòâèå. Åñëè ìàòðèöà A ñèììåòðè÷íà, òî ñèììåòðè÷íà è åå
íîâàÿ ñòåïåíü A{d}.
Òåîðåìà 3. Ìàòðèöû ÄÏÓ â íóìåðàöèè Ïýëè (1) äîïóñêàþò îïðå-

äåëåíèå â âèäå ñòåïåíè ìàòðèöû W1 = H =

(
1 1
1 −1

)
îòíîñèòåëüíî

íîâîãî âèäà (6) ïðîèçâåäåíèÿ ìàòðèö

Wn = Wk{Wn−k}.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîèçâîëüíûå ÷èñëà 0 ≤ i, j < 2n ïðåäñòàâèì â
âèäå i = m2k + l, j = r2n−k + t, ãäå 0 ≤ l, r < 2k, 0 ≤ m, t < 2n−k. Òîãäà,
èñïîëüçóÿ îáîçíà÷åíèå (4),

< i, j >n=
k∑
s=1

isjn−s+1 +
n∑

s=k+1

isjn−s+1 =< l, r2n−k >n + < m2k, t >n,

÷òî ïåðåïèøåì â âèäå

< i, j >n=< l, r >k + < m, t >n−k .

Ïî ôîðìóëå (4) ïîëó÷àåì

w
(n)
ij = (−1)<l,r>k · (−1)<m,t>n−k = w

(k)
lr · w

(n−k)
mt . (10)

Íà÷àëüíûé áëîê ìàòðèöû Wn (ñîîòâåòñòâóåò m = r = 0) ñîñòîèò èç

ýëåìåíòîâ w
(n)
lt = w

(k)
l0 ·w

(n−k)
0t ≡ 1 è ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ

íóëåâîãî ñòîëáöà ìàòðèöûWk íà íóëåâóþ ñòðîêó ìàòðèöûWn−k. Ïðîèç-
âîëüíûé áëîê (ïðè ôèêñèðîâàííûõ m, r) ìàòðèöû Wn ðàçìåðà 2k× 2n−k

èìååò âèä (10), òðàêòóåòñÿ êàê ïðîèçâåäåíèå r-ãî ñòîëáöà ìàòðèöûWk íà
m-þ ñòðîêó ìàòðèöû Wn−k, à ðàñïîëàãàåòñÿ êàê áëîê ñ íîìåðîì ñòðîêè
m è íîìåðîì ñòîëáöà r. Ýòî è åñòü îïðåäåëåíèå Wk{Wn−k}. �

Îòìåòèì î÷åâèäíîå ðàâåíñòâî äëÿ åäèíè÷íûõ ìàòðèö

E(A ·B) = E(A) · E(B). (11)

Ëåììà 5 (î ôàêòîðèçàöèè íîâîãî ïðîèçâåäåíèÿ). Äëÿ ëþáûõ
êâàäðàòíûõ ìàòðèö A è B îäèíàêîâîãî ïîðÿäêà âåðíî

H1{A ·B} = H1{A} · E1(B).
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Äîêàçàòåëüñòâî çàêëþ÷àåòñÿ â ïåðåñòàíîâêå ñòðîê â ïðåäûäóùåì äî-
êàçàòåëüñòâå. Ñòðîêè íèæíèõ áëîêîâ ìàòðèö H(A) è H(AB) âûäâèãàåì
è âñòàâëÿåì âíóòðü âåðõíèõ áëîêîâ ñî ñäâèãîì íà îäíó ñòðîêó. Ïðè ýòîì
ìàòðèöû H(A) è H(AB) ïðåâðàòÿòñÿ â H{A} è H{AB}. �
Ñëåäñòâèå. Äëÿ ìàòðèö ÄÏÓ â íóìåðàöèè Óîëøà èìååò ìåñòî

ðåêóððåíòíîå ñîîòíîøåíèå

Wn = H1{En−1} · E1(Wn−1),

îïðåäåëÿþùåå ñëåäóþùèé áûñòðûé àëãîðèòì ðåàëèçàöèè ÄÏÓ â íóìå-
ðàöèè Ïýëè

W3 = H1{E2} · E1(H1{E1}) · E2(H1),

W4 = H{E3} · E(H{E2}) · E2(H{E}) · E3(H),

W5 = H{E4} · E(H{E3}) · E2(H{E2}) · E3(H{E}) · E4(H)

è òàê äàëåå.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ê ôîðìóëå Wn = H{Wn−1 ·En−1} ïðèìåíèì ëåììó

Wn = H{En−1} · E1(Wn−1). Â ÷àñòíîñòè, W2 = H{E} · E(H).
Îòñþäà

W3 = H1{E2} · E1(W2) = H1{E2} · E1(H{E} · E(H))

è ïî ôîðìóëå (11)

W3 = H1{E2} · E1(H1{E1}) · E2(H1).

Àíàëîãè÷íî,

W4 = H{E3} · E(W3) = H{E3} · E(H{E2} · E(H{E}) · E2(H)),

W4 = H{E3} · E(H{E2}) · E2(H{E}) · E3(H). �

Ïðèâåäåì ÿâíûé âèä ìàòðèö äàííîãî àëãîðèòìà ÄÏÓ â ïðîñòåéøåì
ñëó÷àå

W2 = H{E} · E(W ) =


1 0 1 0
1 0 −1 0
0 1 0 1
0 1 0 −1

 ·


1 1 0 0
1 −1 0 0
0 0 1 1
0 0 1 −1

 .
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Åñëè òàêæå ðàñïèñàòü ìàòðèöû ïðåäëîæåííîãî àëãîðèòìà â ðàçâåð-
íóòîì âèäå è ñðàâíèòü èõ ñ ìàòðèöàìè àëãîðèòìà áûñòðîãî ÄÏÓ â íó-
ìåðàöèè Àäàìàðà, ïîëó÷åííûìè ñ ïîìîùüþ ôîðìóë ñëåäñòâèÿ ëåììû 3
î ôàêòîðèçàöèè, òî ñðàçó âûäåëÿåòñÿ ïðåèìóùåñòâî ýòèõ ìàòðèö, ñîñòî-
ÿùåå â êîìïàêòíîñòè ðàñïîëîæåíèÿ çíà÷àùèõ ÷èñåë è âíåøíåì ñõîäñòâå
ñ áûñòðûì àëãîðèòìîì äèñêðåòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå.

18.5 Óïðàæíåíèÿ

1. Ïåðå÷èñëèòå âñå âîçìîæíûå ìàòðèöû, êîòîðûå ïîëó÷àþòñÿ ïåðå-
ñòàíîâêîé ñòðîê ìàòðèöû ÄÏÓ âòîðîãî óðîâíÿ. Âûäåëèòå èç íèõ ñèì-
ìåòðè÷íûå ìàòðèöû.

2. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò ñèììåòðè÷íûõ ïåðåñòàíîâîê ìàòðèö ÄÏÓ òðå-
òüåãî è ÷åòâåðòîãî óðîâíÿ?

3. Íàéäèòå âñå (êàê ïðàâûå, òàê è ëåâûå) ïåðìóòàòîðû P , êîòîðûå
ïåðåâîäÿò ìàòðèöûW2, H2, U2 äðóã â äðóãà. Âûïîëíèòå ýòî çàäàíèå äëÿ
ìàòðèö ÄÏÓ òðåòüåãî óðîâíÿ.

4. Äîêàæèòå óòâåðæäåíèÿ 1, 2, 3 è 4.
5. Ïðîâåðüòå íåïîñðåäñòâåííûì âû÷èñëåíèåì, ÷òî (B2)

2 = H2, à òàê-
æå (B3)

3 = H3 äëÿ ìàòðèö èç ïàðàãðàôà 3.
6. Ïðîâåðüòå ñïðàâåäëèâîñòü âòîðîé ôîðìóëû ëåììû 3.
7. Ïðèâåäèòå â ðàçâåðíóòîì âèäå åùå îäèí ñïîñîá ôàêòîðèçàöèè ìàò-

ðèöû H3.
8. Âû÷èñëèòå W4 ïî ôîðìóëå W2{W2}.
9. Íàïèøèòå â ÿâíîì âèäå ìàòðèöû H{E2}, E(H{E}) è E2(H). Âû-

÷èñëèòå W3 êàê ïðîèçâåäåíèå ýòèõ ìàòðèö.
10. Íàïèøèòå â ÿâíîì âèäå ñïîñîáû ôàêòîðèçàöèè ìàòðèö H4 è W4.
11. Ïðåäëîæèòå ñõåìó ðåàëèçàöèè ÁÏÓ äëÿ ìàòðèöH4 èW4 îòäåëüíî.

Íàïèøèòå ïðîãðàììó ðåàëèçàöèè äàííîãî àëãîðèòìà.
12. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ êðîíåêåðîâñêîé ñòåïåíè âåðíî ñîîòíîøåíèå

A(n) = A(k)(A(n−k)) äëÿ ïðîèçâîëüíîé ìàòðèöû A.
13. Âåðíî ëè ñîîòíîøåíèå A{n} = A{k}{A{n−k}} îòíîñèòåëüíî íîâîãî

ïðîèçâåäåíèÿ ìàòðèö äëÿ ïðîèçâîëüíîé ìàòðèöû A?



Ãëàâà 19

Îñíîâû òåîðèè âñïëåñêîâ

19.1 Îêîííîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå

Ïðè öèôðîâîé îáðàáîòêå ñèãíàëîâ èñõîäíóþ ôóíêöèþ f(x), îïðåäå-
ëåííóþ íà (−∞,+∞), íàçûâàþò âõîäíîé (íåïðåðûâíûé) ñèãíàë. Äëÿ
f ∈ L(−∞,+∞) ïî ôîðìóëå ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå

f̂(ω) =
√

2π · F [f ](ω) =

+∞∫
−∞

f(x)e−iωxdx (1)

âû÷èñëÿåòñÿ åå íåïðåðûâíûé ñïåêòð, êîòîðûé òðàêòóåòñÿ êàê âûõîäíîé
ñèãíàë. Â ôîðìóëå (1) ïåðåìåííàÿ x íàçûâàåòñÿ âðåìåííîé, à ω íàçû-
âàåòñÿ ÷àñòîòîé ñèãíàëà èëè ÷àñòîòíîé õàðàêòåðèñòèêîé. Â (1) è äà-
ëåå ñïåöèàëüíî ïðåäëàãàþòñÿ äâå ôîðìû çàïèñè ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå,
÷òîáû ÷èòàòåëü ìîã âû÷èñëåíèÿ è ðåçóëüòàòû ëåã÷å ñðàâíèâàòü ñ ïðèâå-
äåííûìè â äðóãîé ëèòåðàòóðå, íàïðèìåð [10, 16, 21] .

Ïðè àíàëèçå ñèãíàëîâ âîçíèêàåò íåîáõîäèìîñòü â ëîêàëèçàöèè ñèãíà-
ëà ïî âðåìåíè è ïî ÷àñòîòå. Äëÿ ýòîãî ñëóæàò îêîííûå ïðåîáðàçîâàíèÿ
Ôóðüå.

Îïèøåì âîçìîæíûé äèñêðåòíûé ñëó÷àé ëîêàëèçàöèè.
Ïóñòü

e0(x) =

{
1, åñëè x ∈ [0, 1),
0, åñëè x /∈ [0, 1),

ôóíêöèÿ åäèíè÷íîãî èìïóëüñà (íà÷àëüíàÿ ôóíêöèÿ Õààðà). Ââåäåì åå
öåëî÷èñëåííûå ñäâèãè ek(x) = e0(x − k). Òîãäà

∑
k∈Z

ek(x) ≡ 1. Äëÿ ïðî-

219
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èçâîëüíîé f ∈ L(−∞,+∞) îïðåäåëèì fk(x) = f(x) · ek(x) ïðîåêöèþ
ôóíêöèè íà öåëî÷èñëåííûé ó÷àñòîê. Òîãäà f(x) =

∑
k∈Z

fk(x) è F [fk](ω)

åñòü ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ëîêàëèçàöèè ïî âðåìåíè ôóíêöèè f(x). Ïî
ñâîéñòâó ëèíåéíîñòè F [f ](ω) =

∑
k∈Z
F [fk](ω). Â äàííîì ïðèìåðå ïðîèñ-

õîäèò "æåñòêàÿ" ëîêàëèçàöèÿ ïî âðåìåíè. Ïðèìåð áîëåå "ìÿãêîé" ëî-
êàëèçàöèè ïîëó÷àåòñÿ çàìåíîé e0(x) íà ôóíêöèþ (çàâèñÿùóþ îò δ > 0)

h0(x) =


1 , åñëè x ∈ [δ, 1− δ],
0 , åñëè x /∈ (−δ, 1 + δ),
x+δ
2δ , åñëè x ∈ [−δ, δ],

1+δ−x
2δ , åñëè x ∈ [1− δ, 1 + δ].

Òàê êàê äëÿ ïðåîáðàçîâàíèé Ôóðüå áîëüøóþ ðîëü èãðàåò ãëàäêîñòü ôóíê-
öèè, òî íà ó÷àñòêàõ [−δ, δ], [1− δ, 1 + δ] ëèíåéíóþ çàâèñèìîñòü çàìåíÿþò
íà äðóãóþ, ãàðàíòèðóþùóþ ãëàäêîñòü â òî÷êàõ ñêëåéêè.

Ââåäåì ÿäðî óñðåäíåíèÿ

ωε(x) = Cε · exp{− ε2

ε2 − x2
} ïðè |x| < ε, ωε(x) = 0 ïðè |x| ≥ ε,

ãäå êîíñòàíòà Cε âûáèðàåòñÿ èç óñëîâèÿ íîðìèðîâêè
∫ +∞
−∞ ωε(x) dx = 1.

Ôóíêöèþ ωε(x), êîòîðóþ ÷àñòî íàçûâàþò "øàïî÷êà ðàññìîòðèì ïðè ìà-
ëîì ôèêñèðîâàííîì ε < 1/2. Ñâåðòêà åäèíè÷íîãî èìïóëüñà ñ "øàïî÷-
êîé"è ÿâëÿåòñÿ ñãëàæåííûì åäèíè÷íûì èìïóëüñîì

d0(x) =

∫ 1

0

e0(y)ωε(x− y) dy.

Ëåììà 1. Äëÿ öåëî÷èñëåííûõ ñäâèãîâ dk(x) = d0(x−k) ñãëàæåííîãî
åäèíè÷íîãî èìïóëüñà ñïðàâåäëèâî ðàçëîæåíèå åäèíèöû

∑
k∈Z

ek(x) ≡ 1 íà

âñåé îñè.

Óêàçàííîå ðàçëîæåíèå åäèíèöû ÿâëÿåòñÿ äèñêðåòíûì è ïî ïðåäëî-
æåííîé ñõåìå ïîçâîëÿåò ëîêàëèçîâàòü ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ïî âðåìå-
íè.

Ëîêàëèçàöèÿ òîëüêî ïî ÷àñòîòå äîñòèãàåòñÿ ïîäîáíîé êîíñòðóêöèåé
íàä ñïåêòðàëüíîé ôóíêöèåé, ÷òî îáû÷íî íå ïðàêòèêóåòñÿ.
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Îäíîâðåìåíàÿ ëîêàëèçàöèÿ êàê ïî âðåìåíè, òàê è ïî ÷àñòîòå äîñòèãà-
åòñÿ ïðè íåïðåðûâíîì îêîííîì ïðåîáðàçîâàíèè, ïðèìåðîì êîòîðîãî ñëó-
æèò ïðåîáðàçîâàíèå Ãàáîðà. Ïðåîáðàçîâàíèå Ãàáîðà ñòðîèòñÿ ñ èñïîëü-
çîâàíèåì ôóíêöèè ïëîòíîñòè íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ (ñ ïîìîùüþ
êðèâîé Ãàóññà è åå ñäâèãîâ)

gσ(x− b) =
1√

2π · σ
· e−

(x−b)2

2σ2 , (2)

è èìååò âèä (ãäå σ > 0 � ôèêñèðîâàííûé ïàðàìåòð)

Γσ[f ](ω, b) =

+∞∫
−∞

f(x) · e−ixω · gσ(x− b) dx. (3)

Åñëè ââåäåì îáîçíà÷åíèå äëÿ ÿäðà ïðåîáðàçîâàíèÿ Ãàáîðà

Gσ(x;ω, b) = eixω · gσ(x− b), (4)

òî ôîðìóëó (3) ïåðåïèøåì â âèäå ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ

Γσ[f ](ω, b) =

+∞∫
−∞

f(x) ·Gσ(x;ω, b) dx = (f,Gσ(ω, b)).

Òàê êàê
+∞∫
−∞

gσ(x − b) db = 1 , òî, îáîñíîâàâ (íàïðèìåð, ïîòðåáîâàâ

f ∈ L2(−∞,+∞)) çàêîííîñòü ïåðåìåíû ïîðÿäêà èíòåãðèðîâàíèÿ, èìååì

+∞∫
−∞

Γσ[f ](ω, b) db =
√

2π · F [f ](ω).

Ñëåäîâàòåëüíî, îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ãàáîðà ôîðìàëüíî ìîæíî çà-
ïèñàòü â âèäå

f(x) =
1

2π

+∞∫
−∞

eiωx
+∞∫
−∞

Γσ[f ](ω, b) db dω. (5)

Ðàíåå óñòàíîâëåíî (ñëåäñòâèå ëåììû 14.1), ÷òî ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå

âèäà (1) äëÿ ôóíêöèè gσ(x) = e−
x2

2σ2 (ñ ôèêñèðîâàííûì σ)

F [gσ](λ) =
1√
2π
· e−

λ2σ2

2 .
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Ëåììà 2. Ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå îò ÿäðà ïðåîáðàçîâàíèÿ Ãàáîðà

F [Gσ(ω, b)](λ) = eibω · e−ibλ · 1

σ
· g1/σ(λ− ω).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ôóíêöèÿ gσ(x− b) åñòü ñäâèã ôóíêöèè gσ(x) è ïðå-
îáðàçîâàíèå Ôóðüå îò äàííîãî ñäâèãà ðàâíî

1√
2π
· e−

λ2σ2

2 · e−ibλ.

Óìíîæåíèå íà ôóíêöèþ eixω (ãäå x àðãóìåíò) èñõîäíîé ôóíêöèè ñîîò-
âåòñòâóåò ñäâèãó ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå íà ω:

F [Gσ(ω, b)](λ) =
1√
2π
e−

(λ−ω)2σ2

2 · e−ib(λ−ω) = eibω · e−ibλ · 1√
2π
e−

(λ−ω)2σ2

2 .

Ñðàâíåíèå ñ ôîðìóëàìè (2) è (4) äàåò ôîðìóëèðîâêó ëåììû. �
Òåîðåìà 1. Äëÿ f ∈ L2(−∞,+∞) ïðåîáðàçîâàíèå Ãàáîðà ñ ïàðàìåò-

ðîì σ â òî÷êå b ñ òî÷íîñòüþ äî ìíîæèòåëÿ ñîâïàäàåò ñ ïðåîáðàçîâà-
íèåì Ãàáîðà îò ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå ýòîé ôóíêöèè ñ ïàðàìåòðîì 1

σ â
òî÷êå ω, à èìåííî

Γσ[f ](ω, b) =
e−ibω

σ
· Γ1/σ[F [f ]](−b, ω) .

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèâ, ÷òî Gσ(ω, b) ∈ L2(−∞,+∞), ïðèìåíèì
ðàâåíñòâî Ïëàíøåðåëÿ äëÿ ïðîèçâåäåíèÿ ôóíêöèé

(f,Gσ(ω, b)) = (F [f ],F [Gσ(ω, b)]),

÷òî ïî ëåììå 2 ïðèâîäèò ê ñëåäóþùåé ôîðìóëå, êîòîðóþ îñòàíåòñÿ ñðàâ-
íèòü ñ (3)

Γσ[f ](ω, b) =

+∞∫
−∞

F [f ](λ) · eibω · ei(−b)λ · 1

σ
· g1/σ(λ− ω) dλ,

Γσ[f ](ω, b) =
e−ibω

σ
·

+∞∫
−∞

F [f ](λ) · e−iλ(−b) · g1/σ(λ− ω) dλ. �
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Ïðåîáðàçîâàíèå Ãàáîðà Γσ[f ](ω, b) óñèëèâàåò âõîäíîé ñèãíàë â òî÷êå
b, âûäåëÿÿ èñõîäíóþ ôóíêöèþ íà èíòåðâàëå [b−σ, b+σ], íàçâàííûì âðå-
ìåííûì îêíîì. Ñîãëàñíî òåîðåìå 1 â ñïåêòðàëüíîé îáëàñòè ïðîèñõîäèò
óñèëåíèå âûõîäíîãî ñèãíàëà â òî÷êå ω ñ âûäåëåíèåì åãî íà èíòåðâàëå
[ω− 1

σ , ω+ 1
σ ], êîòîðûé íàçûâàåòñÿ ÷àñòîòíûì îêíîì. Äåêàðòîâî ïðîèç-

âåäåíèå ýòèõ äâóõ îêîí íàçûâàþò ïðÿìîóãîëüíûì âðåìÿ-÷àñòîòíûì îê-
íîì. Äëèíà 2σ âðåìåííîãî îêíà íàçûâàåòñÿ øèðèíîé âðåìÿ-÷àñòîòíîãî
îêíà, äëèíà 2

σ ÷àñòîòíîãî îêíà íàçûâàåòñÿ âûñîòîé âðåìÿ-÷àñòîòíîãî
îêíà. Äëÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ãàáîðà ïëîùàäü âðåìÿ-÷àñòîòíîãî îêíà ïîñòî-
ÿííà, ÷òî ñîñòàâëÿåò èçâåñòíûé â êâàíòîâîé ìåõàíèêå ïðèíöèï íåîïðå-
äåëåííîñòè.

Ïðåîáðàçîâàíèå Ãàáîðà îáîáùàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïóñòü

g ∈ L2(R) , xg(x) ∈ L2(R). (6)

Îïðåäåëåíèå 1. Îêîííûì ïðåîáðàçîâàíèåì Ôóðüå íàçûâàåòñÿ

P [f ](ω, b) =

−∞∫
+∞

(e−iωxf(x))g(x− b) dx. (7)

ßäðîì îêîííîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ñëóæèò

G(x;ω, b) = eiωx · g(x− b),

ãäå àðãóìåíò x èíîãäà áóäåì îïóñêàòü. Îêîííîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå
(7) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ

P [f ](ω, b) =

−∞∫
+∞

f(x)G(x;ω, b) dx = (f,G(ω, b)).

Ïðèâåäåííûå ôîðìóëû àíàëîãè÷íû (2)�(4).

Îáîçíà÷èì 1√
2π
· ĝ = F[g] ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ôóíêöèè g(x). Òîãäà

ïî ñâîéñòâàì ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå

F[G(0, b)](λ) =
1√
2π
· ĝ(λ) · e−ibλ , F[G(ω, b)] =

1√
2π
· e−ib(λ−ω) · ĝ(λ−ω).
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Ïî ôîðìóëå Ïëàíøåðåëÿ äëÿ ïðîèçâåäåíèÿ (f,G(ω, b)) = (F[f ],F[G(ω, b)]),
ãäå P [f ](ω, b) = (f,G(ω, b)), èìååì

P [f ](ω, b) =
1

2π

−∞∫
+∞

(f̂(λ) · eibλ) ĝ(λ− ω) dλ · e−ibω.

Ïîëó÷èì ñîîòíîøåíèå P [f ](ω, b) = P ∗[f̂ ](−b, ω) · e−ibω, êîòîðîå ñôîð-
ìóëèðóåì â âèäå ñëåäóþùåé òåîðåìû, ãäå ðàñøèôðîâûâàåòñÿ ñìûñë çâåç-
äî÷êè â îáîçíà÷åíèè ñîïðÿæåííîãî îïåðàòîðà îêîííîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ
Ôóðüå.

Òåîðåìà 2. Åñëè ôóíêöèÿ îêíà g(x) óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèþ
(6), òî ïðåîáðàçîâàíèå (7) äëÿ ôóíêöèè f ∈ L2(−∞,+∞) ñ òî÷íîñòüþ
äî ïîâîðîòà â êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè ñîâïàäàåò ñ ïðåîáðàçîâàíèåì âè-
äà (7) îò åå ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå F[f ] ñ ôóíêöèåé F[g] â êà÷åñòâå ôóíê-
öèè îêíà.

Òî÷êà x∗ + b (ãäå x∗ öåíòð ôóíêöèè g) ñîîòâåòñòâóåò öåíòðó îêíà
[x∗ + b − ∆g, x

∗ + b + ∆g] âî âðåìåííîé îáëàñòè ñ øèðèíîé îêíà 2∆g.
Óñëîâèå (6) îáåñïå÷èâàåò øèðèíó îêíà â ÷àñòîòíîé îáëàñòè ðàâíóþ 2∆ĝ.
Âåëè÷èíà ∆g∆ĝ õàðàêòåðèçóåò âðåìÿ-÷àñòîòíóþ ëîêàëèçàöèþ è íàçûâà-
åòñÿ êîíñòàíòîé íåîïðåäåëåííîñòè g.

Ïðèíöèï íåîïðåäåëåííîñòè ñîñòîèò â òîì, ÷òî ∆g∆ĝ ≥ 1/2, ãäå ðà-
âåíñòâî äîñòèãàåòñÿ òîëüêî íà ôóíêöèÿõ âèäà Ceiaxgσ(x − b) (ãäå C 6=
0; a > 0; a, b ∈ R), òî åñòü ïðîïîðöèîíàëüíûõ (2). Ñëåäîâàòåëüíî, ïðåîá-
ðàçîâàíèå Ãàáîðà èìååò íàèìåíüøåå âðåìÿ-÷àñòîòíîå îêíî.

Ôîðìóëû äëÿ âû÷èñëåíèÿ öåíòðà è ðàäèóñà

x∗ =
1

||g||22

+∞∫
−∞

x|g(x)|2 dx , ∆g =
1

||g||22

 +∞∫
−∞

(x− x∗)2|g(x)|2 dx

1/2

.

Òåîðåìà 3. Åñëè ôóíêöèè g(x), F[g] óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ (6) è
||g||2 = 1, òî äëÿ ëþáûõ f, h ∈ L2(−∞,+∞) èìååì:

à)
+∞∫
−∞

+∞∫
−∞

P [f ](ω, b)P [h](ω, b) dω db = 2π(f, h);
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á) â òî÷êå íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà îáðàùåíèÿ

f(x) =
1

2π

+∞∫
−∞

+∞∫
−∞

(eiωxP [f ](ω, b))g(x− b) dω db.

Â ñëåäóþùåì ïàðàãðàôå ïðèâåäåì äëÿ àíàëîãè÷íîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ
äîêàçàòåëüñòâî äàííîé òåîðåìû.

Èçìåíåíèåì øèðèíû îêíà âî âðåìåííîé èëè ÷àñòîòíîé îáëàñòè äîáè-
âàþòñÿ óâåëè÷åíèÿ èëè òî÷íîñòè âû÷èñëåíèé èëè áîëåå ïîëíîãî îõâàòà
èíôîðìàöèè. Îêîííîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå íå ïðèñïîñîáëåíî äëÿ îä-
íîâðåìåííîãî âûäåëåíèÿ êàê íèçêèõ, òàê è âûñîêèõ ÷àñòîò.

Óêàçàííûé íåäîñòàòîê óñòðàíÿåò èíòåãðàëüíîå âñïëåñêîâîå ïðåîáðà-
çîâàíèå.

19.2 Èíòåãðàëüíîå âñïëåñêîâîå ïðåîáðàçîâàíèå

Èíòåãðàëüíîå âñïëåñêîâîå ïðåîáðàçîâàíèå (ÈÂÏ) áîëåå èçâåñòíî [10]
ïîä íàçâàíèåì íåïðåðûâíîå âåéâëåò-ïðåîáðàçîâàíèå. Åãî òàêæå íàçûâà-
þò èíòåãðàëüíîå âåéâëåò-ïðåîáðàçîâàíèå (ÈÂÏ).

Îïðåäåëåíèå 2. Ôóíêöèþ Ψ ∈ L2(−∞,+∞) íàçûâàþò áàçîâûì
âñïëåñêîì, åñëè åå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå Ψ̂ =

√
2πF[Ψ] óäîâëåòâîðÿåò

óñëîâèþ

CΨ =

+∞∫
−∞

|Ψ̂(ω)|2

|ω|
dω = 2π

+∞∫
−∞

|F[Ψ](ω)|2

|ω|
dω <∞. (8)

Îòíîñèòåëüíî áàçîâîãî âñïëåñêà (áàçèñíîãî âåéâëåòà) Ψ èíòåãðàëüíîå
âñïëåñêîâîå ïðåîáðàçîâàíèå îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé

T [f ](a, b) =
1√
|a|

+∞∫
−∞

f(x)Ψ(
x− b
a

); dx, (9)

ãäå a, b ∈ R, a 6= 0.
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Çàìå÷àíèå. Äëÿ Ψ ∈ L(−∞,+∞) (ýòî ïðåäïîëîæåíèå âëå÷åò íåïðå-
ðûâíîñòü Ψ̂(ω)) óñëîâèå (8) âûïîëíÿåòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
ñîáëþäåíî óñëîâèå íîðìèðîâêè Ψ̂(0) = 0, ýêâèâàëåíòíîå òðåáîâàíèþ

+∞∫
−∞

Ψ(x) dx = 0. (10)

Åñëè âåðíî (10) è âìåñòî ñóììèðóåìîñòè íàëîæèòü áîëåå ñóðîâîå îãðàíè-

÷åíèå
+∞∫
−∞

(1+|x|c)|Ψ(x)| dx < +∞ äëÿ íåêîòîðîãî c > 0, òî (8) âûïîëíåíî.

Åñëè îáå ôóíêöèè Ψ, Ψ̂ óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ (8), òî áàçîâûé âñïëåñê
Ψ îáåñïå÷èâàåò ÷àñòîòíî-âðåìåííîå îêíî êîíå÷íîé ïëîùàäè 4∆Ψ∆Ψ̂.

Óñëîâèå (10) âìåñòå ñ òðåáîâàíèåì ëîêàëèçàöèè ñèãíàëà îïðåäåëÿåò
âíåøíèé âèä ãðàôèêà ôóíêöèè Ψ(x) â âèäå "âåéâëåòà ÷òî ñîîòâåòñòâóåò
íåáîëüøîé ëîêàëüíîé âîëíå èëè âñïëåñêó. Òåðìèí "âñïëåñê" ïðåäëîæèë
Ê. È. Îñêîëêîâ, ÷òî áîëåå ñîîòâåòñòâóåò âíåøíåìó âèäó ãðàôèêà, ÷åì
àíãëèéñêîå wavelet è ôðàíöóçñêîå ondelette.

Äëÿ ñóììèðóåìûõ â êâàäðàòå ôóíêöèé äðóãèì òðåáîâàíèåì, êîòîðîå
÷àñòî äîáàâëÿþò ê (8), ÿâëÿåòñÿ óñëîâèå íîðìèðîâêè ||Ψ||2 = 1.

Áàçîâûé âñïëåñê èñïîëüçóåòñÿ äëÿ ïîëó÷åíèÿ ñëåäóþùåé ñèñòåìû
ñäâèãîâ (translations) è ñæàòèé (dilations)-ðàñòÿæåíèé

Ψa,b(x) =
1√
|a|

Ψ(
x− b
a

). (11)

Óòâåðæäåíèå 1. Åñëè ||Ψ||2 = 1, òî ||Ψa,b||2 = 1.
Óòâåðæäåíèå 2. Åñëè f ∈ L2(−∞,+∞), òî ôîðìóëó (9) ÈÂÏ

ìîæíî çàïèñàòü ÷åðåç ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â âèäå T [f ](a, b) = (f,Ψa,b).
Ëåììà 3. Ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ñäâèãîâ è ðàñòÿæåíèé âñïëåñêà

F[Ψa,b](λ) = sign a ·
√
|a| · e−iλb · F[Ψ](λa).

Äîêàçàòåëüñòâî. Âû÷èñëèì ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ñæàòîãî âñïëåñêà
Ψa,0(x) = 1√

|a|
Ψ(xa), èñïîëüçóÿ èíâàðèàíòíîñòü îòíîñèòåëüíî ñäâèãà

F[Ψa,0](λ) =
a√

2π|a|

∫ +∞

∞
Ψ(
x

a
)e−i(aλ)x/a d(x/a) = sign a ·

√
|a| ·F[Ψ](λa).
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Äëÿ ñäâèãà ôóíêöèè ïîëó÷èì F[Ψa,b](λ) = F[Ψa,0](λ) · e−ibλ. �
Ñëåäñòâèå. Äëÿ ÈÂÏ âûïîëíÿåòñÿ

T [f ](a, b) = sign a ·
√

2π · F[F[f ] · F[Ψ]
1
a ,0](b),

ãäå ê ïðåîáðàçîâàíèþ Ôóðüå áàçîâîãî âñïëåñêà ïðèìåíèëè ôîðìóëó ðàñ-
òÿæåíèÿ (11).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ê óòâåðæäåíèþ 2 ïðèìåíèì ðàâåíñòâî Ïëàíøåðåëÿ
T [f ](a, b) = (F[f ],F[Ψab]) è ëåììó 3

T [f ](a, b) = sign a ·
√

2π√
2π

+∞∫
−∞

F[f ](λ) ·
√
|a| F[Ψ](λa) · e−iλb dλ. �

Òåîðåìà 4. Äëÿ ëþáûõ f, g ∈ L2(−∞,+∞) (â îáîçíà÷åíèÿõ (8))
ñïðàâåäëèâî

+∞∫
−∞

+∞∫
−∞

T [f ](a, b) · T [g](a, b)
da

a2
db = CΨ · (f, g). (12)

Åñëè f ∈ C(x), òî èìååò ìåñòî ôîðìóëà îáðàùåíèÿ

f(x) =
1

CΨ

+∞∫
−∞

+∞∫
−∞

T [f ](a, b) ·Ψa,b(x)
da

a2
db. (13)

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì

F = F[f ] · F[Ψ]
1
a ,0 , G = F[g] · F[Ψ]

1
a ,0.

Ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ ëåììû 3 è ðàâåíñòâà Ïëàíøåðåëÿ èìååì

+∞∫
−∞

T [f ](a, b)T [g](a, b) db = 2π · (F[F ],F[G]) = 2π · (F,G).

Â ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå

(F,G) =

+∞∫
−∞

F[f ](λ) · F[g](λ) · |F[Ψ]
1
a ,0(λ)|2 dλ
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ïîäñòàâèì ðàâåíñòâî

|F[Ψ]
1
a ,0(λ)|2 = |a| · |F[Ψ](λa)|2

è ïîëó÷èì
+∞∫
−∞

 +∞∫
−∞

T [f ](a, b) · T [g](a, b) db

 da

a2
=

= 2π

+∞∫
−∞

 +∞∫
−∞

F[f](λ) · F[g](λ) · |F[Ψ](λa)|2 dλ

 da

|a|
.

Ïðèìåíèâ òåîðåìó Ôóáèíè, ïðèâåäåì ýòî âûðàæåíèå ê âèäó

+∞∫
−∞

F[f](λ) · F[g](λ)

2π

+∞∫
−∞

|F[Ψ](λa)|2

|a|
da

 dλ = CΨ · (F[f ],F[g]),

ãäå èñïîëüçîâàëè ôîðìóëó (8). Çàâåðøàåì äîêàçàòåëüñòâî ôîðìóëû (12)
ïðèìåíåíèåì ðàâåíñòâà Ïëàíøåðåëÿ (F[f ],F[g]) = (f, g).

Ïóñòü f ∈ C(x). Â êà÷åñòâå ôóíêöèè g â ôîðìóëå (12) âîçüìåì ôóíê-

öèþ g(t) = 1√
2πσ
e−

(x−t)2

2σ2 ïëîòíîñòè íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ, ðàâíóþ

(ñ òî÷íîñòüþ äî ìíîæèòåëÿ) ñäâèãó ôóíêöèè gσ(x) = 1
σe
− x2

2σ2 . Ïî óòâåð-
æäåíèþ 2 åå âåéâëåò-ïðåîáðàçîâàíèå (ãäå t àðãóìåíò, à x ïàðàìåòð)

T [g](a, b) =
1√
2π

(
gσ(· − x),Ψa,b

)
,

÷òî â ñëó÷àå äåéñòâèòåëüíîçíà÷íîãî áàçîâîãî âñïëåñêà (ñîãëàñíî îïðåäå-
ëåíèþ ñâåðòêè èç ïàðàãðàôà 14.2) ðàâíî ñâåðòêå (gσ ∗Ψa,b)(x).

Ïî ëåììå 2.14 âåðíû äâà ðàâåíñòâà: limσ→0(gσ ∗Ψa,b)(x) = Ψa,b(x) , è

f(x) = lim
σ→0

(f ∗ gσ)(x) =
1√
2π

lim
σ→0

+∞∫
−∞

f(t)gσ(t− x) dt = lim
σ→0

+∞∫
−∞

f(t)g(t) dt

êàê ïðåäåë ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ f íà ñäâèã (ñ òî÷íîñòüþ äî ìíîæè-
òåëÿ) ôóíêöèè gσ. Ïî ôîðìóëå (12) ïðåîáðàçóåì ïîñëåäíåå ñêàëÿðíîå
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ïðîèçâåäåíèå f(x) = 1
CΨ

lim
σ→0

+∞∫
−∞

T [f ](a, b)T [g](a, b)daa2 db,

f(x) =
1

CΨ
lim
σ→0

+∞∫
−∞

T [f ](a, b)(gσ ∗Ψa,b)(x) (da)/a2 db.

Ïåðåõîäèì ê ïðåäåëó ïîä çíàêîì èíòåãðàëà è ïîëó÷àåì (13). �
Çàìå÷àíèå. Ïðè âîññòàíîâëåíèè ìîæíî èñïîëüçîâàòü äðóãîé áàçî-

âûé âñïëåñê.

Òåîðåìà 5. Åñëè âûïîëíåíî

CΨ1,Ψ2
=

+∞∫
−∞

|Ψ̂1(ω)| · |Ψ̂2(ω)|
|ω|

dω <∞,

òî äëÿ ëþáûõ f, g ∈ L2(−∞,+∞) ñïðàâåäëèâî

+∞∫
−∞

+∞∫
−∞

(f,Ψa,b
1 ) · (g,Ψa,b

2 )
da

a2
db = CΨ1,Ψ2

· (f, g).

Åñëè f ∈ C(x), òî èìååò ìåñòî ôîðìóëà îáðàùåíèÿ

f(x) =
1

CΨ1,Ψ2

+∞∫
−∞

+∞∫
−∞

(f,Ψa,b
1 ) ·Ψa,b

2 (x)
da

a2
db.

Ýòà òåîðåìà äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî òåîðåìå 4. Ïðèìå÷àòåëüíî, ÷òî
Ψ1, Ψ2 ìîãóò èìåòü î÷åíü ðàçíûå ñâîéñòâà.

Îáðàùåíèå äîêàçàíî òîëüêî â òî÷êàõ íåïðåðûâíîñòè. Ôîðìóëó (12)
ìîæíî ñ÷èòàòü ôîðìóëîé îáðàùåíèÿ, åñëè ðàññìàòðèâàòü ñõîäèìîñòü íå
ïî íîðìå ïðîñòðàíñòâà, à ñëàáóþ (êàê ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå íà ýëå-
ìåíòû ñîïðÿæåííîãî ïðîñòðàíñòâà). Ìîæíî äîêàçàòü ñõîäèìîñòü ïî íîð-
ìå L2 (ê èñõîäíîé ôóíêöèè) èíòåãðàëà (13) êàê íåñîáñòâåííîãî ñ òðåìÿ
îñîáåííîñòÿìè: íà −∞ è +∞ ïî a è â íóëå ïî b. Ïðè÷åì L2-íîðìó íåëü-
çÿ çàìåíèòü íà L-íîðìó, òàê êàê ïðè L2-àïïðîêñèìàöèè íîðìà ðàçíîñòè
ñòðåìèòñÿ ê íóëþ, à ïðè L-àïïðîêñèìàöèè íîðìà ðàçíîñòè ñòðåìèòñÿ
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ê áåñêîíå÷íîñòè. Ýòî îáúÿñíÿåòñÿ òåì, ÷òî ðàçíîñòü ìåæäó èñõîäíîé
ôóíêöèåé è àïïðîêñèìèðóþùèì äâîéíûì îïðåäåëåííûì èíòåãðàëîì

1

CΨ

 −ε∫
−∞

N∫
−M

T [f ](a, b) ·Ψa,b(x)
da

a2
db+

+∞∫
ε

N∫
−M

T [f ](a, b) ·Ψa,b(x)
da

a2
db


ñòàíîâèòñÿ î÷åíü ïëîñêîé è î÷åíü âûòÿíóòîé ôóíêöèåé.

Óñëîâèå (10) ãàðàíòèðóåò ðàâåíñòâî íóëþ äàííîé êîíñòðóêöèè (ñóììû
äâîéíûõ èíòåãðàëîâ), ÷òî íå ïîçâîëÿåò õîðîøî ïðèáëèæàòü â L-ñìûñëå
ôóíêöèè f ∈ L2 áåç óñëîâèÿ íîðìèðîâêè (10).
Çàìå÷àíèå. Íà ïðàêòèêå ÷àñòî ðàññìàòðèâàþò èñõîäíûå ñèãíàëû íà

ïîëîæèòåëüíîé ïîëóîñè. Äëÿ òàêèõ ñèãíàëîâ âûáèðàþò áàçîâûé âñïëåñê
ñ óñëîâèåì ñèììåòðèè íà ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå

1

2
CΨ =

0∫
−∞

|Ψ̂(ω)|2

|ω|
dω =

+∞∫
0

|Ψ̂(ω)|2

|ω|
dω <∞,

òî åñòü óòî÷íÿþò óñëîâèå (8).

19.3 Äèñêðåòèçàöèÿ âñïëåñêîâûõ ïðåîáðàçîâàíèé

Êàê îòìå÷àëîñü â ïðåäûäóùèõ ãëàâàõ, èíòåãðàëüíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ
íà ïðàêòèêå ðåàëèçóþòñÿ â âèäå äèñêðåòíûõ àíàëîãîâ. Ïðîìåæóòî÷-
íûì ìåæäó èíòåãðàëüíûì ïðåîáðàçîâàíèåì è äèñêðåòíûì èíòåãðàëü-
íûì ïðåîáðàçîâàíèåì ñëóæèò ðÿä Ôóðüå ïî ñîîòâåòñòâóþùåé (îðòîãî-
íàëüíîé) ñèñòåìå. Äëÿ îêîííûõ è âñïëåñêîâûõ ïðåîáðàçîâàíèé èìååòñÿ
àíàëîãè÷íûé ïîäõîä. Ïðîìåæóòî÷íûì ÿâëÿåòñÿ èíòåãðàëüíîå (îêîííîå
èëè âñïëåñêîâîå) ïðåîáðàçîâàíèå â óçëàõ, êîòîðîå íàçîâåì äèñêðåòíûì
îêîííûì ïðåîáðàçîâàíèåì è äèñêðåòíûì âñïëåñêîâûì ïðåîáðàçîâàíèåì
ñîîòâåòñòâåííî.
Îïðåäåëåíèå 3. Äèñêðåòíûì îêîííûì ïðåîáðàçîâàíèåì ñ ôóíêöèåé

îêíà, óäîâëåòâîðÿþùåé (6), íàçûâàåòñÿ

DP [f ](ω0, n) =

−∞∫
+∞

(e−iω0xf(x))g(x− nt0) dx. (14)
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Äèñêðåòíûì ïðåîáðàçîâàíèåì âñïëåñêà ñ áàçîâûì âñïëåñêîì, óäîâëå-
òâîðÿþùèì (8), íàçûâàåòñÿ [10, c. 30]

DT [f ](m,n) =
1√
|am0 |

+∞∫
−∞

f(x)Ψ(
x

am0
− nb0)dx. (15)

Â (14) è (15) âåëè÷èíû ω0, t0, a0, b0 ∈ R åñòü çàäàííûå ïîëîæèòåëüíûå
÷èñëà, ÿâëÿþùèåñÿ ïàðàìåòðàìè äèñêðåòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ. Äîïîëíè-
òåëüíîå òðåáîâàíèå a0 > 1 îáåñïå÷èâàåò ñæàòèÿ, à íå ðàñòÿæåíèÿ. Íà-
ïðèìåð, ÷àñòî âûáèðàþò a0 = 2, b0 = 1, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò êîíñòðóêöèè
êðàòíîìàñøòàáíîãî àíàëèçà íà ïðèìåðå ôóíêöèé Õààðà.

Äëÿ óäîáñòâà ôóíêöèþ îêíà è áàçîâûé âñïëåñê áåðóò äåéñòâèòåëüíû-
ìè. Âàðèàíòû âîçìîæíûõ ôóíêöèé îêíà ïðèâåäåíû â ïåðâîì ïàðàãðàôå.
Â êà÷åñòâå áàçîâîãî âñïëåñêà ìîæíî ïðåäëîæèòü Ψ(x) = (1 − x2)e−x

2/2

âòîðóþ ïðîèçâîäíóþ ôóíêöèè Ãàóññà, êîòîðóþ ÷àñòî íàçûâàþò ìåêñè-
êàíñêîé øëÿïîé.

Ôóíêöèÿ f ∈ L2(−∞,+∞) íàçûâàåòñÿ ôóíêöèåé ñ îãðàíè÷åííîé øè-
ðèíîé ïîëîñû (bandlimited), åñëè åå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå èìååò êîì-
ïàêòíûé íîñèòåëü, òî åñòü F[f ](y) ≡ 0 ïðè |y| > Ω.
Òåîðåìà 6 (Êîòåëüíèêîâà�Øåííîíà). Åñëè f ∈ L2(−∞,+∞) è

F[f ](y) ≡ 0 ïðè |y| > π, òî èñõîäíóþ ôóíêöèþ ìîæíî âîññòàíîâèòü
÷åðåç åå çíà÷åíèÿ â òî÷êàõ îòñ÷åòà ïî ôîðìóëå

f(x) =
+∞∑

n=−∞
f(n)

sin π(x− n)

π(x− n)
. (16)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî òåîðåìå Ïëàíøåðåëÿ F[f ] ∈ L2(−∞,+∞). Â
ñèëó ôèíèòíîñòè ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå F[f ] îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî
F[f ] ∈ L(−∞,+∞). Ñëåäîâàòåëüíî, îíî ðàçëàãàåòñÿ â ðÿä Ôóðüå (ïî
ñîïðÿæåííîé ñèñòåìå)

f̂(y) =
√

2π · F[f ](y) =
+∞∑

n=−∞
cne
−iny,

ãäå

cn =
1

2π

∫ +π

−π
f̂(y) · einy dy =

1

2π

∫ +∞

−∞
f̂(y) · einy dy = f(n).
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Ïîäñòàâèì â ôîðìóëó îáðàòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå

f(x) =
1

2π

∫ +∞

−∞
f̂(y) · eixy dy =

1

2π

∫ +π

−π

∑
n∈Z

cne
−inyeixy dy.

Òàê êàê ïî òåîðåìå Ïëàíøåðåëÿ
∑
n∈Z
|cn|2 < ∞, òî

∑
n∈Z
|cn| < ∞ è â ïî-

ñëåäíåì îïðåäåëåííîì èíòåãðàëå ìîæíî ïîìåíÿòü çíàê ñóììèðîâàíèÿ è
èíòåãðèðîâàíèÿ, ÷òî äàåò ðåçóëüòàò

f(x) =
1

2π

∑
n∈Z

cn

∫ +π

−π
ei(x−n)y dy =

1

2π

∑
n∈Z

f(n)
ei(x−n)π − e−i(x−n)π

i(x− n)
.

Ïðèìåíèâ ôîðìóëó Ýéëåðà, ïîëó÷àåì (16). �
Çàìå÷àíèå. Åñëè âåðíåìñÿ ê îãðàíè÷åíèþ íà øèðèíó ïîëîñû âèäà

F[f ](y) ≡ 0 ïðè |y| > Ω, òî ôîðìóëà îòñ÷åòîâ â òåîðåìå Êîòåëüíèêîâà
èìååò âèä [21, c. 24], [10, c. 50]

f(x) =
∑
n∈Z

f(n
π

Ω
) · sin (Ωx− nπ)

Ωx− nπ
. (17)

Ôîðìóëû (16) èëè (17) äëÿ âîññòàíîâëåíèÿ f(x) íàçûâàþò ðàçëîæåíèåì
Êîòåëüíèêîâà�Øåííîíà.

Âåëè÷èíà Ω íàçûâàåòñÿ [21, c. 24] ÷àñòîòîé Íàéêâèñòà, à âåëè÷è-
íà τ = π

Ω , ÷åðåç êîòîðóþ âûáèðàþòñÿ îòñ÷åòû, íàçûâàåòñÿ èíòåðâàëîì
Íàéêâèñòà. Íà ïðàêòèêå, êîãäà âìåñòî ðÿäà (17) âû÷èñëÿþò åãî ÷àñòíóþ
ñóììó, ðåêîìåíäóþò èíòåðâàë Íàéêâèñòà óìåíüøàòü â äâà, òðè, ÷åòûðå
èëè ïÿòü ðàç.

Â ñèëó ñèììåòðèè â L2 ôóíêöèþ è åå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ÷àñòî
ìåíÿþò ìåñòàìè, ðàññìàòðèâàÿ, íàïðèìåð, â òåîðåìå Êîòåëüíèêîâà ôè-
íèòíóþ ñ äâóõ ñòîðîí èñõîäíóþ ôóíêöèþ.

Íåêîòîðûå àíàëîãè òåîðåìû Êîòåëüíèêîâà èñïîëüçóþòñÿ è ïðè ïðàê-
òè÷åñêîé ðåàëèçàöèè äèñêðåòíûõ îêîííûõ è âñïëåñêîâûõ ïðåîáðàçîâà-
íèé.

Êîíñòðóêöèÿ, ê êîòîðîé ïðè ýòîì ïðèõîäèì, íîñèò íàçâàíèå ôðåéì.
×àñòíûì ñëó÷àåì ôðåéìà ÿâëÿåòñÿ ïîëíàÿ îðòîíîðìèðîâàííàÿ ñèñòåìà
ôóíêöèé. Áîëüøîå ïðàêòè÷åñêîå ïðèìåíåíèå ïîëó÷èëè èçáûòî÷íûå ñè-
ñòåìû, íå ÿâëÿþùèåñÿ îðòîãîíàëüíûìè, êîòîðûå è âîçíèêàþò â òåîðèè
âñïëåñêîâ. Òàêèå ñèñòåìû òàêæå íàçûâàëè îðòîïîäîáíûìè.
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Åñëè îáîçíà÷èì

Ψm,n(x) =
1√
|am0 |

·Ψ(
x

am0
− nb0),

òî (15) ïðèìåò âèä

DT [f ](m,n) =

+∞∫
−∞

f(x)Ψm,n(x) dx = (f,Ψm,n),

ñîâïàäàþùèé ñ ôîðìóëîé âû÷èñëåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå ïî ñèñòå-
ìå {Ψm,n} íà âñåé îñè. Â [10, c. 97] ýòè ñêàëÿðíûå ïðîèçâåäåíèÿ íà-
çâàíû âåéâëåò-êîýôôèöèåíòàìè. Â ñëó÷àå îðòîíîðìèðîâàííîé ñèñòåìû
{Ψm,n} âîññòàíîâëåíèå îñóùåñòâëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

f =
∑
m,n

(f,Ψm,n)Ψm,n.

Â òåîðèè âñïëåñêîâ âîçíèêàåò áîëåå îáùèé ñëó÷àé áèîðòîãîíàëüíîé ñè-
ñòåìû, êîãäà âîññòàíîâëåíèå ïðîèñõîäèò ïî ñîïðÿæåííîé ê {Ψm,n} ñè-
ñòåìå ôóíêöèé {Ψ̃m,n} ïî ôîðìóëå

f =
∑
m,n

(f,Ψm,n)Ψ̃m,n. (18)

Ñîïðÿæåííàÿ ñèñòåìà {Ψ̃m,n}m,n∈Z îïðåäåëÿåòñÿ ÷åðåç ñèñòåìó {Ψm,n}
ðàâåíñòâàìè: (Ψm,n, Ψ̃k,l) = 1, åñëè m = k è n = l, è (Ψm,n, Ψ̃k,l) = 0, åñëè
m 6= k èëè n 6= l. Ñîïðÿæåííàÿ ñèñòåìà îáëàäàåò òåìè æå ñâîéñòâàìè,
÷òî è èñõîäíàÿ; äëÿ ïðîèçâîëüíîé g ∈ L2(−∞,+∞) èìååò ìåñòî àíàëî-
ãè÷íîå (18) ðàçëîæåíèå

g =
∑
m,n

(Ψ̃m,n, g)Ψm,n.

Àíàëîãè÷íî òåîðåìàì 3 è 4 óñòàíàâëèâàåòñÿ, ÷òî

(f, g) = (g, f) =
∑
m,n

(f,Ψm,n)(Ψ̃m,n, g) =
∑
m,n

(g, Ψ̃m,n)(Ψm,n, f),

ãàðàíòèðóþùåå ñïðàâåäëèâîñòü ôîðìóëû âîññòàíîâëåíèÿ (18) â ñëàáîì
ñìûñëå.
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Ïåðå÷èñëèì îñíîâíûå âîçíèêàþùèå ïðè ýòîì âîïðîñû:
à) ïîëíîñòüþ ëè ôîðìóëà (18) âîññòàíàâëèâàåò ôóíêöèþ;
á) â ñìûñëå êàêîé ñõîäèìîñòè (ïî íîðìå êàêîãî ïðîñòðàíñòâà) ðàññìàò-
ðèâàòü ðÿä (18);
â) êàê îðãàíèçîâàòü ÷èñëåííî óñòîé÷èâûé ïðîöåññ âîññòàíîâëåíèÿ ïî
ôîðìóëå (18)?

Â ñëó÷àå ÈÂÏ áûëî ñôîðìóëèðîâàíî óñëîâèå (8) äîïóñòèìîñòè áàçî-
âîãî âñïëåñêà. Â ñëó÷àå äèñêðåòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ âñïëåñêà æåëàòåëü-
íî ñôîðìóëèðîâàòü àíàëîãè÷íîå òðåáîâàíèå.

Äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ åñòåñòâåííîå óñëîâèå åäèíñòâåííîñòè:
äëÿ âåéâëåò-êîýôôèöèåíòîâ ôóíêöèé f1, f2 ∈ L2(−∞,+∞) âûïîëíåíèå
ðàâåíñòâà (f1,Ψm,n) = (f2,Ψm,n) äëÿ âñåõ m,n ∈ Z âëå÷åò f1 = f2, ÷òî
ýêâèâàëåíòíî óñëîâèþ ïîëíîòû ñèñòåìû {Ψm,n}:

åñëè (f,Ψm,n) = 0 äëÿ âñåõ m,n ∈ Z , òî f = 0 â L2. (19)

Òðåáîâàíèå óñòîé÷èâîñòè àëãîðèòìà âîññòàíîâëåíèÿ îçíà÷àåò, ÷òî áëè-
çîñòü (ïî íîðìå ïðîñòðàíñòâà l2) ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé {(f1,Ψm,n)}m,n∈Z è
{(f2,Ψm,n)}m,n∈Z âëå÷åò áëèçîñòü (ïî íîðìå ïðîñòðàíñòâà L2(−∞,+∞))
âîññòàíàâëèâàåìûõ ôóíêöèé f1 è f2, ÷òî ìàòåìàòè÷åñêè âûðàæàåòñÿ â
âèäå íåðàâåíñòâà

A · ‖f‖2 ≤
∑
m,n∈Z

|(f,Ψm,n)|2 (20)

äëÿ íåêîòîðîé êîíñòàíòû A > 0.

Âòîðîé èç ñôîðìóëèðîâàííûõ âîïðîñîâ (î ñõîäèìîñòè ðÿäà â l2 äëÿ
ïðîèçâîëüíîé f ∈ L2) ìàòåìàòè÷åñêè âûðàæàåòñÿ â âèäå íåðàâåíñòâà∑

m,n∈Z

|(f,Ψm,n)|2 ≤ B · ‖f‖2 (21)

äëÿ íåêîòîðîé êîíñòàíòû B > 0.

Îïðåäåëåíèå 4 [10, c. 98]. Ñèñòåìà ôóíêöèé {Ψm,n}m,n∈Z, óäîâëåòâî-
ðÿþùàÿ óñëîâèÿì (20), (21), îáðàçóåò ôðåéì.

Â êà÷åñòâå âàðèàíòîâ äëÿ ïîñòðîåíèÿ ôðåéìîâ ïðè ïðàêòè÷åñêîé ðå-
àëèçàöèè ïðåäëàãàþòñÿ:
à) íà÷àëüíàÿ ôóíêöèÿ Õààðà (íåêîòîðûå åå îáîáùåíèÿ ðåàëèçóþòñÿ â
âèäå [16, c. 245] âåéâëåòîâ Ñòðåìáåðãà);



19.4. ÔÐÅÉÌÛ 235

á) ôóíêöèÿ [10, c. 122] (äðóãîé âàðèàíò ñãëàæèâàíèÿ ðàññìîòðåí â ïåð-
âîì ïàðàãðàôå è â [16, c. 265])

ν(x) =


0 , åñëè x ≤ 0 ,

sin2 π
2x , åñëè 0 < x ≤ 1 ,

1 , åñëè x > 1,

ïðèâîäÿùàÿ ê âåéâëåòàì Ìåéåðà;
â) Â-ñïëàéí ñòåïåíè 1 [21, c. 62] (òàì æå ñì. Â-ñïëàéí ñòåïåíè 2)

ϕ(x) =

{
1− |x| , åñëè x ∈ [−1, 1] ,

0 , åñëè x < −1 è x > 1,

ïðèâîäÿùèé ê âåéâëåòàì Áàòòëà�Ëåìàðüå;
ã) ôóíêöèÿ ([21, c. 63] è [16, c. 264])

ϕ(x) =
sinπx

πx

äëÿ âåéâëåòîâ Êîòåëüíèêîâà�Øåííîíà;
ä) íîðìèðîâàííàÿ ìåêñèêàíñêàÿ øëÿïà [10, c. 125]

ψ(x) =
2√
3
π−

1
4 (1− x2)e−x

2/2

äëÿ âåéâëåòîâ Äîáåøè�Ãðîññìàíà;
å) ìîäóëèðîâàííûé ãàóññèàí [10, c. 126]

ψ(x) = π−
1
4 (e−iξ0x − e−ξ2

0/2)e−x
2/2

äëÿ âåéâëåòîâ Ìîðëå.

19.4 Ôðåéìû

Ââåäåì ïîíÿòèå áàçèñà Ðèññà, êîòîðîå îáîáùàåò ïîíÿòèå îðòîãîíàëü-
íîãî áàçèñà â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå ñ ñîõðàíåíèåì íåêîòîðûõ îñ-
íîâíûõ ñâîéñòâ.
Îïðåäåëåíèå 5 [16, c. 17], [19, c. 13]. Ñèñòåìà {en}∞n=1 ýëåìåíòîâ

ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàíñòâà H íàçûâàåòñÿ ñèñòåìîé Ðèññà ñ ïîñòîÿííûìè
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A,B > 0, åñëè äëÿ ëþáîãî c = {cn}∞n=1 ∈ l2 ðÿä
∑∞

n=1 cnen ñõîäèòñÿ â H
è

A · ‖c‖2
2 ≤ ‖

∞∑
n=1

cnen‖2
H ≤ B · ‖c‖2

2. (22)

Åñëè äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà f ∈ H ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ïðåäñòàâëå-
íèå f =

∑∞
n=1 cnen â H, òî ñèñòåìà {en}∞n=1 íàçûâàåòñÿ áàçèñîì Ðèññà.

Îáîçíà÷èì: L = {x | x =
∑∞

n=1 anen ∈ H ; an ∈ R,M ∈ N} � ëè-
íåéíóþ îáîëî÷êó ñèñòåìû {en}∞n=1, V � çàìûêàíèå ïî íîðìå H ëèíåéíîé
îáîëî÷êè L. Òîãäà

V = { f | f =
∞∑
n=1

cnen,
∞∑
n=1

|cn|2 <∞}.

Òåîðåìà 7 [19, c. 13]. Åñëè {en}∞n=1 åñòü ñèñòåìà Ðèññà ñ ïîñòîÿí-
íûìè A è B â H, òî:
1) îíà ñîñòàâëÿåò áàçèñ Ðèññà â ïðîñòðàíñòâå V ;
2) äëÿ ëþáîãî f ∈ V âûïîëíåíî

A · ‖f‖2 ≤
∞∑
n=1

|(f, en)|2 ≤ B · ‖f‖2. (23)

Ñëåäñòâèå. Â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå ëþáàÿ (êîíå÷íàÿ èëè ñ÷åò-
íàÿ) ñèñòåìà ýëåìåíòîâ ñîñòàâëÿåò ôðåéì ýòîãî ïðîñòðàíñòâà òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíà ïîëíà â ýòîì ïðîñòðàíñòâå.

Äîêàçàòåëüñòâî.Ôðåéì åñòü ïîëíàÿ ñèñòåìà. À èìåííî: èç (f, en) = 0
äëÿ âñåõ n ïî (20) âûòåêàåò ‖f‖ = 0, òî åñòü f = 0 âH. Ïîíÿòèÿ ïîëíîòû
è çàìêíóòîñòè â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå ñîâïàäàþò. Åñëè çàìûêàíèå
ëèíåéíîé îáîëî÷êè ñèñòåìû (ïðîñòðàíñòâî V ) ñîâïàäàåò ñ H, òî âòîðîå
óòâåðæäåíèå òåîðåìû åñòü îáðàòíîå óòâåðæäåíèå ñëåäñòâèÿ. �

Íåðàâåíñòâî (23) è åñòü îïðåäåëåíèå (20), (21) ôðåéìà {en}∞n=1 ñ ãðà-
íèöàìè A è B. Ñóïðåìóì ïî f ñðåäè âñåõ âîçìîæíûõ A è èíôèíóì ïî
f ñðåäè âñåõ âîçìîæíûõ B äàþò òî÷íûå ãðàíèöû ôðåéìà.

Åñëè A = B, òî ýòî æåñòêèé ôðåéì. Åñëè A = B = 1, òî ôðåéì
Ïàðñåâàëÿ. Ëþáîé æåñòêèé ôðåéì ïñåâäîíîðìèðîâêîé ϕn = 1√

A
en ïðå-

âðàùàåòñÿ âî ôðåéì Ïàðñåâàëÿ.
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Òåîðåìà 8 [10, c. 100]. Åñëè {ϕi} � îðòîíîðìèðîâàííûé (òî åñòü
‖ϕi‖2 = 1 äëÿ âñåõ i) ôðåéì Ïàðñåâàëÿ, òî {ϕi} � îðòîíîðìèðîâàííûé
áàçèñ.
Ïðèìåð íîðìèðîâàííîãî æåñòêîãî ôðåéìà, íå ÿâëÿþùåãîñÿ îðòîíîð-

ìèðîâàííûì áàçèñîì.
Â äâóìåðíîì ïðîñòðàíñòâåR2 (C2) ñèñòåìà e1 = (0, 1), e2 = (−

√
3

2 ,−
1
2),

e3 = (
√

3
2 ,−

1
2), êîòîðóþ óñëîâíî çà âíåøíåå ñõîäñòâî íàçûâàþò "ñèñòåìîé

ìåðñåäåñ îáðàçóåò æåñòêèé ôðåéì ñ êîíñòàíòîé 3/2.
Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ ïðîèçâîëüíîãî x = (x1, x2) èìååì

3∑
i=1

|(x, ei)|2 = |x2|2 + |
√

3

2
x1 +

1

2
x2|2 + |

√
3

2
x1 −

1

2
x2|2 =

3

2
‖x‖2.

Ñèñòåìà ýëåìåíòîâ ϕ1 = (0,
√

2√
3
), ϕ2 = (−

√
2

2 ,−
1√
6
),ϕ3 = (

√
2

2 ,−
1√
6
) åñòü

ôðåéì Ïàðñåâàëÿ. �
Â [10, c. 103] ïðèâåäåí àíàëîã òåîðåì 3 è 4 äëÿ ôðåéìà, îòêóäà âûâî-

äÿòñÿ [10, c. 113] óñëîâèÿ è îöåíêè äëÿ ãðàíèö ôðåéìà.
×òîáû ïîíÿòü, êàê óñòðîåí ôðåéì, ðàññìîòðèì åãî â êîíå÷íîìåðíîì

ïðîñòðàíñòâå. Òåì áîëåå, ÷òî ïðè öèôðîâîé îáðàáîòêå èíôîðìàöèè èìåí-
íî ýòîò ñëó÷àé è âîçíèêàåò. Äëÿ ïåðå÷èñëåííûõ âûøå âåéâëåòîâ äàííóþ
êîíñòðóêöèþ íå äåìîíñòðèðóþò, òàê êàê åå ñëîæíîñòü ñîñòîèò â âûäåëå-
íèèè ýòîãî êîíå÷íîìåðíîãî ïîäïðîñòðàíñòâà èñõîäíîãî ãèëüáåðòîâà ïðî-
ñòðàíñòâà.

Ïðè öèôðîâîé îáðàáîòêå èíôîðìàöèè ðàññìàòðèâàþò äâà îñíîâíûõ
îïåðàòîðà. Îïåðàòîð àíàëèçà

F : x→ y = {(x, en)}Mn=1

â âèäå èíúåêöèè íåêîòîðîãî N -ìåðíîãî R ⊂ H â RM . Îïåðàòîð ñèíòåçà

F∗ : y = (c1, . . . , cM)→
M∑
n=1

cnen

â âèäå ñþðúåêöèè RM → R ' RN . ×àñòî RM è RN ìåíÿþò íà CM è CN

ñîîòâåòñòâåííî.
Î÷åâèäíî, ÷òî N ≤ M . Äàæå äëÿ êîíå÷íîìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà èç

ñëåäñòâèÿ òåîðåìû 7 ïîëó÷èëè âûâîä � âåðõíåé ãðàíèöû äëÿ M � ÷èñëà
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ýëåìåíòîâ ôðåéìà íåò. Íèæíÿÿ ãðàíèöà äëÿ ÷èñëà ýëåìåíòîâ ôðåéìà
êîíå÷íîìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà î÷åâèäíà � ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà. Íî
ýòîò ñëó÷àé åñòü òðèâèàëüíûé âàðèàíò ôðåéìà (ñì. òåîðåìó 8), äàëåå
èñêëþ÷åííûé èç ðàññìîòðåíèÿ.

Êîìïîçèöèþ îïåðàòîðîâ àíàëèçà è ñèíòåçà íàçûâàþò ôðåéìîâûì îïå-
ðàòîðîì

S := F∗ ◦ F , Sx = F∗(Fx) =
M∑
n=1

(x, en)en.

Çàïèøåì ñëåäóþùåå ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå

(Sx, x) =
M∑
n=1

|(x, en)|2,

ïîðîæäåííîå îïåðàòîðîì S, â îïåðàòîðíîì âèäå S[x] := (Sx, x). Îïå-
ðàòîðíàÿ ôîðìà çàïèñè îñíîâíîãî (23) íåðàâåíñòâà äëÿ ôðåéìîâ èìååò
âèä (Id � òîæäåñòâåííûé îïåðàòîð â R)

A · Id ≤ S ≤ B · Id.

Òîãäà æåñòêèé ôðåéì õàðàêòåðèçóåòñÿ óñëîâèåì Sx = A·x, ÷òî âëå÷åò
ñîîòíîøåíèå

x =
1

A

M∑
n=1

(x, en)en,

êîòîðîå ïðèíèìàåò ñèììåòðè÷íûé âèä ïðè èñïîëüçîâàíèè áèîðòîãîíàëü-
íîé ñèñòåìû ẽn = en

A :

x =
M∑
n=1

(x, ẽn)en , èëè x =
M∑
n=1

(x, en)ẽn.

Àíàëîãè÷íîå ïðåäñòàâëåíèå âåðíî äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ôðåéìà.
Òåîðåìà 9 (ñâîéñòâà ôðåéìîâîãî îïåðàòîðà) [10, c. 101-106].

1. Ôðåéìîâûé îïåðàòîð S � ñàìîñîïðÿæåííûé è îáðàòèìûé.
2. Äëÿ ëþáîãî x ∈ R ⊂ H èìååì

x =
M∑
k=1

(x, ẽk)ek =
M∑
k=1

(x, ek)ẽk,
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ãäå ẽk = S−1ek, {ẽk}Mk=1 � êàíîíè÷åñêèé äóàëüíûé ôðåéì.
3. Êîíñòàíòû ôðåéìà {ẽk}Mk=1 ðàâíû B−1 è A−1.
4. Ôðåéìîâûå êîýôôèöèåíòû ìèíèìàëüíû â l2 ñðåäè âñåõ âîçìîæíûõ
ïðåäñòàâëåíèé x =

∑M
k=1 αkek, òî åñòü

∑M
k=1 |(x, ek)|2 ≤

∑M
k=1 |αk|2.

Ôðåéì îêàçàëñÿ ïðåäïî÷òèòåëüíåé îðòîíîðìèðîâàííîé ñèñòåìû äëÿ
çàùèòû èíôîðìàöèè ïðè ïåðåäà÷å ñèãíàëà ïî êàíàëó ñ ïîìåõàìè. Îñ-
íîâíîé ïðèíöèï ñîñòîèò â òîì, ÷òî ïåðåäàþò íå èñõîäíûé ñèãíàë x, à
åãî êîä â âèäå ôðåéìîâûõ êîýôôèöèåíòîâ {(x, ek)} èëè {yk = (x, ẽk)}.
Ïðèíÿòûé ñèãíàë {yk+ηk} ñ øóìàìè {ηk} âîññòàíàâëèâàåòñÿ ïî ôîðìóëå

M∑
k=1

(x, ẽk)ek +
M∑
k=1

ηkek.

Åñëè èçâåñòåí õàðàêòåð øóìîâ, òî ïîäáèðàþò ôðåéì {ek}, îòíîñèòåëü-
íî êîòîðîãî øóìû "ïîïàäàþò"â ÿäðî îïåðàòîðà ñèíòåçà, ÷òî ñâîäèòñÿ ê
çàäà÷å F∗η → min. Òàê êàê η ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, òî çàäà÷à ñâîäèò-
ñÿ ê ìèíèìèçàöèè ÌÑÅ � îøèáêè ñðåäíåãî êâàäðàòè÷åñêîãî ïðèáëèæå-
íèÿ, ðàâíîé ñ êîýôôèöèåíòîì 1

N ìàòåìàòè÷åñêîìó îæèäàíèþ L2-íîðìû
îøèáêè MCE = 1

NM [‖η‖].
Ôðåéì íàçûâàåòñÿ ðàâíîìåðíûì, åñëè íîðìà âñåõ ýëåìåíòîâ ôðåéìà

îäèíàêîâà.
Äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ÌÑÅ ìèíèìàëüíî, åñëè ôðåéì ðàâíîìåðíûé è æåñò-

êèé. Ñâîéñòâà ðàâíîìåðíûõ æåñòêèõ ôðåéìîâ ñ ìèíèìàëüíîé èçáûòî÷-
íîñòüþ M = N + 1 ñîáðàíû â óïðàæíåíèÿõ.

Äðóãèå ïðèìåðû æåñòêèõ ðàâíîìåðíûõ ôðåéìîâ ñâÿçàíû ñ äèñêðåò-
íûì ïðåîáðàçîâàíèåì Óîëøà.

Îáîçíà÷èì W , H, U � ìàòðèöû ïîðÿäêà 2n äèñêðåòíîãî ïðåîáðàçîâà-
íèÿ Óîëøà (ÄÏÓ) â íóìåðàöèÿõ Ïýëè, Àäàìàðà è Óîëøà ñîîòâåòñòâåííî;
A � ëþáóþ èç îðòîãîíàëüíûõ ìàòðèö 1

λW , 1
λH, 1

λU , ãäå λ =
√

2n.
Òåîðåìà 10.Äëÿ ìàòðèö ÄÏÓ àëãåáðàè÷åñêàÿ êðàòíîñòü ñîáñòâåí-

íûõ ÷èñåë λ1 = −λ è λ2 = λ ñîâïàäàåò ñ èõ ãåîìåòðè÷åñêîé êðàòíî-
ñòüþ è ðàâíà: 2n−1 äëÿ H è U ; (2n− λ)/2 äëÿ ÷èñëà λ1 è (2n + λ)/2 äëÿ
÷èñëà λ2 â ñëó÷àå ÷åòíîãî n äëÿ ìàòðèöû W .

Ïðîñòðàíñòâî R2n ðàñïàäàåòñÿ íà ïðÿìóþ ñóììó R−⊕R+ îðòîãî-
íàëüíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ R− è R+ óêàçàííîé ðàçìåðíîñòè òàêèõ, ÷òî:
Ax = −x äëÿ âñåõ x ∈ R−, Ax = x äëÿ âñåõ x ∈ R+.
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Îïåðàòîð ñ ìàòðèöàìè 1
2(E−A) èëè 1

2(E+A) îñóùåñòâëÿåò îðòî-
ãîíàëüíîå ïðîåêòèðîâàíèå íà R− èëè R+ ñîîòâåòñòâåííî.

Ñòîëáöû ìàòðèö 1
2(E − A) è 1

2(E + A) åñòü ôðåéì Ïàðñåâàëÿ â R− è
R+ ñîîòâåòñòâåííî.

Íàïðèìåð, äëÿ n = 2 è íóìåðàöèè Ïýëè ñòîëáöû ìàòðèöû

1

2
(E + A) =

1

4
(2E +W ) =

1

4


3 1 1 1
1 3 −1 −1
1 −1 3 −1
1 −1 −1 3


åñòü ôðåéì Ïàðñåâàëÿ â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå R+.

19.5 Óïðàæíåíèÿ

1. Äîêàæèòå ëåììó 1 è óòâåðæäåíèÿ 1 è 2.
2. Äëÿ ïðèâåäåííîãî ïðèìåðà æåñòêîãî ôðåéìà â äâóìåðíîì ïðî-

ñòðàíñòâå (ñèñòåìà ìåðñåäåñ) ïîêàæèòå, ÷òî

v =
2

3
(c1e1 + c2e2 + c3e3) , ãäå ck = (v, ek)

äëÿ ïðîèçâîëüíîãî v ∈ R2 (èëè v ∈ C2).
Äîêàæèòå, ÷òî äàííûì ñâîéñòâîì îáëàäàåò ëþáàÿ ñèñòåìà èç òðåõ

âåêòîðîâ â R2 (èëè â C2), çàäàííàÿ óñëîâèÿìè

(ek, ej) =
3

2
δkj −

1

2
,

3∑
k=1

ek = 0.

Ïîêàæèòå, ÷òî ñèñòåìà {d1, d2, d3}, êîòîðàÿ ïîëó÷åíà "íîðìèðîâêîé"
dk =

√
2
3 ·ek ñèñòåìû ìåðñåäåñ, ÿâëÿåòñÿ ôðåéìîì Ïàðñåâàëÿ, âîññòàíàâ-

ëèâàþùèì ïðîèçâîëüíûé âåêòîð

v =
3∑

k=1

ckdk , ãäå ck = (v, dk) .

3. Ïðîâåðüòå, ÷òî ñèñòåìà âåêòîðîâ d1 =
(

0, 0,
√

3
4

)
,

d2 =
(

0,
√

2
3 ,−

1√
12

)
, d3 =

(
1√
2
,− 1√

6
,− 1√

12

)
, d4 =

(
− 1√

2
,− 1√

6
,− 1√

12

)
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ÿâëÿåòñÿ ôðåéìîì Ïàðñåâàëÿ, âîññòàíàâëèâàþùèì ïðîèçâîëüíûé âåê-
òîð òðåõìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà. Ïðèâåäèòå ãåîìåòðè÷åñêóþ èëëþñòðà-
öèþ äàííîé ñèñòåìû âåêòîðîâ.

4. Ïîêàæèòå, ÷òî ñòîëáöû ìàòðèöû 1
4(2E +W2) åñòü ôðåéì Ïàðñåâà-

ëÿ. Äîêàæèòå, ÷òî ïîñëå èçìåíåíèÿ çíàêà ïåðâîãî ýëåìåíòà ïîëó÷èòñÿ
ôðåéì, èìåþùèé òó æå ãåîìåòðè÷åñêóþ èíòåðïðåòàöèþ, ÷òî è ôðåéì èç
ïðåäûäóùåãî óïðàæíåíèÿ.

5. Äîêàæèòå ñëåäóþùóþ òåîðåìó. Ñèñòåìà {dk}n+1
k=1 âåêòîðîâ ïðî-

ñòðàíñòâà Rn (èëè Cn), îïðåäåëåííàÿ óñëîâèÿìè

(dk, dj) = δkj −
1

n+ 1
,

n+1∑
k=1

dk = 0,

åñòü ôðåéì Ïàðñåâàëÿ, êîòîðûé, âî-ïåðâûõ, âîññòàíàâëèâàåò ïðîèç-
âîëüíûé âåêòîð v ∈ Rn:

v =
n+1∑
k=1

ckdk , ãäå ck = (v, dk) ,

è, âî-âòîðûõ, îáëàäàåò ñâîéñòâîì ìèíèìàëüíîñòè:
åñëè x =

∑n+1
k=1 c

∗
kdk, è c

∗ 6= c, òî ‖x‖2 < ‖c∗‖2, ãäå c = (c1, c2, . . . , cn+1),
c∗ = (c∗1, c

∗
2, . . . , c

∗
n+1) ∈ Rn+1.

6. Ñèñòåìó (n+m) âåêòîðâ â n-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå íàçîâåì ñèñòå-
ìîé êî-ðàíãà m.

Ïîñòðîéòå ïðèìåðû ôðåéìà Ïàðñåâàëÿ êî-ðàíãà 1 â ÷åòûðåõìåðíîì
è ïÿòèìåðíîì ïðîñòðàíñòâå. Ïîñòðîéòå ïðèìåðû îðòîíîðìèðîâàííîãî
æåñòêîãî ôðåéìà êî-ðàíãà 1 â ÷åòûðåõìåðíîì è ïÿòèìåðíîì ïðîñòðàí-
ñòâå.

7. Äîêàæèòå, ÷òî ñòîëáöû êàæäîé èç ìàòðèö 1
8(4E4+H4) è

1
8(4E4−H4)

åñòü ôðåéì Ïàðñåâàëÿ, ñîñòîÿùèé èç øåñòíàäöàòè âåêòîðîâ, â âîñüìè-
ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå. Ïðîâåðüòå, ÷òî ïåðâûå 8 ñòîëáöîâ êàæäîé ìàòðè-
öû ëèíåéíî íåçàâèñèìû. Ñîñòàâëÿåò ëè îáúåäèíåíèå ýòèõ äâóõ ãðóïï ïî
âîñåìü ñòîëáöîâ áàçèñ âñåãî øåñòíàäöàòèìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà? Çäåñü
E4 � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà 16, H4 � ìàòðèöà ÄÏÓ â íóìåðàöèè
Àäàìàðà ïîðÿäêà 16.
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