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Методические указания к практическим занятиям по дисциплине РТЦиС соответствуют тематике электронного конспекта лекций О.Р. Никитина по дисциплине «РТЦиС». Текст методических заданий содержит минимально необходимые для выполнения расчетов аналитические выражения, а также примеры решения некоторых типовых задач. Есть вопросы для самопроверки.

Методические указания к практическим занятиям составлены на высоком методическом уровне, соответствуют ФГОС третьего поколения. 

I. Случайные процессы.

Законы распределения и моментные функции.

1.1. Основные понятия и определения.

Случайным процессом, сигналом Х(t) называется функция, значения которой в любой момент времени t – случайные величины. Фиксируя на определенном промежутке времени мгновенные значения случайного сигнала, мы получаем реализацию случайного процесса. Совокупность таких реализаций {
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…}образуется статистический ансамбль, ансамбль реализации. Случайные процессы, реализации которых зависят от конечного числа случайных параметров, называют квазидетерменированными.
Совокупность получаемых в отдельных реализациях величин {
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, образует одномерное сечение данного случайного процесса. Плотность вероятности 
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 случайной величины 
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 называется одномерной плотностью вероятности процесса 
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 есть вероятность того, что реализации случайного процесса в момент времени 
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 примут значения, лежащие в интервале 
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. В общем случае n-мерное сечение случайного процесса приводит к n-мерной плотности вероятности 
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, которая должна удовлетворять следующим условиям:
1) положительной определенности;

2) нормировки;

3) симметрии: плотность вероятности не должна меняться при любой перестановке своих аргументов 
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4) согласованности: при любом 
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Характеристическая функция связана с соответствующей плотностью преобразования Фурье:

-одномерная характеристическая функция:
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- n-мерная характеристическая функция:
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Где 
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 - оператор математического ожидания.

Для характеристических функций так же справедливо условие симметрии, а условия нормировки и согласованности принимает вид:
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Моменты функций случайных процессов. Начальные моментные функции:

- одномерная начальная моментная функция k-ого порядка – это математическое ожидание k-й степени случайной величины 
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- мерная начальная моментная функция 1-ого порядка
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                  При 
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Одномерная начальная моментная функция первого порядка
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Называется математическим ожиданием, или средним значением случайного процесса 
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. Широко используется так же двумерная начальная моментная функция второго порядка:
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называемая ковариационной функцией случайного процесса 
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Часто рассматривают n-мерные центральные моментные функции k-ого порядка:
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Где 
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 - центрированный случайный процесс;
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 - центрированная случайная величина.
Двумерная центральная моментная функция второго порядка
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называется корреляционной функцией случайного процесса 
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 называется дисперсией 
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, которая позволяет определить средне квадратичное отклонение случайного процесса 
[image: image43.wmf](

)

t

X

:


[image: image44.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

[

]

{

}

2

t

m

t

X

M

t

D

t

X

X

X

-

=

=

d

 стационарные случайные процессы.

Случайный процесс стационарен в узком смысле, если любая его 
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-мерная плотность вероятности инвариантна относительно временного сдвига
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Если же ограничить требования тем, что бы математическое ожидание и дисперсия процесса не зависели от времени, а функция автокорреляции определялась только разностью 
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, то подобный процесс называют стационарным в широком смысле. Это эквивалент тому, что одномерная плотность вероятности процесса не зависит от времени, а двумерная зависит от 
[image: image50.wmf]1

2

t

t

-

=

t

; 
[image: image51.wmf](

)

(

)

t

;

,

,

;

,

2

1

2

1

2

1

x

x

p

t

t

x

x

p

=

. Из определения стационарности следуют свойства корреляционной и ковариационной функции:
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Иногда используют нормированную функцию автокорреляции, называе​мую также коэффициентом корреляции случайного процесса:
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Для нормального - гауссовского - случайного процесса оба поня​тия стационарности совпадают. В общем же случае процесс, стационар​ный в узком смысле, стационарен и в широком смысле, но не наоборот.
Важный класс стационарных процессов - эргодические случайные процессы, любая статистическая характеристика которых, полученная усреднением по времени одной реализации, эквивалентна характерис​тике, полученной усреднением по ансамблю реализаций. Из этого оп​ределения следует: 

[image: image54.wmf](

)

ò

¥

®

=

T

T

x

dt

t

x

T

m

0

1

lim

                                                                                         (13)


[image: image55.wmf](

)

(

)

(

)

ò

+

=

¥

®

T

T

x

dt

t

x

t

x

T

B

0

1

lim

t

t

                                                                            (14)


[image: image56.wmf](

)

(

)

[

]

(

)

[

]

ò

-

+

-

=

¥

®

T

x

x

T

x

dt

m

t

x

m

t

x

T

im

l

K

0

1

t

t

                                                        (15)    

1.2. Примеры и решения
Пример 1.1. Найти одномерную плотность распределения вероятностей процесса 
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- постоянная угловая частота; 
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 - взаимно независимые гауссовские случай​ные величины с нулевыми математическими ожиданиями 
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. Определить, стационарный ли это процесс в широком или узком смысле.
Решение. Случайная величина 
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   при любом фиксированном значении t представляет собой линейную комбинацию гауccовских слу​чайных величин и в силу этого также является гауссовской. Таким об​разом, для определения плотности вероятности 
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 и стационарнос​ти процесса необходимо определить его математическое ожидание 
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По определению для произвольного фиксированного момента времени t получаем:

a) 
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Поскольку по условию 
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 -математическое ожидание не зависит от времени;
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Для гауссовских случайных величин независимость и некоррелиро​ванность эквивалентны, поэтому 
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Таким образом, дисперсия 
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 не зависит от времени, а автокорреляционная функция зависит только от 
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Плотность вероятности рассматриваемого процесса не зависит от

времени 
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Пример 1.2. Определить одномерную характеристическую функцию нормального стационарного случайного процесса X(t), имеющего ма​тематическое ожидание 
[image: image78.wmf]m

  и дисперсию 
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.
Решение. По определению (I)
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Вводя замену переменной 
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 и дополняя показатель степени экспоненты до полного квадрата, получим:
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Поскольку 
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, то искомая характеристическая функция нормального случайного процесса:
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1.3. Типы решаемых задач

Пользуясь приведенными в разделе 1.1 общими соотношениями и определениями, можно найти математическое ожидание и дисперсию слу​чайного процесса по заданному закону распределения или по записи квазидетарминированного процесса, определить требования и характе​ристикам случайных параметров квазидетарминированных случайных процессов для выполнения условий стационарности, отыскать характеристическую функцию процесса по заданному закону распределения, записать плотность вероятности суммы или совместную плотность вероятности двух некоррелированных нормальных случайных процессов.
1.4. Домашнее задание №1
1. Найти среднее значение и дисперсию случайного процесса, рас​пределенного по закону  
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2. Найти одномерную характеристическую функцию для стационарного случайного процесса, распределенного: а) равномерно б) по за​кону Релея; в) по экспоненциальному закону.
3. Совместная плотность вероятности двумерной случайной величи​ны имеет вид: 
[image: image87.wmf](
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Определить плотности вероятности случайных величин 
[image: image88.wmf]1
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 и 
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, а также их математические ожидания и дисперсии.
2. КОРРЕЛЯЦИОННЫЕ ФУНКЦИИ И СПЕКТРАЛЬНЫЕ ПЛОТНОСТИ СТАЦИОНАРНЫХ ПРОЦЕССОВ

2.1. Основные понятия и определения

Автоковариационные и автокорреляционные функции и их свойства, определяемые соотношениями (6), (8), (11), (12), (14), (15), ха​рактеризуют среднюю мощность флуктуации (дисперсию), полную сред​нею мощность процесса (второй начальный момент), а также статистическую связь между отсчетами процесса в моменты времени 
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 и 
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Эта связь количественно оценивается величиной интервала корреляции 
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, который определяют различно в зависимости от условий решаемой задачи (рис.1).
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По рис.1(а) 
[image: image94.wmf]K

t

 определяется как решение уравнения
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Для оценки статистической связи двух случайных - процессов X(t) и y(t) используют взаимные ковариационные и взаимные корреляционные функции, которые для стационарно связанных процессов определяются соотношениями:
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Распределение энергии в спектре стационарного случайного: про​цесса характеризуется его энергетическим спектром или спектраль​ной плотностью мощности  
[image: image100.wmf](
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; связанной с ковариационной функ​цией по теореме Винера - Хинчина преобразованиями Фурье:
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Для центрированного случайного процесса 
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Используя свойство четности 
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, формулы (22) - (24) можно привести к виду:
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Выражения (22) - (28) называются формулами Винера – Хинчина. 
Основные свойства спектральной плотности стационарного случай​ного процесса: 1) спектральная плотность положительна при любых частотах; 
2) для вещественных случайных процессов спектральная плотность - четная функция.

Часто вместо спектра, фигурирующего в Формулах Винера - Хинчина и называемого двухсторонним - существует для положительных и отрицательных частот, вводят одностороннюю   «физическую» - спектральную плотность  
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, отличную от нуля лишь при положительных частотах  f>0, тогда формулы Винера - Хинчина принимают вид:
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)

(

)

ò

¥

=

0

2

cos

d

f

f

W

K

x

x

t

p

t

&

                                                                            (32)

Соотношения (22) - (32) справедливы и для взаимных корреляционных и спектральных функций.

Наиболее употребительны на практике следующие параметры спект​ральных плотностей:
-эффективная ширина спектра: 
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-средняя частота спектральной плотности: 
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-средний квадрат частоты: 
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                         (35)
-средняя квадратическая ширина спектральной плотности 
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2.2. Примеры и решения

Пример 2.1. Найти корреляционную функцию и спектральную плотность для случайного сигнала 
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 постоянные амплитуда и частота; 
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 - случайная на​чальная фаза, равномерно распределенная на интервале 
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Решение: По определению корреляционной функции имеем
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Поскольку 
[image: image127.wmf](

)

{

}

0

=

=

t

x

M

m

, то 
[image: image128.wmf](

)

(

)

(

)

ò

-

×

+

+

×

+

=

p

p

j

t

w

w

j

w

t

0

0

0

2

0

sin

sin

t

t

A

K

x

 

[image: image129.wmf](
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 Учитывая, что 
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Спектральная плотность вычисляется по формуле Винера – Хинчина
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Так как 
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окончательно получим  
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Пример 2.2. Выяснить разницу между спектральными плотностями случайных сигналов 
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 с корреляционными функциями 
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Решение. Функция корреляции 
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. Поэтому найдем вначале спектральную плотность 
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Учитывая, что 
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получаем  
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Рассмотрим поведение функции 
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2. При 
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 в области положительных частот нет максимума, она монотонно убывает с ростом частоты (рис.2,а).

3. Если 
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4. При 
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Полагая 
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Графики функций 
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 приведены на рис. 3.
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2.3. Типы решаемых задач

По заданному энергетическому спектру стационарного случайного процесса можно найти ковариационную или корреляционную функцию слу​чайного процесса  среднее значение, дисперсию, интервал корреляции, эффективную ширину спектра, среднюю частоту и другие параметры  спектра. Пользуясь формулами Винера - Хинчина, эти характеристики можно определить, зная ковариационную функцию исследуемого процес​са. По заданию записи квазидетерминированного процесса обычно оп​ределяют корреляционную функцию, спектральную плотность, параметры этих функций, а также проверяют выполнение условий стационарности процесса.
2.4. Домашнее задание №2
1. Найти эффективную ширину физического спектра случайного про​цесса с функцией корреляции
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2. Найти выражение и построить график корреляционной функции стационарного случайного процесса со спектральной плотностью, рав​ной 
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 и нулю при, других час​тотах. Определить величину интервала времени 
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 некоррелированых. Сколь​ко некоррелированных отсчетов содержится в реализации процесса x(t) длительностью Т?

3. Определить спектральную плотность стационарного случайного процесса x(t)   с корреляционной функцией 
[image: image170.wmf](
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3. ВОЗДЕЙСТВИЕ СЛУЧАЙНЫХ ПРОЦЕССОВ

НА ЛИНЕЙНЫЕ ЦЕПИ
З.1. Основные понятия и определения

При рассмотрении преобразования случайных процессов линейными системами можно пользоваться:

- аппаратом дифференциальных уравнений, когда интересуются как нестационарными, так и стационарными режимами работы системы, и когда начальные условия в системе не нулевые;

- импульсными характеристиками - при нулевых начальных условиях;

- комплексными частотными характеристиками систем, когда изуча​ют лишь стационарное состояние линейной системы.

Математическое ожидание и корреляционная функция на выходе сис​темы при нулевых начальных условиях определяется интегралом Дюамеля:
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Где 
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 процессы соответственно на входе и выходе системы с импульсной характеристикой g(t).

Если процесс на входе - стационарный, то (37) и (38) принимают

вид:
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Для установившегося режима на выходе линейной системы получим


[image: image177.wmf](

)

(

)

dx

x

g

m

t

m

ò

¥

=

0

x

h

;                                                                                         (41)

[image: image178.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

dz

z

K

z

x

g

dx

x

g

K

t

ò

ò

¥

+

-

+

=

0

0

t

x

x

t

t

                                                                (42)
Спектральная плотность процесса на выходе стационарной система с коэффициентом передачи 
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Если процесс на входе системы гауссовский, то, определив корреляционную функции и математическое ожидание процесса на выходе можно записать закон распределения на выходе системы - он также гауссовокий.
3.2. Примеры и решения

Пример 3.1. На вход  дифференцирующего устройства поступает слу​чайный процесс 
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. Определить математическое ожидание и дисперсию процесса 
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 на выходе системы.

Решение. Случайный процесс 
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 на выходе системы - отклик, ре​акция - связан с воздействием 
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Корреляционная функция на выходе дифференцирующего устройства

определяется формулой:
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Полагая 
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Пример 3.2. На интегрирующую RC -цепь, начиная с момента времени t=0, воздействует случайное напряжение 
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, представляющее собой стационарный белый шум с математическим ожиданием 
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и корреляционной функцией.
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Определить математическое ожидание и корреляционную функцию сигнала 
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Решение. Импульсная характеристика такой цепи 
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После замены переменной 
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Отсюда, полагая 
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Графики зависимостей 
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 (риг. 4) показывают, что дос​тижение дисперсией уровня 
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Б стационарном режиме 
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Вывод: Если на выходе линейной цепи действует белый шум, то в установившемся режиме при 
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 корреляционная функция на выходе цепи повторяет по форме импульсную характеристику цепи. Этот факт используется при формировании случайных сигналов с заданными корреляционными свойствами.
Пример 3.3. На последовательную LR-цепь воздействует напряже​ние 
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, представляющее собой белый шум с нулевым математичес​ким ожиданием и корреляционной функцией (44). Найти спектральную плотность и корреляционную функцию напряжения 
[image: image216.wmf](

)

t

h

 на сопротивлении цепи.
Решение. По теореме Винера - Хинчина находим:
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Комплексный коэффициент передачи цепи 
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где 
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Находим спектральную плотность на выходе цепи:
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По формуле Винера - Хинчина вычисляем корреляционную функцию
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где 
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Пользуясь теоремой о вычетах, получим следующие значения выче​тов в полюсах подынтегрального выражения 
[image: image224.wmf]t

/

1

2

,

1

±

=

p

:

[image: image225.wmf]÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

-

=

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

-

=

0

0

0

2

0

0

0

1

exp

4

;

exp

4

t

t

t

t

t

t

N

res

N

res

.
Учитывая, что корреляционная функция получена для установивше​гося режима, когда процесс на выходе стационарный, видим, что пер​вый вычет не соответствует реальному процессу. Тогда окончательно:

[image: image226.wmf](

)

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

-

=

0

0

0

exp

4

t

t

t

t

h

N

K

.
3.3. Типы решаемых задач

Основные задачи, связанные с преобразованием случайных сигналов линейными системами, можно разбить на две группы:
1. Задачи корреляционной теории случайных процессов, при реше​нии которых определяют математические ожидания, корреляционные функции и спектральные плотности процессов на выходе линейных сис​тем как в переходном, так и в установившемся режимах.
2. Задачи, требующие определения функций распределения выходно​го случайного процесса. Они не имеют общего решения за исключением воздействия на систему нормального процесса, поскольку такие про​цессы полностью описываются в рамках корреляционной теории.
3.4. Домашней задание №3

На вход резонансного усилителя с комплексным коэффициентом пе​редачи 
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, где   а - обобщенная расстройка, воздей​ствует белый шум со спектральной плотностью 
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 в области положи​тельных частот. Найти эффективную шумовую полосу усилителя, корре​ляционную функцию сигнала на выходе и определить, какова должна быть полоса пропускания усилителя на уровне 0,707K0  чтобы дисперсия шума на выходе не превышала величины 
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4.ВОЗДЕЙСТВИЕ СЛУЧАЙНЫХ ПРОЦЕССОВ НА НЕЛИНЕЙНЫЕ ЦЕПИ
4.1. Основные понятия и определения

Простейшее нелинейное преобразование случайного процесса - безынерционное, или функциональное, при котором значение выходного процесса в любой момент   времени определяется только значением вход​ного процесса в тот же момент времени
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К нему вводится также нелинейные преобразования, при которых вход​ной 
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 процессы подвергаются дополнительной трансформации, линейными системами, не влияющими на линейный элемент. Это так называемое типовое радиотехническое устройство (рис. 5).
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Рис.5

При изучении указанных нелинейных преобразований достаточно рассмотреть преобразование (45), поскольку правила преобразования характеристик случайных  процессов линейными системами известны.

Плотность вероятности выходного сигнала нелинейного преобразова​теля отмеривается на основе свойства инвариантности дифференциала вероятности. Если 
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 - отсчеты случайного процесса 
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, то на выходе безынерционного нелинейного элемента в те же моменты времени имеем значения сигнала: 
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Применив обратную функцию 
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Тогда многомерная плотность вероятности не выходе: 
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 Причем якобиан D имеет очень простой вид:
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В случае многозначных обратных функций следует просуммировать вклады от всех ветвей этих функций.
Корреляционная функция выходного сигнала вычисляется по формуле:

[image: image242.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

ò

ò

¥

¥

-

¥

¥

-

-

=

2

,

,

h

t

t

t

h

x

x

t

x

x

x

x

t

m

d

d

P

f

f

K

вх

.                                             (46)
Вычисления по этому соотношению, могут оказаться достаточно слож​ными и требуют знания двумерной плотности вероятности входного сиг​нала. Некоторые методы вычисления корреляционных функций и спект​ральных плотностей сигналов после нелинейного безынерционного пре​образования приведены в рекомендуемой литературе.

В методе характеристических функций вычисляется ковариационная функция выходного сигнала
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где 
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 - двумерная характеристическая функция входного воздействия 
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 прямое преобразование Фурье нелинейной функции 
[image: image246.wmf](
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4.2. Примеры и решения

Пример 4.1. На входе безынерционного нелинейного элемента с ку​сочно-линейной характеристикой (рис. 6) 

[image: image247.wmf]î

í

ì

³

=

0

,

0

0

,

p

x

x

x

h

при

при

a


[image: image248.png]



                           Рис. 6
действует гауссовский случайный процесс с нулевым средним значением и дисперсией 
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. Плотность вероятности входного сигнала:
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Вычислить плотность вероятности сигнала на выходе.

Решение: При 
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 обратная функция имеет вид: 
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Любому отрицательному значению 
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 соответствует единственное значение 
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. Чтобы обеспечить нормировку плотности вероятности на выходе, следует дополнить плотность вероятности 
[image: image258.wmf](

)

h

вых

P

 слагаемым, содержащим произведение 
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 и вероятности того, что 
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, равной в данном слу​чае 0,5. Окончательно получим (рис.7)
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                      Рис. 7
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Принципиально важно, что, подав на вход нелинейной системы гауссовский сигнал, мы наблюдаем на выходе процесс негауссовского вида.
Среднее значение сигнала на выходе безынерционного нелинейного преобразователя определяется по формуле:
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Пример 4.2. Найти среднее значение сигнала на выходе системы, описанной в примере 4.1.

Решение. По формуле (48) находим
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Отсюда следует возможность измерения дисперсии стационарных гауссовских процессов с помощью нелинейного преобразователя с характеристикой, показанной на рис. 6, и каскадно включенной линейной инерционной цепи – фильтра низких частот, выполняющего операцию усреднения по времени.

4.3. Типы решаемых задач

При изучении нелинейного безынерционного преобразования случай​ных сигналов могут применяться два частных подхода:

1. По известной многомерной плотности вероятности входного сиг​нала и заданной характеристики нелинейности отыскивается многомер​ная плотность вероятности выходного сигнала. 
2. Исследование проводится в рамках корреляционной теории. Ищутся математическое ожидание и корреляционная функция выходного сигнала. Наряду с функцией корреляции интерес может представлять энергетический спектр выходного сигнала.
4.4. Домашнее задание 

Найти одномерную плотность вероятности, среднее значение и дис​персию напряжения на выходе идеального ограничителя с характеристикой
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если на вход ограничителя подается случайное напряжение 
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5. ОПТИМАЛЬНАЯ ЛИНЕЙНАЯ ФИЛЬТРАЦИЯ СИГНАЛОВ.

СОГЛАСОВАННЫЕ ФИЛЬТРЫ
5.1. Основные понятия и определения

Основные задачи обработки сигналов в условиях действия помех: обнаружение сигнала на фоне помех; определение параметров сигна​ла; различение сигналов; воспроизведение формы сигнала; прогнози​рование - экстраполяция сигналов.

Оптимальная линейная фильтрация по критерию максимума отношения сигнал/шум (С/Ш) при известной форме сигнала называется согласован​ной фильтрацией. Считаем, что на вход линейного фильтра с коэффици​ентом передачи 
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 поступает аддитивная смесь x(t)=S(t)+n(t), где n(t) - стационарный случайный сигнал со спектральной плотностью

[image: image270.wmf](

)

w

n

W

- помеха; S(t) - статистически независимый от помехи полез​ный сигнал, форма которого, или спектральная плотность 
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, заранее известна. Тогда, согласно принципу суперпозиции, сигнал на выходе фильтра 
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 и результату преобразования полезного сигнала и помехи линейным фильтром. Сигнальная составляющая представляется соотношением:
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а дисперсия выходного шума – формулой:
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Отношение С/Ш на выходе фильтра вычисляют обычно в момент окон​чания полезного сигнала (
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Коэффициент передачи оптимального фильтра, максимизирующего отношение (51),
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где С - некоторая постоянная; 
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 - функция, комплексно - сопряженная со спектральной плотностью 
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 полезного входного сигна​ла 
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. Если помеха - стационарный белый шум со спектральной плотностью 
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, то формула (52) принимает вид:
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В этом случае импульсная характеристика согласованного фильтра:
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а сигнал на его выходе: 
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где К - некоторая постоянная величина, имеющая смысл коэффициента усиления.
Максимальное отношение С/Ш на выходе согласованного фильтра оп​ределяется выражением: 
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Для проверки физической реализуемости фильтра с оптимальным  коэффициентом передачи можно воспользоваться критерием Пэли-Винера:
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Знание 
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 позволяет синтезировать структуру согласованного фильтра.
5.2. Примеры и решения

Пример 5.I. На вход линейного фильтра воздействует аддитивная смесь 
[image: image289.wmf](
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, где n(t) - стационарный гауссовский белый шум;  
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 - статистически независимый от шума экспоненциальный видеоимпульс (рис 8).
[image: image291.png]


Рис. 8

Определить коэффициент передали согласованного с этим сигналом фильтра, и предложить его реализацию.
Решение. Вычисляем спектр сигнала S(t):
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Используя соотношение (53), находим ис​комый коэффициент передачи:
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Таким образом, фильтр, согласованный с данным сигналом может быть реализован в виде RC - цепи (рис. 9), у которого 
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                           Рис. 9.
Пример 5.2. Определить коэффициент передачи фильтра, согласованного, с так называемым гауссовым импульсом:
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где 
[image: image297.wmf]u
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 - длительность импульса на уровне А /е, и проверить его физическую реализуе​мость.
Решение. Вычисляем спектр импульса (58):
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где 
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 - ширина спектра 
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Используя формулу (53), находим:
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После подстановки полученного коэффициента передачи в соотноше​ние (57) убеждаемся, что фильтр гауссовской частотной характеристикой физически нереализуем, так как интеграл в формуле (57) рас​ходится.

Пример 5.3. Найти фильтр, согласованный с прямоугольным видеоимпульсом, имеем амплитуду А  и длительность 
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 и вычислить отношение С/Ш на его выходе.

Решение. Спектр прямоугольного видеоимпульса: 
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Таким образом, коэффициент передачи фильтра, согласованного прямоугольным видеоимпульсом, имеет вид :
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Схема такого фильтра приведена на рис. 10.
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Рис. 10
Определим сигнал на выходе фильтра. По формуле (55) заключаем, что сигнал на выходе по форме повторяет корреляционную функцию входного сигнала, отнесенную вправо на величину Тс. Следовательно, максимальное значение сигнал на выходе имеет в момент времени: 
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, где 
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 энергия сигнала S(t).
Вычислим дисперсию шума на выходе согласованного фильтра, пола​гая, что помеха на входе - белый шум со спектральной плотностью:
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тогда: 
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Откуда максимальное отношение С/Ш на выходе:
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Пример 5.4. На вход интегрирующей   RC -цепи (рис. 9) воздейству​ет аддитивная смесь статистически независимых стационарного гауссовского белого шума со спектральной плотностью 
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 и прямоугольного видеоимпульса с амплитудой U и длительностью 
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Вывести соотношение, связывающее максимальное отношение C/Ш на выходе RC - цепи с длительностью импульса 
[image: image314.wmf]u
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 и эффективной шумовой полосой цепи; определить, в каком соотношении должны нахо​диться длительность импульса и оптимальная эффективная шумовая по​лоса 
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, при которой на выходе RC -цепи имеет место мак​симальное отношение С/Ш.

Решение. В соответствии с теоремой Винэра-Хинчина дисперсия стационарного шума на выходе   RC – цепи:
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Подставляя в это выражение: 
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где 
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 - эффективная шумовая полоса RC-цепи. Полезный сигнал на выходе рассматриваемого фильтра:
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после вычислений находим:
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где:
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После вычислений находим:
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где:
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В момент окончания входного импульса значение сигнала на выхо​де максимально: 
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Тогда максимальное отношение С/Ш на выходе:
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Для определения зависимости между длительностью импульса 
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 и оптимальной эффективной шумовой полосой 
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необходимо вычислить производную от а по 
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Приравнивая эту производную нулю, получим:
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При этом отношение С/Ш на выходе цепи:
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где 
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 - энергия входного сигнала.

5.3. Типы решаемых задач

Задачи этого раздела связаны с отыскиванием импульсной характе​ристики или передаточной функции согласованного фильтра по задан​ным характеристикам полезного сигнала и помехи, проверкой физичес​кой реализуемости такого фильтра, разработкой структуры оптимально​го или квазиоптимального фильтра и определением максимального отно​шения С/Ш на выходе фильтра. В ряде случаев важно установить соот​ношения между основными параметрами сигнала и фильтра, а также па​раметрами входного и выходного сигналов, как для оптимального, так и квазиоптимального фильтров.
5.4. Домашнее задание №5 
Найти коэффициент передачи, синтезировать структуру и оп​ределить максимальное отноше​ние С/Ш на выходе фильтра, согласованного с сигналом ра​диолокатора (рис. 11) - пачка из 
[image: image336.wmf]m

 прямоугольных импульсов с изменяющейся в соответствии с диаграммой направленности ан​тенны локатора амплитудой, ес​ли помеха - белый шум.
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                                        Рис. 11

6. ДИСКРЕТНЫЕ СИГНАЛЫ. ЦИФРОВЫЕ ФИЛЬТРЫ
6.1. Основные понятия и определения

В отличие от аналогового сигнала  x(t), дискретный сигнал описывается последовательностью (
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) своих отсче​тов в точках  (
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) соответственно, что позволяет представить его в виде произведения колебаний x(t) и так называемой дискретизирующей последовательности 
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-импульсами, которые следуют через равные интер​валы времени 
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, называемые шагом дискретизации. Спектр дискретизированного сигнала: 
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 представляет собой, с точностью до множителя, сумму бесконечного числа "копий" спектра исходного сигнала x(t), повторяющихся вдоль оси частот через промежутки, равные частоте дискретизации 
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Для дискретного сигнала применимо дискретное преобразование Фурье, образованное последовательностью коэффициентов:
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Здесь предполагается, что условия теоремы Котельникова соблюдены. 
       По заданным коэффициентам (60) вычисляются отсчетные значения дискретного сигнала - обратное дискретное преобразование Фурье:
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Исходной последовательности отсчётов {X к} = (х 0, x1, x2,...) однозначно соответствует сумма ряда по отрицательным степеням комплексной переменной z:
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называемой z-преобразованием, или производящей функцией последо​вательности. Отсчеты исходной последовательности вычисляются с по​мощью обратного z-преобразования:
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Дискретные сигналы обрабатываются в устройствах, называемых цифровыми фильтрами (ЦФ). Дискретный сигнал 
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 - реакция ЦФ

на единичный импульс называется импульсной характеристикой ЦФ и позволяет вычислить m-й отсчет выходного сигнала {Ук} ЦФ:
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Выходные отсчеты получаются из входных умножением последних на комплексное число:
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коэффициент передачи ЦФ. По отсчетам импульсной характеристики можно определить системную функцию цифрового фильтра:
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где x(z) и y(z) - Z -преобразования входного и выходного сиг​налов фильтра соответственно.

Трансверсальными цифровыми фильтрами принято называть цифровые системы, которые работают в соответствии с алгоритмом:

[image: image353.wmf]m

i

m

i

i

i

i

x

a

x

a

x

a

x

a

y

-

-

-

+

+

+

+

=

....

2

2

1

1

0

                                                                  (67)

Где 
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 последовательность коэффициентов; 
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- по​рядок трансверсального фильтра.
Системная функция трансверсального ЦФ:
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откуда путем замены 
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 может быть получена его частотная характеристика:
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На рис. 12 представлена структурная схема трансверсального ЦФ. Рекурсивные цифровые фильтры характеризуются тем, что для формирования выходного сигнала используются отсчеты входного и предыдущие отсчеты выходного сигнала ЦФ в соответствии с алгоритмом: 
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Системная функции и частотная характеристика рекурсивного ЦФ
определяются формулами:

[image: image361.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

;

...

1

....

2

2

1

1

1

1

0

n

n

m

m

z

b

z

b

z

b

z

a

z

a

a

z

x

z

y

z

H

-

-

-

-

-

+

+

+

-

+

+

+

=

=

                                                   (70)


[image: image362.wmf](

)

(

)

(

)

å

å

=

=

D

-

-

D

-

=

n

k

n

m

K

k

k

j

b

k

j

a

j

K

1

0

exp

1

exp

w

w

w

 .                                                                       (71)
Структурная схема рекурсивного ЦФ приведена на рис. 13. Для то​го, чтобы рекурсивный фильтр был устойчивым все полюса его сис​темной функции должны лежать внутри единичного круга в плоскости z - необходимое и достаточное условия устойчивости.
Для синтеза ЦФ используются: 
[image: image363.png]



                                              Рис. 13

1. Метод инвариантных импульсных характеристик, основанный на предположении о том, что синтезируемый ЦФ должен обладать импульс​ной характеристикой, которая является результатом дискретизации импульсной характеристики соответствующего аналогового фильтра-про​тотипа.

2. Метод дискретизации дифференциального уравнения шаговой цепи. Здесь дифференциальное уравнение, описывающее аналоговый прототип, заменяют конечно-разностным уравнением, по которому легко определить производящую функцию ЦФ.

3. Метод инвариантных частотных характеристик состоит в получении дробно-рациональной системной функции ЦФ из передаточной функции соответствующей аналоговой цепи с помощью замены переменной по формуле:
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6.2. Примеры и решения

Пример 6.1. Дискретный сигнал на интервале своей периодичности задан шестью равноотстоящими отсчетами 
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. Найти коэффициенты дискретного преобразования Фурье этого сигнала.

Решение. Используя основную формулу (60), непосредственно вычис​ляем: 
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Последующие коэффициенты находятся, на основании их сопряженности:

[image: image368.wmf](

)

3

1

6

1

;

0

1

5

2

4

j

c

c

c

c

+

=

=

=

=

*

*

.
Вывод. Располагая дискретным сигналом с числом отсчетов N=6, можно найти постоянную составляющую, а также комплексные амплитуды первой, второй и третьей гармоник исходного непрерывного сигнала. Ясно, что при любом четном N число необходимых гармоник состав​ляет половину числа отсчетов. Это следует и из теоремы Котельникова. Действительно, верхняя граничная частота в спектре дискретизируемого сигнала должна находиться из соотношения: 
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 - частота первой гармоники.
Пример 6.2. Задано z-преобразование вида
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Найти дискретный сигнал, отвечающий этой функции.
Решение. Прежде всего, отмечаем, что x(z) аналогична во всей плоскости, за исключением точки   z = 0, и поэтому, действительно, может быть z-преобразованием некоторого дискретного сигнала. По формуле (63) находим:   
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при любых 
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. Таким образом, исходный декретный сигнал имеет вид {hk}=(1, 1, 0, 0,0,..,).

Пример 6.3. Рассмотреть ЦФ с импульсной характеристикой {hk}=(1, 1, 0, 0,0,..,) и вычислить коэффициент передачи этого фильтра.

Решение. Определяем системную функцию по формуле (66):
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откуда заменой 
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 получаем:
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Уравнение АЧХ фильтра:
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в то время как ФЧХ:
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АЧХ и ФЧХ - периодические функции частоты, но практически они имеют смысл лишь, в интервале от 
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 до 
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. Заметим, что если на вход фильтра поступает гармонический сигнал с частотой, зна​чительно более низкой, чем частота дискретизации, так, что 
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Поэтому рассматриваемая система выполняет операцию приближенного дифференцирования относительно медленно меняющихся входных сигналов.
Пример 6.4. Синтезировать ЦФ, подобный интегрирующей RС – цепи с импульсной характеристикой 
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Решение. Пусть импульсная характеристика аппроксимируется последовательностью {hk}=(
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Выполним по формуле (66) z-преобразование импульсной харак​теристики ЦФ, получаем, его системную функцию
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Этой системной функции соответствует рекурсивный фильтр первого порядка, содержаний помимо сумматора масштабное звено и один элемент задержки. Частотная характеристика фильтра имеет вид
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6.3. Типы решаемых задач.
Прежде всего это задачи на отыскание прямых и обратных дискрет​ного Фурье- и z-преобразования с оценкой частотных и временных характеристик дискретных сигналов. Вторая группа задач связана с анализом и синтезом цифровых фильтров, основанным на отыскании ка​ким-либо методом системной функции, исследованием устойчивости ре​курсивных фильтров, а также с определением частотных или временных характеристик фильтра или отысканием отклика на заданный сигнал.

6.4. Домашнее задание №6

1. Вычислить системную функцию, частотную характеристику с построением графика АХЧ и изобразить структурную схему цифрового фильтра, если его импульсная характеристика задана в виде:

а) бесконечного числа отсчете в 
[image: image387.wmf]{
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б) трех первых отсчетов по п. а).

Сравнить полученные схемы по сложности реализации.

2. Синтезировать ЦФ, прототипом которого является дифференцирую​щая RC-цепь если его импульсная характеристика аппроксимирована тремя отсчетами на равном расстоянии.
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