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Аннотация
Настоящее учебное пособие, предназначено в качестве конспекта лекций по дисциплине «Специализация по теме диссертации» для направления 210400 «Радиотехника» (магистратура). Данное пособие представляет один из разделов дисциплины, касающийся статистической обработки экспериментальных данных и повышения точности их оценки. В конспект включены краткие основы теории вероятности и математической статистики, 

      Большое внимание уделяется прямых многократных и однократных измерений. Приведены правила округления результатов 

Рассмотрены также вопросы косвенных, неравноточных и совместных измерений. Разобраны понятия теории интерполяции.

     Материал конспекта содержит типовые примеры, решающиеся в ходе лекций, а также  вопросы к экзаменам по рассматриваемому разделу дисциплины «Специализация по теме диссертации.
1. ОСНОВЫ ТЕОРИИ ИЗМЕРЕНИЙ
· Понятия “эксперимент” и “экспериментальные данные”. Источники экспериментальных данных. Пути повышения точности экспериментальных данных.

· Основные понятия и определения теории измерений.

· Классификация погрешностей результатов измерений.

1.1. Понятия “эксперимент” и “экспериментальные данные”. Источники и пути повышения точности экспериментальных данных


Эксперимент – это метод познания, при помощи которого исследуются природные явления или реальные функциональные связи между параметрами, характеризующими состояние изучаемого объекта. 

На практике мы имеем дело с физическими величинами, то есть такими характеристиками (параметрами) объекта, которым присуща количественная индивидуальность (размер). Поэтому, составной частью эксперимента является измерение – нахождение количественного значения физической величины опытным путем с помощью специальных технических средств. Полученные в результате измерений значения и называются экспериментальными данными.
Измерения являются источниками экспериментальных данных. Методы измерения делятся на прямые, косвенные, совместные и совокупные. 

Прямые – измерения, в ходе которых искомое значение измеряемой величины находится непосредственно из опытных данных. Прямые измерения дают наиболее адекватную характеристику исследуемого объекта.

Косвенные – измерения, при которых измеряемая величина определяется по известным соотношениям между физическими величинами, найденными в результате прямых измерений. 
Совместные  – одновременные измерения нескольких неодноименных величин, характеризующих состояние исследуемого объекта. Такие измерения проводятся, чаще всего, для нахождения зависимости между этими величинами. 

Совокупные – измерения нескольких одноименных величин, при которых результаты измерений находятся решением системы линейных уравнений.

Высокая точность измерения и достоверность научных результатов имеет большое значение, как в инженерной, так и в научной деятельности. На практике существует несколько способов повышения точности измерений:   

· увеличение точности средств измерения,

· совершенствование методов измерений,

· увеличение числа повторных измерений (многократные измерения).

Наиболее экономически выгодным и общедоступным способом является увеличение числа измерений.

1.2. Основные понятия и определения теории измерений

Физическая величина – это такая характеристика (параметр) объекта, которой присуща количественная индивидуальность (размер).

Измеряемая физическая величина – физическая величина, подлежащая измерению, измеряемая или измеренная в соответствии с основной целью измерительной задачи.

Цель измерений – определение истинных значений постоянной или изменяющейся измеряемой величины. Результатом как однократных, так и  многократных измерений является реализация случайной величины,  равной сумме  истинного значения измеряемой величины и погрешности измерений.
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Таким образом, измерение можно считать законченным, если полностью  определено не только значение измеряемой величины, но и возможная степень его отклонения от истинного значения (погрешность).

Погрешность  результата  измерения  – это отклонение результата измерения от истинного (действительного) значения измеряемой величины.


Истинное значение измеряемой величины 
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 – это модельное значение, которое характеризует идеальным образом в количественном и качественном отношении  свойство  объекта. На практике определить истинное значение сложно, чаще всего можно определить лишь оценку истинного значения, которое называется действительным значением измеряемой величины 
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Средство измерения – техническое устройство, используемое в  измерительном эксперименте и имеющее нормированные характеристики точности.

Различают понятия результат наблюдения и результат измерения.

Результат измерения физической величины – это значение величины, полученное  путём  её  измерения.

Результат наблюдения – это фиксация значения величины или числа по устройству индикации  средства измерения в заданный момент времени.

Под наблюдением при измерениях понимают операции, проводимые при  измерении и имеющие целью своевременно и правильно произвести отсчет. Результат наблюдений содержит в себе все виды погрешностей, присущие измерительной процедуре.

Если наблюдение проведено один раз (однократное измерение), то  результатом измерения является показания средства измерения (например, измерительного прибора). При этом за погрешность результата измерения часто  принимается погрешность средства измерения, хотя это лишь одна из  составляющих погрешностей.

В случае многократных наблюдений результат измерения и его погрешность находятся методом статистической обработки выполненных наблюдений.

Если отсутствуют необходимые эталоны, обеспечивающие воспроизведение,  хранение и передачу соответствующих значений единиц величин, необходимых для оценки погрешности результатов измерений, за действительное значение зачастую принимают математическое ожидание совокупности результатов измерений (выражаемое в отдельных случаях в условных единицах). Это значение математического ожидания называется принятым опорным значением.

Точность – степень близости результата измерений к принятому опорному значению. Точность складывается из прецизионности и правильности.

Правильность – степень близости результата измерений к истинному значению измеряемой величины. (В случае отсутствия эталона измеряемой  величины – это степень близости среднего значения, полученного на основании  серии результатов измерений, к принятому опорному значению).

Показателем правильности обычно является значение систематической погрешности.

Прецизионность – степень близости друг к другу независимых  результатов  измерений, полученных в конкретных установленных условиях. Под независимыми результатами измерений понимают результаты, полученные способом, на который  не оказывает влияние никакой предшествующий результат, полученный при испытаниях того же самого или подобного объекта. Прецизионность вычисляется  как среднеквадратическое отклонение результатов наблюдений, выполненных в определенных  условиях.  Прецизионность зависит только  от  случайных  факторов  и  не связана с истинным или действительным значением измеряемой величины.

Таким образом, термин “точность” выражает суммарное отклонение результата от эталонного (опорного) значения, которое вызвано как случайными, так и систематическими причинами.

Показатели прецизионности – достоверность, сходимость и  воспроизводимость.

Воспроизводимость результатов измерений – это близость друг другу результатов измерений одной и той же величины,  полученных  в  разных  местах,  разными  методами,  разными средствами, разными операторами, в разное время, но приведенных к одним и тем же условиям измерений. Воспроизводимость  измерений характеризуется среднеквадратическими погрешностями сравниваемых рядов измерений. Ряд результатов измерений – это значения одной и той же величины, последовательно полученные из следующих друг за другом измерений.  

Сходимость результатов измерений – это близость друг к другу результатов измерений одной и той же величины, выполненных повторно одними и теми же средствами, одним  и  тем  же  методом  в  одинаковых  условиях  и  с  одинаковой тщательностью. Сходимость наблюдений двух групп многократных измерений может характеризоваться размахом, среднеквадратической или средней  арифметической погрешностью.

Достоверность результата измерений – это степень доверия  к получаемому  результату измерений, которая определяется принятой доверительной вероятностью и  заданными доверительными границами, в пределах которых ожидается получить результат измерения.

1.3. Классификация погрешностей результатов измерений

Понятие погрешности характеризует несовершенство измерения. Характеристикой качества измерения является понятие точности измерений, отражающее, меру близости результатов измерений к  истинному (действительному) значению измеряемой физической величины. Точность и погрешность связаны между собой обратной зависимостью. Иначе говоря, высокой точности измерений соответствует малая погрешность.
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 Классификация погрешностей по форме количественного выражения

По форме количественного выражения погрешности измерения делятся на абсолютные и относительные.

Абсолютной погрешностью Δ (выражаемой в единицах измеряемой величины)  называется отклонение результата измерения 
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 от истинного 
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Относительной погрешностью δ называется отношение абсолютной  погрешности измерения к истинному (действительному) значению измеряемой величины. 
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Относительную погрешность часто выражают в процентах
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Мерой  точности  измерений  служит  величина,  обратная  модулю относительной погрешности, т.е. 
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 Классификация погрешностей по характеру изменения

По  характеру  изменения  погрешности  измерений подразделяются  на  систематические  и  случайные.  К  числу  случайных относят и грубые погрешности (промахи).

Систематические погрешности – составляющие  погрешности измерений, остающиеся постоянными или закономерно изменяющиеся при многократных измерениях одной и той же величины в одних и тех  же  условиях (переменная систематическая погрешность).

Систематические погрешности являются наиболее опасными и трудно устранимыми:

· Систематическая погрешность постоянно  искажает  действительное  значение полученного  результата  измерения  в  сторону  его  увеличения  или уменьшения,  причем  заранее  направление  такого  искажения  трудно определить.

· Величина  её  не  может  быть найдена  методами  математической  обработки и не  может  быть  уменьшена  при  многократных  измерениях одними и теми же средствами измерения.

· На  результат  измерений могут влиять несколько  факторов, каждый  из  которых  вызывает  свою  систематическую  погрешность  в зависимости от условий измерения.

Необнаруженная  систематическая погрешность опаснее случайной.  Если  случайные  погрешности характеризуют разброс величины измеряемого параметра относительно его действительного  значения,  то  систематическая  погрешность  устойчиво искажает  непосредственно величину измеряемого  параметра, и тем  самым удаляет его от истинного (или действительного) значения.

Такие  погрешности  могут  быть  выявлены  только  путём  детального анализа возможных их источников и уменьшены (применением более точных приборов,  калибровкой  приборов  с  помощью  рабочих  мер и  т.д.).  Однако полностью их устранить нельзя. Всегда  остаются  какие-то  не  исключенные остатки, которые и нужно учитывать, чтобы оценить их границы. Это и будет систематическая  погрешность  измерения. 

То  есть,  в  принципе, систематическая  погрешность  тоже  случайна,  и  указанное  деление обусловлено лишь установившимися традициями обработки и представления результатов измерения.

По характеру изменения во времени систематические погрешности подразделяются на постоянные (сохраняющие величину  и  знак), прогрессирующие (возрастающие или убывающие во времени), периодические, а также  изменяющиеся во времени по сложному непериодическому закону. Основные из  этих  погрешностей – прогрессирующие. 

Прогрессирующая (дрейфовая) погрешность – это непредсказуемая погрешность, медленно меняющаяся во времени. Отличительные особенности прогрессирующих погрешностей следующие: 

· их  можно  скорректировать  поправками  только  в  данный  момент времени, а далее они вновь непредсказуемо меняются; 

· изменения  прогрессирующих  погрешностей  во  времени нестационарны. 

Случайные  погрешности  – составляющие  погрешности измерений,  изменяющиеся  случайным  образом  при  повторных (многократных)  измерениях  одной  и  той  же  величины  в  одних  и  тех  же условиях. В появлении таких погрешностей нет какой-либо закономерности, они проявляются при повторных измерениях одной и той же величины в виде некоторого  разброса  получаемых  результатов.  Практически  случайные погрешности неизбежны, неустранимы  и всегда  имеют место  в  результате измерения. Описание случайных погрешностей возможно только на основе теории случайных процессов и математической статистики.

В  отличие  от  систематических  случайные  погрешности  нельзя исключить  из результатов измерений путём введения поправки, однако их можно  существенно  уменьшить  путем  многократного  измерения  этой величины и последующей статистической обработкой полученных результатов.

Разновидность случайных погрешностей – грубые  погрешности (промахи) – погрешности,  существенно превышающие  ожидаемые  при  данных  условиях  измерения.  Такие погрешности возникают из-за ошибок оператора  или  неучтенных внешних воздействий.  Их  выявляют  при  обработке  результатов  измерений  и исключают из рассмотрения, пользуясь определенными правилами.

Следует заметить, что отнесение результатов наблюдения к числу промахов не всегда может быть выполнено однозначно. Следует  учитывать  два  момента:

1. Ограниченность числа  выполненных  наблюдений,  не  позволяющих  с  высокой  степенью достоверности  оценить  форму  и  вид закона распределения, а значит выбрать подходящие критерии оценки результата на наличие промаха.

2. При медицинских  исследованиях отдельные выпадающие  результаты могут представлять из себя вариант “биологической нормы”, и поэтому они требуют учета и анализа причин, которые приводят к их появлениям.

Классификация погрешностей по причинам возникновения

Обязательными компонентами любого измерения являются средство измерения (прибор, измерительная установка, измерительная система), метод измерения и  человек,  проводящий  измерение. Несовершенство каждого из этих компонентов приводит к появлению своей составляющей погрешности результата  измерения. В  соответствии с этим, по источнику (причинам) возникновения  различают  инструментальные, методические и субъективные погрешности.

Инструментальные погрешности возникают из-за несовершенства средства измерения. Источниками инструментальных  погрешностей  могут  быть,  например,  неточная градуировка  прибора  и  смещение  нуля,  вариация  показаний  прибора  в процессе эксплуатации и т. д.  Уменьшают  инструментальные  погрешности применением более точного прибора.

Погрешность метода измерений представляет  собой составляющую систематической погрешности измерений, обусловленную несовершенством принятого метода измерений. Она обусловлена: 

- отличием принятой модели объекта измерения от модели, адекватно описывающей его параметр, который измеряется; 

- влиянием способов применения средства измерения;

- влиянием алгоритмов (формул), по которым производят вычисления результатов измерений; 

- влиянием выбранного средства измерения на параметры сигналов; 

- влиянием  других  факторов,  не  связанных  со  свойствами используемых СИ.


Вследствие  упрощений, принятых  в  уравнениях для  измерений,  нередко  возникают существенные погрешности, для компенсации действия которых следует вводить поправки. Поправки по величине равны погрешности и противоположны ей по знаку.

Отдельно среди методических погрешностей выделяют погрешности при  статистической  обработке  результатов  наблюдений.  Кроме погрешностей,  связанных  с  округлением  промежуточных  и  конечных результатов,  они  содержат  погрешности,  связанные  с  заменой  точечных (числовых)  и  вероятностных  характеристик  измеряемых  величин  их приближенными (экспериментальными)  значениями.  Такие  погрешности возникают  при замене  теоретического распределения опытным,  что всегда имеет  место при  ограниченном числе результатов наблюдения.

Субъективная  погрешность – составляющая  систематической погрешности  измерений,  обусловленная  индивидуальными  особенностями оператора.   Субъективные  погрешности  вызываются  ошибками  оператора  при отсчете показаний средства измерения. Подобные  погрешности  устраняются  применением цифровых приборов или автоматических методов измерения.

Классификация погрешностей по характеру поведения измеряемой физической величины в процессе измерений

По характеру поведения измеряемой физической величины в процессе измерений различают статические и динамические погрешности. 

Статические погрешности возникают при измерении установившегося  значения  измеряемой  величины,  т. е.  когда эта величина перестает изменяться во времени.

Динамические погрешности имеют место при динамических измерениях, когда измеряемая величина изменяется во времени и требуется установить  закон ее  изменения,  т. е. погрешности, свойственные условиям динамического измерения. Причина появления динамических погрешностей состоит в несоответствии скоростных (временных) характеристик прибора и скорости изменения измеряемой величины.

 Классификация погрешностей по характеру накопления

В  зависимости  от  влияния  измеряемой  величины  на  характер накопления в процессе измерения погрешности, она может быть  аддитивная или мультипликативная.

Аддитивная погрешность не зависит от чувствительности средства измерения и является постоянной для всех значений измеряемой величины в пределах диапазона измерений, и поэтому её называют погрешностью нуля.


2. ОСНОВЫ ТЕОРИИ ВЕРОЯТНОСТЕЙ И МАТЕМАТИЧЕСКОЙ СТАТИСТИКИ
· Случайная величина. Интегральная и дифференциальная функции распределения случайной величины и их свойства.
· Генеральная и статистическая (выборочная) совокупности. Статистический ряд и способы его представления.

· Статистические (эмпирические) функции распределения.

· Статистические оценки параметров распределения случайной величины и их свойства.

· Статистические гипотезы.

2.1. Случайная величина. Интегральная и дифференциальная функции распределения случайной величины и их свойства.


Случайная величина  – величина, которая в результате опыта может принимать заранее неизвестное значение. Принято случайную величину обозначать заглавной буквой, а её значения соответствующей строчной буквой (например, 
[image: image12.wmf]X

 – случайная величина, а 
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 – значения этой случайной величины).


Функция распределения (закон распределения) случайной величины – это соотношение, устанавливающее связь между возможными значениями случайной величины и соответствующими им вероятностями. Он может быть задан аналитически, численно или графически.

Интегральная функция распределения (или просто функция распределения) случайной величины Х – это функция F(x), определяющая для каждого значения x вероятность того, что случайная величина Х примет значение меньше х
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Свойства функции распределения
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1. Функция распределения – это неотрицательная функция, заключенная между 0 и 1, т.е. 
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2. Функция распределения – это неубывающая функция, т.е. 
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3. Вероятность того, что случайная величина примет значение из интервала 
[image: image19.wmf][,]
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, равна приращению функции распределения на этом интервале 
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4. Вероятность того, что случайная величина примет одно определенное значение равна 0.

5. Если возможные значения случайной величины принадлежат интервалу 
[image: image21.wmf][,]
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В общем случае 
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Несмотря на то, что интегральная функция распределения является исчерпывающей характеристикой случайной величины, по ней трудно судить о характере распределения случайной величины в небольшой окрестности какой-либо точки числовой оси. Поэтому, наряду с интегральной рассматривают также дифференциальную функцию распределения случайной величины.

Дифференциальная функция распределения (плотность распределения, плотность вероятности)  f(x) представляет собой производную от функции F(x).
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Если функция плотности распределения имеет 1 максимум, то такое распределение называется одномодальным, если 2 максимума – двумодальным.
Свойства плотности вероятности

[image: image25.png]Ax)




1. Плотность вероятности – неотрицательная функция, т.е. 
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2. Функция распределения равна интегралу от функции плотности вероятности, т.е. 
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3. Вероятность попадания случайной величины в интервал 
[image: image28.wmf][,]
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 равна площади под кривой  f(x), т.е. 
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4. Интеграл от функции плотности вероятности в бесконечных пределах равен 1, т.е. 
[image: image30.wmf]()1

fxdx

+¥

-¥

=

ò


Квантилем порядка р (р-квантилем) закона распределения случайной величины называется такое значение этой случайной величины, которое с вероятностью р не превзойдут все остальные возможные значения этой случайной величины.


Для описания функций распределения пользуются специальными мерами, которые позволяют охарактеризовать положение, форму и другие их особенности.


Центр распределения характеризуется средним значением случайной величины.


Рассеяние значений случайной величины вокруг центра распределения описывается дисперсией  
[image: image31.wmf]2
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 (вторым центральным моментом случайной величины), стандартным отклонением 
[image: image32.wmf]s

 (среднеквадратическим отклонением (СКО) – квадратный корень из дисперсии), коэффициентом вариации 
[image: image33.wmf]J

 (отношение СКО к среднему значению).


Оценка третьего центрального момента характеризует асимметрию закона распределения, т.е. скошенность спадов. Симметричность распределения описывается коэффициентом асимметрии 
[image: image34.wmf]3
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Особенности поведения случайной величины в области максимума её плотности описываются эксцессом (коэффициентом эксцесса) 
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. Используется также контрэксцесс 
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2.2. Генеральная и статистическая (выборочная) совокупности. Статистический ряд и способы его представления
Генеральная совокупность – это набор всех видов значений наблюдений, которые могли бы быть при данном комплексе условий. Общее количество объектов генеральной совокупности называется её объёмом и обозначается N. 

На практике при проведении экспериментов из генеральной совокупности (бесконечного множества возможных значений измеряемого параметра) извлекается ограниченное число объектов. Совокупность случайно отобранных объектов из генеральной совокупности называется выборочной совокупностью (выборкой). Объем выборки обозначается n. Естественно, что при проведении экспериментов количество результатов всегда намного меньше объема генеральной совокупности (
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Выборка объема n записывается в виде последовательности её значений 
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Последовательность элементов выборки, расположенных в порядке их получения (наблюдения), т.е. последовательность экспериментальных данных называется статистическим рядом.

Последовательность элементов выборки, расположенных в порядке возрастания их значений 
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, называется ранжированным рядом. Номер элемента ранжированного ряда называется рангом.
В ранжированном ряду может быть несколько одинаковых значений 
[image: image40.wmf]k
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. В этом случае 
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 называется вариантой. Последовательность вариант, расположенных в порядке возрастания их значений 
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, называется вариационным рядом.
Для представления экспериментальных данных используется статистическое распределение выборки. Это перечень вариант 
[image: image43.wmf]{}
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 и (или) относительных частот 
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  – количество вариант,
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	Пример

Экспериментальные данные (статистический ряд): 

10 11 9 8 10 11 10 8 9 10 10 12 10 9 10 10 9 10 10 12

Ранжированный ряд:

8 8 9 9 9 9 10 10 10 10 10 10 10 10 10 10 11 11 12 12 

Вариационный ряд:

8 9 10 11 12

Статистическое распределение выборки:
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Если количество вариант k невелико, то вариационный ряд достаточно представить в виде таблицы

	Варианта
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	Частота выпадения варианты


[image: image50.wmf]i

m



	
	


Если же количество вариант k достаточно велико, то необходимо разделять вариационный ряд на интервалы. В этом случае ряд называется интервальным. Оптимальное количество 
[image: image51.wmf]k

 интервалов зависит от объема выборки 
[image: image52.wmf]n

 и может быть вычислено по формуле Старджесса
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Полученное значение округляется до целого. Рекомендуется выбирать нечетное количество интервалов.

Затем вычисляется ширина интервала h по формуле
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где 
[image: image55.wmf]maxmin

,

xx

– наибольшее и наименьшее значения данного вариационного  ряда


Определяют границы интервалов
:
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где i – номер интервала.

Например, для 1-ого интервала 
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, для 2-ого интервала 
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Затем подсчитывают частоту попадания экспериментальных значений в интервалы и вычисляют середину интервала по формуле
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Результаты удобно представить в виде таблицы

	Границы интервалов
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	Середины интервалов
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	Частота попадания в интервал
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	Пример

Построить интервальное распределение для выборки объемом n=40

79 58 54 52 73 67 71 63 85 53 73 67 62 53 41 43 61 52 63 80

72 65 65 77 42 67 64 67 70 68 59 61 75 59 32 69 60 60 60 76

Решение:
Определим по формуле Старджесса (2.3)

 оптимальное количество интервалов
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Поскольку лучше всего выбирать нечетное количество интервалов, то выбираем ближайшее нечетное значение
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Расположим выборку экспериментальных данных в ранжированный ряд

32 41 42 43 52 52 53 53 54 58 59 59 60 60 60 61 61 62 63 63 
64 65 65 67 67 67 67 68 69 70 71 72 73 73 75 76 77 79 80 85

Из ранжированного ряда определяем максимальное и минимальное значение
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тогда по формуле (2.4)

 ширина интервала
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Определим границы интервалов по формуле (2.5)
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Определим частоты попадания значений элементов выборки в каждый из интервалов

- в интервал 
[image: image79.wmf][32;39.571)

 попадает 1 элемент (32),

- в интервал 
[image: image80.wmf][39.571;47.142)

 попадает 3  элемента (41 42 43),

- в интервал 
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 попадает 5  элементов (52 52 53 53 54),

- в интервал 
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 попадает 9 элементов (58 59 59 60 60 60 61 61 62),

- в интервал 
[image: image83.wmf][62.284;69.855)

 попадает 11 элементов (63 63 64 65 65 67 67 67 67 68 69),

- в интервал 
[image: image84.wmf][69.855;77.426)

 попадает 8  элементов (70 71 72 73 73 75 76 77),

- в интервал 
[image: image85.wmf][77.426;85]

 попадает 3 элемента (79 80 85),

Определим центры интервалов по формуле (2.6)
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В итоге получим интервальное распределение
Границы интервалов

Середины интервалов
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Частота попадания в интервал
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[32; 39.571)

[39.571; 47.142)
[47.142; 54.713)
[54.713; 62.284)
[62.284; 69.855)
[69.855; 77.426)
[77.426; 85]
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2.3. Статистические (эмпирические) функции распределения

В математической статистике (в том числе и метрологической практике) для анализа выборок используются аналоги интегральной и дифференциальной функций распределения, которые называются статистическими (или эмпирическими). Можно сказать, что эмпирические функции распределения выборки служат для оценки теоретических функций распределения генеральной совокупности.

Эмпирической функцией распределения (функцией распределения выборки) называют функцию 
[image: image99.wmf]*
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, определяющую для каждого значения 
[image: image100.wmf]x

 относительную частоту события  
[image: image101.wmf]Xx
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Эмпирическую функцию распределения изображают в виде лестничного графика, длина каждой ступеньки которого равна длине соответствующего интервала, а высота – отношению накопленной частоты для этого интервала к объему выборки, т.е.
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где  
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 – накопленная частота, т.е. число вариант, меньших 
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 – середина i-ого интервала,  n – объем выборки.  

Накопленная частота для j-ого интервала определяется последовательным суммированием частот
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Соответствующая эмпирическая плотность вероятности определяется соотношением
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где 
[image: image109.wmf]0
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 – середина i-ого интервала, 
[image: image110.wmf]n

 – объем выборки.


Эмпирическую плотность вероятности изображают в виде гистограммы – фигуры, состоящей из прямоугольников, основаниями которых служат интервалы, а высоты равны отношению частоты для этих интервалов к объему выборки.
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	Пример

Построить графики эмпирической функции распределения и эмпирической плотности вероятности для выборки из предыдущего примера (п.2.2.) 

79 58 54 52 73 67 71 63 85 53 73 67 62 53 41 43 61 52 63 80

72 65 65 77 42 67 64 67 70 68 59 61 75 59 32 69 60 60 60 76

Решение:
В примере п.2.2. было получено интервальное распределение выборки

Границы интервалов

Середины интервалов

Частота попадания в интервал

[32; 39.571)

[39.571; 47.142)

[47.142; 54.713)

[54.713; 62.284)
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[69.855; 77.426)

[77.426; 85]
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Рассчитаем накопленные частоты для каждого интервала по формуле (2.8)
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Значения эмпирической функции распределения для каждого интервала определим по формуле (2.9)

(2.7)

, а значения эмпирической плотности вероятности – по формуле 
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Эмпирическая функция распределения
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Эмпирическая плотность вероятности




2.4. Статистические оценки параметров распределения случайной величины и их свойства
Статистической оценкой 
[image: image135.wmf]*

Q

 неизвестного параметра теоретического распределения 
[image: image136.wmf]Q

 называется функция от наблюдаемых значений случайной величины



[image: image137.wmf]12

(,,,)

n

fxxx

*

Q=

K

.
 MACROBUTTON MTPlaceRef \* MERGEFORMAT (2.10)

Для того, чтобы оценки были надежными, к ним предъявляются требования несмещенности, состоятельности и эффективности.

Оценка называется несмещенной, если её математическое ожидание равно оцениваемому параметру 
[image: image138.wmf]Q

 при любом объеме выборки n, т.е.
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Оценка должна быть несмещенной для того, чтобы при замене этой оценкой истинного значения параметра распределения не допускалась систематическая погрешность.

Оценка 
[image: image140.wmf]*
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 называется эффективной, если при заданном объеме выборки n она имеет наименьшую возможную дисперсию, т.е.
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Оценка 
[image: image142.wmf]*
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 называется состоятельной для параметра 
[image: image143.wmf]Q

, если она сходится по вероятности к оцениваемому параметру при неограниченном возрастании объема выборки, т.е.
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где 
[image: image145.wmf]e

 – малое положительное число.

Для того, чтобы несмещенная оценка была состоятельной, достаточно, чтобы 
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Статистические оценки, определяемые одним числом, называются точечными.

Интервальной называется статистическая оценка, которая задается двумя числами – концами интервала (в котором может лежать её значение).
Точностью статистической оценки 
[image: image147.wmf]d

 называется величина, определяемая из неравенства
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Чем меньше значение 
[image: image149.wmf]d

, тем точнее оценка 
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 описывает параметр 
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.


Надежностью (доверительной вероятностью) оценки параметра 
[image: image152.wmf]Q

 по значению  
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 называется вероятность 
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, с которой осуществляется неравенство 
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или
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Выражения 
(2.16)

 представляют собой вероятность того, что интервал (2.15)

 и  GOTOBUTTON ZEqnNum674289  \* MERGEFORMAT  заключает в себе (покрывает) неизвестный параметр 
[image: image159.wmf]Q

 с надежностью 
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Этот интервал называется доверительным интервалом и является интервальной оценкой параметра 
[image: image162.wmf]Q

.

Существует 2 вида интервальных оценок: односторонние и двусторонние. При двусторонней оценке задаются обе границы доверительного интервала, зависящие от доверительной вероятности 
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: верхняя 
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При этом вероятности выхода значения параметра 
[image: image167.wmf]Q

 за границы доверительного интервала  
[image: image168.wmf]{()}

íí

Ppp

g

Q<=

 и 
[image: image169.wmf]{()}

ââ

Ppp

g

Q>=

 связаны соотношением
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Если вероятности выхода значения параметра 
[image: image171.wmf]Q

 за границы доверительного интервала раны 
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, то доверительный интервал называется симметричным. Для симметричного интервала границы задаются так, чтобы
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Для одностороннего доверительного интервала границы интервалов задаются так, чтобы 
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Уровень значимости – это величина, определяемая соотношением
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Доверительная вероятность или уровень значимости задаются в зависимости от уровня ответственности результатов. Чем выше уровень ответственности, тем больше уровень доверительной вероятности 
[image: image176.wmf]p

. На практике наиболее часто задают 
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 равным 
[image: image178.wmf]0.95,0.99,0.995,0.999

.
2.5. Статистические гипотезы

Проверка статистических гипотез является инструментом принятия статистических решений, который позволяет с нужной вероятностью сделать выводы о параметрах генеральной совокупности по выборке экспериментальных данных.

При этом выдвигают некоторое предположение о каком-то параметре (или параметрах) генеральной совокупности. Это предположение называется нулевой (основной) гипотезой. Противоположное утверждение называется альтернативной (конкурирующей) гипотезой. 

Для проверки гипотез существуют различные критерии. Статистические критерии являются случайными величинами. 

Областью  принятия нулевой гипотезы (областью  допустимых  значений)  называют совокупность  значения  критерия,  при  которых  гипотезу  принимают. 

Критической  называют  совокупность  значений  критерия,  при  которых нулевую  гипотезу  отвергают.  

Область  принятия  гипотезы  и  критическая область разделены точками, которые называются критическими значениями критерия 
[image: image179.wmf]кр

K

. Для каждого критерия существуют таблицы критических значений или правила, по которым их можно рассчитать.

Для каждого критерия существуют также правила вычисления его значения по экспериментальным данным. Значение критерия, вычисленное по экспериментальным данным, называется наблюдаемым значением критерия 
[image: image180.wmf]набл

K

. 
Область непринятия гипотезы может быть односторонней (правосторонней или левосторонней) и двусторонней.

Правосторонней  называют  критическую  область,  определяемую неравенством 
[image: image181.wmf]наблкр
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, где 
[image: image182.wmf]кр
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  – положительное число.
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Левосторонней  называют  критическую  область,  определяемую неравенством 
[image: image184.wmf]наблкр
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, где 
[image: image185.wmf]кр

K

  – отрицательное число.

[image: image186.png]7




Двусторонней  называют  критическую  область,  определяемую неравенствами 
[image: image187.wmf]1
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 и 
[image: image188.wmf]2
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,  где 
[image: image189.wmf]21
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. Если  критические  точки симметричны  относительно  нуля,  двусторонняя  критическая  область определяется  неравенствами 
[image: image190.wmf]наблкр

KK

<-

, 
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KK

>

или  равносильным неравенством 
[image: image192.wmf]наблкр
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.
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Основной  принцип  проверки  статистических гипотез  формулируется следующим  образом:  если  наблюдаемое значение  критерия принадлежит критической области, то гипотезу отвергают, а если наблюдаемое значение  критерия  принадлежит  области  принятия  гипотезы, то гипотезу принимают.

При выдвижении и принятии гипотезы могут иметь место следующие четыре случая: 

1) гипотеза принимается, причем и в действительности она правильная; 

2) гипотеза верна, но ошибочно отвергается. Возникающую при этом ошибку  называют  ошибкой  первого  рода,  а  вероятность  ее  появления − уровень значимости 
[image: image194.wmf]q

; 

3) гипотеза отвергается, причем в действительности она неверна; 

4) гипотеза  неверна,  но  ошибочно  принимается.  Возникающую  при этом ошибку называют ошибкой второго рода, а вероятность ее появления обозначают β . 

Величину  
[image: image195.wmf]1

b

-

, т. е. вероятность того, что гипотеза будет отвергнута, когда она ошибочна, называют мощностью критерия.

Проверку  статистической  гипотезы  проводят  для  принятого  уровня значимости  
[image: image196.wmf]q

 (принимается равным 0.1; 0.05; 0.01 и  т. д.). Так принятый уровень  значимости 
[image: image197.wmf]0.05
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   означает,  что  выдвинутая  нулевая гипотеза может быть принята с доверительной вероятностью 
[image: image198.wmf]0.95
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. Или есть вероятность отвергнуть эту гипотезу (совершить ошибку первого рода), равная 
[image: image199.wmf]0.05
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.

Следует отметить, что критерий не доказывает справедливость гипотезы, а лишь устанавливает на принятом уровне значимости ее согласие или несогласие с данными наблюдений.


3. ОСНОВНЫЕ ЗАКОНЫ РАСПРЕДЕЛЕНИЯ
· Распределение Гаусса (нормальное распределение).
· Распределение Пирсона.

· Распределение Стьюдента.

· Распределение Фишера.

· Экспоненциальное и логнормальное распределения.

· Равномерное и треугольное распределения.
3.1. Распределение Гаусса (нормальное распределение)

Наиболее широко применяемое распределение. Нормальное распределение является краеугольным камнем математической статистики в силу ряда причин: 

– схема его возникновения соответствует многим реальным физическим процессам, порождающим результаты обрабатываемых наблюдений; 

– при возрастании объема выборки предельное распределение для большинства распределений является нормальным и с успехом может использоваться для аппроксимации последних; 

– нормальное распределение обладает рядом благоприятных математико-статистических свойств (легко нормируется и аппроксимируется, обладает свойством аддитивности).
	Обозначение
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	Параметры
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	Плотность вероятности
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	Функция распределения
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	Среднее
	
[image: image204.wmf]m



	Дисперсия
	
[image: image205.wmf]2
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	Стандартное отклонение
	
[image: image206.wmf]s



	Коэффициент вариации
	
[image: image207.wmf]s
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	Коэффициент асимметрии
	0

	Коэффициент эксцесса
	0

	Медиана
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Для удобства в практических задачах используется нормированная случайная величина 
[image: image209.wmf]x
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, распределение которой называется нормированным нормальным распределением (или стандартным нормальным распределением) 
[image: image210.wmf](0,1)
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.

Значение дифференциальной функции стандартного нормального распределения по заданному 
[image: image211.wmf]z

 вычисляется непосредственно по формуле
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Для интегральной же функции нормированного нормального распределения в справочниках приводятся таблицы значений функции
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или связанной с ней функции Лапласа
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Аналитическое выражение для функции Лапласа имеет вид
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 MACROBUTTON MTPlaceRef \* MERGEFORMAT (3.3)

Функцию Лапласа также используют в виде



[image: image216.wmf]2
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. MACROBUTTON MTPlaceRef \* MERGEFORMAT (3.4)

Поскольку таблицы всегда ограничены и их сложно применять при автоматизации статистической обработки экспериментальных данных, то применяется аппроксимация для функции  
[image: image217.wmf]()
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 MACROBUTTON MTPlaceRef \* MERGEFORMAT (3.5)



Вычислив значение интегральной функции стандартного нормального распределения, можно получить значение функции Лапласа, воспользовавшись соотношением (3.2)

.
	Пример

Вычислить значения интегральной функции нормированного нормального распределения и функций Лапласа в точке 
[image: image219.wmf]2
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Решение:

По формуле [image: image220.wmf](2)

F

(3.5)

 вычисляем значение  GOTOBUTTON ZEqnNum719223  \* MERGEFORMAT 
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По формуле 
(3.2)

 определяем  GOTOBUTTON ZEqnNum808326  \* MERGEFORMAT , 

тогда  
[image: image225.wmf]1
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В практических задачах возникает необходимость вычисления p-квантили 
[image: image226.wmf]p
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 нормального распределения 
[image: image227.wmf](,)
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 (то есть такого значения нормально распределенной случайной величины, которое с вероятностью p не превзойдут другие значения этой случайной величины). Квантиль 
[image: image228.wmf]p
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 можно вычислить с помощью p-квантили  
[image: image229.wmf]c
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 стандартного нормального распределения 
[image: image230.wmf](0,1)
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 по формуле
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Квантиль 
[image: image232.wmf]c
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 можно вычислить с помощью аппроксимации
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Для вычисления квантили 
[image: image234.wmf]c
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 при 
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 нужно учитывать свойство симметричности стандартного нормального  распределения
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Некоторые методы статистики используют понятие верхнего квантиля функции Лапласа (обозначается 
[image: image237.wmf]/2
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). Его значение можно вычислить по формуле
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 MACROBUTTON MTPlaceRef \* MERGEFORMAT (3.9)

	Пример

Вычислить значение случайной величины, распределенной по стандартному нормальному закону, вероятность превышения которого равна 0.05. Вычислить значение верхнего квантиля функции Лапласа при p=0.9.
Решение:

Если перефразировать условие задачи, то нужно вычислить такое значение случайной величины, чтобы остальные значения случайной величины были меньше с вероятностью 
[image: image239.wmf]10.050.95
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, то есть требуется вычислить квантиль 
[image: image240.wmf]0.95

c

u
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Верхний квантиль функции Лапласа определяется по формулам (3.7)

(3.9)

 и 
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3.2. Распределение Пирсона

Если 
[image: image245.wmf]12
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 – независимые случайные величины, имеющие стандартное нормальное распределение, то сумма их квадратов подчиняется распределению 
[image: image246.wmf]2

c

 (хи-квадрат) Пирсона. Распределение имеет один параметр 
[image: image247.wmf]k

 – число степеней свободы, определяемый количеством независимых случайных величин, сумма квадратов которых составляет случайную величину, распределенную по закону Пирсона.

Распределение хи-квадрат широко используется в прикладных задачах математической статистики. С его помощью проверяются гипотезы относительно значений дисперсий, проверяется согласие экспериментальных данных с теоретическими законами распределения.
	Обозначение
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	Параметр
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	Плотность вероятности
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	Функция распределения
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	Среднее
	
[image: image252.wmf]k



	Дисперсия
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	Стандартное отклонение
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	Коэффициент вариации
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	Коэффициент асимметрии
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	Коэффициент эксцесса
	
[image: image257.wmf]12

k




Значение 
[image: image258.wmf]p

-квантиля распределения Пирсона обозначается 
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 и может быть рассчитано, например, по формуле аппроксимации Голдштейна
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где 
[image: image261.wmf]c
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 – p-квантиль стандартного нормального распределения, значение которого вычисляется по формулам (3.8)

, 
(3.7)

 и 
         
[image: image262.wmf],,
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 – константы
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или с помощью аппроксимации Корниша-Фишера (более простая, но менее точная, чем аппроксимация Голдштейна)
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где  
[image: image268.wmf]2
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[image: image273.wmf]c
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 – p-квантиль стандартного нормального распределения, значение которого вычисляется по формулам (3.8)

.
(3.7)

 и 
3.3. Распределение Стьюдента

Если 
[image: image274.wmf]Y

 – случайная величина, распределенная по стандартному нормальному закону, а независимая от нее случайная величина 
[image: image275.wmf]X

 имеет распределение хи-квадрат с 
[image: image276.wmf]k

 степенями свободы, то случайная величина 
[image: image277.wmf]k
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 подчиняется распределению Стьюдента с  
[image: image278.wmf]k

 степенями свободы. 

Распределение Стьюдента (t-распределение) широко применяется в задачах обработки экспериментальных данных (например, при построении доверительных интервалов и проверке гипотез относительно среднего при неизвестной дисперсии).

	Обозначение
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	Параметр
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	Плотность вероятности
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	Функция распределения
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	Среднее
	0

	Дисперсия
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	Коэффициент вариации
	0

	Коэффициент асимметрии
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	Коэффициент эксцесса
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	Медиана
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Задачу расчета p-квантили распределения Стьюдента с 
[image: image285.wmf]k

 степенями свободы  можно решить с помощью аппроксимации Корниша-Фишера
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или с помощью аппроксимации Морана
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где 
[image: image288.wmf]c
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 – p-квантиль стандартного нормального распределения, значение которого вычисляется по формулам (3.8)

.
(3.7)

 и 
Обратную задачу расчета вероятности p, соответствующей значению квантили 
[image: image289.wmf]()
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 (то есть значение функции распределения Стьюдента 
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где 
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[image: image294.wmf]ij
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– константа, значения которой даны в таблице
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3.4. Распределение Фишера

Если две независимые случайные величины 
[image: image296.wmf]2

1

X

c

=

 и 
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 распределены по закону Пирсона со степенями свободы, соответственно, 
[image: image298.wmf]1
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, то случайная величина 
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 имеет распределение Фишера (F-распределение) со степенями свободы 
[image: image301.wmf]1
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	Обозначение
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	Параметры
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	Плотность вероятности
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	Функция распределения
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	Среднее
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	Дисперсия
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F-распределение широко применяется при обработке данных (при сравнении дисперсий, анализе корреляций).

Квантиль распределения Фишера при известных значениях степеней свободы 
[image: image309.wmf]1
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 и 
[image: image310.wmf]2
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 и при заданном значении доверительной вероятности p можно найти, например, с помощью аппроксимации  Воглера-Нортона
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где 
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[image: image314.wmf]c
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 – p-квантиль стандартного нормального распределения, значение которого вычисляется по формулам (3.8)

.
(3.7)

 и 
	Пример

Вычислить с помощью аппроксимации Воглера-Нортона значения 
[image: image315.wmf]0.05
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 и 
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Решение:

По условию задачи 
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Найдем квантиль стандартного нормального распределения при 
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Найдем квантиль стандартного нормального распределения при 
[image: image324.wmf]0.05
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 по формуле (3.8)
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3.5. Экспоненциальное и логнормальное распределения


Экспоненциальное распределение – это одно из наиболее часто встречающихся распределений в теории надежности. Используется для описания внезапных отказов, когда износом изделия можно пренебречь. Наработка на отказ многих невосстанавливаемых изделий и наработка между соседними отказами у восстанавливаемых изделий в случае простейшего потока отказов подчинены экспоненциальному распределению. Наработка на отказ большой многокомпонентной системы может быть описана экспоненциальным распределением при любом распределении наработки на отказ компонентов системы.

	Обозначение
	
[image: image328.wmf]()
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	Параметр
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	Плотность вероятности
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	Функция распределения
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	Среднее
	
[image: image332.wmf]b



	Дисперсия
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	Стандартное отклонение
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	Коэффициент вариации
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	Коэффициент асимметрии
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	Коэффициент эксцесса
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	Медиана
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	Пример

Наработка на отказ прибора распределена экспоненциально с интенсивностью отказов 
[image: image336.wmf]51
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. Вычислить вероятность того, что наработка на отказ превысит 1000 ч. Найти вероятность того, что наработка на отказ будет находиться в интервале от 1200 до 1500 ч. Вычислить значение наработки, вероятность превышения которой равна 0.8. Определить, как изменится наработка прибора при уменьшении интенсивности отказов до  
[image: image337.wmf]51
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Решение:

Вероятность того, что наработка на отказ превысит 1000 ч, равна
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Вероятность того, что наработка будет находиться в интервале от 1200 ч до 1500 ч, определяем по свойству функции распределения


[image: image339.wmf]55

(12001500)(1500)(1200)1exp(150010)1exp(1

20010)

PxFF

--

<<=-=--×-+-×=



[image: image340.wmf]0.0120.015

0.9880717120.9851119390.0029598

ee

--

=-=-=

.

Наработку 
[image: image341.wmf]y

, вероятность превышения которой равна 0.8, находим из соотношения
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При снижении интенсивности отказов до 
[image: image344.wmf]51
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Двойное экспоненциальное распределение (в записи функций вместо 
[image: image346.wmf]x

 используется 
[image: image347.wmf]x

) называется распределением Лапласа.

Если случайная величина Y распределена нормально, то случайная величина 
[image: image348.wmf]ln
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 подчинена логарифмически нормальному (или логнормальному) закону распределения. Часто используется для описания износовых отказов. У многих невосстанавливаемых электронных приборов (некоторые типы электронных ламп, полупроводниковые приборы) наработка на отказ распределена логарифмически нормально.

	Обозначение
	
[image: image349.wmf](,)
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	Параметры
	
[image: image350.wmf],

ms



	Плотность вероятности
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	Функция распределения
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	Среднее
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	Дисперсия
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	Коэффициент вариации
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	Коэффициент асимметрии
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	Коэффициент эксцесса
	
[image: image357.wmf](

)

(

)

(

)

222

exp1exp33exp26

sss

éùéù

-×++

ëûëû



	Медиана
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Распределение имеет положительную асимметрию. Произведение независимых случайных величин, подчиняющихся логарифмически нормальному распределению, также распределено логарифмически нормально. 

При вычислениях, связанных с логарифмически нормальным распределением, пользуются приемами для нормального распределения, заменяя при этом значение случайной величины ее логарифмом.


Логарифмически нормальное распределение иногда ошибочно принимается за экспоненциальное. Распределение случайной величины близко к логнормальному, если
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где 
[image: image360.wmf]n

 – объем выборки,    
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[image: image363.wmf]i

x

 – результаты наблюдений.

3.6. Равномерное и треугольное распределения

Равномерному распределению подчиняются случайные величины, имеющие одинаковую вероятность появления (например, погрешность измерений с округлением).

	Обозначение
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	Параметры
	
[image: image365.wmf],

ab



	Плотность вероятности
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	Функция распределения
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	Среднее
	
[image: image368.wmf]2
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	Дисперсия
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	Стандартное отклонение
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	Коэффициент вариации
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	Коэффициент асимметрии
	0

	Коэффициент эксцесса
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	Медиана
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Поскольку аналитический вид функций распределения для 
[image: image374.wmf](,)
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 достаточно прост, то вычисление значений этих функций и квантилей равномерного распределения не вызывает затруднений.

	Пример

Погрешность измерения прибора распределена равномерно на интервале [5;10]. Найти вероятность того, что погрешность прибора не превышает 7 ед. Вычислить погрешность измерения, вероятность превышения которой равна 0.95. Вычислить вероятность того, что погрешность измерения будет находиться в интервале 6-8 ед. 

Решение:

По условию задачи погрешность прибора представляет собой случайную величину с законом 
[image: image375.wmf](5,10)
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Вероятность того, что погрешность не превысит 
[image: image376.wmf]7

x

=

ед.: 
[image: image377.wmf]75

(7)0.4

105

F

-

==

-


Погрешность, вероятность превышения которой равна 
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 – это p-квантиль 
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Вероятность нахождения погрешности в интервале 
[image: image383.wmf]68
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 (по свойству функции распределения)
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Сумма двух независимых равномерно распределенных случайных величин имеет треугольное распределение (распределение Симпсона).


	Обозначение
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	Параметры
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	Плотность вероятности
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	Функция распределения
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	Среднее
	
[image: image389.wmf]2
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	Дисперсия
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	Стандартное отклонение
	
[image: image391.wmf]26

ba

-



	Коэффициент вариации
	
[image: image392.wmf]1

ba

ba

b

-

×

+



	Коэффициент асимметрии
	0

	Коэффициент эксцесса
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	Медиана
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4. ОБРАБОТКА РЕЗУЛЬТАТОВ ПРЯМЫХ МНОГОКРАТНЫХ ИЗМЕРЕНИЙ
· Понятие о прямых многократных измерениях. Общий алгоритм обработки результатов наблюдений.

· Оценки центра распределения результатов наблюдений, оценка результата измерения.

· Моменты случайной величины и их оценки, оценки стандартных отклонений результатов наблюдений и результата измерения. 

· Коэффициенты формы закона распределения случайной величины и их оценки.

· Устранение грубых ошибок прямых многократных измерений.

· Исключение переменной составляющей систематической погрешности.

· Определение вида закона распределения результатов наблюдений.

· Интервальная оценка результата измерения.


4.1. Понятие о прямых многократных измерениях. Общий алгоритм обработки результатов наблюдений
Наиболее экономически выгодным и общедоступным способом повышения точности результатов измерений является увеличение числа наблюдений. Если наблюдения значений физической величины проводятся более одного раза одним и тем же оператором, при одних и тех же условиях, одним и тем же методом, одним и тем же средством измерения, с одинаковой тщательностью, то такое измерение называют прямым многократным равноточным измерением.

Результатом многократных наблюдений является выборка значений физической величины 
[image: image395.wmf]{
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Порядок обработки результатов наблюдений при многократных измерениях состоит из ряда последовательно выполняемых этапов: 

1. Ранжирование значений выборки 
[image: image396.wmf]{

}

i

x

 в порядке неубывания значений.

2. Представление выборки в виде интервального распределения.

3. Определение точечных оценок параметров закона распределения результатов  наблюдений.  


3.1. Определение оценки истинного значения результата измерения 
[image: image397.wmf]X

*

.


3.2. Определение СКО результатов наблюдения 
[image: image398.wmf]*

S

.


3.3. Определение СКО результата измерения 
[image: image399.wmf]x

S

*

.

4. Исключение грубых ошибок (промахов) наблюдений.

5. Исключение систематических погрешностей. 


5.1. Если известны значения постоянных систематических погрешностей средств и методов измерения, вводятся поправки на эти постоянные систематические погрешности. 


5.2. Исключается переменная составляющая систематической погрешности. 

6. Если исключались промахи и (или) переменная составляющая систематической погрешности, то необходимо пересчитать точечные оценки по пункту 3. 

7. Определение вида закона распределения результатов наблюдений, оценка вида закона распределения по критериям согласия.


7.1. Графическим методом (по  виду статистических функций распределений, представленных в виде гистограмм – для дифференциальной формы, или в виде кумулятивной кривой – для интегральной формы) определяется закон распределения результатов наблюдений. Альтернативный способ – оценка вида закона распределения приближенным методом по коэффициентам асимметрии и эксцесса.


7.2. Проверка оценки вида распределения по критериям согласия. 

8. Определение  доверительных  интервалов  случайной  погрешности результата измерения 
[image: image400.wmf]случ

D

.


9. Определение границ не исключенной систематической погрешности результата  измерений 
[image: image401.wmf]сист

D

.  Под этими границами понимают найденные нестатистическими методами границы интервала, внутри которого находится неисключенная  систематическая  погрешность. Она образуется из ряда составляющих, как правило, погрешностей метода и средств измерений, а также субъективной погрешности оператора.

10. Определение доверительной границы погрешности результата измерения. Данная операция осуществляется путем композиции СКО случайной составляющей 
[image: image402.wmf]x

S

*

 и границ неисключенной систематической составляющей 
[image: image403.wmf]сист

D

  в зависимости от соотношения этих погрешностей между собой.

11. Формирование результата измерения.

4.2. Оценки центра распределения результатов наблюдений, оценка результата измерения
При многократных измерениях за оценку 
[image: image404.wmf]*

X

 результата измерения принимается оценка математического ожидания закона распределения измеряемой величины 
[image: image405.wmf]()

MX

,  в качестве которой выступает координата центра опытного распределения 
[image: image406.wmf].
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В условиях отсутствия сведений о виде и форме закона распределения результатов наблюдений (ограниченное число результатов, грубые средства измерения) среднее арифметическое значение не всегда может быть принято за оценку координаты центра распределения (центр кривой эмпирического распределения совпадает с оценкой математического ожидания только для нормального распределения).

Известны несколько оценок координаты центра распределения: среднее  арифметическое, среднее арифметическое 90%-ной выборки, медиана, центр срединного размаха, центр размаха.


Среднее арифметическое (выборочное среднее арифметическое) вычисляется по формуле
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 MACROBUTTON MTPlaceRef \* MERGEFORMAT (4.2)

где  
[image: image409.wmf]i

x

 – результаты наблюдений

        n – общее количество результатов (объем выборки). 

Выборочное среднее арифметическое для статистического распределения вычисляется по формуле
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где  
[image: image411.wmf]i

x

 –  варианты (или центры интервалов),

        
[image: image412.wmf]i

m

 – частота наблюдения i-ой варианты (или частота попадания результатов наблюдений в i-й интервал),

        k – количество вариант (или интервалов) статистического распределения. 

Выборочное  среднее  арифметическое  является  несмещенной оценкой  любого  закона  распределения,  кроме  этого – состоятельной и эффективной. Однако оценка в виде среднего арифметического слабо защищена от влияния  промахов.  Она  ослабляется  лишь  в  
[image: image413.wmf]n

   раз,  где n  – число наблюдений.


Для ослабления влияния возможных промахов используется среднее арифметическое по ограниченной выборке
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где 
[image: image415.wmf]1
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 для  случая,  когда  с  каждого  конца  вариационного ряда  исключают  по  t  значений  для  получения  более  устойчивой  оценки центра распределения. Обычно используют значения  
[image: image416.wmf]0.05
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 и 
[image: image417.wmf]0.1

e

=

 (это означает, что следует отбрасывать по 5 или 10% результатов наблюдений).

В  метрологии  чаще  находит  применение  среднее  арифметическое      90 %-ной  выборки (обозначается 
[image: image418.wmf])
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 или 
[image: image419.wmf]9
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), формула для которой имеет вид
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где  
[image: image421.wmf]i

x

 – результаты наблюдений,

        n – общее количество результатов (объем выборки). 

       
[image: image422.wmf]2

r

– количество неучитываемых результатов.
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где  
[image: image424.wmf]i

x

 – варианты (или центры интервалов),

        
[image: image425.wmf]i

m

 – частота наблюдения i-ой варианты (или частота попадания результатов наблюдений в i-й интервал),

        k – количество вариант (или интервалов) статистического распределения,

       
[image: image426.wmf]2

r

– количество не учитываемых результатов. 

Оценка 
[image: image427.wmf]9
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 менее чувствительна к результатам с грубыми погрешностями, чем выборочное среднее арифметическое, поскольку при обработке 90 % объема  выборки отбрасываются из концов вариационного ряда по 5 % наиболее удаленных результатов, в которых могут содержаться грубые погрешности.

Медианой 
[image: image428.wmf]M

X

называют значение 
[image: image429.wmf]i
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, которое делит ранжированный ряд на две части, равные по числу элементов
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Эта оценка защищена от влияния промахов, поскольку в её расчете координаты возможных ошибок участия не принимают.

Центр размаха 
[image: image431.wmf]R

X

вычисляется по формуле
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где 
[image: image433.wmf]1

,

k

xx

 –  крайние значения вариационного ряда.


Эта оценка очень чувствительна к результатам с грубой погрешностью, так как она определяется по наиболее удаленным от центра распределения результатам наблюдений, каковыми и являются промахи.


Центр срединного размаха 
[image: image434.wmf]C

X

 определяется по формуле
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где 
[image: image436.wmf]75
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– 25%-ный и 75%-ный квантили – такие элементы ранжированного ряда, левее которых лежат соответственно 25% и 75% всех значений элементов выборки. Для вычисления квантилей  
[image: image437.wmf]75
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 могут быть использованы следующие формулы:
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	При n, кратном 4
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	При (n-1), кратном 4
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	При (n+1), кратном 4
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	Остальные четные n
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Эта оценка, как и медиана, защищена от влияния промахов, поскольку в её расчете координаты возможных промахов участия не принимают.


Выбор оценки результата измерения производится исходя из следующих соображений:
1. Медиана 
[image: image448.wmf]M

X

 является наиболее эффективной оценкой результата измерения 
[image: image449.wmf]*

X

 для симметричных экспоненциальных распределений (в которых контрэксцесс принадлежит интервалу 
[image: image450.wmf]00.45

g

<<

) и одномодальных пологоспадающих распределений Лапласа (с эксцессом 
[image: image451.wmf]3.8

e

>

). 

2. Для класса распределений, близких к нормальному (в которых контрэксцесс принадлежит интервалу 
[image: image452.wmf]0.450.67
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) эффективной оценкой результата измерения 
[image: image453.wmf]*
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 является значение из ряда 
[image: image454.wmf]X

, 
[image: image455.wmf])
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[image: image456.wmf])
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 , занимающее медианное положение.

3. Для распределений, близких к равномерному, арксинусоидальному,  треугольному, трапецеидальному (в которых контрэксцесс принадлежит интервалу 
[image: image457.wmf]0.671

g

<<

), в качестве оценки результата измерения 
[image: image458.wmf]*

X

 целесообразно использовать центр размаха 
[image: image459.wmf]R

X

. 

4. Для двумодальных распределений (с контрэксцессом 
[image: image460.wmf]0.671

g

<<

)  в качестве оценки результата измерения 
[image: image461.wmf]*

X

 целесообразно использовать центр срединного размаха 
[image: image462.wmf]C

X

.

5. В условиях, когда отсутствуют сведения о законе и виде распределения за оценку результата измерения 
[image: image463.wmf]*
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 рекомендуется принимать медиану оценок 
[image: image464.wmf]9
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 EMBED Equation.3  [image: image465.wmf]C
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, расположенных в ранжированный ряд.
	Пример

Определить результат многократного измерения по результатам наблюдений, заданных статистическим распределением
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Решение:

Поскольку закон распределения неизвестен, то оценкой центра распределения является медиана оценок 
[image: image466.wmf]0.9
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 EMBED Equation.3  [image: image467.wmf],,

MRC

XXX

, расположенных в ранжированный ряд.

Среднее арифметическое (по формуле (4.3)

): 
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Среднее арифметическое 90%-ной выборки (по формуле (4.6)

):  

Пять процентов выборки в нашем случае 
[image: image469.wmf]0.050.05201
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, то есть нужно отбросить по одному результату с концов таблицы распределения, т.е. 
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Медиана результатов наблюдений (по формуле 
(4.7)

 для четного  GOTOBUTTON ZEqnNum671432  \* MERGEFORMAT ):
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Центр размаха (по формуле (4.8)

):


[image: image475.wmf]1120
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Центр срединного размаха (по формуле (4.9)

):

В нашем случае n кратно 4, тогда 
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[image: image478.wmf](
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Расположив полученные оценки в ранжированный ряд, получим

23.2, 23.25, 23.25, 23.26, 23.35.

Выбираем значение, занимающее медианное положение 
[image: image479.wmf]23.25
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4.3. Моменты случайной величины и их оценки, оценки стандартных отклонений результатов наблюдений и результата измерения

Начальным моментом j-ого порядка случайной величины Х называется математическое ожидание случайной величины 
[image: image480.wmf]j
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Центральным моментом j-ого порядка случайной величины Х называется математическое ожидание j-ой степени отклонения случайной величины от её математического ожидания 
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Оценку начального момента j-ого порядка по результатам наблюдений 
[image: image483.wmf]{

}

i

x

 можно определить по формуле
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где  
[image: image485.wmf]i

x

 – результаты наблюдений

        n – общее количество результатов (объем выборки). 


В случае статистического распределения



[image: image486.wmf]1

1

k

j

jii

i

axm

n

=

=

å

,
 MACROBUTTON MTPlaceRef \* MERGEFORMAT (4.13)

где  
[image: image487.wmf]i

x

 – варианты (или центры интервалов),

        
[image: image488.wmf]i

m

 – частота наблюдения i-ой варианты (или частота попадания результатов наблюдений в i-й интервал).

Оценку центрального момента j-ого порядка по результатам наблюдений 
[image: image489.wmf]{
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 можно определить по формулам
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где 
[image: image491.wmf]Х

*

 – оценка результата измерения,

       
[image: image492.wmf]i

x

 – результаты наблюдений,

        n – общее количество результатов (объем выборки). 
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где  
[image: image494.wmf]i

x

 – варианты (или центры интервалов),

        
[image: image495.wmf]i

m

 – частота наблюдения i-ой варианты (или частота попадания результатов наблюдений в i-й интервал),

       
[image: image496.wmf]Х

*

 – оценка результата измерения.


Чаще всего используются центральные моменты 2, 3 и 4 порядков, несмещенные оценки которых 
[image: image497.wmf]j
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 по выборочным оценкам 
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m

 можно определить следующим образом
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где  n – объем выборки. 


Второй центральный момент называется дисперсией. Корень второй степени из значения дисперсии является оценкой стандартного отклонения (среднеквадратического отклонения, СКО) результатов наблюдений.


Оценка выборочного СКО (из (4.14)

) определяется по формуле
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Несмещенная оценка выборочного СКО (из (4.16)

) 
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Эта оценка является несмещенной и состоятельной.


Соответствующие формулы для статистического распределения имеют вид 
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Зная СКО результатов наблюдений 
[image: image506.wmf]S

*

, можно вычислить СКО результата измерения 
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	Пример

Определить в условиях предыдущей задачи (п.4.2.) оценки стандартных отклонений результатов наблюдений и результата измерения.

Решение:

Было установлено, что 
[image: image508.wmf]23.25
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СКО результатов наблюдений: 
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СКО результата измерения:
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4.4. Коэффициенты формы закона распределения случайной величины и их оценки
Выборочная оценка третьего центрального момента характеризует асимметрию закона распределения результатов наблюдений, т.е. скошенность спадов
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Выборочная оценка четвертого центрального момента характеризует островершинность закона распределения результатов наблюдений, т.е. протяженность спадов
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Для удобства в статистике используются безразмерные коэффициенты асимметрии 
[image: image514.wmf]a

 и эксцесса 
[image: image515.wmf]e

, несмещенные оценки которых можно определить по формулам
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где 
[image: image517.wmf]*

3

m

 – несмещенная оценка третьего центрального момента (4.17)

,
       
[image: image518.wmf]3

m

 – выборочная оценка третьего центрального момента (4.24)

,

       
[image: image519.wmf]S

*

 – несмещенная оценка СКО результатов наблюдений (4.20)

,

       
[image: image520.wmf]S

  – выборочная оценка СКО результатов наблюдений (4.19)

,

        n  – объем выборки,
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где 
[image: image522.wmf]*
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m

 – несмещенная оценка четвертого центрального момента (4.18)

,

       
[image: image523.wmf]4

m

 – выборочная оценка четвертого центрального момента (4.25)

,

       
[image: image524.wmf]S

*

 – несмещенная оценка СКО результатов наблюдений (4.20)

,

       
[image: image525.wmf]S

  – выборочная оценка СКО результатов наблюдений (4.19)

,

        n  – объем выборки,

Если 
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 то это означает, что большинство значений случайной величины превосходит среднее значение, а если 
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, то больше данных с меньшими значениями, чем среднее.

Если 
[image: image528.wmf]0
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, то данные более равномерно распределены по всей области значений, если 
[image: image529.wmf]0
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>

, то данные сконцентрированы около центра распределения.

4.5. Устранение грубых ошибок прямых многократных измерений
Результаты проведенных экспериментов или испытаний иногда существенно отличаются от наблюдаемых средних значений. Необходимо быть уверенным, что эти результаты не являются грубым промахом, ошибкой при фиксировании наблюдаемой величины, результатом неконтролируемых условий измерений или неисправности.

4.5.1. Исключение промахов проверкой статистических гипотез

Для исключения грубых погрешностей при известном законе распределения результатов наблюдений применяют аппарат  проверки статистических гипотез.

Выдвигают нулевую гипотезу: подозрительное значение принадлежит данной группе измерений. Если нулевая гипотеза принимается, то это значение не является промахом, а если нулевая гипотеза отвергается, то это значение исключается из вариационного ряда.

Выборка может содержать несколько грубых погрешностей и их исключение производят последовательно, по одному.

Формальным критерием аномальности результата наблюдений (а, следовательно,  и  основанием  для  принятия  конкурирующей  гипотезы: подозрительный результат не принадлежит данной группе измерений) служит граница, отнесенная от центра распределения на величину  
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где 
[image: image532.wmf]i

под

x

 –  подозрительный результат  наблюдения,  проверяемый  на  наличие  грубой погрешности, 

        t  – коэффициент,  зависящий  от  вида  и  закона  распределения, объема выборки, уровня значимости,

       
[image: image533.wmf]X

*

 – оценка результата измерения,

       
[image: image534.wmf]S

*

 – несмещенная оценка стандартного отклонения результатов наблюдений.

Проверку следует выполнять сразу по нескольким критериям (рекомендуется использовать не меньше трех). Окончательное заключение о принадлежности подозрительных результатов рассматриваемой совокупности наблюдений следует делать по большинству критериев. 

После исключения промахов операции по определению оценок центра распределения и СКО результатов наблюдений и измерения необходимо повторить.

Рассмотрим критерии для случая, когда результаты наблюдений распределены по нормальному закону.

Критерий Романовского

Конкурирующая гипотеза о наличии грубых погрешностей в подозрительных результатах принимается с заданной доверительной вероятностью 
[image: image535.wmf]p

, если выполняется неравенство
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где  
[image: image537.wmf]ïîä

x

– “подозрительное” значение результата наблюдения,

       
[image: image538.wmf]Х

*

-

 – оценка результата измерения, вычисленная без учета всех подозрительных результатов наблюдений,

       
[image: image539.wmf]S
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-

 – несмещенная оценка СКО результатов наблюдений, вычисленная без учета всех подозрительных результатов наблюдений,

        
[image: image540.wmf]()
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 – квантиль распределения Стьюдента при заданной доверительной вероятности 
[image: image541.wmf]p

 с числом степеней свободы 
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[image: image543.wmf]n

 – объем выборки, 
[image: image544.wmf]ïîä
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 – число подозрительных результатов наблюдений). Значение 
[image: image545.wmf]()
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 может быть вычислено по формулам (3.13)

.(3.12)

 или 
Правило “трех сигм” и критерий Райта
Критерий “правило трех сигм” является одним из простейших для проверки результатов, подчиняющихся нормальному закону распределения.  

Сущность правила трех сигм: если случайная величина распределена нормально, то абсолютная величина ее отклонения от математического ожидания не превосходит утроенного СКО (с вероятностью 0.997).
На практике правило трех сигм применяют так: если распределение изучаемой случайной величины неизвестно, но условие, указанное в приведенном правиле, выполняется, то есть основания предполагать, что изучаемая величина распределена нормально; в противном случае она не распределена нормально. С этой целью для выборки (включая подозрительный результат) вычисляется центр распределения 
[image: image546.wmf]X

*

 и несмещенная оценка СКО 
[image: image547.wmf]S
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 результата наблюдений. Результат, который удовлетворяет условию
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считается имеющим грубую погрешность и исключаются.

Этому критерию аналогичен критерий Райта, основанный на том, что если остаточная погрешность больше четырех сигм (оценок СКО), то этот результат измерения является грубой погрешностью и должен быть исключен при дальнейшей обработке. 

Оба критерия надежны при количестве наблюдений 
[image: image549.wmf]20

n

³

.

Критерий вариационного размаха

Определяется размах вариационного ряда результатов наблюдений
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где 
[image: image551.wmf]n

x

 и 
[image: image552.wmf]1

x

 – крайние значения вариационного ряда.

Производится проверка подозрительного результата 
[image: image553.wmf]ïîä
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, используя неравенство
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где 
[image: image555.wmf]X

*

 – результат измерения, вычисленный без учета подозрительного результата,

       z – критериальное значение, зависящее от объема выборки

	n
	10-11
	12-15
	16-22
	23-25
	26-63
	64-150

	z
	1.3
	1.2
	1.1
	1.0
	0.9
	0.8


Нулевую гипотезу (об отсутствии грубой погрешности) принимают, если неравенство 
(4.32)

 выполняется. Если  GOTOBUTTON ZEqnNum264335  \* MERGEFORMAT  не удовлетворяет условию (4.32)

, то этот результат исключают из результатов наблюдений.

Критерий Шовене

Вычисляются оценки результата измерения 
[image: image557.wmf]X

*

 и СКО результатов наблюдений 
[image: image558.wmf]S
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 для всей выборки, по которым определяется коэффициент
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Вычисляется вероятность появления подозрительного результата 
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, т.е. вероятность выхода результата за квантиль 
[image: image561.wmf]z
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 по формуле
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где 
[image: image563.wmf]()

z

F

 – функция Лапласа.


Учитывая соотношение (3.2)

, эту же вероятность можно определить по формуле
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где 
[image: image565.wmf]()

Fz

 – интегральная функция стандартного нормального распределения, значение которой определяется с помощью аппроксимации (3.5)

.

Вычисляется количество ожидаемых результатов, у которых по крайней мере такая же погрешность, как и у подозрительного результата
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где 
[image: image567.wmf]n

 – объем выборки.

Гипотеза о наличии грубой погрешности принимается, если выполняется условие:
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	Пример

Определить, является ли при уровне значимости 0.05 значение 3.5 грубой погрешностью 
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Решение:

Объем выборки 
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Для графического определения вида закона распределения построим гистограмму. При построении разбиение на интервалы осуществляем таким образом, чтобы наблюдаемые значения оказались серединами интервалов, тогда значения эмпирической функции распределения (по формуле (2.9)
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По виду гистограммы предположительно идентифицируем опытное распределение как нормальное. Для нормального распределения:
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Вычислим удаленность подозрительного результата от центра распределения: 


[image: image582.wmf]3.503.4520.048
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Проверка по критерию «3σ»:

Определим границу погрешности 
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Поскольку 
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то можно сделать вывод, что грубой погрешности нет.

Проверка по критерию Шовене:

Вычисляем по формуле (4.33)

 коэффициент  z
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По формуле (3.5)

 определяем значение интегральной функции стандартного нормального распределения


[image: image586.wmf]2.34

2.5261.5774

(2.526)10.852exp0.99423

2.0637

F

ìü

+

ïï

æö

=-×-=

íý

ç÷

èø

ïï

îþ

.

По формуле 
(4.35)

 определяем вероятность выхода результата за квантиль  GOTOBUTTON ZEqnNum887864  \* MERGEFORMAT 
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Наличие грубой погрешности подтверждается, поскольку
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Проверка по критерию Романовского:

Определяем характеристики распределения без учета подозрительного результата
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Определяем число степеней свободы
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Определяем доверительную вероятность 
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Квантиль распределения Стьюдента 
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 вычисляем по формуле (3.13)
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где 
[image: image596.wmf]0.95
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 – p-квантиль стандартного нормального распределения, значение которого, в свою очередь, вычислим по формуле (3.7)
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тогда 
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Наличие грубой погрешности подтверждается, т. к.:
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Вывод: Поскольку большинство критериев (2 из 3-х рассматриваемых) показали наличие грубой погрешности, то результат наблюдения необходимо исключить из экспериментальных данных.


4.5.2. Исключение промахов универсальным методом

В случае ограниченного числа наблюдений и (или) сложности оценки параметров  закона  распределения  рекомендуется исключать  грубые погрешности, используя приближенные коэффициенты вида распределения. При этом исключаются значения, выходящие за интервал 
[image: image600.wmf](
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), границы которого определяются выражением:
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 MACROBUTTON MTPlaceRef \* MERGEFORMAT (4.38)

где n – объем выборки,

      
[image: image605.wmf]X

*

 – оценка результата измерения,

      
[image: image606.wmf]S

*

– несмещенная оценка СКО результатов наблюдений,

      
[image: image607.wmf]e

*

 – несмещенная оценка эксцесса закона распределения результатов наблюдений, определяемая выражением (4.27)

.

Следует отметить, что универсальный критерий имеет заведомо меньшую мощность, чем статистические критерии.

4.6. Исключение переменной составляющей систематической погрешности

Наиболее часто встречающийся вид систематической погрешности – это прогрессирующая (дрейфовая) погрешность, которая может быть выявлена весьма сложными методами дисперсионного анализа. Однако для решения инженерных задач достаточно применить графический метод:

1. По оси ординат на график наносят результаты наблюдений, а по оси абсцисс – моменты времени его получения (или порядковый номер результата при равномерном во времени их получении). Для наглядности точки соединяют последовательно прямыми линиями (получают ломанную кривую).

2. Выполняют аппроксимацию линейной функцией 
[image: image608.wmf]()
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, которая выражает тенденцию изменения результата измерения (если она видна) или констатируют, что такая тенденция не наблюдается, и тогда считают переменную систематическую погрешность практически отсутствующей (несущественной).

3. В случае обнаружения переменной систематической погрешности, по аппроксимирующей прямой определяется  разность



[image: image609.wmf]()(1)
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 MACROBUTTON MTPlaceRef \* MERGEFORMAT (4.39)

где 
[image: image610.wmf](1),()

yyn

 – значения аппроксимирующей функции, соответствующие  первому и последнему результатам наблюдений.

4. Для каждого результата наблюдения определяется величина систематической погрешности
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 MACROBUTTON MTPlaceRef \* MERGEFORMAT (4.40)

где 
[image: image612.wmf]i

 – номер результата наблюдений,

      
[image: image613.wmf]n

 – объем выборки.

5. Значения 
[image: image614.wmf]i

d

 округляются до той же точности, в какой представлены результаты наблюдения.

6. В результаты наблюдений 
[image: image615.wmf]i
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 вносятся поправки на величину соответствующей систематической погрешности 
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 MACROBUTTON MTPlaceRef \* MERGEFORMAT (4.41)

7. Внеся исправления, получают новую последовательность результатов, подлежащую дальнейшей статистической обработке.

	Пример

Выполнить обработку результатов по исключению переменной систематической погрешности.  
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Решение:

Если приведенные результаты представить графически, как описано выше, то можно увидеть на графике прогрессирующую, линейно возрастающую по модулю погрешность (на рисунке под номером 1 изображена исходная выборка 
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 ,под номером 2 – исправленная выборка 
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Определяем 
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тогда значения систематической погрешности
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Результаты вычисления погрешностей, округления (до сотых – точность представления значений результатов наблюдений) и внесения поправок представлены в таблице
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4.7. Определение вида закона распределения результатов наблюдений

В качестве функции плотности распределения вероятностей результатов наблюдений следует принимать закон, близкий к нормальному, при соблюдении следующего условия: имеются основания полагать, что статистическая функция плотности распределения – функция симметричная, одномодальная, отличная от нуля на конечном интервале значений аргумента, и другая информация о плотности распределения отсутствует. Это можно определить по виду гистограммы или методом моентов.

В тех случаях, когда нет основания полагать, что указанное условие выполняется, следует принимать какую-либо другую аппроксимацию функции плотности распределения вероятностей выборки.

4.7.1. Определение вида закона распределения методом моментов

Для идентификации закона распределения используются центральные моменты 2-ого, 3-его и 4-ого порядков, по значениям которых вычисляются коэффициенты формы закона распределения результатов наблюдений: несмещенные оценки коэффициентов асимметрии 
[image: image625.wmf]a

*

 и эксцесса 
[image: image626.wmf]e

*

 (см. пп.4.3–4.4.).
Эти коэффициенты должны быть малы, если распределение нормальное. О малости коэффициентов асимметрии и эксцесса судят по сравнению этих коэффициентов с оценками их стандартных отклонений
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 MACROBUTTON MTPlaceRef \* MERGEFORMAT (4.42)
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 MACROBUTTON MTPlaceRef \* MERGEFORMAT (4.43)

где n – количество наблюдений (объем выборки).


Закон распределения нормальный, если одновременно выполняются условия
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 MACROBUTTON MTPlaceRef \* MERGEFORMAT (4.44)

Если хотя бы одно из условий (4.44)

 не выполняется, то закон распределения отличен от нормального и идентификацию закона распределения можно провести по сравнению оценок коэффициентов эксцесса и асимметрии с их теоретическими значениями.

	Пример

Проверить методом моментов принадлежность выборки объемом n=40 (из примера п.2.2.) к нормальному закону распределения.
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Решение:

В примере п.2.2. было получено интервальное распределение выборки
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Определим координату центра распределения выборки 
[image: image630.wmf]X
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. Если выборка распределена по нормальному закону, то оценкой центра распределения является выборочное среднее арифметическое, которое для интервального распределения вычисляется по формуле (4.3)
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Оценку стандартного отклонения выборки вычислим по формуле (4.21)



[image: image633.wmf](

)

7

2

1

1

ii

i

SmxX

n

*

=

=×-=

å



[image: image634.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

2222

222

135.78662.663343.35762.663550.92862.6639

58.49962.663

1

40

1160.0762.663873.64162.663381.21262.663

éù

×-+×-+×-+×-+

êú

=×=

êú

+×-+×-+×-

ëû



[image: image635.wmf]10.965
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Определим выборочные центральные моменты 3-его и 4-ого порядков по формуле (4.15)
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[image: image641.wmf]37723.407
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Вычислим несмещенную оценку коэффициента асимметрии по формуле (4.26)
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Вычислим несмещенную оценку коэффициента эксцесса по формуле (4.27)
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Вычислим оценку стандартного отклонения коэффициента асимметрии по формуле (4.42)
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Вычислим оценку стандартного отклонения коэффициента эксцесса по формуле (4.43)
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Поскольку условие (4.44)
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выполняется, то есть основания полагать, что выборка принадлежит к нормальному закону распределения.



4.7.2. Критерии принадлежности результатов наблюдений к нормальному закону распределения
Критерии для проверки статистических гипотез о принадлежности выборки к конкретным законам распределения называются критериями согласия. Рассмотрим критерии согласия для нормального закона распределения. В метрологической практике используются, в основном, критерий Пирсона и критерий Шапиро-Уилка. 

Критерий Пирсона

Критерий 
[image: image647.wmf]2
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 Пирсона эффективен при большом объеме выборки (условно 
[image: image648.wmf]50

n

>

). 

Идея критерия состоит в контроле отклонений гистограммы экспериментальных данных от гистограммы с таким же числом интервалов, построенной на основе нормального распределения.


Для использования критерия необходимо, чтобы в каждый интервал статистического распределения попадало не меньше 5 значений. В случае, если это не так, следует объединить несколько расположенных рядом интервалов в один. 


Алгоритм проверки гипотезы по критерию Пирсона:

1. Выдвигается нулевая гипотеза: “генеральная совокупность распределена нормально”. Выбирается значение доверительной вероятности 
[image: image649.wmf]p

.

2. Рассчитывается для каждого интервала параметр
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 MACROBUTTON MTPlaceRef \* MERGEFORMAT (4.45)

где 
[image: image651.wmf]0
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 – середина соответствующего интервала, 

      
[image: image652.wmf]S

*

 – несмещенная оценка СКО результатов наблюдений, 

      
[image: image653.wmf]X

– выборочное среднее арифметическое.

3. По значению 
[image: image654.wmf]i

z

 определяется значение дифференциальной функции стандартного нормального распределения 
[image: image655.wmf]()
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fz

 (по формуле (3.1)

) – вероятность попадания значений в интервал в случае, если распределение нормальное.

4.  Вычисляются теоретические частоты попадания значений выборки в i-й интервал
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 MACROBUTTON MTPlaceRef \* MERGEFORMAT (4.46)

где 
[image: image657.wmf]h

 – длина интервала,

       
[image: image658.wmf]n

– объем выборки,

      
[image: image659.wmf]S

*

 – несмещенная оценка стандартного отклонения результатов наблюдений.

5. В качестве наблюдаемого значения критерия проверки нулевой гипотезы (“генеральная совокупность распределена нормально”) принимается случайная величина, определяемая по формуле
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 MACROBUTTON MTPlaceRef \* MERGEFORMAT (4.47)

где 
[image: image661.wmf]i

m

– эмпирические частоты (частота попадания значений в i-й интервал),

       
[image: image662.wmf]i

m

¢

 – теоретические частоты, вычисленные в предположении нормально-распределенной генеральной совокупности,

        k – количество интервалов.

6. Вычисляется число степеней свободы



[image: image663.wmf]1
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 MACROBUTTON MTPlaceRef \* MERGEFORMAT (4.48)

где    k – количество интервалов,  

         l – количество параметров предполагаемого распределения, которые оценены по данным выборки. В случае нормального распределения 
[image: image664.wmf]2
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(математическое ожидание и среднеквадратическое отклонение), тогда   
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 MACROBUTTON MTPlaceRef \* MERGEFORMAT (4.49)

7. При заданном значении доверительной вероятности 
[image: image666.wmf]p

 по формуле 
(3.11)

 определяется квантиль распределения Пирсона (3.10)

 или  GOTOBUTTON ZEqnNum647358  \* MERGEFORMAT , значение которого является критическим значением критерия. 
8. Нулевая гипотеза принимается с заданной вероятностью, если
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	Пример

Проверить по критерию Пирсона принадлежность выборки объемом n=40 (из примера п.2.2.) к нормальному закону распределения при доверительной вероятности p=0.95.
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Решение:

В примере п.2.2. было получено интервальное распределение выборки
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Объединим первые 3 и последние 2 интервала так, чтобы в каждый интервал попадало не менее 5 элементов выборки, и рассчитаем центры объединенных интервалов как полусумму координат их границ
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Все результаты расчетов будем сводить в таблицу
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Рассчитаем ширину интервалов 
[image: image679.wmf]1

iii

hxx

+

=-

 и занесем эти значения в 4-й столбец таблицы.
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В предыдущем примере (п.4.7.1.) были вычислены значения 
[image: image684.wmf]62.663
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 и 
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Вычислим несмещенную оценку выборочного СКО 
[image: image686.wmf]S

*

, основываясь на соотношении (4.16)
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Рассчитаем для каждого интервала параметр 
[image: image688.wmf]i

z

 по формуле (4.45)

 и занесем эти значения в 5-й столбец таблицы.
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Рассчитаем значения дифференциальной функции стандартного нормального распределения 
[image: image693.wmf]()
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 для каждого интервала по формуле (3.1)

 и занесем результаты в 6-ой столбец таблицы
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Рассчитаем теоретические частоты 
[image: image698.wmf]i

m

¢

 для каждого интервала по формуле (4.46)

 и занесем результаты в 7-ой столбец таблицы
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В последнем 8-ом столбце запишем результаты расчета по формуле 
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Просуммировав значения в последнем столбце, получим наблюдаемое значение критерия
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Определим число степеней свободы 
[image: image709.wmf]r

 по формуле (4.49)



[image: image710.wmf]3431

rk

=-=-=

.

Рассчитаем квантиль 
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 распределения Пирсона по формуле (3.10)
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где 
[image: image713.wmf],,

iii

abc

 - константы, значения которых даны в п.3.2.,


[image: image714.wmf]0.95
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 - квантиль стандартного нормального распределения, который, в свою очередь, вычислим по формуле (3.7)
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тогда
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Нулевая гипотеза о принадлежности выборки к нормальному закону принимается с вероятностью 0.95, поскольку
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Критерий Шапиро-Уилка


Критерий 
[image: image718.wmf]W

 Шапиро-Уилка является наиболее эффективным критерием проверки гипотезы о принадлежности выборки к нормальному закону распределения. Следует отметить, что критерий работает одинаково эффективно и при малых и при больших объемах выборки. Критерий можно применять при объеме выборки 
[image: image719.wmf]3
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.


Алгоритм проверки гипотезы по критерию Шапиро-Уилка:

1. Выдвигается нулевая гипотеза: “генеральная совокупность распределена нормально”. Выбирается значение доверительной вероятности 
[image: image720.wmf]p

.

2. Вычисляется коэффициент
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 MACROBUTTON MTPlaceRef \* MERGEFORMAT (4.51)

где  
[image: image722.wmf]i

x

 – результаты наблюдений.

       
[image: image723.wmf]X

– среднее арифметическое выборки.

3. Вычисляется коэффициент
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 MACROBUTTON MTPlaceRef \* MERGEFORMAT (4.52)

4. Вычисляется наблюдаемое значение критерия 
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 MACROBUTTON MTPlaceRef \* MERGEFORMAT (4.53)

где 
[image: image726.wmf]1
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 – константы, для значений которых существуют таблицы,
      
[image: image727.wmf]i

x

 – элементы выборки, представленной в виде ранжированного ряда.

Для автоматизации применения W-критерия можно использовать аппроксимацию коэффициентов  
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 (метод Шапиро-Франчиа)
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 MACROBUTTON MTPlaceRef \* MERGEFORMAT (4.54)

где  
[image: image730.wmf]c
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 – квантиль стандартного нормального распределения при 
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5. При выбранном значении доверительной вероятности 
[image: image732.wmf]p

 определяется критическое значение критерия 
[image: image733.wmf]кр

W

 из таблицы (см. таблицу на стр. 56) для известного объема выборки 
[image: image734.wmf]n

.

6. Нулевая гипотеза о нормальности закона распределения выборки принимается при заданной доверительной вероятности, если
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Для наиболее распространенного в технических измерениях значения доверительной вероятности 
[image: image736.wmf]0.95
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 можно применять модификацию  
[image: image737.wmf]W

- критерия, позволяющую обойтись без таблиц критических значений.

Наблюдаемое значение критерия при этом можно определить по формуле
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 MACROBUTTON MTPlaceRef \* MERGEFORMAT (4.56)

где 
[image: image739.wmf]s

– коэффициент, вычисляемый по формуле (4.51)

,
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[image: image741.wmf]k

– коэффициент, вычисляемый по формуле (4.52)
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– объем выборки.

Нулевая гипотеза отвергается при выполнении условия
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	Пример

Проверить по критерию Шапиро-Уилка принадлежность выборки объемом n=40 (из примера п.2.2.) к нормальному закону распределения при доверительной вероятности p=0.95.
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Поскольку доверительная вероятность 
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Расположим выборку экспериментальных данных в ранжированный ряд
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То есть
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и наблюдаемое значение критерия (по формуле (4.56)
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Поскольку 
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 можно утверждать, что исследуемая выборка распределена по нормальному закону.


4.8. Интервальная оценка результата измерения

4.8.1. Определение доверительного интервала результата измерения

Из-за конечного объёма  выборки,  наличия неисключенных составляющих погрешностей и различных законов их распределения, результат измерения имеет неопределенность, которая описывается интервальной оценкой результата измерения.
Под интервальной оценкой результата измерения понимается интервал, который с заданной доверительной вероятностью содержит истинное значение измеряемой величины (см. п.2.4.). 


Доверительные границы результата измерения устанавливаются погрешностью результата измерения 
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. Границы, зависящие от выбранной доверительной вероятности, могут быть заданы как  симметричными, так и несимметричными. Чаще используются симметричные границы
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Это означает, что с принятой доверительной вероятностью 
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 истинное значение измеренной величины лежит в доверительном интервале
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где 
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 – оценка результата измерения.


При этом, согласно соотношению (2.19)

, границы интервала рассчитываются, исходя из условия
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где 
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 – принятая доверительная вероятность (надежность).


Доверительная вероятность обычно принимается исходя из следующих соображений:

· При  выполнении  технических  измерений,  а  также  при  контроле параметров  технологического  процесса принимают  доверительную вероятность 
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· При  невозможности  повторного  измерения,  доверительную вероятность  допускается принимать равной 
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· В особых случаях, когда результаты  измерения  имеют  большое  значение  для  здоровья  людей, допускается  принимать более высокую доверительную вероятность.


За погрешность результата измерения 
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 может быть принята: 

· только случайная составляющая погрешности, 

· только систематическая составляющая погрешности, 

· композиция  случайной  и  систематической  составляющих погрешностей.

В случае отсутствия в результатах наблюдений систематических погрешностей или при условии, что отношение неисключенной систематической  погрешности  
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 к  оценке 
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 СКО  результата  измерения соответствует условию
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то за погрешность результата измерения 
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 принимается случайная составляющая погрешности 
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В случае выполнения условия
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за погрешность результата измерения 
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 принимается систематическая погрешность 
[image: image865.wmf]сист

D




[image: image866.wmf]ñèñò

D=D

.
 MACROBUTTON MTPlaceRef \* MERGEFORMAT (4.64)


Если же отношение лежит в интервале 
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то погрешность результата измерения представляет собой композицию случайной 
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 и систематической 
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 погрешности
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где 
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– коэффициент,  зависящий  от  соотношения 
[image: image872.wmf]ñèñò

x

S

*

D

 и доверительной вероятности
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Для промежуточных значений 
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 следует провести интерполяцию.

4.8.2. Определение границ случайной погрешности

Граница случайной погрешности определяется по формуле
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где 
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 – стандартное отклонение результата измерений,

       
[image: image881.wmf]t

 – коэффициент, зависящий от объема выборки, принятой доверительной вероятности и закона распределения.

1. Для нормального закона распределения
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где 
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 – квантиль распределения Стьюдента, определяемый по формуле (3.13)
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 – принятая доверительная вероятность.


Поскольку выбор доверительной вероятности при расчете границ доверительного интервала носит произвольный характер, то на практике часто применяется правило трех сигм. При этом  
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 определяется по объему выборки 
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2. Для распределения Лапласа (с эксцессом 
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), равномерного (
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) и трапецеидального (
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) распределений при доверительной вероятности 
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где 
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 – заданная доверительная вероятность.

3. Для  кругловершинных  двумодальных  распределений  с  эксцессом 
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 при доверительной вероятности 
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где 
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 – заданная доверительная вероятность.

4. Для  островершинных  двумодальных  распределений  с  эксцессом 
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 при доверительной вероятности 
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где
[image: image905.wmf]p

 – заданная доверительная вероятность.

4.8.3. Определение границ неисключенной систематической погрешности

За неисключенную систематическую погрешность принимают  составляющую  погрешности результата измерений, обусловленную погрешностями вычисления и введения поправок на влияние систематических погрешностей или  систематической погрешностью, поправка, на действие которой не введена  вследствие ее малости. Неисключенная систематическая погрешность рассматривается как квазислучайная с равномерным законом распределения.

Граница  неисключенной  систематической погрешности  вычисляются  путем  построения  композиций  неисключенных погрешностей  средств  измерений,  погрешности метода измерения и  погрешностей,  вызванных другими  факторами (условия  измерения,  перекалибровка  и  т.д.).

Граница неисключенной систематической погрешности измерения при числе составляющих её погрешностей  
[image: image906.wmf]3
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где 
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 – составляющие систематической погрешности.

Граница неисключенной систематической погрешности измерения при числе составляющих её погрешностей   
[image: image909.wmf]4
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где 
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 – составляющие систематической погрешности,
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 – коэффициент  зависимости  отдельных  неисключенных систематических погрешностей от выбранной доверительной вероятности 
[image: image913.wmf]p

 при их равномерном  распределении
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	Пример

Определить при доверительной вероятности p=0.95 доверительный интервал для   результата измерения некоторого параметра X*=234.2 ед., если результаты наблюдений распределены по равномерному закону (эксцесс ε= –1.2). Оценка СКО случайной  погрешности S*x = 2.7 ед. За неисключенную систематическую погрешность принимается  погрешность преобразователя θ1= ±5.4 ед., погрешность блока усиления θ2= ±4.5 ед. и погрешность  блока индикации θ3= ±3.6 ед.  

Решение:

Определим границу неисключенной систематической погрешности по формуле (4.72)
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Определим отношение  суммарной  неисключенной  систематической погрешности к оценке СКО результата измерения
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Так как это отношение принадлежит интервалу 
[image: image916.wmf][
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, то граница доверительного интервала (погрешность результата измерения) определяется по формуле (4.66)
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 при заданной доверительной вероятности 
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Определим границу случайной погрешности.

Так как закон распределения результатов наблюдений равномерный (с эксцессом 
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), то по формуле (4.69)
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тогда по формуле (4.67)
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В итоге получим границу погрешности измерения
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Получаем результат измерения 
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5. ПРАВИЛА ОКРУГЛЕНИЯ РЕЗУЛЬТАТОВ ИЗМЕРЕНИЙ

Значащие цифры числа – это все цифры от первой слева, не равной нулю, до последней записанной справа цифры. При этом нули в множителе 10 не учитываются.

	Пример

Приближенное число 0.38 имеет 2 значащих цифры, 0.308 – три, 0.3080  –  четыре, 0.00308 –  три. Значащими цифрами являются подчёркнутые цифры.


В приближенном числе различают верные и сомнительные цифры. Верные цифры приближенного числа определяют по его абсолютной погрешности. Абсолютная погрешность округленного числа определяется по формуле
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где 
[image: image928.wmf]ист

a

 –  истинное значени числа,

      
[image: image929.wmf]округл

a

–  округленное значение числа.

Принято считать:

· если отличная от нуля первая (слева) цифра абсолютной погрешности равна или меньше 5, то все цифры приближенного числа, расположенные левее, будут верными;

· если эта цифра абсолютной погрешности больше 5, то последняя цифра числа будет сомнительной.

В окончательной записи погрешность измерения принято выражать числом с одним или двумя значащими цифрами. Две значащие цифры приводят в случае выполнения точных измерений.

Правила округления рассчитанного значения погрешности и полученного результата измерений:

1. Погрешность результата измерения указывается двумя значащими цифрами, если первая из них равна 1 и 2, и одной, – если первая цифра равна 3 или более;

2. Результат измерения округляется до того же десятичного знака, которым оканчивается округленное значение абсолютной погрешности. Если десятичная дробь в числовом значении результата измерений оканчивается нулями, то нули отбрасываются до того разряда, который соответствует разряду числового значения погрешности;

3. Если цифра старшего из отбрасываемых разрядов меньше 5, то остающиеся цифры в числе не изменяют. Если эта цифра равна или больше 5, то последнюю оставляемую цифру увеличивают на единицу. Лишние цифры в целых числах заменяют нулями, а в десятичных дробях отбрасывают. 

	Пример

Числовое значение результата измерения составляет 25.458. При погрешности результата, выраженной пределами ±0.02 результат округления будет иметь вид 25.46. Если пределы погрешности ± 0.002, то числовое значение результата сохраняется полностью.

Числовое значение результата измерений 105553 получено с погрешностью ±0.0005. В нем сохраняются четыре значащие цифры и округление даст число 105600. Если числовое значение результата 105.553, то при тех же условиях округление дает число 105.6.

Число 6783.6 округляют до 6784, число 5499.7 – до 5500, число 12.34501 – до 12.35.


4. Если отбрасываемая цифра равна пяти, а следующие за ней цифры неизвестны (отсутствуют) или нули, то последнюю сохраняемую цифру числа не изменяют, если она четная, и увеличивают на единицу, если она нечетная. 

	Пример

Число 105.5 при сохранении трех значащих цифр округляют до 106. 

Число 1234.50 округляют до 1234.

Число 5465.50 – до 5466.

число 43210.500 – до 43210.


5. Округление производится лишь в окончательном ответе, а все предварительные вычисления проводят с одним-двумя лишними знаками (или числом разрядов, которые удается получить).

6. ОБРАБОТКА РЕЗУЛЬТАТОВ ПРЯМЫХ ОДНОКРАТНЫХ ИЗМЕРЕНИЙ

Прямые однократные измерения имеют наибольшее распространение в измерительной технике, быту, медицинской практике проведения биохимических анализов с целью постановки предварительного диагноза и во всех случаях, где  однократное измерение может дать представление об измеряемой величине.

Однократные измерения применимы в том случае, если стандартное отклонение результатов  наблюдений, выполненных в одинаковых близко к нулю.  Тогда результаты отдельных наблюдений практически совпадают и, следовательно, среднее арифметическое значение результатов наблюдений и его математическое ожидание практически равны между  собой.  Это означает, что случайная  погрешность пренебрежительно мала и нет необходимости в выполнении повторных наблюдений. 

За результат однократного измерения принимается значение величины, полученное  при  измерении после  исключения  систематической погрешности. Отличие результата измерения от наблюдения состоит в том, что последний  содержит  в  себе  погрешности (как  систематические, так и случайные), отсутствуют  доверительные границы в  пределах  которых следует  ожидать  нахождение  истинного (действительного)  значения случайной величины. 

Оценка  погрешности  результата  вычисляется  предварительно  по известным  оценкам  составляющих  погрешности.  Все  составляющие рассматриваются как случайные величины, каждая из которых подчиняется своим законам  распределения. Суммарная погрешность результата измерения имеет  распределение, представляющее собой композицию из  составляющих распределений.  Аналитическое  решение  такой  задачи  трудоемко  и становится практически неразрешимой уже для 3-4 составляющих. Поэтому для  оценки  погрешности  однократного  прямого  измерения  пользуются приближенными  методами,  т. е  речь  идет  о  приближенном  оценивании погрешности результата.


Чтобы оценить суммарную погрешность результата, необходимо провести  тщательный предварительный анализ всех влияющих факторов (погрешности средств и методов измерения, субъективная погрешность и др.). По своему проявлению они могут быть отнесены к неисключенным систематическим и случайным погрешностям.


Суммирование систематических погрешностей


Неисключенные систематические погрешности, если их доверительные границы 
[image: image930.wmf]i
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 заданы разными доверительными вероятностями 
[image: image931.wmf]i
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, суммируются без учета знака по  формуле
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где 
[image: image933.wmf]m

 – количество систематических погрешностей,

       
[image: image934.wmf]i
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 –  коэффициент зависящий от значения доверительной вероятности 
[image: image935.wmf]i

p

,

       
[image: image936.wmf]b

 –  коэффициент зависящий от значения доверительной вероятности результата измерения.


Коэффициенты 
[image: image937.wmf]b

 и 
[image: image938.wmf]i
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 могут принимать следующие значения 
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Если неисключенные систематические погрешности определены при одинаковой доверительной вероятности, то формула суммирования имеет вид 
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Суммирование случайных погрешностей

Если случайные составляющие погрешности заданы доверительными границами 
[image: image940.wmf]i

D

, полученными с разными доверительными вероятностями 
[image: image941.wmf]i

p

,  то  случайная погрешность прямого измерения определяется по формуле
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где  
[image: image943.wmf]m

 – количество случайных погрешностей,

       
[image: image944.wmf]/2
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 – верхний квантиль функции Лапласа, соответствующий доверительной вероятности 
[image: image945.wmf]i

p

,
       
[image: image946.wmf]/2

p

z

 – верхний квантиль функции Лапласа, соответствующий доверительной вероятности результата измерения.

Значения квантилей функции Лапласа определяются по формуле (3.9)

.

Если случайные погрешности определены при одинаковой доверительной вероятности, то формула суммирования имеет вид 
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Если известны по предварительным исследованиям стандартные отклонения составляющих случайных погрешностей 
[image: image948.wmf]i

S

, то  доверительная граница суммарной случайной погрешности находится по формуле
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7. ОБРАБОТКА РЕЗУЛЬТАТОВ НЕРАВНОТОЧНЫХ ИЗМЕРЕНИЙ

· Понятие о неравноточных измерениях. Общий алгоритм обработки результатов неравноточных измерений.

· Проверка гипотезы о равенстве дисперсий.

· Проверка гипотезы о равенстве центров распределений.

· Определение точечных и интервальных оценок результата измерений.

7.1. Понятие о неравноточных измерениях. Общий алгоритм обработки результатов неравноточных измерений

Если в процессе проведения измерительного эксперимента могли  использоваться различное оборудование (средства измерений, испытаний, контроля и др.), измерения выполняли различные операторы, имела место калибровка оборудования, изменялись параметры окружающей среды (температура,  влажность,  загрязнение воздуха и т.д.), а также измерения выполнялись в разное время (большой интервал времени между измерениями) необходимо убедиться, что  полученные результаты являются результатами наблюдений одной и той же физической величины. В этом случае выборки называются сериями результатов наблюдений, а измерения – неравноточными измерениями физической величины.

Серии результатов наблюдений при измерениях называются однородными, если они состоят из значений, подчиняющихся одному и тому же закону распределения  вероятности.
Совместная обработка серий результатов наблюдений возможна при условии,  что  их  значения  однородны,  что  оценивается  с  использованием проверки статистических гипотез. 

Серии результатов наблюдений однородны, если их центры распределений 
[image: image950.wmf]..
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 являются оценками одного и того же значения измеряемой величины (т.е. координаты центра распределения должны быть равны), а оценки их дисперсий 
[image: image951.wmf]2
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  незначимо отличаются друг от друга. Если же эти условия не выполняются, то рассматривать такие серии наблюдений вместе нельзя. В этом случае говорят, что измерения не сходятся и не воспроизводятся. 
Общий алгоритм обработки результатов неравноточных измерений:

1. Если даны результаты по сериям наблюдений, то внутри серии проводятся расчеты по алгоритму обработки многократных измерений. Получают для каждой серии результаты измерения 
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[image: image953.wmf]xj

S

*

. 
2. Проверяют серии результатов наблюдений на однородность.

3. Если серии результатов наблюдений однородны, определяются точечные и интервальные оценки результата измерения. В противном случае делается вывод о несходимости и невоспроизводимости измерений.
7.2. Проверка гипотезы о равенстве дисперсий
Критерий Фишера

Если оценки дисперсий двух серий результатов измерений (
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 – соответствующие объемы выборок)
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то наблюдаемое значение критерия Фишера 
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Нулевая гипотеза о равенстве дисперсий принимается с заданной доверительной вероятностью р, если 
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 – квантили распределения Фишера со степенями свободы 
[image: image966.wmf]1

1

kn

=-

 и 
[image: image967.wmf]2

1

km

=-
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	Пример

Проверить гипотезу о равенстве дисперсий двух выборок (с нормальным законом распределения) при доверительной вероятности  р = 0.9
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Выборки имеют одинаковый объем 
[image: image968.wmf]10

nm

==

, значит степени свободы 
[image: image969.wmf]12

1019

kk

==-=

.

Координаты центров распределений
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Несмещенные оценки выборочных СКО 
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Наблюдаемое значение критерия Фишера
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Критические значение критерия Фишера были вычислены в примере п.3.4. 
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Таким образом, гипотеза о равенстве дисперсий принимается, поскольку
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Критерий Фишера очень чувствителен к отклонениям от нормальности распределений 
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. Для повышения устойчивости используется корректировка степеней свободы. Вместо 
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В случае если количество серий результатов наблюдений больше двух, то из всех оценок дисперсий выбирают две – с максимальным и минимальным значениями. Если окажется, что различие между ними незначимо, то тем более незначимо и различие между остальными дисперсиями. Недостатком критерия Фишера в этом случае является то, что информация об остальных сериях, кроме имеющих наибольшую и наименьшую дисперсии, не используется.   

Критерий Бартлетта

В отличие от критерия Фишера, критерий Бартлетта использует информацию о всех сериях. Его целесообразно применять при количестве серий 
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 серий результатов наблюдений с объемами выборок 
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Наблюдаемое значение критерия Бартлетта
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Нулевая гипотеза о равенстве (незначимом различии) дисперсий принимается с заданной доверительной вероятностью р, если наблюдаемое значение критерия не превосходит критического
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[image: image1000.wmf]p

. Значение квантили 
[image: image1001.wmf]2

()

p

k

c

 может быть найдено по формулам (3.11)

.
(3.10)

 или 
Константа 
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 всегда больше 1, поэтому если  
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 нет необходимости, что снижает объем вычислений.


Критерий Бартлетта, как и критерий Фишера, очень чувствителен к отклонениям от нормальности исследуемых выборок. При отклонениях закона распределения серий результатов наблюдений от нормального наблюдаемое значение критерия вычисляется по формуле
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 вычисляются по тем же формулам, что и в первом случае.


Критическое значение критерия Бартлетта в этом случае равно квантили распределения Фишера со степенями свободы 
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)



[image: image1016.wmf]12

(,)

êðp

BFkk

=

.
 MACROBUTTON MTPlaceRef \* MERGEFORMAT (7.9)

	Пример

Имеются 4 серии результатов наблюдений. Проверить гипотезу о равенстве дисперсий этих выборок с помощью критерия  Бартлетта при доверительной вероятности  р = 0.95
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Решение:

По условию задачи количество выборок 4, т.е. 
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Выборочные средние арифметические 
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Несмещенные оценки дисперсий
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Вычислим константы
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Вычислим критическое значение критерия Бартлетта при заданной доверительной вероятности 
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, воспользовавшись аппроксимацией Корниша-Фишера для р-квантиля распределения Пирсона (формула (3.11)
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Вычислим 
[image: image1032.wmf]0.95

c

yu

=

 - квантиль стандартного нормального распределения по формуле (3.7)
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и критическое значение критерия Бартлетта
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Поскольку 
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и гипотеза о равенстве дисперсий выборок принимается с вероятностью 
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Применим теперь уточненный критерий. Для этого рассчитаем
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Наблюдаемое значение критерия Бартлетта
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Критическое значение критерия Бартлетта вычислим с помощью аппроксимации Воглера-Нортона (формула (3.15)

)
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Вычислим константы
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Поскольку  
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Критерий Самиуддина

Критерий Самиуддина устойчив к отклонениям серий результатов наблюдений от нормального закона. Его мощность выше, чем у критерия Бартлетта. 

Пусть имеется 
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Наблюдаемое значение критерия вычисляется по формуле
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Нулевая гипотеза о равенстве дисперсий принимается с заданной доверительной вероятностью р, если
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 при заданной доверительной вероятности 
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. Значение квантили 
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 может быть найдено по формулам (3.11)

.
(3.10)

 или 
	Пример

Решить предыдущую задачу с помощью критерия Самиуддина.

Решение:

Из предыдущего примера имеем
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Вычислим константу 
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Наблюдаемое значение критерия Самиуддина
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Поскольку  
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то гипотеза о равенстве дисперсий также принимается с вероятностью 
[image: image1084.wmf]0.95
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7.3. Проверка гипотезы о равенстве центров распределений

Критерий Стьюдента 
Если для двух серий наблюдений Х и Y  (объемы выборок соответственно 
[image: image1085.wmf]n

 и 
[image: image1086.wmf]m

, закон распределения – нормальный) установлено, что дисперсии незначимо отличаются друг от друга, то гипотеза о равенстве центров распределений можно проверить по критерию Стьюдента.

Наблюдаемое значение критерия Стьюдента определяется по формуле
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 MACROBUTTON MTPlaceRef \* MERGEFORMAT (7.12)

где  
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Нулевая гипотеза о равенстве центров распределений принимается с заданной доверительной вероятностью р, если наблюдаемое значение критерия Стьюдента не больше критического
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где 
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 – квантиль распределения Стьюдента с числом степеней свободы 
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 при доверительной вероятности р (определяется по формулам (3.13)
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 или 
Если  же это условие не выполняется, то различие между средними признается значимым, то есть об измерениях говорят, что они не сходятся и не воспроизводятся. 

	Пример

Проверить гипотезу о равенстве центров распределений двух выборок (с нормальным законом распределения) при доверительной вероятности  р = 0.9
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Решение:

В примере п7.2. (для критерия Фишера) с помощью критерия Фишера установлено, что дисперсии выборок незначимо отличаются друг от друга, поэтому можно использовать критерий Стьюдента.

Из примера п7.2. (для критерия Фишера)  имеем

- координаты центров распределений 
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Наблюдаемое значение критерия Стьюдента по формуле (7.12)
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Критические значение критерия Стьюдента вычислим по формуле (3.13)

 (аппроксимация Морана)
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где число степеней свободы 


[image: image1106.wmf]21010218

knm

=+-=+-=

,

а 
[image: image1107.wmf]c

p

yu

=

 - квантиль стандартного нормального распределения при 
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Таким образом, гипотеза о равенстве центров распределений принимается, поскольку
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Вывод: Так как выборки 
[image: image1112.wmf]x

 и 
[image: image1113.wmf]y

имеют равные координаты центров распределений и незначимо различающиеся дисперсии, то они являются неравноточными результатами наблюдений одной и той же физической величины.


Дисперсионный критерий

Пусть есть 
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 выборок (
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Нужно проверить нулевую гипотезу о статистической неразличимости (равенстве) центров распределений этих выборок.

Наблюдаемое значение дисперсионного критерия рассчитывается по формуле
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– несмещенная оценка дисперсии, обусловленной рассеянием средних значений выборок 
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–  несмещенная оценка дисперсии  j-ой выборки, 


Нулевая гипотеза принимается с заданной доверительной вероятностью р, если наблюдаемое значение критерия не превосходит критического
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где 
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).


Дисперсионный критерий очень чувствителен к отклонениям выборок от нормального закона распределения. Для повышения устойчивости при расчете критического значения критерия используют коррекцию степеней свободы
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 MACROBUTTON MTPlaceRef \* MERGEFORMAT (7.16)

где  
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Если число степеней свободы 
[image: image1138.wmf]2
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, то можно упростить дисперсионный критерий (метод Романовского). В этом случае наблюдаемое значение критерия вычисляется по формуле
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Нулевая гипотеза принимается, если 



[image: image1144.wmf]3

íàáë

R

<

.
 MACROBUTTON MTPlaceRef \* MERGEFORMAT (7.18)

	Пример

Для выборок из примера на применение критерия Бартлетта проверить гипотезу о равенстве центров распределений этих выборок с помощью дисперсионного критерия при доверительной вероятности  р = 0.95
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Решение:

По условию задачи 
[image: image1145.wmf]5
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Из примера на применение критерия Бартлетта имеем

- выборочные средние арифметические 
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- несмещенные оценки дисперсий 
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Среднее значение всех выборок
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Вычислим оценки дисперсий 
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Тогда наблюдаемое значение дисперсионного критерия
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Вычислим критическое значение дисперсионного критерия 
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Степени свободы
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Значение квантиля распределения Фишера вычислим с помощью аппроксимации Воглера-Нортона (формула (3.15)
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Вычислим константы
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Так как 
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то с вероятностью 
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 можно утверждать, что центры распределений выборок равны.

Применим теперь метод повышения устойчивости критерия при отклонении выборок от нормального закона распределения (7.16)

. Для этого определим корректирующий множитель для числа степеней свободы
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Проведем промежуточные вычисления

- для 1-ой выборки 
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- для 2-ой выборки 
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- для 3-ей выборки 
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- для 4-ой выборки 
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тогда
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В итоге получаем корректирующий множитель


[image: image1189.wmf]21210.723

110.961

19201920(0.723)

c

d

c

-

=+×=+×=

---


и скорректированные степени свободы по формуле (7.16)
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Вычислим квантиль распределения Фишера с новыми степенями свободы


[image: image1192.wmf]1

22

0.0784

992.833

a

k

===

×

,  
[image: image1193.wmf]110.07840.9216

a

-=-=

,


[image: image1194.wmf]2

22

0.0145

9915.376

b

k

===

×

, 
[image: image1195.wmf]110.01450.9855

b

-=-=

,


[image: image1196.wmf]22

12

441.645

0.0031

81812.83315.376

d

c

kk

×

===

××

,

тогда


[image: image1197.wmf]3

22

22

0.92160.98551.6450.07840.98550.01450.921

60.0031

3.309

0.98550.01451.645

êð

D

éù

×+××+×-

==

êú

-×

êú

ëû

.

Так как 
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то с вероятностью 
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 можно утверждать, что центры распределений выборок равны.
Решим задачу методом Романовского
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Наблюдаемое значение критерия
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Так как наблюдаемое значение 
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7.4. Определение точечной и интервальной оценок результата измерений

При обработке результатов неравноточных измерений возникают 2 случая: когда известны СКО результатов измерений 
[image: image1204.wmf]xj
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 для каждой серии и когда неизвестны СКО, но известны объемы выборок для каждой серии 
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n

.
Серии наблюдений при неравноточных измерениях вносят различный вклад в общую оценку результата измерений. Величина вклада серии в итоговую оценку определяется весом серии. 

Если известны СКО серий 
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количество серий), то вес j-ой серии определяется по формуле
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где 
[image: image1210.wmf]xj
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 – СКО результата измерения для j-ой серии. 

Если СКО серий 
[image: image1211.wmf]j
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 неизвестны, но известны объемы 
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 выборок, то вес j-ой серии можно определить как
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где  
[image: image1214.wmf]j
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 – объем выборки  j-ой серии.

За оценку результата неравноточных измерений принимается средневзвешенное значение, которое определяется по формуле
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где 
[image: image1216.wmf]m

 – количество серий наблюдений,

      
[image: image1217.wmf]j

P

 – вес j-ой серии,
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– координата центра распределения j-ой серии.

Оценка СКО серий наблюдений определяется по формуле
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где 
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Оценка СКО результата неравноточных измерений (СКО средневзвешенного значения) 
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Доверительная граница случайной погрешности результата неравноточных измерений в случае симметричного доверительного интервала находится по формуле
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где 
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 – квантиль распределения Стьюдента с числом степеней свободы  
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 (определяется по формулам (3.13)
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(3.12)

 или 

Доверительная граница систематической погрешности определяется по формуле
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где 
[image: image1228.wmf]jñèñò
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 – граница неисключенной систематической погрешности для j-ой серии, которая определяется методами, описанными в п.4.8.3.,
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 – коэффициент  зависимости  отдельных  неисключенных систематических погрешностей от выбранной доверительной вероятности 
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Решение:

Из предыдущих примеров имеем

- выборочные средние арифметические 
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- несмещенные оценки дисперсий 
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Кроме того, было установлено, что выборки имеют статистически неразличимые дисперсии и равные центры распределений, следовательно они однородны и являются неравноточными сериями наблюдений одной и той же физической величины с вероятностью 
[image: image1239.wmf]0.95
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Вычислим квадраты СКО результатов измерений для каждой серии по формуле (4.23)
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)

(

)

2

2

4

4

21.2

4.24.

55

x

S

S

*

*

===


Вычислим веса для каждой серии по формуле (7.19)
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Вычислим сумму весов 
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Вычислим результат измерения по формуле (7.21)
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Определим общий объем наблюдений
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Вычислим оценку стандартного отклонения результатов наблюдений по формуле (7.22)
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Вычислим стандартное отклонение результата измерения по формуле (7.23)
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Вычислим доверительную границу случайной погрешности результата измерения при доверительной вероятности 
[image: image1255.wmf]0.95
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 по формуле (7.24)
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Число степеней свободы
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kn

=-=-=

.

Квантиль распределения Стьюдента вычислим с помощью аппроксимации Морана (3.13)
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Квантиль стандартного нормального распределения определим по формуле (3.7)
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тогда 
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и граница случайной погрешности 


[image: image1261.wmf]0.975

()2.0930.6321.323

ñëó÷x

tkS

*

D=×=×=

.

Округлим 
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8. ОБРАБОТКА РЕЗУЛЬТАТОВ КОСВЕННЫХ ИЗМЕРЕНИЙ

· Косвенные измерения. Коэффициент корреляции.
· Критерии значимости корреляционной связи.

· Определение стандартного отклонения результата измерения.

· Определение доверительного интервала результата измерения.

8.1. Косвенные измерения. Коэффициент корреляции

Косвенные измерения – это измерения, при которых искомое значение физической величины 
[image: image1267.wmf]Y

 находят путем прямых измерений других величин 
[image: image1268.wmf]12
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, связанных с измеряемой величиной известной функциональной зависимостью 
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Величины 
[image: image1270.wmf]12
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 называются измеряемыми аргументами.

При оценивании доверительных границ погрешностей результата косвенного измерения обычно принимают доверительную вероятность, равную 0.95 или 0.99.   Использование других вероятностей должно быть обосновано.

Погрешность косвенного измерения зависит от погрешностей измерений аргументов и вида функциональной зависимости. Измеряемые аргументы также могут быть зависимыми друг от друга. В этом случае они называются коррелированными, в противном случае – некоррелированными. Степень такой зависимости определяется коэффициентом корреляции.


Пусть имеются результаты прямых наблюдений двух случайных величин
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тогда оценка коэффициента корреляции случайных величин 
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 и 
[image: image1274.wmf]Y

 определяется выражением
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где  
[image: image1276.wmf](
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[image: image1277.wmf]i
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 – результаты наблюдений,

      
[image: image1279.wmf]X
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– результаты измерений величин 
[image: image1281.wmf]X

 и 
[image: image1282.wmf]Y

,
       
[image: image1283.wmf]n

 – объем результатов наблюдений.

8.2. Критерии значимости корреляционной связи

Значимость (наличие) корреляционной связи между величинами 
[image: image1284.wmf]X

 и 
[image: image1285.wmf]Y

 определяется проверкой статистической гипотезы. Наблюдаемым значением критерия при этом является модуль оценки коэффициента корреляции, т.е.
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Критическое значение критерия 
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 определяется в зависимости от объема результатов наблюдений 
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 и значения доверительной вероятности 
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где 
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[image: image1293.wmf]1
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– квантиль стандартного нормального распределения (вычисляется по формуле (3.7)
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– при 
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где 
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 – квантиль распределения Стьюдента с числом степеней свободы 
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 или 
  
– при 
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где 
[image: image1300.wmf]1
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– квантиль стандартного нормального распределения (вычисляется по формуле (3.7)

),

       Наличие (значимость) корреляционной связи подтверждается, если
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	Пример

Имеются результаты наблюдения двух случайных величин Х и Y с нормальным законом распределения. 
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Проверить гипотезу о значимости корреляционной связи между Х и Y при доверительной вероятности 0.95

Решение:

Объем выборок 
[image: image1302.wmf]10
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Для выборки с нормальным законом распределения координата центра распределения – это выборочное среднее арифметическое, т.е.
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Проведем промежуточные расчеты
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Вычислим коэффициент 
[image: image1312.wmf]r
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Поскольку объем выборок 
[image: image1314.wmf](10)15
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, то коэффициент корреляции
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Наблюдаемое значение критерия согласно (8.3)
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Поскольку 
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, то критическое значение критерия определяется по формуле (8.4)
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Вычислим квантиль стандартного нормального распределения по формуле (3.7)
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тогда
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и критическое значение критерия
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Нулевая гипотеза о значимости корреляционной связи принимается с доверительной вероятностью 
[image: image1322.wmf]0.95
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, поскольку
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8.3. Определение стандартного отклонения результата измерения

Существует два метода определения стандартного отклонения результата косвенного измерения.

Метод 1

1. Вычисляются стандартные отклонения 
[image: image1324.wmf]1
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 результатов измерения аргументов.

2. Определяются коэффициенты корреляции всех пар аргументов  
[image: image1325.wmf]ij
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[image: image1326.wmf]ij
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3. Проверяется значимость корреляционной связи всех пар аргументов 
[image: image1327.wmf]i
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 и 
[image: image1328.wmf]j
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4. Оценка среднеквадратического отклонения результата косвенного измерения 
[image: image1330.wmf]y
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 определяется по формуле
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       где 
[image: image1332.wmf]ijij
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 – оценка коэффициента корреляции между аргументами 
[image: image1333.wmf]i
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 и 
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) в случае значимости корреляционной связи между ними, 
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– в случае некоррелированных аргументов,
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– частная производная функциональной зависимости 
[image: image1338.wmf]F

 (8.1)

 по i-ому аргументу, вычисленная при значениях аргументов, равных значениям результатов их измерений.

	Пример

Имеется функциональная зависимость 
[image: image1339.wmf]XY
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. Были проведены прямые измерения аргументов X, Y и Z. Результаты измерений соответственно 
[image: image1340.wmf]X
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, 
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 и 
[image: image1342.wmf]Z
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, а СКО результатов измерений 
[image: image1343.wmf]x
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[image: image1345.wmf]z
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. Зная, что корреляционная связь между аргументами незначима, определить СКО результата косвенного измерения.

Решение:

Имеем количество аргументов 
[image: image1346.wmf]3

m

=

.

СКО результата косвенного измерения определяется по формуле (8.8)
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Поскольку корреляционные связи отсутствуют, то 
[image: image1348.wmf]0
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Найдем частные производные функции 
[image: image1350.wmf]F

 по всем её аргументам
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Вычислим коэффициенты 
[image: image1354.wmf]G
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В итоге получим СКО результата косвенного измерения
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Метод 2 

Этот метод применяют, когда не известны законы распределения погрешностей измерений аргументов, а между аргументами существует корреляция.

1. По результатам наблюдений аргументов 
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[image: image1360.wmf]12
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 на основании известной функциональной зависимости 
[image: image1361.wmf]1
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2. Полученный ряд обрабатывается как результаты прямых наблюдений.

8.4. Определение доверительного интервала результата измерения
Оценка границы погрешности косвенного измерения рассчитывается аналогично случаю прямых измерений, за исключением двух отличий:

1. Число степеней свободы 
[image: image1363.wmf]k

 для квантиля распределения Стьюдента (в случае нормального распределения измеряемой величины) определяется в зависимости от объема результатов наблюдений аргументов  
[image: image1364.wmf]n
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2. Формула для суммирования систематических составляющих погрешности измерения будет иметь вид
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где 
[image: image1367.wmf]iñèñò
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 – граница неисключенной систематической погрешности для i-ого аргумента 
[image: image1368.wmf]i
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, которая определяется методами, описанными в п.4.8.3.,
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– частная производная функциональной зависимости 
[image: image1370.wmf]F

 (8.1)

 по i-ому аргументу, вычисленная при значениях аргументов, равных значениям результатов их измерений,

        
[image: image1371.wmf]b

 – коэффициент  зависимости  отдельных  неисключенных систематических погрешностей от выбранной доверительной вероятности 
[image: image1372.wmf]p
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9. ОСНОВЫ ТЕОРИИ ИНТЕРПОЛЯЦИИ

· Основные понятия и определения теории интерполяции.

· Интерполяция точная в узлах.

· Аппроксимация.

9.1. Основные понятия и определения теории интерполяции

Задача интерполяции состоит в следующем. На некотором отрезке 
[image: image1373.wmf][,]
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 заданы n точек 
[image: image1374.wmf]12
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 и значения некоторой функции 
[image: image1375.wmf]()

fx

 в этих точках 
[image: image1376.wmf]1122
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. Требуется найти аналитический вид функции 
[image: image1377.wmf]()
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, проходящей через эти точки.
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Точки  
[image: image1379.wmf]12
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 называются узлами интерполяции, функция 
[image: image1380.wmf]()

fx

 называется идеальной функцией, а функция  
[image: image1381.wmf]()
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 – интерполирующей функцией. В математической статистике 
[image: image1382.wmf]()
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 называется уравнением регрессии.
Расстояние между узлами интерполяции называется шагом 
[image: image1383.wmf]h

.

Если интерполирующая функция проходит через все заданные точки, то такая интерполяция называется точной в узлах. На практике же провести эксперимент без погрешностей невозможно, поэтому проводить интерполяцию точную в узлах часто бывает нецелесообразно. Тогда используется интерполяция, приближенная в узлах (аппроксимация).
[image: image1384.png]




[image: image1385.wmf]i

D

 –  уклонение (разность в i-ой точке между значением аппроксимирующей функции и экспериментальным значением, т.е. 
[image: image1386.wmf]()
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). В математической статистике уклонение называется регрессионным остатком.

Задача аппроксимации – поиск такой функции 
[image: image1387.wmf]()

Fx

, которая в узлах 
[image: image1388.wmf]12
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 мало бы отличалась от экспериментальных значений. Критериями близости могут быть:
1. Равенство нулю алгебраической суммы всех уклонений, т.е.
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     2. Сумма квадратов уклонений минимальна, т.е.
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     3. Среднее значение всех уклонений минимально, т.е.
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Если найдена функция 
[image: image1392.wmf]()

Fx

, то по ней можно приближенно вычислить значение идеальной функции 
[image: image1393.wmf]()
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 в точках х, отличных от узлов. При этом различают интерполирование в узком смысле, когда 
[image: image1394.wmf][,]
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, и экстраполяцию, когда 
[image: image1395.wmf][,]
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. В статистике экстраполяция называется также прогнозом.
9.2. Интерполяция точная в узлах

9.2.1. Конечные и разделенные разности

Если значения идеальной функции в узлах интерполяции 
[image: image1396.wmf]12
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, то конечные разности первого порядка определяются по формулам 
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Конечные разности второго порядка
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Аналогично определяются конечные разности следующих порядков. Общее количество конечных разностей i-ого порядка равно 
[image: image1399.wmf]ni

-

.


Если за начальную точку взять значение идеальной функции в середине таблицы экспериментальных данных, то конечные разности будут называться центральными разностями.

	Пример

Конечные разности:

y1
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y3

y4

y5

Δy1
Δy2
Δy3
Δy4
–

Центральные разности:

y-2

y-1

y0

y1

y2

Δy-2
Δy-1
Δy0
Δy1
–



В общем случае конечные и центральные разности определяются по формуле
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Разделенные разности первого порядка определяются по формулам
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Разделенные разности второго порядка
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В общем случае разделенные разности определяются по формуле
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9.2.2. Интерполяция кусочно-линейными функциями

Такая интерполяция заключается в том, что соседние узлы соединяются прямой. Пусть есть 2 точки 
[image: image1404.wmf]11
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 и 
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Интерполирующая прямая выражается формулой
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где 
[image: image1408.wmf]21
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9.2.3. Интерполяция полиномами

Универсальный метод решения

Наиболее часто при решении задач интерполяции используют в качестве интерполирующих функций полиномы вида
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коэффициенты 
[image: image1411.wmf]{}
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 которого находятся решением системы уравнений
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Следует иметь в виду, что интерполяционный полином не может иметь степень выше уменьшенного на единицу количества узлов (
[image: image1413.wmf]1

n
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).

Если определитель системы (определитель Вандермонда)
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не равен 0, то существует единственная функция 
[image: image1415.wmf]()

Fx

, проходящая через узлы интерполяции, описывающаяся этим полиномом.


Наиболее удобным методом решения системы линейных уравнений на компьютере является метод Крамера. Решения системы уравнений (9.12)

 при этом находятся по формуле
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где 
[image: image1417.wmf]i

D

 – это определитель матрицы, составленной из матрицы Вандермонда заменой i-ого столбца на вектор столбец Y экспериментальных значений функции
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 MACROBUTTON MTPlaceRef \* MERGEFORMAT (9.15)

Существуют формулы, позволяющие получить интерполирующий полином без решения системы уравнений. 

Интерполяционная формула Лагранжа

Для узлов 
[image: image1419.wmf]12
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 и значений идеальной функции в них 
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 полином Лагранжа имеет вид
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Достоинством формулы Лагранжа является то, что она может быть использована для узлов как с постоянным, так и с переменным шагом.

	Пример

Найти интерполяционный полином Лагранжа для функции f(x), заданной таблицей
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Решение:
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Интерполяционные формулы Ньютона

Если узлы равномерно отстоят друг от друга, то есть 
[image: image1424.wmf]1
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 где 
[image: image1425.wmf]hconst
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, то полином Ньютона имеет вид
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где 
[image: image1427.wmf]2
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Формула (9.17)

 называется 1-ой формулой Ньютона (“формула для интерполирования вперед”). Она точна для значений х в начале таблицы экспериментальных данных, но к концу таблицы погрешность интерполирования возрастает. Для интерполяции в конце таблицы экспериментальных данных используется 2-ая формула Ньютона:
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где 
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	Пример

Найти полином Ньютона для интерполирования вперед для функции f(x), заданной таблицей 
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Решение:
Здесь шаг 
[image: image1430.wmf]1
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Поскольку требуемая формула дает точный результат только в начале таблицы, ограничимся построением интерполяционной функции только для первых трёх узлов 
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Найдем конечные разности
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Тогда коэффициенты
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В итоге получим интерполирующую функцию
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В случае неравноотстоящих узлов (
[image: image1445.wmf]hconst

¹

) в формулах Ньютона коэффициенты вычисляются с помощью разделенных разностей. Так, например, для первой формулы
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Замечание: Если разделенные разности n-ого порядка одинаковые, то порядок  полинома равен n. Это замечание во многих случаях позволяет существенно сократить объем вычислений.

	Пример

Решить предыдущую задачу, из условия которой исключены 3-й и 5-й узлы 

x
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Решение:
Здесь 
[image: image1447.wmf]hconst

¹
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Как и в предыдущем случае, будем рассматривать первые три узла.
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Найдем разделенные разности первого порядка
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Найдем разделенные разности второго порядка
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Поскольку разделенные разности второго порядка одинаковые, то полином имеет степень 2,  следовательно слагаемое с коэффициентом 
[image: image1454.wmf]3
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 можно не учитывать, тогда
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Формулы Ньютона могут давать большие погрешности в середине таблицы, поэтому в таких случаях следует использовать формулы Гаусса, Стирлинга или Бесселя.

Эти формулы позволяют получить полином только для узлов интерполяции, которые равномерно отстоят друг от друга, то есть 
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Интерполяционные формулы Гаусса

Пусть таблица экспериментальных данных состоит из 
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 узлов, так что
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1-ая интерполяционная формула Гаусса 
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где 
[image: image1481.wmf]0
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2-ая интерполяционная формула получается заменой знаков 
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где 
[image: image1483.wmf]0
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Формулы Гаусса целесообразно применять при интерполировании в средней части таблицы функции 
[image: image1484.wmf]()

fx

.


Интерполяционная формула Стирлинга

Формула Стирлинга представляет собой среднее арифметическое формул Гаусса
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где 
[image: image1486.wmf]0
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Эту формулу целесообразно применять в средней части таблицы значений функции 
[image: image1487.wmf]()
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.

Интерполяционная формула Бесселя

Пусть таблица экспериментальных данных состоит из 
[image: image1488.wmf]22
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 узлов с постоянным шагом h так, что
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Полином Бесселя выражается формулой
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где 
[image: image1512.wmf]0
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Эту формулу целесообразно применять в средней части таблицы значений функции 
[image: image1513.wmf]()
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.

9.3. Аппроксимация

9.3.1. Наиболее часто используемые функции

В качестве аппроксимирующей чаще всего используются следующие функции    

	Степенная
	
[image: image1514.wmf]B
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	Логарифмическая
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	Гиперболическая
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	Дробно-линейная 1
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	Дробно-линейная 2
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	Показательная
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9.3.2. Методы выбора аппроксимирующей функции

Наиболее простой способ выбора аппроксимирующей функции такой. На плоскости X0Y отмечаются точки из таблицы экспериментальных данных. Проводится кривая, проходящая через эти точки или вблизи от них. Эта кривая сравнивается с графиками типовых функций и выбирается подходящая. Однако может оказаться, что такая кривая похожа на несколько функций. В этом случае есть 2 способа выбора:

1. Находится несколько аппроксимирующих функций, рассчитываются уклонения и в соответствии с заданным критерием выбирается наиболее подходящая.

2. Метод выравнивания (линеаризации). Аппроксимирующая функция 
[image: image1526.wmf]()
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 преобразуется в линейную путем замены переменных. Рассмотрим этот метод подробнее.

Выравнивание степенной функции

Прологарифмируем функцию 
[image: image1527.wmf]B
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получим функцию 
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заменим переменные  
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получим уравнение прямой 
[image: image1531.wmf]ln().

YABX
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Для того, чтобы выбрать степенную функцию в качестве аппроксимирующей, нужно пересчитать таблицу экспериментальных данных, взяв логарифмы значений x и y. При этом точки 
[image: image1532.wmf](,)
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 должны лежать на одной прямой или близко к ней. 

Выравнивание логарифмической функции

Исходная функция имеет вид 
[image: image1533.wmf]ln(),
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заменим переменные 
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[image: image1535.wmf],
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получим уравнение прямой  
[image: image1536.wmf].
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Таким образом, если точки с координатами                                                            
[image: image1537.wmf](
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 лежат на одной прямой или близко к ней, то логарифмическая функция может быть аппроксимирующей.

Выравнивание гиперболической функции

Исходная функция имеет вид  
[image: image1538.wmf]A
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заменим переменные 
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получим уравнение прямой 
[image: image1541.wmf].
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Выравнивание 1-ой дробно-линейной функций

Исходная функция имеет вид  
[image: image1542.wmf]x
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получим уравнение прямой 
[image: image1545.wmf].
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Выравнивание 2-ой дробно-линейной функций

Исходная функция имеет вид  
[image: image1546.wmf]1

y

AxB
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заменим переменные
[image: image1547.wmf]1

,

Y

y
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[image: image1548.wmf],

Xx
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получим уравнение прямой 
[image: image1549.wmf].
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Выравнивание показательной функции

Прологарифмируем функцию 
[image: image1550.wmf]x

yAB

=

,

получим функцию 
[image: image1551.wmf]ln()ln()ln()

yAxB
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,

заменим переменные 
[image: image1552.wmf]ln(),

Yy
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[image: image1553.wmf],

Xx
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получим уравнение прямой 
[image: image1554.wmf]ln()ln()

YAXB
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.                                                       

Замечание: Для того, чтобы убедится, что точки лежат на одной прямой не обязательно наносить их на график. Если это так, то разделенные разности первого порядка должны быть одинаковыми.

	Пример

Выбрать аппроксимирующую функцию для таблицы экспериментальных данных

x
1

2
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4

5

6

y
0.37

0.69

0.97

1.21

1.43

1.62

Решение:
Нанесем экспериментальные точки на график.

[image: image1555.emf]Math Composer 1.1.5
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Функция похожа на степенную 
[image: image1556.wmf],

B

yAx

=

 дробно-линейную 
[image: image1557.wmf]x

y

AxB
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 и логарифмическую 
[image: image1558.wmf]ln()

yAxB
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Для степенной функции:

x
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y
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0.69

0.97
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X = ln(x)
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0.69
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Y = ln(y)
-0.99
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0.7
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Для дробно-линейной функции:

x
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X = x
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Для логарифмической функции:

x
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4

5

6

y
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X = ln(x)
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0.69
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1.39

1.61

1.79

Y = y
0.37

0.69

1.10

1.39

1.61

1.79

δy
0.3

0.3
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0.2

0.2

-

Таким образом, аппроксимирующей является дробно-линейная функция (одинаковые значения разделенных разностей первого порядка).


9.3.3. Методы аппроксимации

Цель аппроксимации – рассчитать неизвестные параметры выбранной аппроксимирующей функции. Существует 3 метода аппроксимации, различающихся критерием близости аппроксимирующей функции и экспериментальных данных.

Метод выбранных точек

Критерий близости – минимальная сумма уклонений.

1. Выбирается N точек из таблицы экспериментальных данных (N – количество неизвестных параметров аппроксимирующей функции). Точки должны выбираться так, чтобы охватывать весь диапазон значений (например, из начала, середины и конца таблицы).

2. Составляется система уравнений, подобно тому, как это делалось для полиномиальной интерполяции (см. п.9.2.3 “Универсальный метод интерполяции”), только вместо полинома используется выбранная функция. 

3. Решается составленная система уравнений для нахождения неизвестных параметров аппроксимирующей функции.

	Пример

Решить в общем виде задачу линейной аппроксимации методом выбранных точек

Решение:

Общий вид зависимости 


[image: image1559.wmf]yAxB
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То есть аппроксимирующая функция имеет 2 неизвестных параметра (
[image: image1560.wmf]A

 и 
[image: image1561.wmf]B

). Выберем 2 крайние точки с координатами 
[image: image1562.wmf]11
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  и  
[image: image1563.wmf]22
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Уравнение прямой
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тогда 


[image: image1566.wmf]2121

11

2121

yyyy

yxyx

xxxx

--

=×+-×

--

.

Таким образом,
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Метод средних


Критерий близости – равенство нулю суммы всех уклонений,  т.е.
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 MACROBUTTON MTPlaceRef \* MERGEFORMAT (9.24)

Если у аппроксимирующей функции только один неизвестный параметр (например коэффициент 
[image: image1570.wmf]B

 в логарифмической функции вида 
[image: image1571.wmf]ln()

yBx

=

), то уравнения (9.24)

 достаточно для его нахождения. Если неизвестных параметров несколько, то используется такой алгоритм: 

1. Диапазон экспериментальных значений разбивается на N примерно одинаковых частей (N – количество неизвестных параметров аппроксимирующей функции).

2. Для каждого поддиапазона составляется уравнение (9.24)

. Эти уравнения объединяются  в систему уравнений.

3. Решается составленная система уравнений для нахождения неизвестных параметров аппроксимирующей функции.

	Пример

Решить в общем виде задачу линейной аппроксимации методом средних

Решение:

Общий вид зависимости 


[image: image1572.wmf]yAxB
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То есть аппроксимирующая функция имеет 2 неизвестных параметра. Разделим 
[image: image1573.wmf]n

 экспериментальных значений на 2 примерно одинаковые части и обозначим точки из первой группы 
[image: image1574.wmf]11
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, а из второй 
[image: image1575.wmf]22
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. Пусть в 1-ой группе 
[image: image1576.wmf]m

 точек, тогда во второй 
[image: image1577.wmf]nm
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 точек.

Составим 2 уравнения по формуле (9.24)


 - для 1-ой группы точек
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-  для 2-ой группы точек
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Получаем систему из 2-х уравнений
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Выразим из 1-ого уравнения 
[image: image1589.wmf]B
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и подставим во второе


[image: image1591.wmf]2112

1111

0,

nmmn

iiii

imiiim

nm

AxyAxy

m

=+===+

-

æö

+--=

ç÷

èø

åååå


тогда
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и окончательно формула для расчета коэффициента 
[image: image1593.wmf]A

 будет иметь вид
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Подставив выражение для 
[image: image1595.wmf]A

 в выражение для 
[image: image1596.wmf]B

, получим
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Обозначим  
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, тогда 
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и окончательно получим
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Таким образом, расчет коэффициентов линейной аппроксимирующей функции методом средних выполняется по формулам
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Выравнивая функции заменой переменных (см. п.9.3.2.), можно по формулам (9.26)

 для расчета коэффициентов А и В линейной аппроксимации рассчитать коэффициенты для остальных функций.(9.25)

 и 
Коэффициенты в общем виде
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 MACROBUTTON MTPlaceRef \* MERGEFORMAT (9.27)
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	Аппроксимирующая

функция
	А
	B
	Переменные
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Метод наименьших квадратов

Критерий близости – минимальная сумма квадратов всех уклонений, то есть нужно найти минимум функции
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Если аппроксимирующая функция имеет только один неизвестный параметр t, то он находится из уравнения  
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то есть 
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Если же неизвестных параметров несколько, то 

1. Находятся частные производные функции z по всем неизвестным параметрам.

2. Частные производные приравниваются к нулю. Из полученных уравнений составляется система.

3. Решается составленная система уравнений для нахождения неизвестных параметров аппроксимирующей функции.

	Пример

Решить в общем виде задачу линейной аппроксимации методом наименьших квадратов

Решение:

Общий вид зависимости 


[image: image1658.wmf]yAxB
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То есть аппроксимирующая функция имеет 2 неизвестных параметра. Составим выражение для функции 
[image: image1659.wmf]z

 по формуле (2.25)
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Найдем частные производные функции 
[image: image1663.wmf]z

 по неизвестным параметрам 
[image: image1664.wmf]A

 и 
[image: image1665.wmf]B



[image: image1666.wmf]1

2(),

n

iii

i

z

xAxBy

A

=

¶

=+-

¶

å



[image: image1667.wmf]1

2(),

n

ii

i

z

AxBy

B

=

¶

=+-

¶

å


Получим систему из 2-х уравнений
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image1670.wmf]2
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Обозначим  
[image: image1671.wmf]2
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, тогда система будет иметь вид
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Выразим из первого уравнения системы параметр 
[image: image1673.wmf]B
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и подставим во второе уравнение
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в итоге получим выражение для 
[image: image1678.wmf]A
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Подставим 
[image: image1680.wmf]A

 в выражение для 
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Возвращаясь к первоначальным обозначениям, окончательно получим
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Таким образом, расчет коэффициентов линейной аппроксимирующей функции методом наименьших квадратов выполняется по формулам
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 MACROBUTTON MTPlaceRef \* MERGEFORMAT (9.33)

Выравнивая функции заменой переменных (см. п.9.3.2.), можно по формулам (9.33)

 для расчета коэффициентов А и В линейной аппроксимации рассчитать коэффициенты для остальных функций.
(9.32)

 и 
Коэффициенты в общем виде
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10. ОБРАБОТКА РЕЗУЛЬТАТОВ СОВМЕСТНЫХ ИЗМЕРЕНИЙ

· Понятие о совместных измерениях и регрессии. Задачи статистического исследования регрессии.

· Регрессия элементарными функциями.

· Регрессия полиномами.

· Статистический анализ коэффициентов регрессии.

· Устранение грубых ошибок измерения.

· Построение доверительной области регрессии.

· Проверка соответствия уравнения регрессии экспериментальным данным.

10.1. Понятие о совместных измерениях и регрессии. Задачи статистического исследования регрессии

Совместные измерения – это производимые одновременно измерения двух или нескольких, как правило, неодноименных величин для нахождения зависимости между ними.

На практике чаще всего исследуются зависимости между двумя случайными величинами, которые представлены результатами их многократных наблюдений 
[image: image1725.wmf]{

}

12

,,,

n

Xxxx

=

K

 и 
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. При наличии (значимости) корреляционной связи между случайными величинами 
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 и 
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 имеет место функциональная зависимость 
[image: image1729.wmf]()
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, которая называется регрессией, а сама функция – уравнением регрессии. В случае двух измеряемых величин регрессия называется парной, а в случае нескольких – множественной.

Аппарат регрессионного анализа предполагает, что значения 
[image: image1730.wmf]i
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 взаимно независимы и нормально распределены. Зависимость 
[image: image1731.wmf]()
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 может быть линейной и нелинейной. 

Задача определения зависимости 
[image: image1732.wmf]()
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 в аналитическом виде в большинстве случаев решается с помощью теории аппроксимации по методу наименьших квадратов элементарными функциями (см. п.9.3.3). Тем не менее, в случаях, когда регрессия не может быть адекватно описана элементарными функциями, появляется необходимость полиномиальной аппроксимации. В такой ситуации могут применяться специальные методы, например, регрессия полиномами Чебышева.
Рассчитанные по результатам наблюдения коэффициенты регрессии называются выборочным, а их истинные значения – генеральными. 
Статистическое исследование регрессии включает в себя: 

1. Статистический анализ коэффициентов регрессии.

2. Анализ статистической однородности регрессии (устранение грубых ошибок совместных измерений).

3. Определение доверительной области регрессии.

4. Оценка соответствия (адекватности) уравнения регрессии экспериментальным данным.

10.2. Регрессия элементарными функциями 

Поиск уравнения регрессии проводится в два этапа. На первом этапе выбирается элементарная функция, которая наиболее точно соответствует экспериментальным точкам (см. п.9.3.2.). На втором этапе рассчитываются выборочные значения коэффициентов выбранной функции (уравнения регрессии) 
[image: image1733.wmf]A

 и 
[image: image1734.wmf]B

 методом наименьших квадратов (см. п.9.3.3). Обозначим истинные (генеральные) значения 
[image: image1735.wmf]a

 и 
[image: image1736.wmf]b

. 
	Пример

Рассчитать коэффициенты уравнения линейной регрессии по результатам наблюдений
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Решение:

Объемы выборок 
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Коэффициент 
[image: image1738.wmf]A

 уравнения регрессии вычислим по формуле (9.32)
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Проведем промежуточные вычисления
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Коэффициент 
[image: image1746.wmf]B

 уравнения регрессии вычислим по формуле (9.33)
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Таким образом, уравнение регрессии имеет вид 
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экспериментальные данные

линия регрессии




10.3. Регрессия полиномами

Если не удается подобрать элементарную функцию, адекватно описывающую экспериментальные данные, то нужно применять регрессию полиномами.
Любое уравнение регрессии может быть представлено в виде полинома степени k
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 MACROBUTTON MTPlaceRef \* MERGEFORMAT (10.1)

где  
[image: image1751.wmf]i

B

 – коэффициенты уравнения регрессии, которые могут быть найдены методом наименьших квадратов (см. п.9.3.3.).


Оптимальное значение степени полинома k находится последовательным уточнением (увеличением значения k, начиная с величины 
[image: image1752.wmf]1
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). Значение степени полинома оптимально, если оно обеспечивает наименьшее значение остаточной дисперсии 
[image: image1753.wmf]k

D

 (дисперсии, обусловленной разбросом экспериментальных точек вокруг линии регрессии). Иными словами, последовательное увеличение величины k  обеспечивает приближение аппроксимирующей кривой к экспериментальным точкам (т.е. уменьшает остаточную дисперсию) до тех пор, пока не будет достигнуто оптимальное значение k, после которого его дальнейшее увеличение либо не изменяет дисперсию, либо приводит к увеличению 
[image: image1754.wmf]k
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Остаточная дисперсия определяется по формуле
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 MACROBUTTON MTPlaceRef \* MERGEFORMAT (10.2)

где  n – количество экспериментальных точек,

       
[image: image1756.wmf]()
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– значения величины Y, вычисленные по уравнению регрессии,

      
[image: image1757.wmf](
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– экспериментальные точки.


Недостаток уравнения регрессии в виде 
(10.1)

  в том, что на каждом шаге уточнения степени полинома необходимо пересчитывать все коэффициенты  GOTOBUTTON ZEqnNum117790  \* MERGEFORMAT . 

Вычисления можно упростить, если записать уравнение регрессии с помощью полиномов Чебышева  
[image: image1759.wmf]()
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 MACROBUTTON MTPlaceRef \* MERGEFORMAT (10.3)

Полиномы Чебышева первых двух порядков имеют вид
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Полином Чебышева произвольного порядка 
[image: image1763.wmf]()

i

Px

 можно найти, зная полиномы двух предыдущих порядков 
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где 
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 – значения полиномов Чебышева в точках 
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 (вычисляются подстановкой результатов наблюдений 
[image: image1771.wmf]j
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 в полиномы).


Коэффициенты уравнения регрессии в виде (10.3)

 находятся по формуле
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Таким образом, на каждом шаге уточнения степени полинома k необходимо рассчитать только один коэффициент по известной формуле, что сокращает объем вычислений.

Кроме того, упрощаются расчеты остаточной дисперсии, потому что не нужно проводить вычисления регрессионных остатков 
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 находится по формуле
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где
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После того, как будет найдено уравнение регрессии в виде (10.1)

.
(10.3)

, необходимо раскрыть скобки (разложить полином по степеням х), тогда уравнение запишется в виде 
	Пример

Найти уравнение регрессии при доверительной вероятности р=0.95 по результатам наблюдений
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Найдем уравнение регрессии в виде 
(10.3)

 для  GOTOBUTTON ZEqnNum725187  \* MERGEFORMAT 
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Для этого нужно найти полиномы Чебышева 
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, а затем вычислить их значения в экспериментальных точках 
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По формуле (10.4)

  полином Чебышева порядка 0
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   GOTOBUTTON ZEqnNum260369  \* MERGEFORMAT .

Вычислим среднее арифметическое


[image: image1785.wmf]1

11.13.25.37.49.511.613.715.817.920

10.55

10

n

i

i

Xx

n

=

+++++++++

===

å

,

тогда полином Чебышева 1-ого порядка будет иметь вид 
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Таким образом, уравнение регрессии будет иметь вид
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Вычислим значения полинома 
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 в экспериментальных точках 
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Сумма квадратов значений 
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Вычислим значения полинома 
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 в экспериментальных точках 
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Сумма квадратов значений 
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Коэффициенты 
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Таким образом, уравнение регрессии для 
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Вычислим величину остаточной дисперсии 
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По формуле (10.11)

 имеем
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По формуле (10.12)
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Тогда по формуле (10.10)

 остаточная дисперсия
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Найдем уравнение регрессии в виде 
(10.3)

 для  GOTOBUTTON ZEqnNum725187  \* MERGEFORMAT 
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и нужно рассчитать только коэффициент 
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Коэффициент 
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 вычислим по формуле (10.8)
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В итоге получаем полином Чебышева 2-ого порядка
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Вычислим значения полинома 
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Сумма квадратов значений 
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Коэффициент 
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 вычислим по формуле (10.9)
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Получаем 
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и уравнение регрессии
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По формуле (10.12)

 имеем
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Тогда остаточная дисперсия уравнения регрессии по формуле (10.10)
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Поскольку  
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, то уравнение регрессии 2-ого порядка более точно описывает экспериментальные данные, чем уравнение регрессии 1-ого порядка.

Найдем уравнение регрессии в виде 
(10.3)

 для  GOTOBUTTON ZEqnNum725187  \* MERGEFORMAT 
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Так как уже установлено, что 
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то уравнение регрессии будет иметь вид
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и нужно рассчитать только коэффициент 
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 и определить полином Чебышева 3-его порядка 
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Согласно (10.6)

 можно записать
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Учтем, что уже известны 
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Коэффициент 
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 вычислим по формуле (10.7)
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Коэффициент 
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 вычислим по формуле (10.8)
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В итоге получаем полином Чебышева 3-его порядка
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Вычислим значения полинома 
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 в экспериментальных точках 
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Сумма квадратов значений 
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Коэффициент 
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 вычислим по формуле (10.9)
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Получаем 
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и уравнение регрессии
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По формуле (10.12)
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Тогда остаточная дисперсия уравнения регрессии по формуле (10.10)
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Поскольку 
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, то оптимальным значением степени полинома, описываюшего уравнение регрессии является 
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Разложим полином по степеням 
[image: image1913.wmf]x
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окончательно получим полином в виде (10.1)
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экспериментальные данные

линия регрессии




10.4. Статистический анализ коэффициентов регрессии

Анализ коэффициентов регрессии содержит в себе следующие задачи:

1. Проверка гипотезы о значимости коэффициента регрессии (его существенном отличии от нуля).

2. Проверка гипотезы о равенстве коэффициента регрессии заданному значению.

3. Построение доверительного интервала для коэффициента регрессии.

Регрессия элементарными функциями

Для решения поставленных задач вычисляются СКО коэффициентов 
[image: image1917.wmf]A

 и 
[image: image1918.wmf]B
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где 
[image: image1921.wmf](
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 – дисперсия, определяемая рассеянием значений 
[image: image1922.wmf]i

y

 вокруг линии регрессии (остаточная дисперсия),

       
[image: image1923.wmf]S

 – несмещенная оценка СКО результатов наблюдения величины 
[image: image1924.wmf]X

,

       
[image: image1925.wmf]X

 – выборочное среднее арифметическое величины 
[image: image1926.wmf]X
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[image: image1927.wmf]n

 – объем наблюдений,

      
[image: image1928.wmf](
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 – экспериментальные точки, пересчитанные в систему координат, в которой уравнение регрессии является линейной функцией (см. замену переменных метода выравнивания в п.9.3.2.).


Далее при заданном уровне доверительной вероятности 
[image: image1929.wmf]p

 рассчитывается квантиль распределения Стьюдента 
[image: image1930.wmf]1
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 с числом степеней свободы 
[image: image1931.wmf]2
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Гипотеза о значимости коэффициента 
[image: image1932.wmf]A

 или 
[image: image1933.wmf]B

 регрессии принимается, если, соответственно, справедливы условия
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Если гипотеза о значимости какого-либо коэффициента отклоняется, то его значение следует принять равным нулю.

Гипотеза о равенстве истинного значения коэффициента регрессии 
[image: image1936.wmf]a

 или 
[image: image1937.wmf]b

 заданному значению, соответственно,  
[image: image1938.wmf]0
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 или 
[image: image1939.wmf]0
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, принимается если
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Доверительные интервалы для истинных значений коэффициентов регрессии 
[image: image1942.wmf]a

 и 
[image: image1943.wmf]b

 определяются по формулам
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	Пример

Для уравнения регрессии, полученного в примере п.10.2. проверить гипотезы о значимости коэффициента А и о его равенстве значению α0=1, определить доверительный интервал генерального значения коэффициента α. Доверительная вероятность p=0.95 
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Решение:

Объемы выборок 
[image: image1946.wmf]10
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Из предыдущего примера имеем значения выборочных коэффициентов 
[image: image1947.wmf]1.132
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[image: image1948.wmf]7.538

B

=

,

Вычислим выборочное среднее арифметическое выборки 
[image: image1949.wmf]{}
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Вычислим несмещенную оценку дисперсии выборки 
[image: image1951.wmf]{}
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Вычислим оценку дисперсии, определяемая рассеянием значений 
[image: image1953.wmf]i
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 вокруг линии регрессии
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Проведем промежуточные вычисления


[image: image1955.wmf](
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тогда 
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Вычислим стандартное отклонение коэффициента 
[image: image1966.wmf]A

 по формуле (10.13)
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Вычислим квантиль распределения Стьюдента 
[image: image1968.wmf]1
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 с числом степеней свободы 
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[image: image1970.wmf]0.95

p

=
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Квантиль стандартного нормального распределения определим по формуле (3.7)
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тогда 
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Поскольку условие (10.15)

 выполняется


[image: image1975.wmf](
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то гипотеза о значимости коэффициента 
[image: image1976.wmf]A

 принимается с вероятностью 
[image: image1977.wmf]0.95
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Поскольку условие (10.17)

 выполняется


[image: image1978.wmf](

)

(

)

00.975

11.1320.132(8)2.3090.0750.173

A

AtS

a

-=-=<×=×=

,

то гипотеза о равенстве 
[image: image1979.wmf]1
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 принимается с вероятностью  
[image: image1980.wmf]0.95
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Определим доверительный интервал коэффициента 
[image: image1981.wmf]a

 по формуле (10.19)
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Регрессия полиномами

Если уравнение регрессии найдено с помощью полиномов Чебышева в виде 
(10.3)

, то стандартное отклонение коэффициента  GOTOBUTTON ZEqnNum725187  \* MERGEFORMAT  можно найти по формуле
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где  
[image: image1987.wmf]()
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 – значения полиномов Чебышева в эксприментальных точках 
[image: image1988.wmf]j
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 – величины, определяемые по формулам (10.12)

, т.е.
(10.11)

 и 
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[image: image2256.wmf][0,10)

Далее при заданном уровне доверительной вероятности 
[image: image1991.wmf]p

 рассчитывается квантиль распределения Стьюдента 
[image: image1992.wmf]1
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 с числом степеней свободы 
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 (где n – количество экспериментальных точек, k – степень полинома, описывающего уравнение регрессии).

Гипотеза о значимости коэффициента 
[image: image1994.wmf]i
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 принимается, если справедливо условие
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Если гипотеза о значимости какого-либо коэффициента отклоняется, то его значение следует принять равным нулю.

Гипотеза о равенстве истинного значения коэффициента регрессии 
[image: image1996.wmf]i
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 заданному значению 
[image: image1997.wmf]0
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 принимается, если
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Доверительный интервал для истинного значения коэффициента 
[image: image1999.wmf]i
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 определяется по формуле
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	Пример

Для уравнения регрессии, полученного в примере п.10.3. проверить гипотезу о значимости коэффициента А2, определить доверительный интервал генерального значения коэффициентов α2. Доверительная вероятность p=0.95 
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Решение:

В примере к п.10.3. было получено 

- коэффициент 
[image: image2001.wmf]2
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- значение 
[image: image2003.wmf]2
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Стандартное отклонение коэффициента 
[image: image2004.wmf]2
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 (по формуле (10.21)
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Вычислим квантиль распределения Стьюдента 
[image: image2006.wmf]110.950.975
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   GOTOBUTTON ZEqnNum513594  \* MERGEFORMAT 
Для этого предварительно вычислим квантиль стандартного нормального распределения по формуле (3.7)
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Поскольку выполняется условие (10.23)
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)

(

)

2

20.975

1.715(7)2.370.3140.744

A

AtS

=>×=×=

,

то с доверительной вероятностью 0.95 принимается гипотеза о значимости коэффициента 
[image: image2011.wmf]2
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Определим по формуле 
(10.25)

 доверительный интервал для истинного значения коэффициента  GOTOBUTTON ZEqnNum261358  \* MERGEFORMAT .
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10.5.  Устранение грубых ошибок измерения

Наличие грубых отклонений (промахов) в значениях 
[image: image2016.wmf]i

y

, не связанных с естественным разбросом, может приводить к большим ошибкам при построении регрессии. 

Обнаружение промахов осуществляется проверкой статистической гипотезы. Наиболее простым является критерий Прескотта-Лунда. Вычисляются регрессионные остатки
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где 
[image: image2018.wmf]i
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 – результат i-ого наблюдения величины 
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 – значение, вычисленное подстановкой i-ого наблюдения 
[image: image2021.wmf]i

x

 величины 
[image: image2022.wmf]X

в уравнение регрессии.

Наблюдаемое значение критерия Прескотта-Лунда вычисляется по формуле
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где 
[image: image2024.wmf]max
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– наибольшее значение модуля регрессионных остатков.
Критическое значение критерия при заданной доверительной вероятности 
[image: image2025.wmf]p

 вычисляется по формуле
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где  
[image: image2027.wmf]l

– количество коэффициентов регрессии,
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 – квантиль распределения Фишера со степенями свободы 
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Гипотеза о наличии в i-ом результате наблюдений 
[image: image2031.wmf](,)
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 промаха принимается, если
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Этот результат должен быть исключен из экспериментальных данных, а оценки коэффициентов уравнения регрессии должны быть пересчитаны.

	Пример

Проверить результаты совместных наблюдений из примера п.10.2. на наличие промаха при доверительной вероятности p=0.95 
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Решение:

Из примера п 9.1. имеем уравнение регрессии 
[image: image2033.wmf]1.1327.538
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Вычислим значения 
[image: image2034.wmf]1.1327.538

ii

yx

¢

=×+



[image: image2035.wmf]1

1.13227.5389.802,

y

¢

=×+=



[image: image2036.wmf]6

1.132137.53822.254,

y

¢

=×+=



[image: image2037.wmf]2

1.13237.53810.934,

y

¢

=×+=



[image: image2038.wmf]7

1.132187.53827.914,

y

¢

=×+=



[image: image2039.wmf]3

1.13277.53815.462,

y

¢

=×+=



[image: image2040.wmf]8

1.132217.53831.310,

y

¢

=×+=



[image: image2041.wmf]4

1.132107.53818.858,

y

¢

=×+=



[image: image2042.wmf]9

1.132257.53835.838,

y

¢

=×+=



[image: image2043.wmf]5

1.132117.53819.990,

y

¢

=×+=



[image: image2044.wmf]10

1.132317.53842.630.

y

¢

=×+=


Вычислим регрессионные остатки по формуле (10.26)
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Наибольшее значение модуля регрессионных остатков
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тогда наблюдаемое значение критерия Прескотта-Лунда (по формуле (10.27)
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Проведем промежуточные вычисления
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Вычислим критическое значение критерия по формуле 
(10.28)

, учтя, что количество коэффициентов для линейной регрессии  GOTOBUTTON ZEqnNum119876  \* MERGEFORMAT 
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 - квантиль распределения Фишера со степенями свободы 
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Значение 
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 вычислим с помощью аппроксимации Воглера-Нортона (формула (3.15)
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Вычислим константы

- квантиль стандартного нормального распределения для определим по формуле (3.7)
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- остальные коэффициенты
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и критическое значение критерия Прескотта-Лунда
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Гипотеза о наличии в 6-ом наблюдении грубой ошибки отклоняется, так как
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10.6. Построение доверительной области регрессии.

Регрессия элементарными функциями

Будем рассматривать систему координат, в которой уравнение регрессии является линейной функцией (см. замену переменных метода выравнивания в п.9.3.2.). То есть предварительно нужно пересчитать координаты экспериментальных точек и значения коэффициентов А и В в эту систему координат.

Стандартное отклонение 
[image: image2077.wmf]yi
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 i-ого результата совместного наблюдения величины 
[image: image2078.wmf]Y

 зависит от величины 
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 и при значении 
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 вычисляется по формуле
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 MACROBUTTON MTPlaceRef \* MERGEFORMAT (10.30)

где  
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Границы доверительного интервала для i-ого результата совместного наблюдения величины 
[image: image2086.wmf]Y

 при доверительной вероятности 
[image: image2087.wmf]p

 рассчитываются по формуле
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где 
[image: image2089.wmf]1
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 – квантиль распределения Стьюдента с числом степеней свободы 
[image: image2090.wmf]2
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Если нанести доверительные границы на координатную плоскость, то кривые 
[image: image2091.wmf]â
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 и 
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 ограничат область, которая будет представлять собой геометрическое место доверительных интервалов результата измерения величины 
[image: image2093.wmf]Y

 в зависимости от величины 
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. Эта область называется доверительной областью регрессии.
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Таким образом, границы доверительной области для уравнения регрессии с учетом (10.32)

 представляют собой функции, которые записываются в виде
(10.30)

 и 
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где  
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В системе координат, где уравнение регрессии – линейная функция, доверительные границы представляют собой гиперболы вида

[image: image2101.png]




После того, как доверительные границы будут найдены, необходимо провести обратный переход в исходную систему координат (см. замену переменных метода выравнивания в п.9.3.2.).


Доверительная область находится для прогнозирования по уравнению регрессии. Под прогнозированием понимается вычисление по уравнению регрессии значения величины 
[image: image2102.wmf]()
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 при некотором значении величины 
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, отличного от условий проведения эксперимента. При этом доверительные границы служат для вычисления границ доверительного интервала значения 
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	Пример

Построить доверительную область для результатов совместных наблюдений из примера п.10.2 при доверительной вероятности p=0.95. Определить точечную и интервальную оценку прогнозируемого значения отклика при xпр=50. 
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Решение:

Доверительные границы линейной регрессии найдем непосредственно по формулам (10.33)

.

Из примера п.10.2 имеем уравнение регрессии 
[image: image2106.wmf]1.1327.538

yx

=×+

.

Из примера п.10.4.1. имеем значения выборочного среднего арифметического 
[image: image2107.wmf]14.1
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 и несмещенной оценки дисперсии 
[image: image2108.wmf]2
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 выборки 
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Из примера п.10.4.1. имеем также значение квантиля распределения Стьюдента 
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Коэффициент 
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 можно найти с помощью значения несмещенной оценки дисперсии выборки 
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Вычислим значение выборочного среднего арифметического выборки 
[image: image2114.wmf]{}
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Вычислим значение коэффициента М
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тогда 
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[image: image2119.wmf](
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Верхняя граница
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или 
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Соответственно, нижняя граница 
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Вычислим по уравнению регрессии точечную оценку прогнозируемого значения величины Y
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Вычислим доверительные границы для значения 
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Таким образом, с вероятностью 
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 можно утверждать, что прогнозируемое значение лежит в интервале
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Регрессия полиномами

Если уравнение регрессии  
[image: image2132.wmf]()
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 построено по равноотстоящим значениям 
[image: image2133.wmf]i
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) с помощью полиномов Чебышева, то доверительные границы для прогнозируемого значения 
[image: image2135.wmf]()
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 (r – глубина прогноза) при доверительной вероятности р определяются следующим образом
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где  
[image: image2137.wmf]k
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– остаточная дисперсия, 

        k – степень полинома, описывающего уравнение регрессии,
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 – квантиль распределения Стьюдента 
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 – коэффициент, зависящий от объема наблюдений и глубины прогноза.

Для линейной регрессии (
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Для квадратичной регрессии (
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где 
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Для вычисления 
[image: image2146.wmf]1
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[image: image2147.wmf]2
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 можно использовать следующие формулы
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	Пример

Для уравнения регрессии, полученного в примере п.10.3. вычислить точечную и интервальную оценки для значения отклика при глубине прогноза r=10. Доверительная вероятность p=0.95 

Решение:

В примере к п.10.3. было получено 

- уравнение регрессии 
[image: image2150.wmf]2
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- остаточная дисперсия 
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Во втором примере к п.10.4. было получено 
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Прогнозируемое значение  
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Проведем промежуточные вычисления 
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и доверительные границы
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Таким образом, прогнозируемое значение с вероятностью 
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 лежит в интервале
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10.7. Проверка соответствия уравнения регрессии экспериментальным данным

Под соответствием уравнения регрессии экспериментальным данным (адекватность модели) понимается статистическая неразличимость результатов наблюдений 
[image: image2165.wmf]i
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 и значений 
[image: image2166.wmf]i
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, вычисляемых по уравнению регрессии. Статистическая неразличимость определяется проверкой гипотезы. 

1. Проводится по 
[image: image2167.wmf]m

 наблюдений величины 
[image: image2168.wmf]Y

 при каждом значении величины 
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2. Вычисляется значение остаточной дисперсии 
[image: image2180.wmf]D

, определяемой рассеянием значений 
[image: image2181.wmf]i
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 вокруг линии регрессии, по формуле
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Для линейной регрессии формула (10.40)

 имеет вид
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3. Вычисляется значение дисперсии 
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 MACROBUTTON MTPlaceRef \* MERGEFORMAT (10.42)

где  
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4. При заданной доверительной вероятности 
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 вычисляется квантиль распределения Фишера 
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то ошибка в определении регрессии с доверительной вероятностью 
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 признается статистически значимой, то есть уравнение регрессии не соответствует экспериментальным данным. В этом случае нужно проверить правильность расчета коэффициентов уравнения регрессии. Если ошибок нет, то следует выбрать другую функцию в качестве уравнения регрессии.
	Пример
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Решение:

Из примера п.9.1 имеем уравнение регрессии 
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Проведем промежуточные вычисления по формуле 
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тогда значение дисперсии, определяемой рассеянием значений 
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)

1

2.16680.00444.54540.02020.00019.461819.5

0111.04041.35020.0938.180

8

=×+++++++++=

.
Вычислим несмещенные оценки дисперсий для каждой серии наблюдений величины Y
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тогда значение дисперсии 
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Вычислим отношение дисперсий
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Вычислим квантиль распределения Фишера 
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Вычислим константы

- квантиль стандартного нормального распределения для определим по формуле (3.7)
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- остальные коэффициенты
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Так как 
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то уравнение регрессии соответствует экспериментальным данным с вероятностью 
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ВОПРОСЫ К ЭКЗАМЕНУ 

1. 
Понятия “эксперимент” и “экспериментальные данные”. Источники экспериментальных данных. Пути повышения точности экспериментальных данных

2. Основные понятия и определения теории измерений.

3. Классификация погрешностей результатов измерений.

4. Случайная величина. Интегральная функция распределения случайной величины и её свойства. Квантили закона распределения случайной величины.

5. Случайная величина. Дифференциальная функция распределения случайной величины и её свойства. Квантили закона распределения случайной величины.

6. Генеральная и статистическая (выборочная) совокупности. Статистический ряд и способы его представления.

7. Статистические (эмпирические) функции распределения.

8. Статистические оценки параметров распределения случайной величины и их свойства.

9. Статистические гипотезы.

10. Распределение Гаусса и функция Лапласа. Понятие о стандартном нормальном распределении. Аппроксимации значений интегральных функций распределения и p-квантилей.

11. Распределение Пирсона. Аппроксимация p-квантилей.

12. Распределение Стьюдента. Аппроксимация p-квантилей.

13. Распределение Фишера. Аппроксимация p-квантилей.

14. Экспоненциальное и логнормальное распределения.

15. Равномерное и треугольное распределения.

16. Обработка результатов прямых однократных измерений.

17. Понятие о прямых многократных измерениях. Общий алгоритм обработки результатов наблюдений.

18. Прямые многократные измерения: коэффициенты формы закона распределения случайной величины и их оценки.

19. Прямые многократные измерения: оценки центра распределения результатов наблюдений, оценка результата измерения.

20. Прямые многократные измерения: Моменты случайной величины и их оценки, оценки стандартных отклонений результатов наблюдений и результата измерения. 

21. Устранение грубых ошибок прямых многократных измерений. Универсальный метод.

22. Устранение грубых ошибок прямых многократных измерений. Критерий Романовского. Правило “трех сигм” и критерий Райта.

23. Устранение грубых ошибок прямых многократных измерений. Критерий вариационного размаха и критерий Шовене.

24. Прямые многократные измерения: исключение переменной составляющей систематической погрешности.

25. Определение вида закона распределения результатов наблюдений методом моментов.

26. Критерий нормальности Пирсона.

27. Критерий нормальности Шапиро-Уилка.

28. Прямые многократные измерения: определение границ случайной составляющей погрешности результата измерения.

29. Прямые многократные измерения: определение границ неисключенной систематической составляющей погрешности результата измерения.

30. Прямые многократные измерения: определение доверительного интервала результата измерения.

31. Правила округления результатов измерений.

32. Понятие о неравноточных измерениях. Общий алгоритм обработки результатов неравноточных измерений.

33. Критерий равенства дисперсий Фишера. Повышение устойчивости критерия при отклонениях от нормальности результатов наблюдений.

34. Критерий равенства дисперсий Бартлетта. Повышение устойчивости критерия при отклонениях от нормальности результатов наблюдений.

35. Критерий равенства дисперсий Самиуддина.

36. Проверка гипотезы о равенстве координат центров распределений по критерию Стьюдента.

37. Проверка гипотезы о равенстве координат центров распределений по дисперсионному критерию. Повышение устойчивости критерия при отклонениях от нормальности результатов наблюдений.

38. Неравноточные измерения: определение точечных и интервальных оценок результата измерения.

39. Понятие о косвенных измерениях. Коэффициент корреляции. 

40. Критерии значимости корреляционной связи.

41. Косвенные измерения: методы определения стандартного отклонения результата измерения.

42. Косвенные измерения: определение доверительного интервала результата измерения.

43. Понятие о совместных измерениях и регрессии. Задачи статистического исследования регрессии.

44. Регрессия элементарными функциями.

45. Регрессия полиномами Чебышева.

46. Анализ коэффициентов уравнения регрессии, построенного с помощью элементарной функции.

47. Анализ коэффициентов уравнения регрессии, построенного с помощью полиномов Чебышева.

48. Совместные измерения: устранение грубых ошибок измерения.

49. Совместные измерения: построение доверительной области регрессии и прогнозирование в случае регрессии элементарными функциями.

50. Совместные измерения: построение доверительной области регрессии и прогнозирование в случае регрессии полиномами Чебышева.

51. Совместные измерения: проверка соответствия уравнения регрессии экспериментальным данным.

52. Основные понятия и определения теории интерполяции.

53. Конечные и разделенные разности.

54. Интерполяция кусочно-линейными функциями.

55. Интерполяция полиномами: универсальный метод решения.

56. Интерполяция полиномами: формулы Лагранжа и Ньютона.

57. Интерполяция полиномами: формулы Гаусса и Стирлинга.

58. Интерполяция полиномами: формула Бесселя.

59. Аппроксимация: наиболее часто используемые функции.

60. Аппроксимация: методы выбора аппроксимирующей функции.

61. Аппроксимация по методу выбранных точек.

62. Аппроксимация по методу средних.

63. Аппроксимация по методу наименьших квадратов.
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