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Аннотация
Для определения вида закона распределения и его параметров необходимо иметь большой объем измерений случайного процесса. Но это увеличивает время испытаний и соответственно их стоимость. Поэтому для любого вида испытаний необходимо определить минимальное количество испытаний, которое с заданной вероятностью дает возможность определить параметры случайного процесса. 

В конспекте определена оценка параметров случайного процесса, доверительных вероятностей, методы построения доверительных интервалов. 

Приведены аналитические формулы для определения оптимального количества экспериментов.

Показана методика факториального анализа, позволяющая определить зависимость параметров случайного процесса от различных факторов.

Конспект предназначен для магистрантов, аспирантов, занимающихся измерение различных величин, является реализацией случайного процесса.

1.Особенности обработки ограниченного числа опытов. Оценки дли неизвестных параметров закона распределения

Чтобы найти закон распределения, нужно располагать достаточно обширным статистическим материалом, порядка нескольких сотен опытов (наблюдений). Однако на практике часто приходится иметь дело со статистическим материалом весьма ограниченного объема - с двумя-тремя десятками наблюдении, часто даже меньше. Это обычно связано с дороговизной и сложностью постановки каждого опыта. Такого ограниченного материала явно недостаточно для того, чтобы найти заранее неизвестный закон распределения случайной величины; но все же этот материал может быть обработан и использован для получения некоторых сведений о случайной величине. Например, на основе ограниченного статистического материала можно определить - хотя бы ориентировочно - важнейшие числовые характеристики случайной величины: математическое ожидание, дисперсию, иногда - высшие моменты. На практике часто бывает, что вид закона распределения известен заранее, а требуется найти только некоторые параметры, от которых он зависит. Например, если заранее известно, что закон распределения случайной величины нормальный, то задача обработки сводится к определению двух его параметров [image: image1.png]


 и [image: image2.png]


. Если заранее известно, что величина распределена по закону Пуассона, то подлежит определению только один его параметр: математическое ожидание [image: image3.png]


. Наконец, в некоторых задачах вид закона распределения вообще несуществен, а требуется знать только его числовые характеристики.

В данной главе рассмотрен ряд задач об определении неизвестных параметров, от которых зависит закон распределения случайной величины, по ограниченному числу опытов.

Прежде всего, нужно отметить, что любое значение искомого параметра, вычисленное на основе ограниченного числа опытов, всегда будет содержать элемент случайности. Такое приближенное, случайное значение мы будем называть оценкой параметра. Например, оценкой для математического ожидания может служить среднее арифметическое наблюденных значений случайной величины в [image: image4.png]


 независимых опытах. При очень большом числе опытов среднее арифметическое будет с большой вероятностью весьма близко к математическому ожиданию. Если же число опытов [image: image5.png]


 невелико, то замена математического ожидания средним арифметическим приводит к какой-то ошибке. Эта ошибка в среднем тем больше, чем меньше число опытов. Так же будет обстоять дело и с оценками других неизвестных параметров. Любая из таких оценок случайна; при пользовании ею неизбежны ошибки. Желательно выбрать такую оценку, чтобы эти ошибки были по возможности минимальными.

Рассмотрим следующую общую задачу. Имеется случайная величина [image: image6.png]


, закон распределения которой содержит неизвестный параметр [image: image7.png]


. Требуется найти подходящую оценку для параметра [image: image8.png]


 по результатам [image: image9.png]


 независимых опытов, в каждом из которых величина [image: image10.png]


 приняла определенное значение.

Обозначим наблюденные значения случайной величины

 [image: image11.png]X, X5, %,



.             
  

      (1.1)

Их можно рассматривать как [image: image12.png]


 «экземпляров» случайной величины [image: image13.png]


, то есть [image: image14.png]


 независимых случайных величин, каждая из которых распределена по тому же закону, что и случайная величина [image: image15.png]


.

Обозначим [image: image16.png]


 оценку для параметра [image: image17.png]


. Любая оценка, вычисляемая на основе материала (1.1), должна представлять собой функцию величин [image: image18.png]X, X5, %,



:
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      (1.2)

и, следовательно, сама является величиной случайной. Закон распределения [image: image20.png]


 зависит, во-первых, от закона распределения величины [image: image21.png]


 (и, в частности, от самого неизвестного параметра [image: image22.png]


); во-вторых, от числа опытов [image: image23.png]


. В принципе этот закон распределения может быть найден известными методами теории вероятностей.

Предъявим к оценке [image: image24.png]


 ряд требований, которым она должна удовлетворять, чтобы быть в каком-то смысле «доброкачественной» оценкой.

Естественно потребовать от оценки [image: image25.png]


, чтобы при увеличении числа опытов [image: image26.png]


 она приближалась (сходилась по вероятности) к параметру [image: image27.png]


. Оценка, обладающая таким свойством, называется состоятельной.

Кроме того, желательно, чтобы, пользуясь величиной [image: image28.png]


 вместо [image: image29.png]


, мы по крайней мере не делали систематической ошибки в сторону завышения или занижения, т. е. чтобы выполнялось условие

[image: image30.png]


.                 



 (1.3)

Оценка, удовлетворяющая такому условию, называется несмещенной.

Наконец, желательно, чтобы выбранная несмещенная оценка обладала по сравнению с другими наименьшей дисперсией, т. е.

[image: image31.png]D[] = min



.              



 (1.4)

Оценка, обладающая таким свойством, называется эффективной.

На практике не всегда удается удовлетворить всем этим требованиям. Например, может оказаться, что, даже если эффективная оценка существует, формулы для ее вычисления оказываются слишком сложными, и приходится удовлетворяться другой оценкой, дисперсия которой несколько больше. Иногда применяются - в интересах простоты расчетов - незначительно смещенные оценки. Однако выбору оценки всегда должно предшествовать ее критическое рассмотрение со всех перечисленных выше точек зрения.

  
2. Оценки для математического ожидания и дисперсии
Пусть имеется случайная величина [image: image32.png]


 с математическим ожиданием [image: image33.png]


 и дисперсией [image: image34.png]


; оба параметра неизвестны. Над величиной [image: image35.png]


 произведено [image: image36.png]


 независимых опытов, давших результаты [image: image37.png]X, X5, %,



. Требуется найти состоятельные и несмещенные оценки для параметров [image: image38.png]


 и [image: image39.png]


.

В качестве оценки для математического ожидания естественно предложить среднее арифметическое наблюденных значений (ранее мы его обозначали [image: image40.png]


):

[image: image41.png]


.                            
            (2.1)

Нетрудно убедиться, что эта оценка является состоятельной: согласно закону больших чисел, при увеличении [image: image42.png]


 величина [image: image43.png]


 сходится по вероятности к [image: image44.png]


. Оценка [image: image45.png]


 является также и несмещенной, так как

[image: image46.png]


.               


 (2.2)

Дисперсия этой оценки равна:

[image: image47.png]


.                         

 (2.3)

Эффективность или неэффективность оценки зависит от вида закона распределения величины [image: image48.png]


. Можно доказать, что если величина [image: image49.png]


 распределена по нормальному закону, дисперсия (2.3) будет минимально возможной, т. е. оценка [image: image50.png]


 является эффективной. Для других законов распределения это может быть и не так.

Перейдем к оценке для дисперсии [image: image51.png]


. На первый взгляд наиболее естественной оценкой представляется статистическая дисперсия:

[image: image52.png]Sk~
ool '



,              

 (2.4)

где

[image: image53.png]


.                           

 (2.5)

Проверим, является ли эта оценка состоятельной. Выразим ее через второй начальный момент (по формуле (7.4.6) гл. 7)!!!!!:

[image: image54.png]


.                

 (2.6)

Первый член в правой части есть среднее арифметическое [image: image55.png]


 наблюденных значений случайной величины [image: image56.png]


; он сходится по вероятности к [image: image57.png]MX ) =aX]



. Второй член сходится по вероятности к [image: image58.png]


; вся величина (2.6) сходится по вероятности к величине

[image: image59.png]


.

Это означает, что оценка (2.4) состоятельна.

Проверим, является ли оценка [image: image60.png]


 также и несмещенной. Подставим в формулу (2.6) вместо [image: image61.png]


 его выражение (2.5) и произведем указанные действия:
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[image: image63.png]



[image: image64.png]


.              


(2.7)

Найдем математическое ожидание величины (2.7):

[image: image65.png]


.                      (2.8)

Так как дисперсия [image: image66.png]


 не зависит от того, в какой точке выбрать начало координат, выберем его в точке [image: image67.png]


. Тогда

[image: image68.png]Mx=MXF=D



;  [image: image69.png]


,   


(2.9)

[image: image70.png]


.                            (2.10)

Последнее равенство следует из того, что опыты независимы.

Подставляя (2.9) и (2.10) в (2.8), получим:

[image: image71.png]


.                 


          (2.11)

Отсюда видно, что величина [image: image72.png]


 не является несмещенной оценкой для [image: image73.png]


: ее математическое ожидание не равно [image: image74.png]


, а несколько меньше. Пользуясь оценкой [image: image75.png]


 вместо дисперсии [image: image76.png]


, мы будем совершать некоторую систематическую ошибку в меньшую сторону. Чтобы ликвидировать это смещение, достаточно ввести поправку, умножив величину [image: image77.png]


 на [image: image78.png]


. Получим:

[image: image79.png]


.

Такую «исправленную» статистическую дисперсию мы и выберем в качестве оценки для [image: image80.png]


:

[image: image81.png]Z(X ?
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.                

          (2.12)

Так как множитель [image: image82.png]


 стремится к единице при [image: image83.png]


, а оценка [image: image84.png]


 состоятельна, то оценка [image: image85.png]


 также будет состоятельной.

На практике часто вместо формулы (2.12) бывает удобнее применять другую, равносильную ей, в которой статистическая дисперсия выражена через второй начальный момент:

[image: image86.png]


.                             (2.13)

При больших значениях [image: image87.png]


, естественно, обе оценки - смещенная [image: image88.png]


 и несмещенная [image: image89.png]


 - будут различаться очень мало и введение поправочного множителя теряет смысл.

Таким образом, мы пришли к следующим правилам обработки ограниченного по объему статистического материала.

Если даны значения [image: image90.png].73,




, принятые в [image: image91.png]


 независимых опытах случайной величиной [image: image92.png]


 с неизвестными математическим ожиданием [image: image93.png]


 и дисперсией [image: image94.png]


, то для определения этих параметров следует пользоваться приближенными значениями (оценками):

[image: image95.png]


                    
       
 (2.14)

3. Доверительный интервал. Доверительная вероятность

Выше мы рассмотрели вопрос об оценке неизвестного параметра [image: image96.png]


 одним числом. Такая оценка называется «точечной». В ряде задач требуется не только найти для параметра [image: image97.png]


 подходящее численное значение, но и оценить его точность и надежность. Требуется знать - к каким ошибкам может привести замена параметра [image: image98.png]


 его точечной оценкой [image: image99.png]


 и с какой степенью уверенности можно ожидать, что эти ошибки не выйдут за известные пределы?

Такого рода задачи особенно актуальны при малом числе наблюдений, когда точечная оценка [image: image100.png]


 в значительной мере случайна и приближенная замена [image: image101.png]


 на [image: image102.png]


 может привести к серьезным ошибкам.

Чтобы дать представление о точности и надежности оценки [image: image103.png]


, в математической статистике пользуются так называемыми доверительными интервалами и доверительными вероятностями.

Пусть для параметра [image: image104.png]


 получена из опыта несмещенная оценка [image: image105.png]


. Мы хотим оценить возможную при этом ошибку. Назначим некоторую достаточно большую вероятность [image: image106.png]


 (например, [image: image107.png]£=09,



 [image: image108.png]0,95



 или [image: image109.png]0,99



) такую, что событие с вероятностью [image: image110.png]


 можно считать практически достоверным, и найдем такое значение [image: image111.png]


, для которого

[image: image112.png]P(\;—a\ <:): 8



.   



              (3.1)

Тогда диапазон практически возможных значений ошибки, возникающей при замене [image: image113.png]


 на [image: image114.png]


, будет [image: image115.png]


; большие по абсолютной величине ошибки будут появляться только с малой вероятностью [image: image116.png]


.

Перепишем (3.1) в виде:

[image: image117.png]P(a-e<a<a+e)




.                   

(3.2)

Равенство (3.2) означает, что с вероятностью [image: image118.png]


 неизвестное значение параметра [image: image119.png]


 попадает в интервал

[image: image120.png]Ig=@ £.a+e)



.               



  (3.3)

При этом необходимо отметить одно обстоятельство. Ранее мы неоднократно рассматривали вероятность попадания случайной величины в заданный неслучайный интервал. Здесь дело обстоит иначе: величина [image: image121.png]


 не случайна, зато случаен интервал [image: image122.png]


. Случайно его положение на оси абсцисс, определяемое его центром [image: image123.png]


; случайна вообще и длина интервала [image: image124.png]


, так как величина [image: image125.png]


 вычисляется, как правило, по опытным данным. Поэтому в данном случае лучше будет толковать величину [image: image126.png]


 не как вероятность «попадания» точки [image: image127.png]


 в интервал [image: image128.png]


, а как вероятность того, что случайный интервал [image: image129.png]


 накроет точку [image: image130.png]


 (рис. 3.1).

[image: image131.jpg]



Рис. 3.1.

Вероятность [image: image132.png]


 принято называть доверительной вероятностью, а интервал  [image: image133.png]


- доверительным интервалом. Границы интервала [image: image134.png]


: [image: image135.png]


 и [image: image136.png]ay=a+e



 называются доверительными границами.

Дадим еще одно истолкование понятию доверительного интервала: его можно рассматривать как интервал значений параметра [image: image137.png]


, совместимых с опытными данными и не противоречащих им. Действительно, если условиться считать событие с вероятностью [image: image138.png]


 практически невозможным, то те значения параметра [image: image139.png]


, для которых [image: image140.png]fe-a|> ¢



, нужно признать противоречащими опытным данным, а те, для которых [image: image141.png]fe-a| <2



, - совместимыми с ними.

Перейдем к вопросу о нахождении доверительных границ [image: image142.png]


 и [image: image143.png]


.

Пусть для параметра [image: image144.png]


 имеется несмещенная оценка [image: image145.png]


. Если бы нам был известен закон распределения величины [image: image146.png]


, задача нахождения доверительного интервала была бы весьма проста: достаточно было бы найти такое значение [image: image147.png]


, для которого

[image: image148.png]P(\;—a\ <:): 8



.

Затруднение состоит в том, что закон распределения оценки [image: image149.png]


 зависит от закона распределения величины [image: image150.png]


 и, следовательно, от его неизвестных параметров (в частности, и от самого параметра [image: image151.png]


).

Чтобы обойти это затруднение, можно применить следующий грубо приближенный прием: заменить в выражении для [image: image152.png]


 неизвестные параметры их точечными оценками. При сравнительно большом числе опытов [image: image153.png]


 (порядка [image: image154.png]20+30



) этот прием обычно дает удовлетворительные по точности результаты.

В качестве примера рассмотрим задачу о доверительном интервале для математического ожидания.

Пусть произведено [image: image155.png]


 независимых опытов над случайной величиной [image: image156.png]


, характеристики которой - математическое ожидание [image: image157.png]


 и дисперсия [image: image158.png]


 - неизвестны. Для этих параметров получены оценки:

[image: image159.png]


; [image: image160.png]Z(X ?
=
1



.                    


(3.4)

Требуется построить доверительный интервал [image: image161.png]


, соответствующий доверительной вероятности [image: image162.png]


, для математического ожидания [image: image163.png]


 величины [image: image164.png]


.

При решении этой задачи воспользуемся тем, что величина [image: image165.png]


 представляет собой сумму [image: image166.png]


 независимых одинаково распределенных случайных величин [image: image167.png]


, и, согласно центральной предельной теореме, при достаточно большом [image: image168.png]


 ее закон распределения близок к нормальному. На практике даже при относительно небольшом числе слагаемых (порядка [image: image169.png]10+ 20



) закон распределения суммы можно приближенно считать нормальным. Будем исходить из того, что величина [image: image170.png]


 распределена по нормальному закону. Характеристики этого закона - математическое ожидание и дисперсия - равны соответственно [image: image171.png]


 и [image: image172.png]El =]



 . Предположим, что величина [image: image173.png]


 нам известна, и найдём такую величину [image: image174.png]


 для которой

[image: image175.png]- <25)
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.            



 (3.5)

Выразим вероятность в левой части (3.5) через нормальную функцию распределения

[image: image176.png]P(‘afm‘<sﬁ):2®~[s—ﬁ]71
o



.               


  (3.6)

где [image: image177.png]


 - среднее квадратическое отклонение оценки [image: image178.png]


.

Из уравнения

[image: image179.png]



находим значение [image: image180.png]


:

[image: image181.png]o -owee’( 1)



,                 


  (3.7)

где [image: image182.png]arg @' (x)



 - функция, обратная [image: image183.png]" (x)



, т. е. такое значение аргумента, при котором нормальная функция распределения равна [image: image184.png]


.

Дисперсия [image: image185.png]


, через которую выражена величина [image: image186.png]


, нам в точности не известна; в качестве ее ориентировочного значения можно воспользоваться оценкой [image: image187.png]


 (3.4) и положить приближенно:

[image: image188.png]


.                            



 (3.8)

Таким образом, приближенно решена задача построения доверительного интервала, который равен:

[image: image189.png]Ig=(m-sgm+eg)



,                      

(3.9)

где [image: image190.png]


 определяется формулой (3.7).

Чтобы избежать при вычислении [image: image191.png]


 обратного интерполирования в таблицах функции [image: image192.png]" (x)



, удобно составить специальную таблицу (см. табл. 3.1), где приводятся значения величины

[image: image193.png]g :ng@”[if]




в зависимости от [image: image194.png]


. Величина [image: image195.png]


 определяет для нормального закона число средних квадратических отклонений, которое нужно отложить вправо и влево от центра рассеивания для того, чтобы вероятность попадания в полученный участок была равна [image: image196.png]


.

Через величину [image: image197.png]


 доверительный интервал выражается в виде:

[image: image198.png]Ig=(m-tgamim+iga)



.

Таблица 3.1

	[image: image199.png]



	[image: image200.png]



	[image: image201.png]



	[image: image202.png]



	[image: image203.png]



	[image: image204.png]



	[image: image205.png]



	[image: image206.png]




	0,80
	1,282
	0,86
	1,475
	0,91
	1,694
	0,97
	2,169

	0,81
	1,310
	0,87
	1,513
	0,92
	1,750
	0,98
	2,325

	0,82
	1,340
	0,88
	1,554
	0,93
	1,810
	0,99
	2,576

	0,83
	1,371
	0,89
	1,597
	0,94
	1,880
	0,9973
	3,000

	0,84
	1,404
	0,90
	1,643
	0,95
	1,960
	0,999
	3,290

	0,85
	1,439
	 
	 
	0,96
	2,053
	 
	 


Пример 1. Произведено 20 опытов над величиной [image: image207.png]


; результаты приведены в таблице 3.2.

Таблица 3.2

	[image: image208.png]



	[image: image209.png]



	[image: image210.png]



	[image: image211.png]



	[image: image212.png]



	[image: image213.png]



	[image: image214.png]



	[image: image215.png]




	1
	10,5
	6
	10,6
	11
	10,6
	16
	10,9

	2
	10,8
	7
	10,9
	12
	11,3
	17
	10,8

	3
	11,2
	8
	11,0
	13
	10,5
	18
	10,7

	4
	10,9
	9
	10,3
	14
	10,7
	19
	10,9

	5
	10,4
	10
	10,8
	15
	10,8
	20
	11,0


Требуется найти оценку [image: image216.png]


 для математического ожидания [image: image217.png]


 величины [image: image218.png]


 и построить доверительный интервал, соответствующий доверительной вероятности [image: image219.png]£=08



.

Решение. Имеем:

[image: image220.png]


.

Выбрав за начало отсчета [image: image221.png]


, по третьей формуле (2.14) находим несмещенную оценку [image: image222.png]


:

[image: image223.png]


;

[image: image224.png]0,0564




.

По таблице 3.1 находим [image: image225.png]


;

[image: image226.png]


.

Доверительные границы:

[image: image227.png]-0,072=10,71



;

[image: image228.png]m+0,072

0,85




.

Доверительный интервал:

[image: image229.png]16 =(10,7110,85)



.

Значения параметра [image: image230.png]


, лежащие в этом интервале, являются совместными с опытными данными, приведенными в таблице 3.2.

Аналогичным способом может быть построен доверительный интервал и для дисперсии.

Пусть произведено [image: image231.png]


 независимых опытов над случайной величиной [image: image232.png]


 с неизвестными параметрами [image: image233.png]


 и [image: image234.png]


, и для дисперсии [image: image235.png]


 получена несмещенная оценка:

[image: image236.png]Z(X ?
=
1



,                



(3.11)

где

[image: image237.png]


.

Требуется приближенно построить доверительней интервал для дисперсии.

Из формулы (3.11) видно, что величина [image: image238.png]


 представляет собой сумму [image: image239.png]


 случайных величин вида [image: image240.png]&=y’
n—-1



. Эти величины не являются независимыми, так как в любую из них входит величина [image: image241.png]


, зависящая от всех остальных. Однако можно показать, что при увеличении [image: image242.png]


 закон распределения их суммы тоже приближается к нормальному. Практически при [image: image243.png]n=20+30



 он уже может считаться нормальным.

Предположим, что это так, и найдем характеристики этого закона: математическое ожидание и дисперсию. Так как оценка [image: image244.png]


 - несмещенная, то

[image: image245.png]


.

Вычисление дисперсии [image: image246.png]


 связано со сравнительно сложными выкладками, поэтому приведем ее выражение без вывода:

[image: image247.png]


,              


 (3.12)

где [image: image248.png]


 - четвертый центральный момент величины [image: image249.png]


.

Чтобы воспользоваться этим выражением, нужно подставить в него значения [image: image250.png]


 и [image: image251.png]


 (хотя бы приближенные). Вместо [image: image252.png]


 можно воспользоваться его оценкой [image: image253.png]


. В принципе четвертый центральный момент [image: image254.png]


 тоже можно заменить его оценкой, например величиной вида:

[image: image255.png]


,               



(3.13)

но такая замена даст крайне невысокую точность, так как вообще при ограниченном числе опытов моменты высокого порядка определятся с большими ошибками. Однако на практике часто бывает, что вид закона распределения величины [image: image256.png]


 известен заранее: неизвестны лишь его параметры. Тогда можно попытаться выразить [image: image257.png]


 через [image: image258.png]


.

Возьмем наиболее часто встречающийся случай, когда величина [image: image259.png]


 распределена по нормальному закону. Тогда ее четвертый центральный момент выражается через дисперсию:

[image: image260.png]


,

и формула (3.12) дает

[image: image261.png]n-
G 731)

0




или

[image: image262.png]


.                   



(3.14)

Заменяя в (3.14) неизвестное [image: image263.png]


 его оценкой [image: image264.png]


, получим:

[image: image265.png]


,                               


(3.15)

откуда

[image: image266.png]


.                                  

(3.16)

Момент [image: image267.png]


 можно выразить через [image: image268.png]


 также и в некоторых других случаях, когда распределение величины [image: image269.png]


 не является нормальным, но вид его известен. Например, для закона равномерной плотности имеем:

[image: image270.png]


;  [image: image271.png]


,

где [image: image272.png]


 - интервал, на котором задан закон. Следовательно,

[image: image273.png]


.

По формуле (3.12) получим:

[image: image274.png]


,

откуда находим приближенно

[image: image275.png]


.             



(3.17)

В случаях, когда вид закона распределения величины [image: image276.png]


 неизвестен, при ориентировочной оценке величины [image: image277.png]o



 рекомендуется все же пользоваться формулой (3.16), если нет специальных оснований считать, что этот закон сильно отличается от нормального (обладает заметным положительным или отрицательным эксцессом).

Если ориентировочное значение [image: image278.png]o



 тем или иным способом получено, то можно построить доверительный интервал для дисперсии, аналогично тому, как мы строили его для математического ожидания:

[image: image279.png]1g=(D-tg05 D+tgay




,             


(3.18)

где величина [image: image280.png]


 в зависимости от заданной вероятности [image: image281.png]


 находится по таблице 3.1.

Пример 2. Найти приближенно 80%-й доверительный интервал для дисперсии случайной величины [image: image282.png]


 в условиях примера 1, если известно, что величина [image: image283.png]


 распределена по закону, близкому к нормальному.

Решение. Величина остается той же, что в примере 1:

[image: image284.png]


.

По формуле (3.16)

[image: image285.png]0,064=0,0207




.

По формуле (3.18) находим доверительный интервал:

[image: image286.png]15 =(0,043,0,085)



.

Соответствующий интервал значений среднего квадратического отклонения: [image: image287.png]


.

4. Точные методы построения доверительных интервалов для параметров случайной величины, распределенной по нормальному закону

В предыдущем параграфе мы рассмотрели грубо приближенные методы построения доверительных интервалов для математического ожидания и дисперсии. Здесь мы дадим представление о точных методах решения той же задачи. Подчеркнем, что для точного нахождения доверительных интервалов совершенно необходимо знать заранее вид закона распределения величины [image: image288.png]


, тогда как для применения приближенных методов это не обязательно.

Идея точных методов построения доверительных интервалов сводится к следующему. Любой доверительный интервал находится из условия, выражающего вероятность выполнения некоторых неравенств, в которые входит интересующая нас оценка [image: image289.png]


. Закон распределения оценки [image: image290.png]


 в общем случае зависит от самих неизвестных параметров величины [image: image291.png]


. Однако иногда удается перейти в неравенствах от случайной величины [image: image292.png]


 к какой-либо другой функции наблюденных значений [image: image293.png]X, X5, %,



, закон распределения которой не зависит от неизвестных параметров, а зависит только от числа опытов [image: image294.png]


 и от вида закона распределения величины [image: image295.png]


. Такого рода случайные величины играют большую роль в математической статистике; они наиболее подробно изучены для случая нормального распределения величины [image: image296.png]


.

Например, доказано, что при нормальном распределении величины [image: image297.png]


 случайная величина

[image: image298.png]


,                      


 
(4.1)

где

[image: image299.png]


,  [image: image300.png]Z(X ?
=
1



,

подчиняется так называемому закону распределения Стьюдента с [image: image301.png]


 степенями свободы; плотность этого закона имеет вид

[image: image302.png]


,                          

(4.2)

где [image: image303.png]T(x)



 - известная гамма-функция:

[image: image304.png]T(x)= [u”‘g’“du
0



.

Доказано также, что случайная величина

[image: image305.png]V:(n—l)ﬁ



              




(4.3)

имеет «распределение [image: image306.png]


» с [image: image307.png]


 степенями свободы, плотность которого выражается формулой

[image: image308.png]


                        (4.4)

Не останавливаясь на выводах распределений (4.2) и (4.4), покажем, как их можно применить при построении доверительных интервалов для параметров [image: image309.png]


 и [image: image310.png]


.

Пусть произведено [image: image311.png]


 независимых опытов над случайной величиной [image: image312.png]


, распределенной по нормальному закону с неизвестными параметрами [image: image313.png]


 и [image: image314.png]


. Для этих параметров получены оценки

[image: image315.png]


, [image: image316.png]Z(X ?
=
1



.

Требуется построить доверительные интервалы для обоих параметров, соответствующие доверительной вероятности [image: image317.png]


.

Построим сначала доверительный интервал для математического ожидания. Естественно этот интервал взять симметричным относительно [image: image318.png]


; обозначим [image: image319.png]


 половину длины интервала. Величину [image: image320.png]


 нужно выбрать так, чтобы выполнялось условие

[image: image321.png]- <25)
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.             



  (4.5)

Попытаемся перейти в левой части равенства (4.5) от случайной величины [image: image322.png]


 к случайной величине [image: image323.png]


, распределенной по закону Стьюдента. Для этого умножим обе части неравенства [image: image324.png]=] <25



 на положительную величину [image: image325.png]St



:

[image: image326.png]



или, пользуясь обозначением (4.1),

[image: image327.png]


.                           


 (4.6)

Найдем такое число [image: image328.png]


, что

[image: image329.png]P(Tl<ts)= 6



.                    



(4.7)

Величина [image: image330.png]


 найдется из условия

[image: image331.png]P(T<t)= ] Vet (e = 8

i



.                   

 
(.4.8)

Из формулы (4.2) видно, что [image: image332.png]RG]



 - четная функция; поэтому (4.8) дает

[image: image333.png]g
2] Sy @de= 8
0



.                  



(4.9)

Равенство (4.9) определяет величину [image: image334.png]


 в зависимости от [image: image335.png]


. Если иметь в своем распоряжении таблицу значений интеграла

[image: image336.png]wix) = 2] Sy @)t
0



,

то величину можно найти обратным интерполированием в этой таблице. Однако удобнее составить заранее таблицу значений [image: image337.png]


. В этой таблице приведены значения [image: image338.png]


 в зависимости от доверительной вероятности [image: image339.png]


 и числа степеней свободы [image: image340.png]


. Определив [image: image341.png]


 по таблице и полагая

[image: image342.png]


,            



       (4.10)

мы найдем половину ширины доверительного интервала [image: image343.png]


 и сам интервал

[image: image344.png]~ D - il
R N T



.                     

(4.11)

Пример 1. Произведено 5 независимых опытов над случайной величиной [image: image345.png]


, распределенной нормально с неизвестными параметрами [image: image346.png]


 и [image: image347.png]


. Результаты опытов приведены в таблице 4.1.

Таблица 4.1

	[image: image348.png]



	1
	2
	3
	4
	5

	[image: image349.png]



	-2,5
	3,4
	-2,0
	1,0
	2,1


Найти оценку [image: image350.png]


 для математического ожидания и построить для него 90%-й доверительный интервал (т. е. интервал, соответствующий доверительной вероятности [image: image351.png]£=09



).

Решение. Имеем

[image: image352.png]By

0,4



; [image: image353.png]b=}

6,6



.

По таблице для [image: image354.png]


 и [image: image355.png]£=09



 находим

[image: image356.png]


,

откуда

[image: image357.png]


.

Доверительный интервал будет

[image: image358.png]Ig= (mfsﬁ,&+sﬁ): (-2,05,2,85)



.

Пример 2. Для условий примера 1 параграфа 3, предполагая величину [image: image359.png]


 распределенной нормально, найти точный доверительный интервал.

Решение. По таблице находим при [image: image360.png]


 и [image: image361.png]£=08




[image: image362.png]


; отсюда [image: image363.png]


.

Сравнивая с решением примера 1 параграфа 3 ([image: image364.png]


), убеждаемся, что расхождение весьма незначительно. Если сохранить точность до второго знака после запятой, то доверительные интервалы, найденные точным и приближенным методами, совпадают:

[image: image365.png]16 =(10,7110,85)



.

Перейдем к построению доверительного интервала для дисперсии.

Рассмотрим несмещенную оценку дисперсии

[image: image366.png]Z(X ?
=
1




и выразим случайную величину [image: image367.png]


 через величину [image: image368.png]


 (4.3), имеющую распределение [image: image369.png]


 (4.4):

[image: image370.png]


.               (4.12)

Зная закон распределения величины [image: image371.png]


, можно найти интервал [image: image372.png]


, в который она попадает с заданной вероятностью [image: image373.png]


.

Закон распределения [image: image374.png]Ky )



 величины [image: image375.png]


 имеет вид, изображенный на рис. 4.1.

[image: image376.jpg]| A-1l?)




Рис. 4.1.

Возникает вопрос: как выбрать интервал [image: image377.png]


? Если бы закон распределения величины [image: image378.png]


 был симметричным (как нормальный закон или распределение Стьюдента), естественно было бы взять интервал [image: image379.png]


 симметричным относительно математического ожидания. В данном случае закон [image: image380.png]Ky )



 несимметричен. Условимся выбирать интервал так, чтобы вероятности выхода величины [image: image381.png]


 за пределы интервала вправо и влево (заштрихованные площади на рис. 4.1) были одинаковы и равны

[image: image382.png]


.

Чтобы построить интервал [image: image383.png]


 с таким свойством, воспользуемся таблицей: в ней приведены числа [image: image384.png]


 такие, что

[image: image385.png]B >





для величины [image: image386.png]


, имеющей [image: image387.png]


 распределение с [image: image388.png]


 степенями свободы. В нашем случае [image: image389.png]


. Зафиксируем [image: image390.png]


 и найдем в соответствующей строке таблицы два значения [image: image391.png]


; одно, отвечающее вероятности [image: image392.png]


, другое - вероятности [image: image393.png]


. Обозначим эти значения [image: image394.png]


 и [image: image395.png]


. Интервал [image: image396.png]


 имеет [image: image397.png]


 своим левым, а [image: image398.png]


 - правым концом.

Теперь найдем по интервалу [image: image399.png]


 искомый доверительный интервал [image: image400.png]


 для дисперсии с границами [image: image401.png]


 и [image: image402.png]


, который накрывает точку [image: image403.png]


 с вероятностью [image: image404.png]


:

[image: image405.png]Py <D <Dy)=g



.

Построим такой интервал [image: image406.png]Ig=(D.Dp)



, который накрывает точку [image: image407.png]


 тогда и только тогда, когда величина [image: image408.png]


 попадает в интервал [image: image409.png]


. Покажем, что интервал

[image: image410.png]; [D(n 3 Bl 1)]
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(4.13)

удовлетворяет этому условию. Действительно, неравенства

[image: image411.png]EICE
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; [image: image412.png]De-n g
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равносильны неравенствам

[image: image413.png]


; [image: image414.png]


,

а эти неравенства выполняются с вероятностью [image: image415.png]


. Таким образом, доверительный интервал для дисперсии найден и выражается формулой (4.13).

Пример 3. Найти доверительный интервал для дисперсии в условиях примера 2 параграфа 3, если известно, что величина [image: image416.png]


 распределена нормально.

Решение. Имеем [image: image417.png]£=08



; [image: image418.png]


; [image: image419.png]€01



. По таблице находим при [image: image420.png]



для 

[image: image421.png]


                  
 [image: image422.png]


;

для

 [image: image423.png]


  

[image: image424.png]


.

По формуле (4.13) находим доверительный интервал для дисперсии

[image: image425.png]15 =(0,045,0,104)



.

Соответствующий интервал для среднего квадратического отклонения: [image: image426.png]


. Этот интервал лишь незначительно превосходит полученный в примере 2 параграфа 3 приближенным методом интервал [image: image427.png]


.

  
5. Оценка вероятности по частоте

На практике часто приходится оценивать неизвестную вероятность [image: image428.png]


 события [image: image429.png]


 по его частоте [image: image430.png]


 в [image: image431.png]


 независимых опытах.

Эта задача близко примыкает к рассмотренным в предыдущих параграфах. Действительно, частота события [image: image432.png]


 в [image: image433.png]


 независимых опытах есть не что иное, как среднее арифметическое наблюденных значений величины [image: image434.png]


, которая в каждом отдельном опыте принимает значение 1, если событие[image: image435.png]


  появилось, и 0, если не появилось:

[image: image436.png]


.               




(5.1)

Напомним, что математическое ожидание величины [image: image437.png]


 равно [image: image438.png]


; ее дисперсия [image: image439.png]


, где [image: image440.png]


. Математическое ожидание среднего арифметического также равно [image: image441.png]



[image: image442.png]


,                



(5.2)

т. е. оценка [image: image443.png]


 для [image: image444.png]


 является несмещенной.

Дисперсия величины [image: image445.png]


 равна

[image: image446.png]


.              



(5.3)

Можно доказать, что эта дисперсия является минимально возможной, т. е. оценка [image: image447.png]


 для [image: image448.png]


 является эффективной.

Таким образом, в качестве точечной оценки для неизвестной вероятности [image: image449.png]


 разумно во всех случаях принимать частоту [image: image450.png]


. Возникает вопрос о точности и надежности такой оценки, т. е. о построении доверительного интервала для вероятности [image: image451.png]


.

Хотя эта задача и представляет собой частный случай ранее рассмотренной задачи о доверительном интервале для математического ожидания, все же целесообразно решать ее отдельно. Специфика здесь в том, что величина [image: image452.png]


 - прерывная случайная величина только с двумя возможными значениями: 0 и 1. Кроме того, ее математическое ожидание [image: image453.png]


 и дисперсия [image: image454.png]pg =p(l-p)



 связаны функциональной зависимостью. Это упрощает задачу построения доверительного интервала.

Рассмотрим сначала наиболее простой случай, когда число опытов [image: image455.png]


 сравнительно велико, а вероятность [image: image456.png]


 не слишком велика и не слишком мала. Тогда можно считать, что частота события [image: image457.png]


 есть случайная величина, распределение которой близко к нормальному. Расчеты показывают, что этим допущением можно пользоваться даже при не очень больших значениях [image: image458.png]


: достаточно, чтобы обе величины [image: image459.png]


 и [image: image460.png]


 были больше четырех. Будем исходить из того, что эти условия выполнены и частоту [image: image461.png]


 можно считать распределенной по нормальному закону. Параметрами этого закона будут:

[image: image462.png]


;  [image: image463.png]


.                     



(5.4)

Предположим сначала, что величина [image: image464.png]


 нам известна. Назначим доверительную вероятность [image: image465.png]


 и найдем такой интервал [image: image466.png](p—gg.p+eg)



,чтобы величина [image: image467.png]


 попадала в этот интервал с вероятностью [image: image468.png]


:

[image: image469.png]Pl -] <e5)
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.                       



(5.5)

Так как величина [image: image470.png]


 распределена нормально, то

[image: image471.png]Hp )= 24;[2],1: p
=
-



,

откуда, как и в параграфе 3,

[image: image472.png]8




,

где [image: image473.png]


 - функция, обратная нормальной функции распределения [image: image474.png]


.

Для определения [image: image475.png]


, как и в параграфе 3, можно обозначить

[image: image476.png]g :ng@”[if]



.

Тогда

[image: image477.png]


,                           



(5.6)

где [image: image478.png]


 определяется из таблицы 3.1.

Таким образом, с вероятностью [image: image479.png]


 можно утверждать, что

[image: image480.png]* 79
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.                 



(5.7)

Фактически величина [image: image481.png]


 нам неизвестна; однако неравенство (5.7) будет иметь вероятность [image: image482.png]


 независимо от того, известна нам или неизвестна вероятность [image: image483.png]


. Получив из опыта конкретное значение частоты [image: image484.png]


, можно, пользуясь неравенством (5.7), найти интервал [image: image485.png]


, который с вероятностью [image: image486.png]


 накрывает точку [image: image487.png]


. Действительно, преобразуем это неравенство к виду

[image: image488.png]@' -p’ < i
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(5.8)

и дадим ему геометрическую интерпретацию. Будем откладывать по оси абсцисс частоту [image: image489.png]


, а по оси ординат - вероятность [image: image490.png]


 (рис. 5.1).

[image: image491.jpg]



Рис. 5.1.

Геометрическим местом точек, координаты которых [image: image492.png]


 и [image: image493.png]


 удовлетворяют неравенству (5.8), будет внутренняя часть эллипса, проходящего через точки [image: image494.png](0,0)



 и [image: image495.png][¢8)]



 и имеющего в этих точках касательные, параллельные оси [image: image496.png]


. Так как величина [image: image497.png]


 не может быть ни отрицательной, ни большей единицы, то область [image: image498.png]


, соответствующую неравенству (5.8), нужно еще ограничить слева и справа прямыми [image: image499.png]


 и [image: image500.png]


. Теперь можно для любого значения [image: image501.png]


, полученного из опыта, построить доверительный интервал [image: image502.png]


, который с вероятностью [image: image503.png]


 накроет неизвестное значение [image: image504.png]


. Для этого проведем через точку [image: image505.png]


 прямую, параллельную оси ординат; на этой прямой границы области [image: image506.png]


 отсекут доверительный интервал [image: image507.png]Ig=(r1.20)



. Действительно, точка [image: image508.png]


 со случайной абсциссой [image: image509.png]


 и неслучайной (но неизвестной) ординатой [image: image510.png]


 с вероятностью [image: image511.png]


 попадет внутрь эллипса, т. е. интервал [image: image512.png]


 с вероятностью [image: image513.png]


 накроет точку [image: image514.png]


.

Размеры и конфигурация «доверительного эллипса» зависят от числа опытов [image: image515.png]


. Чем больше [image: image516.png]


, тем больше вытянут эллипс и тем уже доверительный интервал.

Доверительные границы [image: image517.png]


 и [image: image518.png]


 можно найти из соотношения (5.8), заменив в нем знак неравенства равенством. Решая полученное квадратное уравнение относительно [image: image519.png]


, получим два корня:

[image: image520.png]


                                      (5.9)

Доверительный интервал для вероятности [image: image521.png]


 будет

[image: image522.png]Ig=(r1.20)



.

Пример 1. Частота события [image: image523.png]


 в серии из 100 опытов оказалась [image: image524.png]


. Определить 90%-й доверительный интервал для вероятности [image: image525.png]


 события [image: image526.png]


.

Решение. Прежде всего проверяем применимость нормального закона; для этого оценим величины [image: image527.png]


 и [image: image528.png]


. Полагая ориентировочно [image: image529.png]pep



, получим

[image: image530.png]npmap



;  [image: image531.png]ngwsnl-p"
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.

Обе величины значительно больше четырех; нормальный закон применим. Из таблицы 3.1 для [image: image532.png]£=09



 находим [image: image533.png]


. По формулам (5.9) имеем

[image: image534.png]


; [image: image535.png]0,840




; [image: image536.png]15 =(0,705,0,840)



.

Заметим, что при увеличении [image: image537.png]


 величины [image: image538.png]feis

M



 и [image: image539.png]


 в формулах (5.9) стремятся к нулю; в пределе формулы принимают вид
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(5.10)

Эти формулы могут быть получены и непосредственно, если воспользоваться приближенным способом построения доверительного интервала для математического ожидания, данным в параграфе 3. Формулами (5.10) можно пользоваться при больших [image: image541.png]


 (порядка сотен), ёсли только вероятность [image: image542.png]


 не слишком велика и не слишком мала (например, когда обе величины [image: image543.png]


 и [image: image544.png]


 порядка 10 или более).

Пример 2. Произведено 200 опытов; частота события [image: image545.png]


 оказалась [image: image546.png]


. Построить 85%-й доверительный интервал для вероятности события приближенно (по формулам (5.10)). Сравнить результат с точным, соответствующим формулам (5.9).

Решение. [image: image547.png]B=0,85



; по таблице 3.1 находим [image: image548.png]


. Умножая его на

[image: image549.png]%0,0335




,

получим

[image: image550.png]0,048




,

откуда находим приближенно доверительный интервал

[image: image551.png]15 #(0,292,0,388)



.

По формулам (5.9) найдем более точные значения [image: image552.png]


; [image: image553.png]0,389




, которые почти не отличаются от приближенных.

Выше мы рассмотрели вопрос о построении доверительного интервала для случая достаточно большого числа опытов, когда частоту можно считать распределенной нормально. При малом числе опытов (а также если вероятность [image: image554.png]


 очень велика или очень мала) таким допущением пользоваться нельзя. В этом случае доверительный интервал строят, исходя не из приближенного, а из точного закона распределения частоты. Нетрудно убедиться, что это есть биномиальное распределение. Действительно, число появлений события [image: image555.png]


 в[image: image556.png]


 опытах распределено по биномиальному закону: вероятность того, что событие [image: image557.png]


 появится ровно [image: image558.png]


 раз, равна

[image: image559.png]


,                           

(5.11)

а частота [image: image560.png]


 есть не что иное, как число появлений события, деленное на число опытов.

Исходя из этого распределения, можно построить доверительный интервал [image: image561.png]


 аналогично тому, как мы строили его, исходя из нормального закона для больших [image: image562.png]


 .

Предположим сначала, что вероятность [image: image563.png]


 нам известна, и найдем интервал частот [image: image564.png]


, [image: image565.png]


, в который с вероятностью [image: image566.png]B=1-a



 попадет частота события [image: image567.png]


.

Для случая большого [image: image568.png]


 мы пользовались нормальным законом распределения и брали интервал симметричным относительно математического ожидания. Биномиальное распределение (5.11) не обладает симметрией. К тому же (в связи с тем, что частота - прерывная случайная величина) интервала, вероятность попадания в который в точности равна [image: image569.png]


, может и не существовать. Поэтому выберем в качестве интервала [image: image570.png]


, [image: image571.png]


 самый малый интервал, вероятность попадания левее которого и правее которого будет больше [image: image572.png]| R



.

Аналогично тому, как мы строили область [image: image573.png]


 для нормального закона (рис. 5.1), можно будет для каждого [image: image574.png]


 и заданного [image: image575.png]


 построить область, внутри которой значение вероятности [image: image576.png]


 совместимо с наблюденным в опыте значением частоты р*.

На рис. 5.2 изображены кривые, ограничивающие такие области для различных [image: image577.png]


 при доверительной вероятности [image: image578.png]£=09



. По оси абсцисс откладывается частота [image: image579.png]


, по оси ординат - вероятность [image: image580.png]


. Каждая пара кривых, соответствующая данному [image: image581.png]


, определяет доверительный интервал вероятностей, отвечающий данному значению частоты. Строго говоря, границы областей должны быть ступенчатыми (ввиду прерывности частоты), но для удобства они изображены в виде плавных кривых.

Для того чтобы, пользуясь такими кривыми, найти доверительный интервал [image: image582.png]


 нужно произвести следующее построение (см. рис. 5.2): по оси абсцисс отложить наблюденное в опыте значение частоты [image: image583.png]


, провести через эту точку прямую, параллельную оси ординат, и отметить точки пересечения прямой с парой кривых, соответствующих данному числу опытов [image: image584.png]


; проекции этих точек на ось ординат и дадут границы [image: image585.png]


, [image: image586.png]


 доверительного интервала [image: image587.png]



[image: image588.jpg]! B L
)
Lo i
,,,, D7
%
o) r %
= L[ %
Ny

Wy v

aw|

il
0" 40 @i e G0 4 48 b 4 G iy





Рис. 5.2.

При заданном [image: image589.png]


 кривые, ограничивающие «доверительную область», определяются уравнениями:

[image: image590.png]X ompta- =2
% 2




;               


(5.12)

[image: image591.png]k
> omta- =2
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(5.13)

где [image: image592.png]


 - число появлений события:

[image: image593.png]


.

Разрешая уравнение (5.12) относительно [image: image594.png]


, можно найти нижнюю границу [image: image595.png]


 «доверительной области»; аналогично из (5.13) можно найти [image: image596.png]


.

Чтобы не решать эти уравнения каждый раз заново, удобно заранее затабулировать (или представить графически) решения для нескольких типичных значений доверительной вероятности [image: image597.png]


. Например, в книге И. В. Дунина-Барковского и Н. В. Смирнова «Теория вероятностей и математическая статистика в технике» имеются таблицы [image: image598.png]


 и [image: image599.png]


 для [image: image600.png]£=0,95



 и [image: image601.png]£=0,99



. Из той же книги заимствован график рис. 5.2.

Пример 3. Найти доверительные границы [image: image602.png]


 и [image: image603.png]


 для вероятности события, если в 50 опытах частота его оказалась[image: image604.png]


. Доверительная вероятность [image: image605.png]£=09



.

Решение. Построением (см. пунктир на рис. 5.2) для [image: image606.png]


 и [image: image607.png]n=50



 находим: [image: image608.png]10,28



; [image: image609.png]P2 =052



.

Пользуясь методом доверительных интервалов, можно приближенно решить и другой важный для практики вопрос: каково должно быть число опытов [image: image610.png]


 для того, чтобы с доверительной вероятностью 3 ожидать, что ошибка от замены вероятности частотой не превзойдет заданного значения?

При решении подобных задач удобнее не пользоваться непосредственно графиками типа рис. 5.2, а перестроить их, представив доверительные границы как функции от числа опытов [image: image611.png]


.

Пример 4. Проведено 25 опытов, в которых событие [image: image612.png]


 произошло 12 раз. Найти ориентировочно число опытов [image: image613.png]


, которое понадобится для того, чтобы с вероятностью [image: image614.png]£=09



 ошибка от замены вероятности частотой не превзошла 20%.

Решение. Определяем предельно допустимую ошибку:

[image: image615.png]4=0,2.0,48

,096 = 0,1



.

Пользуясь кривыми рис. 5.2, построим новый график: по оси абсцисс отложим число опытов [image: image616.png]


, по оси ординат - доверительные границы для вероятности (рис. 5.3).

[image: image617.jpg]



Рис. 5.3.

Средняя прямая, параллельная оси абсцисс, соответствует наблюденной частоте события [image: image618.png]2_y48
25




. Выше и ниже прямой [image: image619.png]


 проведены кривые [image: image620.png]»(n)



 и [image: image621.png]pa(m)



, изображающие нижнюю и верхнюю доверительные границы в зависимости от [image: image622.png]


. Область между кривыми, определяющая доверительный интервал, заштрихована. В непосредственной близости от прямой [image: image623.png]p=048



 двойной штриховкой показана более узкая область 20%-й допустимой ошибки. Из рис. 5.3 видно, что ошибка падает до допустимой величины при числе опытов [image: image624.png]


 порядка 100.

Заметим, что после выполнения потребного числа опытов может понадобиться новая проверка точности определения вероятности по частоте, так как будет получено в общем случае уже другое значение частоты отличное от наблюденного в ранее проведенных опытах. При этом может оказаться, что число опытов все еще недостаточно для обеспечения необходимой точности, и его придется несколько увеличить. Однако первое приближение, полученное описанным выше методом, может служить для ориентировочного предварительного планирования серии опытов с точки зрения требуемого на них времени, денежных затрат и т. д.

На практике иногда приходится встречаться со своеобразной задачей определения доверительного интервала для вероятности события, когда полученная из опыта частота равна нулю. Такая задача обычно связана с опытами, в которых вероятность интересующего нас события очень мала (или, наоборот, очень велика - тогда мала вероятность противоположного события).

Пусть, например, проводятся испытания какого-то изделия на безотказность работы. В результате испытаний изделие не отказало ни разу. Требуется найти максимальную практически возможную вероятность отказа.

Поставим эту задачу в общем виде. Произведено [image: image625.png]


 независимых опытов, ни в одном из которых событие [image: image626.png]


 не произошло. Задана доверительная вероятность [image: image627.png]


; требуется построить доверительный интервал для вероятности [image: image628.png]


 события [image: image629.png]


, точнее - найти его верхнюю границу [image: image630.png]


 так как нижняя [image: image631.png]


, естественно, равна нулю.

Поставленная задача является частным случаем общей задачи о доверительном интервале для вероятности, но ввиду своих особенностей заслуживает отдельного рассмотрения. Прежде всего, приближенный метод построения доверительного интервала (на основе замены закона распределения частоты нормальным), изложенный в начале данного [image: image632.png]


, здесь неприменим, так как вероятность [image: image633.png]


 очень мала. Точный метод построения доверительного интервала на основе биномиального распределения в данном случае применим, но может быть существенно упрощен.

Будем рассуждать следующим образом. В результате [image: image634.png]


 опытов наблюдено событие [image: image635.png]


, состоящее в том, что [image: image636.png]


 не появилось ни разу. Требуется найти максимальное значение [image: image637.png]


, которое «совместимо» с наблюденным в опыте событием [image: image638.png]


, если считать «несовместимыми» с [image: image639.png]


 те значения [image: image640.png]


, для которых вероятность события [image: image641.png]


 меньше, чем [image: image642.png]


.

Очевидно, для любой вероятности [image: image643.png]


 события [image: image644.png]


 вероятность наблюденного события [image: image645.png]


 равна

[image: image646.png]P(B)=(1-p)"



.

Полагая [image: image647.png]PB)=a



, получим уравнение для [image: image648.png]


:

[image: image649.png]-p)"=1-8



,                               


(5.14)

откуда

[image: image650.png]


.                                 


(5.15)

Пример 5. Вероятность [image: image651.png]


 самопроизвольного срабатывания взрывателя при падении снаряда с высоты [image: image652.png]


 неизвестна, но предположительно весьма мала. Произведено 100 опытов, в каждом из которых снаряд роняли с высоты [image: image653.png]


, но ни в одном опыте взрыватель не сработал. Определить верхнюю границу [image: image654.png]


 90%-го доверительного интервала для вероятности [image: image655.png]


.

Решение. По формуле (5.15)

[image: image656.png]py=1-1091-0,9=1-109f0 1



,

[image: image657.png]1g109f0.1=0,011g0,1=1,9900



;

[image: image658.png]1000,1% 0,977



; [image: image659.png]


.

Рассмотрим еще одну задачу, связанную с предыдущей. Событие [image: image660.png]


 с малой вероятностью [image: image661.png]


 не наблюдалось в серии из [image: image662.png]


 опытов ни разу. Задана доверительная вероятность [image: image663.png]


. Каково должно быть число опытов [image: image664.png]


 для того, чтобы верхняя доверительная граница для вероятности события была равна заданному значению [image: image665.png]


?

Решение сразу получается из формулы (5.14):

[image: image666.png]o808
g-27)




.                                   


(5.16)

Пример 6. Сколько раз нужно убедиться в безотказной работе изделия для того, чтобы с гарантией 95% утверждать, что в практическом применении оно будет отказывать не более чем в 5% всех случаев?

Решение. По формуле (5.16) при [image: image667.png]£=0,95



, [image: image668.png]0,05




 имеем:

[image: image669.png]2005
120,95

58,4



.

Округляя в большую сторону, получим:

[image: image670.png]n=59



.

Имея в виду ориентировочный характер всех расчетов подобного рода, можно предложить вместо формул (5.15) и (5.16) более простые приближенные формулы. Их можно получить, предполагая, что число появлений события[image: image671.png]


 при [image: image672.png]


 опытах распределено по закону Пуассона с математическим ожиданием [image: image673.png]


. Это предположение приближенно справедливо в случае, когда вероятность [image: image674.png]


 очень мала. Тогда

[image: image675.png]B(B)me ™



,

и вместо формулы (5.15) получим:

[image: image676.png]—ln(1- 8
PN ——



,                                

(5.17)

а вместо формулы (5.16)

[image: image677.png]In(l- 8
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.                                  

(5.18)

Пример 7. Найти приближенно значение [image: image678.png]


 для условий примера 5.

Решение. По формуле (5.14) имеем:

[image: image679.png]-In0,1_ 2,303
-0l 29023
2= " 10




,

т. е. тот же результат, который получен по точной формуле в примере 5.

Пример 8. Найти приближенно значение [image: image680.png]


 для условий примера 6.

Решение. По формуле (5.18) имеем:

[image: image681.png]—In0,05 2,996

nw =
0,05 0,05

=59,9




.

Округляя в большую сторону, находим [image: image682.png]n=60



, что мало отличается от результата [image: image683.png]n=59



, полученного в примере 6.

  
6. Оценки для числовых характеристик системы случайных величин

Выше мы рассмотрели задачи, связанные с оценками для числовых характеристик одной случайной величины при ограниченном числе опытов и построением для этих характеристик доверительных интервалов.

Аналогичные вопросы возникают и при обработке ограниченного числа наблюдений над двумя и более случайными величинами.

Здесь мы ограничимся рассмотрением только точечных оценок для характеристик системы.

Рассмотрим сначала случай двух случайных величин.

Имеются результаты [image: image684.png]


 независимых опытов над системой случайных величин [image: image685.png](X.7)



, давшие результаты:

[image: image686.png](x.01)



; [image: image687.png](x3,72)



; …; [image: image688.png](%)



.

Требуется найти оценки для числовых характеристик системы: математических ожиданий [image: image689.png]"y,



, дисперсий [image: image690.png]


 и корреляционного момента [image: image691.png]


.

Этот вопрос решается аналогично тому, как мы решили его для одной случайной величины. Несмещенными оценками для математических ожиданий будут средние арифметические:

[image: image692.png]


; [image: image693.png]


,                  


(6.1)

а для элементов корреляционной матрицы -

[image: image694.png]X G =)0y = )
Byp=01— — po



                     


(6.2)

Доказательство может быть проведено аналогично пар. 2.

При непосредственном вычислении оценок для дисперсий и корреляционного момента часто бывает удобно воспользоваться связью между центральными и начальными статистическими моментами:
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(6.3)

где

[image: image696.png]


                      

(6.4)

Вычислив статистические моменты по формулам (6.3), можно затем найти несмещенные оценки для элементов корреляционной матрицы по формулам:

[image: image697.png]


                 



(6.5)

Пример. Произведены стрельбы с самолета по земле одиночными выстрелами. Зарегистрированы координаты точек попадания и одновременно записаны соответствующие значения угла скольжения самолета. Наблюденные значения угла скольжения [image: image698.png]


 (в тысячных радиана) и абсциссы точки попадания [image: image699.png]


 (в метрах) приведены в таблице 6.1.

Таблица 6.1

	[image: image700.png]



	[image: image701.png]



	[image: image702.png]



	[image: image703.png]



	[image: image704.png]



	[image: image705.png]




	1
	-8
	-10
	11
	+3
	-1

	2
	+10
	-2
	12
	-2
	+4

	3
	+22
	+4
	13
	+28
	+12

	4
	+55
	+10
	14
	+62
	+20

	5
	+2
	-1
	15
	-10
	-11

	6
	-39
	-1+
	16
	-8
	+2

	7
	-15
	-8
	17
	+22
	+14

	8
	+5
	-2
	18
	+3
	+6

	9
	+10
	+6
	19
	-32
	-12

	10
	+18
	+8
	20
	+8
	+1


Найти оценки для числовых характеристик системы [image: image706.png](8.X)



.

Решение. Для наглядности наносим все пары значений [image: image707.png](8.X)



 на график (рис. 6.1). Расположение точек на графике уже свидетельствует о наличии определенной зависимости (положительной корреляции) между [image: image708.png]


 [image: image709.png]


.

По формулам (6.1) вычисляем средние значения величин [image: image710.png]


 и [image: image711.png]


 - оценки для математических ожиданий:

[image: image712.png]


; [image: image713.png]


.

[image: image714.jpg]



Рис. 6.1.

Далее находим статистические вторые начальные моменты:

[image: image715.png]


;

[image: image716.png]


.

По формулам (6.3) находим статистические дисперсии:

[image: image717.png]Dy =581,8-51,0=5308



;

[image: image718.png]


.

Для нахождения несмещенных оценок умножим статистические дисперсии на [image: image719.png]-1 19



; получим:

[image: image720.png]Dg =559



,

[image: image721.png]89,7



.

Соответственно средние квадратические отклонения равны:

[image: image722.png]


; [image: image723.png]9,46



.

По последней формуле (6.4) находим статистический начальным момент:

[image: image724.png]2. 8%

dfx[ﬁ,X]:’:‘T:wo,s




и статистический корреляционный момент:

[image: image725.png]Ky =8, X]-mpmy =190,8-3,6=187,2



.

Для определения несмещенной оценки умножаем его на [image: image726.png]-1 19



; получаем:

[image: image727.png]


,

откуда оценка для коэффициента корреляции равна:

[image: image728.png]197,0

=0 o8
23.6.9,46



.

Полученное сравнительно большое значение [image: image729.png]


 указывает на наличие существенной связи между [image: image730.png]


 и [image: image731.png]


; на этом основании можно предполагать, что скольжение является основной причиной боковых отклонений снарядов.

Перейдем к случаю обработки наблюдений над системой произвольного числа случайных величин.

Имеется система [image: image732.png]


 случайных величин

[image: image733.png](X1, X5, &)



.

Над системой произведено [image: image734.png]


 независимых наблюдений; результаты этих наблюдений оформлены в виде таблицы, каждая строка которой содержит [image: image735.png]


 значений, принятых случайными величинами [image: image736.png]X, Xa, Ko



 в одном наблюдении (табл. 6.2).

Таблица 6.2
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Числа, стоящие в таблице и занумерованные двумя индексами, представляют собой зарегистрированные результаты наблюдений; первый индекс обозначает номер случайной величины, второй - номер наблюдения, так что [image: image786.png]


 - это значение, принятое величиной [image: image787.png]


 в [image: image788.png]


-м наблюдении.

Требуется найти оценки для числовых характеристик системы: математических ожиданий [image: image789.png]3y Py
Py



 и элементов корреляционной матрицы:

[image: image790.png]51 K Kim
Xn £

|-



.

По главной диагонали корреляционной матрицы, очевидно, стоят дисперсии случайных величин [image: image791.png]X, Xa, Ko



:

[image: image792.png]Ky=0



; [image: image793.png]Kp=Dy



; …; [image: image794.png]


.

Оценки для математических ожиданий найдутся как средние арифметические:

[image: image795.png]P, =

LDV



  [image: image796.png](k=12,.,m)



.                       


(6.6)

Несмещенные оценки для дисперсий определятся по формулам

[image: image797.png]


,                      



(6.7)

а для корреляционных моментов - по формулам

[image: image798.png]3 g = (g = 1)
=)

-1



.                   


(6.8)

По этим данным определяются оценки для элементов нормированной корреляционной матрицы:

[image: image799.png]


,               



(6.9)

где

[image: image800.png]Sr=Dr



;  [image: image801.png]


.                   


(6.10)

Пример. Сброшено 10 серий бомб, по 5 бомб в каждой, и зарегистрированы точки попадания. Результаты опытов сведены в таблицу 6.3. В таблице буквой [image: image802.png]


 обозначен номер серии; [image: image803.png]


 - номер бомбы в серии.

Требуется определить подходящие значения числовых характеристик - математических ожиданий и элементов корреляционных матриц - для системы пяти случайных величин

[image: image804.png](X1, X7, X3, X4, X5)




и системы пяти случайных величин

[image: image805.png](1.15.13. %4, 75)



.

Решение. Оценки для математических ожиданий найдутся как средние арифметические по столбцам:

[image: image806.png]74,3



; [image: image807.png]Mz

-19,9
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; [image: image809.png]mx, =858



; [image: image810.png]s =147,0



;

[image: image811.png]


; [image: image812.png]


; [image: image813.png]my, =12,2



; [image: image814.png]iy, =133



; [image: image815.png]


.

При вычислении элементов корреляционной матрицы мы не будем, как в прежних примерах, пользоваться соотношениями между начальными и центральными моментами; в данном случае ввиду сильно изменяющихся математических ожиданий пользование этим приемом не даст преимуществ. Будем вычислять оценки для моментов непосредственно по формулам (6.2). Для этого вычтем из каждого элемента таблицы 6.3 среднее значение соответствующего столбца. Результаты сведем в таблицу 6.4.

Таблица 6.3

	Абсцисса X
	Абсцисса Y

	[image: image816.png]



[image: image817.png]



	1
	2
	3
	4
	5
	1
	2
	3
	4
	5

	1
	-120
	-20
	2
	60
	180
	-20
	-15
	-8
	-6
	-2

	2
	-108
	-75
	-20
	20
	80
	40
	60
	120
	125
	130

	3
	-200
	-120
	-80
	-20
	10
	-25
	-30
	-20
	-10
	2

	4
	-55
	-2
	40
	120
	200
	-100
	-75
	-35
	2
	2

	5
	5
	60
	100
	165
	220
	-40
	-30
	-25
	-30
	-45

	6
	-240
	-202
	-140
	-88
	-30
	80
	30
	25
	10
	2

	7
	10
	65
	120
	160
	205
	14
	25
	25
	30
	10

	8
	-40
	0
	65
	103
	170
	80
	75
	60
	10
	-4

	9
	-100
	-40
	-10
	55
	105
	-70
	-60
	-30
	-10
	0

	10
	105
	135
	190
	280
	330
	2
	4
	10
	12
	4


Таблица 6.4

	[image: image818.png]T,
Ty




	[image: image819.png]Vi, =My,





	[image: image820.png]



[image: image821.png]



	1
	2
	3
	4
	5
	1
	2
	3
	4
	5

	1
	-45,7
	-0,1
	-25,7
	-25,8
	33,0
	-16,1
	-13,4
	-20,2
	-19,3
	-11,9

	2
	-33,
	-55,1
	-37,7
	-65,8
	-67,0
	43,9
	61,6
	107,8
	111,7
	120,1

	3
	-125,7
	-100,1
	-107,7
	-105,8
	-137,0
	-21,1
	-28,4
	-32,2
	-23,3
	-7,9

	4
	19,3
	17,9
	12,3
	34,2
	53,0
	-96,1
	-73,4
	-47,2
	-11,3
	-7,9

	5
	79,3
	79,9
	72,3
	79,2
	73,0
	-36,1
	-28,4
	-37,2
	-43,3
	-54,9

	6
	-165,7
	-182,1
	-167,7
	-173,8
	-177,0
	83,9
	31,6
	12,8
	-3,3
	-7,9

	7
	84,3
	84,9
	92,3
	74,2
	58,0
	17,9
	26,6
	12,8
	16,7
	0,1

	8
	34,3
	19,9
	37,3
	17,2
	23,0
	83,9
	76,6
	47,8
	-3,3
	-13,9

	9
	-25,7
	-20,1
	-37,7
	-30,8
	-42,0
	-66,1
	-58,4
	-42,2
	-23,3
	-9,9

	10
	179,3
	154,9
	162,3
	194,2
	183,0
	5,9
	5,6
	-2,2
	-1,3
	-5,9


Возводя эти числа в квадрат, суммируя по столбцам и деля на [image: image822.png]


, получим оценки для дисперсий и средних квадратических отклонений:

[image: image823.png]104,2.10%




; [image: image824.png]


; [image: image825.png]


;
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; [image: image827.png]114,4.10%




;

[image: image828.png]Ty =102
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; [image: image830.png]Ty =97
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.
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;
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; [image: image837.png]


;
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; [image: image839.png]Ty, =49



; [image: image840.png]


; [image: image841.png]Ty, =44



; [image: image842.png]Ty; =45



.

Чтобы найти оценку для корреляционного момента, например, между величинами [image: image843.png]


 и [image: image844.png]


 составим столбец попарных произведении чисел, стоящих в первом и втором столбцах таблицы 6.4. Сложив все эти произведения и разделив сумму на [image: image845.png]


, получим:

[image: image846.png]0,959-10%




.

Деля [image: image847.png]


 на [image: image848.png]Tx T,



 получим:

[image: image849.png]Py % 0,97



.

Аналогично находим все остальные элементы корреляционных матриц. Для удобства умножим все элементы обеих матриц моментов на [image: image850.png]1072



. Получим:

[image: image851.png][104,2 96,0 98,4 1051 106,98
94,4 932 107,0 1011

o 943 102,0 99,2
10,2 108,2

11,4





[image: image852.png]B =
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.

(Ввиду симметричности матриц они заполнены только наполовину.)

Нормированные корреляционные матрицы имеют вид:
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.

Рассматривая эти матрицы, убеждаемся, что величины [image: image855.png](X1, X7, X3, X4, X5)



 находятся в весьма тесной зависимости, приближающейся к функциональной; величины [image: image856.png](1.15.13. %4, 75)



 связаны менее тесно, и коэффициенты корреляции между ними убывают по мере удаления от главной диагонали корреляционной матрицы.

7. Обработка стрельб

Одной из важных практических задач, возникающих при изучении вопросов стрельбы и бомбометания, является задача обработки результатов экспериментальных стрельб (бомбометаний).

Здесь мы будем различать два случая: стрельбу ударными снарядами и стрельбу дистанционными снарядами.

При стрельбе ударными снарядами рассеивание характеризуется законом распределения системы двух случайных величин: абсциссы и ординаты точки попадания на некоторой плоскости (реальной или воображаемой). При стрельбе дистанционными снарядами рассеивание носит пространственный характер и описывается законом распределения системы трех координат точки разрыва снаряда.

Рассмотрим сначала задачу обработки стрельб ударными снарядами. Пусть произведено [image: image857.png]


 независимых выстрелов по некоторой плоской мишени и зарегистрированы координаты [image: image858.png]


 точек попадания (рис. 7.1):

[image: image859.png](23,010 (k3,203 (o )



.

[image: image860.jpg]



Рис. 7.1.

Предполагая, что закон распределения системы [image: image861.png](X.7)



 нормальный, требуется найти оценки для его параметров: координат центра рассеивания [image: image862.png]


, [image: image863.png]


, угла [image: image864.png]


, определяющего направление главных осей рассеивания [image: image865.png]


, [image: image866.png]


 и главных с.к.о. [image: image867.png]=3



, [image: image868.png]


.

Начнем с рассмотрения самого простого случая, когда направление главных осей рассеивания известно заранее. Этот случай часто встречается на практике, так как обычно направление главных осей рассеивания определяется самими условиями стрельбы (например, при бомбометании - направление полета и перпендикулярное к нему; при воздушной стрельбе - направление поперечной скорости цели и перпендикулярное к нему и т. д.). В этом случае задача обработки стрельб сильно упрощается. Зная заранее хотя бы ориентировочно направление главных осей, можно выбрать координатные оси параллельно им; в такой системе координат абсцисса и ордината точки попадания представляют собой независимые случайные величины, и их закон распределения определяется всего четырьмя параметрами: координатами центра рассеивания и главными средними квадратическими отклонениями [image: image869.png]


, [image: image870.png]


. Оценки для этих параметров определяются формулами

[image: image871.png]


                       


(7.1)

Рассмотрим более сложный случай, когда направление главных осей рассеивания заранее неизвестно и тоже должно быть определено из опыта. В этом случае определению подлежат оценки всех пяти параметров: координат центра рассеивания [image: image872.png]


, [image: image873.png]


, угла [image: image874.png]


 и главных средних квадратических отклонений [image: image875.png]=3



, [image: image876.png]


 (рис. 7.2).

[image: image877.jpg]



Рис. 7.2.

Оценки для координат центра рассеивания в этом случае определяются так же, как в предыдущем случае, по формулам

[image: image878.png]


; [image: image879.png]


.                  


(7.2)

Перейдем к оценке угла [image: image880.png]


. Предположим, что направления главных осей рассеивания известны, и проведем через точку [image: image881.png](my,my)



 главные оси [image: image882.png]o¢



, [image: image883.png]


 (рис. 7.2). В системе [image: image884.png]


 координаты случайной точки [image: image885.png](X.7)



 будут:

[image: image886.png]B=(X-my)cosa+(Y —my)sina,

H=—(X—my)sin @+ —m,) cos




или

[image: image887.png]B=Xcosa+Ysina,
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(7.3)

Очевидно, величины [image: image888.png]


 будут иметь математические ожидания, равные нулю:

[image: image889.png]


.

Так как оси [image: image890.png]o¢



, [image: image891.png]


 - главные оси рассеивания, величины [image: image892.png]


 независимы. Но для величин, подчиненных нормальному закону, независимость эквивалентна некоррелированности; следовательно, нам достаточно найти такое значение угла [image: image893.png]


, при котором величины [image: image894.png]


 не коррелированы. Это значение и определит направление главных осей рассеивания.

Вычислим корреляционный момент величин [image: image895.png]


. Перемножая равенства (7.3) и применяя к их произведению операцию математического ожидания, получим:

[image: image896.png]— M X2 ]sin @cos @+ M[ X ¥](cos” @—sin® &) +




[image: image897.png]+M[¥? Jsin @eos @= 7%sm 28(D, - Dy)+ Ky vos 22



.

Приравнивая это выражение нулю и деля обе части на [image: image898.png]cos 2&



, имеем:

[image: image899.png]


.                  




(7.4)

Уравнение (7.4) даст два значения угла [image: image900.png]


: [image: image901.png]


 и [image: image902.png]


, различающиеся на [image: image903.png][T



. Эти два угла и определяют направления главных осей рассеивания.

Заменяя в равенстве (7.4) [image: image904.png]


, [image: image905.png]


, [image: image906.png]


 их оценками, получим оценку для угла [image: image907.png]


:

[image: image908.png]1 2Ky
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.

Найдем оценки для главных средних квадратических отклонений [image: image909.png]=3



, [image: image910.png]


. Для этого найдем дисперсии величин [image: image911.png]


, заданных формулами (7.3), по теореме о дисперсии линейной функции:

[image: image912.png]Dy =D, cos” @+ D, sin® @+ 2K, sin @eos @



;

[image: image913.png]= 2 2 -
D, =D, sin? @+D, cos? @- 2K, sinacosa



,

откуда находим оценки для главных дисперсий:

[image: image914.png]'y cos? &+ By sin 2+ Dy sin® &

= Drsin &= By sin 23+ Dy cos” &



                        

(7.5)

Оценки для главных средних квадратических отклонений выразятся формулами:

[image: image915.png]& =Dz
=Dy



              



(7.6)

Выпишем отдельно полную сводку формул для обработки стрельб по плоской мишени в случае, когда направление главных осей рассеивания заранее неизвестно. Оценки искомых параметров определяются формулами:

[image: image916.png]


                     

(7.7)

где

[image: image917.png]Zor=mp)?
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(7.8)

В заключение следует заметить, что обработку стрельб по полным формулам (7.7) имеет смысл предпринимать только тогда, когда число опытов достаточно велико (порядка многих десятков; только в этом случае угол [image: image918.png]


 может быть оценен с достаточном точностью. При малом числе наблюдений значение [image: image919.png]


, полученное обработкой, является в значительной мере случайным.

Задачу обработки стрельб дистанционными снарядами мы здесь рассмотрим только в простейшем случае, когда направление главных осей рассеивания (хотя бы ориентировочно) известно заранее. Как правило, встречающиеся в практике стрельбы дистанционными снарядами задачи обработки опытов относятся к этому типу. Тогда можно выбрать координатные оси параллельно главным осям рассеивания и рассматривать три координаты точки разрыва снаряда как независимые случайные величины.

Пусть в результате [image: image920.png]


 независимых выстрелов зарегистрированы координаты [image: image921.png]


 точек разрыва дистанционных снарядов

[image: image922.png](3.1, 210 (%2, 7222053 (B Vs )




в системе координат с осями, параллельными главным осям рассеивания. Оценки для параметров нормального закона определятся формулами:

[image: image923.png]


                        

(7.9)

На решении задачи обработки стрельб дистанционными снарядами в случае, когда направления главных осей рассеивания заранее неизвестны, мы останавливаться не будем, так как на практике эта задача встречается сравнительно редко.

  
8. Сглаживание экспериментальных зависимостей по методу наименьших квадратов

К вопросам, связанным с обработкой опытов, разобранным в данной главе, близко примыкает вопрос о сглаживании экспериментальных зависимостей.

Пусть производится опыт, целью которого является, исследование зависимости некоторой физической величины [image: image924.png]


 от физической величины [image: image925.png]


 (например, зависимости пути, пройденного телом, от времени; начальной скорости снаряда от температуры заряда; подъемной силы от угла атаки и т. д.). Предполагается, что величины [image: image926.png]


 и [image: image927.png]


 связаны функциональной зависимостью:

[image: image928.png]


.                   




(8.1)

Вид этой зависимости и требуется определить из опыта.

Предположим, что в результате опыта мы получили ряд экспериментальных точек и построили график зависимости [image: image929.png]


 от [image: image930.png]


 (рис. 8.1). Обычно экспериментальные точки на таком графике располагаются не совсем правильным образом - дают некоторый «разброс», т. е. обнаруживают случайные отклонения от видимой общей закономерности.
[image: image931.jpg]



Рис. 8.1.

Эти уклонения связаны с неизбежными при всяком опыте ошибками измерения.

Возникает вопрос, как по этим экспериментальным данным наилучшим образом воспроизвести зависимость [image: image932.png]


 от [image: image933.png]


?

Известно, что через любые [image: image934.png]


 точек с координатами [image: image935.png](7.



 всегда можно провести кривую, выражаемую аналитически полиномом степени [image: image936.png][C2))



, так, чтобы она в точности прошла через каждую из точек (рис. 8.2).

[image: image937.jpg]



Рис. 8.2.

Однако такое решение вопроса обычно не является удовлетворительным: как правило, нерегулярное поведение экспериментальных точек, подобное изображенному на рис. 8.1 и 8.2, связано не с объективным характером зависимости [image: image938.png]


 от [image: image939.png]


, а исключительно с ошибками измерения. Это легко обнаружить, сравнивая наблюденные уклонения (разброс точек) с примерно известными ошибками измерительной аппаратуры.

Тогда возникает весьма типичная для практики задача сглаживания экспериментальной зависимости. Желательно обработать экспериментальные данные так, чтобы по возможности точно отразить общую тенденцию зависимости [image: image940.png]


 от [image: image941.png]


, но вместе с тем сгладить незакономерные, случайные уклонения, связанные с неизбежными погрешностями самого наблюдения.

Для решения подобных задач обычно применяется расчетный метод, известный под названием «метода наименьших квадратов». Этот метод дает возможность при заданном типе зависимости [image: image942.png]


 так выбрать ее числовые параметры, чтобы кривая [image: image943.png]


 в известном смысле наилучшим образом отображала экспериментальные данные.

Скажем несколько слов о том, из каких соображений может быть выбран тип кривой [image: image944.png]


. Часто этот вопрос решается непосредственно по внешнему виду экспериментальной зависимости. Например, экспериментальные точки, изображенные на рис. 8.3, явно наводят на мысль о прямолинейной зависимости вида [image: image945.png]y=ax+b



.

[image: image946.jpg]



Рис. 8.3.

Зависимость, изображенная на рис. 8.4, хорошо может быть представлена полиномом второй степени [image: image947.png]y=ar +bxtc



.

[image: image948.jpg]



Рис. 8.4.

Если речь идет о периодической функции, часто можно выбрать для ее изображения несколько гармоник тригонометрического ряда и т. д.

Очень часто бывает так, что вид зависимости (линейная, квадратичная, показательная и т. д.) бывает известен из физических соображений, связанных с существом решаемой задачи, а из опыта требуется установить только некоторые параметры этой зависимости.

Задачу о рациональном выборе таких числовых параметров при данном виде зависимости мы и будем решать в настоящем [image: image949.png]


.

Пусть имеются результаты [image: image950.png]


 независимых опытов, оформленные в виде простой статистической таблицы (табл. 8.1), где [image: image951.png]


 - номер опыта; [image: image952.png]


 - значение аргумента; [image: image953.png]%



 - соответствующее значение функции.

Таблица 8.1
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Точки [image: image975.png](7.



 нанесены на график (рис. 8.5).

[image: image976.jpg]



Рис. 8.5.

Из теоретических или иных соображений выбран принципиальный вид зависимости [image: image977.png]


. Функция [image: image978.png]


 содержит ряд числовых параметров [image: image979.png]


. Требуется так выбрать эти параметры, чтобы кривая [image: image980.png]


 в каком-то смысле наилучшим образом изображала зависимость, полученную в опыте.

Решение этой задачи, как и любой задачи выравнивания или сглаживания, зависит от того, что именно мы условимся считать «наилучшим». Можно, например, считать «наилучшим» такое взаимное расположение кривой и экспериментальных точек, при котором максимальное расстояние между ними обращается в минимум; можно потребовать, чтобы в минимум обращалась сумма абсолютных величин отклонений точек от кривой и т. д. При каждом из этих требовании мы получим свое решение задачи, свои значения параметров [image: image981.png]


.

Однако общепринятым при решении подобных задач является так называемый метод наименьших квадратов, при котором требование наилучшего согласования кривой [image: image982.png]


 и экспериментальных точек сводится к тому, чтобы сумма квадратов отклонений экспериментальных точек от сглаживающей кривой обращалась в минимум. Метод наименьших квадратов имеет перед другими методами сглаживания существенные преимущества: во-первых. он приводит к сравнительно простому математическому способу определения параметров [image: image983.png]


; во-вторых, он допускает довольно веское теоретическое обоснование с вероятностной точки зрения.

Изложим это обоснование. Предположим, что истинная зависимость [image: image984.png]


 от [image: image985.png]


 в точности выражается формулой [image: image986.png]


; экспериментальные точки уклоняются от этой зависимости вследствие неизбежных ошибок измерения. Мы уже упоминали о том, что ошибки измерения, как правило, подчиняются нормальному закону. Допустим, что это так. Рассмотрим какое-нибудь значение аргумента [image: image987.png]


. Результат опыта есть случайная величина [image: image988.png]


, распределенная по нормальному закону с математическим ожиданием [image: image989.png](%)



 и со средним квадратическим отклонением [image: image990.png]a



, характеризующим ошибку измерения. Предположим, что точность измерения во всех точках одинакова:

[image: image991.png]


.

Тогда нормальный закон, по которому распределяется величина [image: image992.png]


, можно записать в виде:

[image: image993.png]


.                        


(8.2)

В результате нашего опыта - ряда измерений - произошло следующее событие: случайные величины [image: image994.png]S5



 приняли совокупность значений [image: image995.png]01,20 Vn)



. Поставим задачу: так подобрать математические ожидания [image: image996.png]@), @(x3),...@(x,)



, чтобы вероятность этого события была максимальна.

Строго говоря, вероятность любого из событий [image: image997.png]


, так же как и их совмещения, равна нулю, так как величины [image: image998.png]


 непрерывны; поэтому мы будем пользоваться не вероятностями событий [image: image999.png]


, а соответствующими элементами вероятностей:

[image: image1000.png]


.              


(8.3)

Найдем вероятность того, что система случайных величин [image: image1001.png]1.4,




 примет совокупность значений, лежащих в пределах

[image: image1002.png].0 +dy)



[image: image1003.png]12,

1)



.

Так как опыты независимы, эта вероятность равна произведению элементов вероятностей (8.3) для всех значений [image: image1004.png]


:

[image: image1005.png]


                

(8.4)

где [image: image1006.png]


 - некоторый коэффициент, не зависящий от [image: image1007.png](%)



.

Требуется так выбрать математические ожидания [image: image1008.png]@), @(x3),...@(x,)



, чтобы выражение (8.4) обращалось в максимум.

Величина

[image: image1009.png]2 [
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всегда меньше единицы; очевидно, она имеет наибольшее значение, когда показатель степени по абсолютной величине минимален:

[image: image1010.png]M=

[ - 0] =min



.

Отсюда, отбрасывая постоянный множитель [image: image1011.png]


, получаем требование метода наименьших квадратов: для того чтобы данная совокупность наблюденных значений

[image: image1012.png]V1 Y2e o n




была наивероятнейшей, нужно выбрать функцию [image: image1013.png]@(x)



 так, чтобы сумма квадратов отклонений наблюденных значений [image: image1014.png]%



 от [image: image1015.png](%)



 была минимальной:

[image: image1016.png]=min
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.

Таким образом обосновывается метод наименьших квадратов, исходя из нормального закона ошибок измерения и требования максимальной вероятности данной совокупности ошибок.

Перейдем к задаче определения параметров [image: image1017.png]


, исходя из принципа наименьших квадратов. Пусть имеется таблица экспериментальных данных (табл. 8.1) и пусть из каких-то соображений (связанных с существом явления или просто с внешним видом наблюденной зависимости) выбран общий вид функции [image: image1018.png]


, зависящей от нескольких числовых параметров [image: image1019.png]


; именно эти параметры и требуется выбрать согласно методу наименьших квадратов так, чтобы сумма квадратов отклонений [image: image1020.png]%



 от [image: image1021.png](%)



 была минимальна. Запишем [image: image1022.png]


 как функцию не только аргумента [image: image1023.png]


, но и параметров [image: image1024.png]


:

[image: image1025.png]


                  



(8.5)

Требуется выбрать [image: image1026.png]


 так, чтобы выполнялось условие:

[image: image1027.png]Xl - el abe, )] =min

i



.                   

(8.6)

Найдем значения [image: image1028.png]


, обращающие левую часть выражения (8.6) в минимум. Для этого продифференцируем ее по [image: image1029.png]


 и приравняем производные нулю:
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                        (8.7)

где [image: image1031.png](%) - aaren



 - значение частной производной функции [image: image1032.png]


 по параметру [image: image1033.png]


 в точке [image: image1034.png]


, [image: image1035.png]


 - аналогично.

Система уравнений (8.7) содержит столько же уравнений, сколько неизвестных [image: image1036.png]


.

Решить систему (8.7) в общем виде нельзя; для этого необходимо задаться конкретным видом функции [image: image1037.png]


.

Рассмотрим два часто встречающихся на практике случая: когда функция [image: image1038.png]


 линейна и когда она выражается полиномом второй степени (параболой).

 1. Подбор параметров линейной функции методом наименьших квадратов

В опыте зарегистрирована совокупность значений [image: image1039.png](7.



 [image: image1040.png])
.



 (см. рис. 8.6).

[image: image1041.jpg]



Рис. 8.6.

Требуется подобрать по методу наименьших квадратов параметры [image: image1042.png]


 линейной функции

[image: image1043.png]y=ax+b



,

изображающей данную экспериментальную зависимость.

Решение. Имеем:

[image: image1044.png]y=@(xab)=ax+b



.                       

(8.8)

Дифференцируя выражение (8.8) по [image: image1045.png]


 и [image: image1046.png]


, имеем:

[image: image1047.png]
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Подставляя в формулы (8.7), получим два уравнения для определения [image: image1049.png]


 и [image: image1050.png]


:

[image: image1051.png]i~ +5)]x =0
o



,

[image: image1052.png]2y~ (am +8)]=0

i



,

или, раскрывая скобки и производя суммирование,
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(8.9)

Разделим оба уравнения (8.9) на [image: image1054.png]


:

[image: image1055.png]


 


(8.10)

Суммы, входящие в уравнения (8.10), представляют собой не что иное, как уже знакомые нам статистические моменты:

[image: image1056.png]



[image: image1057.png]



Подставляя эти выражения в систему (8.10), получим:

[image: image1058.png])X Y 1-acy[ X]-bm;
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(8.11)

Выразим [image: image1059.png]


 из второго уравнения (8.11) и подставим в первое:

[image: image1060.png]b=ry —amy



;

[image: image1061.png]AL ¥1-acil X1~ (my



.

Решая последнее уравнение относительно [image: image1062.png]


, имеем:

[image: image1063.png]


.                     



(8.12)

Выражение (8.12) можно упростить, если ввести в него не начальные, а центральные моменты. Действительно,

[image: image1064.png][ V1=,



,      [image: image1065.png]


,

откуда
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;  [image: image1067.png]b=ry —amy



,                  



(8.13)

где

[image: image1068.png]


                     


(8.14)

Таким образом, поставленная задача решена, и линейная зависимость, связывающая [image: image1069.png]


 и [image: image1070.png]


, имеет вид:

[image: image1071.png]


,

или, перенося [image: image1072.png]


 в левую часть,

[image: image1073.png]


.                     


     (8.15)

Мы выразили коэффициенты линейной зависимости через центральные, а не через начальные вторые моменты только потому, что в таком видe формулы имеют более компактный вид. При практическом применении выведенных формул может оказаться удобнее вычислять моменты [image: image1074.png]


 и [image: image1075.png]


 не по формулам (8.14), а через вторые начальные моменты:

[image: image1076.png]


                               

(8.16)

Для того чтобы формулы (8.16) не приводили к разностям близких чисел, рекомендуется перенести начало отсчета в точку, не слишком далекую от математических ожиданий [image: image1077.png]


, [image: image1078.png]


.

 

2. Подбор параметров параболы второго порядка методом наименьших квадратов

В опыте зарегистрированы значения [image: image1079.png](7.



 [image: image1080.png])
.



 (см. рис. 8.7).

[image: image1081.jpg]



Рис. 8.7.

Требуется методом наименьших квадратов подобрать параметры квадратичной функции - параболы второго порядка:

[image: image1082.png]y=ar +bxtc



,

соответствующей наблюденной экспериментальной зависимости. Имеем:

[image: image1083.png]y=@(xabc)=ax +bxtc



,
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;

[image: image1088.png]


;  [image: image1089.png]


.

Подставляя в уравнения (8.7), имеем:

[image: image1090.png]’Z:;[y, ~(af +bx, +c)}} =0



,
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,
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или, раскрывая скобки, производя суммирование и деля на [image: image1093.png]


,

[image: image1094.png]


             


(8.17)

Коэффициенты этой системы также представляют собой статистические моменты системы двух величии [image: image1095.png]


, а именно:
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;
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Пользуясь этими выражениями для коэффициентов через начальные моменты одной случайной величины и системы двух величин, можно придать системе уравнений (8.7) достаточно компактный вид. Действительно, учитывая, что [image: image1103.png]


; [image: image1104.png]ay[X.Y]

Y]



 и перенося члены, не содержащие неизвестных, в правые части, приведем систему (8.17) к виду:
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(8.18)

Закон образования коэффициентов в уравнениях (8.18) нетрудно подметить: в левой части фигурируют только моменты величины [image: image1106.png]


 в убывающем порядке; в правой части стоят моменты системы [image: image1107.png](X.7)



, причем порядок момента по [image: image1108.png]


 убывает от уравнения к уравнению, а порядок по [image: image1109.png]


 всегда остается первым.

Аналогичными по структуре уравнениями будут определяться коэффициенты параболы любого порядка.

Мы видим, что в случае, когда экспериментальная зависимость выравнивается по методу наименьших квадратов полиномом некоторой степени, то коэффициенты этого полинома находятся решением системы линейных уравнений. Коэффициенты этой системы линейных уравнений представляют собой статистические моменты различных порядков, характеризующие систему величии [image: image1110.png](X.7)



, если ее рассмотреть как систему случайных величин.

Почти так же просто решается задача сглаживания экспериментальной зависимости методом наименьших квадратов в случае, когда сглаживающая функция представляет собой не полином, а сумму произвольных заданных функций [image: image1111.png]@ (x), @ (),

@ (%)



 с коэффициентами [image: image1112.png]az,.
a,

a



:

[image: image1113.png]k

y=@(xa,0, .60 =@ (D +a e @+ +aa () = Yag ()
)



,       
(8.19)

и когда требуется определить коэффициенты [image: image1114.png]


.

Например, экспериментальную зависимость можно сглаживать тригонометрическим полиномом

[image: image1115.png]@(x,a1,a3,83,a4) = a1 oS @X +ay 5in @X +a3 005 2@X +ay sin 20K




или линейной комбинацией показательных функций

[image: image1116.png]@(x.a1,a7,a3) = ae™ +ayel +azel



,

и т. д.

В случае, если функция задается выражением типа (8.19), коэффициенты [image: image1117.png]az,.
a,

a



 находятся решением системы [image: image1118.png]


 линейных уравнений вида:

[image: image1119.png]2 -laa ) +ae )+t e @) a @) =0
P



,

[image: image1120.png]2 -laa ) +ae @)+ taa @]} e ()=0
P



,

[image: image1121.png]


,

[image: image1122.png]2 -laa ) +ae )+t ad )} e = 0
P



.

Выполняя почленное суммирование, имеем:

[image: image1123.png]a XA +a 35 Q@A+ +a L a)AG) = X 1@ )

) pry ) )



,

[image: image1124.png]a YA e +a Yo+ ra X ame ) - e m)
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,

[image: image1125.png]


,

[image: image1126.png]4, ARG +a T A )+ +a @] =X na )
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,

или, короче,
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(8.20)

 

Систему линейных уравнений (8.20) всегда можно решить и определить таким образом коэффициенты [image: image1128.png]az,.
a,

a



.

Сложнее решается задача о сглаживании методом наименьших квадратов, если в выражение функции [image: image1129.png]


 числовые параметры [image: image1130.png]


 входят нелинейно. Тогда решение системы (8.7) может оказаться сложным и трудоемким. Однако и в этом случае часто удается получить решение задачи с помощью сравнительно простых приемов.

Проиллюстрируем идею, этих приемов на самом простом примере функции, нелинейно зависящей только от одного параметра [image: image1131.png]


 (например, [image: image1132.png]


или [image: image1133.png]y=sinax



, или [image: image1134.png]


). Имеем:

[image: image1135.png]


,                




(8.21)

где [image: image1136.png]


 - параметр, подлежащий подбору методом наименьших квадратов для наилучшего сглаживания заданной экспериментальной зависимости (рис. 8.8).

[image: image1137.jpg]



Рис. 8.8.

Будем решать задачу следующим образом. Зададимся рядом значений параметра [image: image1138.png]


 и для каждого из них найдем сумму квадратов уклонений [image: image1139.png]%



 от [image: image1140.png]@(x,a)



. Эта сумма квадратов есть некоторая функция [image: image1141.png]


; обозначим ее [image: image1142.png]Z(a)



:

[image: image1143.png]@)= i - etn.al




.

Нанесем значение [image: image1144.png]Z(a)



 на график (рис. 8.9).

То значение [image: image1145.png]


, для которого кривая [image: image1146.png]Z(a)



 имеет минимум, и выбирается как подходящее значение параметра [image: image1147.png]


 в выражении (8.21).

Совершенно так же, в принципе, можно, не решая уравнений (8.7), подобрать совокупность двух параметров [image: image1148.png](a,b)



, удовлетворяющую принципу наименьших квадратов; работа при этом лишь незначительно усложнится и сведется к построению не одного, а нескольких графиков (рис. 8.10); при этом придется искать совокупность значений [image: image1149.png]


, обеспечивающую минимум минимального значения суммы квадратов отклонений [image: image1150.png]Z(a,b)



.

[image: image1151.jpg]



Рис. 8.9.

[image: image1152.jpg]



Рис. 8.10.

Пример1. В опыте исследована зависимость глубины проникания [image: image1153.png]


 тела в преграду от удельном энергии [image: image1154.png]


 (энергии, приходящейся на квадратный сантиметр площади соударения). Экспериментальные данные приведены в таблице 8.2 и на графике (рис. 8.11).

Таблица 8.2.

	[image: image1155.png]



	[image: image1156.png]By (renst en)®




	[image: image1157.png]By (2are)





	1
	41
	4

	2
	50
	8

	3
	81
	10

	4
	104
	14

	5
	120
	16

	6
	139
	20

	7
	154
	19

	8
	180
	23

	9
	208
	26

	10
	241
	30

	11
	250
	31

	12
	269
	36

	13
	301
	37


[image: image1158.jpg]



Рис. 8.11.

Требуется по методу наименьших квадратов подобрать и построить прямую, изображающую зависимость [image: image1159.png]


 от [image: image1160.png]


.

Решение. Имеем:

[image: image1161.png]


,            [image: image1162.png]


.

Для обработки по начальным моментам переносим начало координат в близкую к средней точку:

[image: image1163.png]


;       [image: image1164.png]iy =20



.

Получаем новую таблицу значений величин:

[image: image1165.png]


;   [image: image1166.png]



Таблица 8.3.

	[image: image1167.png]



	[image: image1168.png]150





	[image: image1169.png]




	1
	-109
	-16

	2
	-100
	-12

	3
	-69
	-10

	4
	-46
	-6

	5
	-30
	-4

	6
	-11
	0

	7
	4
	-1

	8
	30
	3

	9
	58
	6

	10
	91
	10

	11
	100
	11

	12
	119
	16

	13
	151
	17


Определяем моменты:

[image: image1170.png]


;

[image: image1171.png]- * 2
Dy =669~ () =6869- (16441507 = 6662



;

[image: image1172.png]2B

ayLE b=
13




;

[image: image1173.png]Ky = o[ E W]~ gy

842-(164,4-150)(21,1-20) = 84216 = 826



.

Уравнение прямой имеет вид:

[image: image1174.png]2 (5-mg)




,

или

[image: image1175.png]0,124(E-164,4)



.        


       (8.22)

Прямая (8.22) показана на рис. 8.11.

Пример 2. Произведен ряд опытов по измерению перегрузки авиационной бомбы, проникающей в грунт, при различных скоростях встречи. Полученные значения перегрузки [image: image1176.png]


 в зависимости от скорости [image: image1177.png]


 приведены в таблице 8.4.

Таблица 8.4.

	[image: image1178.png]



	[image: image1179.png]v i cex)




	[image: image1180.png]




	1
	120
	540

	2
	131
	590

	3
	140
	670

	4
	161
	760

	5
	174
	850

	6
	180
	970

	7
	200
	1070

	8
	214
	1180

	9
	219
	1270

	10
	241
	1390

	11
	250
	1530

	12
	268
	1600

	13
	281
	1780

	14
	300
	2030


Построить по методу наименьших квадратов квадратичную зависимость вида:

[image: image1181.png]N=a +bvtc



,

наилучшим образом согласующуюся с экспериментальными данными.

Решение. В целях удобства обработки удобно изменить единицы измерения так, чтобы не иметь дела с многозначными числами; для этого можно значения [image: image1182.png]


 выразить в сотнях м/сек (умножить на [image: image1183.png]1072



), а [image: image1184.png]


 - в тысячах единиц (умножить на [image: image1185.png]


) и всю обработку провести в этих условных единицах.

Находим коэффициенты уравнений (8.18).

В принятых условных единицах:

[image: image1186.png]36295 9592
%




;

[image: image1187.png]18361 6
4




;

[image: image1188.png]8349 _ 4 535
7




;

[image: image1189.png]BT 5 056
)




;

[image: image1190.png]1,159




;

[image: image1191.png]il
. z 36,81
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;

[image: image1192.png]


.

Система уравнений (8.18) имеет вид:

[image: image1193.png]25,92a 410,608 +4,535¢ = 6,287



,

[image: image1194.png]10,60z +4,5356 +2,056¢ = 2,629



,

[image: image1195.png]4,535a+2,056b +¢ =1,159




.

Решая эту систему, находим:

[image: image1196.png]aw 0,168



;                  [image: image1197.png]50,102



;                  [image: image1198.png]¢ 0,187



.

На рис. 8.12 нанесены экспериментальные точки и зависимость

[image: image1199.png]N=a +bvtc



,

построенная по методу наименьших квадратов.

[image: image1200.jpg]



Рис. 8.12.

Примечание. В некоторых случаях может потребоваться провести кривую так, чтобы она точно проходила через некоторые заданные заранее точки. Тогда некоторые из числовых параметров [image: image1201.png]


, входящих в функцию [image: image1202.png]


, могут быть определены из этих условий.

Например, в условиях примера 2 может понадобиться проэкстраполироватъ зависимость [image: image1203.png]NE)



 на малые значения [image: image1204.png]


, при этом естественно провести параболу второго порядка так, чтобы она проходила через начало координат (т. е. нулевой скорости встречи соответствовала нулевая перегрузка). Тогда, естественно, [image: image1205.png]


 и зависимость [image: image1206.png]NE)



 приобретает вид:

[image: image1207.png]


,

а система уравнений для определения [image: image1208.png]


 и [image: image1209.png]


 будет иметь вид:

[image: image1210.png]


,

[image: image1211.png]10,60a +4,535 = 2,629



.

Пример 3. Конденсатор, заряженный до напряжения [image: image1212.png]


 вольт, разряжается через некоторое сопротивление. Зависимость напряжения [image: image1213.png]


 между обкладками конденсатора от времени [image: image1214.png]


 зарегистрирована на участке времени 10 сек с интервалом 1 сек. Напряжение измеряется с точностью до 5 вольт. Результаты измерений приведены в таблице 8.5.

Таблица 8.5.
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	[image: image1218.png]



	[image: image1219.png]t (cex)
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	1
	0
	100
	7
	6
	15

	2
	1
	75
	8
	7
	10

	3
	2
	55
	9
	8
	10

	4
	3
	40
	10
	9
	5

	5
	4
	30
	11
	10
	5

	6
	5
	20
	 
	 
	 


Согласно теоретическим данным, зависимость напряжения от времени должна иметь вид:

[image: image1221.png]U=Upe ™



.

Основываясь на опытных данных, подобрать методом наименьших квадратов значение параметра [image: image1222.png]


.

Решение. По таблицам функции [image: image1223.png]


 убеждаемся, что [image: image1224.png]


 доходит приблизительно до 0,05 при [image: image1225.png]


; следовательно, коэффициент [image: image1226.png]


 должен иметь порядок 0,3. Задаемся в районе [image: image1227.png]


 несколькими значениями [image: image1228.png]


:

[image: image1229.png]@=0,28 0,29 0,30, 0,31 0,32, 0,33




и вычисляем для них значения функции

[image: image1230.png]U=Upe ™




в точках [image: image1231.png]


 (табл. 8.6). В нижней строке таблицы 8.6 помещены значения суммы квадратов отклонений [image: image1232.png]Z(a)



 в зависимости от [image: image1233.png]


.

Таблица 8.6.

	[image: image1234.png]



	[image: image1235.png]



	[image: image1236.png]a=0,28




	[image: image1237.png]a=0,29




	[image: image1238.png]a=0,30




	[image: image1239.png]a=0,31




	[image: image1240.png]a=0,32




	[image: image1241.png]a=0,33





	1
	0
	100,0
	100,0
	100,0
	100,0
	100,0
	100,0

	2
	1
	75,5
	74,8
	74,1
	73,3
	72,6
	71,9

	3
	2
	57,1
	56,0
	54,9
	53,8
	52,7
	51,7

	4
	3
	43,2
	41,9
	40,7
	39,5
	38,3
	37,2

	5
	4
	32,6
	31,3
	30,1
	28,9
	27,8
	26,7

	6
	5
	24,6
	23,5
	22,3
	21,2
	20,2
	19,2

	7
	6
	18,6
	17,6
	16,5
	15,6
	14,7
	13,8

	8
	7
	14,1
	13,1
	12,2
	11,4
	10,6
	9,9

	9
	8
	10,7
	9,8
	9,1
	8,4
	7,7
	7,1

	10
	9
	8,0
	7,4
	6,7
	6,1
	5,6
	5,1

	11
	10
	6,1
	5,5
	5,0
	4,5
	4,1
	3,7

	 
	[image: image1242.png]Z(a)




	83,3
	40,3
	17,4
	13,6
	25,7
	51,4


График функции [image: image1243.png]Z(a)



 приведен на рис. 8.13.

[image: image1244.jpg]



Рис. 8.13.

Из графика видно, что значение [image: image1245.png]


, отвечающее минимуму, приближенно равно 0,307. Таким образом, по методу наименьших квадратов наилучшим приближением к опытным данным будет функция [image: image1246.png]U = e 0307



. График этой функции вместе с экспериментальными точками дан на рис. 8.14.

[image: image1247.jpg]



Рис. 8.14.
9. Факторный анализ

9.1. Общие представления о факторном  анализе

Факторный анализ является одним из разделов многомерного статистического анализа. Он основан на многомерном нормальном распределении, то есть каждый из используемых признаков изучаемого объекта должен иметь нормальный закон распределения. Факторный анализ исследует внутреннюю структуру ковариационной и корреляционной матриц системы признаков изучаемого объекта.

Пусть в изучаемом геологическом объекте отобрано 
[image: image1248.wmf]N

 проб. В каждой из них измерены значения 
[image: image1249.wmf]K

 признаков и получены значения случайных многомерных нормально распределенных  величин:
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Ясно, что эти значения случайных многомерных величин обусловлены какими-то объективными причинами, которые будем называть факторами. Предполагается, что число этих факторов всегда меньше, чем число 
[image: image1252.wmf]K

 измеряемых параметров (признаков) изучаемого объекта. Эти факторы являются скрытыми, их нельзя непосредственно измерить и поэтому они представляются гипотетическими. Однако имеются методы их выявления, которые и составляют сущность факторного анализа. 

В факторном анализе решаются следующие задачи:

1. Определить количество действующих факторов и указать их относительную интенсивность

2. Выявить признаковую структуру факторов, т.е. показать, какими признаками геологического объекта обусловлено действие того или иного фактора и в какой относительной мере

3. Выявить факторную структуру изучаемых признаков геологического объекта, т.е. показать долю влияния каждого из факторов на значение того или иного признака этого объекта

4. Воссоздать в факторном координатном пространстве облик изучаемого геологического объекта, используя вычисляемые значения факторов для каждого наблюдения исходной выборочной совокупности.

Пусть в каждой пробе из геологического объекта мы измерили четыре характеристики, которые обусловлены действием двух факторов 
[image: image1253.wmf]1

F

 и 
[image: image1254.wmf]2

F

. Фактор 
[image: image1255.wmf]1

F

 действует на все четыре характеристики объекта, а фактор 
[image: image1256.wmf]2

F

 действует лишь на два признака 
[image: image1257.wmf]2

X

 и 
[image: image1258.wmf]3

X

. 

[image: image1259.png]



Рисунок 9.1

Значит значения признаков 
[image: image1260.wmf]1

X

 и 
[image: image1261.wmf]4

X

 определяются только фактором 
[image: image1262.wmf]1

F

, а признаки 
[image: image1263.wmf]2

X

 и 
[image: image1264.wmf]3

X

 определяются совокупным действием фактором 
[image: image1265.wmf]1

F

 и 
[image: image1266.wmf]2

F

. Но мы всего этого пока не знаем и перед нами стоит задача оценить интенсивность влияния факторов 
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Для решения этой задачи предполагают, что 
[image: image1273.wmf]i

X

 линейно зависят от 
[image: image1274.wmf]m

F

 
[image: image1275.wmf])

2

,

1

(

=

m

. Для нашего случая имеем


[image: image1276.wmf]2

2

1

1

F

i

a

F

i

a

i

X

×

×

+

=

   где 
[image: image1277.wmf].

4

,

3

,

2

,

1

=

i



[image: image1278.wmf]2

1

,

i

a

i

a

 - коэффициенты, называемые факторными нагрузками. 

Существует две модели факторного анализа: 

1) метод главных компонент (МГК), в котором наблюдаемые значения каждого из признаков 
[image: image1279.wmf]i

X

 представляются в виде линейных комбинаций факторных нагрузок 
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 - число факторов

2) модель собственного факторного анализа (ФА), когда наблюдаемые значения определяются не только факторами, но и действием локальных случайных причин  


[image: image1286.wmf]i

e

m

j

j

F

ij

a

i

X

+

å

=

=

1


9.2. Метод главных компонент (МГК)

Метод будем рассматривать на указанном выше примере, когда геологический объект охарактеризован 
[image: image1287.wmf]N

 – пробами, в каждой из которых определено значение четырех признаков. В четырехмерном графическом пространстве с осями координат 
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 нашему объекту будет отвечать облако из 
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 – точек. Для упрощения понимания и для наглядности рассечем это четырехмерное пространство плоскостью, в которой находятся координатные оси, отвечающие признакам 
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 и 
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. Тогда в сечении мы увидим облако точек которое в условиях взаимосвязи признаков 
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 друг с другом представляет собой эллипс рассеяния. В факторном анализе исходные значения признаков выборочной совокупности центрируются и нормируются с помощью преобразования
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-среднее значение j-ого признака; 
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 –стандартное отклонение j-ого признака. 

В этом случае центр этого эллипса рассеяния будет находиться в точке начала координат, как показано на рисунке 9.2.

Вследствие нормировки главная ось эллипса ориентируется к оси Х1 либо под углом 45( при 
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. Форма этого эллипса (сжатость – вытянутость) будет определяться величиной коэффициента корреляции 
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[image: image1306.wmf]1

F

 и 
[image: image1307.wmf]2

F

. Ясно, что по мере увеличения 
[image: image1308.wmf]|

|

2

1

x

x

r

происходит уменьшение степени разброса точек наблюдений вдоль одной оси эллипса (на рисунке – ось 
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) и увеличение разброса вдоль другой оси эллипса (на рисунке – ось 
[image: image1310.wmf]1
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).
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Рисунок 9.2

Если теперь перейдем от исходной координатной системы 
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, оси которой ориентированы вдоль осей эллипса рассеяния, то легко видеть, что в новой системе координат значения переменной 
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 будут иметь меньшую дисперсию, чем в исходной системе вдоль оси 
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, наоборот, будут иметь большую дисперсию, чем в исходной системе вдоль оси 
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, тем большим становится удельный вес одной из новых переменных, а именно той, которая ориентируется вдоль главной оси эллипса рассеяния. Следовательно, в случае многомерного пространства появляется возможность ранжирования переменных (признаков) по их дисперсии в соответствии с их вкладом (значимостью) в общую характеристику изучаемого геологического объекта, т.е. по уменьшению дисперсии значений признаков вдоль новых координатных осей 
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Трудно представить, как выглядит в многомерном пространстве облако точек выборочной многомерной совокупности. По аналогии с рассмотренным выше двумерным случаем можно предполагать, что оно представляет собой эллипсоид с несколькими разновеликими ортогональными осями. Поэтому в условиях взаимозависимости признаков для более компактного представления информации переходят к новой ортогональной системе координат (ориентированной по главным осям этого эллипсоида), которой отвечают новые переменные 
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), концентрирующие в себе основную информацию об исходной выборке (т.е. ее главные компоненты) и снижающие размерность исходного признакового пространства (
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). Эта процедура перехода к новой ортогональной системе координат (
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) и составляет сущность метода главных компонент факторного анализа (МГК).

Указанный переход не затрагивает геометрической структуры взаимного расположения точек наблюдений
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(9.4)

Факторные нагрузки 
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 в уравнениях (9.1)-(9.3) представляют собой коэффициенты корреляции между исходными 
[image: image1335.wmf]i

X

 и новыми 
[image: image1336.wmf]j

F

 переменными 
[image: image1337.wmf]j

F

i

X

r

ij

a

=

. Выше отмечалось, что в факторном анализе очень важно оценить величину дисперсии признаков случайной многомерной величины в выборочной совокупности, характеризующей геологический объект.

Дисперсия случайных многомерных величин характеризуется ковариационной матрицей 
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При нормировке ковариационная матрица 
[image: image1348.wmf]å

 превращается в корреляционную матрицу 
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 (т.е. дисперсии всех признаков становятся равными единице). Поэтому в факторном анализе вычисляется корреляционная матрица, содержащая линейные коэффициенты парной корреляции i–ого признака с j–тым признаком (
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По главной диагонали этой корреляционной матрицы располагаются единицы и по аналогии с ковариационной матрицей они представляют собой дисперсии используемых 
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-признаков, но в отличие от последней, вследствие нормировки, эти дисперсии становятся равными 1. Суммарная дисперсия всей системы 
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-признаков в выборочной совокупности объема 
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 равна сумме этих единиц, т.е. равна следу корреляционной матрицы 
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В факторном анализе используется процедура преобразования корреляционной матрицы с помощью, которой все недиагональные члены корреляционной матрицы превращаются в нуль, а диагональные её члены изменяют свои значения. Превращение в нуль недиагональных членов означает, что признаки становятся независимыми друг от друга (
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[image: image1360.wmf]k

-признаков в выборочной совокупности остается прежней. Однако её значение перераспределяется по 
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-признакам неравномерно. Процедура нахождения значений этих дисперсий представляет собой нахождение собственных значений 
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 корреляционной матрицы для каждого из 
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-признаков. Сумма этих собственных значений 
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 равна следу корреляционной матрицы, т.е. 
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. Эти собственные значения и есть величины дисперсии признаков 
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 в условиях, если бы признаки были бы независимыми друг от друга.

В методе главных компонент сначала по исходным данным рассчитывается корреляционная матрица. Затем производят её ортогональное преобразование и посредством этого находят факторные нагрузки 
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-факторов (матрицу факторных нагрузок), собственные значения 
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 отражает долю в общей дисперсии вносимую данным фактором.

Факторные нагрузки изменяются от –1 до +1 и являются аналогом коэффициента корреляции. В матрице факторных нагрузок необходимо выделить значимые и незначимые нагрузки с помощью критерия Стьюдента 
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Сумма квадратов нагрузок j-го фактора во всех 
[image: image1374.wmf]k

-признаках равна собственному значению данного фактора. И это используется для характеристики признаковой структуры факторов, которую можно выражать в процентах и она помогает познать природу факторов 
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-вклад i-ой переменной  в % в формировании 
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 (нагрузки i-ой переменной на j-ый фактор).

Сумма квадратов факторных нагрузок всех факторов во всех признаках равна суммарной дисперсии (т.е. следу или порядку корреляционной матрицы, или сумме её собственных значений) 
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Сумма квадратов нагрузок i–ого признака на полный набор факторов равна дисперсии данного признака, т.е. единице, если исходные данные были нормированы: 
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. Это используется для расшифровки факторной структуры каждого из признаков, т.е. чтобы показывать долю вклада каждого из факторов в формировании значений того или иного признака. Эту долю можно выражать в процентах 
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В общем виде факторная структура i–го признака представляется в форме, 
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в которую включаются лишь значимые нагрузки. Признаковая структура каждого из факторов в общем виде представляется как 
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, в которую включаются лишь значимые нагрузки. Используя матрицу факторных нагрузок можно вычислить значения всех факторов для каждого наблюдения исходной выборочной совокупности по формуле:
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 – значение  j-ого фактора у  t-ого наблюдения,  
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-нормированное (и центрированное) значение i–ого признака у  t-ого наблюдения исходной выборки; 
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 –факторная нагрузка, 
[image: image1387.wmf]j

l

 –собственное значение, отвечающее фактору  j. Эти вычисленные значения 
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 широко используются для графического представления результатов факторного анализа.
9.3. Примеры факторного анализа

Пример 1. 

В одном из районов развития гранитоидного магматизма было отобрано 70 проб из грейзенизированных гранитов. В пробах было определено содержание пяти компонент (признаков): SiO2, Na2O, K2O, Li, Be. 

Результат анализа каждой пробы представляет собой случайную пятикомпонентную величину 
[image: image1389.wmf])
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, где t - номер пробы; X1, X2, X3, X4, X5 – содержания компонентов SiO2, Na2O, K2O, Li, Be соответственно. 

Необходимо произвести факторный анализ с целью выяснения геохимических и генетических особенностей объекта.

Решение

На первом шаге факторного анализа методом главных компонент по выборочной совокупности были вычислены: корреляционная матрица системы используемых признаков (табл.1), её собственные значения, факторные нагрузки и веса факторов (табл.2). 

Таблица 1
Корреляционная матрица

	Признаки
	Коэффициенты корреляции

	
	SiO2
	Na2O
	K2O
	Li
	Be

	SiO2
	1,00
	-0,49
	0,25
	0,39
	-0,07

	Na2O
	-0,49
	1,00
	-0,11
	-0,43
	-0,19

	K2O
	0,25
	-0,11
	1,00
	0,74
	0,51

	Li
	0,39
	-0,43
	0,74
	1,00
	0,65

	Be
	-0,07
	-0,19
	0,51
	0,65
	1,00


Примечание: коэффициенты корреляции являются значимыми (((0,05) при их абсолютном значении не менее 0,532.
Таблица 2

Факторные нагрузки, собственные значения и веса факторов

	Признаки
	Факторные нагрузки 
[image: image1390.wmf]ij
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	F1
	F2
	F3
	F4
	F5

	SiO2
	0,506
	0,736
	0,340
	0,287
	-0,068

	Na2O
	-0,558
	-0,609
	0,511
	0,230
	0,068

	K2O
	0,794
	-0,309
	0,419
	-0,265
	-0,168

	Li
	0,943
	-0,100
	0,033
	-0,007
	0,316

	Be
	0,695
	-0,535
	-0,361
	0,288
	-0,133

	Собственные значения 
[image: image1391.wmf]j
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	2,57
	1,304
	0,684
	0,288
	0,155

	Веса факторов, %
	51,4
	26,1
	13,7
	5,8
	3,1


Примечание: факторные нагрузки являются значимыми (((0,05) при их абсолютном значении не менее 0,532.

Анализ корреляционной матрицы признаков позволяет выявить внутреннюю структуру, которая графически  может быть представлена в виде корневой диаграммы (рис.3). 


[image: image1392.wmf]0,0

0,2

0,4

0,6

0,8

1,0

1,2

Na

2

O

Be

Li

K

2

O

SiO

2


Рисунок 9.3 Диаграмма связи признаков

Величины собственных значений и веса факторов показывают, что значения исследуемых  характеристик гранитоидов SiO2, Na2O, K2O, Li, Be определяются преимущественно на 51,4% действием одного фактора F1. Анализ признаковой структуры фактора F1 показывает, что нагрузка этого фактора значимо определяется концентрациями K2O (0,794), Li (0,943), Be (0,695) имеет значимую отрицательную связь с Na2O (-0,558) и более слабую, но положительную связь с SiO2 (0,506). Такой набор признаков и характер их действия позволяет предполагать, что фактор F1 отражает процесс грейзенизации, который протекает с привносом калия, кремния, лития, бериллия и выносом натрия.

Фактор F2 несет в себе 26,1% информации о рассматриваемом геологическом объекте. Анализ признаковых нагрузок этого фактора показывает, что он имеет значимую положительную связь с кремнекислотным компонентом SiO2 (0,736) и отрицательные связи со щелочным и щелочноземельными элементами Na2O (-0,609), Be (-0,535), K2O (-0,309), Li (-0,100). Такая признаковая структура фактора F2 позволяет предполагать, что он отражает завершающую стадию процесса грейзенизации – стадию образования кварцевых жил.

Фактор F3 несет в себе небольшую долю информации (13,7%) и им можно пренебречь, тем более, что ни одна из нагрузок этого фактора не является значимой. Однако, если задаться целью, проинтерпретировать этот фактор, то можно предположить, что он отражает более низкотемпературный метасоматический процесс, протекавший выше фронта грейзенизации, куда из грейзенизируемых пород выносился натрий.

Факторы F4 и F5 являются практически незначимыми и ими можно пренебречь. 

Однако при более детальном рассмотрении расположения собственных чисел на рисунке 9.4 видно, что более чем 2 фактора участвует в данном процессе.
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Рисунок 9.4 

Для более четкого выявления структуры факторов можно использовать метод вращения. Окончательное решение должно базироваться на приемлемости с точки зрения научных представлений в данной области. Интерпретация фактора становится проще, если меньшее число признаков будет иметь существенные нагрузки в нем. 

Один из известных  методов «Варимакс» использует критерий, в котором для каждого признака добиваются, чтобы дисперсия квадратов нагрузок фактора была максимальна.  Например, в пакете компьютерных программ для обработки и анализа статистической информации «Statistica» введены и другие критерии в зависимости от характера исследуемых объектов и признаков и решаемых задач. В программе требуется заранее ввести число факторов и критерий для вращения. 

В приближении двух главных факторов мы получаем следующие факторные нагрузки. 

Таблица 3

Факторные нагрузки, собственные значения и веса факторов

после вращения

	Признаки
	Факторные нагрузки 
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	F1
	F2

	SiO2
	0,045
	0,889

	Na2O
	-0,155
	-0,811

	K2O
	0,838
	0,150

	Li
	0,854
	0,411

	Be
	0,871
	-0,088

	Собственные значения 
[image: image1395.wmf]j
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	2,216
	1,647

	Веса факторов, %
	44,3
	32,9


Первый фактор F1 (44,3%) определяется практически равным вкладом нагрузок K2O (0,838), Li (0,854), Be (0,871), в то время как второй по значимости фактор F2 (32,9%) определяется полярными признаками SiO2 (0,889) и Na2O (-0,811).
В приближении трех главных факторов мы получаем следующие факторные нагрузки. 

Таблица 4

Факторные нагрузки, собственные значения и веса факторов

после вращения

	Признаки
	Факторные нагрузки 
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	F1
	F2
	F3

	SiO2
	0,145
	0,329
	0,885

	Na2O
	-0,117
	-0,928
	-0,259

	K2O
	0,900
	-0,148
	0,264

	Li
	0,869
	0,316
	0,209

	Be
	0,799
	0,284
	-0,421

	Собственные значения 
[image: image1397.wmf]j
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	2,237
	1,172
	1,141

	Веса факторов, %
	44,7
	23,4
	22,8


В приближении трехфакторной модели следует, что процесс выноса натрия выделяется в отдельный фактор F2 (23,4%) и становится предпочтительным, по сравнению с процессом образования кварцевых жил - фактор F3 (22,8%) .
Пример 2.
В одном из районов Предуралья в песчано-глинистых отложениях в пределах меденосной полосы была пробурена скважина.  По керну было отобрано 20 проб, в которых было определено содержание элементов: Cu, Zn, V, Zr, Cорг, Ti. Их концентрации (%) в пробах приведены в таблице 5. 

Проведем факторный анализ этих данных. 

Для этого необходимо: найти корреляционную матрицу; выявить главные факторы, обусловившие накопление этих элементов; найти веса (собственные значения) этих факторов и факторные нагрузки; произвести анализ геологической природы выявленных факторов.

Таблица 5

Концентрации элементов (в %) в пробах

	№№ проб
	Cu
	Zn
	V
	Cорг
	Zr
	Ti

	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7

	1
	0,003
	0,002
	0,003
	0,01
	0,1
	0,8

	2
	0,001
	0,002
	0,002
	0,01
	0,03
	0,8

	3
	0,3
	0,1
	0,03
	7,00
	0,007
	0,1

	4
	0,3
	0,1
	0,03
	3,00
	0,007
	0,3

	5
	0,001
	0,003
	0,01
	0,07
	0,02
	0,6

	6
	0,1
	0,01
	0,01
	1,00
	0,003
	0,2

	7
	0,1
	0,03
	0,03
	3,00
	0,01
	0,3

	8
	0,0003
	0,01
	0,003
	0,03
	0,03
	0,7

	9
	0,01
	0,01
	0,003
	0,07
	0,01
	0,45

	10
	0,01
	0,01
	0,02
	0,3
	0,03
	0,6

	11
	0,03
	0,005
	0,01
	0,3
	0,003
	0,2

	12
	0,03
	0,01
	0,02
	1,0
	0,01
	0,35

	13
	0,1
	0,03
	0,03
	3,0
	0,02
	0,45

	14
	0,003
	0,02
	0,003
	0,1
	0,01
	0,5

	15
	0,2
	0,05
	0,01
	1,0
	0,03
	0,6

	16
	0,003
	0,001
	0,01
	0,3
	0,003
	0,3

	17
	0,1
	0,03
	0,03
	3,0
	0,02
	0,5


Продолжение таблицы 5

	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7

	18
	0,003
	0,03
	0,005
	0,1
	0,005
	0,4

	19
	0,01
	0,03
	0,01
	0,3
	0,01
	0,45

	20
	0,03
	0,02
	0,03
	1,0
	0,02
	0,5
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	0,0667
	0,0252
	0,0150
	1,2295
	0,0189
	0,4550
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	0,0957
	0,0287
	0,0112
	1,7645
	0,0214
	0,1932


Предварительно преобразуем исходные значения признаков выборочной совокупности к нормированному  и центрированному виду (таблица 6). 

Таблица 6
Нормированные значения элементов в пробах 
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	№№ проб
	Cu
	Zn
	V
	Cорг
	Zr
	Ti

	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7

	1
	-0,6658
	-0,8055
	-1,0644
	-0,6911
	3,7887
	1,7853

	2
	-0,6867
	-0,8055
	-1,1534
	-0,6911
	0,5186
	1,7853

	3
	2,4376
	2,6045
	1,3405
	3,2703
	-0,5559
	-1,8371

	4
	2,4376
	2,6045
	1,3405
	1,0034
	-0,5559
	-0,8021

	5
	-0,6867
	-0,7707
	-0,4409
	-0,6571
	0,0514
	0,7504

	6
	0,3478
	-0,5272
	-0,4409
	-0,1301
	-0,7428
	-1,3196

	7
	0,3478
	0,1688
	1,3405
	1,0034
	-0,4158
	-0,8021

	8
	-0,6940
	-0,5272
	-1,0644
	-0,6798
	0,5186
	1,2678

	9
	-0,5926
	-0,5272
	-1,0644
	-0,6571
	-0,4158
	-0,0259

	10
	-0,5926
	-0,5272
	0,4498
	-0,5268
	0,5186
	0,7504

	11
	-0,3836
	-0,7011
	-0,4409
	-0,5268
	-0,7428
	-1,3196

	12
	-0,3836
	-0,5272
	0,4498
	-0,1301
	-0,4158
	-0,5434

	13
	0,3478
	0,1688
	1,3405
	1,0034
	0,0514
	-0,0259

	14
	-0,6658
	-0,1792
	-1,0644
	-0,6401
	-0,4158
	0,2329

	15
	1,3927
	0,8647
	-0,4409
	-0,1301
	0,5186
	0,7504

	16
	-0,6658
	-0,8403
	-0,4409
	-0,5268
	-0,7428
	-0,8021

	17
	0,3478
	0,1688
	1,3405
	1,0034
	0,0514
	0,2329

	18
	-0,6658
	0,1688
	-0,8862
	-0,6401
	-0,6494
	-0,2846

	19
	-0,5926
	0,1688
	-0,4409
	-0,5268
	-0,4158
	-0,0259

	20
	-0,3836
	-0,1792
	1,3405
	-0,1301
	0,0514
	0,2329


Корреляционная матрица нормированных признаков R представлена в таблице 7, элементы которой могут быть также вычислены с помощью компьютерных программ в Exel или Statistica. 

Таблица 7

Корреляционная матрица 

	Признаки
	Коэффициенты корреляции

	
	Cu
	Zn
	V
	Cорг
	Zr
	Ti

	Cu
	1,00
	0,92
	0,60
	0,82
	-0,20
	-0,48

	Zn
	0,92
	1,00
	0,56
	0,79
	-0,25
	-0,44

	V
	0,60
	0,56
	1,00
	0,77
	-0,24
	-0,44

	Coрг
	0,82
	0,79
	0,77
	1,00
	-0,23
	-0,54

	Zr
	-0,20
	-0,25
	-0,24
	-0,23
	1,00
	0,73

	Ti
	-0,48
	-0,44
	-0,44
	-0,54
	0,73
	1,00


Примечание: коэффициенты корреляции являются значимыми (((0,05) при их абсолютном значении не менее 0,44.

Анализ коэффициентов корреляции показывает, что накопление элемента Cu происходило одновременно с Zn (0,92), Cорг (0,82) и V (0,60), но биполярно и не связано с накоплением элементов  Zr и Ti. Содержание элементов  Zr и Ti коррелирует между собой (0,73). Эту связь между элементами можно проиллюстрировать на  корневой диаграмме признаков для выявления структуры признаков и предварительного анализа факторов. 
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Рисунок 9.5 Диаграмма связи признаков

Основной математический метод выделения факторов и их нагрузок  основан на нахождении собственных чисел и собственных векторов корреляционной матрицы. 

Таблица 8
Факторные нагрузки, собственные значения и веса признаков

	Признаки
	Факторные нагрузки 
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	F1
	F2
	F3
	F4
	F5
	F6

	Cu
	0,893
	0,291
	0,269
	-0,005
	0,111
	-0,180

	Zn
	0,876
	0,266
	0,331
	-0,146
	0,024
	0,173

	V
	0,783
	0,154
	-0,574
	-0,141
	0,118
	0,015

	Coрг
	0,914
	0,228
	-0,123
	0,143
	-0,276
	-0,018

	Zr
	-0,478
	0,827
	-0,056
	0,275
	0,085
	0,045

	Ti
	-0,724
	0,590
	-0,006
	-0,336
	-0,110
	-0,049

	Собственные значения 
[image: image1403.wmf]j
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	3,77
	1,26
	0,53
	0,25
	0,12
	0,07

	Веса факторов, %
	62,78
	21,06
	8,83
	4,17
	2,04
	1,12


Примечание: факторные нагрузки являются значимыми (((0,05) при их абсолютном значении не менее 0,44

Величины собственных чисел 
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 (факторные нагрузки 
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) и векторов (веса факторов,%) факторной нагрузки признаков табл.7 показывают, что песчано-глинистые отложения характеризуются на 62,78% фактором F1 и на 21,06% фактором F2.

На первом этапе анализа необходимо определить минимальное число факторов, адекватно воспроизводящие наблюдаемые корреляции. Анализ признаковой структуры преимущественного фактора F1 (62,78%) показывает, что нагрузка этого фактора имеет сложный характер и определяется как содержанием элементов Cu (0,893), Zn (0,876), Cорг (0,914), V (0,783) так и значимой отрицательной связью Ti (-0,724). 

Признаковая структура однополярного фактора F2 (21,06%)  характеризует влияние элементов Zr (0,827) и Ti (0,590) на свойства отложения. Влияние элемента V (-0,574) выявляется фактором F3 (8,83%). Наиболее часто число выделяемых факторов определяется количеством собственных чисел больше единицы. В нашем случае это первые два фактора. Другой критерий определяется через графическое изображение собственных чисел. Выделение заканчивается на том факторе, после которого исследуемая зависимость близка к горизонтальной линии. Как видно на рисунке 9.6, выделяется не более 4 факторов. Окончательное решение должно базироваться на приемлемости с точки зрения научных представлений в данной области.   
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Рисунок 9.6 

Следующим шагом с помощью процедуры вращения выявляются наиболее легко интерпретируемые факторы. Существует три подхода к этой проблеме. Геометрический подход используется, когда число факторов не более двух и имеются отдельные скопления (кластеры) признаков. Аналитический – выбирается критерий, на основе которого производится вращение  (ортогональное или косоугольное) осей. 

В третьем подходе задается априорная целевая матрица, соответствующая предполагаемой факторной структуре. Целью всех вращений является получение наиболее простой факторной структуры или достижение простоты интерпретации признаков и факторов. 

1. Рассмотрим случай выделения двух факторов и для вращения будем использовать метод «Варимакс» в предположении, что он дает лучшее разделение факторов. 

Таблица 9

Факторные нагрузки, собственные значения и веса признаков 

после вращения
	Признаки
	Факторные нагрузки 
[image: image1407.wmf]ij

a



	
	F1
	F2

	Cu
	0,929
	0,140

	Zn
	0,903
	0,155

	V
	0,769
	0,214

	Cорг
	0,920
	0,206

	Zr
	-0,056
	-0,953

	Ti
	-0,382
	-0,852

	Собственные значения 
[image: image1408.wmf]j

l


	3,263
	1,767

	Веса факторов, % 
	54,4
	29,5
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Рисунок 9.7
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Рисунок 9.8

В отличие от исходной системы координат теперь факторы разделены на биполярные группы признаков, у которых имеется общая направленность и интерпретируемость (рис. 7,8). В исходных данных можно выделить дополнительные сходные и отличительные свойства. 

2. Выделяем три фактора и видим, что элемент V по своим свойствам выделяется из первого фактора в отдельный третий фактор F3, а элемент Cорг распределилось по факторам F1 и F3 . В новых координатах можно провести дополнительные исследования свойств залежи.

Таблица 10

Факторные нагрузки, собственные значения и веса факторов 

трех признаков после вращения
	Признаки
	Факторные нагрузки 
[image: image1411.wmf]ij

a



	
	F1
	F2
	F3

	Cu
	0,921
	0,149
	0,290

	Zn
	0,932
	0,168
	0,225

	V
	0,325
	0,166
	0,912

	Cорг
	0,698
	0,188
	0,617

	Zr
	-0,050
	-0,954
	-0,044

	Ti
	-0,299
	-0,847
	-0,257

	Собственные значения 
[image: image1412.wmf]j

l


	2,403
	1,741
	1,416

	Веса факторов, % 
	40,0
	29,0
	23,6


3. Задаем  требование – выделить четыре фактора и произвести вращение системы координат. 

Таблица 11

Факторные нагрузки, собственные значения и веса факторов

 четырех признаков после вращения

	Признаки
	Факторные нагрузки 
[image: image1413.wmf]ij

a



	
	F1
	F2
	F3
	F4

	Cu
	0,916
	0,085
	0,276
	0,181

	Zn
	0,942
	0,159
	0,233
	0,052

	V
	0,336
	0,140
	0,919
	0,091

	Cорг
	0,677
	0,056
	0,581
	0,354

	Zr
	-0,080
	-0,981
	-0,084
	-0,124

	Ti
	-0,263
	-0,631
	-0,202
	-0,691

	Собственные значения 
[image: image1414.wmf]j

l


	2,373
	1,415
	1,361
	0,662

	Веса факторов, % 
	39,5
	23,6
	22,7
	11,0


В новой системе координат четвертый фактор F4 определяет накопление Ti в отложениях, однако с такой же долей участия этот элемент входит во второй фактор F2. Видимо, такое положение происходит из-за  избыточности четвертого фактора F4. Таким образом, как следует и из графического представления и численных вычислений, два-три фактора наиболее полно характеризуют признаковую структуру данных отложений (рис.9)
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Рисунок 9.9
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