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Введение 
 

Исследования показывают, что в основе ис-
следований установившегося режима электро-
энергетической системы находятся построения 
соответствующих математических моделей, кото-
рые можно классифицировать. 

Y математические модели, когда при по-
строении системы соответствующих нелинейных 
алгебраических уравнений используются соб-
ственные и взаимные комплексные проводимости. 

Z математические модели, когда при по-
строении системы соответствующих нелинейных 
алгебраических уравнений применяются соб-
ственные и взаимные комплексные сопротивле-
ния. 

Y-Z математические модели, когда при по-
строении системы соответствующих нелинейных 
алгебраических уравнений одновременно исполь-
зуются собственные и взаимно комплексные про-
водимости и сопротивления. 

Построенные математические модели реа-
лизуются с разными методами, которые лежат в 
основе аналитического принципа представления 
нелинейных функций в ряде Тейлора. 

В настоящее время остановимся на особен-
ностях реализации и использования отдельных 
математических моделей установившегося режи-
ма электроэнергетической системы. 
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Глава 1. МЕТОДЫ РАСЧЕТА УСТАНОВИВШЕГОСЯ РЕЖИМА 
ЭЛЕКТРОЭНЕРГЕТИЧЕСКОЙ СИСТЕМЫ 

 
1.1.   Y математические модели установившегося режима электроэнерге-

тической системы 
 

В связи с тем что Y матрица электроэнергетической системы строит-
ся непосредственно с электрической схемы, в первоначальном этапе широко 
использовались Y математические модели [1 − 11]. 

Если исследуемая электроэнергетическая система имеет N независи-
мых узлов, тогда соответствующая система уравнений пишется в следующем 
виде: 

( )( )
==

++==
N

1m
mmkmkm

N

1m
mkmk jfejBGEYI  .                     (1.1) 

Составляющие комплексных токов определяются 

                     ( )
=

−=
N

1m
mkmmkmk fBeGa ,                                 (1.2) 

( )
=

+=
N

1m
mkmmkmk eBfGb ,                                  (1.3) 

где      
( )

( ),YJmB

,YReG

kmkm
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=
                                         (1.4) 

( )

( ).EJmf
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
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=
                                            (1.5) 

 
В качестве  Y математической модели используются выражения ак-

тивных и реактивных мощностей 

,ebfaQ

,fbeaP

kkkkk

kkkkk

−=

+=
                                           (1.6) 
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где 
( )

( ).IJb

,IRa

kmk

kek





=

=
                                               (1.7) 

Затем строятся системы уравнений на основании приращения реак-
тивных мощностей, которые исследуются в форме системы нелинейных ал-
гебраических уравнений и решаются с применением компонентов комплекс-
ных напряжений.  

Изучается примитивная, но содержательная схема замещения, состоя-
щая из 6 узлов (рис. 1.1). 
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Рис. 1.1. Схема замещения ЭЭС состоящая из 6 узлов 

 
Как видим, полученная схема имеет подразделения, которые свой-

ственны сложным ЭЭС. 
Наиболее подробным образом изучается данная схема, и соответству-

ющая численная математическая модель реализуется с применением метода 
Ньютона − Рафсона. 

Темпы роста активных и реактивных мощностей узлов (см. рис. 1.1) 
приводится в следующем виде: 

.ELJQ

,ENHP
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mkmk





==

==
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δ

δ

                                  (1.8) 
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Для схемы, приведенной на рис. 1, система матричных уравнений пи-
шется 
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Из полученных матричных уравнений (1.9) следует, что узлы 2 и 4 
являются типа Р-Е, а 3 и 5 − нагрузочными, для которых задаются актив-
ные и реактивные мощности. Если приведем следующие обозначения 
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то матричное уравнение (1.9) представляется в следующем компактном 
виде: 









Δ
Δ

⋅







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.                                     (1.18) 

Если обращать четырехблочную квадратную и неособенную матри-
цу, то получим 









Δ
Δ
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






=
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.                                    (1.19) 

Блоки квадратной неособенной матрицы представляются в следую-
щей аналитической форме: 

− при m = к: 
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                                   (1.20) 

 
− при m≠к: 

( )
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                            (1.21) 

Обобщая полученные результаты, можем сделать следующие выводы: 
− поперечные сопротивления учтены в собственных проводимостях; 
− следует реализовать полученные математические модели по методу 
Ньютона − Рафсона; 
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− привести обращение квадратной матрицы к решению системы не-
линейных математических уравнений и реализовать ее по методу 
Гаусса; 

− во время построения соответствующих уравнений иметь в виду ко-
эффициент  трансформации трансформатора. 

Основные сложности возникают при обращении неособенной квад-
ратной матрицы Якоба. 

Имея в виду то обстоятельство, что при реализации Y математиче-
ской модели возникает серьезная трудность для матрицы Якоба, уравнение 
матрицы (1.18) для какой-либо итерации k можно представить в следую-
щем виде: 










Δ
ΔΘ

⋅







=









Δ
Δ

+

+

1k

1k

kk

kk

k

k

VLJ

NH

Q

P
.                                 (1.22) 

Выражение полученной матрицы представляется в виде 










Δ
ΔΘ

⋅







=









Δ
Δ

+

+

1k

1k

k

k

k

k

VL0

0H

Q

P
,                                  (1.23) 

получаемой при пренебрежении подматриц Nк и Jк, для которых основани-
ем является то, что они представляют собой взаимные элементы, которые 
бывают очень малы для собственных элементов. 

Сущность (1.23) заключается в том, что в некотором роде проясняет 
проблему матрицы, а именно без больших трудностей можем писать сле-
дующие простые выражения: 

1kkk HP +ΔΘ=Δ ,                                         (1.24) 
1kkk VLQ +Δ=Δ .                                          (1.25) 

Ясно, что Нк и Lк обычные квадратные матрицы обращаются, не 
представляя вычислительную сложность: 

( ) k1k1k PH Δ=ΔΘ
−+ ,                                       (1.26) 

( ) k1k1k QLV Δ=Δ
−+ .                                        (1.27) 

Несмотря на то что вопрос обращения матрицы некоторым образом 
проясняется, общее время их обращения особенно не уменьшается.  

Представляется имеющая разные сложности электрическая схема, 
которая приведена на рис. 1.2. 

Она состоит из 6 узлов, из которых 1 и 6 являются станционными, а 
2, 3, 4 и 5 − нагрузочными. На схеме условно выставлены трансформаторы 
в виде витков. 
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Здесь проблема установившегося  режима электрической системы 
решается методом Ньютона − Рафсона, когда в схеме функционируют 
трансформаторы с комплексными коэффицентами трансформации. 

Г1 Г6

Ф

4 5

1 6

32

E1

.
E2

.
E3

.

E4

.
E5

.

E6

.

t 4 t 5

T4 T5

23

 
 

Рис. 1.2. Схема замещения ЭЭС 

 
Для этой схемы строятся соответствующие математические модели 

для разных случаев. 
Если предположим, что в схеме не работают трансформаторы, то ли-

нейное уравнение, исходящее из метода Ньютона − Рафсона в виде матри-
цы, будет выглядеть следующим образом: 
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где 

m

k
km

P
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δ∂
∂= ,       (1.29) 

m
m
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∂
∂= ,        (1.30) 
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m

k
km

Q
J

δ∂
∂= ,         (1.31) 

m
m

k
km E

E

Q
L

∂
∂= .         (1.32) 

Матричные элементы Якоба (1.28) в матричном выражении опреде-
ляются следующим образом. 

Рк и Qк узловых мощностей определяются следующим образом: 


=

=+
N

1m
kmmkkk ŶÊEjQP  .                                    (1.33) 

Элементы матрицы Якоба определяются при разных индексах: 
− когда k≠m 

kmkmkmkm ebfaLH −== ,     (1.34) 

kmkmkmkm fbeaJN +=−= .     (1.35) 

 
− когда к = m: 

2
kkkkkk EBQH −−= ,         (1.36) 

2
kkkkkk EBQL −= ,         (1.37) 
2
kkkkkk EGPN += ,         (1.38)  

2
kkkkkk EGPJ −= ,         (1.39) 
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,

,
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=

=

=
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Полученная математическая модель (1.28), которая построена в том 
случае, если не работают трансформаторы, дает возможность строить ма-
тематические модели в том случае, когда трансформаторы работают. 

Ниже представлены 2 формы для формулирования матрицы Якоба. 
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353533333232

242423232222

242423232222

1411

5

5

4

4

3

3

2

2

1

tt

tt

EE

EE

LJ0JLJ

NH0HNH

0JLJLJJ

0HNHNHH

LJLJLJ

NHNHNH

LJLJLJ

NHNHNH

0HH

Q

P

Q

P

Q

P

Q

P

P

,           (1.41) 

где m
m

k
km t

t

P
C

∂
∂= ,     (1.42) 

m
m

k
km t

t

Q
D

∂
∂= .    (1.43) 

Схема трансформатора предлагается в следующем виде (рис. 1.3). 
 

Y 0

k
m  

 
Рис. 1.3. Представление схемы трансформатора 

 
Выражения мощностей для узлов k и m  решаются 

( ) 
≠
≠
=

++=+
N

mi
ki
1i

kiik
0
kmmmkkk

2
mkk ŶÊEYtÊEŶEjQP  ,      (1.44) 

( ) ( ) 
≠
≠
=

+++=+
N

mi
ki
1i

kiim
0
kmmkmmm

02
m

2
mmm ŶÊEYtÊEŶŶtEjQP  .                    (1.45) 

Если дифференцировать выражения (1.44) и (1.45) согласно (1.42) и 
(1.43), получим при  k≠m: 

( )( )0
km

0
kmmm

0
m

0
m jBGjfejba ++=+ ,                  (1.46) 

( ) kmmk
0
mk

0
mkm NtfbeaC =+= ,    (1.47) 

( ) kmmk
0
mk

0
mkm LtebfaD =−= ,              (1.48) 
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а диагональные элементы определяются 
( ) mm

0
km

0
k

2
m

2
m

0
kmmm tfbeatEG2C ++−= ,         (1.49) 

( ) mm
0
km

0
k

2
m

2
m

0
kmmm tebfatEB2D −+−= .       (1.50) 

В общем случае рекуррентное  выражение Ньютона − Рафсона пред-
лагается в следующем виде: 
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

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
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

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
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



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

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

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=
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

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
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

























Δ
Δ
Δ
Δ
Δ
Δ
Δ
Δ
Δ
Δ

23

55

5

44

4

33

3

22

2

1

23,232,232,23

5555453535

5555453535

454444424241

454444424241

22,3353533333232

22,3353533333232

2,2242423232222

2,2242423232222

1411

23

5

5

4

4

3

3

2

2

1

tt

tt

EE

EE

ENH

LJ0JLJ

NH0HNH

0JLJLJJ

0HNHNHH

FLJLJLJ

ENHNHNH

FLJLJLJ

ENHNHNH

0HH

P

Q

P

Q

P

Q

P

Q

P

P

,      (1.51) 

где 

km

k
km,k

P
E

Φ∂
∂= ,    (1.52) 

km

k
km,k

Q
F

Φ∂
∂= .     (1.53) 

 
1.2. Z математические модели установившегося режима  

электроэнергетической системы 
 

Параллельно с использованием Y математических моделей устано-
вившегося режима ЭЭС использовались также Z математические модели  
[1 − 11].   

Сложность использования математических Z моделей связана в ос-
новном с обращением матрицы Y, которая требует большого объема вы-
числительных работ. 

Однако существует множество методов, которые можно применять с 
большим успехом для построения Z матриц. 

В основе этих методов лежит использование особенностей схем 
ЭЭС, при которых несравнимо упрощается построение матрицы Z. Для по-
строения матрицы Z сперва электрическая схема представляется в виде 
графы, потом в виде соответственного дерева. Затем постепенно объеди-
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няются удаленные ветви и, когда восстанавливается начальная графа, 
строится соответственная матрица Z.  

Важнейшей задачей является вопрос коррекции матрицы Z, когда 
происходят структурные изменения первоначальной схемы. 

Согласно поставленной задаче новая матрица ZН строится с помо-
щью уже известной матрицы Zc, когда возникает соответствующая дополни-
тельная матрица Z: 

ZZZ сн Δ+= ,                                         (1.54) 
где элементы дополнительной матрицы ZΔ  определяются с помощью элемен-
тов сZ и подключенных или отключенных комплексных сопротивлений. 

По вышеизученным методам можно создать матрицу Z имея не-
большое количество узлов. Поэтому для построения матрицы Z ЭЭС ис-
пользуются  методы декомпозиции или диакоптики, сущность которых со-
стоит в следующем: первоначальная схема ЭЭС превращается в радиально 
связанные подсистемы, которые связаны друг с другом одной электриче-
ской линией и имеют связь с единственным базисным узлом. Подматрицы 
Z для отдельных подсхем или подсистем представляются в виде единой 
квазидиаметральной матрицы, как это показано ниже. 

 

11 jiZ′     

γ′iZ  
.                     (1.55)

 22 jiZ′    

    

   NN jiZ′  

t,1
iZ γ  δγZ′  

 

Дополнительные γ′iZ , t,1
iZ γ прямоугольные матрицы строятся с помощью 

подматриц 
11 jiZ′ , 

22 jiZ′ ,…, 
NN jiZ′ , а матрица δγZ′  с помощью дополнительных 

матриц. Дополнительная подматрица δγZ′  является квадратной, и ее порядок 

определяется количеством удаленных линий электропередач, вследствие че-
го первоначальная схема превращается в радиально связанные подсистемы. 

После построения расчетной матрицы (1.54) искомые матрицы Z 
определяются на основании следующего выражения: 

t
iiijij ZZZZZZ γδγγ ′′+′+′== .                                    (1.56) 

Фактически решен также вопрос построения и коррекции матрицы Z 
для любых сложностей ЭЭС. 
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Составленные нелинейные алгебраические уравнения типа Z реша-
ются по простейшему итерационному методу, и как основное расчетное 
выражение выбирается 

j

jjM

j
ijБi

U

jQP
ZUU

ˆ1

−
+= 

=

 .          (1.57) 

В основном математическая модель Z приводится в следующем виде 

,IZIZIZIZE

,IZIZIZIZE

,IZIZIZIZE

nnnSnS22n11nn

nSnSSS22S11SS

nn1SS12121111

+++++++=

+++++++=

+++++++=







                  (1.58) 

где 1 является величиной комплексных напряжений первого узла, являю-
щегося базисным. Электрический ток станционного узла GmI  определяется 

по следующей формуле: 

Gm

GmGm
Gm

E

jQP
I

ˆ
−= .                                     (1.59) 

Если к тому же узлу подключены как станция, так и нагрузка, то соот-
ветствующий ток будет определен на основании следующего выражения: 

 EnGnn III  += ,                                         (1.60) 









−−−−=

Ln

n

H

HnHn

Gn

GnGn
n

Ẑ

Ê

Ê

jQP

Ê

jQP
I ,                         (1.61) 

или 

Ln

n

n

HnGn

n

HnGn
n

Ẑ

Ê

Ê

QQ
j

Ê

PP
I +−−−= .                            (1.62) 

Как Y, так и Z математические модели имеют как положительные, 
так и отрицательные стороны. 

1. Если схема замещения сильно неоднородна, т. е. к одному и тому же 
узлу подключены комплексные продольные сопротивления, имеющие раз-
ные величины, то математическая модель Y не обеспечивает решение про-
блемы установившегося режима. 

2. Если схема замещения содержит отрицательные сопротивления, 
которые возникают во время построения схем замещения трехфазных 
трехрожковых трансформаторов, то в этом случае Y математическая мо-
дель также не обеспечивает решения проблемы установившегося режима. 

3. При построении математической модели Z нужно обращать Y 
матрицу комплексных проводимостей, которая требует большого объема 
вычеслительных работ. 
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1.3.  Y-Z математические модели установившегося режима  
электроэнергетической системы 

 
Математическая модель Y-Z содержит в себе положительные сторо-

ны математических моделей Y и Z, которые:  
− при Y, электрическая станция может быть в любом виде «P-U», «P-

Q»,  «P-U, P-Q»; 
− при Z безоговорно обеспечивается соответствующая сходимость 

нелинейных алгебраических уравнений. 
Соответствующая математическая модель представляется в следую-

щем виде [12-24]: 









⋅








−
−

=







−−

−−

n

i

1
nnni

1
nn

1
nninni

1
nninii

n

i

I

U

YYY

YYYYYY

U

I



 ,                 (1.63) 

где nnii IUиIU      ,,  − комплексные напряжения и токи станционных и нагру-

зочных узлов; nnii Y ,Y  − квадратные подматрицы станционных и нагрузоч-

ных узлов с собственными и взаимными комплексными проводимостями 

inni YY = .  

Построенную систему нелинейных алгебраических уравнений можно 
решить путем совмещения метода Ньютона − Рафсона и метода Якоба 

( )XFAX = ,                                            (1.64) 

где А  является неособенной квадратной матрицей и имеет искомый вектор 
Х порядка N, а ( )F Х  − нелинейная функция искомой переменной Х. 

Поскольку А является неособенной, то из (1.64) можно определить X 
( )XFAX 1−= ,                                           (1.65) 

или в виде рекуррентного выражения 
( )n

1
1n XFAX −

+ = .                                         (1.66) 

Система уравнений установившегося режима типа Y представляется 
в следующем виде: 

( )Q,P,UIUY  = ,                                            (1.67) 

или 

i

ii

j
jij

Û

jQP
UY

−=  .                                         (1.68) 

Представляя (1.67) в виде (1.66), получим 
( )Q,P,UIYU 1  −= ,                                          (1.69) 

или 
( )Q,P,UZIU n1n
 =+ ,                                         (1.70) 
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которая представляет собой систему уравнений установившегося режима 
типа Z.  

Если узлы 1-M являются нагрузочными, то (1.68) принимает следу-
ющий вид: 


+==

−−=
N

1Mj
jij

i

ii
M

1j
jij UY

Û

jQP
UY  .                                    (1.71) 

Системы нелинейных алгебраических уравнений, представленные в 
(1.70) в виде Z и в (1.71) в виде Y, должны решаться совместно. 

Качественный анализ показывает, что соответствующий вычисли-
тельный алгоритм не обеспечивает общность решения, в  результате чего 
он не нашел дальнейшего применения. 

С этой точки зрения предлагается более усовершенствованная мате-
матическая модель 

m
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=
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Δ
Δ







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

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







































−





.                (1.72) 

Здесь m – количество станционных узлов вида P-U; k – количество 
нагрузочных узлов вида P-Q; j – нулевая матрица порядка ( )mkm +× :  

М является ( )mkm +×  угловой матрицей, каждый блок которой со-

стоит из 2 элементов, а остальные элементы равны 0. 
Согласно (1.72) строятся системы уравнений P-U, P-Q, которые ре-

шаются разными методами.  
Математические модели Y-Z имеют следующие преимущества: 
1. Обеспечивается большая продуктивность для системы, где вели-

чина активных сопротивлений превосходит величину реактивных R > X. 
2. Сходимость итерационного процесса не зависит от выбора перво-

начальной величины зависимых режимных параметров. 
3. Гарантируется  решение  проблемы электроэнергетической систе-

мы, которая содержит продольные новые ветви. 
4. Обеспечивает решение проблемы для существующих тяжелых ре-

жимов. 
Сейчас математическая модель Y-Z  представляется в совокупности 

подмоделей Y(Z) и Z(Y). 
Y (Z) математическая подмодель представляется 
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( )
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
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                                         (1.73) 

Z(Y) математическая подмодель 
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Как Y(Z), так и Z(Y) математические подмодели реализуются по 
методу Ньютона − Рафсона, когда соответствующие рекуррентные вы-
ражения имеют следующий вид: 
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Как видим, вместо обращения (1.76) матрицы порядка 2М обра-
щаются 2 нижние неособенные квадратные матрицы порядка 2Г и 2Н. 
Уравнения (1.73), (1.74) имеют следующий вид 
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При типе Р-Q станционных узлов соответствующие  математические  
модели представляются в следующем образе: 

− для станционных узлов  

( )

( )

( )













=ΨΦ

=ΨΦ

=ΨΦ

,0

,02

,01

unPГ

unp

unp



                                          (1.81) 

– для нагрузочных узлов  
( )

( )

( )

( )

( )

( )













=′′′Φ

=′′′Φ

=′′′Φ















=′′′Φ

=′′′Φ

=′′′Φ

+

+

+

+

.0,

,0,

,0,

,0,

,0,

,0,

,

2,

1,

,

2,

1,,

















II

II

II

II

II

II

Mq

Гq

Гq

Mp

Гp

Гp

                                      (1.82) 

 
Системы (1.81) и (1.82) нелинейных алгебраических уравнений соот-

ветственно решаются относительно искомых переменных Ψ um  и  I'  , I''  . В 
основе метода минимизации лежит принцип построения вспомогательных 
функций. 

В этом случае система нелинейных алгебраических уравнений (1.81) 
при обозначении вспомогательной функции буквой  F( Ψ ) принимает сле-
дующий вид: 

 

( ) ( )[ ]
=

ΨΦ=Ψ
Г

m
upmF

1

2 .                                     (1.83) 
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Если для системы уравнений (1.82) вспомогательную функцию обозна-
чим буквой F(I), то она будет иметь следующий вид: 

( ) ( )[ ] ( )[ ]{ }
+=

Φ+Φ=
m

Гk
qkpk IIIF

1

22 .                            (1.84) 

При построении (1.83) согласно принципу минимизации вспомога-
тельной функции численное значение, полученное из искомого вектора 
Ψ u, является результатом решения нелинейного векторного уравнения Фpm 
( Ψ u). Численное значение искомого вектора I = (I',I"), полученное по прин-
ципу минимизации вспомогательной функции (1.84), является следствием 
решения нелинейных векторных уравнений ( )[ ] ( )[ ]II qkpk ΦΦ   и  . 

В более компактном виде системы (1.81)  и (1.82)  соответственно 
можно представить в следующем виде: 

( )[ ] 0, =Ψ+−=Φ unnpmБmmpm UPP ϕ ,   (1.85) 

( )[ ] 0, =Ψ+−=Φ unnqmБmmqm UQQ ϕ .   (1.86) 

Вышеприведенная функция ϕ рm системы (1.85) определяется соглас-

но данному выражению 

( ) ( ) ( )[ ]
=

Ψ−Ψ+Ψ−Ψ=Ψ
Г

n
nunumnmunumnmmunnpm UbgUU

1
,, sincos,ϕ ,   (1.87) 

а Фрк и Фqк функции системы (1.86) решаются 

( ) ( ) ( )[ ]

( ) ( ) ( )[ ].,

,,

1
,,

1
,,





+=

+=

′′′′+′′−′′′−′′′−=′′′Ψ

′′′−′′′+′′′′+′′=′′′Ψ

M

Г
kkkkkkqk

M

Г
kkkkkkpk

IIIIXIIIIRII

IIIIXIIIIRII







          (1.88) 

Согласно решению системы нелинейных алгебраических уравнений 
(1.85) и (1.86) рекуррентные выражения представляются в следующем ви-
де: 

( ) ( )








Ψ∂

ΨΦ∂⋅







Ψ∂Ψ∂
ΨΦ∂−



Ψ=



Ψ

−+

umunum

И

um

И

um

1
21

,  (1.89) 

( ) ( )

( ) ( )

( )

( )


















′′∂
Φ∂

′∂
Φ∂

⋅



















′′∂′′∂
Φ∂

′∂′′∂
Φ∂

′′∂′∂
Φ∂

′∂′∂
Φ∂

−
















′′

′
=

















′′

′
−++

k

k

kk

kk

ИИ

I

I
I

I

II

I

II

I
II

I

II

I

I

I

I

I

1

22

2211













.     (1.90) 

В отличие от вышеприведенных математических моделей Y-Z мате-
матические модели представляются в следующем виде, когда станционные 
узлы могут быть одновременно как типа P-U, так и типа P-Q. 
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Соответственно математическая модель представляется в следующем 
виде: 

( )[ ]

( )[ ]







=ΨΨ+−=Φ

=ΨΨ+−=Φ

,0,;,φ

,0,;,φ





uunnqmБmmqm

uunnpmБmmpm

UUQQ

UUPP

  (1.91) 

 

      
( )[ ]

( )[ ]







=ΨΨ+−=Φ

=ΨΨ+−=Φ

,0,;,φ

,0,;,φ





uunnqkБkkqk

uunnpkБkkpk

UUQQ

UUPP
      (1.92) 

 

( )[ ]

( )[ ]







=′′′+−=Φ

=′′′+−=Φ

.0,φ

,0,φ

jjqiБiiqi

jjpiБiipi

IIQQ

IIPP

   (1.93) 

Поскольку при наличии аргументов комплексных напряжений станци-
онных узлов типа Р-U можно определить численное значение реактивных 
мощностей, то из системы уравнений (1.92) можно исключить второе, соот-
ветственно можно представить математическую модель в следующем ви-
де: 

( )

( )

( )













=ΨΨΦ

=ΨΨΦ

=ΨΨΦ

,0,U;,U

,0,U;,U

,0,U;,U

uunnpk

uunnqm

uunnpm







    (1.94) 

 
( )

( )







=′′′Φ

=′′′Φ

.0I,I

,0I,I

jjqi

jjpi

      (1.95) 

Полученное рекуррентное выражение реализации математической 
подмодели (1.94) представляется в следующим виде: 

















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Ψ∂
∂

∂
∂
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





Ψ∂Ψ∂
∂

Ψ∂Ψ∂
∂

∂Ψ∂
∂

Ψ∂Ψ∂
∂

Ψ∂Ψ∂
∂

∂Ψ∂
∂

Ψ∂∂
∂

Ψ∂∂
∂

∂∂
∂

−























Ψ

Ψ=























Ψ

Ψ

−
+

uk

um

m

uukunuknuk

uumunumnum

umunmnm

И

uk

um

m

И

uk

um

m

F

F
U

F

FF

U

F

FF

U

F
U

F

U

F

UU

F
UU

1

222

222

2221







.  (1.96) 
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Как видим, математическая подмодель (1.94) решается по методу ми-
нимизации. Реализация рекуррентного выражения математической подмо-
дели (1.95) представляется в следующем виде: 



















Φ

Φ
×



















′′∂
Φ∂

′∂
Φ∂

′′∂
Φ∂

′∂
Φ∂

−
















′′

′
=

















′′

′
−

+

qi

pi

j

qi

j

qi

j

pi

j

pi
И

i

i

И

i

i

II

II

I

I

I

I

1
1

.                     (1.97) 

Можно отметить, что математическая подмодель (1.95) решается по 
методу Ньютона − Рафсона. 

 
1.4. Диакоптические математические модели Z установившегося  

режима электроэнергетической системы 
 

При реализации математических моделей  Z  ЭЭС использовался так-
же принцип диакоптического расщепления [6 − 19]. 

Термин «диакоптика» в энергетической литературе впервые был ис-
пользован американским ученым-электротехником Габриелом Кроном. 

Диакоптика − это греческое слово, причем «копти» означает разде-
лить, а «диа» − систему. 

Фактически слово «диакоптика» можно интерпретировать как разде-
ленную систему. 

Однако мы используем данное понятие как «диакоптическая матема-
тическая модель». 

Г. Крон предлагает 2 типа диакоптики. 
1. Диакоптика диффузонного типа, когда ЭЭС нужно представить как 

комплекс радиально связанных подсистем, имеющих один общий узел, ко-
торый может быть и базисным узлом, как это показано на рис. 1.4. 

 
 

Рис. 1.4. Диакоптика диффузонного типа 
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Как можно заметить, все N подсистемы связаны электрическим обра-
зом только одним узлом. 

2. Диакоптика пуассонного вида, когда ЭЭС представляется как со-
вокупность разделенных друг от друга подсистем, как это показано на            
рис. 1.5. 

 
 

Рис. 1.5. Диакоптика пуассонного типа 

 
Если диакоптика диффузонного вида требует ЭЭС особой структуры, 

которая ограничивает и даже исключает ее использование, то диакоптика 
пуассонного вида приводит к неразрешимости проблемы. 

В отличие от религиозной диакоптической теории, предлагается диа-
коптика нового качества. 

Согласно новому диакоптическому направлению ЭЭС представляет-
ся как совокупность радиально связанных подсистем, которая приведена 
на рис. 1.6. 

 
 

Рис 1.6. ЭЭС представлена как совокупности радиально  
связанных N подсистем 

 

По новому принципу решались многочисленные задачи. 
Основное преимущество в том, что построенная диакоптическая мо-

дель абсолютно адекватна по отношению к соответствующей классической 
математической модели. 
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Данные, полученные для каждой предыдущей подсистемы, использу-
ются для построения соответствующей математической модели следующей 
подсистемы. Реализация каждого шага, или итерации, по отношению к под-
системам воспринимается как один шаг, или итерация, для ЭЭС. 

Диакоптическая модель ЭЭС, в основе которой лежит построение рас-
четной матрицы Z, реализуется по методу Ньютона − Рафсона, имеет следу-
ющий вид: 

11jiZ                 
1111 Sii ZZ −γ  

        (1.98)

 22 jiZ                
2222 Sii ZZ −γ  

  . . .             . . . . . . . . . 

     NN jiZ              
NNNN Sii ZZ −γ  

                ·ZZ −δ  

 
Строятся уравнения отдельных подсистем установившегося режима 















+=

+=

+=

.

..................

,

,

22222

11111

NNNNN jjiБii

jjiБii

jjiБii

IZUU

IZUU

IZUU







    (1.99) 

Отметим, что (1.99) − рассматриваемая новая система − представлена 
как совокупность радиально связанных N подсистем. 

Затем системы нелинейных алгебраических уравнений представля-
ются в следующем виде: 

( ) ,0I,I
111 iipi =′′′Φ     

.    (1.100)

( ) ,0I,I
111 iiqi =′′′Φ     

 ( ) ,0I,I
222 iipi =′′′Φ   

 ( ) ,0I,I
222 iiqi =′′′Φ   

  
. . 
. 

 

   ( ) ,0I,I
NNN iipi =′′′Φ  

   ( ) :0I,I
NNN iiqi =′′′Φ  
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Как видно из (1.100), для каждой подсистемы соответственно системе 
нелинейных алгебраических уравнений пишется уравнение по отношению к 
составляющим комплексных токов узлов. 

Введем следующие обозначения: 

( )
( )

( )







=′′′Φ

=′′′Φ

=Φ
,0I,I

,0I,I

I

111

111

iiqi

iipi

11         (1.101) 

 

( )
( )

( )







=′′′Φ

=′′′Φ

=Φ
,0I,I

,0I,I

I

222

222

iiqi

iipi

22          (1.102) 

                               . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  

( )
( )

( )







=′′′Φ

=′′′Φ

=Φ
.0I,I

,0I,I

I

NN1

NNN

iiqi

iipi

NN                    (1.103) 

 
где (1.100) представляется в следующем виде: 

 
( ) ,0I11 =Φ    

. 
(1.104)

 ( ) ,0I22 =Φ  

   . 
. 

 

  ( ) :0INN =Φ  

 
Вначале рассматриваем решение нелинейных векторных уравнений 

первого порядка по методу Ньютона − Рафсона, где соответствующее ре-
куррентное выражение имеет следующий вид: 

( ) ( )
1

1 1 1
1 1 1 1

1

И И I
I I I

I

−
+ ∂Φ 

= − Φ ∂ 
,                          (1.105) 

где И − номер итерации. 
Реализуя первую итерацию согласно рекуррентному выражению 

(1.105), получается новое численное значение I и строится соответствую-
щее рекуррентное выражение второй подсистемы 



 25

( ) ( )
1

1 2 2
2 2 2 2

2

И И I
I I I

I

−
+ ∂Φ 

= − Φ ∂ 
                            (1.106) 

и т.д. 
Последнее рекуррентное выражение N подсистемы представляется 

следующим образом. 

( ) ( )
1

1И И N N
N N N N

N

I
I I I

I

−

+  ∂Φ
= − Φ ∂ 

.                         (1.107) 

Реализуя первую итерацию, или первый шаг, всех N подсистем, мы 
реализуем первую итерацию, или первый шаг, всей системы согласно диа-
коптическому принципу. 

Потом переходим на вторую итерацию, или второй шаг, и так далее 
до тех пор, пока искомые переменные не получат численные значения требу-
емой точности. 

 
1.5. Выбор зависимых и независимых режимных параметров 
 
В основе исследований установившегося режима большой электро-

энергетической системы лежит построение соответствующих диакоптиче-
ских математических моделей, которые представляются в виде совокупно-
сти радиально связанных подсистем. 

Для построения соответствующей математической модели необхо-
димо выбрать состав независимых и зависимых параметров как для ЭЭС, 
так и для подсистем. Понятия независимых и зависимых параметров одни 
и те же как для отдельных подсистем, так и для ЭЭС. 

Каждый узел ЭЭС характеризуется комплексной мощностью и ком-
плексным напряжением. Если их представить по реальным переменным, 
получим 4 режимных параметра: активные, реактивные мощности, модуль 
напряжений и аргумент. 

Из четырех отмеченных режимных параметров в качестве исходной 
информации задаются две, а остальные две решаются как результат реали-
зации соответствующей математической модели. 

В зависимости от того, какие два из четырех узловых режимных па-
раметров даются в качестве исходной информации, узлы классифицируют-
ся в соответствующем виде: 

− узел типа U-Ψ. Когда задаются модуль комплексного напряжения и 
аргумент и необходимо определить активные (P) и реактивные (Q) мощно-
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сти, то он бывает обычно станционным, принимается как базисный по 
напряжению и балансированный по мощностям. Параметры uU Ψ− , кото-

рые заданы, называются независимыми, а P-Q-параметры, которые нужно 
определить, − зависимыми режимными параметрами; 

− узел типа P-Q, когда задаются активные и реактивные мощности 
необходимо определить модуль (U) комплексного напряжения и аргумент 
( uΨ ). Узел такого типа может быть как станционным, так и нагрузочным. 

Предложенные параметры P-Q называются независимыми, а параметры 

uU Ψ− , которые нужно определить, − зависимыми режимными параметра-

ми; 
− узел типа P-U, когда задаются активная мощность и модуль ком-

плексных напряжений, необходимо определить реактивную мощность (Q) 
и аргумент комплексных напряжений ( uΨ ). Предложенные параметры P-U 

называются независимыми, а параметры uQ Ψ− , которые нужно опреде-

лить, − зависимыми режимными параметрами. 
Делая выбор независимых и зависимых параметров, необходимо по-

строить соответствующую диакоптическую математическую модель, кото-
рая представляет собой комплекс систем нелинейных алгебраических 
уравнений ЭЭС. 
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2. ПОСТРОЕНИЕ Z-Y, P-Q МАТЕМАТИЧЕСКОЙ МОДЕЛИ  
УСТАНОВИВШЕГОСЯ РЕЖИМА ЭЛЕКТРОЭНЕРГЕТИЧЕСКОЙ 

СИСТЕМЫ 
 

2.1. Построение Z-Y диакоптической математической модели 
 

В основе диакоптической математической модели Z-Y лежит диа-
коптическая модель Z, которая имеет следующий вид [16 − 26]: 

11jiZ    

.                               (2.1)
 22 jiZ   

  . . .  

   NN jiZ

 

Полученная модель (2.1) представляет собой математическую мо-
дель радиально связанных подсистем. 

Для формулирования дальнейшего материала, выбираем следующую 
систему предварительных индексов: 

( )

( )

( ),l,k;n,mj,i
...................................

,l,k;n,mj,i

,l,k;n,mj,i

NNNNNN

222222

111111

=

=

=

                                  (2.2) 

тогда матричное выражение (2.1) можно представить в виде (2.3). 

1111

1111

kn

kmnm

ZZ

ZZ



    

.       (2.3)
 

2222

2222

kn

kmnm

ZZ

ZZ



   

  . . .  

   
NNNN

NNNN

kn

kmnm

ZZ

ZZ



 

 

Кроме вышеприведенной обобщенной межподсистемочной системы 
индексов, необходимо также выбрать внутриподсистемные индексы. 
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В данном случае 
( )

( ) ,,...,2,1k

,,...,3,2,1nm

111111

111

Η+Γ+Γ+Γ=

Γ=


                                 (2.4) 

где 1 1Г ,Н  − количество электрических станций и нагрузок первой подси-

стемы соответственно. 
( )

( ) ,,...,2,1k

,,...,3,2,1nm

222222

222

Η+Γ+Γ+Γ=

Γ=


                               (2.5) 

где 2 2Г ,Н  − количество электрических станций и нагрузок второй подси-

стемы соответственно. 
( )

( ) ,,...,2,1k

,,...,3,2,1nm

NNNNNN

NNN

Η+Γ+Γ+Γ=

Γ=


                            (2.6) 

где N NГ ,Н  − количество электрических станций и нагрузок последней            

N подсистемы соответственно. 
Сейчас рассмотрим уравнение отдельных клеточных подматриц. 
Для первой клеточки 









⋅








+








=









1

1

1111

1111

1

1

1

1

k

n

kn

kmnm

Б

Бmm

I

I

ZZ

ZZ

U

U

U

U











.                         (2.7) 

Написанное матричное уравнение (2.7) представим в открытом в ви-
де двух подматричных уравнений 

,
11111111 kkmnnmБmm IZIZUU  ++=                                (2.8) 

11111111 kknnБ IZIZUU 
 ++= .                                (2.9) 

Эти две матрицы  
nmZ  и 

 kZ , входящие в подматричные уравнения, 

квадратны и неособенны. В любом случае матрицы 
11kmZ  и 

11n
Z  являются 

прямоугольными, однако в частном случае они могут быть квадратными. 
Поскольку матрица  

 kZ  является квадратной и неособенной, то она 

имеет противоположную матрицу. 
Умножим матричное уравнение (2.9) на противоположную матрицу 

1
k11

Z−
 , получим 

1111111111111111

1111

kkknnkБkk IZZIZZUZUZ 


−−−− ++= . 

Если иметь в виду, что 
1ZZ

1111 k
1
k =−

 , 
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получим 

.
111111111111

111

knnkБkk IIZZUZUZ 
 ++= −−−  

Из последнего выражения можем получить следующий вид для тока 
1kI   

111111111111

111


 UZUZIZZI kБknnkk

−−− +−−= .                         (2.10) 
 

Разместим полученное выражение (2.10) в уравнение (2.8), получим 

( )
111111111111111111

111


 UZUZIZZZIZUU kБknnkkmnnmБmm

−−− +−−++= .         (2.11) 
 

Представим последнее выражение в следующим образом: 

( )
111111111111111111111

111


 UZZIZZZZUZZUU kkmnnkkmnmБkkmБmm

−−− +−+−= . 

Введем следующие обозначения в выражение (2.10): 

БkБk IUZ
1111

1 
 =− − ,                                         (2.12) 

а в (2.11) − выражение 

БmБkkmБm UUZZU
1111111

1 
 =− − .                               (2.13) 

 

В результате уравнения (2.10) и (2.11) примут следующие виды соот-
ветственно: 

( )

.

,

1111111111

1111111111111111

11

11









UZIZZII

UZZIZZZZUU

knnkБkk

kkmnnkkmnmБmm

−−

−−

+−=

+−+=

          (2.14) 

Если систему (2.14) матричных уравнений напишем в одиноматрич-
ном виде, получим 









⋅








−
−

+







=








−−

−−

1

1

11
11

11

11
1111

11
1111

1

1

1

1

11

11














U

I

ZZZ

ZZZZZZ

I

U

I

U n

knk

kkmnkkmnm

Бk

Бm

k

m .     (2.15) 

Полученное матричное уравнение (2.15) называется гибридным 
уравнением, поскольку квадратная матрица коэффициентов составлена из 
совокупности Z и Y обобщенных комплексных параметров. 

Введем следующие обозначения. 

.ZY

,ZYC

,YZB

,ZYZZZ

1111

111111

111111

1111111111

k
1

,k

nkn,k

kkm,m

nkkmnmn,m













−=

−=

=

−=

                                 (2.16) 
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При данных обозначениях матричное уравнение (2.15) примет сле-
дующий вид: 









×








+








=









1

1

1111

1111

1

1

1

1

,,

,,

















U

I

YC

BZ

I

U

I

U n

knk

mnm

Бk

Бm

k

m .                      (2.17) 

Те же самые обозначения можем сделать для 2-й, N-подсистем и т.д. 
Для второй подсистемы получим 









×








+








=









2

2

2222

2222

2

2

2

2

,,

,,

















U

I

YC

BZ

I

U

I

U n

knk

mnm

Бk

Бm

k

m .                    (2.18) 

 
И для N-подсистемы можем написать 









×








+








=









N

N

NNNN

NNNN

NБ

NБ

N

N

U

I

YC

BZ

I

U

I

U n

knk

mnm

k

m

k

m

















,,

,, .                  (2.19) 

 
Согласно полученным видам (2.17), (2.18) − (2.19) Z-Y математиче-

скую модель можем представить следующим образом: 

 
1mU   

= 

 1Б
U   

+ 

 11 n,mZ  
11mA 

       

×  

 
1nI   

. (2.20)

 
1kI    

1Б
I    

11 n,kB  
11 ,kY          1

U
   

 2mU

 
  2Б

U  
    22 n,mZ

22mA 
      

2nI   

 
2kI    

2Б
I      

22 n,kB
22 ,kY       2

U
   

 
. . .   

. . .       

. . .     

. . .  

 NmU

 
  NБ

U

 
       NN n,mZ

NNmA 
   

NnI   

 
NkI    

NБ
I         

NN n,kB
NN ,kY    

N
U
   

 
Заметим, что в (2.17), (2.18) − (2.19) матричном уравнении элементы 

подматриц в виде А и В являются комплексными величинами, не имею-
щими размерности. 

Рассмотрим матричное уравнение (2.17)  в следующем виде. 









++=

++=

.

,

11111111

11111111

,,

,,









UYICII

UBIZUU

knnkБkk

mnnmБmm

                            (2.21) 
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Из матричного вида (2.21) перейдем к алгебраическому виду. 


Η+Γ

+Γ=

Γ

=
++=

11

11
111

1

1
11111 1

,
1

, ,



 UBIZUU m

n
nnmБmm                         (2.22) 

 


Η+Γ

+Γ=

Γ

=
++=

11

11
111

1

1
11111 1

,
1

,



 UYICII k

n
nnkБkk .                          (2.23) 

где                                  








⋅−=

⋅⋅−=

.

,

1111

1111111

,

,,









БkБk

БkkmБmБm

UYI

UYZUU  

                             (2.24) 

Умножим уравнение (2.22) на комплексно-сопряженной ток 
1mI , а 

(2.23) уравнение на комплексно-сопряженное напряжение 
1

ˆ
kU , получим 


Η+Γ

+Γ=

Γ

=
++=

11

11
1111

1

1
11111111 1

,
1

, ,ˆˆˆˆ





mm
n

mnnmmБmmm IUBIIZIUIU           (2.25) 


Η+Γ

+Γ=

Γ

=
++=

11

11
1111

1

1
11111111 1

,
1

,
ˆˆˆˆ





kk
n

knnkkБkkk UUYUICUIUI .         (2.26) 

Поскольку 

,jQPIÛ

,jQPÎU

1111

1111

kkkk

mmmm

−=

+=





                                   (2.27) 

системы уравнений (2.25) и (2.26) примут следующий вид: 


Η+Γ

+Γ=

Γ

=
+ ++=

11

11
1111

1

1
11111111 1

,
1

, ,ˆˆˆ





mm
n

mnnmmБmmjm IUBIIZIUQP             (2.28) 


Η+Γ

+Γ=

Γ

=
− ++=

11

11
1111

1

1
11111111 1

,
1

,
ˆˆˆ





kk
n

knnkkБkkjk UUYUICUIQP .          (2.29) 

Сейчас необходимо с помощью уравнения (2.28) получить отдельные 
уравнения для 

11 mm QиP , а с помощью (2.29) − для  
1kP  и  

1kQ . 

,ˆˆˆRe
11

11
1111

1

1
1111111 1

,
1

, 




 ++= 

Η+Γ

+Γ=

Γ

= 



mm
n

mnnmmБmm IUBIIZIUP     (2.30) 

,ˆˆˆ 11

11
1111

1

1
1111111 1

,
1

, 




 ++= 

Η+Γ

+Γ=

Γ

= 



mm
n

mnnmmБmmm IUBIIZIUJQ     (2.31) 

и  

,ˆˆˆRe
11

11
1111

1

1
1111111 1

,
1

, 




 ++= 

Η+Γ

+Γ=

Γ

= 



kk
n

knnkkБkk UUYUICUIP             (2.32) 






 ++= 

Η+Γ

+Γ=

Γ

=

11

11
1111

1

1
1111111 1

,
1

,
ˆˆˆ





kk
n

knnkkБkmk UUYUICUIJQ .             (2.33) 
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Или 


















 ++=






 ++=





Η+Γ

+Γ=

Γ

=

Η+Γ

+Γ=

Γ

=

,ˆˆ

,ˆˆRe
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11
1111

1

1
111111

11

11
1111

1

1
111111

1
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1
,

1
,

1
,










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n

mnnmmБmm
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n

mnnmБmm

IUBIIZJQQ

IUBIIZPP

            (2.34) 





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










 ++=






 ++=




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+Γ=

Γ

=

Η+Γ

+Γ=
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=

.ˆˆ

,ˆˆRe

11

11
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1

1
111111
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1111

1

1
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1
,

1
,

1
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1
,










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n

knnkmБkk
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n

knnkБkk

UUYUICJQQ

UUYUICPP

           (2.35) 

Воспользуемся следующим обозначением: 










′′−′=

′′−′=









′′+′=

′′+′=

,UjUÛ

,IjIÎ

,UjUU

,IjII

111

111

111

111

kkk

mmm

kkk

nnn





         (2.36) 

 









+=

+=









′′+′=

′′+′=

.jbgY

,jXRZ

,CjCC

,BjBB

111111

111111

111111

111111

,k,k,k

n,mn,mn,m

n,kn,kn,k

,m,m,m









           (2.37) 

 
Представляя вышеприведенные системы уравнений (2.30) и (2.31) 

реальными и мнимыми частями, можем определить выражения мощностей 

1mP   и 
1mQ . 

( ) ( )[ ],1

1
11111111111111 1

,,
Γ

=
′′′−′′′+′′′′+′′+=

n
nmnmnmnmnmnmБmm IIIIXIIIIRPP          (2.38) 

( ) ( )[ ],1

1
11111111111111 1

,,
Γ

=
′′′−′′′−′′′′+′′+=

n
nmnmnmnmnmnmБmm IIIIRIIIIXQQ          (2.39) 
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где 

( ),11

11
1111111111111 1

,,,,
Η+Γ

+Γ=
Τ ′′′′+Τ′′+′′′′+′′=

n
mmmmmБmmБmБm BBIUIUP         (2.40) 

( )
Η+Γ

+Γ=
Τ ′′′−Τ′′′+′′′+′′′−=

11

11
1111111111111 1

,,,,
n

mmmmmБmmБmБm BBIUIUQ  .        (2.41) 

В полученных (2.40) и (2.41) выражения величин 
БmU

1
′  и 

БmU
1
′′  опреде-

ляются согласно следующими матричными выражениями: 
( ) ( ) ,

11111111111111111111  БkkmkkmБkkmkkmБmБm UXbRUbXRUU ′++′−−′=′ gg     (2.42) 

( ) ( ) .
11111111111111111111  БkkmkkmБkkmkkmБmБm UXbRUbXRUU ′′++′′−−′′=′′ gg      (2.43) 

В вышеприведенных выражениях 
1 1 1 1, ,Т ,Тm m′ ′′   определяются следую-

щей резолюцией: 

.IUIU

,IUIU

111111

111111

mm,m

mm,m

′′′−′′′=Τ ′′

′′′′+′′=Τ′





                                   (2.44) 

Сейчас рассмотрим системы уравнений (2.36) и (2.37), и если мы 
представим их реальными и мнимыми частьями, можем определить выра-
жения мощностей 

1kP   и  
1kQ  

( ) ( )[ ],11

11
11111111111111 1

,,
Η+Γ

+Γ=
′′′−′′′+′′′′+′′+=


 UUUUbUUUUPP kkkkkkБkk g      (2.45) 

 

( ) ( )[ ],11

11
11111111111111 1

,,
Η+Γ

+Γ=
′′′′+′′−′′′−′′′+=


 UUUUbUUUUQQ kkkkkkБkk g       (2.46) 

где 

( ),1

1
1111111111111 1

,,,,
Γ

=
′′′′+′′+′′′′+′′=

n
nknknknkkБkkБkБ LCLCUIUIP k              (2.47) 

( )
Γ

=
′′′−′′′+′′′−′′′=

1

1
1111111111111 1

,,,,
n

nknknknkkБkkБkБ LCLCUIUIQ k .            (2.48) 

В двух последних выражениях  
БkI

1
′  и  

БkI
1
′′  определяются следующи-

ми матричными выражениями: 
( ),

1111111 ,,  БkБkБk UbUI ′′−′−=′ g          (2.49) 

( )
1111111 ,,  БkБkБk UbUI ′+′′−=′′ g .        (2.50) 

С другой стороны, 
1 1 1 1, ,иk n k nL L′ ′′   определяются: 

.IUIUL

,IUIUL

111111

111111

nknkn,k

nknkn,k

′′′−′′′=′′

′′′′+′′=′

                                     (2.51) 
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Пользуясь матричными уравнениями (2.18) второй подсистемы тем 
же способом, что в предыдущем случае, получим соответственно следую-
щие выражения для активных и реактивных мощностей: 

( ) ( )[ ],2

2
22222222222222 1

,,
Γ

=
′′′−′′′+′′′′+′′+=

n
nmnmnmnmnmnmБmm IIIIXIIIIRPP       (2.52) 

 

( ) ( )[ ],2

2
22222222222222 1

,,
Γ

=
′′′−′′′−′′′′+′′+=

n
nmnmnmnmnmnmБmm IIIIRIIIIXQQ       (2.53) 

где 

( ),22

22
2222222222222 1

,,,,
Η+Γ

+Γ=
Τ ′′′′+Τ′′+′′′′+′′=


 mmmmmБmmБmБm BBIUIUP       (2.54) 

 

( ),22

22
2222222222222 1

,,,,
Η+Γ

+Γ=
Τ ′′′−Τ′′′+′′′+′′′−=


 mmmmmБmmБmБm BBIUIUQ       (2.55) 

где 
2mU ′  и 

2mU ′′  определяются следующим матричным выражением: 

( )

( )

( )

( ) .

,

222222222

22222222222

222222222

22222222222









Бkkmkkm

БkkmkkmБmБm

Бkkmkkm

БkkmkkmБmБm

UXbR

UbXRUU

UXbR

UbXRUU

′′+−

−′′−−′′=′′

′++

+′−−′=′

g

g

g

g

                   (2.56) 

С другой стороны, 

.IUIU

,IUIU

222222

222222

mm,m

mm,m

′′′−′′′=Τ ′′

′′′′+′′=Τ′





                                     (2.57) 

 
Тогда получим следующие уравнения для активных и реактивных 

мощностей: 

( ) ( )[ ],22

22
22222222222222 1

,,
Η+Γ

+Γ=
′′′−′′′+′′′′+′′+=


 UUUUbUUUUPP kkkkkkБkk g      (2.58) 

( ) ( )[ ].22

22
22222222222222 1

,,
Η+Γ

+Γ=
′′′′+′′−′′′−′′′+=


 UUUUbUUUUQQ kkkkkkБkk g      (2.59) 

 
В данных уравнениях величины  

2БkP  и 
2БkQ   определяются следую-

щим выражением: 
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                ( ),2

2
2222222222222 1

,,,,
Γ

=
′′′′+′′+′′′′+′′=

n
nknknknkkБkkБkБ LCLCUIUIP          (2.60) 

    ( ),2

2
2222222222222 1

,,,,
Γ

=
′′′−′′′+′′′−′′′=

n
nknknknkkБkkБkБ LCLCUIUIQ k          (2.61) 

где  
2k БI ′   и  

2k БI ′′  определяются по следующим матричным выражениям: 

( )

( ),

,

2222222

2222222

,,

,,





БkБkБk

БkБkБk

UbUI

UbUI

′+′′−=′′

′′−′−=′

g

g
            (2.62) 

 

.IUIUL

,IUIUL

222222

222222

nknkn,k

nknkn,k

′′′−′′′=′′

′′′′+′′=′
                 (2.63) 

Соответствующие уравнения следующей подсистемы для узловых 
активных и реактивных мощностей, будут иметь новые виды. 

На основе матричного уравнения (2.19) последней N подсистемы 
можем написать следующие уравнения для активных и реактивных мощ-
ностей: 

( ) ( )[ ],
1

,,
Γ

=
′′′−′′′+′′′′+′′+=

N

N
NNNNNNNNNNNNNN n

nmnmnmnmnmnmБmm IIIIXIIIIRPP      (2.64) 

( ) ( )[ ],
1

,,
Γ

=
′′′−′′′−′′′′+′′+=

N

N
NNNNNNNNNNNNNN n

nmnmnmnmnmnmБmm IIIIRIIIIXQQ      (2.65) 

где  

( ),
1

,,,,
Η+Γ

+Γ=
Τ ′′′′+Τ′′+′′′′+′′=

NN

NN
NNNNNNNNNNNNN mmmmmБmmБmБm BBIUIUP




     (2.66) 

( )
Η+Γ

+Γ=
Τ ′′′−Τ′′′+′′′+′′′−=

NN

NN
NNNNNNNNNNNNN mmmmmБmmБmБm BBIUIUQ

1
,,,,




.      (2.67) 

Величины БmN
U ′  и  БmN

U ′′  определяются следующим матричным выра-

жением: 
 

( )

( )

( )

( ) .

,

NNNNNNNNN

NNNNNNNNNNN

NNNNNNNNN

NNNNNNNNNNN

Бkkmkkm

БkkmkkmБmБm

Бkkmkkm

БlkkmkkmБmБm

UXbR

UbXRUU

UXbR

UbXRUU









′′+−

−′′−−′′=′′

′++

+′−−′=′

g

g

g

g

                 (2.68) 
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Величины 
NNNN mm ТТ  ,, , ′′′  определяются следующим выражением: 

.IUIU

,IUIU

NNNNNN

NNNNNN

mm,m

mm,m

′′′−′′′=Τ ′′

′′′′+′′=Τ′





                                  (2.69) 

Для внутренней правой клеточки активных и реактивных мощностей 
последней N подсистемы можем написать следующие уравнения: 

( ) ( )[ ],
1

,,
Η+Γ

+Γ=
′′′−′′′+′′′′+′′+= NN

NN
NNNNNNNNNNNNNN

UUUUbUUUUPP kkkkkkБkk


g          (2.70) 

( ) ( )[ ],
1

,,
Η+Γ

+Γ=
′′′′+′′−′′′−′′′+= NN

NN
NNNNNNNNNNNNNN

UUUUbUUUUQQ kkkkkkБkk


g          (2.71) 

где 

( ),
1

,,,,
Γ

=
′′′′+′′+′′′′+′′=

N

N
NNNNNNNNNNNNN n

nknknknkkБkkБkБ LCLCUIUIP k            (2.72) 

( )
Γ

=
′′′−′′′+′′′−′′′=

N

N
NNNNNNNNNNNNN n

nknknknkkБkkБkБ LCLCUIUIQ
1

,,,,k .           (2.73) 

 
В выражениях (2.72) и (2.73),  и

N Nk Б k БI I′ ′′  определяются: 

( )

( ).

,

,,

,,

NNNNNNN

NNNNNNN

БkБkБk

БkБkБk

UbUI

UbUI





′+′′−=′′

′′−′−=′

g

g

                          (2.74) 

Затем 

.IUIUL

,IUIUL

NNNNNN

NNNNNN

nknkn,k

nknkn,k

′′′−′′′=′′

′′′′+′′=′

                                 (2.75) 

С другой стороны,  
( )
( ),BJB

,BReB

NNNN

NNNN

,mm,m

,m,m









=′′

=′
          (2.76) 

( )
( ).CJC

,CReC

NNNN

NNNN

n,kmn,k

n,kn,k





=′′

=′
          (2.77) 

Представим системы (2.38) и (2.39) уравнений первой подсистемы в 
виде следующих нераскрытых функций: 

( )

( )







′′′+=

′′′+=

,,

,,

11111

11111

nnqmБmm

nnpmБmm

IIQQ

IIPP

f

f

                                 (2.78) 



 37

и (2.45), (2.46) уравнения 
( )

( )







′′′+=

′′′+=

,,

,,

11111

11111





UUQQ

UUPP

qkБkk

pkБkk

f

f

                                (2.79) 

где 

( ) ( ) ( )[ ]

( ) ( ) ( )[ ]











′′′−′′′−′′′′+′′=′′′

′′′−′′′+′′′′+′′=′′′





Γ

=

Γ

=

,IIIIRIIIIXI,I

,IIIIXIIIIRI,I

1

1

111111111111111

1

1

111111111111111

1n
nmnmn,mnmnmn,mnnqm

1n
nmnmn,mnmnmn,mnnpm

f

f

         (2.80) 

( ) ( ) ( )[ ]

( ) ( ) ( )[ ]











′′′+′′′−′′′′−′′=′′′

′′′−′′′+′′′′+′′=′′′





Η+Γ

+Γ=

Η+Γ

+Γ=

. UUUUbUUUUU,U

,UUUUbUUUUU,U

11

11

111111111111111

11

11

111111111111111

1
kk,kkk,kqk

1
kk,kkk,kpk







gf

gf

       (2.81) 

В виде тех же нераскрытых функций можем представить системы 
(2.52), (2.53) и (2.58), (2.59) уравнения второй подсистемы. 

( )

( )







′′′+=

′′′+=

,,

,,

22222

22222

nnqmБmm

nnpmБmm

IIQQ

IIPP

f

f

                               (2.82) 

и  
( )

( )







′′′+=

′′′+=

.,

,,

22222

22222





UUQQ

UUPP

qkБkk

pkБkk

f

f

                              (2.83) 

Здесь   

( ) ( ) ( )[ ]

( ) ( ) ( )[ ]











′′′−′′′−′′′′+′′=′′′

′′′−′′′+′′′′+′′=′′′





Γ

=

Γ

=

,IIIIRIIIIXI,I

,IIIIXIIIIRI,I

2

2

222222222222222

2

2

222222222222222

1n
nmnmn,mnmnmn,mnnqm

1n
nmnmn,mnmnmn,mnnpm

f

f

              (2.84) 

и  

( ) ( ) ( )[ ]

( ) ( ) ( )[ ]













′′′′+′′−′′′−′′′=′′′

′′′−′′′+′′′′+′′=′′′





Η+Γ

+Γ=

Η+Γ

+Γ=

.UUUUbUUUUU,U

,UUUUbUUUUU,U

22

22

222222222222222

22

22

222222222222222

1
kk,kkk,kqk

1
kk,kkk,kpk







gf

gf

          (2.85) 
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Системы нелинейных алгебраических уравнений (2.64), (2.65), (2.70) 
и (2.71) N подсистемы представим соответственно в следующем виде: 

( )

( )







′′′+=

′′′+=

,,

,,

NNNNN

NNNNN

nnqmБmm

nnpmБmm

IIQQ

IIPP

f

f

                              (2.86) 

и  
( )

( )







′′′+=

′′′+=

.,

,,

NNNNN

NNNNN

UUQQ

UUPP

qkБkk

pkБkk





f

f

                             (2.87) 

Здесь  

( ) ( ) ( )[ ]

( ) ( ) ( )[ ]











′′′−′′′−′′′′+′′=′′′

′′′−′′′+′′′′+′′=′′′





Γ

=

Γ

=

,IIIIRIIIIXI,I

,IIIIXIIIIRI,I

N

N

NNNNNNNNNNNNNNN

N

N

NNNNNNNNNNNNNNN

1n
nmnmn,mnmnmn,mnnqm

1n
nmnmn,mnmnmn,mnnpm

f

f

         (2.88) 

( ) ( ) ( )[ ]

( ) ( ) ( )[ ]













′′′′+′′−′′′−′′′=′′′

′′′−′′′+′′′′+′′=′′′





Η+Γ

+Γ=

Η+Γ

+Γ=

.UUUUbUUUUU,U

,UUUUbUUUUU,U

NN

NN

NNNNNNNNNNNNNNN

NN

NN

NNNNNNNNNNNNNNN

1
kk,kkk,kqk

1
kk,kkk,kpk







gf

gf

      (2.89) 

Представим системы нелинейных алгебраических (2.78) и (2.79) 
уравнений первой подсистемы в следующем виде: 

( ) { [ ( )]}

( ) { [ ( )]}







=′′′+−=′′′

=′′′+−=′′′

,0,,

,0,,

11111111

11111111

nnqmБmmnnqm

nnpmБmmnnpm

IIQQIIF

IIPPIIF

f

f

          (2.90) 

( ) { [ ( )]}

( ) { [ ( )]}







=′′′+−=′′′

=′′′+−=′′′

.0,,

,0,,

11111111

11111111





UUQQUUF

UUPPUUF

qkБkkqk

pkБkpk

f

fk

           (2.91) 

 
Системы нелинейных алгебраических (2.82), (2.83) уравнений второй 

подсистемы: 
( ) { [ ( )]}

( ) { [ ( )]}







=′′′+−=′′′

=′′′+−=′′′

,0,,

,0,,

22222222

22222222

nnqmБmmnnqm

nnpmБmmnnpm

IIQQIIF

IIPPIIF

f

f

           (2.92) 
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( ) { [ ( )]}

( ) { [ ( )]}







=′′′+−=′′′

=′′′+−=′′′

.0,,

,0,,

22222222

22222222





UUQQUUF

UUPPUUF

qkБkkqk

pkБkpk

f

fk

            (2.93) 

Тем же образом представим системы нелинейных алгебраических 
уравнений N подсистемы: 

( ) { [ ( )]}

( ) { [ ( )]}







=′′′+−=′′′

=′′′+−=′′′

0,,

,0,,

NNNNNNNN

NNNNNNNN

nnqmБmmnnqm

nnpmБmmnnpm

IIQQIIF

IIPPIIF

f

f

               (2.94) 

и 
( ) { [ ( )]}

( ) { [ ( )]}







=′′′+−=′′′

=′′′+−=′′′

.0,,

,0,,

NNNNNNNN

NNNNNNNN

UUQQUUF

UUPPUUF

qkБkkqk

pkБkpk





f

fk

             (2.95) 

Если представим вышеприведенные (2.90), (2.91), (2.92), (2.93), (2.94) 
и (2.95) системы нелинейных алгебраических уравнений в виде нижепри-
веденных (2.96), (2.97), (2.98), (2.99), (2.100), (2.101), то (2.20) математиче-
скую модель можем представить в следующем (2.102) виде: 

                          
( )
( )





=′′′

=′′′

,0I,IF

,0I,IF

111

111

nnqm

nnpm

                                          (2.96) 

                             
( )
( )





=′′′

=′′′

,0U,UF

,0U,UF

111

111

qk

pk





                                        (2.97) 

                            
( )
( )





=′′′

=′′′

,0I,IF

,0I,IF

222

222

nnqm

nnpm

                                          (2.98) 
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2.2. Получение рекуррентного выражения для реализации Z-Y,  
P-Q диакоптической математической модели 

 
Полученную (2.102) математическую модель необходимо реализо-

вать по методу минимизации или по методу Ньютона − Рафсона второго 
порядка [16 − 26]. 

Для этого необходимо сделать следующие дополнительные обозна-
чения: 

( )
( )

( )

1 1 1

1 1 1

pm n n

1 1

qm n n

F I , I =0,

F I =

F I , I =0.

 ′ ′′


 ′ ′′

                 (2.103) 
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pk
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                  (2.104) 
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                    (2.108) 

 
Затем для первой подсистемы 
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( )
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                                      (2.109) 

Следовательно, 
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                (2.111) 

Для второй подсистемы 
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                                    (2.112) 

Следовательно, 

             ( )
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           ( )
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                                  (2.114) 

Для N подсистемы 
( )
( ),U,UU

,I,II

NNN

NNN nnn

 ′′′=

′′′=
                                   (2.115) 

 
тогда функции   

NN km F,F будут представлены в следующем виде: 
 

                ( )
( )
( )





=

=
=

,0IF

,0IF
IF

NN

NN

NN

nqm

npm

nm                                 (2.116) 

 

               ( )
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Согласно этим обозначениям математическая модель (2.102) примет 
следующий вид: 

 
( )
( ) ,0UF

,0IF

11

11

=
=

     

.         (2.118)
  

( )
( ) ,0UF

,0IF

22

22

=
=

    

   . . .   

    
( )
( ) ,0UF

,0IF

NN

NN

=
=

  

 
Как было отмечено, полученную математическую модель (2.118) 

можно реализовать по методу минимизации или по методу Ньютона − 
Рафсона второго порядка, для которого нужно построить соответствующие 
квадратные функции. 

Для каждой подсистемы составляем квадратные функции, выбирая 
нелинейные векторные функции двух видов: верхнюю левую и нижнюю 
правую. 

Для нелинейных векторных математических моделей верхняя левая 
и нижняя правая первой подсистемы отмеченные квадратные функции 
пишутся следующим образом: 
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                          (2.119) 

Для второй подсистемы 
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                    . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 
Для N подсистемы 
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                        (2.121) 

Как видим, квадратные функции, составленные для всех подсистем, 
являются одинаковыми, дают возможность пользоваться обобщенными 
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видами их представления, будут созданы всего две и будут точными для 
всех подсистем. 

( ) ( ) ( ),FFIFIF
i

ii

i m

2
qm

2
pm

m
i

2
ii  +==        (2.122) 

( ) ( ) ( )
i i

i i

2 2 2
i i i pk qk

k k

F U = F U = F +F ,                     (2.123) 

где N,,2,1i = . 

Разлагая по отдельности (2.122) и (2.123) квадратные функции в ряд 
Тейлора, можем построить соответствующие рекуррентные выражения. 

Разложим (2.122) квадратную функцию в ряд Тейлора, получим 

)(
)(
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1)(
)()(

2

2

2
iБi

i
i

i
i

i
i

i
ii IFI

I

IF
II

I

IF
IFIF II +

∂
∂+

∂
∂+= ΔΔΔ 

 ,       (2.124) 

где  ( )iБ IF  представляет сумму членов ряда Тейлора, которые имеют част-

ные производные выше второго порядка. Если пренебрегаем ( )iБ IF , то  ряд 

Тейлора примет следующий вид: 
 

i

ii

i
i

ii

i
ii I

II

)I(F
I
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II

)I(F
)I(F)I(F
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∂
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 .                  (2.125) 

 
Условия минимума полученной (2.125) функции имеют следующий 

вид: 

0I
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)I(F
I
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I

I
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I
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 ,                  (2.126) 

 
где Т – знак транспонирования. 

Поскольку 

[ ] 0)I(F
I

i
i

=
∂
∂
Δ

 ,                                       (2.127) 

выражение (2.126) примет следующий вид: 
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Из (2.128) следует, что 
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или        
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 45

Введем следующие обозначения: 

[ ])I(H
I

)I(F
i

i

i

2

2

=





∂
∂ ,                                       (2.131) 

которая является неособенной квадратной матрицей Гесса 

[ ])I(G
I

)I(F
 i

i

i =





∂
∂ ,                                       (2.132) 

и столбцовой матрицей градиента. 
В результате матричное выражение (2.130) примет следующий вид: 

[ ] [ ] [ ])I(GI)I(H ii x −=Δ ,                                    (2.133) 

 
откуда 

                                 [ ] [ ] [ ])I(G)I(HI i
-1

i x−=Δ .                                   (2.134) 

Можно писать следующее рекуррентное выражение: 
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а в открытом и законченным виде 
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и которая будет правильной для всех подсистем. 
Сейчас разлагая (2.123) вспомогательную функцию в ряд Тейлора, 

получим: 
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где ( )iБ UF  представляет сумму тех членов ряда Тейлора, которые имеют 

частные производные выше второго порядка. Если пренебречь ( )iБ UF , то 

ряд Тейлора (2.137) примет следующий вид: 
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Поскольку 

[ ] 0)U(F
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i
i

=
∂

∂
Δ

 ,                                         (2.140) 
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то 

0U
U

)U(F
U

2

1
U

U

)U(F

U
i

i

i
ii

i

i

i
2

2

T =





∂
∂+

∂
∂

∂
∂

ΔΔΔ
Δ

.                      (2.141) 

Из (2.141) следует 
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Введем следующие обозначения: 
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который является неособенной квадратной матрицей Гесса 
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который является столбцовой матрицей градиента. 
В результате, (2.142) матричное выражение получит следующий вид: 

[ ] [ ] [ ])U(GU)U(H ii x −=Δ . 

Откуда 
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i x−=Δ .                                 (2.145) 

Можно писать следующее рекуррентное выражение: 
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который представится в открытом и законченным виде. 
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       (2.147) 

и который также будет правильным для всех подсистем. 
 

2.3. Получение частных производных аналитических видов, входящих 
в состав (2.136) рекуррентных выражений 

 
Имея построенное (2.136) рекуррентное выражение, нужно опреде-

лить выражение соответствующих производных. 
Сначала установим виды производных (2.136) рекуррентного выра-

жения. 
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Частные производные первого порядка столбцовой матрицы гради-
ента определяются 
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Пользуясь (2.148) частными производными первого порядка, не-

трудно определить частные производные второго порядка матрицы Гесса 
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Как видим, в частные производные первого и второго порядков вхо-

дят также соответствующие частные производные согласно функциям         

pF  и qF . 

Из отмеченных функций частные производные первого порядка 
определяются: 
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− при равных индексах 

( ) ,2
1

11

1
1111111111

1

1

1
,,,












′′−′+′+′−=

′∂

∂

≠
=

Б

mn
n

nnmnnmmmmБm

m

p
IXIRIRU

I

F
m

 

( )

( )

1
1

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

11
1 1

1
1

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

11
1 1

1

1 1 1 1 1 1 1

1

1

1

2

2

2

m

m

m

Б
p

Бm m ,m m m ,n n m ,n n
nm

n m

Б
q

Бm m ,m m m ,n n m ,n n
nm

n m

q

Бm m ,m m m ,n n m
m

F
U R I R I X I ,

I

F
U X I X I R I ,

I

F
U X I X I R

I

=
≠

=
≠

 ∂  ′′ ′′ ′′ ′= − + + + ′′∂
  

 ∂  ′′ ′ ′ ′′= − + + + ′∂
  

∂
′ ′′ ′′= − + + −

′′∂





( )
1

1 1 1

1

1 1

1

Б

,n n
n

n m

I ,
=

≠

 
 ′
 
  



         (2.155) 

 

− при разных индексах 
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С другой стороны 
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Частные производные второго порядка определяются при равных 
индексах 
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Частные производные второго порядка смешанного типа определят-
ся 
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2.4. Получение частных производных аналитических видов, входящих  

в состав рекуррентных выражений (2.147) 
  
Сейчас определим частные производные первого и второго порядков 

рекуррентного выражения (2.147). 
Частные производные первого порядка столбцовой матрицы гради-

ента определяются 
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С помощью полученных (2.160) частных производных первого по-
рядка можно получить выражения частных производных второго порядка 
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Частные производные функций pF  и qF , входящие в (2.160) − (2.166) 

выражения, определяются нижеприведенным образом: 
− при равных индексах 
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− при разных индексах 
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С другой стороны, 
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Частные производные второго порядка определяются 
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Частные производные второго порядка смешанного типа определяются 
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  (2.171) 

В результате имеем аналитические виды всех типов частных произ-
водных как (2.136), так и (2.147) рекуррентных выражений, и можем пе-
рейти к описанию предложенного вычислительного алгоритма. 
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3. ПОСТРОЕНИЕ Z-Y, P-Q ЧИСЛЕННЫХ МАТЕМАТИЧЕСКИХ 
МОДЕЛЕЙ УСТАНОВИВШЕГОСЯ РЕЖИМА И ИХ  РЕАЛИЗАЦИЯ 

 
3.1. Вычислительный алгоритм реализации математической модели 

установившегося режима электроэнергетической системы 
 
Для реализации численной математической модели установившегося 

режима электроэнергетической системы предлагается соответствующий 
вычислительный алгоритм, сущность которого состоит в следующем            
[21 − 26]. 

1. Строится схема замещения исследуемой электроэнергетической 
системы и обусловленная ее структурой представляется как совокупность 
подсистем, которые связанны друг с другом по одной электрической линии 
посредством соответственных отключений ветвей. 

2. Осуществляется нумерация узлов, которая начинается с первой 
подсистемы, в которой находится единственный базисный (балансирую-
щий) узел, который обозначим “ноль”, или “б”. 

3.Строится диакоптическая матрица Z, которая приведена в (2.1) и 
которая представляет собой совокупность матриц  

NN2211 jijiji Z,,Z,Z   подси-

стемы. 
4. Выбирается дополнительная система межподсистемных индексов 

и строится Z-Y диакоптическая матрица, которая приведена в (2.20). 
5. Пользуясь (2.20) диакоптической Z-Y матрицей, строим математи-

ческие модели отдельных подсистем. При этом математическая подмодель 
каждой подсистемы представляет собой совокупность Z(Y) и Y(Z) подмо-
делей. Полученная математическая модель представляется как совокуп-
ность подмоделей и в виде (2.102). 

6. Представляется (2.102) математическая модель в новом (2.118) ви-
де и строятся вспомогательные квадратные функции минимизации отдель-
ных подсистем. 

7. Разлагая вспомогательную квадратную функцию первой подси-
стемы в ряд Тейлора, строим соответственное рекуррентное выражение. 
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8. Получаем аналитические виды частных производных первого и 
второго порядка, входящие в рекуррентное выражение реализации матема-
тической модели подсистем, и определяем их численные значения. 

9. Давая искомым проводимостям первоначальные численные значе-
ния, пользуясь рекуррентным выражением, построенным для первой под-
системы, осуществляем первый шаг, или первую итерацию, и в результате 
получаем новые численные значения искомых режимных узлов. 

10. Имея численные значения приграничных параметров первой и 
второй подсистем, строим численную математическую модель второй под-
системы и вспомогательную квадратичную функцию. 

11. Разлагая вспомогательную квадратную функцию второй подсисте-
мы в ряд Тейлора, строим соответствующее рекуррентное выражение. 

12. Определяем численные значения частных производных первого и 
второго порядка, входящие в рекуррентное выражение второй подсистемы 
и осуществляем первый шаг, или первую итерацию. 

13. Получая численные значения узловых режимных приграничных па-
раметров второй подсистемы, строим численную математическую модель тре-
тьей подсистемы и так продолжаем до численной математической модели N 
подсистем и построения соответствующего рекуррентного выражения. 

14. Осуществляя первый шаг, или первую итерацию, для N-подсистемы, 
получаем численные значения соответствующих режимных параметров. 

15. Заканчивая первый шаг, или итерацию, для всех подсистем, в ре-
зультате получим один шаг, или итерацию, для полных схем замещения и 
начинаем второй шаг всех подсистем. 

Итерационный процесс считается завершенным, если обеспечивается 
следующее условие для всех подсистем: 

( )

( )

( )

( ) ,

,

,

,

11

11

11

11

ii

ii

ii

ii

kqkБkk

kpkБkk

mqmБmm

mpmБmm

QfQQ

PfPP

QfQQ

PfPP

Δ≤+−

Δ≤+−

Δ≤+−

Δ≤+−

                                   (3.1) 

где 
iiii kkmm Q,P,Q,P ΔΔΔΔ  − допустимые небалансирующие величины, которые 

обеспечивают точность решения численных результатов искомых пара-
метров. 
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Здесь тоже принимаем 
,PPPP

N21 mmm Δ=Δ==Δ=Δ          (3.2) 

,QQQQ
N21 mmm Δ=Δ==Δ=Δ            (3.3) 

,PPPP
N21 kkk Δ=Δ==Δ=Δ         (3.4) 

.QQQQ
N21 kkk Δ=Δ==Δ=Δ          (3.5) 

С другой стороны, индекс i принимает соответствующие индексы 
всех подсистем, так что  N,,2,1i = . 

 
3.2. Построение Z-Y, P-Q численных математических моделей  

установившегося режима и их реализация 
 

Здесь рассматривается схема замещения ЭЭС, состоящая из 10 узлов, 
(рис. 3.1). 

Исследование осуществляется по разработанному вычислительному 
алгоритму. 

Режимные активные параметры узлов приведены в табл. 3.1. 
Таблица 3.1 

Исходная информация относительно режимных 
параметров узлов 

Узел 
Параметр 

P, 
МВт  

Q, 
 МВар  

U, 
 кВ  

uΨ , 
град. 

ЭС -0 — — 220 000° 
ЭС -1 110 100 — — 
ЭН -2 100 50 — — 
ЭН -3 60 30 — — 
ЭС -4 70 51 — — 
ЭН -5 80 40 — — 
ЭН -6 110 55 — — 
ЭС -7 60 136,7 — — 
ЭС -8 94 45 — — 
ЭН -9 96 48 — — 

Предлагается пошаговая система построения Z-Y, P-Q численных 
математических моделей. 

1. Представляется построенная схема замещения как совокупность 
трех подсистем посредством отключения 1 − 6, 2 − 5 и 4 − 9 ветвей, кото-
рая приведена на рис. 3.2. 
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2. Осуществляется нумерование узлов 
I.подсистема – 0(Б), 1, 2, 3. 
II.подсистема – 4, 5, 6. 
III.подсистема – 7, 8, 9. 

11jiZ    

 22 jiZ  
 

(3.6)

  33 jiZ  

3. Диакоптическая матрица Z как совокупность  
332211 jijiji Z,Z,Z  подси-

стем имеет следующий вид: 
4. Выбираем следующие межподсистемные дополнительные индексы: 
I.подсистема –  ( ) ( ) 3,2,1 1111 == knm . 

II.подсистема – ( ) ( ) 6,5,4 2222 == knm . 

III.подсистема – ( ) ( ) 9,8,7 3333 == knm . 

1.1. До построения диакоптической численной матрицы Z-Y предста-
вим ее в буквенном виде 

( )
111111

111111111111

knk

kkmnkkmnm
11 YZY

YZZYZZ
YZ





−
−

= ,                   (3.7) 

 

( )
222222

222222222222

knk

kkmnkkmnm
22 YZY

YZZYZZ
YZ


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−
−

= ,          (3.8) 

 

( )
333333

333333333333

knk

kkmnkkmnm
33 YZY

YZZYZZ
YZ





−
−
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Или 

1111

1111
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knk

mnm
km YC

BZ
YZ


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

=− ,                       (3.10) 
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

=− ,                        (3.11) 
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km YC
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=− .                       (3.12) 
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Имея численные значения 321 Z,Z,Z  подматриц по (3.6), получаем: 
  1 2 3 

=−
11 km YZ  

1 6,124694+j10,09233 0,550795+j0,001763 -0,017643-j0,008115 

2 -0,550795-j0,001763 0,041115-j0,074256 -0,030179+j0,056279 
3 0,017643+j0,008115 -0,030179+j0,056279 0,040568-j0,088237 

     
  4 5 6 

=−
22 km YZ  

4 2,900837+j4,748182 0,162913-j0,003368 0,395661+j0,037717 

5 
-0,162913+ 
j0,003368 

0,032557-j0,049670 -0,026916+j0,037995 

6 -0,395661-j0,037717 -0,026916+j0,037995 -0,043871-j0,064693 
 

  7 8 9 

=−
33 km YZ  

7 5,409654+j9,819633 4,268076+j6,675977 -0,602214-j0,023482 
8 4,268076+j6,675977 7,219765+j12,188958 0,720539+j0,034905 

9 -0,602214-j0,023482 -0,720539-j0,034905 0,009959-j0,018965 

 
Совокупность полученных трех подсистем представляет собой Z-Y 

диакоптическую матрицу исследуемой схемы замещения. 
Для всех подсистем для начала итерационного процесса принимаем 

=== 
21 UU  0M UU  == , кВ 220ˆˆˆ

21 ===== UUUU M . 

Первоначальные значения комплексных токов подсистем определя-
ются 
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1.2. Строим математическую модель первой подсистемы как сово-

купность  ( )11 YZ  и ( )11 ZY   подмоделей. 
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где 

( ) ( )[ ]

( ) ( )[ ]

( ) ( )[ ]

( ) ( )[ ].131331131331
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      (3.14) 

 
Для этой подсистемы в качестве вспомогательной функции будет 

( ) 2
1q

2
1p1IF Φ+Φ= .                                          (3.15) 

 
Разлагая (3.15) квадратную функцию в ряд Тейлора, можем постро-

ить соответствующее рекуррентное выражение 
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Из частных производных, входящих в полученное (3.16) рекуррент-

ное выражение, определяются частные производные первого порядка 
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                                      (3.17) 

 
Частные производные второго порядка, входящие в матрицу Гессе, 

имеют следующий вид: 
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      (3.18) 

 
Частные производные первого и второго порядка типа pΦ   и qΦ , вхо-

дящие в вышеприведенные частные производные первого и второго поряд-
ка, определяются нижеприведенным образом. 

Частные производные первого порядка 
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  (3.19) 

 
С другой стороны, 

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ).
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Частные производные второго порядка определяются по следующим 
выражениям: 

,X2
I

,X2
I

,R2
I

,R2
I

1,12
1

q
2

1,12
1

q
2

1,12
1

p
2

1,12
1

p
2

11
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⋅−=
′′∂

Φ∂
⋅−=

′∂

Φ∂

⋅−=
′′∂

Φ∂
⋅−=

′∂

Φ∂

 

(3.21) 

.0
II

,0
II

,0
II

,0
II

11

q
2

11

q
2

11

p
2

11

p
2

11

11

=
′∂′′∂

Φ∂
=

′′∂′∂
Φ∂

=
′∂′′∂

Φ∂
=

′′∂′∂
Φ∂

 

 
Сейчас определим численные значения вышеприведенных выраже-

ний. 

249880.12124694.62
I

Φ
2

1

1p
2

−=⋅−=
′∂

∂
, 

12.2498806.124694 2
I 2

1

1p
2

−=⋅−=
′′∂

Φ∂
 , 

20.18466610.092333  2
I 2

1

1q
2

−=⋅−=
′∂

Φ∂
, 

20.18466610.092333 2
I 2

1

1q
2

−=⋅−=
′′∂

Φ∂
. 

 
Поскольку имеем ББ UU ,1,1 , ′′′ , также численные значения   ББ UU ,2,2 , ′′′ и  

ББ UU ,3,3 , ′′′  величин, можем определить 

( )

( )

1

1

104.074917 0.550795 220-0.001763 0

0.017643 220 0.008115 0 221.368357,

БP

I

∂ =
′∂

+ ⋅ ⋅ +

+ ⋅ + ⋅ =

 

 

( )

( )

1

1

4.937185 0.550795 0 0.001763 220

-0.001763 0-0.008115 220 3.539745,

БP

I

∂ = + ⋅ + ⋅ +
′′∂

+ ⋅ ⋅ =
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1

1

4.937185 (0.001763 220 0.550795 0)

(-0.008115 220-0.017643 0) 3.539745,

БQ

I

∂ = + ⋅ + ⋅ +
′∂
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1

1

-104.074917 (0.001763 0-0.550795 220)

(-0.008115 0 0.017643 220) -221.368357.

БQ

I

∂ = + ⋅ ⋅ +
′′∂

+ ⋅ + ⋅ =

 

 
Затем можем определить  

1-227.493050.500000) 6.124694 257-(221.3683
I1

1p =⋅⋅+=
′∂

Φ∂
, 
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I1

1p =⋅⋅+=
′′∂

Φ∂
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Φ∂ , 
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I1

1q =⋅⋅+=
′′∂

Φ∂ . 

 
Определяем численные значения функций 1pΦ  и 1qΦ . 

 
( )104.074917 0.500000 4.937185 -0.454545 {0.550795

[220 0.500000 0 (-0.454545)] 0.001763[220 (-0.454545)-

-0 0.500000]} {-0.017643[220 0.500000 0(-0.454545)]-

-0.008115[220 (-0.454545)-0 0.500000

БP = ⋅ + + ×

× ⋅ + +

⋅ + ⋅ +

⋅

1
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-104.074917 (-0.454545) 4.937185 0.500000 {0.001763

[220 0.500000 0 (-0.454545)]-0.550795[220 (-0.454545)-

-0 0.500000]} {-0.008115[220 0.500000 0 (-0.454545)]

0.017643[220 ×(-0.454545)-0

БQ = ⋅ + ⋅ + ×

× ⋅ + ⋅ ⋅

⋅ + ⋅ + ⋅ +

+

1

 ×0.500000]} 102.392136,=
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-1.871808)2]}(-0.454545.50000026.124694[0075205.{109-1101p =++=Φ , 
 

1 100-{102 392136 10.092333 [0.5000002+(-0.454545)2]}= 7 000407q . - .Φ = + . 
 

Имея численные значения всех необходимых величин, определяем 

41042.50681]13.632078)7.000407(--051)8(-227.4932[-1.87180
I

F

1

1p ==
′∂

∂
, 
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I

F

1

1p =⋅⋅=
′′∂

∂
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Затем 
2

1
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Осуществляем первый шаг, или первую итерацию, по отношению к 

вышеприведенным рекуррентным выражениям 
1 0 1
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Таким образом, получим результат реализации математической под-
модели верхней левой части первой подсистемы. 

Сейчас перейдем к построению математической подмодели нижней 
правой части той же первой подсистемы. Для этого сначала остановимся на 
построении соответствующей математической подмодели. 

Нелинейные алгебраические уравнения, представляющие соответ-
ствующую математическую подмодель: 

( ) ( )[{

( )]} ,032323,2

3232

2

2

2

2222

=′′′−′′′+

+′′′′+′′+′′+′+−=Φ
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UUUUUUPP Бp 2,32,2 gg

 

 
( ) ( )[{

( )]} ,023232,3

2323

2
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2

333
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UUUUb
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(3.22) 
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2
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( ) ( )[{
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2

3
2
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=′′′′+′′−

−′′′−′′′+′′+′−−=Φ

UUUUb
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С другой стороны, 
( ) ( ),12121,212121,2222 IUIUBIUIUBIUIUP БББ

′′′−′′′′′+′′′′+′′′+′′′′+′′= 22  
 

( ) ( ),13131,313131,3333 IUIUBIUIUBIUIUP БББ
′′′−′′′′′+′′′′+′′′+′′′′+′′= 33  

(3.23) 
( ) ( ),12121,212121,2222 IUIUBIUIUBIUIUQ БББ

′′′′+′′′′−′′′−′′′′+′′′−′′′= 22  
 

( ) ( ).13121,313131,333 IUIUBIUIUBIUIUQ БББ
′′′′+′′′′−′′′−′′′′+′′′−′′′= 333  

 
Полученную (3.22) математическую модель также нужно реализовать 

по методу второго порядка, поэтому строим следующую квадратную функ-
цию: 

( ) .UF 2
3q

2
2q

2
3p

2
2p Φ+Φ+Φ+Φ=                                   (3.24) 
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Разлагая (3.24) квадратную функцию в ряд Тейлора, после соответ-
ствующих модификаций можем построить решение рекуррентного выра-
жения вышеприведенной системы уравнений. 

2 2 2 2
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2
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.       (3.25) 

 
Частные производные первого и второго порядка, входящие в данное 

рекуррентное выражение, определяются нижеприведенными выражениями. 
В данном случае получим 
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             (3.26) 

 

( )

( )
.

U

F

U

F

U

F

U

F
2

U

UF

,
U

F

U

F

U

F

U

F
2

U

UF

3

3q
3q

3

2q
2q

3

3p
3p

3

2p
2p

3

2

3q
3q

2

2q
2q

2

3p
3p

2

2p
2p

2









′′∂

∂
Φ+

′′∂
∂

Φ+
′∂

∂
Φ+

′′∂
∂

Φ=
′′∂

∂









′′∂

∂
+

′′∂
∂

+
′∂

∂
+

′′∂
∂

Φ=
′′∂

∂
φφφ

              (3.27) 

 
Затем определяем частные производные второго порядка неособен-

ной квадратной матрицы Гессе. 
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(3.28) 
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Необходимо иметь в виду следующее: 
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Определим частные производные первого и второго порядка по от-
ношению к функциям pΦ и  qΦ . 

Прежде всего определим частные производные первого порядка при 
равных индексах, когда 11 k= : 
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При разных индексах, когда  11 k≠ , получим: 
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Затем определяем 

.,

,,

,,

,,

11,311,3

3

3
11,311,3

3

3

11,211,2

2

2
11,211,2

2

2

11,331,3

3

3
11,311,3

3

3

11,211,2

2

2
11,211,2

2

2

IBIB
U

Q
IBIB

U

Q

IBIB
U

Q
IBIB

U

Q

IBIB
U

P
IBIB

U

P

IBIB
U

P
IBIB

U

P

ББ

ББ

ББ

ББ

′′′′−′′=
′′∂

∂′′′−′′′−=
′∂

∂

′′′′−′′=
′′∂

∂′′′−′′′−=
′∂

∂

′′′+′′′=
′′∂

∂′′′′−′′=
′∂

∂

′′′+′′′=
′′∂

∂′′′′−′′=
′∂

∂

          (3.32) 

 

(3.30) 
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Сейчас определим частные производные второго порядка по отноше-
нию к  pΦ  и  qΦ , пользуясь выражениями частных производных первого 

порядка: 
– при равных индексах 
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Поскольку частные производные второго порядка функций  БP  и БQ   

типа равны нулю, то последние выражения примут следующий простей-
ший вид: 
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− при разных индексах 
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Определяем численные значения частных производных 
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При разных индексах 
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Затем определяем частные производные второго порядка смешанного 
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Затем определяем численные значения вышеприведенных выражений 
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При разных индексах  
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∂Φ
= + ⋅′∂

⋅ =

 

 

q3

3

-[0.003503-2 0.088237 220 (0.030179 0-
U

-0.056279 220)] 51.202157,

∂Φ
= ⋅ ⋅ + ⋅

′∂

⋅ =

 

 

( ) (

)] ,6.9111460 0.056790-

-220 0.030179-0 0.074256-2-6-[-0.27176
U2

2q

=⋅

⋅+⋅=
′′∂

Φ∂

 

 

( ) (

)

q3

3

- 0.012129-2 -0.088237 0 -0.030179 220-
U

-0.056279 0 6.627251.

∂Φ
= + ⋅′′∂

⋅ =
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При разных индексах 

,6.6393800) 0.056279220 9-(-0.03017
U3

2p =⋅+⋅=
′∂

Φ∂
 

( ) ,6.6393800 0.056279220 0.030179--
U2

3p =⋅+⋅=
′∂

Φ∂
 

( ) ,12.381380220 0.056279-0 0.030179--
U3

2q =⋅⋅=
′∂

Φ∂
 

( ) ,12.381380220 0.056279-0 0.030179--
U2

3q =⋅⋅=
′∂

Φ∂
 

( ) ,12.381380220 0.056279-0 0.030179--
U3

2p =⋅⋅=
′′∂

Φ∂
 

( ) ,12.381380220 0.056279-0 0.030179--
U2

3p =⋅⋅=
′′∂

∂φ
 

( ) ,-6.6393800 0.056279-220 0.030179-
U3

2q =⋅⋅=
′′∂

Φ∂
 

( ) .-6.6393800 0.056279-220 0.030179-
U2

3q =⋅⋅=
′′∂

Φ∂
 

Подсчитываем 
( ) [

]

2

F U
2 9.954823(-11.179454)-207.259452 6.639380-

U

-12.483829(-20.058103) 78.948999 12.381380 -518.928522,

∂
= ⋅

′∂

+ ⋅ =

 

 
( ) [

]

3

F U
2 9.954823 6.639380-207.259452(-11.179454)-

U

-12.483849 12.381380 78.948999 51.202157 12559.780181,

∂
= ⋅

′∂

⋅ + ⋅ =

 

 
( ) [

] ,73-6604.3669-6.639380)78.948999(6.911146 12,483829-

-12.381380 207.259452-12.614537)9.954823(-2
U

UF

2

=+⋅

⋅=
′′∂

∂

 

( ) [

] .46589.572336.627251 78.948999-6.639380)12.483829(-

-7)(-12.37787207.259452-12.381380 9.9548232
U

UF

3

=⋅+

⋅=
′′∂

∂
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Подсчитываем численные значения частных производных второго 
порядка матрицы Гессе. 

( ) [

] ,446077.14510 78.948999-0.148512)12.483829(-

-0 207.259452-0.082230)9.954823(-

12.38138023)2(-20.058106.62928024)2(-11.179452
U

UF
2

2

2

=⋅+

⋅+

++++=
′∂

∂

 

 

( )

,15895.74575]-0.176474)78.948999(

0 12.483829-)(-0.081136207.259452-0 9.954823

51.202157212.38138029)2(-11.2226622[6.639380
U

UF
2

3

2

=+

+⋅⋅+

++++=
′∂

∂

 

 

( )

,810.6116670]78.948999)(-0.148512-12.483829

-0 207.259452-)(-0.082230 9.954823

)2(-6.6393806.911146212.3813802537)22[(-12.614
U

UF
2

2

2

=⋅+

⋅⋅+

++++=
′′∂

∂

 

 

( )

,9794.791977]-0.176474)78.948999(

0 12.483829-)(-0.081136207.259452-0 9.954823

6.6272512)2(-6.6393807)2(-12.37787022[12.38138
U

UF
2

3

2

=+

+⋅⋅+

++++=
′′∂

∂

 

 

( )

,480061.45310.056279] 78.9489990.056279 -12.483829

-0.030179 207.259452-0.030179 9.954823

51.202157 1.38138012.381380 -20.058103

-11.222669)6.639380(- 6.639380 542[-11.1794
UU

UF

32

2

=⋅+⋅

⋅⋅+

+⋅+⋅

++=
′∂′∂

∂
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( )

,4.7983150] 78.948999

012.483829-0207.259452-09.954823

-6.639380)12.381380(6.911146 -20.058103

-12.381380 6.639380537)54(-12.6142[-11.1794
UU

UF

22

2

=⋅+

+⋅⋅⋅+

++⋅

⋅+=
′′∂′∂

∂

 

 
( )

,19.2266740.030179] 78.948999)(-0.030179-12.483829

-)(-0.056279207.259452-0.056279 9.954823

6.627251 12.381380)(-6.639380-20.058103

-12.377877)6.639380(-12.381380542[-11.1794
UU

UF

32

2

=⋅+

⋅+

+⋅+

⋅⋅=
′′∂′∂

∂

 

 
( )

,508084.93]-0.030179)78.948999(0.030179 -12.483829

-0.056279 207.259452-0.056279)9.954823(-

51.202157 6.639380-12.381380 6.611146

)-11.22266912.381380(6.639380 372[-12.6145
UU

UF

23

2

=+⋅

⋅+

+⋅⋅+

++⋅=
′′∂′∂

∂

 

 
( )

,357553.2860] 78.948999

0 12.483829-0 207.259452-0 9.954823

6.627251 5.51202157--6.639380)12.381380(

)-12.37787711.222669(-12.3813802[6.639380
UU

UF

33

2

=⋅+

+⋅⋅⋅+

+⋅+

+⋅=
′′∂′∂

∂

 

 



 78

( )2

2 3

F U
2[-12.614537 12.381380 12.381380(-12.377877)

U U

6.911146(-6.639380)-6.639380 6.627251

9.954823 0.030179-207.259452 0.030179-

-12.483829 0.056279 78.948999 0.056279] -803.0820000,

∂
= ⋅ + +

′′ ′′∂ ∂

+ ⋅ +

+ ⋅ ⋅

⋅ + ⋅ =

 

 
( )

,480061.1453-
UU

UF

23

2

=
′∂′∂

∂   ( )
,4.798315

UU

UF

22

2

=
′∂′′∂

∂  

 
( )

,19.226674
UU

UF

23

2

=
′∂′′∂

∂   ( )
,508084.93

UU

UF

32

2

=
′∂′′∂

∂  

 
( )

,57553.286
UU

UF

33

2

=
′∂′′∂

∂          ( )
.00-803.08200

UU

UF

23

2

=
′′∂′′∂

∂  

 
В результате мы имеем все численные значения, входящие в рекур-

рентное выражение, и можем осуществить первый шаг. 



















−

−

⋅



















−
−

−
−

−



















=



















′′
′′
′
′ −

572334.6589

366973.6604

228009.299

9285.518

791979.7940820000.803357553.628226674.19

0820000.803611667.810508084.39798315.4

357553.628508084.39364963.2053480061.1453

226674.19798315.4480061.1453446077.1451

0

0

220

220

U

U

U

U
101

3

2

3

2

 



















−

−

−



















=



















′′
′′
′
′

135165.0

015827.8

079023.0

253681.0

0

0

220

220

U

U

U

U
01

3

2

3

2

. 

Таким образом, получили результат реализации математической 
подмодели нижней правой части первой подсистемы 



















−

=



















′′
′′
′
′

135165.0

015827.8

920976.219

253681.220

U

U

U

U
1

3

2

3

2

. 

В результате осуществляем один полный шаг, или итерацию, для 
первой подсистемы и разберем вторую подсистему. 
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Определим напряжение третьего приграничного узла первой и вто-
рой подсистем 

135165.0j920976.219UjUU 333 −=′′+′= . 

В результате получим 

















−
−
−

+















=

















′′
′′
′′

+
















′
′
′

=
















=
















925609,11

703126,9

292140,5

774236,234

365329,231

098862,227

2

2

j

U

U

U

j

U

U

U

U

U

U

U

U

Б

Б

Б

Б

Б

Б

Б

Б

Б

Бm

Бm

6

5

4

6

5

4

6

5

4








. 

Затем подсчитываем комплексный ток БkI
2

  

.
659543.6669518.3

566583.2184536.1

925609.11774236.234

703126.9356329.231

064693.0043871.0037995.0026916.0

037995.0026916.0049670.0032557.0

6665

5655









+−
+−

=







−
−

×

×







−+−
+−−

−=

=







⋅







−=








=

j

j

j

j

jj

jj

U

U

YY

YY

I

I
I

Б

ББ
Б

6

5

6Б

5
k2 







 

 
В результате получили 









+








−
−

=







′′
′′

+







′
′

=







=

659543.6

566583.2

669518.3

184536.1

6

5

6

5

6

5

2
j

I

I
j

I

I

I

I
I

Б

Б

Б

Б

Б

Б
Бk 


 . 

Затем подсчитываем величины ББ UU ,4,4 , ′′′  следующим образом: 

[ ]

[ ] [ ]

2 2 2 2 2 2 4

5.700000 11.200000 5.700000 11.200000

0.041115 6.823300 0.030179 0.056279

0.030179 0.056279 0 040568 0.088237

227.098862 5.292140 131.000734 1.776494

9

Б Бm m k k Б БU U Z Y U U

j j

j j

j j j

j j

= − = −

− + + ×

− − + 
× = − + − 

= − − + =

=

 
   

2m

[ ]6.098128 7.068634 .j−

 

Получая численное значение ББm UU ,42

ˆ =  комплексной величины, мо-

жем построить систему нелинейных алгебраических уравнений верхней ле-
вой части второй подсистемы: 
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( )[ ]

( )[ ]








=′′+′+−=

=′′+′+−=

,0

,0

2
4

2
444444

2
4

2
444444

IIXQQΦ

IIRPPΦ

Бq

Бp

                            (3.37) 

где 
( ) ( )[ ]

( ) ( )[ ]

( ) ( )[ ]

( ) ( )[ ].

,

464646464646

45454545454544

464646464646

45454545454544

IUIUAIUIUA

IUIUAIUIUAIUIUQ

IUIUAIUIUA

IUIUAIUIUAIUIUP

БББ

БББ

′′′−′′′′−′′′′+′′′′+

+′′′−′′′′−′′′′+′′′′+′′′−′′′=

′′′−′′′′′+′′′′+′′′+

+′′′−′′′′′+′′′′+′′′+′′′′+′′=

44

44

4

4

         (3.38) 

Построив 
( ) 2 2

4 4 4p qF I = Φ + Φ                                        (3.39) 

квадратичную функцию, строим рекуррентное выражение реализации ма-
тематической подмодели верхней левой части второй подсистемы, которое 
имеет следующий вид: 

2

2

12И И
4 4 4

24 4
4 4 4 4

2
44 4

4 4 2
44 4 4

F F F
I I

I I I I
.

FF FI I
II I I

−+  ∂ ∂ ∂    ′ ′        ′ ′ ′′ ′∂ ∂ ∂ ∂      = −   ∂ ∂ ∂   ′′ ′′        ′′∂′′ ′ ′′∂ ∂ ∂        

1

                 (3.40) 

Частные производные первого и второго порядков входящие в рекур-
рентное выражение, определяются согласно (3.39) квадратной функцией. 

Согласно этой функции частные производные первого порядка опре-
деляются 

.
II

2
I

F

,
II

2
I

F

4

4q
4q

4

4p
4p

4

4

4

4q
4q

4

4p
4p

4

4









′′∂

Φ∂
Φ+

′′∂
Φ∂

Φ=
′′

∂









′∂

Φ∂
Φ+

′∂
Φ∂

Φ=
′

∂

                               (3.41) 

Частные производные второго порядка, входящие в матрицу Гессе, 
имеют следующий вид: 

,
IIII

2
I

F

,
IIII

2
I

F

2
4

4q
2

1q2
4

4p
2

4p

2

4

4q

2

4

4p

2
4

4
2

2
4

4q
2

4q2
4

4p
2

4p

2

4

4q

2

4

4p

2
4

4
2













′′∂
Φ∂

Φ+
′′∂

Φ∂
Φ+








′′∂

Φ∂
+








′′∂

Φ∂
=

′′∂
∂













′∂
Φ∂

Φ+
′∂

Φ∂
Φ+








′∂

Φ∂
+








′∂

Φ∂
=

′∂
∂

             (3.42) 
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2 22
p 4 p 4 q 4 q 4 p 4 q 44

p 4 q 4
4 4 4 4 4 4 4 4 4 4

2 22
p 4 p 4 q 4 q 4 p 4 q 44

p 4 q 4
4 4 4 4 4 4 4 4 4 4

F
2 ,

I I I I I I I I I I

F
2 .

I I I I I I I I I I

 ∂Φ ∂Φ ∂Φ ∂Φ ∂ Φ ∂ Φ∂ = + + Φ + Φ  ′ ′′ ′ ′′ ′ ′′ ′ ′′ ′ ′′∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 

 ∂Φ ∂Φ ∂Φ ∂Φ ∂ Φ ∂ Φ∂ = + + Φ + Φ  ′′ ′ ′′ ′ ′′ ′ ′′ ′ ′′ ′∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 

       (3.43) 

 
Вышеприведенные частные производные первого и второго порядка 

функций 4pΦ   и  4qΦ  типа определяются.  

Частные производные первого порядка: 

,2 444

4

4

4

4





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С другой стороны, 
 

( ) ( ),646646545545

4

4 UAUAUAUAU
I

P
Б

Б ′′′′−′′+′′′′−′′+′=
′∂

∂
4  

( ) ( ),646646545545

4

4 UAUAUAUAU
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P
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∂
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   (3.45) 

( ) ( ),646646545545

4
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∂
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4

4 UAUAUAUAU
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Частные производные второго порядка определяются по следующим 

выражениям: 
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Частные производные смешанного типа определяются: 
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Затем определяем численные значения 4pΦ и 4qΦ  величин  
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Будем определять численные значения частных производных первого 

порядка 
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Имея численные значения всех необходимых величин, определяем 
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Затем 
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Осуществляем первый шаг вышеприведенными выражениями. 
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Таким образом, получили результат реализации математической 

подмодели верхней левой части первой подсистемы 
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Сейчас перейдем к построению математической подмодели нижней 
правой части той же подсистемы. Соответствующие математические под-
модели, представляющие нелинейные алгебраические уравнения: 
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С другой стороны, 
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Согласно (3.50) функции 
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Рекуррентное выражение реализации полученной математической 
модели: 
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Частные производные первого порядка данного рекуррентного выра-

жения определяются 
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Затем определяем частные производные второго порядка неособен-

ной квадратной матрицы Гессе. 

( )

,
UUUU

UUUU
2

U

UF

2
5

6q
2

6q2
5

5q
2

5q2
5

6p
2

6p2
5

5p
2

5p

2

5

6q

2

5

5q

2

5

6p

2

5

5p

2
5

2







′∂

Φ∂
Φ+

′∂

Φ∂
Φ+

′∂

Φ∂
Φ+

′∂

Φ∂
Φ+






+








′∂

Φ∂
+








′∂

Φ∂
+








′∂

Φ∂
+








′∂

Φ∂
=

′∂
∂

 

 

( )

,
UUUU

UUUU
2

U

UF

2
6

6q
2

6q2
6

5q
2

5q2
6

6p
2

6p2
6

5p
2

5p

2

6

6q

2

6

5q

2

6

6p

2

6

5p

2
6

2







′∂
Φ∂

Φ+
′∂

Φ∂
Φ+

′∂
Φ∂

Φ+
′∂

Φ∂
Φ+






+








′∂

Φ∂
+








′∂

Φ∂
+








′∂

Φ∂
+








′∂

Φ∂
=

′∂
∂

 

 

(3.52) 

(3.53) 



 87

( )

,
UUUU

UUUU
2

U

UF

2
5

6q
2

6q2
5

5q
2

5q2
5

6p
2

6p2
5

5p
2

5p

2

5

6q

2

5

5q

2

5

6p

2

5

6p

2
5

2







′′∂

Φ∂
Φ+

′′∂

Φ∂
Φ+

′′∂

Φ∂
Φ+

′′∂

Φ∂
Φ+






+








′′∂

Φ∂
+








′′∂

Φ∂
+








′′∂

Φ∂
+








′′∂

Φ∂
=

′′∂
∂

 

 

( )

,
UUUU

             

UUUU
2

U

UF

2
6

6q
2

6q2
6

5q
2

5q2
6

6p
2

6p2
6

5p
2

5p

2

6

6q

2

6

5q

2

6

6p

2

6

5p

2
6

2







′′∂
Φ∂

Φ+
′′∂

Φ∂
Φ+

′′∂
Φ∂

Φ+
′′∂

Φ∂
Φ+






+








′′∂

Φ∂
+








′′∂

Φ∂
+








′′∂

Φ∂
+








′′∂

Φ∂
=

′′∂
∂

 

 
( )

,
UUUUUUUU

UUUUUUUU
2

UU

UF

65

6q
2

6q
65

5q
2

5q
65

6p
2

6p
65

5p
2

5p

6

6q

5

6q

6

5q

5

5q

6

6p

5

6p

6

5p

5

5p

65

2







′∂′′∂
Φ∂

Φ+
′∂′∂

Φ∂
Φ+

′∂′∂
Φ∂

Φ+
′∂′∂

Φ∂
Φ+

+
′∂

Φ∂
⋅

′∂
Φ∂

+
′∂

Φ∂
⋅




′∂

Φ∂
+

′∂
Φ∂

⋅
′∂

Φ∂
+

′∂
Φ∂

⋅
′∂

Φ∂
=

′∂′∂
∂

 

 
( )

,
UUUUUUUU

UUUUUUUU
2

UU

UF

55

6q
2

6q
55

5q
2

5q
55

6p
2

6p
55

5p
2

5p

5

6q

5

6q

5

5q

5

5q

5

6p

5

6p

5

5p

5

5p

55

2







′′∂′∂
Φ∂

Φ+
′′∂′∂

Φ∂
Φ+

′′∂′∂
Φ∂

Φ+
′′∂′∂

Φ∂
Φ+

+
′′∂

Φ∂
⋅

′∂
Φ∂

+
′′∂

Φ∂
⋅




′∂

Φ∂
+

′′∂
Φ∂

⋅
′∂

Φ∂
+

′′∂
Φ∂

⋅
′∂

Φ∂
=

′′∂′∂
∂

 

 
( )

,
UUUUUUUU

UUUUUUUU
2

UU

UF

65

6q
2

6q
65

5q
2

5q
65

6p
2

6p
65

5p
2

5p

6

6q

5

6q

6

5q

5

5q

6

6p

5

6p

6

5p

5

5p

65

2







′′∂′∂
Φ∂

Φ+
′′∂′∂

Φ∂
Φ+

′′∂′∂
Φ∂

Φ+
′′∂′∂

Φ∂
Φ+

+
′′∂

Φ∂
⋅

′∂
Φ∂

+
′′∂

Φ∂
⋅




′∂

Φ∂
+

′′∂
Φ∂

⋅
′∂

Φ∂
+

′′∂
Φ∂

⋅
′∂

Φ∂
=

′′∂′∂
∂

 

 

( )

,
UUUUUUUU

UUUUUUUU
2

UU

UF

65

6q
2

6q
65

5q
2

5q
65

6p
2

6p
65

5p
2

5p

6

6q

5

6q

6

5q

5

5q

6

6p

5

6p

6

5p

5

5p

56

2







′∂′′∂
Φ∂

Φ+
′∂′′∂

Φ∂
Φ+

′∂′′∂
Φ∂

Φ+
′∂′′∂

Φ∂
Φ+

+
′∂

Φ∂
⋅

′′∂
Φ∂

+
′∂

Φ∂
⋅




′′∂

Φ∂
+

′∂
Φ∂

⋅
′′∂

Φ∂
+

′∂
Φ∂

⋅
′′∂

Φ∂
=

′′∂′∂
∂

 

(3.54) 
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( )

,
UUUUUUUU

UUUUUUUU
2

UU

UF

66

6q
2

6q
66

5q
2

5q
66

6p
2

6p
66

5p
2

5p

6

6q

6

6q

6

5q

6

5q

6

6p

6

6p

6

5p

6

5p

66

2







′′∂′∂
Φ∂

Φ+
′′∂′∂

Φ∂
Φ+

′′∂′∂
Φ∂

Φ+
′′∂′∂

Φ∂
Φ+

+
′′∂

Φ∂
⋅

′∂
Φ∂

+
′′∂

Φ∂
⋅




′∂

Φ∂
+

′′∂
Φ∂

⋅
′∂

Φ∂
+

′′∂
Φ∂

⋅
′∂

Φ∂
=

′′∂′∂
∂

 

 

( )

.
UUUUUUUU

UUUUUUUU
2

UU

UF

65

6q
2

6q
65

5q
2

5q
65

6p
2

6p
65

5p
2

5p

6

6q

5

6q

6

5q

5

5q

6

6p

5

6p

6

5p

5

5p

65

2







′′∂′′∂
Φ∂

Φ+
′′∂′′∂

Φ∂
Φ+

′′∂′′∂
Φ∂

Φ+
′′∂′′∂

Φ∂
Φ+

+
′′∂

Φ∂
⋅

′′∂
Φ∂

+
′′∂

Φ∂
⋅




′′∂

Φ∂
+

′′∂
Φ∂

⋅
′′∂

Φ∂
+

′′∂
Φ∂

⋅
′′∂

Φ∂
=

′′∂′′∂
∂

 

 
Необходимо иметь в виду следующие отношения: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
.

UU

UF

UU

UF
;

UU

UF

UU

UF
;

UU

UF

UU

UF

,
UU

UF

UU

UF
;

UU

UF

UU

UF
;

UU

UF

UU

UF

56

2

65

2

66

2

56

2

65

2

56

2

56

2

65

2

55

2

55

2

56

2

65

2

′′∂′′∂
∂=

′′∂′′∂
∂

′∂′′∂
∂=

′′∂′∂
∂

′∂′′∂
∂=

′′∂′∂
∂

′∂′′∂
∂=

′′∂′∂
∂

′∂′′∂
∂=

′′∂′∂
∂

′∂′∂
∂=

′∂′∂
∂

         (3.55) 

 
Определим частные производные первого и второго порядка по от-

ношению к функциям  pΦ  и qΦ . 

Сначала определим частные производные первого порядка при рав-
ных индексах, когда  11 k= . 

( ) ,UbUgUg
U

P

U ,,,
Бp








 ′′−′+′+
′∂

∂−=
′∂

Φ∂
665665555

5

5

5

5 2  

( ) ,UbUgUg
U

P

U

Φ
,,,

Бp








 ′′−′+′+
′∂

∂−=
′∂

∂
556556666

6

6

6

6 2  

( ) ,UbU-gUb
U

Q

U

Φ
,,,

Бq








 ′−′′+′−
′∂

∂−=
′∂

∂
665665555

5

5

5

5 2  

( ) ,UbU-gUb
U

Q

U

Φ
,,,

Бq








 ′−′′+′−
′∂

∂−=
′∂

∂
556556666

6

6

6

6 2  

( ) ,UbUgUg
U

P

U

Φ
,,,

Бp








 ′+′′+′′+
′′∂

∂−=
′′∂

∂
665665555

5

5

5

5 2  

(3.56) 
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( ) ,UbUgUg
U

P

U

Φ
,,,

Бp








 ′+′′+′′+
′′∂

∂−=
′′∂

∂
556556666

6

6

6

6 2  

( ) ,UbUgUb
U

Q

U

Φ
,,,

Бq








 ′′−′+′′−
′′∂

∂−=
′′∂

∂
665665555

5

5

5

5 2  

( ) .2 556556666

6

6

6

6








 ′′−′+′′−
′′∂

∂−=
′′∂

∂
UbUgUb

U

Q

U

Φ
,,,

Бq  

При разных индексах, когда 11 k≠ , получим: 

( ),UbUg
U

Φ
56,556,5

6

5p ′′+′−=
′∂

∂
                  ( ),UbUg

U

Φ
56,556,5

6

5p ′−′′−=
′′∂

∂
 

( ),UbUg
U

Φ
65,665,6

5

6p ′′+′−=
′∂

∂
                  ( ),UbUg

U

Φ
65,665,6

5

6p ′−′′−=
′′∂

∂
 

( ),UbUg
U

Φ
56,556,5

6

5q ′−′′−=
′∂

∂
                  ( ),UbUg

U

Φ
56,556,5

6

5q ′′−′−=
′′∂

∂
 

( ),UbUg
U

Φ
65,665,6

5

6q ′−′′−=
′∂

∂
                ( ).UbU-g

U

Φ
65,665,6

5

6q ′′−′−=
′′∂

∂
 

Затем определяем  

,44,544,5

5

5 IBIBI
U

P
Б

Б ′′′′−′′+′′=
′∂

∂
5                ,44,544,5

5

5 IBIBI
U

P
Б

Б ′′′+′′′+′=
′′∂

∂
5  

6
6 6,4 4 6,4 4

6

,Б
Б

P
I B I B I

U

∂ ′′ ′ ′′ ′′ ′= + −
′∂

                  ,44,644,6

6

6 IBIBI
U

P
Б

Б ′′′+′′′+′=
′′∂

∂
6          

( ),44,544,5

5

5 IBIBI
U

Q
Б

Б ′′′−′′′−+′′−=
′∂

∂
5         ( ),44,544,5

5

5 IBIBI
U

Q
Б

Б ′′′′−′′+′=
′′∂

∂
5  

( ),44,644,6

6

6 IBIBI
U

Q
Б

Б ′′′−′′′−+′′−=
′∂

∂
6         ( ).44,644,6

6

6 IBIBI
U

Q
Б

Б ′′′′−′′+′=
′′∂

∂
6  

Сейчас определим частные производные второго порядка по отноше-
нию к  функциям pΦ и   qΦ , пользуясь выражениями частных производных 

первого порядка. 
При равных индексах 

,g
U

P

U

Φ
,

Бp









+

′∂
∂−=

′∂
∂

552

5

5

2

2

5

5

2

2              ,b
U

Q

U

Φ
,

Бq









−

′∂
∂−=

′∂
∂

552

5

5

2

2

5

5

2

2  

,g
U

P

U

Φ
,

Бp









+

′∂
∂−=

′∂
∂

662

6

6

2

2

6

6

2

2               ,b
U

Q

U

Φ
,

Бq









+

′∂
∂−=

′∂
∂

662

6

6

2

2

6

6

2

2  

 

(3.57) 

(3.58) 

(3.59) 
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,g
U

P

U

Φ
,

Бp









+

′′∂
∂−=

′′∂
∂

552

5

5

2

2

5

5

2

2                 ,b
U

Q

U

Φ
,

Бq









−

′′∂
∂−=

′′∂
∂

552

5

5

2

2

5

5

2

2  

,g
U

P

U

Φ
,

Бp









+

′′∂
∂−=

′′∂
∂

662

6

6

2

2

6

6

2

2                   .2 662

6

6

2

2

6

6

2









−

′′∂
∂−=

′′∂
∂

,
Бq b

U

Q

U

Φ
 

Поскольку частные производные второго порядка функций БP и БQ   

равны 0, то последние выражения примут следующие простейшие виды: 

,g2
U

Φ
5,52

5

5p
2

−=
′∂

∂
                      ,g2

U

Φ
6,62

6

6p
2

−=
′∂

∂
 

,g2
U

Φ
5,52

5

5p
2

−=
′′∂

∂
                       ,g2

U

Φ
6,62

6

6p
2

−=
′′∂

∂
 

 

,b2
U

Φ
5,52

5

5q
2

=
′∂

∂
                             ,b2

U

Φ
6,62

6

6q
2

=
′∂

∂
 

,b2
U

Φ
5,52

5

5q
2

=
′′∂

∂
                             .b2

U

Φ
6,62

6

6q
2

=
′′∂

∂
 

 
При разных индексах  

,0
U

Φ
2

5

6p
2

=
′∂

∂
                                    ,0

U

Φ
2

5

6q
2

=
′∂

∂
 

 

,0
U

Φ
2

6

5p
2

=
′∂

∂
                                      ,0

U

Φ
2

6

5q
2

=
′∂

∂
 

 

,0
U

Φ
2

5

6p
2

=
′′∂

∂
                                    ,0

U

Φ
2

5

6q
2

=
′′∂

∂
 

,0
U

Φ
2

6

5p
2

=
′′∂

∂
                                     .0

U

Φ
2

6

5q
2

=
′′∂

∂
 

Затем определяем частные производные второго порядка смешанного 
типа 

026916.0g
UU

Φ
6,5

65

5p
2

=−=
′∂′∂

∂
,           037995.0b

UU

Φ
6,5

65

3q
2

==
′∂′∂

∂
, 

 

02916.0g
UU

Φ
5,6

65

6p
2

=−=
′∂′∂

∂
,            037995.0b

UU

Φ
5,6

65

6q
2

==
′∂′∂

∂
, 

(3.60) 

(3.61) 
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,0
UU

Φ

55

5p
2

=
′′∂′∂

∂
                                 ,0

UU

Φ

55

5q
2

=
′′∂′∂

∂
 

 

,0
UU

Φ

55

6p
2

=
′′∂′∂

∂
                                 ,0

UU

Φ

55

6q
2

=
′′∂′∂

∂
 

 

037995.0b
UU

Φ
6,5

65

5p
2

==
′′∂′∂

∂
,                    26916.0g

UU

Φ
6,5

65

5q
2

−==
′′∂′∂

∂
, 

 

037995.0b
UU

Φ
5,6

65

6p
2

−=−=
′′∂′∂

∂
,                026916.0g

UU

Φ
5,6

65

6q
2

=−=
′′∂′∂

∂
, 

037995.0b
UU

Φ
6,5

65

5p
2

−=−=
′∂′′∂

∂
,                026916.0g

UU

Φ
6,5

65

5q
2

=−=
′∂′′∂

∂
, 

 

037995.0b
UU

Φ
5,6

65

6p
2

==
′∂′′∂

∂
,                      026916.0g

UU

Φ
5,6

65

6q
2

−==
′∂′′∂

∂
, 

 

,0
UU

Φ

33

2p
2

=
′′∂′∂

∂
                                           ,0

UU

Φ

66

5q
2

=
′′∂′∂

∂
 

 

,0
UU

Φ

66

6p
2

=
′′∂′∂

∂
                                           ,0

UU

Φ

66

6q
2

=
′′∂′∂

∂
 

026916.0g
UU

Φ
6,5

65

5p
2

=−=
′′∂′′∂

∂
,                         037995.0b

UU

Φ
6,5

65

5q
2

==
′′∂′′∂

∂
, 

026916.0g
UU

Φ
5,6

65

6p
2

=−=
′′∂′′∂

∂
,                            037995.0b

UU

Φ
5,6

65

6q
2

==
′′∂′′∂

∂
. 

Затем определяем численные значения следующих величин: 
( ){

( ) ( )[ ]}

,193892.81

02202200037995.00220026916.0

0220032557.0830508.27180

22

22
p

−=

=⋅−⋅++−+

+++−−−=Φ 5

 

 

( ){

( ) ( )[ ]}

,737049.93

02202200037995.00220026916.0

0220043871.0884951.836110

22

22
p

−=

=⋅−⋅++−+

+++−−−=Φ 6
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( ){

( ) ( )[ ]}

,983692.31

0220037995.002202200026916.0

0220049670.0086308.57340

22

22
q

−=

=+−⋅−⋅−+

+++−−−=Φ 5

 

 
( ){

( ) ( )[ ]

,192815.135

0220037995.002202200026916.0

0220064693.0376015.148255

22

22
6q

=

=+−⋅−⋅−+

+++−−−=Φ

 

где 
[

( ) [

( )

5 1.184536 220 0 2.566583 0.162913 220 0.318133

0 0.228854 0.003368 0 0.318133

220 0.228854 271.830508,

БP = − ⋅ + ⋅ − ⋅ +

+ − + ⋅ −

− − = −

 

[

( ) [

( )

6 3.669518 220 6.659543 0 0.395661 220 0.318133

0 0.228854 0.037717 0 0.318133

220 0.228854 836.884951,

БP = − ⋅ + ⋅ − ⋅ +

+ − − ⋅ −

− − = −

 

 
[

( ) [

( )

1.184536 0 220 2.566583 0.162913 0 0.318133

220 0.228854 0.003368 220 0.318133

0 0.228854 573.086308,

БQ = − ⋅ + ⋅ − ⋅ −

− − − ⋅ +

+ − = −

5

 

 
( ) [

( ) [

( )

0 3.669518 220 6.659543 0.395661 0 0.318133

220 0.228804 0.037717 220 0.318133

0 0.228854 482.376015.

БQ = − − ⋅ − ⋅ −

− − + ⋅ +

+ − = −

6
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Определим численные значения рекуррентного выражения. 
( ) [

]

5

2 -81.193892 (-10.919085)-93.737049 5.921564-31.983692

 

(-10.890963) 135.192815 8.358900 3619.761730,

F U

U

∂
= ⋅ ×

′∂

× + ⋅ =

 

 
( ) [

]

6

2 -81.193892 5.921564-93.737049(-19.906758)-31.983692

8.358900 135.192815(-13.367928) -1378.780755,

F U

U

∂
= ⋅ ×

′∂

× + =

 

 
( ) [

]

5

2 -81.193892(-7.212719)-93.737049 8.358900-31.983692

7.157113 135.192815(-5.921564) -2454.747391,

F U

U

∂
= ⋅ ×

′′∂

× + =

 

 
( ) [

]

6

2 -81.193892 8.358900-93.737049(-4.742270)-31.983692

(-5.921564) 135.192815 9.725542 2540.103302.

F U

U

∂
= ⋅ ×

′′∂

× + ⋅ =

 

 
Определим частные производные второго порядка квадратной мат-

рицы Гессе. 
( ) ( ) ( )

( )

( )

2
2 22 2

2
5

2 10.919085 5.921564 10.890963 8.358900

81.193892 0.065114 93.737049 0 31.983692

0.099340 135.192815 0 702.479481,

F U

U

∂ = − + + − + −′∂

− − − ⋅ − ×

× − + ⋅ =

 

 
( ) ( ) ( )

( )

( )

2
2 22 2

2
6

2 5.921564 19.906758 8.358900 13.367928

81.192815 0 93.737049 0.087742 31.983692 0

135.192815 0.12938 1341.298522,

F U

U

∂ = + − + + − −′∂

− ⋅ − − − ⋅ +

+ − =
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( ) ( ) ( )

( )

( )

2
2 22 2

2
5

2 7.212719 8.358900 7.157113 5.921564

81.192815 0.065114 93.737049 0 31.983692

0.099340 135.192815 0 433.295520,

F U

U

∂ = − + + + − −′′∂

− − − ⋅ − ×

× − + ⋅ =

 

 
( ) ( ) ( )

( )

( )

2
2 22 2

2
6

2 8.358900 4.742270 5.921504 9.725542

71.825318 0 72.143685 0.087742 35.906621 0

123.054200 0.129386 424.89923,

F U

U

∂ = + − + − + −′′∂

− ⋅ − − − ⋅ +

+ − =

 

 
( ) ( )

( )

]

2

5 6

2 10.919085 5.921564 5.921564 19.906758

10.890963 8.358900 8.358900 13.367928 81.193892

0.026916 93.737049 0.026916 31.983692 0.037995

135.192815 0.037995 770.108082,

F U

U U

∂
= − ⋅ + − −′ ′∂ ∂

− ⋅ + − − ×

× − ⋅ − ⋅ +

+ ⋅ = −

 

 
( ) ( )

( )

]

2

5 5

2 10.919085 7.212719 5.921564 8.358900 10.890963

7.157113 8.358900 5.921564 81.693892 0 93.737049 0

31.983692 0 135.192815 0 1.616877,

F U

U U

∂
= − + ⋅ − ×′ ′′∂ ∂

× + − − ⋅ − ⋅ −

− ⋅ + ⋅ =

 

 
( ) ( )
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( ) ( )

( ) ( )

( )
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6 5
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Таким образом получили результат реализации нижней правой части 

математической подмодели второй подсистемы. 
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Напряжение 6-го приграничного узла второй и третьей подсистем 

789727.28-j602658.209UUU 666 =′′+′= . 

 
Затем определяем 3iБU   согласно следующим выражениям: 
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В результате получили  
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Затем подсчитываем   БkI

3

 комплексную величину 

[ ] [ ] [ ] [ ]
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jUYII БББk

+−=−×

×−−=×−== 99


 

 
В результате получили  

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ]462533.454921.1
3

jIjIII ББББk +−=′′+′== 999
 . 

Затем подсчитываем ББ UU ,7,7 , ′′′  ББ UU ,8,8 , ′′′ ,  величины следующим обра-

зом: 
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Таким образом получили  
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Получив численные значении элементов ( )87 БББm UUU ′′=′ ,

3
  комплекс-

ных величин, можем построить систему нелинейных алгебраических урав-
нений верхней левой части третьей подсистемы. 
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( ) ( ) ( ){ }

( ) ( ) ( ){ }

( ) ( )

7

8

7

2 2
7 7 7,7 7 7 7,8 7 8 7 8 7,8 7 8 7 8

2 2
8 8 8,8 8 8 8,7 8 7 8 7 8,7 8 7 8 7

2 2
7 7 7,7 7 7 7,8 7 8 7 8 7,8 7

0,

0,

p Б

p Б

q Б

P P R I I R I I I I X I I I I

P P R I I R I I I I X I I I I

Q Q X I I X I I I I R I I

′ ′′ ′ ′ ′′ ′′ ′′ ′ ′ ′′ Φ = − + + + + + − = 

′ ′′ ′ ′ ′′ ′′ ′′ ′ ′ ′′ Φ = − + + + + + − = 

′ ′′ ′ ′ ′′ ′′ ′′ ′Φ = − + + + + − ( ){ }

( ) ( ) ( ){ }8

8 7 8

2 2
8 8 8,8 8 8 8,7 8 7 8 7 8,7 8 7 8 7

0,

0,q Б

I I

Q Q X I I X I I I I R I I I I

′ ′′ − = 

′ ′′ ′ ′ ′′ ′′ ′′ ′ ′ ′′ Φ = − + + + + − − = 

      (3.62) 

где 
( ) ( )[ ]

( ) ( )[ ]

( ) ( )[ ]

( ) ( )[ ] ,
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+′′′−′′′′′+′′′′+′′′+′′′′+′′=

′′′−′′′′′+′′′′+′′′+

+′′′−′′′′′+′′′′+′′′+′′′′+′′=
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Имея систему нелинейных алгебраических уравнений, в данном слу-

чае математические подмодели верхней левой части третьей подсистемы, 
можем реализовать опять по методу минимизации или второго порядка. 

Как знаем, в соответственном рекуррентном выражении действует 
квадратная необычная матрица Гессе, она имеет следующий вид: 
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и получается следующим образом: 
( ) 2222

8787 qqpp ФФФФIF +++= .                                   (3.65) 

 
Согласно функции (3.65) частные производные первого порядка 

определяются 
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С помощью полученных частных производных первого порядка 
определяем частные производные второго порядка, входящие в матрицу 
Гессе. 
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2
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∂

 (3.67) 
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2
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2
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′∂′∂
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7
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2
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
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Φ∂
Φ+
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′′∂′∂
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′′∂′∂
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+
′′∂

Φ∂
⋅

′∂
Φ∂

+
′∂

Φ∂
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
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+
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+
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⋅
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2
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IF

87
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2
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2
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2
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8
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8
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7
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7
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7
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







′′∂′∂
Φ∂
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′′∂′∂
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′′∂′∂
Φ∂
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′′∂′∂

Φ∂
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+
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Φ∂
⋅

′∂
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+
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Φ∂
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
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+
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⋅
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Φ∂
+
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⋅
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∂
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2
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2
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2

8p
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2
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8
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7
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8
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7
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8
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7

8

8
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7
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2






′∂′′∂
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′∂′′∂

Φ∂
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′∂′′∂
Φ∂
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+
′∂

Φ∂
⋅

′′∂
Φ∂

+
′∂

Φ∂
⋅


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+
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⋅
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Φ∂+
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⋅
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=
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( )

,
IIIIIIII

IIIIIIII
2

II
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2
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2
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2
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2
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8
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8
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8
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8
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8
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8
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8

7p
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2


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


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Φ∂
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′′∂′∂
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′′∂′∂
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+
′′∂

Φ∂
⋅
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+
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Φ∂
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Φ∂
+
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∂
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( )2
7 7 8 7 7 8 88

7 8 7 8 7 8 7 8 7 8

2 2 2 2
7 8 7 8

7 8 7 8
7 8 7 8 7 8 7 8

2

.

p p p q q q q

p p q q
p p q q

F I

I I I I I I I I I I

I I I I I I I I

∂Φ ∂Φ ∂Φ ∂Φ ∂Φ ∂Φ ∂Φ∂ ∂Φ= ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ +′′ ′′ ′′ ′′ ′′ ′′ ′′ ′′ ′′ ′′∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

∂ Φ ∂ Φ ∂ Φ ∂ Φ
+Φ + Φ + Φ + Φ ′′ ′′ ′′ ′′ ′′ ′′ ′′ ′′∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 

  

 
Необходимо иметь в виду следующие отношения: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
,

II

IF

II

IF
;

II

IF

II

IF
;

II

IF

II

IF

78

2

87

2

77

2

77

2

78

2

87

2

′∂′′∂
∂=

′′∂′∂
∂

′∂′′∂
∂=

′′∂′∂
∂

′∂′∂
∂=

′∂′∂
∂  

(3.69)   
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

.
II

IF

II

IF
;

II

IF

II

IF
;

II

IF

II

IF

78

2

87

2

88

2

88

2

87

2

78

2

′′∂′′∂
∂=

′′∂′′∂
∂

′∂′′∂
∂=

′′∂′∂
∂

′∂′′∂
∂=

′′∂′∂
∂  

 
Вышеприведенные частные производные первого и второго порядков 

по функциям типа   8p7p , ΦΦ и 8q7q , ΦΦ  , определяются следующим образом. 

Частные производные первого порядка при равных индексах: 

( ) ,2 878878777
7

7

7

7








 ′′−′+′⋅+
′∂

∂−=
′∂

Φ∂
IXIRIR

I

P

I
Бp  

( )






 ′′−′+′⋅+
′∂

∂−=
′∂

Φ∂
787787888

8

8

8

8 2 IXIRIR
I

P

I
Бp , 

( )






 ′′+′+′⋅+
′∂

∂−=
′∂

Φ∂
878878777

7

7

7

7 2 IRIXIX
I

Q

I
Бq , 

( )






 ′′+′+′⋅+
′∂

∂−=
′∂

Φ∂
787787888

8

8

8

8 2 IRIXIX
I

Q

I
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7

7

7

7



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
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′′∂
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I

P

I
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8
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


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

 ′+′′+′′⋅+
′′∂
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I
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′′∂
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′′∂
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7

7

7
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
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∂−=
′′∂
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787787888

8

8

8

8 2 IRIXIX
I

Q

I
Бq . 

При разных индексах 

( ),IXIR
I 887887

7

8p ′′+′−=
′∂

Φ∂
          ( ),IXIR

I 887887
7

8p ′−′′−=
′′∂

Φ∂
 

(3.70) 
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( ),IXIR
I 778778
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Φ∂
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8
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7
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            ( ),IRIX
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7
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I 778778

8
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′∂

Φ∂
             ( )7

78 7 78 7
8

.q X I R I
I

∂Φ
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′′∂
 

Затем определяем 

( )9799797
7

7 UAUAU
I

P
Б

Б ′′′′−′′+′=
′∂

∂
, 

( )9799797
7
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I

P
Б
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∂
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8
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I

P
Б
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′∂

∂
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8
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I

P
Б

Б ′′+′′′+′′=
′′∂

∂
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7
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P
Б
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∂
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8
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Q
Б
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∂
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8
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P
Б
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′′∂

∂
. 

Сейчас определим частные производные второго порядка по отноше-
нию к функциям pΦ и qΦ , пользуясь выражениями частных производных 

первого порядка. 
При равных индексах 
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7
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(3.71) 

(3.72) 

(3.73) 
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Поскольку частные производные второго порядка функций типа БP   и   

БQ равны 0, то последние выражения примут следующие простейшие виды. 
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I 2

7

7p
2
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При разных индексах 
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Определим выражения частных производных смешанного типа. 
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(3.74) 
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Затем определим численные значения вышеполученных выражений. 

( ){
[ ( ) ]

[

( ) }

22
7 60 65.651663 5.409654 0.272727 0.621363

4.268076 0.272727 0.42722 0.621363 0.204545

6.675977 0.621363 0.427272

0.272727 0.204545 7.782475,

pΦ  = − + + − + 

+ ⋅ − − +

+ − ⋅ −

− − = −
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( )[ ]{
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( )[ ]{

[ ( )]

[

( )]} ,995957.0204545.0272727.0

427272.0621363.0268076.4

621363.0204545.0272727.042722.0675977.6

621363.0272727.0819633.9652813.1307.136Φ 22
7q

−=−−

−⋅−−

−−−⋅+

+−++−=

 

 
( )[ ]{

[ ( )]

[

( )]} ,314196.0621363.0427272.0

272727.0204545.0268076.4

621363.0204545.0272727.0427272.067977.6

204545.0427272.0188958.12917452.4045Φ 22
8q

=−−

−⋅−−

−−−⋅+

+−++−=

 

 
( )( )

( )

( )

( )

82.700394 0.272727 16.374028 0.621363

0.602214 220 0.272727 0 0.621363

0.023482 220 0.621363 0 0.272727 65.651663,

57.571050 0.427272 15.361797 0.204545

0.720539 220 0.427272 0 0.20454

Б

Б

P

P

= ⋅ + − − +

+ ⋅ + − +  

+ − − ⋅ =  

= ⋅ − − +

+ ⋅ − −

7

8

( )

( )

5

0.034905 220 0.204545 0 0.427272 93.900505,

+  

+ − − ⋅ =  
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( )

( )

( )

( )

82.700394 0.621363 16.374028 0.272727

0.023482 220 0.272727 0 0.621363

0.602214 220 0.621363 0 0.272727 130.652813,

57.571050 0.204545 15.361797 0.427272

0.034905 220 0.427272 0 0.204

Б

Б

Q

Q

= − − − ⋅ +

+ ⋅ + − −  

− − − ⋅ =  

= − − − ⋅ +

+ ⋅ + −

7

8

( )

( )

545

0.720539 220 0.204545 0 0.427272 40.917452,

−  

− − − ⋅ =  

 

 

187474.2150023482.0220602214.0700394.82
7

7 =⋅−⋅+=
′∂

∂
I

PБ , 

089630.2160034905.0220720539.0571050.57
8

8 =⋅−⋅+=
′∂

∂
I

PБ , 

207988.110602214.0220023482.0374028.16
7

7 −=⋅+⋅+−=
′∂

∂
I

QБ , 

682697.70720539.022004905.036179.15
8

8 −=⋅+⋅+−=
′∂

∂
I

QБ , 

207988.11220023482.00602214.074028.16
7

7 −=⋅+⋅+−=
′′∂

∂
I

PБ , 

682697.7220034905.0072059.0361797.15
8

8 −=⋅+⋅+−=
′′∂

∂
I

PБ , 

 

187474.215220602214.00023482.0700394.82
7

7 −=⋅−⋅+−=
′′∂

∂
I

PБ , 

089630.216220720539.00034905.0571050.57
8

8 −=⋅−⋅+−=
′′∂

∂
I

PБ , 

[

( )

7

7

215.187474 2 5.409654 0.272727 4.268076 0.427272

6.675977 0.204545 221.521363,

p

I

∂Φ
= − + ⋅ ⋅ + ⋅ −

′∂

− − = −

 

[

( )

8

8

216.089630 2 7.219765 0.427272 4.268076 0.272727

6.675977 0.621363 227.571461,

p

I

∂Φ
= − + ⋅ ⋅ + ⋅ −

′∂

− − = −
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[

( )

7

7

11.207988 2 9.819633 0.272727 6.675977 0.427272

4.268076 0.204545 3.872385,

q

I

∂Φ
= − − + ⋅ ⋅ + ⋅ +

′∂

+ − =

 

 

[

( )

8

8

7.682697 2 12.188958 0.427272 6.675977 0.272727

4.268076 0.621363 1.901998,

q

I

∂Φ
= − − + ⋅ ⋅ + ⋅ +

′∂

+ − = −

 

 

( )

( ) ( )

7

7

11.207988 2 5.409654 0.621363

4.268076 0.204545 6.675977 0.427272 21.656177,

p

I

∂Φ
= − − + ⋅ − +′′∂

+ − + − =

 

( )

( )

8

8

7.682697 2 7.219765 0.204545

4.268076 0.621362 6.675977 0.272727 11.467537,

p

I

∂Φ
= − − + ⋅ − +′′∂

+ − + ⋅ =

 

( )

( )

7

7

215.18774 2 9.819633 0.621363

6.675977 0.204545 4.268076 0.427272 230.579754,

q

I

∂Φ
= − − + ⋅ − +′′∂

+ − − ⋅ =

 

( )

( )

8

8

216.089630 2 12.188958 0.204545

6.675977 0.621363 4.268076 0.272727 226.388235,

q

I

∂Φ
= − − + ⋅ − +′′∂

+ − − ⋅ =

 

 

( )8

7

4.268076 0.427272 6.675977 0.204545 0.458091p

I

∂Φ
= − ⋅ + − = −  ′∂

, 

( )7

8

4.268076 0.272727 6.675977 0.621363 2.984185p

I

∂Φ
= − ⋅ + − =  ′∂

, 

( )8

7

6.675977 0.427272 4.268076 0.204545 3.725471q

I

∂Φ
= − ⋅ − − = −  ′∂

, 

( )7

8

6.675977 0.272727 4.268076 0.621363 4.472743q

I

∂Φ
= − ⋅ − − = −  ′∂

 , 
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( )8

7

4.268076 0.204545 6.675977 0.427272 3.725471p

I

∂Φ
= − − − ⋅ =  ′′∂

 , 

( )7

8

4.268976 0.621363 6.675977 0.272727 4.472743p

I

∂Φ
= − − − ⋅ =  ′′∂

, 

( )8

7

6.675977 0.204545 4.268076 0.427272 3.189167q

I

∂Φ
= − − − ⋅ =  ′′∂

, 

( )7

8

6.675977 0.621363 4.268076 0.272727 5.312224q

I

∂Φ
= − − − ⋅ =  ′′∂

. 

Определим частные производные второго порядка 

819308.1009654.52
I 2

7

7p
2

−=⋅−=
′∂

Φ∂
, 

439530.14219765.72
I 2

8

8p
2

−=⋅−=
′∂

Φ∂
, 

819308.10409654.52
I 2

7

7p
2

−=⋅−=
′′∂

Φ∂
, 

439530.1472197652
I 2

8

8p
2

−=⋅−=
′′∂

Φ∂
, 

639266.19819633.92
I 2

7

7q
2

−=⋅−=
′∂

Φ∂
, 

377916.24188958.122
I 2

8

8q
2

−=⋅−=
′∂

Φ∂
, 

639266.19819633.92
I 2

7

7q
2

−=⋅−=
′′∂

Φ∂
, 

377916.24188958.122
I 2

8

8q
2

−=⋅−=
′′∂

Φ∂
. 

 
Подсчитываем численные значения градиентов 

( ) ( )

( )

7

F
2 7.782475 221.521363 4.705262 0.458091

I

0.995957 3.872385 0.314196 3.725471 3442.225301,

∂ = − − − ⋅ − −′

− ⋅ + − =

 

 

( ) ( )

( ) ( )

8

F
2 7.7845 2.984185 4.705262 227.71461

I

0.995957 4.472743 0.314196 1.901998 21.95729504,

∂ = − − − − −′

− − + − =
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[

]

7

F
2 7.782475 21656177 4.705262 3.725471

I

0.995957 230.579754 0.314196 3.189167 829.426939,

∂ = − ⋅ − ⋅ −
′′

− ⋅ + ⋅ = −

 

 

[

]

8

F
2 7.782475 4.47243 4.705262 11.467537 0.995957 5.312224

I

0.314196 226.388235 45.854490,

∂ = − ⋅ − ⋅ − ⋅ +
′′

+ ⋅ = −

 

 
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

2
2 2 22

2
7

F I
2 221.521363 0.458091 3.87238 3.725471

I

7.782475 10.819308 4.705262 0 0.995957 19.63266

0.314196 0 98409.118941,

∂ = − + − + + − −′∂

− − − ⋅ − − +

+ ⋅ =

 

 
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( )

2
2 2 2

2
8

2

F I
2 2.984185 227.51461 4.472743

I

1.901998 7.782475 0 4.705262 14.439530

0.995957 0 0.314196 24.377916 103763.161152,

∂ = − + − + − +′∂

+ − − ⋅ − − −

− ⋅ + − =

 

 
( )

( ) ( )

2
2 2 2 2

2
7

F I
2 21.656177 3.725471 230.579754 3.189167

I

7.782475 10.819308 4.705262 0 0.995957 19.639266

0.314196 0 107527.647471,

∂
= + + + −′′∂

− − − ⋅ − − +

+ ⋅ =

 

 
( )

( )

( )

2
2 2 2 2

2
8

F I
2 4.472743 11.467537 5.312224 226.388235

I

7.782475 0 4.705262 14.439530 0.995957 0

0.314196 24.377916 102983.289666,

∂
= + + + −′′∂

− ⋅ − − − ⋅ +

+ − =
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( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

2

7 8

F I
2 221.52163 2.984185 0.458091 227.571461

I I

3.72385 4.472743 3.725471 1.901998

7.782475 4.268076 4.705262 4.268076

0.995957 6.675977 0.314196 6.675977 1625.849707 ,

∂
= − − − − +′ ′∂ ∂

+ − − − −

− − − − −

− − + − =

 

 
( ) [

] ,000039.78360314196.00995957.00705262.4

0782475.718917.3725471.3579754.2303872385

725471.3458091.021656177521363.2212
II

IF

77

2

−=⋅+⋅−⋅−

−⋅−⋅−⋅+

+⋅−⋅−=
′′∂′∂

∂

 

 
( ) [

( ) ( )

( ) ]

2

7 8

F I
2 221.521363 4.42743 0.458091 11.467537

I I

3.872385 5.312224 3.725471 226.388235 7.782475 6.675977

4.705262 6.67977 0.995957 4.268076

0.314196 .268076 0.314196 4.268076 367.689399,

∂
= − ⋅ − ⋅ +

′ ′′∂ ∂

+ ⋅ − ⋅ − ⋅ −

− − − − +

+ − + ⋅ = −

 

 
( ) ( ) ( )

( )

( )

( )

2

8 7

F I
2 21.656177 2.984185 3.725471 227.571461

I I

230.59754 4.472743 3.189167( 1.901998)

7.782475 6.65977 4.705262 6.675977

0.995957 4.268076 0.314196 4.268076 3869.750232,

∂
= − + − +′ ′′∂ ∂

+ − + − −

− − − ⋅ −

− ⋅ + − = −
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( ) [

] ,763649.61540314196.00995957.00705262.4

0782475.7388235.226901998.1312224.5472743.4

467537.11571461.227472743.4984185.22
II

IF

88

2

−=⋅+⋅−⋅−

−⋅−⋅−⋅−

−⋅−⋅−=
′′∂′∂

∂

 

 

( ) [

( ) ( ) ( )

( ) ( )

2

7 8

F I
2 21.656177 4.472743 3.725471 11.467537

I I

230.579754 5.312224 3.189167 226.38823 7.782475

4.268076 4.705262 4.268076 0.995957 6.675977

0.314196 6.675977 0.314196 6.675977 610.933785.

∂
= ⋅ + ⋅ +

′′ ′′∂ ∂

+ ⋅ + ⋅ − ×

× − − − − − +

+ − + − =

 

 

Необходимо иметь в виду следующие отношения: 
( ) ( )

( )
,689399.3667

II

IF

,000039.7836
II

IF
,849707.1625

II

IF

78

2

77

2

78

2

−=
′∂′′∂

∂

−=
′∂′′∂

∂=
′∂′∂

∂

 

 

( ) ( )

( )
.93785.610

II

IF

,763649.6154
II

IF
,750232.3869

II

IF

78

2

88

2

87

2

−=
′′∂′′∂

∂

=
′∂′′∂

∂−=
′∂′′∂

∂

 

 

.

854490.45

426939.829

729504.2195

225301.3442

839923.424933785.610763649.6154689399.3667

933785.610.6474.107527750232.3869000039.7836

763649.6154750232.3869161152.103763849707.1625

689399.3667000039.7836849707.1625118941.98409

204545.0

621363.0

427272.0

272727.0

I

I

I

I
101

8

7

8

7



















−
−

×

×


















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−−−

−−
−−

−



















−
−

=



















′′
′′
′
′ −
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.

206526.0

61905.0

406699.0

238370.0

001981.0

004458.0

020573.0

034357.0

204545.0

621363.0

427272.0

272727.0

I

I

I

I
01

8

7

8

7



















−
−

=



















−
−



















−
−

=



















′′
′′
′
′

 

 
Таким образом, получили результат реализации верхней левой мате-

матической подмодели третьей подсистемы. 

.

206526.0

61905.0

406699.0

238370.0

I

I

I

I
1

8

7

8

7



















−
−

=



















′′
′′
′
′

 

Можно представить систему нелинейных алгебраических уравнений, 
представляющую нижнюю правую подмодель третьей подсистемы. 

( )[ ] ,02
9

2
9999 =′′+′+−=Φ IIgPP Бp 9,9  

 (3.75) 
( )[ ] ,02

9
2

9999 =′′+′+−=Φ IIbQQ Бq 9,9  

где 
( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ).

,

89898,989898,9

79797,979797,9999

89898,989898,9

79797,979797,9999

IUIUBIUIUB

IUIUBIUIUBIUIUQ

IUIUBIUIUB

IUIUBIUIUBIUIUP

БББ

БББ

′′′′+′′′′−′′′−′′′′+

+′′′′+′′′′−′′′−′′′′+′′′+′′′=

′′′−′′′′′+′′′′+′′′+

+′′′−′′′′′+′′′′+′′′+′′′′+′′=

99

99

        (3.76) 

 
Соответствующее рекуррентное выражение можно представить сле-

дующим образом: 

.

9

9
2

9

9
21

2
9

9
2

99

9
2

99

9
2

2
9

9
2

9

9

1

9

9



















′′∂
∂

′∂
∂

×



















′′∂
∂

′∂′′∂
∂

′′∂′∂
∂

′∂
∂

−



















′′

′
=



















′′

′
−+

U

F
U

F

U

F

UU

F
UU

F

U

F

U

U

U

U
ИИ

                 (3.77) 

 
Частные производные первого и второго порядков, входящие в данное 

рекуррентное выражение, определяются следующей квадратной функцией: 
( ) .UF 2

9q
2

9p9 Φ+Φ=                                       (3.78) 
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Согласно функции частные производные первого порядка определя-
ются 

 

.
UU

2
U

F

,
UU

2
U

F

9

9q
9q

9

9p
9p

9

9

9

9q
9q

9

9p
9p

9

9









′′∂

∂
Φ+

′′∂
∂
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∂
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
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


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Φ+

′∂
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Φ=
′

∂

φφ

                                (3.79) 

 
Частные производные второго порядка, входящие в матрицу Гессе, 

имеют следующий вид: 
 

,
UUUU

2
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F
2

9
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2
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2
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2

9
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2

9
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2
9

9
2




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
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UUUU

2
U

F
2

9
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2
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9
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2
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2

9
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2

9
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2

9

9
2












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
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′′∂
∂

 

(3.80) 

,
UUUUUUUU

2
UU

F

99

9q
2

9q
99

9p
2

9p
9

9q

9

9q

9

9p

9

9p

99

9
2












′′∂′∂

Φ∂
Φ+

′′∂′∂
Φ∂

Φ+
′′∂

Φ∂
⋅

′∂
Φ∂

+
′′∂

Φ∂
⋅

′∂
Φ∂

=
′′∂′∂

∂  

 

.
UUUUUUUU

2
UU

F

99

9q
2

9q
99

9p
2

9p
9

9q

9

9q

9

9p

9

9p

99

9
2













′∂′′∂
Φ∂

Φ+
′∂′′∂

Φ∂
Φ+

′∂
Φ∂

⋅
′′∂

Φ∂
+

′∂
Φ∂

⋅
′′∂

Φ∂
=

′∂′′∂
∂

 

 
Вышеприведенные частные производные первого и второго порядков 

по функциям типа  9pΦ   и 
q9Φ   определяются следующим образом. 

Частные производные первого порядка 
 

9 9
99 9

9 9

2 ,p БP
g U

U U

∂Φ  ∂ ′= − + ′ ′∂ ∂ 
  9 9

99 9
9 9

2 ,p БP
g U

U U

∂Φ  ∂ ′′= − + ′′ ′′∂ ∂ 
 

(3.81) 

9 9
99 9

9 9

2 ,q БQ
b U

U U

∂Φ  ∂ ′= − − ′ ′∂ ∂ 
 9 9

99 9
9 9

2 .p БQ
b U

U U

∂Φ  ∂ ′′= − − ′′ ′′∂ ∂ 
 

 



 114

С другой стороны, 

( ) ( ),898898797797
9

9 IBIBIBIB
U

PБ ′′′′−′′+′′′′−′′=
′∂

∂  

( ) ( ),898898797797
9

9 IBIBIBIB
U

PБ ′′′+′′′+′′′+′′′=
′′∂

∂  

(3.82) 

( ) ( ),898898797797
9

9 IBIBIBIB
U

QБ ′′′−′′′−+′′′−′′′−=
′∂

∂  

( ) ( ).898898797797
9

9 IBIBIBIB
U

QБ ′′′′−′′+′′′′−′′=
′′∂

∂  

Частные производные второго порядка определяются согласно сле-
дующим выражениям: 

2
p9

992
9

2g ,
U

∂ Φ
= −

′∂
  

2
p9

992
9

2g ,
U

∂ Φ
= −

′′∂
 

(3.83) 
2

q9
992

9

2b ,
U

∂ Φ
=

′∂
                   

2
q9

992
9

2b .
U

∂ Φ
=

′′∂
 

 
Частные производные смешанного типа определяются 

,0
UU 99

9p
2

=
′′∂′∂

Φ∂
   

2
p9

99

0.
U U

∂ Φ
=

′′ ′∂ ∂
                        (3.84)     

 
Определим численные величины функций 9pΦ  и 9qΦ . 

( )2 2
p9 96 441.3802 0.009959 220 0 136.341798 Φ = − − − + + = −  , 

( )2 2
q9 48 1091.872899 0.018965 220 0 125.966899 Φ = − − − + + =  , 

 
( ) [

( ) ( )

( )

( )

9 220 1.549321 0 4.462533 0.602214 220 0.238370

0 0616905 0.023482 0 0.238370 220 0.616905

0.720539 220 0.406699 0 0.206526

0.034905 0 0.406699 220 0.206526 441.673802,

БP = − + ⋅ − ⋅ +

+ − − ⋅ − − −    

− ⋅ + − −  

− ⋅ − − = −  
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( ) [

( ) ( )

( )

( )

9 0 1.549321 220 4.462533 0.602214 0 0.238370

220 0.616905 0.023482 220 0.238370 0 0.226536

0.720539 0 046699 220 0.206526

0.034905 220 0.406699 0 0.206526 1091.872899.

БQ = − − ⋅ − ⋅ −

− − + ⋅ + − −    

− ⋅ − − +  

+ ⋅ + − = −  

 

 

( )

( )

9

9

0.602214 0.238370 0.023482 0.616905 -

-0.720539 0.406699 0.034905 0.206526 -0.458287,

БP

U

∂ = − ⋅ + −
′∂

⋅ + − =

 

 

( )

( )

9

9

0.602214 0.616905 0.023482 0.238370

0.720539 0.206526 0.034905 0.406699 0.500525,

БP

U

∂ = − − − ⋅ −
′′∂

− − − ⋅ =

 

 

( )

( )

9

9

0.602214 0.616905 0.023482 0.238370

0.720539 0.206526 0.034905 0.406699 0.500525,

БQ

U

∂ = − + ⋅ +
′∂

+ − + ⋅ = −

 

 

( )

( )

9

9

0.602214 0.238370 0.023482 0.616905

0.720539 0.406699 0.034905 0.206526 0.458287.

БQ

U

∂ = − ⋅ + − −
′′∂

− ⋅ + − = −

 

 

Затем определяем 

[ ] 923673.3220009959.02458287.0
U9

9p −=⋅⋅+−−=
′∂

Φ∂
, 

[ ] 500525.00009959.02500525.0
U9

9p −=⋅⋅+−=
′′∂

Φ∂
, 

[ ] 844075.7220018965.0250052.0
U9

9q −=⋅⋅+−−=
′∂

Φ∂
, 

[ ] 458287.00018965.02458287.0
U9

9p =⋅⋅+−−=
′′∂

Φ∂
. 
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Частные производные второго порядка определяются. 

019918.0009958.02
U 2

9

9p
2

−=⋅−=
′∂

Φ∂
, 

019918.0009959.02
U 2

9

9p
2

−=⋅−=
′′∂

Φ∂
, 

037930.0018965.02
U 2

9

9q
2

−=⋅−=
′∂

Φ∂
, 

037930.0018965.02
U 2

9

9q
2

−=⋅=
′′∂

Φ∂
. 

( )

( )

9

9

2 136.341798 3.923673

125.966899 7.844075 906.266343.

F

U

∂ = − − +′∂

+ − = −

 

 

( )9

9

F
2 136.341798 0.500525 125.966899 0.458287 251.942941.

U

∂ = − − + ⋅ =  ′′∂
 

 

Частные производные второго порядка матрицы Гессе определяются 

( ) ( ) ( )

( )

2
2 29

2
9

F
2 3.923673 7.844075 136.341798 0.019918

U

251.942940 0.037930 140.168094,

∂ = − + − − − +′∂

+ − =

 

 

( ) ( )

( )

2
2 29

2
9

F
2 0.500525 0.0458287 136.341798 0.019918

U

251.942911 0.037930 12.759972,

∂ = − + − − +′′∂

+ − = −

 

 

( )

]

2
9

9 9

F
2 3.923673 0.500525 7.844075 0.458287

U U

136.341798 0 251.942911 0 3.261882,

∂ = − − − ⋅ −′ ′′∂ ∂

− ⋅ + ⋅ = −

 

( ) ( )

]

2
9

9 9

F
2 0.500525 3.923673 0.458287 7.84405

U U

136.341798 0 251.942911 0 3.261882.

∂ = − − + − −′′ ′∂ ∂

− ⋅ + ⋅ = −
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Осуществляем первый шаг согласно вышеприведенному рекуррент-
ному выражению. 







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
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
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0
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U

U
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9
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







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






−
−

−




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
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



′′
′

984975.17
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0

220

U

U
01

9

9 . 

В результате получили данные реализации нижней правой математи-
ческой подмодели третьей подсистемы. 









=








′′
′

984975.17

884100.226

U

U
1

9

9 . 

Таким образом осуществили один полный шаг по отношению ко всем 
трем подсистемам, следовательно, и к целому ЭЭС. 

Полученные результаты представим следующим образом: 
− для первой подсистемы 

424885.0j492048.0I1 −= , 

015827.8j253681.220U2 += , 

135165.0j920976.219U3 −= , 

− для второй подсистемы  
228854.0j318133.0I4 −= , 

527527.24j113454.206U 5 −= , 

789772.28j602658.209U6 −= , 

− для третьей подсистемы 
616905.0j238370.0I7 −= , 

206526.0j406699.0I8 −= , 

984975.17j884100.226U9 += . 

Чтобы начать вторую итерацию, необходимо подсчитать численные 
значения комплексных токов для первой (2-й и 3-й), второй 5-й и 6-й и тре-
тьей (9-й) подсистемы узлов: 

− для первой подсистемы 

















+−
+−
−

=
















=
136244.0j272909.0

243212.0j44517.0

424885.0j492048.0

I

I

I

I

3

2

1

j1





 , 



 118

− для второй подсистемы 

















+−
+−

−
=

















=
250000.0j500000.0
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I

I

I

I

6

5

4
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



 , 

 
− для третьей подсистемы 

















+−
−
−

=
















=
244266.0j412575.0

206526.0j406699.0
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I

I

I

I

9

8

7

j3





 . 

 
Имея численные значения комплексных токов третьей подсистемы, 

можем перейти к следующей итерации. Отметим, что следующие итерации 
осуществляются тем же образом. 

Результаты следующих итераций приведены в табл. 3.2 − 3.4. 
 

Таблица 3.2 
 

Поиск итерационного процесса элементов комплексных токов первой 
 подсистемы десятиузловой ЭЭС 

Число 
итерации 

Искомые переменные 

111 IjII ′′+′=  222 IjII ′′+′=  333 IjII ′′+′=  

1I′  1I ′′  2I′  2I ′′  3I′  3I ′′  

0 0.500000 -0.454545 -0.454545 0.227272 -0.272727 0.136363 
1 0.492048 -0.424885 -0.445170 0.243212 -0.272909 0.136244 
2 0.482728 -0.405257 -0.421997 0.173536 -0.247609 0.094055 
3 0.482611 -0.405197 -0.420526 0.173670 -0.247513 0.094102 

 
Таблица 3.3 

Поиск итерационного процесса элементов комплексных токов второй  
подсистемы десятиузловой ЭЭС 

Число 
итерации 

Искомые переменные 

444 IjII ′′+′=  555 IjII ′′+′=  666 IjII ′′+′=  

4I′  4I ′′  5I′  5I ′′  6I′  6I ′′  

0 0.318181 -0.231818 -0.363636 0.181818 -0.500000 0.250000 
1 0.318133 -0.228854 -0.405487 0.145814 -0.550459 0.186793 
2 0.306957 -0.222233 -0.419218 0.135090 -0.545875 0.193733 
3 0.305801 -0.222045 -0.419586 0.134961 -0.544325 0.194618 
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Таблица 3.4 
Поиск итерационного процесса элементов комплексных токов третьей  

подсистемы десятиузловой ЭЭС 

Число 
итерации 

Искомые переменные 

777 IjII ′′+′=  888 IjII ′′+′=  999 IjII ′′+′=  

7I′  7I ′′  8I′  8I ′′  9I′  9I ′′  

0 0.272727 -0.621362 0.427272 -0.204545 -0.436363 0.218181 
1 0.238370 -0.616905 0.406699 -0.206526 -0.412575 0.244266 
2 0.239068 -0.610621 0.416333 -0.200854 -0.404605 0.234241 
3 0.238140 -0.610428 0.415613 -0.200106 -0.404217 0.234242 

 
Имея численные значения узловых комплексных токов отдельных 

подсистем нетрудно определить численные значения комплексных напря-
жений. 

Численные эксперименты показывают, что диакоптическая модель  
Z-Y, P-Q адекватна и соответствует классической математической модели 
(табл. 3.5) 

Таблица 3.5 
Сравнение результатов расчета установившегося режима  

классическим и диакоптическим методами 

Узел 

Методы и параметры 
Классический Диакоптический 

IjII ′′+′= , кА IjII ′′+′= , кА 

I′  I ′′  I′  I ′′  
ЭС-1 0,482519 -0,405197 0,482611 -0,405197 
ЭН-2 -0,421013 0,173733 -0,420526 0,173670 
ЭН-3 -0,247509 0,094102 -0,247513 0,094102 
ЭС-4 0,305794 -0,222044 0,305811 -0,222044 
ЭН-5 -0,419585 0,134963 -0,419586 0,134961 
ЭН-6 -0,544312 0,194589 -0,544326 0,194618 
ЭС-7 0,238194 -0,610427 0,238140 -0,610429 
ЭН-8 0,415599 -0,200091 0,415611 -0,200010 
ЭН -9 -0,404343 0,234239 -0,404217 0,234242 
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