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Практикум предназначен для студентов 1 курса ВлГУ факультета 

ФХЭ, изучающих в рамках курса математики раздел «Линейная ал-

гебра». В этот практикум включены операции над матрицами, вычис-

ление определителей и основные методы решения систем линейных 

алгебраических уравнений. В разделе приводится множество приме-

ров решения типовых задач, а для закрепления материала студентам 

предлагается в конце каждой темы выполнить варианты заданий. 

Настоящий практикум может быть использован студентами дру-

гих технических специальностей. 
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Предисловие. 

 

Настоящий практикум составлен на основе программы математи-

ческой подготовки для студентов первого курса ВлГУ факультета 

ФХЭ очной формы обучения квалификации бакалавр. Пособие может 

быть полезным для студентов других технических специальностей, 

изучающих в том или ином объеме высшую математику. 

Представленный материал охватывает раздел «Элементы линей-

ной алгебры» изучаемый студентами в первом семестре. Содержание 

пособия разбито на четыре темы: матрицы, определители, ранг мат-

рицы и системы линейных алгебраических уравнений. В начале каж-

дой темы дается краткое содержание теоретического материала, со-

провождаемое типичными примерами с подробным их решением. 

Теоретический материал пособия ни в коем случае не заменяет лек-

ционный материал, поэтому приводимые в нем теоремы даны без до-

казательств. Такая форма подачи материала выбрана для акцентиро-

вания внимания студента, в первую очередь, на освоении практиче-

ских навыков решения задач. В конце каждой темы предложен набор 

задач для самостоятельной проверки студентом усвоенного материа-

ла, которые снабжены ответами, приводимыми в конце настоящего 

практикума. Завершает пособие набор индивидуальных заданий к ти-

повым расчетам по рассмотренным темам.  

Учебный план для квалификации бакалавр предусматривает зна-

чительный объем внеаудиторных часов для самостоятельной работы, 

поэтому предлагаемый практикум может быть использовано студен-

тами как дополнение к лекционному курсу и практическим занятиям 

при изучении данного раздела.  

Задания к типовым расчетам могут быть также использованы 

преподавателями на практических занятиях, при проведении проме-

жуточного контроля знаний студентов, для зачетных занятий в конце 

семестра, а также при составлении экзаменационных билетов. 

 

. 
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Тема 1.  Матрицы. 

 

1.1. Основные понятия. 
 

Матрицей размером nm  называется совокупность m∙n чисел, 

расположенных в виде прямоугольной таблицы из m строк и n 

столбцов.  

 

В математике данная таблица, чтобы показать, что это матрица, 

заключается или в круглые скобки или в двойные прямые: 








 

1103

851
  

963

852

741

  
















9

7

4

     

 6 . 

Первая матрица имеет размер 32 , т.е. 2 строки и 3 столбца, 

остальные соответственно  33 , 13  и 11 . 

Для краткости матрицу обозначают одной заглавной (пропис-

ной) буквой. Например, А или В. Числа, составляющие матрицу, 

называются элементами матрицы и обозначаются строчными буква-

ми. Элементы матрицы снабжены двумя индексами aij: первый указы-

вает номер строки, а второй – номер столбца. Например, a23 – элемент 

матрицы, который расположен на пересечении 2-ой строки и 3-го 

столбца. Для первой матрицы в примере a23 = 11, для второй - a23 = 8. 

В общем виде матрицу размером nm  записывают в виде:  























mnmm

n

n

aaa

aaa

aaa

A

...

............

...

...

21

22221

11211

.  

В математике, часто для сложных, громоздких выражений приня-

то вводить сокращенные обозначения. Для матриц сокращенная фор-

ма записи:  

 
ijij aaA  .  

Если требуется, то указывают на размер матрицы: nm , или 

пределы изменений индексов: i = 1,2,3,…,m;  j  = 1,2,3,…,n. 
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Виды матриц. 

Матрица, в которой число строк не равно числу столбцов m  n, 

называется прямоугольной. Матрица размером nn  называется квад-

ратной матрицей порядка n.  

В приведённых выше примерах квадратными являются вторая 

матрица – её порядок равен 3, и четвертая матрица – её порядок 1. 

Примеры прямоугольных матриц - это первая и третья матрицы. 

1.2. Виды квадратных матриц. 

1). Квадратная  матрица  называется диагональной, если aij = 0 

для любых i  j. Элементы матрицы, находящиеся на ее диагонали, то 

есть, у которых номер строки равен номеру столбца (i = j), называют-

ся диагональными элементами. 

Примеры диагональных матриц: 



























30

01

200

010

001

или  

2). Скалярной матрицей называется диагональная матрица с 

одинаковыми диагональными элементами. 

Пример скалярной матрицы: 

















500

050

005

 

3). Скалярная матрица, у которой все диагональные элементы 

равны единице аii = 1, называется единичной матрицей и обозначает-

ся буквой E.  Единичную матрицу иногда обозначают с индексом, 

указывающим порядок матрицы. 

Пример единичной матрицы 3-го порядка:  



















100

010

001

3E  

4). Квадратная матрица, у которой все элементы, лежащие ниже 

ее диагонали, равны нулю, называется треугольной матрицей. 
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Пример треугольной матрицы: 















 

900

270

341

 

5). Квадратная матрица А называется симметричной относи-

тельно диагонали, если для любых i и j выполняется равенство aij = aji. 

Пример симметричной матрицы: 





















340

427

071

 

6). Матрица размера n1  называется матрицей - строкой. Мат-

рица размером 1m  называется матрицей - столбцом. Для матрицы - 

строки и матрицы - столбца используется общее название матрица - 

вектор. Примером матрицы - строки является матрица А = (1  5  2). 

Примером  матрицы - столбца служит третья матрица в начальном 

примере.  

7). Матрица, все элементы которой равны нулю, называется ну-

левой и обозначается (0), или просто 0. 

Примеры нулевой матрицы: 

  .
00

00
0,0...000 








  

1.3. Линейные операции с матрицами. 

1. Равенство матриц (операция сравнения). 

Две матрицы A = (aij) и B = (bij) называются равными, если они 

одинакового размера, т.е. имеют одинаковое число строк и столбцов 

и их соответствующие элементы равны aij = bij. 

Так если     









232221

131211

ааа

ааа
А

  
и  










232221

131211

bbb

bbb
В , то  A = B, если  

a11 = b11,  a12 = b12,  a13 = b13,    a21 = b21,    a22 = b22,    a23 = b23. 

Замечание. Для матриц не существует сравнений больше (меньше). 
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2. Умножение матрицы на число. 

Произведением матрицы  A = (aij) размером nm  на число λ 

называется матрица C = λ∙A того же размера  nm , каждый  элемент 

которой сij = λ∙aij. 

 

Пример. Найти матрицу С = 5∙А, если А = 












201

132
. 

Решение.  С = 5∙А= 












1005

51510
.  

Таким образом, чтобы умножить матрицу на число, необходимо 

умножить на это число каждый элемент матрицы. 

 

Следствие операции умножения матрицы на число. 

Общий множитель всех элементов матрицы можно выносить за 

знак матрицы 

Пример:   

















2221

1211

2221

1211

aa

aa

aa

aa





. 

Замечание 1.  Для скалярной матрицы это будет  

             E









































100

010

001

00

00

00

. 

Замечание 2. Результат произведения матрицы на ноль - есть нулевая 

матрица 0. 

Замечание 3. Матрицу, равную произведению (-1)∙А мы будем назы-

вать противоположной матрице А и обозначать -А. 

3.  Сложение матриц. 

Суммой двух матриц A = (aij) и B = (bij) одного размера, т.е. 

состоящих из одинакового числа строк и одинакового числа столб-

цов, называется матрица С = (cij) того же размера, каждый элемент 

которой равен сумме соответствующих элементов матриц A и B. 

C = A + B, где   сij = aij + bij. 
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Пример. Найти сумму матриц 

А = 












8240

1132

   
и   B = 













7522

1041
.
 

Решение. 

Вычислим элементы матрицы С = А + В, складывая элементы 

исходных матриц, стоящие на одинаковых местах: 

.1578;35)2(;2)2(4;220

;0)1(1;101;14)3(;1)1(2

24232221

141312111111





cccc

cccbac

Следовательно, A + B = 








15322

0111
.
 

4.  Разность матриц. 

 

Разностью матриц В и А одного размера называется матрица С, 

равная сумме матрицы В и матрицы, противоположной матрице А. 

С = В – A = B + (-А), где    сij = bij - aij. 

Пример.  Найти 2 ∙A - B, если А = 












202

111
  и  В = .

141

320













Решение. 2 ∙A – B = 












404

222
 - 













141

320
  = 









 545

502
. 

 Свойства линейных операций.  

1. А + О = А.                               4. (А + В) + С = А + (В + С). 

2. А +(-А) = О.                            5. (А + В) = А + В. 

3. А + В = В + А.                        6. (α + β) А = αА + βА. 

1.4. Нелинейные операции с матрицами. 

1. Произведение матриц. 

Для операции умножения требуется, чтобы размеры матриц 

сомножителей должны быть согласованы. Перемножать можно толь-

ко те матрицы, у которых число столбцов первой матрицы совпадает 

с числом строк второй матрицы (т.е. длина строки первой равна вы-

соте столбца второй).  
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Произведением матрицы A = (ais) размера km  на матрицу B 

= (bsj) размера nk   называется новая матрица C = (cij) размера 

nm , элементы которой вычисляются следующим образом: 

cij = ai1 b1j + ai2 b2j + ai3 b3j + … + aik bkj = 


k

s

sjisba
1

 

i = 1,2,…,m;       s = 1,2,…,k;     j = 1,2,…,n. 

Здесь использовано сокращенное обозначение суммы, принятое 

в математике. 

Замечание 1. Из этого правила следует, что всегда можно перемно-

жать две квадратные матрицы одного порядка, в результате по-

лучим квадратную матрицу того же порядка. В частности, квад-

ратную матрицу всегда можно умножить саму на себя, т.е. возве-

сти в квадрат. 

Замечание 2. Произведение матриц складывается из совокупности 

простейших операций: умножения матрицы – строки на матри-

цу – столбец, в результате которого получается матрица первого 

порядка (т.е. один элемент): 

   332211

3

2

1

321 bababa

b

b

b

aaa 
















  

Таким образом, например, чтобы вычислить в матрице C элемент 

c13, стоящий в 1-ой строке и 3-м столбце, нужно в матрице А взять 1-

ую строку и умножить ее на 3-й столбец матрицы В. Другие элементы 

матрицы - произведения получаются с помощью аналогичного произ-

ведения строк первой матрицы на столбцы второй матрицы. 

Пример 1. Найти произведение матриц  А и В.  





















212

210

321

А , 






















111

013

202

В . 

Решение. Вычислим элементы матрицы С. 
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  11133221

1

3

2

32111 
















c

     

  113)1(201

1

1

0

32112 
















c  

  11302)2(1

1

0

2

32113 
















c

 

  1123)1(20

1

3

2

21021 
















c

 

  312)1()1(00

1

1

0

21022 
















c

  

  2120)1()2(0

1

0

2

21023 
















c

 

  51)2(3122

1

3

2

21231 
















c

  

  31)2()1(102

1

1

0

21232 
















c

  61)2(01)2(2

1

0

2

21233 
















c

 

Ответ: С = А∙В= 

 




















635

231

1111

.

 

Пример 2. Найти произведение матриц   

 21
31

21












. 

Решение. Найти произведение нельзя, т.к. ширина первой матрицы 

(число столбцов) равна 2-м, а высота второй (число строк) равна 1.  

 

Свойства операции произведения матриц.  

 1. A∙(B + С) = А∙В + А∙С.                     3. (А∙B) = (А)∙В = А(В). 

2. (А + B) ∙С = А∙С + В∙С.                    4. (А∙B)∙С = А∙(В∙С). 
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Особое свойства операции умножения. 

В перечисленных свойствах умножения матриц отсутствует 

свойство коммутативности (перестановки) А∙В=В∙А. Проверим это 

свойство на примере произведения двух матриц.  

Пример 1. А = 








230

112
, В =

















 11

51

30

. Найти произведения А∙В и В∙А. 

Решение. АВ = 








171

120
. ВА = 

















 122

11162

690

.  

А∙В  В∙А, т.к. полученные матрицы имеют разный размер. 

Пример 2. А = 












21

13
,  В = 









13

11
. Найти А∙В и В∙А.   






















18

12
,

15

20
ABBA  

В данном примере матрицы А∙В и В∙А имеют одинаковый раз-

мер, но они не равны друг другу. 

Пример 3. А = 












31

21
,  В =  .

2

1








 Найти А∙В и В∙А.  

Решение. А∙B = 












7

3
,    В∙А – не существует. 

Таким образом, эти простые примеры показывают, что матрицы, 

вообще говоря, не перестановочны друг с другом, т.е. в общем случае  

A∙B ≠ B∙A. Поэтому при умножении матриц нужно внимательно сле-

дить за порядком множителей. 

Пример 4. Легко также проверить, что при умножении квадратной 

матрицы A на единичную матрицу E того же порядка вновь полу-

чим матрицу A, причём                                    

A∙E = E∙A = A. 
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Пример 5. Можно отметить следующий любопытный факт. Как из-

вестно произведение двух отличных от нуля чисел не равно 0. 

Для матриц это может не иметь места, т.е. произведение двух не 

нулевых матриц может оказаться равным нулевой матрице. 

тоBAЕсли ,
11

11
,

11

11



















  

,
00

00

11

11

11

11



























BA

 

.
22

22

11

11

11

11





























 AB

 

Матрицы А и B удовлетворяющие условию А∙В = В∙А носят 

название перестановочных. Необходимым условием существования 

перестановочной матрицы - квадратность матрицы. 

 

2. Возведение матрицы в целочисленную степень. 

 

Целой положительной степенью А
m
 (m > 1) квадратной матри-

цы называют произведение m матриц А. 

А
m
 = А∙А∙…∙А 

m раз 

По определению полагают, что А
0
 = Е, А

1
 = А. Используя опре-

деление возведения матрицы в степень, нетрудно показать, что 

kmkm AAA      mkkm AA   

Замечание. Операция возведения в степень определена только для 

квадратных матриц. 
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3. Транспонирование матрицы. 

 

Рассмотрим произвольную матрицу A из m строк и n столбцов. 

Ей можно сопоставить такую матрицу B из n строк и m столбцов, у 

которой каждая строка является столбцом матрицы A с тем же номе-

ром (следовательно, каждый столбец матрицы B является строкой 

матрицы A с тем же номером). 

Итак, если 








































mnn

m

m

mnmm

n

aa

aa

aa

Bто

aaa

aaa

А

...

.........

...

...

,

...

............

...

1

212

111

21

11211

. 

Матрицу B называют транспонированной матрицей A, а переход 

от A к B операцией транспонирования. Таким образом, транспониро-

вание - это перемена ролями строк и столбцов матрицы.  

Матрицу, транспонированную к матрице A, обычно обозначают 

A
T
. Связь между матрицей A и её транспонированной можно записать 

в виде (aij)
T
 = (aji). 

Пример. Найти матрицу транспонированную данной. 

1. A =  








 127

302
, A

T
 = 



















13

20

72

. 

     

2. B = 


















3

2

1

, B
T
 =  321  .  

Свойства операции транспонирования матрицы.  

1. (А
Т
)

Т
 = А.      3. (А + В)

Т
 = А

Т
 + В

Т
. 

2. (А)
Т
 = А

Т
.      4. (А В)

Т
 = В

Т
 А

Т
. 
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1.5. Задачи для самостоятельного решения. 

1).  
























17

43
3

45

23
2 ;                        2). 























11

42
7

45

23
3

Т

; 

3).  
Т








 















01

52
8

87

23
5 ;                     4). 

ТТ

















 


71

94
8

53

21
7 ; 

5). 


























223

012
5

410

112
3 ;                 6). 

ТT


























022

511
3

471

112
4 ;      

7).  






















17

43

45

23
;                                8).   

























46

69

64

32
; 

9).  
Т


























223

012

410

112
;                     10).  


























223

012

410

112
Т

; 

11).  







































231

521

652

352

143

231

;                      12).   







































569

314

523

374

596

485

; 

13).  




























12

37

12638

9328

57

34
;             14).  

































47

35

68

92

43

51
; 

15).  
3

43

21







 
;    16).  

5

25

14












;    17).  

n














23

12
;    18).  

n








 





cossin

sincos
; 

19). 


























5

1

9

187

032
;    20). 

n
а









10

1
;  21).  























 























1

4

11

22

11

433

322

211

100

;               

22).  








































4

7

2

6

2113

3514

3205

;     23).  





















































381

271

91

72

35

374

596

485

. 

24). Если матрицы А и В можно умножать, следует ли из этого, что их 

можно складывать? 

25). Если матрицы А и В можно складывать, следует ли из этого, что 

их можно умножать? 

26). Можно ли умножить квадратную матрицу на неквадратную? 

27). Может ли произведение неквадратных матриц быть квадратной 

матрицей? 

28). Может ли при умножении ненулевых матриц получиться нулевая 

матрица? 
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Тема 2.  Определители. 

 

2.1. Понятие определителя матрицы. 

Каждой квадратной матрице A порядка n с действительными эле-

ментами можно однозначно поставить в соответствие действительное 

число, которое называется определителем (детерминантом) матрицы 

А. Для обозначения определителя используются следующие выраже-

ния:  detA, |A| или  . Сформулируем определения определителей для 

матрицы 1-го, 2-го и 3-го порядков. 

 

Определителем матрицы А первого порядка, или определителем 

первого порядка, называется число, равное значению элемента а11. 

11111 aa   

 

Определителем матрицы А второго порядка, или определите-

лем второго порядка, называется число, которое вычисляется по 

формуле: 

12212211

2221

1211

2 aaaa
aa

aa
 . 

При вычислении определителя матрицы 2-го порядка из произве-

дения элементов, стоящих на так называемой главной диагонали мат-

рицы (идущей из левого верхнего в правый нижний угол) 2211aa

 
вычи-

тается произведение элементов, находящихся на второй, или побоч-

ной, диагонали 1221aa . 

Пример. Вычислить определитель второго порядка. 

23158)5(342
43

52



. 

Определителем матрицы А третьего порядка, или определите-

лем третьего порядка, называется число, которое вычисляется по 

формуле: 

.233211331221132231322113312312332211

333231

232221

131211

3 aaaaaaaaaaaaaaaaaa

aaa

aaa

aaa
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Данное выражение громоздко и неудобно для запоминания. При 

вычислении определителя 3-го порядка удобно использовать некото-

рые правила. 

Правило треугольников (или правило Саррюса). 

333231

232221

131211

aaa

aaa

aaa

   

333231

232221

131211

aaa

aaa

aaa

 

      со знаком плюс «+»               со знаком минус «-» 

233211331221132231322113312312332211 aaaaaaaaaaaaaaaaaa  . 

Другое правило использует таблицу элементов матрицы, допол-

ненную справа 1-м и 2-м столбцом. Сначала перемножаются элемен-

ты, указанные стрелочками, направленными вниз. Они берутся со 

знаком «плюс». Затем перемножаются элементы, указанные стрелоч-

ками, направленными вверх. Они берутся со знаком «минус». В сум-

ме получим значение определителя: 

233211331221132231322113312312332211 aaaaaaaaaaaaaaaaaa  . 

           -        -        - 

 

            +     +     + 

Пример. Вычислить определитель матрицы А: 

.5141212

1112)1(211112111)1(211

211

112

111







A

 

Ответ:  Δ3 = |A| = 5 

 Для того, чтобы дать правило вычисления определителя порядка 

выше 3-го необходимо ввести новые дополнительные понятия: минор 

и алгебраическое дополнение элемента матрицы. 

3231333231

2221232221

1211131211

ааааа

ааааа

ааааа
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2.2. Понятие минора и алгебраического дополнения элемента ма-

тицы. 

Минором Mij элемента aij квадратной матрицы А  n – го порядка 

называется определитель матрицы (n - 1) – го порядка, полученный 

из матрицы А путем вычеркивания i – ой строки и j – го столбца.  

Замечание. Каждая матрица n – го порядка имеет n
2
 миноров (n - 1) – 

го порядка (по числу элементов матрицы). Так матрица 3 – го 

порядка имеет 9 миноров. 

Пример. Вычислить минор М13 элемента а13 матрицы А 3-го порядка. 

Решение. Вычеркнем первую строку и третий столбец в матрице А. 

Оставшие элементы образуют матрицу второго порядка. 




























3231

2221

333231

232221

131211

aa

aa

aaa

aaa

aaa

А . 

Определитель этой матрицы равен минору М13 элемента а13. 

.22313221

3331

2321

13 aaaa
aa

aa
M   

Алгебраическим дополнением Aij элемента aij квадратной матри-

цы А n – го порядка называется его минор, взятый со знаком (-1)
i+j

. 

 

Пример. Найти алгебраические дополнения матрицы  

.

211

112

111















 

A  

Решение. Вычислим сначала миноры элементов данной матрицы: 

     

     








 

нечетноjiеслиM

четноjiеслиM
MA

ij

ij

ij

ji

ij )(,

)(,
)1(

1
21

11
11 М 3

21

12
12 М 1

11

12
13 М

3
21

11
21 


М 1

21

11
22 М 2

11

11
23 


М
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А теперь вычислим алгебраические дополнения: 

    

     

    

2.3. Теорема Лапласа. 

 

Определитель квадратной матрицы А равен сумме произведе-

ний элементов любой строки (столбца) на их алгебраические до-

полнения. 

 

Для  i – ой строки это запишется так: 





n

j

ijijininiiii AaAaAaAa
1

2211 ... . 

Для  j – го столбца это запишется так: 





m

i

ijijmjmjjjjj AaAaAaAa
1

2211 ... . 

Пример. Вычислить определитель третьего порядка для матрицы их 

предыдущего примера по формуле Лапласа. 

 

Решение. Для элементов первой строки, используя, ранее вычислен-

ные алгебраические дополнения, получим: 

5 = 1 + 3 + 1 = 11 + (-3) (-1) + 11 = Аа + Аа + Аа =detA 131312121111  . 

Для элементов третьего столбца получим: 

5 = 6 + 2 - 1 = 32 + (-2) 1 + 11 = Аа + Аа + Аа =detA 333323231313  . 

Очевидно, что получен одинаковый результат. 

2
11

11
31 


М 1

12

11
32 М 3

12

11
33 


М

1)1( 11

11

11   МA 3)1( 12

21

12   МA 1)1( 13

31

13   МA

3)1( 21

12

21   МA 1)1( 22

22

22   МA 2)1( 23

32

23   МA

2)1( 31

13

31   МA 1)1( 32

23

32   МA 3)1( 33

33

33   МA

211

112

111 

А
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Аналогично можно ввести понятия определителей четвёртого, 

пятого и т.д. порядков, понижая их порядок разложением по элемен-

там i -ой строки (j – го столбца). 

Итак, в отличие от матрицы, которая представляют собой таблицу 

чисел, определитель это число, которое определённым образом ста-

вится в соответствие матрице. Запишем еще одно определение для 

матрицы, у которой определитель равен нулю. 

Если определитель матрицы равен нулю, то такая матрица 

называется вырожденной, или особенной; в противном случае – не-

вырожденной, или неособенной. 

 

2.4. Свойства определителей. 
Запишем свойства определителя, которые в дальнейшем будем 

использовать на практике. Не нарушая строгости, примеры даны для 

матрицы 3-го порядка. 

Свойство 1.  

Если какая-либо строка (столбец) матрицы состоит из одних 0 

(нулей), то ее определитель равен нулю. 

0

000

333231

232221 

aaa

aaaA

  

0

0

0

0

3231

2221

1211



aa

aa

aa

A . 

Свойство 2. 

Если все элементы какой-либо строки (столбца) матрицы умно-

жить на число , то ее определитель умножится на это число. 

.detdet.det

333231

232221

131211

333231

232221

131211

A

aaa

aaa

aaa

B

aaa

aaa

aaa

A  







 

Следствие. При вычислении определителя общий множитель строки 

(столбца) можно выносить за знак определителя:  

333231

232221

131211

333231

232221

131211

aaa

aaa

aaa

aaa

aaa

aaa

















. 

Свойство 3. 

При транспонировании матрицы ее определитель не меняется.   

det A
T
 = detA. 
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Свойство 4. 

При перестановке двух строк (двух столбцов) матрицы ее опре-

делитель меняет знак на противоположный: 

= - . 

Свойство 5 

Если определитель имеет две одинаковые строки или столбца, то 

он равен нулю.  

Пример. В матрице А вторая и третья строки равны. 

0||

232221

232221

131211



aaa

aaa

aaa

A . 

Свойство 6. 

Если элементы двух строк (столбцов) матрицы пропорциональ-

ны, то ее определитель равен нулю. 

Пример. В матрице  А  второй и третий столбцы пропорциональны 

друг другу. 

.0||

323231

222221

121211



aaa

aaa

aaa

A







 

Свойство 7. 

Если все элементы какой–либо строки или столбца определителя 

представлены в виде суммы 2-х слагаемых, то определитель можно 

представить в виде суммы 2-х определителей по формуле:  

detA =  . 

Свойство 8. 

Если к какой–либо строке (столбцу) определителя прибавить со-

ответствующие элементы другой строки (столбца), умноженные на 

одно и то же число, то определитель не изменит своей величины. 

333231

232221

131211

ааа

ааа

ааа

323331

222321

121311

ааа

ааа

ааа

333231

232221

131211

333231

232221

131211

33333231

23232221

13131211

''

''

''

'

'

'

'''

'''

'''

ааа

ааа

ааа

ааа

ааа

ааа

аааа

аааа

аааа
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Пример. Возьмем матрицу А и прибавим к элементам третьего 

столбца элементы второго столбца, умноженные на λ. Тогда, учи-

тывая 6 и 7 свойства, получим:  

A

aaa

aaa

aaa

aaa

aaa

aaa

aaaa

aaaa

aaaa

B det0det

333231

232221

131211

323231

222221

121211

33323231

23222221

13121211























. 

Свойство 9. 

Определитель произведения двух квадратных матриц равен про-

изведению их определителей. 

det (AB) = detA∙detB. 

Замечание. Из 9 - го свойства следует, что если даже  

А∙В  В∙А, то |AB| = |BA|. 

Перечисленные свойства определителей позволяют существенно 

упростить их вычисление, особенно для определителей высоких по-

рядков.  

Пример. Вычислить следующий определитель. 

. 

Решение. Используя свойства определителя, преобразуем его к тре-

угольному виду. 

1 шаг. Вынесем за знак определителя коэффициент кратности 2 у 

первой строки и коэффициент кратности 2 у четвертой строки. 

Поменяем местами первую и вторую строки, что приведет к 

смене знака. 

 

3223

0124

2132

1321

4

3223

0124

1321

2132

4

6446

0124

1321

4264





















 . 

6446

0124

1321

4264

||






A
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2 шаг. Необходимо обнулить элементы первого столбца: a21, a31 и a41. 

Для этого вычтем из второй строки первую, умноженную на 2. 

3223

0124

0510

1321

4

3223

0124

2132

1321

4













 . 

Вычтем из третьей строки первую, умноженную на 4. 

3223

41390

0510

1321

4

3223

0124

0510

1321

4













 . 

Вычтем из четвертой строки первую, умноженную на 3. 

01140

41390

0510

1321

4

3223

41390

0510

1321

4
















 . 

3 шаг. Необходимо обнулить элементы 2-го столбца: a32 = -9 и a42=-4. 

Для этого вычтем из третьей строки вторую, умноженную на 9. 

01140

42700

0510

1321

4

01140

41390

0510

1321

4



















 . 

Вычтем из четвертой строки вторую, умноженную на 4. 

0900

42700

0510

1321

4

01140

42700

0510

1321

4



















 . 

4 шаг. Умножим 4-ю строку на 3 и сложим с третьей. 

.144)4(27)1(1)4(

4000

42700

0510

1321

4

0900

42700

0510

1321

4 



















  

 

Окончательный ответ:           detA =  -144. 
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Замечание. Применяя теорему Лапласа можно показать, что опреде-

литель треугольного вида равен произведению его диагональных 

элеменов. 

2.5.  Обратная матрица. 

Введя понятие определителя, мы можем ввести еще один вид 

матрицы – обратной. Для каждого числа а  0 существует обратное 

число а
-1

 такое, что произведение а∙а
-1 

= 1. Аналогичное понятие 

можно ввести и для квадратных матриц. 

Матрица B называется обратной по отношению к квадратной 

матрице А, если при умножении матрицы А на обратную как справа, 

так и слева получается единичная матрица Е. 

B∙А = А∙B = Е 

Для обратной матрицы принято следующее обозначение: А
-1

. 

Замечание. Из определения следует, что обратную матрицу имеет 

только квадратная матрица. Однако не для каждой квадрат-

ной матрицы существует обратная.  

Теорема (необходимое и достаточное условия существование об-

ратной матрицы). 

Обратная матрица А
-1

 существует (и единственна) тогда и толь-

ко тогда, когда исходная матрица невырожденная. 

Свойства обратной матрицы 

1. (А
-1

)
 -1

 = А.                  3. (АВ)
 -1

 = В
-1

 А
-1

.  

2.  (А
Т
)

 -1
 = (А

-1
)

Т
 .           4. det(A

-1
) = 1/detA.

 

 

Присоединенной матрицей Ã называется такая матрица, элемен-

тами которой являются алгебраические дополнения элементов матри-

цы А
Т
, транспонированной к А. 

ji

T

ijij AAa ~  

Алгоритм вычисления обратной матрицы. 

 

1. Вычисляем определитель исходной матрицы А. Если detA = 0, то 

матрица вырожденная и обратная матрица не существует.  Если 
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detA  0, то матрица невырожденная и обратная матрица суще-

ствует. 

2. Находим алгебраические дополнения Aij элементов матрицы А и со-

ставляем из них присоединенную матрицу Ã. 

 
3. Вычисляем обратную матрицу по формуле:   

А
-1

 = Ã/ 

4. Проверяем правильность вычисления обратной матрицы:      

А
-1

∙А =  А∙А
-1

 = Е. 

Пример. Найти матрицу, обратную к данной. 

. 

1 шаг. ΔA = |A| = 5. Обратная матрица существует. 

2 шаг. Находим алгебраические дополнения матрицы А и составляем 

из них присоединенную матрицу. 

Замечание: алгебраические дополнения для этой матрицы были вы-

числены в примере п. 2.2. 










































321

113

231

AAA

AAA

AA

Ã

332313

322212

312111 A

 

3 шаг. Вычисляем обратную матрицу 

 

. 

4 шаг. Проверяем правильность вычисления 

А
-1

∙А =   =  . 

),...,2,1;,...,2,1(~ njniAAа ji

T

ijij 















 



211

112

111

А

























6,04,02,0

2,02,06,0

4,06,02,0
1A























6,04,02,0

2,02,06,0

4,06,02,0















 

211

112

111

















100

010

001
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2.6. Задачи для самостоятельного решения. 

 

Задание 1. Вычислить определители 2-го порядка. 

1.  
37

25
;     2.  

52

83
;     3.  

43

52 
;    4.  

2

2

bab

aba
;     5.  

baba

baba




. 

 

Задание 2. Вычислить определители 3-го порядка. 

6. 

211

112

111 

;    7. 

341

235

312

;    8. 

243

352

123

;   9. 

213

325

214







;   10. 

547

010

365

; 

11. 

613

312

111

;   12.  

6481

4971

2551

;   13.  

963

852

741

;   14.  

506

617

302

;  15.  

8191

2551

1641

. 

 

Задание 3. Используя теорему Лапласа вычислить определители 4-го 

порядка. 

16. 

6446

0124

1321

4264







;     17. 

2164

7295

4173

2152









;      18. 

5487

2354

7285

6393









; 

 

19. 

6534

5752

6423

8533









;     20. 

3523

5894

5743

3452









;      21. 

6544

7855

6452

5233 

; 

 

Задание 4. Вычислить обратные матрицы для матриц, приведенных 

ниже: 

22. 
75

43
;   23. 

4565

5345

2753

7367

;    24.

 
153

132

543







;   25.

 
351

493

372

;   26.

 
122

212

221





. 

 

 



26 

 

Тема 3. Ранг матрицы. 

 

3.1. Основные понятия. 

 

Понятие ранга матрицы имеет важное значение для решения и 

исследования ряда математических и прикладных задач. 

Рассмотрим матрицу А размера 54 : 

. 

Из элементов этой матрицы можно построить различные квад-

ратные подматрицы по следующему правилу. Пусть в матрице А раз-

мера nm  выбраны произвольно k строк и k столбцов, где k ≤ 

min(m;n). Элементы, стоящие на пересечении выбранных строк и 

столбцов, образуют квадратную подматрицу порядка k. 

 

Пример 1: Возьмем 2,3,4 строки  и 1,3 и 5 столбцы. Получим подмат-

рицу 3-го порядка 

















454341

353331

252321

aaa

aaa

aaa

.

 
Пример 2: Возьмем 3 и 4 столбцы и 1,2 строки. Получим подматрицу 

2-го порядка 










2423

1413

aa

aa
. 

Определители данных подматриц носят название миноров мат-

рицы, в отличие от ранее рассмотренного нами понятия минора эле-

мента матрицы.  

 

Минорами k-го порядка прямоугольной матрицы размера nm

называются определители квадратных подматриц k-го порядка, где 

k ≤ min(m;n), которые получаются путем выбора каких-либо k строк 

и k столбцов из матрицы А. 

 

Теперь можно дать определение ранга матрицы. 























4544434241

3534333231

2524232221

1514131211

aaaaa

aaaaa

aaaaa

aaaaa

A
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Рангом матрицы А называется наивысший порядок отличного 

от нуля миноров этой матрицы, а сам такой минор называется ба-

зисным. 

 

Ранг матрицы А обозначается: rangA или r(A). Ясно, что в матри-

це может быть несколько базисных миноров, имеющих один и тот же 

порядок. 

 

Свойства ранга матрицы. 

а) Ранг матрицы Аmxn не превосходит меньшего его размера, т.е.  

r(A) ≤ min(m;n). 

б) r(A) = 0 тогда и только тогда, когда все элементы матрицы равны 

нулю, т.е. матрица А является нулевой А = О.    

r(A) = 0  < = > A = 0. 

в) Для квадратной матрицы n – го порядка r(A) = n тогда и только то-

гда, когда матрица А – невырожденная. 

 

3.2. Методы вычисление ранга матрицы. 

 

Пример 1. Вычислить ранг матрицы. 















 



713

421

312

А . 

Решение. Единственным минором максимального (3-го) порядка для 

матрицы А является ее определитель. Если ΔА ≠ 0, тогда r(A) = 3, 

если ΔА = 0, тогда r(A) < 3.  

Найдем ΔА разложением по первой строке: 

.015520
13

21
3

73

41

71

42
2  A  

Следовательно, r(A) < 3. Поскольку матрица А содержит ненуле-

вые элементы, r(A) > 0. Значит,  r(A) = 1 или r(A) = 2. Если найдется 

минор 2-го порядка, не равный нулю, то r(A) = 2. 

Вычислим минор из элементов, стоящих на пересечении двух 

первых строк и двух первых столбцов: 

.2)(05
21

12



Ar  
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Перебирать все миноры в поисках базисного – задача, связанная с 

большими вычислениями, если размеры матрицы не очень малы. 

Проще всего находить ранг матрицы и ее базисный минор при помо-

щи элементарных преобразований. 

 

Теорема. Ранг матрицы не изменяется при элементарных преобра-

зованиях матрицы. 

 

Чтобы вычислить ранг матрицы необходимо с помощью элемен-

тарных преобразований привести ее к ступенчатому виду. 

 

Матрица А называется ступенчатой, если все ее элементы ни-

же диагональных aii, равны нулю, т.е.  aij = 0, если i > j. i = 1,2,…,r;  

r  n.  

 
Очевидно, что ранг ступенчатой матрицы равен r, так как име-

ется минор r – го порядка, не равный нулю: а11 a22 …arr  0.  

 

Пример 2. Определить ранг матрицы 

                            































422133

440331

431201

011132

А . 

Решение. 

У матрицы А существуют миноры до 4-го порядка включительно, 

поэтому r(A) ≤ 4. Разумеется, непосредственное вычисление всех ми-

норов 4-го, 3-го и т.д. порядка потребовало бы слишком много време-

ни. Поэтому, используя элементарные преобразования, приведем 

матрицу А к ступенчатому виду.  

Поменяем местами первую и вторую строки, чтобы элемент а11 

стал равным 1: 























rnrr

nr

nr

aa

aaa

aaaa

A

......00

...............

......0

......

2222

111211
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А ~  





























422133

440331

011132

431201

. 

Прибавим ко второй строке удвоенную первую, к третьей строке 

первую, к четвертой – первую, умноженную на 3. Тогда все элементы 

первого столбца, кроме а11, окажутся равными нулю: 

А ~ 



























871530

871530

871530

431201

. 

Вычтем вторую строку полученной матрицы из третьей и четвер-

той строк: 

А ~ 

























000000

000000

871530

431201

 

и вычеркнем нулевые строки: 

А ~ 












871530

431201
. 

Итак, ранг матрицы  А равен рангу полученной матрицы размера 

2×6, т.е. r(A) ≤ 2. Минор 

,03
30

01
  

следовательно, r(A) = 2. 

 

3.3. Задачи для самостоятельного решения. 

 

Задание. Вычислить ранги, представленных матриц. 

 

1. 






















28112

71524

42312

.      2. 



























1977

7115

4312

1531

.     3. 





























14157

70531

43235

52313

. 
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Тема 4. Системы линейных алгебраических уравнений. 

 

4.1. Основные понятия. 

Линейным алгебраическим уравнением называется уравнение 

вида: 

                                   ,...2211 bxaxaxa nn                                                                                    

где ai и b – числа, xi - неизвестные. Таким образом, в левой части ли-

нейного уравнения стоит линейная комбинация неизвестных, а в пра-

вой – число. Система m линейных уравнений с n неизвестными имеет 

вид: 



















mnmnmm

nn

nn

bxaxaxa

bxaxaxa

bxaxaxa

...

.............

...

...

2211

22222121

11212111

                          (1) 

где aij - произвольные числа, называемые коэффициентами при неиз-

вестных  х1,х2,…,хn (i = 1,2,…,m; j = 1,2,…,n), а bj называются свобод-

ными членами уравнений. 

Пример системы двух уравнений с тремя неизвестными: 









4452

22523

321

321

xxx

xxx

 

Решением системы (1) называется такая совокупность n значе-

ний неизвестных (x1 = λ1, x2 = λ2, …, xn = λn), при подстановке кото-

рых в систему (1), каждое уравнение этой системы обращается в 

верное равенство (тождество). 

 

 

Виды систем уравнений. 

 

Система уравнений называется однородной, если все свободные 

члены равны нулю. В противном случае система уравнений называ-

ется неоднородной. 

 

Система уравнений называется совместной, если она имеет хо-

тя бы одно решение, и несовместной, если она не имеет решений. 
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Совместная система называется определенной, если она имеет 

единственное решение, и неопределенной, если она имеет более од-

ного решения. 

 

Две системы уравнений называются равносильными (или экви-

валентными), если они имеют одно и то же множество решений. 

 

Пример 1. Решить систему уравнений. 









2

12

21

21

xx

xx
 

Система совместная и определенная, т.к. имеет единственное ре-

шение 

х1 = 1, х2 = -1. 

Пример 2. Решить систему уравнений. 









22

12

21

21

xx

xx
 

Система несовместная, так как не существует решения данной 

системы. 

Пример 3. Решить систему уравнений. 









224

12

21

21

xx

xx
 

Система совместная и неопределенная, так как имеет бесконеч-

ное множество решений. 

 

Запись системы уравнений в матричном виде 

 

Рассмотрим линейную систему (1) и введем следующие обозна-

чения: 























mnmm

n

n

aaa

aaa

aaa

A

...

............

...

...

21

22221

11211

- матрица системы, 























nx

x

x

X
...

2

1

- столбец неизвестных, 























mb

b

b

B
...

2

1

- столбец свободных членов. 
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Тогда систему (1) можно записать в виде матричного уравнения: 

AX = B              (2) 

  

4.2. Методы решения неоднородных квадратных систем линей-

ных уравнений (cистемы n линейных уравнений с n неизвест-

ными). 

Формула Крамера 

 

Рассмотрим линейную систему, в которой число уравнений равно 

числу неизвестных:    



















nnnnnn

nn

nn

bxaxaxa

bxaxaxa

bxaxaxa

...

............................................

...

...

2211

22222121

11212111

                                     (3) 

Назовем главным определителем такой системы определитель  , 

элементами которого являются коэффициенты при неизвестных: 

nnnn

n

n

aaa

aaa

aaa

...

............

...

...

21

22221

11211

  ,                                           (4) 

а определителем j - определитель, полученный из (4) заменой 

столбца коэффициентов при xj на столбец свободных членов. Напри-

мер для х1 имеем: 

nnnn

n

n

aab

aab

aab

...

............

...

...

2

2222

1121

1   . 

Тогда: 

1) Если  ,0  система (3) имеет единственное решение, определя-

емое по формулам Крамера: 













 n

nxxx ,...,, 2
2

1
1 . 

2) Если = j = 0, система имеет бесконечно много решений. 

3) Если = 0, а хотя бы один из j ,0  система не имеет решений. 
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Пример. Решить систему по правилу Крамера: 















6432

12

24

321

321

321

xxx

xxx

xxx

. 

Решение. Главный определитель системы 

,09

432

211

114









  

следовательно, система имеет единственное решение. 

Найдем Δ1, Δ2 и Δ3: 

.18

632

111

214

,36

462

211

124

,9

436

211

112

321 















  

Отсюда 

.2
9

18
,4

9

36
,1

9

9 3
3

2
2

1
1 














 xxx  

Ответ: x1 =1;  x2 = 4;  x3 = 2. 

 

Решение линейных систем с помощью обратной матрицы 

 

Запишем систему уравнений в матричном виде (2): 

АХ = В. 

Пусть матрица А – невырожденная, тогда существует обратная к 

ней матрица А
-1

. Умножив обе части равенства слева на А
-1

, получим: 

.11 BAAXA    

Учитывая, что ,1 EAA   XEX  , получим следующее матричное 

уравнение: 

.1BAX        (5) 

Итак, решением матричного уравнения (5) является произведение 

матрицы, обратной к А, на столбец свободных членов В системы (3). 

 



34 

 

Пример. Решить систему 















4745

62

13

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

с помощью обратной матрицы. 

Решение. Составим матрицу системы: 

























745

112

131

А . 

ΔА = -51 ≠ 0, следовательно, система имеет единственное решение. 

Найдем матрицу А
-1

. 

Алгебраические дополнения элементов матрицы А равны: 

71113

3129

22511

332313

322212

312111







ААА

ААА

ААА

       

 

Тогда 
























71113

3129

22511

51

11А . 

Следовательно, 

,

1

1

3

51

51

153

51

1

286613

12729

815011

51

1

4

6

1

71113

3129

22511

51

11







































































































  BAХ  

то есть х1 = 3, x2 = 1, x3 = 1. 

 

Метод Гаусса 

 

Метод Гаусса (метод последовательных исключений неизвест-

ных) заключается в том, что с помощью элементарных преобразо-

ваний система линейных алгебраических уравнений приводится к 

эквивалентной системе ступенчатого, или треугольного вида, из ко-

торой последовательно, начиная с последнего, находятся все 

остальные неизвестные. 
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Напомню, что к элементарным преобразованиям матрицы отно-

сятся: 

 перестановка строк или столбцов; 

 умножение строки (столбца) на число; 

 сложение строк (столбцов). 

На практике в методе Гаусса удобнее работать не с системой 

уравнений, а с ее расширенной матрицей. 

 

Расширенной матрицей системы уравнений Ар, называется 

матрица, полученная путем присоединения к матрице системы А 

столбца свободных членов В. 

 

Метод Гаусса включает «прямой ход» метода Гаусса и «обрат-

ный ход» метода Гаусса. Продемонстрируем этот метод на примере 

системе 3-х уравнений с 3-я неизвестными. 

 

Пример.  Решить систему трех уравнений с тремя неизвестными ме-

тодом Гаусса: 















82

112

3

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

Запишем расширенную матрицу для данной системы уравнений. 















 

8211

11112

3111

 

 

Прямой ход метода Гаусса. 

 

Целью прямого метода Гаусса является приведение, путем эле-

ментарных преобразований, расширенной матрицы к ступенчатому 

виду, когда все элементы ниже диагональных элементов матрицы си-

стемы А будут равны нулю. 

 

1 шаг. Обнулить все элементы в 1-м столбце, кроме первого. 

Так в данном случае, чтобы обнулить элемент 2-й строки 1-го 

столбца, надо 2-ую строку сложить с 1-ой, предварительно умножен-

ной на -2. Получим: 
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8211

11112

3111

 

)2(

  




















8211

5130

3111

. 

Замечание. Удобно коэффициенты преобразования записывать справа 

от матрицы. 

Чтобы обнулить элемент 3-й строки 1-го столбца, надо 3-ую 

строку сложить с 1-ой, предварительно умноженной на -1. Получим. 





















8211

5130

3111

 

)1(

  




















5120

5130

3111

 

 

2 шаг. Обнулить все элементы во втором столбце, кроме первого и 

второго. 

Чтобы обнулить элемент третьей строки второго столбца, надо к 

третьей строке, умноженной на 3, прибавить вторую строку, умно-

женную на -2.  

 Получим. 





















5120

5130

3111

)3(

)2(   




















5500

5130

3111

     




















1100

5130

3111

 

 

Обратный ход метода Гаусса. 

Полученная расширенная матрица является матрица следующей 

системы уравнений: 















1

53

3

3

32

321

x

xx

xxx

 

 

Выражая x3 из третьего уравнения и подставляя его значение во 

второе уравнение, найдем x2 = 2. Подставив значения x3 = 1 и x2 = 2 в 

первое уравнение, найдем x1 = 4. 

Ответ:   х1 = 4, x2 = 2, x3 = 1. 

Замечание. На практике можно делать любые элементарные преобра-

зования, отличные от описанных выше, но соблюдая главную 

цель прямого и обратного ходов метода Гаусса. 
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4.3. Однородные системы уравнений. 

Однородная система уравнений имеет вид: 



















0...

...

0...

0...

2211

2222121

1212111

nmnmm

nn

nn

xaxaxa

xaxaxa

xaxaxa

 

Матричный вид однородной системы:  

A Х = 0. 

Однородная система всегда совместна, поскольку любая одно-

родная линейная система имеет, по крайней мере, одно решение:  

x1 = 0, x2 = 0, ..., xn = 0. 

Данное решение называется тривиальным. Если однородная си-

стема имеет единственное решение, то это единственное решение - 

нулевое, и система называется тривиально совместной. Если же од-

нородная система имеет более одного решения, то среди них есть и 

ненулевые и в этом случае система называется нетривиально сов-

местной.  

 

Теорема. Для того, чтобы однородная система была нетривиально 

совместной, необходимо и достаточно, чтобы ранг r матрицы 

системы был меньше числа неизвестных n.                    r < n. 

 

Замечание. Для квадратной матрицы (при m = n) для нетривиальной 

совместности системы необходимо и достаточно, чтобы 

определитель матрицы системы был равен нулю detA = 0. 

 

Изучение решения однородных линейных систем проведем на 

конкретном примере. 

Дана система уравнений. 





















04765

03554

03475

02343

4321

4321

4321

4321

хxxx

xxxx

xxxx

xxxx

. 

Найти общее решение данной системы. 

Нахождение решения начинается с определения ранга матрицы 

системы. Применив к матрице системы алгоритм Гауссова исключе-

ния, приведем матрицу системы к ступенчатому виду  

http://exponenta.ru/educat/class/courses/la/theme2/theory.asp
http://exponenta.ru/educat/class/courses/la/theme3/theory.asp#5
http://exponenta.ru/educat/class/courses/la/theme3/theory.asp#5
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1310
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2343
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0000
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Путем элементарных преобразований мы получили матрицу, ранг 

которой равен r = 2. Ранг матрицы равен числу линейно независимых 

уравнений. Полученная матрица соответствует следующей системе 

уравнений: 









03

02343

432

4321

xxx

xxхx
 

Это система 2-х уравнений с  n = 4 неизвестными. Если число не-

известных больше числа уравнений, тогда все неизвестные делятся на 

две группы. Первая группа – базисные неизвестные. Число их равно 

рангу матрицы. В данном случае r = 2. Оставшиеся неизвестные - 

свободные неизвестные. Число их в данном случае n – r = 2. 

 

Замечание. Не все неизвестные могут быть приняты за базисные ре-

шения. Необходимо, чтобы базисный минор, соответствующий 

этим неизвестным, был отличен от нуля. 

Выберем в качестве базисного минора M2 = 
10

43


.= -3 ≠ 0. Тогда 

неизвестные х1 и х2 будут называться базисными, а остальные х3 и х4 - 

свободными. Перенося свободные неизвестные вправо от равенства, 

исходная система линейных уравнений преобразуется в укороченную 

систему, которая имеет вид:  









432

4321

3

2343

xxx

xxхx
. 

Задавая свободным переменным х3, и х4 произвольные значения, 

например с1 и с2, мы, решая данную систему найдем значения для ба-

зисных переменных х1, х2. Положим х3 = с1 , х4 = с2. Решая укорочен-

ную систему получим: 

.3

;25

212

211

ccx

ccx




 

Тогда общее решение системы зависит от двух параметров 

),( 21 сcX  и может быть записано в виде: 
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1

0

1

2

0

1

3

5

3

25

),( 21

2

1

21

21

4

3

2

1

21 cc

c

c

cc

cc

x

x

x

x

сcX
 

Доказано, что среди бесконечного множества решений однород-

ной системы можно выделить ровно n - r линейно независимых реше-

ний. В нашем случае n - r  = – 2.  

 

Совокупность n - r линейно независимых решений однородной 

системы называется фундаментальной системой решений. Любое 

решение системы линейно выражается через фундаментальную си-

стему.  

 

Положим последовательно значения свободных переменных рав-

ными {x3 = 1;  x4 = 0} и {x3 = 0;  x4 = 1}, отсюда получим, так называ-

емые фундаментальные решения е1,е2. 

 























0

1

3

5

0,11 Xe ,    























1

0

1

2

1,02 Xe . 

 Используя полученные выражения для фундаментальных реше-

ний, общее решение однородной системы линейных уравнений мож-

но записать в виде: 

X(c1,c2) = с1 е1 + с2 е2. 

Записанное выражение называется общим решением однородной 

системы X00. 

ИТОГ. 

Исследовать однородную систему — значит установить, является 

ли она нетривиально совместной, и если является, то необходимо вы-

делить базисные переменные x1, x2, ..., xr, которые выражаются через 

оставшиеся переменные xr+1, xr+2, ..., xn, называемые свободными пе-

ременными. После этого найти фундаментальную систему решений и 

записать выражение для общего решения системы через полученную 

фундаментальную систему. 

Перейдем теперь к решению прямоугольных неоднородных си-

стем линейных уравнений, когда число уравнений не равно числу не-

известных. 
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4.4. Неоднородные системы уравнений. 

Рассмотрим систему m линейных алгебраических уравнений отно-

сительно n неизвестных x1 , x2 , ..., xn: 



















mnmnmm

nn

nn

bxaxaxa

bxaxaxa

bxaxaxa

...

...

...

...

2211

22222121

11212111

 

Или в матричном виде. 

AХ = B, где 



































































nmmnmm

n

n

x

x

x

X

b

b

b

B

aaa

aaa

aaa

A
......

...

............

...

...

2

1

2

1

21

22221

11211

 

В отличие от однородной системы, эта система совместна не все-

гда. Справедливо следующее утверждение (теорема Кронекера-

Капелли). 

 

Теорема: Система совместна (имеет хотя бы одно решение) тогда 

и только тогда, когда ранг матрицы системы равен рангу 

расширенной матрицы. 

RgA = RgAр. 

 

Пример 1. Определить совместность системы линейных уравнений: 















4222512112

25432

19753

54321

54321

54321

xxxxx

xxxxx

xxxxx

  

Aр = 


















4

2

1

222512112

54321

97531

  


















2

1

1

411250

411250

97531

  


















3

1

1

00000

411250

97531

. 

RgA = 2.  Rg Aр = 3. 

  

Система несовместна. 
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Пример 2. Определить совместность системы линейных уравнений. 

  

Aр = 































5

8

12

4

1

163

65

107

23

41

  































2

13

19

7

1

40

260

380

140

41

 





















 

1

1

1

1

1

20

20

20

20

41

 











 

1

1

20

41
. 

     RgA = 2       Rg Aр = 2. 

 Система совместна, т.к RgA = RgAр. Несложно получить ее ре-

шение:  

x1 = 1;  x2 =1/2. 

Для совместных систем линейных уравнений верны следующие 

теоремы. 

 

Теорема 1. Если ранг матрицы совместной системы равен числу пе-

ременных, т.е. r = n, то система имеет единственное решение. 

 

Теорема 2. Если ранг матрицы совместной системы меньше числа 

переменных, т.е. r < n, то система неопределенная и имеет 

бесконечно множество решений. 

 

Изучение решения неоднородных линейных систем проведем 

также на конкретном примере. 

Дана система уравнений. 





















7223

422

123

32

4321

4321

321

421

xxxx

xxxx

xxx

xxx

 

Найти общее решение данной системы. 

Нахождение решения начинается с определения ранга матрицы 

системы. Применив к расширенной матрице системы алгоритм Гаус-

сова исключения, приведем ее к ступенчатому виду:  

 

























5163

865

12107

423

14

21

21

21

21

21

xx

xx

xx

xx

xx

http://exponenta.ru/educat/class/courses/la/theme3/theory.asp#5
http://exponenta.ru/educat/class/courses/la/theme3/theory.asp#5
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00000

00000

103250

31021

  

 Путем элементарных преобразований мы получили матрицу, 

ранг которой равен 2. Мы видим, что из четырех строк матрицы толь-

ко две являются линейно независимые, что и соответствует величине 

ранга матрицы. Отсюда мы имеем два базисных решения и два неос-

новных – свободных переменных. 

Выберем в качестве базисного минора . Тогда 

неизвестные х1 и х2 будут называться базисными, а остальные х3 и х4 – 

свободными. Оставляя в левой части переменные х1 и х2, остальные 

неосновные переменные х3 и х4 переносим в правые части уравнения. 

Исходная система линейных уравнений преобразуется в укоро-

ченную систему, которая имеет вид: 









432

421

32105

32

хxx

xxx
. 

Задавая свободным переменным х3 и х4 произвольные значения 

мы решая данную систему найдем значения для базисных перемен-

ных х1, х2. Положим х3 = с1 и х4 = с2, тогда решая укороченную систе-

му получим. 

х1 = 4/5 c1 + 1/5 c2 + 1,  

x2 = 2/5 c1 + 3/5 c2 +2 

В итоге общее решение системы можно записать в виде 

X(c1,c2) = 



























2

1

21

21

5

3

5

2
2

5

1

5

4
1

с

с

сс

сс

 

Положив свободные переменные равными нулю, хr+1 = хr+2 = … = 

хn = 0, и вычислив соответствующие значения базисных переменных, 

получим частное решение исследуемой системы, которое называется 

базисным: x1 =x10 , x2 =x20 , ..., xr=xr0. 

 

Решение системы (1), в которой все (n – r) не основных пере-

менных равны нулю хr+1 = хr+2 = … = хn = 0, называется базисным 

решением.  
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В нашем случае базисное решение равно 

X(0,0) =  





















0

0

2

1

  

Замечание. Для однородной системы базисное решение является – 

нулевым – тривиальное решение. 

Давайте проанализируем полученное общее решение неоднород-

ной системы. Для этого преобразуем полученное решение к виду: 

X(c1,c2) = 

























2

1

21

21

6,04,02

2,08,01

с

с

сс

сс

 = 





















0

0

2

1

 + с1





















0

1

4,0

8,0

 + с2





















1

0

6,0

2,0

 = 





















0

0

2

1

 + с1 е1 + с2 е2 

Мы получили важный результат, который можно сформулировать 

следующим образом: 

Общее решение неоднородной системы уравнений Хон равно 

сумме общего решения однородной системы уравнений Хоо и част-

ного решения неоднородной системы уравнений Хчн. 

Xон = Xоо + Xчн 

 

В нашем случае в качестве частного решения системы уравне-

ний взято базисное решение. 

Окончательный результат исследования системы уравнений 

можно привести в виде схемы. 

 

Система m линейных уравнений с n неизвестными 

 

rang(A) = m rang(A) < m 

уравнения системы  

независимые 

уравнения системы зависимые.  

исходная система заменяется на укороченную. 

 

rang(A) = rang(Aр) rang(A)  rang(Aр) 

система совместная система несовместная 

 

 

rang(A) = n rang(A) < n 

система определенная 

(единственное решение) 

система неопределенная 

(бесконечное множество решений) 
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4.5. Задачи для самостоятельного решения. 

 

Задание 1. Решить следующие системы уравнений методом Крамера и 

методом обратной матицы: 

1. 














9458

834

522

321

321

321

xxx

xxx

xxx

;    2. 














3232

125

25112

321

321

321

xxx

xxx

xxx

;   3. 














10258

33

20252

321

321

321

xxx

xxx

хxx

; 

4. 














535

2235

343

321

321

321

xxx

xxx

xxx

;    5. 














2983

13

8233

321

321

321

xxx

xxx

xxx

;   6. 














223

1733

1522

321

321

321

xxx

xxx

xxx

; 

Задание 2. Решить следующие системы уравнений методом Гаусса: 

7.

 



















2294

342

3532

3523

4321

421

4321

4321

xxxx

xxx

xxxx

xxxx

;                 8.





















78232

123

3322

7534

4321

321

4321

4321

xxxx

xxx

xxxx

xxxx

;   

 9.

 



















13

522

19243

2332

4321

421

4321

4321

xxxx

xxx

xxxx

xxxx

;              10.

 



















39423

402932

25553

2346

4321

4321

4321

4321

xxxx

xxxx

xxxx

xxxx

. 

Задание 3. Решить следующие однородные системы уравнений мето-

дом Гаусса: 

11.

 



















0322

0191283

0354

04353

4321

4321

4321

4321

xxxx

xxxx

xxxx

xхxx

;          12.

 



















0553

0922

0243

046

4321

4321

4321

4321

xxxx

xxxx

xxxx

xxxx

. 

Задание 4. Решить следующие неоднородные системы уравнений ме-

тодом Гаусса: 

13.

 














43323

32234

245

4321

4321

4321

xxxx

xxxx

xxxx

;              14.

 














131511

26232

1375

4321

4321

4321

xxxx

xxxx

xxxx

. 
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Контрольные задания. 

 

Задание 1. Решить систему уравнений методом обратной матрицы. 

 

  1.














9535

11104

522

321

321

321

xxx

xxx

xxx

;      2. 














852

12232

1132

321

321

321

xxx

xxx

xxx

;  3.














1565

332

833

321

321

321

xxx

xxx

xxx

; 

  4.














632

332

5

321

321

321

xxx

xxx

xxx

;     5. 














234

22

53

321

321

321

xxx

xxx

xxx

;    6. 














1510

2223

9544

321

321

321

xxx

xxx

xxx

; 

  7.














43

42

823

321

321

321

xxx

xxx

xxx

;       8.














13

122

11427

321

321

321

xxx

xxx

xxx

;   9. 














6

42

32

32

321

321

xx

xxx

xxx

; 

10.














1824

20523

14

321

321

321

xxx

xxx

xxx

; 11.














12

622

2

321

321

321

xxx

xxx

xxx

;   12.














4233

12

245

321

321

321

xxx

xxx

xxx

; 

13. 














94

822

3

32

321

321

xx

xxx

xxx

;    14.














194

2322

4

21

321

321

xx

xxx

xxx

;  15. 














8

13423

205

321

321

321

xxx

xxx

xxx

;   

16. 














9210

754

823

321

321

321

xxx

xxx

xxx

;     17.














134

10322

6

321

321

321

xxx

xxx

xxx

;   18.














02

22

1

31

321

321

xx

xxx

xxx

; 

19. 














12

3232

43

321

321

321

xxx

xxx

xxx

;      20.














452

1363

942

321

321

321

xxx

xxx

xxx

;

 

21.














0

13654

132

321

321

321

xxx

xxx

xxx

; 

22. 














11423

11243

42

321

321

321

xxx

xxx

xxx

;      23.














22

152

142

321

321

321

xxx

xxx

xxx

; 24.














224

42

1

321

321

321

xxx

xxx

xxx

; 
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25. 














13423

532

4

321

321

321

xxx

xxx

xxx

;  26. 














1132

132

523

321

321

321

xxx

xxx

xxx

;     27. 














33257

085

132

321

321

321

xxx

xxx

xxx

; 

28. 














103

2925

3142

321

321

321

xxx

xxx

xxx

;  29. 














1153

1122

24352

321

321

321

xxx

xxx

xxx

;  30. 














6355

024

83

321

321

321

xxx

xxx

xxx

. 

Задание 2. Решить систему уравнений методом Крамера. 

 

1.





















1243

9632

1515102

1143

4321

432

4321

431

xxxx

xxx

xxxx

xxx

;    2.





















03

1042

323

652

432

4321

321

421

xxx

xxxx

xxx

xxx

;  

3.





















7342

118

032

35432

4321

4321

4321

4321

xxxx

xxxx

xxxx

xxxx

;    4.





















63

342

323

0522

4321

4321

4321

4321

xxxx

xxxx

xxxx

xxxx

; 

5.





















7267

1510511

137510

611101312

4321

4321

4321

4321

xxxx

xxxx

xxxx

xxxx

;   6.





















12

1332

0242

352

4321

4321

4321

4321

xxxx

xxxx

xxxx

xxxx

;

 

7.





















472

623

62

181045

4321

4321

4321

4321

xxxx

xxxx

xxxx

xxxx

;    8.





















7

0422

042

532

4321

4321

4321

4321

xxxx

xxxx

xxxx

xxxx

;

 

9.





















0342

183

1

35432

4321

431

42

4321

xxxx

xxx

xx

xxxx

;            10.





















92

1222

343

652

4321

421

4321

4321

xxxx

xxx

xxxx

xxxx

;
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11.





















4243

7632

1015102

443

4321

432

4321

431

xxxx

xxx

xxxx

xxx

;   12.





















13

04

322

12

4321

4321

4321

4321

xxxx

xxxx

xxxx

xxxx

;

 

13.





















1

133

822

252

4321

4321

4321

4321

xxxx

xxxx

xxxx

xxxx

;    14.





















3

82522

2210

632

321

4321

43

4321

xxx

xxxx

xx

xxxx

;

 

15.





















322

1352

0222

32

4321

4321

4321

4321

xxxx

xxxx

xxxx

xxxx

;     16.





















32

322

1222

722

4321

4321

4321

4321

xxxx

xxxx

xxxx

xxxx

;

 

17.





















04

233

122

952

4321

4321

421

4321

xxxx

xxxx

xxx

xxxx

;   18.





















1

134

1452

1232

4321

4321

4321

4321

xxxx

xxxx

xxxx

xxxx

;

 

19.





















27489

1110752

710943

17181078

4321

4321

4321

4321

xxxx

xxxx

xxxx

xxxx

;    20.





















623

122

222

1132

4321

432

4321

321

xxxx

xxx

xxxx

xxx

;

 

21.





















533

1425

442

052

4321

4321

4321

4321

xxxx

xxxx

xxxx

xxxx

;   22.





















123

1354

1322

232

4321

4321

4321

4321

xxxx

xxxx

xxxx

xxxx

; 

23.





















62233

124358

6234

422

4321

4321

4321

4321

xxxx

xxxx

xxxx

xxxx

;    24.





















343

3232

125

251132

4321

4321

4321

4321

xxxx

xxxx

xxxx

xxxx

; 
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25.





















372983

4079102

1123

20452

4321

4321

4321

4321

xxxx

xxxx

xxxx

xxxx

;   26.





















8735

8582

6535

324

4321

4321

4321

4321

xxxx

xxxx

xxxx

xxxx

; 

27.





















132

02365

422

22497

4321

4321

4321

4321

xxxx

xxxx

xxxx

xxxx

;   28.





















6

924

1823

14452

4321

4321

4321

4321

xxxx

xxxx

xxxx

xxxx

; 

29.





















66

5922

251047

7332

4321

4321

4321

4321

xxxx

xxxx

xxxx

xxxx

;   30.





















112

1823

2133

1422

321

4321

4321

4321

xxx

xxxx

xxxx

xxxx

. 

Задание 3. Найти общее решение однородной системы уравнений. 

 

  1.














03116

0574

02

321

321

321

xxx

xxx

xxx

;        2. 














053

0232

032

321

321

321

xxx

xxx

xxx

;      3. 














0595

032

053

321

321

321

xxx

xxx

xxx

; 

  4.














0423

032

0

321

321

321

xxx

xxx

xxx

;         5. 














0352

022

03

321

321

321

xxx

xxx

xxx

;     6. 














042

053

0574

321

321

321

xxx

xxx

xxx

; 

  7.














023

02

023

321

321

321

xxx

xxx

xxx

;           8.














063

02

0437

321

321

321

xxx

xxx

xxx

;   9. 














0

02

032

32

321

321

xx

xxx

xxx

; 

10.














0222

0113

02

321

321

321

xxx

xxx

xxx

;     11.














023

022

0

321

321

321

xxx

xxx

xxx

;     12.














0633

052

0165

321

321

321

xxx

xxx

xxx

; 

13.














04

09

0

32

321

321

xx

xxx

xxx

;            14. 














02

052

0

21

321

321

xx

xxx

xxx

;     15.














0112

0343

07

321

321

321

xxx

xxx

xxx

; 
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16. 














02

0334

023

321

321

321

xxx

xxx

xxx

;      17. 














0534

032

0

321

321

321

xxx

xxx

xxx

;  18. 














08

062

0

31

321

321

xx

xxx

xxx

; 

19. 














032

032

023

321

321

321

xxx

xxx

xxx

;  20. 














052

033

022

321

321

321

xxx

xxx

xxx

;

 

  21.














075

0254

02

321

321

321

xxx

xxx

xxx

; 

22. 














0523

0242

032

321

321

321

xxx

xxx

xxx

;     23. 














0

052

042

321

321

321

xxx

xxx

xxx

;   24. 














0

02

0

321

321

321

xxx

xxx

xxx

; 

25. 














072

05

0

321

321

321

xxx

xxx

xxx

;     26. 














02

032

02

321

321

321

xxx

xxx

xxx

;       27. 














0527

0385

043

321

321

321

xxx

xxx

xxx

; 

28. 














0752

045

02

321

321

321

xxx

xxx

xxx

;    29. 














053

022

0352

321

321

321

xxx

xxx

xxx

;   30. 














052

024

0423

321

321

321

xxx

xxx

xxx

. 

Задание 4. Найти общее решение неоднородной системы уравнений. 

 

1.














1423

24

59245

4321

4321

4321

xxxx

xxxx

xxxx

;   2.














12

2323

3252

4321

4321

4321

xxxx

xxxx

xxxx

; 

3.














33

154

42265

4321

4321

4321

xxxx

xxxx

xxxx

;   4.














82323

113

711234

4321

4321

4321

xxxx

xxxx

xxxx

; 

5.














133

553

3

4321

4321

4321

xxxx

xxxx

xxxx

;   6.














2523

33

1422

4321

4321

4321

xxxx

xxxx

xxxx

; 
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7.














1574

3332

132

4321

4321

4321

xxxx

xxxx

xxxx

;     8.














45423

133

322

4321

4321

4321

xxxx

xxxx

xxxx

; 

9.














523

623

13234

4321

4321

4321

xxxx

xxxx

xxxx

;   10.














83253

532

2495

4321

4321

4321

xxxx

xxxx

xxxx

; 

11.














122

5352

643

4321

4321

4321

xxxx

xxxx

xxxx

;   12.














27553

3262

1532

4321

4321

4321

xxxx

xxxx

xxxx

; 

13.














3322

22532

55753

4321

4321

4321

xxxx

xxxx

xxxx

;  14.














87534

133

74245

4321

4321

4321

xxxx

xxxx

xxxx

; 

15.














2245

1112

1336

4321

4321

4321

xxxx

xxxx

xxxx

;   16.














0253

243

1322

4321

4321

4321

xxxx

xxxx

xxxx

; 

17.














422

154117

132

4321

4321

4321

xxxx

xxxx

xxxx

;   18.














1583

233

14252

4321

4321

4321

xxxx

xxxx

xxxx

; 

19.














1171754

6210

13332

4321

4321

4321

xxxx

xxxx

xxxx

;   20.














3352

232

144

4321

4321

4321

xxxx

xxxx

xxxx

; 

21.














3322

73

4252

4321

4321

4321

xxxx

xxxx

xxxx

;   22.














722

232

92353

4321

4321

4321

xxxx

xxxx

xxxx

; 

23.














1145

323

53383

4321

4321

4321

xxxx

xxxx

xxxx

;   24.














3454

23

1232

4321

4321

4321

xxxx

xxxx

xxxx

; 
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25.














32257

6104

1372

4321

4321

4321

xxxx

xxxx

xxxx

;  26.














583

233

724114

4321

4321

4321

xxxx

xxxx

xxxx

; 

27.














3242

6252

624146

4321

4321

4321

xxxx

xxxx

xxxx

;   28.














256

323

13245

4321

4321

4321

xxxx

xxxx

xxxx

; 

29.














3542

12332

23753

4321

4321

4321

xxxx

xxxx

xxxx

;  30.














7234

13

83245

4321

4321

4321

xxxx

xxxx

xxxx

. 

 

Ответы к задачам для самостоятельной работы. 

 

Тема 1. Матрицы. 

1). 












1131

163
;  2). 









 51

4323
;  3). 







 

405

181
;  4). 













2186

1339
; 

5). 












14715

3216
;  6). 

















1611

227

1011

;  7). 








1643

1023
;  8). 









00

00
;  9). 













61

63
; 

10). 






















8914

235

024

;  11). 




















792

0103

551

;  12). 






















261713

32279

292211

;  13). 








30

02
; 

14). 












90151

3043
;  15).  







 

1045

3035
;      16).  













62305

61304
;      17).  









10

01

 

при n – четном и  












23

12

 

при n – нечетном;  18).  






 





nn

nn

cossin

sincos
; 

19). 








 50

21
;  20). 









10

1 аn
;  21). 





















35

25

15

5

;  22). 
















17

69

56

;  23). 






















40553

22137

31212

; 
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24). Только для квадратных матриц;  25). Только для квадратных мат-

риц; 26). Да; 27). Да; 28). Да. 

 

Тема 2. Определители. 

  1).   1;   2).  -1;     3).  -7;     4). 0;     5). 4ab;    6).  5;     7). 40;     8).     -3;   

  9). -1;  10).   4;   11).  -1;   12). 6;   13).    0;   14). -8;   15). 20;   16). -144;   

17). -9;  18). 18;   19). 18;   20). 4;   21).  90; 

22). 












35

47
;    23). 























242927

344138

111

;    24). 






















131

7185

11298

; 

25). 






















336

135

167

3

1

 

;     26). 




















122

212

221

9

1
. 

Тема 3. Ранг матрицы. 

1). 2;  2). 3;   3). 3.    

Тема 4. Системы уравнений. 

1). {x1 = 1; x2 = 1; x3 = -1};   2). {x1 = -2; x2 = 1; x3 = -1}; 

3). {x1 = 1; x2 = 2; x3 = 2};    4). {x1 = 2; x2 = -2; x3 = 1};    

5). {x1 = 1; x2 = 1; x3 = -1};   6). {x1 = -2; x2 = 1; x3 = 3};  

7). {x1 = -1; x2 = 3; x3 = -2; x4 = 2};   8). {x1 = 2; x2 = 1; x3 = -3; x4 = 1}; 

9). {x1 = 3; x2 = 1; x3 = -4; x4 = 1};   10). {x1 = 2; x2 = 1; x3 = 5; x4 = -1}; 

11. X = c1























0

1

6

8

 +c2





















1

0

5

7

 ;     12. X = c1

























0

1

8

14

 +c2























1

0

5

10

 ; 

 

13. X = c1





















0

1

18

15

 +c2























1

0

12

10

 +























0

0

7

6

;   14. X = c1























0

1

16

22

 +c2



















 

1

0

24

33

 +



















 

1

0

8

11

. 
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Рекомендуемая литература. 

 

1. Баврин И.И. Краткий курс высшей математики для химико-

биологических и медицинских специальностей: учебник для ВУЗов. / 

И.И. Баврин. – М.: Физматлит, 2003. – 327 с. 

2. Бугров Я.С. Высшая математика: учебник для ВУЗов по инженер-

но-техническим специальностям. Т. 1. / Я.С.Бугров, С.М.Никольский. 

– М.: Дрофа, 2006. – 284 с. 

3. Демидович Б.П. Краткий курс высшей математики: учебное посо-

бие для ВУЗов. / Б.П.Демидович, В.А.Кудрявцев. – М.:Астрель АСТ, 

2005, 654 с. 

4. Дубровин Н.И. Задания к типовым расчетам по математике. / 

Н.И.Дубровин. - Владим. политехн. ин-т, Владимир, 1993, 64 с. 

5. Кузнецов Л.А. Сборник заданий по высшей математике: типовые 

расчеты: учебное пособие для втузов. / Л.А.Кузнецов. - М.: Высшая 

школа, 1983, 175с. 

6. Лунгу К.Н. Высшая математика. Руководство к решению задач: 

учебное пособие. / К.Н.Лунгу, Е.В.Макаров, под ред. В.Д.Кулиева. – 

М.: Физматлит, 2005, 213 с. 

7. Мантуров О.В. Курс высшей математики. Линейн. алгебра, аналит. 

геометрия, дифференц. исчисление функциий одной переменной: 

учебник для ВТУзов. / О.В.Мантуров.  – М.: Высшая школа, 1986, 

480с. 

8. Письменный Д.Т. Конспект лекций по высшей математике. Ч1. / 

Д.Т.Письменный. – М.: Айрис пресс, 2005. – 280 с. 
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