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ВВЕДЕНИЕ
Математика и информатика являются довольно мощными пластами современной культуры, определяющими развитие общества на основе формирования интеллектуального потенциала человека. Математика проникла практически во все области общественной деятельности. Это объясняется, во-первых, тем, что она способна создавать модели изучаемых явлений. А во-вторых, тем, что математика используется для обработки числовых данных (как средство расчета). 

Как наука математика имеет определенное математическое мировоззрение, однако для специалистов в области экономики, менеджмента, психологии и юриспруденции математика является, прежде всего, мощным инструментарием при проведении необходимых расчетов и исследований, а также фундаментом, на котором строится современное здание высшего профессионального образования. 
Первая часть учебного пособия «Математика» – состоит из семи глав. В них отражены следующие разделы курса: метод координат на плоскости и его простейшие приложения, прямая на плоскости, функции и пределы, производная и дифференциал, приложения производной, неопределенный интеграл, определенный интеграл и его приложения, функции нескольких переменных. 
В каждой главе приводятся краткие теоретические сведения, подробно рассмотрены примеры, задачи для самостоятельного решения и даны контрольные вопросы. 
Глава 1 
ВЕКТОРЫ И ИХ ГЕОМЕТРИЧЕСКИЕ
 ПРИЛОЖЕНИЯ 
1.1. Основные действия над векторами

Определение. 

Существуют скалярные величины: температура, масса, объем и т.д.

К векторным (направленным) величинам относятся, например, скорость, ускорение, сила.

Вектором называется такая величина, которая характеризуется направлением в пространстве и числом, измеряющим ее в некоторых единицах измерения.

Пусть даны две точки
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 и 
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. Символом 
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 обозначают вектор, модуль которого 
[image: image5.wmf]AB
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 равен длине отрезка 
[image: image6.wmf],
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 а направление вектора совпадает с направлением от 
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 до
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Два вектора называются равными, если:

a. их длины (модули) равны 
[image: image9.wmf]ab
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b. оба вектора имеют одинаковое направление в пространстве;
c. вектор, длина которого равна 1, называется единичным, или ортом.

[image: image1372.wmf]C

Суммой векторов 
[image: image10.wmf]АВ

uuur

 и 
[image: image11.wmf]BC
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 называется вектор 
[image: image12.wmf]AC
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 (рис. 1.1).
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Рис.1.1

Начало второго слагаемого вектора находится в конце первого. 

В механике сумму двух векторов определяют как диагональ  параллелограмма, построенного на слагаемых векторах (рис. 1.2).
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Рис.1.2

Сложение векторов подчиняется законам сложения чисел:

a. переместительному: 
[image: image16.wmf]abba
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;
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b. сочетательному: 
[image: image18.wmf](
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.
Можно находить сумму любого числа векторов, исходя из этих законов (рис. 1.3).
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Рис.1.3

Разностью 
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 двух векторов называется сумма вектора 
[image: image23.wmf]a

r

 с вектором –
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, противоположным  вектору 
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 (рис. 1.4).
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Рис.1.4
1.2. Скалярное произведение векторов

Скалярным произведением двух векторов 
[image: image27.wmf]a

r

 и 
[image: image28.wmf]b
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 называется произведение длин этих векторов на косинус угла между ними.
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 Если 
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, то их скалярное произведение равно 0. 
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,  так как 
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Рассмотрим векторы в пространстве декартовой системы координат (рис. 1.5). Выберем на осях координат единичные векторы 
[image: image35.wmf],,
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 – орты. Тогда каждый вектор определяется в этой системе через их проекции на оси OX, OY, OZ.
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Рис. 1.5
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Длина вектора определяется по формуле:
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Можно показать, что скалярное произведение двух векторов равно сумме произведений их одноимённых координат.
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Пример № 1.1.  Найти скалярное произведение векторов.
Решение.
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Пример № 1.2. Между точками 
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 получили два вектора 
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 и 
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. Найти их проекции и вычислить скалярное произведение 
[image: image52.wmf].

ACAB

×

uuuruuur

 
Решение. 
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Если векторы заданы своими координатами, то угол между векторами можно определить по формуле
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Пример № 1.3. Определить угол 
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 при  вершине 
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Рис. 1.6
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Решение.  
Найдем векторы  
[image: image66.wmf]AB
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 и 
[image: image67.wmf]AC

uuur

. Для этого из координат конца  вектора вычтем координаты начала.
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 следовательно 
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Замечание:

Если векторы параллельны, то их проекции пропорциональны:
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1.3. Векторное произведение векторов

Определение. 
Векторным произведением двух векторов 
[image: image75.wmf]a
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 и 
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 (рис. 1.7) называется такой вектор 
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, который

1. Перпендикулярен векторам 
[image: image78.wmf]a
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 и 
[image: image79.wmf]b
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2. Направлен в ту сторону, из которой кратчайший поворот от вектора 
[image: image80.wmf]a

r

 к вектору 
[image: image81.wmf]b
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 происходит в направлении против часовой стрелки, если смотреть из конца вектора с.
3. Модуль векторного произведения равен площади параллелограмма, построенного на этих векторах, как на сторонах.
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Рис.1.7
Свойства векторного произведения
1. При перестановке местами сомножителей векторное произведение меняет знак, а модули их равны.

Если 
[image: image84.wmf],
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 то 
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2. Скалярный множитель 
[image: image86.wmf]α

 можно вынести за знак векторного произведения.
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3. Векторное произведение обладает распределительным свойством, т.е. 
[image: image89.wmf](ab)cacbc
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 векторное произведение векторов, заданных своими проекциями.

Пусть даны вектор 
[image: image90.wmf]xyz
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 и вектор 
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можно доказать, что векторное произведение вычисляется определителем 3-го порядка.
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Так как модуль векторного произведения равен площади параллелограмма, построенного на этих векторах, то векторное произведение применяют для вычисления площадей.

Задача: № 1.4 Вычислить площадь 
[image: image93.wmf]ΔABC

 с вершинами в точках 
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Решение. 
Вектор 
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 имеет проекции: 
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Вектор 
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 имеет проекции:  

[image: image99.wmf]21;42;73;

xyz

bbb

=-=-=-

    
[image: image100.wmf]{

}

1;2;4.

AC

=

uuur



[image: image101.wmf]111

222

222

124

1

(244)(82)(2221).

2

парал

ijk

SSABAC

ijk

D==×==

=×---+×-×

r

rr

uuuruuur

r

rr


Площадь ( равна  1/2  площади параллелограмма, а ( 1/2 модуля векторного произведения  
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21414.

2

S

D=×=


Найти площадь S грани А1 А2 А3 (грань пирамиды).
Решим аналогичную задачу:

1. Даны декартовы прямоугольные координаты вершин пирамиды 
[image: image106.wmf]123
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.

Координаты точек: 
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Составим векторы 
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Найдем векторное произведение:
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 1.4. Векторно-скалярное произведение векторов 

Смешанным (векторно-скалярным) произведением трёх векторов называется число, абсолютная величина которого выражает объём параллелепипеда, построенного на этих векторах, как на рёбрах.
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обозначение смешанного произведения векторов.

Эти три вектора некомпланарны, т.е не лежат в одной плоскости. Поэтому, если 
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, то это необходимое и достаточное условие компланарности векторов.

Смешанное произведение векторов, заданных в координатах.

Если векторы 
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 заданы в координатах, т.е 
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 то смешанное произведение векторов вычисляется через определитель третьего порядка
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Пример № 1.5. 
Найти 
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rrur

.
Решение. 


[image: image124.wmf]342
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[image: image125.wmf]3(25(3))4(15(2))2(910)
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[image: image126.wmf]3284172(1)8468214

=-×+-=--=

.
Задача № 1.6
Найти объём V пирамиды, данной координатами вершин пирамиды А1(0, 1, 2), А2(4, 3, –2) , А3(–4, 5, 0).
Решение.
Можно доказать, что объём пирамиды равен 
[image: image127.wmf]1

6

 модуля векторно-скалярного произведения, составленного из трёх векторов-рёбер, выходящих из одной вершины.

Составим векторы 
[image: image128.wmf]121314
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[image: image129.wmf]{
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.
Найдём Vпирамиды:

[image: image130.wmf]121314
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[image: image131.wmf]4202(4)4(248)8086424

=×-×---=+-=

куб. ед.

[image: image132.wmf]Vпирамиды =
[image: image133.wmf]1

6

V параллелепипеда = 

[image: image134.wmf]121314
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куб. ед.

Задача № 1.7. 
Доказать компланарность векторов, проходящих через точки 
А(2, –1, –2), В(1, 2, 1), С(2, 3, 0), D(5, 0, –6). 

Решение.
Векторы компланарны, если они лежат в одной плоскости (рис. 1.8). Тогда объём параллелепипеда, построенного на этих векторах равен 0, т.е. смешанное произведение равно 0.

  Составим векторы 
[image: image135.wmf],,

ABACAD

uuuruuuruuur


[image: image136.emf]


Рис.1.8

[image: image137.wmf]{

}

{

}

12,2(1),1(2)1,3,3

AB

=-----=-

uuur

,

[image: image138.wmf]{
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,

[image: image139.wmf]{

}

{

}

52,0(1),6(2)3,1,4

AD

=------=-

uuur

.
Смешанное произведение векторов.


[image: image140.wmf]133
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        =(–1)( –16 – 2) – 3(0 – 12)=18+18 – 36 = 0.
Контрольные вопросы:

Что называется вектором?

Как определяются координаты вектора и его длина?

Что такое орт?

Приведите примеры коллинеарных векторов.

Что такое скалярное произведение векторов?

Чем определяется векторное произведение векторов?

Что определяет векторно-скалярное произведение векторов?

Какие вектора называются компланарными?
Сформулируйте необходимое и достаточное условие компланарности векторов.

Контрольные задания

Даны векторы 
[image: image141.wmf]1

(2;4)

a
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uur

 и 
[image: image142.wmf]2

(3;1)

a

=

uur

. Найти 
[image: image143.wmf]12
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; 
[image: image144.wmf]12
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; 
[image: image145.wmf]12
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.

 Даны точки А(3; –1), В(0; –5) и С(–2; 1). Найти 
[image: image146.wmf];;
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[image: image147.wmf];
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[image: image148.wmf];;230,5.
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3.* Даны точки А(4; 0), В(–1; 3) и С(5; 7). Найти 
[image: image149.wmf]АС

uuur

; 
[image: image150.wmf];;
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uuuruuur

  
[image: image151.wmf];
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[image: image152.wmf]АВВС

-
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;  
[image: image153.wmf]325.
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4. Найти длины векторов 
[image: image154.wmf](5;26),
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=
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[image: image155.wmf](5;7),

b

=-

r

  
[image: image156.wmf](6;8),

c

=-

r



 EMBED Equation.DSMT4 [image: image157.wmf](7;7).
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5. Даны точки А(3; 5); В(–3; 3); С(5; –8). Найти длины векторов 
[image: image158.wmf];
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uuur

 
[image: image159.wmf];

ВС

uuur

 
[image: image160.wmf]АС

uuur

.

6.** Дан треугольник с вершинами А(7; 7), В(4; 3), С(3; 4). Найти его периметр.

7. Найти сумму векторов 
[image: image161.wmf]a

r

 и 
[image: image162.wmf]b

r

, если 
[image: image163.wmf](

)

1;3;2,

a

=--

r

 
[image: image164.wmf](

)

3;6;1.

b

=-

r


8. Найти разность векторов 
[image: image165.wmf]a

r

 и 
[image: image166.wmf]b

r

, если
[image: image167.wmf](

)

5;3;2,
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[image: image168.wmf](

)

1;0;1.

b
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r


9. Дан вектор 
[image: image169.wmf](

)

3;2;7.
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  Найти 
[image: image170.wmf]5;3.
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10. Вектор задан точками 
[image: image171.wmf](

)

3;5;0

A

-

 и 
[image: image172.wmf](

)

2;3;1

B

-

. Найти: 
[image: image173.wmf]3,0,5.
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11.* Векторы заданы точками A(–3; 5; 0), B(–1; 4; 2), C(0; –3; 5), D(6; –7; 8). Найти: 
[image: image174.wmf];

ABBC

+

 
[image: image175.wmf];

ACDC

-

 
[image: image176.wmf]2;

AB

 
[image: image177.wmf]3;

CD

-

 
[image: image178.wmf]3;

CD

-

 
[image: image179.wmf]0,5;

BD

 
[image: image180.wmf]324.
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12.* Вычислить длины векторов 
[image: image181.wmf](

)

5;3;2;

a

=-

r

 
[image: image182.wmf](

)

2;3;1;

b

=-
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[image: image183.wmf](

)

0;12;5;

c

=

r

 
[image: image184.wmf](

)

5;7;2.

d
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r


13. Вычислить длину вектора, заданного координатами своих начала и конца вектора: 

a. A(5; 3; –1), B(4; 5; 1);     b. C(3; –2; –5), D(7; 6; –1).

14.** Найти  периметр  треугольника с вершинами:

A(3; –2; 8), B(–1; 3; –3), C(5; 1; –7).

15. Заданы векторы, такие что 
[image: image185.wmf]||2

a

=

r

, 
[image: image186.wmf]||7

b

=

r

, а угол между ними равен 
[image: image187.wmf]30

°

. Найти 
[image: image188.wmf](3)(3)
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rr
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.

16.* Заданы векторы, такие что 
[image: image189.wmf]||3

a

=

r

, 
[image: image190.wmf]||4

b

=

r

, а угол между ними равен 
[image: image191.wmf]60

°

. Найти 
[image: image192.wmf]2

()

ab

+

r

r

; 
[image: image193.wmf](35)2

aba

-×

r

rr

.
17. Найти скалярное произведение векторов, заданных своими координатами на плоскости:

	a. 
[image: image194.wmf]a

r

= (5; 7),
    
[image: image195.wmf]b

r

= (4; 3);

b. 
[image: image196.wmf]a

r

= (2; 0),
    
[image: image197.wmf]b

r

= (–3; –7);
	c. 
[image: image198.wmf]a

r

= (–3; 5),
    
[image: image199.wmf]b

r

 = (16; 1);

d. 
[image: image200.wmf]a

r

= (–3; 1),
    
[image: image201.wmf]b

r

= (1; –3);
	e. 
[image: image202.wmf]a

r

= (5; –7),
    
[image: image203.wmf]b

r

= (7; 5);

f . 
[image: image204.wmf]a

r

= (2; 0),
    
[image: image205.wmf]b

r

= (0; –3).


18. Найти угол между векторами, если: 

	a. 
[image: image206.wmf]a

r

=(4; 0) и 
[image: image207.wmf]b

r

=(2; –2);

b. 
[image: image208.wmf]a

r

=(5; –3) и 
[image: image209.wmf]b

r

=(3; 5);
	c. 
[image: image210.wmf]a

r

 = (–2; 3) и 
[image: image211.wmf]b

r

= (9; 12);

d. 
[image: image212.wmf]a

r

 = (–2; 3) и 
[image: image213.wmf]b

r

= (4; –1).


19. Найти угол между векторами 
[image: image214.wmf]AB

uuur

 и 
[image: image215.wmf]BC

uuur

, если А(1; 6),
 В(1; 0), С(–2; 3).

20.* Найти углы треугольника с вершинами А(6; 7), В(3; 3), С(1; –5). 

21. Найти скалярное произведение векторов, заданных своими координатами в пространстве:

	a. 
[image: image216.wmf]a

r

= (1; –3; 6), 
[image: image217.wmf]b

r

= (–2; 4; 0);

b. 
[image: image218.wmf]a

r

= (0; –3; 5), 
[image: image219.wmf]b

r

= (1; –1; –4);

c. 
[image: image220.wmf]a

r

= (2; –5; 3), 
[image: image221.wmf]b

r

= (–1; 7; –2);
	d. 
[image: image222.wmf]a

r

= (2; 6; 5), 
[image: image223.wmf]b

r

= (5; –4; –2);

e. 
[image: image224.wmf]a

r

= (5; –5; 8), 
[image: image225.wmf]b

r

= (–4; 5; 2);

f. 
[image: image226.wmf]a

r

= (–3; 3; –2), 
[image: image227.wmf]b

r

= (6; 1; –6).


22. Найти  угол  между  векторами  
[image: image228.wmf]AB

uuur

 и 
[image: image229.wmf]BC

uuur

, если 
А(–1; 2; 5), В(1; –4; 3), С(2; 5; 3).

23.* Даны точки А(1; 0; –2), В(4; 3; 7), С(2; –3; 5), D(–1; 6; 0). Найти угол между векторами:

	а) 
[image: image230.wmf]AB

uuur

 и 
[image: image231.wmf]СD

uuur

;
	б) 
[image: image232.wmf]AC

uuur

 и 
[image: image233.wmf]BD

uuur

.


24.* Найти углы треугольника с вершинами в точках
А(2; –2; 0), В(7; –3; 1), С(1; –1; 5). 

25.** Определить при каком значении m векторы 

[image: image234.wmf]a

r

(m; –3; 2) и 
[image: image235.wmf]b

r

(1; 2; –m) взаимно перпендикулярны.

Глава 2  
ПРЯМАЯ НА ПЛОСКОСТИ
2.1. Уравнение прямой на плоскости,
 различные виды уравнений 

Угол между прямыми.

 На координатной плоскости XOY положение прямой определяется углом α, где α – угол наклона прямой к оси OX и отрезком “b”, который они отсекают на оси OY.
Чтобы написать уравнение этой прямой, возьмём на ней произвольную точку М(x,y) и найдём соотношение между её координатами (см. рис. 2.1). Из треугольника BMС имеем: 
[image: image236.wmf]tg

α

MC

BC

=

 или в координатной форме: 
[image: image237.wmf]tg

α;

yb

x

-

=

 
[image: image238.wmf]tg

α

– угловой коэффициент прямой, обозначается k. Отсюда 
[image: image239.wmf]yb

k

x

-

=

 или 
[image: image240.wmf]ybkx

-=

 => y = kx + b – получили уравнение прямой с угловым коэффициентом.

1. Уравнение прямой через данную точку (см. рис. 2.1)

[image: image241.emf]


Рис. 2.1
Возьмем на прямой точки M(x, y), M1(x1, y1).

Составим треугольник 
[image: image242.wmf]D

MM1C. Из него получим:

[image: image243.wmf]1

tg

α

CM

k

MC

==

 (1). 
CM = y – y1, M1C = x – x1 подставим (1) 
[image: image244.wmf]1

1

yy

k

xx

-

=

-

 или 
y – y1 = k(x – x1) – уравнение через точку M1 (см. рис. 2.2).
[image: image245.emf]


Рис.2.2
2. Уравнение прямой, проходящей через 2 точки М1 и М2 можно вывести аналогично из подобия треугольников 
[image: image246.wmf]D

ММ1D и 
[image: image247.wmf]D

М1М2C
    
[image: image248.wmf]1

21

MD

DNM

CMMC

=

 или 
[image: image249.wmf]11

2121

yyxx

yyxx

--

--

 (см. рис. 2.3).
[image: image250.emf]


Рис. 2.3
3. Общий вид уравнения прямой.

Замечаем, что все полученные уравнения обладают тем свойством, что  во все уравнения координаты текущей (произвольной) точки M(x, y) входят линейно, т.е. в 
[image: image251.wmf]I

степени.

Все эти уравнения являются частным случаем уравнения вида: Ax + By + C = 0, где A, B, C – произвольные постоянные числа.

Построим прямую по её общему уравнению.

Задача 2.1: Построить прямую по её общему уравнению 
3x – 4y + 12=0. 
Решение.
В декартовой системе координат найдём две точки, через которые проходит эта прямая.

Положим 
[image: image252.wmf]x = 0, – 4 + 12 = 0 => y = 3, точка М1(0, 3).
Теперь y = 0,3x + 12 = 0 => x = – 4, точка М2(–4, 0).
Если А = 0, By + C = 0, y = –
[image: image253.wmf]C

B

 – прямая, параллельная оси OX.

Если В = 0, Ax + C = 0, x = – 
[image: image254.wmf]C

A

– уравнение прямой, параллельной оси OY.

Если С = 0, Ax + By = 0, y = –
[image: image255.wmf]A

B

– уравнение прямой, проходящей через начало координат (см. рис. 2.4).
[image: image256.png]



Рис.2.4
2.5. Угол между прямыми

Пусть на плоскости XOY даны две непараллельные прямые. Эти прямые пересекаясь, образуют 2 угла в точке М. Определим угол φ между І и ІІ прямыми, если даны их уравнения с угловыми коэффициентами y = k1 x + b1 и y = k2x + b2. По чертежу видим, что α2 – внешний угол. Угол α равен сумме двух внутренних углов этого треугольника не смежных с ним (см. рис. 2.5).

[image: image257.wmf]21
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отсюда 
[image: image258.wmf]21

φαα
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. 
Найдём tg этих выражений: 

[image: image259.wmf]21
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[image: image260.wmf]11
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, 
[image: image261.wmf]22
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. 
Получим формулу: 
[image: image262.wmf]21
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.
[image: image263.emf]


Рис. 2.5

Задача 2.2. Найти угол между прямыми 2x + 3y – 1 = 0 и 
x – 3y + 5 = 0.
Решение. 
Приведём уравнение к уравнению с угловыми коэффициентами


[image: image264.wmf]2
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[image: image265.wmf]21
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Замечание. 
Определим условие перпендикулярности и параллельности прямых из формулы 
[image: image266.wmf]21

12

tg

1

kk

kk

-
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+

.

Если прямые перпендикулярны, то 
[image: image267.wmf],atg

22

pp

j=

 не существует. Дробь не существует, когда знаменатель её равен 0, т.е. 1 + k1k2 = 0 или k1 k2 = –1, k1=
[image: image268.wmf]2

1

k

-

– условие перпендикулярности.

Если прямые параллельны, то 
[image: image269.wmf]0,tg00

a

j==

, следовательно дробь должна быть равна 0, а это возможно если 
[image: image270.wmf]21
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-

=0, т.е. 
[image: image271.wmf]21
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=


Задача 2.3. Дана прямая 3x – 4y + 4 = 0. 

Найти уравнение прямой, проходящей через точку М(2, –1)

a. перпендикулярной к данной;  
b. параллельной ей.
Решение. 
Приведём уравнение к уравнению с угловым коэффициентом

– 4y = –3x – 4, y =
[image: image272.wmf]3

1

4

x

+

, k = 
[image: image273.wmf]3

4

.
Из условия параллельности k1=
[image: image274.wmf]3

4

. Тогда используя уравнение прямой через данную точку y – y1 = k (x – x1)

b. y + 1 = 
[image: image275.wmf]3

(2)

4

x

-Þ

4 y + 4 = 3 x – 6 
[image: image276.wmf]Þ

 3x – 4y – 10 = 0.
a. Если k = 
[image: image277.wmf]3

4

, по условию перпендикулярности 

[image: image278.wmf]4

1(2);

3
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+=-


[image: image279.wmf]3348;

yx

+=-+

 
[image: image280.wmf]4350

xy

+-=

.
Задача 2.4. Даны 3 точки А(3; –13), В(21; –1), С(10; –4). Проверить, что эти 3 точки не лежат на одной прямой, т.е. образуют треугольник.
Решение. 
Найдем уравнения всех сторон треугольника по формулам уравнения прямых через 2 точки.
Уравнение АВ: А(3; –13), В(21; –1)
 
[image: image281.wmf];
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[image: image282.wmf]313
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[image: image283.wmf]313
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2x – 6 = 3y + 39 => 2x – 3y – 45=0.
Уравнение ВС: В(21; –1), С(10; –4)


[image: image285.wmf];
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3x – 11y – 74 = 0.
Уравнение AС: С(10; –4), A(3; –13)


[image: image288.wmf];
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9x – 27 = 7y + 91;   9x – 7y – 118 = 0.
Cтроим эти точки в системе координат. По уравнению линий, видим, что угловые коэффициенты их различны и точка А не принадлежит прямой ВС.
А(3; –13) уравнение ВС: 3х – 11у – 74 = 0.
3
[image: image291.wmf]×

3 – 11
[image: image292.wmf]×

(–13) –74
[image: image293.wmf]¹

0, следовательно, прямые образуют треугольник.
Найдем 
[image: image294.wmf]Ð

С между АС и ВС
АС: 9х – 7у – 118 = 0,    k
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BC: 3x – 11y – 74 = 0,    k
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Пусть k
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.
Задача 2.6. Вычислить периметр треугольника.

Решение.

Найдем расстояние между точками А и В, В и С, С и А.
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2.7.  Расстояние от точки до прямой. 
Вывод нормального  уравнения прямой
Предположим, что в общем уравнении прямой Ах + Ву + С = 0 выполняется условие А
[image: image316.wmf]2

+ В
[image: image317.wmf]2

= 1. Геометрически это означает (см. рис. 2.7).
[image: image318.emf]


Рис. 2.7
Если провести из начала координат на прямую вектор, то его длина равна 1 (см. рис. 2.7). Вектор 
[image: image319.wmf]n
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 – нормальный (перпендикулярный) единичный вектор прямой, где А и В – проекции этого вектора на оси ОХ и ОУ. В этом случае уравнение называем нормальным и записывается так: А
[image: image320.wmf]0

х + В
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у + С
[image: image322.wmf]0

=0. Любое другое уравнение прямой (общее) приведем к нормальному виду, если разделим его левую часть на 
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 является нормирующим множителем. Иногда это уравнение записывается так:
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(φ – угол наклона нормального вектора к оси ОХ)
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 – длина вектора 
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Найдем расстояние от т. 
[image: image330.wmf](
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 до прямой Ах + Ву + С = 0. Приведем уравнение прямой к нормальному виду. Для этого умножим на 
[image: image331.wmf]22
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Тогда 
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. Вектор 
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 – вектор расстояния от т. 
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 до прямой. Длина вектора 
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(рис. 2.7).
Следовательно, 
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 – расстояние от т. М до прямой Ах + Ву + С = 0 или 
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Задача № 2.7. Найти расстояние от т. М(–1; 2) до прямой 5х + 12у +  8 = 0. 
Решение.
Приведем уравнение прямой к нормальному виду, умножив его на нормирующий множитель 
[image: image349.wmf]22
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Подставим х = –1, у = 2 в уравнение
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Задача 2.8.  Составить уравнение биссектрисы угла для двух прямых 3х – 4у + 12 = 0 и 12х + 5у – 7 = 0 (см. рис. 2.8).
[image: image352.emf]


Рис. 2.8
Решение.
Выберем на биссектрисе произвольную т.
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. Найдем расстояние d1 и d2 до прямых 
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Свойство точек, лежащих на биссектрисе – равноудаленность от прямых – используем для получения уравнения биссектрисы 
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 – искомое уравнение биссектрисы I и 
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 – уравнение II биссектрисы. По чертежу можно определить искомую прямую.
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если 
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 – координаты точек, пересечения с осями совпадают с найденными. Следовательно, искомая биссектриса имеет уравнение:
[image: image370.wmf]00
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 – биссектриса угла.

Глава 3

ПЛОСКОСТЬ И ПРЯМАЯ  
В ПРОСТРАНСТВЕ
3.1. Уравнение плоскости в пространстве

Рассмотрим в пространстве декартовой системы координат плоскость, проходящую через произвольную точку M(x, y, z) и перпендикулярную некоторому вектору 
[image: image371.wmf]{
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(см. рис. 3.1).
Возьмем на плоскости произвольную точку 
[image: image372.wmf]1111
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 и построим вектор 
[image: image373.wmf]1
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. Полученный вектор 
[image: image374.wmf]1

MM

uuuuur


[image: image375.wmf]N
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 (по свойству: прямая 
[image: image376.wmf]^

 к плоскости, перпендикулярна любой прямой в этой плоскости). Условие перпендикулярности векторов – их скалярное произведение = 0, 
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, вектор 
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 – (из координат конца вычесть координаты начала).
[image: image381.emf]


Рис.3.1
Отсюда: 
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 – условие I или 
[image: image385.wmf]111
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, т.к. 
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 – постоянное число, обозначим его D. Ax + By + Cz + D = 0 – получим общее уравнение плоскости, где А, В, С – проекции нормального вектора плоскости 
[image: image387.wmf]{
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Задача 3.1. Записать уравнение плоскости, проходящей через т. 
[image: image388.wmf]1
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 перпендикулярно к вектору 
[image: image389.wmf]{
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.
Решение. 
1(x – 2) + 2(y + 1) – 4(z – 3) = 0 
[image: image390.wmf]Þ

x + 2y – 4z + 12 = 0, уравнение искомой плоскости.

Задача 3.2. Написать уравнение плоскости, проходящей через M(2, 1, –2) параллельно плоскости 
[image: image391.wmf]p

: 
[image: image392.wmf]3412120
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.
Решение.   
Т.к. плоскости параллельны, то их нормальные векторы коллинеарны, т.е. 
[image: image393.wmf]1
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{–3, –4, –12} – вектор первой плоскости 
[image: image394.wmf]p

 коллинеарен 
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 для искомой плоскости. Возьмем вектор 
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, т.е. 
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={–3, –4, –12}, т.к. коэффициент соответственных координат может равен 1.

Тогда уравнение плоскости запишется: 
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3.2. Уравнение плоскости, проходящей 
через три данные точки

Пусть плоскость проходит через 3 данные точки, не лежащие на одной прямой: 
[image: image401.wmf]1
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. Любая произвольная точка M(x, y, z) образует с данными векторы 
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 – лежащие в одной плоскости – т.е. векторы компланарны (см. рис. 3.2). 
[image: image408.emf]


Рис. 3.2
 Условие их компланарности будет векторным уравнением плоскости:
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Запишем это уравнение в координатной форме, используя условие компланарности векторов, заданных в проекциях.
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Задача 3.3.  Записать уравнение плоскости грани 
[image: image411.wmf]h

 пирамиды, проходящей через т. 
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Решение. 
Образуем векторы, лежащие в плоскости 
[image: image416.wmf]p

. Возьмем произвольную точку M(x, y, z). Тогда получаем уравнение через определитель III порядка:
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Раскроем определитель
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 (сокращаем на –4)
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  –  уравнение плоскости 
[image: image424.wmf]p

.
3.3. Нормальное уравнение плоскости. 
Расстояние от точки до плоскости
Аналогично тому, как выводится нормальное уравнение прямой из общего уравнения, так же получается и нормальное уравнение плоскости.

По аналогии запишем:
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 – общее уравнение плоскости, тогда нормирующий множитель: N = 
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[image: image431.wmf]coscoscos0

xyzp

a+b+g+=

 – нормальное уравнение плоскости.

Углы , β, γ – углы образованные нормальными векторами с осями координат.

Расстояние от точки до плоскости рассчитывается по формуле:

d=
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Задача 3.4. Дана плоскость 
[image: image433.wmf]48260
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 и точка (1, 0, 0). Найти расстояние от точки до плоскости.

Решение.
d=
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3.4. Угол между плоскостями

Если даны две плоскости уравнениями:
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то их нормальные векторы 
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Задача 3.4. Определение угла между плоскостями сводится к нахождению угла между векторами (см. рис. 3.3).
[image: image444.emf]


Рис.3.3
Решение. Перенесем 
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 в любую точку пространства и определим φ по скалярному произведению двух векторов
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Условие перпендикулярности двух плоскостей 
[image: image449.wmf]cos0
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3.5. Прямая в пространстве

1. Каноническое уравнение прямой (см. рис. 3.4.).
Пусть прямая проходит через т. 
[image: image452.wmf]1

M

 параллельно данному вектору 
[image: image453.wmf]S
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Напишем уравнение этой прямой. Для этого возьмем на ней произвольную т. M(x, y, z). Составим вектор 
[image: image454.wmf]1
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[image: image457.emf]


Рис.3.4

Этот вектор будет коллинеарен вектору 
[image: image458.wmf]S
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. По условию коллинеарности векторов можно записать
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 – это уравнение называется каноническим уравнением прямой в пространстве.

Вектор 
[image: image460.wmf]S
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{m, n, p} называется направляющим вектором этой прямой. Если 
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 – единичный вектор, т.е. 
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 – углы образуемые вектором 
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 с осями Ox; Oy; Oz.

2.  Параметрическое уравнение прямой.

Положим в канонических уравнениях отношения равными t –  параметру
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	– получим параметрическое уравнение прямой


Здесь 
[image: image473.wmf]111

,,

xyz

 – координаты точки 
[image: image474.wmf]1

M

, а m, n, p – проекции  направляющего вектора 
[image: image475.wmf]S

ur

.
Задача 3.5. Составить каноническое и параметрическое уравнение прямой, проходящей через т. M(1, 2, 3) и параллельно вектору 
[image: image476.wmf]S

ur

{2, –7, 10}.
Решение.
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 – каноническое уравнение.
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 – параметрическое уравнение прямой.
3.  Уравнение прямой, проходящей через 2 точки.

Пусть прямая проходит через 2 точки: 
[image: image482.wmf]1111
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Mxyz

 и 
[image: image483.wmf]2222
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Mxyz

.
Составим вектор 
[image: image484.wmf]S

ur

, лежащий на прямой
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 – это направляющий вектор прямой. Тогда можно записать уравнение прямой через 2 точки
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Задача 3.6. Составить уравнение ребра 
[image: image487.wmf]14
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 пирамиды с вершинами 
[image: image488.wmf]1
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Решение.
Используем уравнение прямой, проходящей через 2 точки 
[image: image492.wmf]1
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 и 
[image: image493.wmf]4

A



[image: image494.wmf]1

(2,0,2)

A

-

, 
[image: image495.wmf]4

(2,10,8)

A

---



[image: image496.wmf]20222

22100824106

xyzxyz

--+-+

==Þ==

-----+---

.
Здесь {–4, –10, –6} – координаты направляющего вектора прямой – ребра пирамиды 
[image: image497.wmf]14
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.

Контрольные вопросы

Чем определяется угловой коэффициент прямой?
Каким образом определяется расстояние от точки до плоскости?
Как определить угол между двумя плоскостями?

Сформулируйте условие параллельности и перпендикулярности плоскостей.

Приведите вывод канонического уравнения прямой.
Что такое направляющий вектор прямой?

Контрольные задания

1. Составить уравнение прямой, проходящей через точку 
В(5; 3) и имеющий нормальный вектор 
[image: image498.wmf]n

r

= (5; 0).

2. Составить уравнение прямой, проходящей через точку 
С(–3; 3) и имеющий нормальный вектор 
[image: image499.wmf]n

r

= (–3; 2).

3.** Составить уравнение высоты BD в треугольнике с вершинами А(7; 0), В(3; 6), С(–1; 1).

4.* Составить  уравнения  диагоналей ромба, заданного точками А(2; 2), В(3; 5), С(4; 2), D(3; –1).

5. Составить  уравнения  сторон  квадрата,  заданного  точками А(1; 1), В(4; 2), С(5; –1), D(2; –2).

6.** Треугольник задан точками А(5; 2), В(–1; –4), С(–5; –3). Составить уравнение прямой, проходящей через точку В параллельно АС.

7. Составить уравнения прямых, заданных двумя точками:

	a.
	А(1; 3), В(4; 1);
	d.
	P(0; 0), Q(–3; 5);

	b.
	С(–1; 5), D(3; –7);
	e.
	А(3; –5), В(3; 7);

	c.
	М(–3; 0), N(0; 5);
	f.
	C(7; –1), D(–1; –1).


8.* Составить уравнения сторон треугольника с вершинами А(–1; 2), В(5; 3), С(4, –2).

9.* Составить  уравнения  диагоналей квадрата ABCD, заданного точками А(1; 1), В(4; 2), С(5; –1), D(2; –2).

10. Указать, какая пара уравнений соответствует параллельным прямым:

	a.
	2x – 3y + 5 = 0,

6x – 9y + 1 = 0;
	d.
	3x + 2y + 3 = 0,

3x – 2y – 1 = 0;

	b.
	5x – y + 4 = 0,

10x – 2y + 1 = 0;
	e.
	6x + 10y + 1=0,
3x + 5y = 0;

	c.
	6x – 3y – 1 = 0,

2x – 5y + 5 = 0;
	f.
	6x – 3y + 7 = 0,

2x + y + 1 = 0.


11. Указать, какая пара уравнений соответствует перпендикулярным прямым:

	a.
	2x + 3y – 7 = 0,

3x – 2y = 0;
	c.
	6x – 4y + 7 = 0,

8x – 12y – 1 = 0.

	b.
	5x – 2y + 1 = 0,

4x + 10y – 1 = 0;
	
	


12.** Составить  уравнение  высоты  AD  треугольника, заданного точками A(–5; 3), B(3; 7), C(4; –1).

Глава 4
ВВЕДЕНИЕ В АНАЛИЗ
4.1. Предел последовательности. Предел функции

1. Числовой последовательностью называется функция 
[image: image500.wmf](
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, определённая на множестве натуральных чисел. Каждое значение
[image: image501.wmf]n

x

называется элементом последовательности, а число n – его номером.
Обозначают: 
[image: image502.wmf]{
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 или 
[image: image503.wmf](
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2. Число а называют пределом последовательности 
[image: image504.wmf]{
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, если для любого 
[image: image505.wmf]E

>0 существует такое натуральное число N, что при всех 
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выполняется неравенство
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Обозначают: 
[image: image508.wmf]lim;
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3. Неравенство (*) равносильно неравенствам 
[image: image509.wmf]n
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 или 
[image: image510.wmf].
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4. Последовательности, имеющие предел, называются сходящимися; если нет предела – расходящимися.

5. Из определения предела последовательности следует, что предел постоянной равен этой постоянной:
 
[image: image511.wmf]lim().
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6. Бесконечно малой последовательностью называется 
[image: image512.wmf]{
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, предел которой равен нулю, т.е. 
[image: image513.wmf]lim0
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Для двух бесконечно малых последовательностей 
[image: image514.wmf]{
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и 
[image: image515.wmf]{
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– сумма, разность и произведение тоже является бесконечно малыми последовательностями.

1. Последовательность 
[image: image516.wmf]{
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 называется бесконечно большой, если для любого числа 
[image: image517.wmf]0

e>

существует такой номер N, что при всех n > N выполняется неравенство:
[image: image518.wmf]n
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, при этом случае пишут 
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2. Число b называется пределом функции 
[image: image520.wmf](
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[image: image521.wmf]xa
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, если для любого числа 
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 существует такое 
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, что при всех 
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, удовлетворяющих условию 
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 выполняется неравенство 
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)

fxb

-<e

.
Обозначение предела 
[image: image527.wmf](
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Если 
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Пусть 
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 – функции, одновременно обращающиеся в ноль, при 
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Отношение 
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 теряет смысл при 
[image: image542.wmf]xa
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. Тогда говорят, что функция 
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 в точке 
[image: image544.wmf]a

 имеет неопределенность 
[image: image545.wmf]0

0

. 
Предел указанного отношения может существовать. Задача отыскания предела 
[image: image546.wmf](
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 называется раскрытием неопределенности вида 
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Если при 
[image: image548.wmf]xa
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 функции 
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 стремятся к 
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, то говорят, что в точке 
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 функция 
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 имеет неопределенность вида 
[image: image554.wmf]¥
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. Данная задача раскрытия неопределенности вида 
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 называется отыскания предела 
[image: image556.wmf](

)

(

)

lim

xa

fx

x

®

j

 при условии, что 
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Задача 4.1.  В каких границах меняется 
[image: image559.wmf]x

, если 
[image: image560.wmf]1

x
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 < 3?

Решение. 
Неравенство |x–1| < 3 ~ –3 < x – 1 < 3, 
откуда 1 – 3 < x < 3 + 1; таким образом, – 2 < x < 4.

Задача 4.2. Показать, что последовательность 
Xn = 
[image: image561.wmf]1

n

(n = 1, 2, …) принимает значение: 1, 
[image: image562.wmf]1
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, 
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, 
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Решение.
Пусть 
[image: image565.wmf]e

= 0,001. Неравенство 
[image: image566.wmf]1

n

 < 
[image: image567.wmf]1
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 будет иметь место, когда n > 1000 
[image: image568.wmf]Þ

 N = 1000. Возьмём произвольное 
[image: image569.wmf]e

> 0 Покажем, что начиная с которого значения n, выполняется неравенство (*). В данном случае Yn= 
[image: image570.wmf]1
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 и a = 0.
Неравенство |
[image: image571.wmf]1
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–0| < 
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 будет выполнятся, когда n > 
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. В качестве числа N можно взять меньшее из двух целых чисел, между которыми заключено 
[image: image576.wmf]1
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Таким образом, для любого 
[image: image577.wmf]e

> 0 можно указать такое N, что для всех n > N выполняется неравенство 
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[image: image579.wmf]e

. Это означает, что Xn имеет пределом нуль, т.е. 
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[image: image581.wmf]1

n

 = 0.

Задача 4.3. Найти предел 
[image: image582.wmf](
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Решение. 
На основании свойств пределов получим 
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Замечание.

 Предел многочлена 
[image: image584.wmf](
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 при x
[image: image585.wmf]®

a, достаточно вычислить 
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Задача 4.4. Найти предел 
[image: image588.wmf]4
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Решение: 
На основании свойств пределов исходим:


[image: image589.wmf]
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Задача 4.5. Найти 
[image: image591.wmf]2
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Решение. 
Числитель и знаменатель данной функции при х = 3 образуется в нуль (неопределенность вида 
[image: image592.wmf]0

0

). Преобразуем данное выражение, разложив числитель на множители и сократив на 
х – 3
[image: image593.wmf]¹
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Задача 4.6. Найти предел 
[image: image595.wmf]432
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Решение. 

При х = 1 числитель и знаменатель обращаются в нуль. Разложим на множители
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 – путем деления на х – 1 сокращается числитель и знаменатель на (х – 1)
[image: image598.wmf]¹

0 и переходя к пределу получаем
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Замечание.
Чтобы раскрыть неопределённость вида 
[image: image600.wmf]0

0

, заданную отношением двух многочленов, необходимо предварительно и в числителе и в знаменателе выделить приблизительный множитель (т.е. множитель равный нулю при предельном значении 
[image: image601.wmf]X

), сократить на него выражение и затем перейти к пределу.

Задача 4.7. Найти предел 
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Решение.
При 
[image: image603.wmf]x
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 числитель и знаменатель неограниченно увеличиваются (неопределённость вида
[image: image604.wmf]¥

¥

). Чтобы найти предел, преобразуем данную дробь, разделив числитель и знаменатель на старшую степень 
[image: image605.wmf]x

, т.е. на 
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Здесь 
[image: image608.wmf]9

lim0

x

x

®¥

=

, 
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Задача 4.8. Найти предел 
[image: image611.wmf]2
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Решение. 
Разделим числитель и знаменатель на 
[image: image612.wmf]3

x

, т. е. на старшую степень 
[image: image613.wmf]y

, и перейти к пределу, получим
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Замечание.

Чтобы раскрыть неопределенность вида 
[image: image615.wmf]¥

¥

, заданную отношением двух многочленов, необходимо предварительно и в числителе и в знаменателе выделить критический множитель (т.е. множитель равный нулю при предельном значении x), сократить на него выражение и затем перейти к пределу.

Задача 4.9. Найти предел 
[image: image616.wmf]2
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Решение.

 Заметим, что при х = 3 числитель и знаменатель обращаются в нуль. Знаменатель содержит иррациональное  выражение  
[image: image617.wmf]1
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. Избавимся от иррациональности, умножив числитель и знаменатель на (
[image: image618.wmf]12
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) и перейдем к пределу:
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(3)(12)(33)(312)24.

lim

x

xx

®

=+++=+++=


Замечание.

Чтобы раскрыть неопределенность вида 
[image: image622.wmf]0

0

, в которой числитель и знаменатель содержат иррациональность необходимо предварительно избавиться от иррациональности.

4.2.  Число e, 
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Числом e называется предел
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е – число иррациональное, е ≈ 2,71828… Число е бывает полезно при раскрытии неопределенности вида 
[image: image627.wmf]1
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Если угол α выражен в радианах, то 
[image: image628.wmf]0
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Задача 4.10. Найти предел 
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Решение.
 При n→∞  
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  получаем неопределенность вида 
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Если n→∞, то α→0. На основании свойства пределов 
[
[image: image634.wmf](())())

(lim

lim

nn

xa

xa

fxfx

®

®

=

] и (1) получаем 


[image: image635.wmf]311

333

000

3

(1)(1)[(1)][(1)]

е.

limlimlimlim

n

n

n

aaa

®¥a®a®a®

+=+a=+a=+a=


Задача 4.11. Найти предел 
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Решение. 
Имеет место неопределенность 
[image: image637.wmf]1
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т.к.  α→0, то  
[image: image639.wmf]2
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Задача 4.12. Найти предел 
[image: image640.wmf]0
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Решение. 
Способ 1.  При x = 0 числитель и знаменатель обращаются в нуль. Чтобы раскрыть эту неопределенность, положим 3х = α, тогда х = α/3; если x→0, то α→0. Подставив в условие данные равенства и используя формулу (2), получим 
[image: image1374.wmf]B


Способ 2.  Умножим числитель и знаменатель на 3, получим:

[image: image641.wmf]000

sin33sin3sin3

3313.

limlimlim

33

xxx

xxx

xxx

®®®

===×=


Задача 4.13.  Найти предел 
[image: image642.wmf]2
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Решение. 
Здесь имеем неопределенность вида 
[image: image643.wmf]0
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. Для ее раскрытия применим формулу (1). 
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Задача 4.14. Найти предел 
[image: image645.wmf]0
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Решение. 
При данном x числитель и знаменатель дроби обращаются в нуль. Знаменатель содержит иррациональность. Освободимся от иррациональности и воспользуемся (1).
 Имеем 
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Задача 4.15. Используя второй замечательный предел найти:
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Сделаем замену переменной 
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Если n → ∞ то x → –∞, тогда:
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Задача 4.16. 
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Контрольные вопросы:
Что называется числовой последовательностью?

Что называется пределом числовой последовательности?

Какая последовательность называется сходящейся (расходящейся)?

Что такое бесконечно малая и бесконечно большая последовательность?

Что называется пределом функции?

Каким образом раскрывается неопределенность вида 
[image: image651.wmf]¥

¥

?

Сформулируйте правило раскрытия неопределенности вида 
[image: image652.wmf]0

0

.
Контрольные задания:
1. В каких границах меняется  х, если 

	a. |х| < 2

b. |х + 1| < 2
	c. |х – 2| < 5

d. |х + 3| < 7


2.  Найти пределы: 

	a. 
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Глава 5  
ФУНКЦИИ НЕСКОЛЬКИХ ПЕРЕМЕННЫХ
5.1. Область определения, частные 
и полные приращения, непрерывность 
функции нескольких переменных

Переменная U называется функцией от переменных (x, y, z … t),если в каждой системе значений x, y, z … t области их изменения соответствует определенное значение U.

U = f(x, y, z … t) – символическое обозначение.
Для функции 
[image: image672.wmf]2

x

переменных Z= f(x, y) – это совокупность точек плоскости о, x, y; для трех переменных – совокупность точек пространства.

Задача 5.1. Найти область определения  функции.
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Решение. 

Функция определена  в тех и только в тех точках плоскости [image: image1375.emf]0000
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XOY, координаты которой удовлетворяют условию XY ( O.  Все эти точки лежат внутри 1 и 3 координатных. углов (открытая область) – т. (0,0) и на осях не входят (рис. 5.1).
Рис.5.1

Задача 5.2. Найти область определения функции

[image: image674.wmf]2
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Решение. 

Здесь – вся область плоскости XOY, за исключением прямой 2x + y = 0, т.е. там, где знаменатель обращается в ноль.

Задача 5.3. Найти область определения функции

[image: image675.wmf]22
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Решение.
Область определения 
[image: image676.wmf]22
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 круг с центром в начале координат и радиусом r =1, включая границу. Графическим изображением функции является полусфера, расположенная над  плоскостью ХОY (рис. 5.2).  
[image: image677.jpg]



Рис. 5.2
5.2.  Частные производные и полный
 дифференциал функции нескольких переменных 

Определение.  
Функцию U(x, y, z … t) можно дифференцировать по каждому из её аргументов, считая при этом все остальные аргументы постоянными. 
[image: image678.wmf]u
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; Ux’ Uy ’ Uz’– обозначение.

Задача 5.4  Найти частные производные от функции:
1. 
[image: image679.wmf]323
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Задача 5.5. Вычислить значение частных производных в указанной точке
  
[image: image688.wmf]22
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; x = 2; y = –1.
Решение.
Находим частные производные

[image: image689.wmf]222222

122

2;;

xy

xzy

ZxZ

xyxyyxy

¶-

¢¢

=×===

--¶-



[image: image690.wmf](

)

2222

2242(1)2

2;1;(2;1).

2(1)32(1)3

xy

ZZ

×--

¢¢

-==±-==

----


[image: image691.wmf]
Задача 5.6. Проверить, что функция 
[image: image692.wmf]ln
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 удовлетворяет уравнению: 
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Решение. 

Тождественно преобразуем данную функцию и найдем частные  производные по x и y.

1. 
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2. Подставляем найденное значение
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т.е. 
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Определение.
Частным дифференциалом функции 
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 по x называется главная часть частного приращения  
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Обозначение 
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Из определения частных производных следует, что
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Полный дифференциал du функции u равен сумме всех ее частных дифференциалов.
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Задача 5.7. Найти полные дифференциалы функций:

1. 
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Решение 1. 

1. Находим частные производные
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2.Умножая частные производные на дифференциалы соответствующих аргументов, получим частные дифференциалы.
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Полный дифференциал найдем как сумму  её частных дифференциалов
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Решение 2.
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Задача 5.8. Вычислить значение полного дифференциала функции.


[image: image720.wmf]arctg
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, при х = 1, y = 3, dx = 0,01, dy = –0,05.
Решение.
Находим частные производные.
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Подставим значения переменных x, y, dy, dx; получим, что полный дифференциал 
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Задача 5.9.  Вычислить приближенно 
[image: image725.wmf]3,96
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Решение.
Замещаем приращение функции ее полным дифференциалом. 
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Полагая, что 
[image: image727.wmf]3,96
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 есть частное значение функции 
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[image: image729.wmf]0

()11;  

fM

¢¢

==


[image: image730.wmf](

)

141

0

1

414;

4

y

x

x

fMyx

y

--

=

¢

=×=×=

=



[image: image731.wmf]0

1

()ln0

4

y

y

x

fMxx

y

=

¢

==

=

, так как ln1 = 0;
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5.3. Дифференцирование сложных функции

Определение:

Функция Z называется сложной функцией от независимых переменных x, y,…, t, если задана она через промежуточные аргументы 
[image: image736.wmf],,..,
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Частная производная сложной функции по одной из независимых переменных равна сумме произведений ее частных производных по промежуточным аргументам на частные производные этих аргументов по независимой  переменной:
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Если все аргументы 
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 зависят от одной независимой переменной x, то z – сложная функция от x. Тогда производная сложной функции называется полной и вычисляется по формуле
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Задача 5.10. 
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Далее.
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Задача 5.11.   
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Здесь z от u и v, а сами u и v зависят от x и y. Тогда 
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5.4.  Частные производные высших порядков


Частные производные 
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 первого порядка обычно зависят от тех же аргументов и каждую из них можно дифференцировать по каждому аргументу.

Обозначения:  
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 – смешанная частная производная.
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Аналогично определяются производные III, IV… порядков.

Задача 5.12. Найти частные производные второго порядка
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Решение.
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Задача 5.13.   Проверить что 
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[image: image767.wmf]sin()

x

zaaxby

¢¢

=--

; 
[image: image768.wmf]x

z

¢

 теперь по y



[image: image769.wmf]cos().

xy

zabaxby

¢¢

=-


Дифференцируем в другом порядке:

Сначала z по y 
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Сравнивая результаты, видим 
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Задача 5.14. 
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Решение. 
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5.5.  Экстремумы функций многих переменных

Функция многих переменных может иметь минимум и максимум (экстремум) только в точках, лежащих внутри области определения функций.

Необходимое условие существования экстремума:
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     находим критические точки.

Достаточные условия:

∆ = AC – B2, где 
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Если, ∆ > 0, то М – точка экстремума.
При А < 0 (или С < 0) – точка максимума.
При А > 0(C > 0) – точка минимум.а

Если ∆ < 0 – нет экстремума.
Если ∆ = 0 – требуется дополнительные условия для нахождения экстремума.
Задача 5.15. Найти экстремум Z = x3 + 8y3 – 6xy + 5. 

Решение. 
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Решая систему получаем М1(0, 0) и М2(1, 1/2) обе точки критические, т.к Z определена на всей OXY.  

Исследуем критические точки
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Для  М1(0, 0) = А = 0, В = –6,  С=0,      ∆(М1)=АС – В2 < 0. 

М2(1,
[image: image786.wmf]1
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= А = 6,  В = –6, С = 24,          ∆(М2) > 0.
Zmin = Z(M2) = 4.
5.6. Применение производной
 к исследованию функций

План исследования:

1. Область определения функции, область значения, четность-нечетность, интервалы знаки постоянства, точки пересечения с осями координат.

2. Точки разрыва функции.

3. Интервалы возрастания, убывания, экстремумы.

4. Интервалы вогнутости, выпуклости, точки перегиба.

5. Асимптоты графика функции.

6. Построение графика.

Задача 5.16. Исследовать функцию, начертить её график
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1. a. функция определена всюду, кроме 
[image: image788.wmf]3.

x

=±


    b. область значения 
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 – четная => график функции симметричен относительно начала координат.

   d.  точки пересечения с осями. Если x = 0, y = 0 т. М(0; 0).
   e.  интервалы знакопостоянства 
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2. Точки разрыва.

В точках 
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 функция неопределенна => в точках может быть разрыв.
Условие непрерывности: функция определена в х0.
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Вычисляем пределы слева и справа при стремлении к х0.
В нашем случае 
[image: image797.wmf]3

2

(3)

33

0

(30)3

ìü

ïï

=

íý

--

ïï

îþ



[image: image798.wmf]3

2

3030

(),

limlim

3

xx

x

fx

x

®-®-

==-¥

-


слева


[image: image799.wmf](

)

(

)

3

3

2

2

303030

3

33

lim()().

limlimlim

30

30

xxx

x

fxfx

x

®+®+®+

=====+¥

-

-

Слева и справа пределы бесконечные – это говорит о том, что здесь разрыв II рода.

Замечание. 

Разрыв I рода, когда и/или слева, справа пределы конечные, но неравные.
Например (рис. 5.2).  
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Рис.5.2
Разрыв II рода будет в нашем случае и при 
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Схематично (рис. 5.3).
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Рис. 5.3
3. Интервалы возрастания и убывания. Точки экстремума
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4. Интервалы выпуклости, вогнутости, т. перегиба.
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Интервалы выпуклости, вогнутости 
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В интервале 
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Точка перегиба 
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– точки разрыва графика функции.

5. Найти асимптоты графика

а. вертикальные асимптоты (рис. 5.4) 
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Рис. 5.4
Если 
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b. Наклонная асимптота ищется по формуле


[image: image841.wmf]ykxb

=+

, где 
[image: image842.wmf](

)

lim,

x

fx

k

x

®±¥

=

 
[image: image843.wmf](

)

(

)

lim.

x

bfxkx

®±¥

=-


Если пределы существуют и конечны, то функция имеет наклонную асимптоту. В нашем примере
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Уравнение асимптоты 
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Вертикальные асимптоты бывают в точках разрыва
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6. Строим график (рис. 5.5).
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Рис. 5.5
Контрольные вопросы
Что называется частным дифференциалом функции?

Что такое полный дифференциал функции нескольких переменных?

Чему равна частная производная функции нескольких аргументов?

Сформулируйте необходимое условие существования экстремума функции.

Приведите план исследования функции.

Контрольные задания

1. Найти производные следующих функций:

	a. у = 3х – 2;

b. у = 4х – 3;

c. 
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2. Найти производные следующих функций:

	a. 
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3. Найти производные следующих функций:

	a. 
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4. Найти производные следующих сложных функций:

	a. 
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5. Найти производные следующих сложных функций:

	a. 
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6. Исследовать функции и построить их графики:

	a. 
[image: image907.wmf]2
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b. 
[image: image908.wmf]3
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d. 
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e. 
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f. 
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g. 
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	h. 
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i. * 
[image: image915.wmf]2sin2
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Глава 6  
НЕОПРЕДЕЛЕННЫЙ ИНТЕГРАЛ
6.1. Свойства неопределенного интеграла. 
Основные формулы интегрирования 

Описание функции 
[image: image919.wmf]()

Fx

 по известному дифференциалу 
[image: image920.wmf](())()

dFxfxdx

=

, т.е. действие обратное дифференцированию называется интегрированием, а исконная функция 
[image: image921.wmf]()

Fx

 называется первообразной функцией от
[image: image922.wmf]()

fx

.

Всякая непрерывная функция 
[image: image923.wmf]()

fx

 меняет бесчисленное множество различных первообразных, которое отличается постоянным слагаемым; если 
[image: image924.wmf]()
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 есть первообразная от 
[image: image925.wmf]()

fx

, то 
[image: image926.wmf]()

Fxc
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, где 
[image: image927.wmf]c

 – произвольная постоянная, также первообразная от 
[image: image928.wmf]()

fx

, так как 
[image: image929.wmf](())''()()

FxcFxfx
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.
Неопределенный интеграл – это совокупность всех первообразных от функции 
[image: image930.wmf]()

fx

 и обозначается 
[image: image931.wmf]ò

, 
[image: image932.wmf]()()
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, если 
[image: image933.wmf][()]().
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Свойства неопределенного интеграла

1) 
[image: image934.wmf]()()
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2) 
[image: image935.wmf]()()
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òò

, постоянный множитель можно вынести за знак интеграла

3) 
[image: image936.wmf]123123
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 – интеграл от суммы равен сумме интегралов.

Основные формулы интегрирования

	1. 
[image: image937.wmf]1
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[image: image941.wmf]sincos

uduuc

=-+

ò


6. 
[image: image942.wmf]cossin

uduuc

=+

ò



	7. 
[image: image943.wmf]αα

1

arctg

du

u

c

aa

ua

=+

+

ò


8. 
[image: image944.wmf]αα

1

2

du

ua

c

aua

ua

-

=+

+

-

ò


9. 
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Примеры.
1. 
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[image: image948.wmf]3
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[image: image949.wmf]2
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[image: image951.wmf]22
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представляет (2), где 
[image: image952.wmf]2
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[image: image953.wmf]2
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6. 
[image: image954.wmf]5sin5sin5(5)
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[image: image955.wmf]5
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[image: image957.wmf]ln
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[image: image958.wmf]cos
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Можно проверить правильность вычисления дифференцированием.
Например.
1. 
[image: image961.wmf]2
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Проверка.

[image: image964.wmf](
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2.  
[image: image965.wmf]2
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по (9), где u = x, a2 = 2.
Проверка.
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[image: image967.wmf]
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, по формуле (3). 

Проверка. 
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Проверка.
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6.2.  Интегрирование разложением 
подынтегральных функций на слагаемые

1. 
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 – возведем в квадрат и образуем сумму 
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 – разложим дробь на две дроби 
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[image: image983.wmf]22
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     2xdx + d(x2–5), u = x2 – 5 по формуле (2) имеем

[image: image984.wmf]2
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[image: image988.wmf]2
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6.3. Интегрирование посредством замены 
переменной

     Для нахождения интеграла 
[image: image989.wmf]()
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можно заменить переменную x переменной t, связанной формулой x = φ(t), dx = φ′(t)dt и получим 
[image: image990.wmf]()()
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– полученный интеграл преобразуем к переменной х

Примеры. 

1. 
[image: image991.wmf]1
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 замена x = t2, тогда dx = 2tdt, t =
[image: image992.wmf];
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– получим неправильную дробь. Выделим целую часть, добавив в числитель 1 и вычтем 1. 
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[image: image996.wmf]22ln1.
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[image: image999.wmf]12cos.
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[image: image1001.wmf]2
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6.4. Интегрирование по частям

     Из формулы дифференциала произведения  d(U'V) = UdV + VdU  интегрированием обеих частей равенства получается формула интегрирования по частям: 
[image: image1002.wmf].
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В этой формуле отыскание интеграла 
[image: image1003.wmf]UdV
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 сводится к решению другого интеграла 
[image: image1004.wmf].

VdU

ò


За dV всегда выбирается такое выражение, содержащее dx, из которого интегрированием можно найти V; за U принимается формула, которая при дифференцировании упрощается (например arcsinx, lnx, x3).

Примеры.
1. 
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 интеграл вычислим отдельно. Выделим целую часть дроби, прибавив в числителе 1 и вычтя 1.
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[image: image1013.wmf]arctg;
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 – к последнему интегралу применим формулу интегрирования по частям
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Ответ. 
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– к последнему интегралу применим формулу интегрирования по частям: x = U; dU = dx;  
dV = e–2xdx; 
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6.5. Интегрирование рациональных функций
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где P(x) и Q(x) – многочлены.

Интегралы от функций 
[image: image1035.wmf]()

,

()

Px

dx

Qx

ò

 например 
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 можно найти путём разложения на слагаемые, которые приводят всегда к формулам интегрирования.

 Например, таким:

1. 
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[image: image1040.wmf]22

1

arctg.

dxx

c

xaaa

=+

+

ò

.

Если степень числителя выше степени знаменателя или равна ей, то дробь называют неправильной и всегда нужно выделить целую часть, т.е. представить дробь в виде суммы многочлена и правильной дроби.

Например: 
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, степень числителя равна 5, а знаменателя 4. Дробь неправильная. Выделим целую часть, для этого поделим углом числитель на знаменатель.
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В частном получим x-целая часть, в остатке 
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Для вычисления правильной дроби используем основную теорему алгебры;
[image: image1046.wmf]Þ

правильную дробь можно разложить на сумму простейших дробей с неопределенными коэффициентами
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 – разложим на простейшие. Найдем A, B, C, D  – неопределенные коэффициенты.
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 – привели к общему знаменателю.

Уравняем коэффициенты при одинаковых степенях левой и правой части
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Подставим найденные значения A, B, C, D в разложение и вычислим интегралы.
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Примеры.
1. 
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 – выделим целую часть

1-я целая часть, 
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Дополнительные примеры:

1. 
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6.6. Интегрирование 
тригонометрических функций

Чаще всего встречаются интегралы  следующих функций

I. 
[image: image1121.wmf]sin

k

xdx

ò

, 
[image: image1122.wmf]cos,
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 где  k – чётное число.
II. 
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 где n и m – нечётное число.
III. 
[image: image1124.wmf](sin,cos),
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 где R рациональная функция от sinx и cosx.
Решение I типа.

Интеграл от чётной степени 
[image: image1125.wmf]sin
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 можно найти путём понижения степени по   формулам:
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Пример.
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Решение II типа.

Интеграл от нечётной степени sin x или cos x .Отделим от нечётной степени один множитель, например: 
[image: image1131.wmf]54
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Делаем замену 
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Решение III типа. 
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Пример (метод универсальной тригонометрической постановки):
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Примеры на различные типы.
1. 
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a. первый интеграл
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b. второй интеграл берём как от нечётной степени 
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Окончательно: 
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применяя универсальную тригонометрическую подстановку 
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 (выделим целую часть от неправильной дроби)
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Контрольные задания

1. Вычислить неопределенные интегралы и проверить результаты дифференцированием:

	a. 
[image: image1180.wmf]6
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b. 
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2. Вычислить неопределенные интегралы и проверить результаты дифференцированием:

	a. 
[image: image1197.wmf]5cos
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b. 
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3. Найти неопределенные интегралы 

	a. 
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Раздел 7 
ОПРЕДЕЛЁННЫЙ ИНТЕГРАЛ
7.1. Формула Ньютона-Лейбница

Определённым интегралом называется предел интегральной суммы 
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, при условии, что число промежуточных точек неограниченно возрастает, а длина частных сегментов (отрезков) 
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 стремится к 0.

Обозначается 
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Вычислять определённый интеграл нужно с помощью неопределённого интегрирования. Если F(x) есть любая первообразная функции f(x) т.е. 
[image: image1237.wmf]F
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  (1)   –  формула Ньютона-Лейбница.

Определённый интеграл равен разности значений неопределённого интеграла при  верхнем и нижнем пределах интегрирования.

Примеры. 

1. 
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В данных примерах применялись свойства неопределённого интеграла:

1. Интеграл от суммы функций равен сумме интегралов;

2. Постоянный множитель можно выносить за знак интеграла.

В определенном интеграле также применяется интегрирование по частям:
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Примеры.
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7.2. Замена переменной в определенном интеграле

При вычислении многих интегралов полезно заменить переменную интегрирования.

Если 
[image: image1244.wmf]()
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 преобразуется при помощи подстановки х = φ(t) в другой интеграл, с новой переменной t, то заданные пределы интегрирования х1 = a, х2 = b заменяем новыми пределами t1 = α, t2 = β, которые определим из исходной подстановки
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Примеры. 
1. Универсальная подстановка.
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2. 
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7.3. Геометрические приложения

a. Площадь плоской фигуры
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)

.

b

a

Sfxdx

=

ò


[image: image1252.emf]


  Рис.7.1

Задачи.
Вычислить площадь фигуры, ограниченной дугой параболы y = х2 + 1, прямой х = 4 и осями координат.

     Решение: S =
[image: image1253.wmf]33
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Вычислить площадь, ограниченную линиями y = 4 – х2 и y = х2 – 2х.

Решение. 

Определяем точки пересечения парабол:   
[image: image1254.wmf]2
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4 – х2 = х2 – 2х → 2х2 – 2х – 4 = 0 

                            х2 – х – 2 = 0

х1 = –1;  х2 = 2;

y1 = 3;    y2 = 0.

Видим, что искомую площадь S можно найти как алгебраическую сумму площади трапеции:

S = SA′ACB + SODB – SA′AO.
Отдельно найдем каждую площадь:

SA′ACB  = 
[image: image1255.wmf]2
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SODB = 
[image: image1256.wmf]2

2

3

22

0

0

84

(–2)dx–4;

333

х

ххx

æö

=-==

ç÷

èø

ò


SA′AO =
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b. Длина дуги плоской кривой

Если кривая задана уравнением у = f(x), то формула длины дуги:
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1. Вычислить длину дуги полукубической параболы 
у2 = (х – 1)3 между точками А(2; –1) и В(5; –8).

     Разрешим уравнение относительно y и найдем у' 

y = t(х – 1)3/2     у' = t(
[image: image1260.wmf]3
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2. Найти длину дуги кривой y = ex между точками А(0; 1) и В(1; е).
[image: image1264.emf]

 
Рис.7.2
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7.5. Длина дуги кривой

  Длина дуги кривой 
[image: image1270.wmf]()

yfx

=

  (
[image: image1271.wmf]axb

££
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(1)                    
  Длина дуги кривой, заданной параметрически: 
[image: image1274.wmf]1

()

xt

=j

, 
[image: image1275.wmf]2

()

yt

f

=

, 
[image: image1276.wmf]12

ttt

££

, определяется формулой:



[image: image1277.wmf]2

1

22

t

tt

t

lxydt

¢¢

=+

ò

   или  
[image: image1278.wmf]2

1

22

12

()().

t

t

lttdt

¢¢

=j+j

ò

 
(2)
  Если кривая задана уравнением в полярных координатах: 
[image: image1279.wmf]()
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(3)                                                               
Пример 1. Вычислить длину дуги линии 
[image: image1282.wmf]lnsin
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 между точками, для которых 
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Решение. 
Искомую длину вычисляем по формуле (1). 
Так как 
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Пример 2. Найти длину дуги линии 
[image: image1289.wmf]4(cossin)
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Решение. 
Применяя формулу (2), полагаем в ней 
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Пример 3. Найти длину всей линии, заданной уравнением в полярных координатах  
[image: image1298.wmf]2(1cos)
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Решение.
1. Используем формулу (3). Для этого возведём в квадрат функцию 
[image: image1299.wmf]2(1cos)
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2. Находим длину дуги кривой для данной функции:
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7.6. Объём тела вращения

I. Объём тела, полученного вращением вокруг оси Ох криволинейной трапеции AabB (рис. 7.3), где АВ – дуга кривой  
y = f(x), вычисляется по формуле   
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 (4)

[image: image1308.emf]


Рис.7.3
II. Объём тела, полученного вращением вокруг оси Оу криволинейной трапеции CcdD (рис. 7.4), где СD дуга кривой
х = 
[image: image1309.wmf]()

y

j

, определяется формулой
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(5)
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Рис. 7.4
Пример 1. вычислить объём тела, полученного вращением вокруг оси Ох криволинейной трапеции, ограниченной кривой  
у = х6 , прямой х = 2 и осью Оу.

Решение. 

В соответствии с условием задачи находим пределы интегрирования а = 0, b = 2.

По формуле 4 получаем


[image: image1312.wmf]2
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Пример 2. Найти объём тела, полученного вращением вокруг оси Оу криволинейной трапеции, ограниченной параболой х2 = 4у, прямой у = 4 и осью Оу (рис. 7.5).

Решение.
Пределы интегрирования с = 0, d = 4.
По формуле 5 находим


[image: image1313.wmf]44
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[image: image1314.emf]


Рис.7.5
Пример 3. Найти объём тела, полученного вращением вокруг оси Оу криволинейной трапеции, ограниченной гиперболой ху = 6, прямыми у = 1, у = 6 и осью Ох (рис. 7.6).
Решение.
Из уравнения кривой ху = 6 находим:
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Рис. 7.6                        

Так как с = 1; d6 = 6 по формуле 5 получаем
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Пример 4. Найти объём тела, полученного вращением вокруг оси Ох криволинейной фигуры, ограниченной параболой 
[image: image1319.wmf]22
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 и прямыми х = ±
[image: image1320.wmf]a

.

Решение.
Применим формулу 4. Выражение для у2, входящее в эту формулу, определяется из уравнения гиперболы 
[image: image1321.wmf]22

22

1

yx

ba

=+

;   
[image: image1322.wmf]222

222

22

(1).

xbx

ybb

aa

=+=+


Искомый объём  
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[image: image1324.wmf]2322
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Пример 5. Вычислить объём тела, полученного вращением эллипса b2х2 +a3у3 = a3 b2 вокруг оси Ох (рис. 7.7).
Решение.
Из условия эллипса находим выражение для у2
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По формуле 5 получаем   
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[image: image1329.wmf]2
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Рис.7.7 
При a = b = R получаем V=
[image: image1331.wmf]3
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Пример 6. Найти объём тела, полученного вращением одной арки циклоиды х = 
[image: image1332.wmf]a

(t – sint), y = a(1 – cost) вокруг оси Ох.
Решение.
Движущаяся точка описывает одну арку циклоиды, когда t меняется от 0 до 2π, х при этом меняется от 0 до 2πa (рис.7.8).                                      
Т.к. x = a(t – sint), то dx = a(t – sint)t'dt = a(1– cost)dt.
Рис.7.8
Следовательно



[image: image1333.wmf]22

222

0

(1cos)(1cos)

a

x

a

Vydxatatdt

==--=

òò

pp

pp



[image: image1334.wmf]22

33323

00

(1cos)(13cos3coscos)

atdtatttdt

=-=-+-=

òò

pp

pp



[image: image1335.wmf]2

32

0

1cos2

13cos3()(1sin)cos

2

t

atttdt

+

éù

=-+--=

êú

ëû

ò

p

p



[image: image1336.wmf]2222

32

0000

53

(4coscos2(2)sin(sin)

24

atdttdttdttdt

-++=

òòòò

pppp

p



[image: image1337.wmf]2222

0000

3

3332

53sin5

(4sinsin2)25.

2432

t

atttaa

=-++==

pppp

pppp


Контрольные задания

1. Вычислить объём тела, полученного вращением вокруг оси Ох криволинейной трапеции, ограниченной линиями:

1. 2у2 = х3, х = 4  [32π];
2. у2 = 2рх, х = р [πp3];
3. y = sinx, y = 0 (1 полуволна) [π2/2].
2. Вычислить объём тела, полученного вращением вокруг оси Оу криволинейной трапеции, ограниченной линиями

1. y3 = 4x2, y = 2  [π];
2. x2 + y4 = y2          [πp3];
3. y = x3,  x = 0, y = 8     [19, 2π].
3. Вычислить определенные интегралы, используя определение и их свойства:
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[image: image1338.wmf]5

3

dx

ò

;

b. 
[image: image1339.wmf]1

0

xdx

ò

;

c. 
[image: image1340.wmf]2

2

0

3

xdx

ò

;

d. 
[image: image1341.wmf]1

1

(21)

xdx

-

+

ò

;

e. 
[image: image1342.wmf]2

0

cos

xdx

p

ò

;

f. 
[image: image1343.wmf]2

1

dx

x

ò

;
g. 
[image: image1344.wmf]2

3

1

xdx

-

ò

;

h. 
[image: image1345.wmf]1

42

0

(327)

xxxdx

-++

ò

;

i. 
[image: image1346.wmf]2

2sin13

4

x

xdx

p

p

-

æö

-+

ç÷

èø

ò


	j. ;

k. 
[image: image1347.wmf]3

3

1

8

xdx

ò

;

l. 
[image: image1348.wmf]1

3

0

xdx

ò

;

m. 
[image: image1349.wmf]1

23

1

(234)

xxxdx

-

++

ò

;
n. 
[image: image1350.wmf]8

3

2

1

xdx

ò

;

o. 
[image: image1351.wmf]9

0

(3)

xxdx

-

ò

;

p. 
[image: image1352.wmf]1

2

0

x

edx

ò

;

q. ** 
[image: image1353.wmf]4

1

xx

dx

x

+

ò

;

r. * 
[image: image1354.wmf]3

2

0

1

dx

x

+

ò

;

s. * 
[image: image1355.wmf]2

4

0

2

.

1

x

dx

x

+

ò


	


4. Вычислить определенные интегралы, используя определение, их свойства и метод подстановки:
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