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ВВЕДЕНИЕ 
 

Цель методических рекомендаций − изучение студентами одно-
го из центральных разделов высшей алгебры – теории линейных про-
странств, теории линейных операторов; решение задач классической 
и современной алгебры; формирование у студентов элементов мате-
матической культуры, которые способны обеспечить понимание 
смысла и значения разделов математики, изучаемых в школе. 

Задачи данных рекомендаций − научить студентов проявлять 
творческий подход и самостоятельность в овладении математически-
ми дисциплинами; оперировать с классическими понятиями алгебры, 
такими как линейное пространство, линейное преобразование, базис 
системы векторов, линейная зависимость и т. д. 

Изложенная тема изучается в курсе дисциплины «Алгебра», ко-
торая относится к вариативной части профессионального  цикла. Изу-
чение проводится на 1 – 2-м курсах бакалавриата. Знания и умения, 
полученные в результате изучения дисциплины, могут быть  исполь-
зованы в дипломном проектировании, а также в дисциплинах, связан-
ных с информатикой. 

В результате освоения дисциплины обучающийся должен де-
монстрировать следующие результаты образования: ОК-1, 4, 6; ОПК-
3, 4; ПК-5, 6, 11, 13. 

Выпускник должен обладать следующими общекультурными 
компетенциями (ОК): 

− культурой мышления, способностью к обобщению, анализу, 
восприятию информации, постановке цели и выбору путей её дости-
жения (ОК-1); 

− способностью использовать знания о современной естествен-
нонаучной картине мира в образовательной и профессиональной дея-
тельности, применять методы математической обработки информа-
ции, теоретического и экспериментального исследования (ОК-4); 

− умением логически верно выстраивать устную и письменную 
речь (ОК-6). 

Выпускник должен овладеть также профессиональными ком-
петенциями (ПК): 

− основами речевой профессиональной культуры (ОПК-3); 
− способностью нести ответственность за результаты своей 

профессиональной деятельности (ОПК-4); 
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в области педагогической деятельности: 
− способностью использовать возможности образовательной 

среды для формирования универсальных видов учебной деятельности 
и обеспечения качества учебно-воспитательного процесса (ПК-5); 

− готовностью к взаимодействию с учениками, родителями, 
коллегами, социальными партнерами (ПК-6); 

− умением использовать систематизированные теоретические и 
практические знания для определения и решения исследовательских 
задач в области образования (ПК-11); 

− способностью использовать в учебно-воспитательной дея-
тельности основные методы научного исследования (ПК-13). 

Методические рекомендации содержат как теоретический, так и 
практический материал для более глубокого изучения дисциплины 
«Алгебра». 
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§ 1. ЛИНЕЙНЫЕ ПРОСТРАНСТВА.  
ЛИНЕЙНЫЕ ОПЕРАТОРЫ 

 
Пусть V – линейное пространство, т.е. множество, элементы ко-

торого мы назовем векторами, с двумя операциями: сложением век-
торов и умножением вектора на число из поля Р (Р = R или P = C). 
Эти операции обладают определенными «естественными» свойства-
ми. Пусть также ϕ – отображение V в V, т.е. правило, описывающее, 
как по вектору x ∈ V находить вектор y ∈ V. При этом вектор у назы-
вается образом вектора х и обозначается у = ϕ (x). 

Отображение ϕ: V → V называется линейным оператором, если 
оно обладает следующими свойствами. 

1. ϕ (x + y) = ϕ (x) + ϕ (y), т.е. образ суммы двух векторов совпа-
дает с суммой образов этих векторов. 

2. ϕ (λx) = λϕ (x) – образ вектора, умноженного на число, совпа-
дает с произведением образа этого вектора на то же число.  

Отсюда вытекает, что если ϕ – линейный оператор в V, то 
ϕ (α1x + α2y) = α1ϕ (x) + α2ϕ (y), 

т.е. образ линейной комбинации векторов равен линейной комбина-
ции образов этих векторов с теми же коэффициентами. 

Примеры 
1. Рассмотрим произвольное линейное пространство V и в нем 

два оператора. 
ϕ1(x) = 0  ∀ x ∈ V. ϕ1 называется нулевым оператором. 
ϕ2(x) = x  ∀ x ∈ V. ϕ2 называется тождественным оператором и 

обозначается id. 
Линейность этих операторов проверяется без труда. (Проверь-

те!) 
2. Рассмотрим линейное пространство V = R2, т.е. множество 

всех векторов плоскости, и отображение ϕ – поворот плоскости на 

угол 
6

π . Это отображение является линейным оператором (см. рису-

нок). Проверяем свойства: 
ϕ (x1 + x2) = ϕ (x1) + ϕ (x2), 
ϕ (λx1) = λϕ(x1). 
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3. Пусть V = R3 – множество всех векторов трехмерного про-
странства. Отображение ϕ – ортогональное проектирование на плос-
кость OXY. 

Для проверки линейности этого оператора воспользуемся из-
вестными свойствами проектирования. 

ϕ (a + b) = прOXY (a + b) = прOXY a + прOXY b = ϕ (a) + ϕ (b); 
ϕ (λa) =   прOXY (λa) = λпрOXY a = λϕ (a). 
ϕ – оператор проектирования на плоскость – линейный оператор 

(проектор). 
4. Не все отображения являются линейными. В том же вектор-

ном пространстве V = R3 рассмотрим единичную сферу, задаваемую в 
декартовой системе координат уравнением x2 + y2 + z2 = 1, и отобра-
жение ϕ, переводящее вектор a в вектор ϕ(a), сонаправленный векто-
ру a и имеющий единичную длину. 

Отображение ϕ не является ли-
нейным оператором, т.к. ϕ (λa) = ϕ (a) ≠             
≠ λϕ(a) при λ ≠ 1. 

5. Рассмотрим V = Pn [x] , т.е. ли-
нейное пространство всех многочле-
нов степени не выше n: 

Pn [x] = {p(x) = anx
n +…+ a1x + a0, 

ai∈ P}, 
и ϕ – отображение дифференцирования: 

ϕ (anx
n +…+ a1x + a0) = nanx

n–1 +…+ a1. 
Мы знаем свойства производной: 
(p(x) + q(x))′ = p′(x) + q′(x) и (λp(x))′ = λp′(x); 

следовательно, отображение дифференцирования является линейным 
оператором, который обозначается ϕ = d. 

6. Пусть V = Mn – линейное пространство квадратных матриц по-
рядка n, A – фиксированная матрица, ϕ – отображение Mn → Mn , дей-
ствующее следующим образом: для произвольной матрицы B ∈ Mn 
образ ϕ (B) = A⋅B. 

Проверим линейность этого отображения, используя известные 
свойства умножения матриц: 

ϕ (B + C) = A(B + C) = AB + AC = ϕ (B) + ϕ (C);  
ϕ (λB) = A(λB) =λAB = λϕ (B). 

                                          z 
                                                                 
a 
                                                                                       
 
 
 
                     

                                                                    φ(a) 
 
                                                                                      

y 
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Если n = 2, а матрица A = 







10

11
, то для любой матрицы B = 








dc

ba
 

ϕ(B) = 







10

11








dc

ba
 = 







 ++
dc

dbca
. 

 
Задания  
Пусть ( )1 2 3, ,x x x x= . Являются ли линейными следующие 

операторы (преобразования): 

1. 

( )
( )
( )

1 2 3 1 2 3 2 3

2 3 1 2 3 2

4
3 1 2 3 2 3

6 5 4 , 3 2 , 2 ,

6 5 4 , 3 2 , 2 ,

, 3 2 , 2 .

Ax x x x x x x x x

Bx x x x x x x

Cx x x x x x x

= − − − − − +

= − − − − +

= − − +

 

2. 

( )
( )
( )

1 2 3 1 2 2

4
1 2 3 2 3

1 2 3 1 2 2 3

5 4 3 , 2 , 2 ,

5 4 3 , 0, 2 ,

5 4 3 , 2 , 2 .

Ax x x x x x x

Bx x x x x x

Cx x x x x x x x

= − − − +

= − − +

= − − − +

 

3.  

( )
( )
( )

4
1 2 3 1 1 2 3

1 2 3 1 1 2 3

1 2 3 1 1 2

4 3 2 , , 2 3 ,

4 3 2 , , 2 3 ,

4 3 2 , , 2 3 .

Ax x x x x x x x

Bx x x x x x x x

Cx x x x x x x

= − − + +

= − − + +

= − − + +

 

4.  

( )
( )
( )

1 2 3 3 1 2 3

1 2 3 1 2

4
1 2 3 3 1 2 3

3 2 , , 2 3 4 ,

3 2 , 1, 2 3 4 ,

3 2 , , 2 3 4 .

Ax x x x x x x x

Bx x x x x x

Cx x x x x x x x

= + + − −

= + + − −

= + + − −

 

5.  
( )
( )
( )

1 1 2 1 2

4
1 1 2 3 1 2 3

1 1 2 3 1 2 3

, 2 3, 4 5 6 ,

, 2 3 , 4 5 6 ,

, 2 3 , 4 5 6 .

Ax x x x x x

Bx x x x x x x x

Cx x x x x x x x

= − − − −

= − − − −

= − − − −
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6. 

( )
( )
( )

2
1 2 2 3 1 2 3

1 2 2 3 1 2 3

1 2 2 1 2

2 , 2 , 3 4 5 ,

2 , 2 , 3 4 5 ,

2 , 2, 3 4 5 .

Ax x x x x x x x

Bx x x x x x x x

Cx x x x x x

= + − − −

= + − − −

= + − − −

 

7. 
( )
( )
( )

1 1 2 3 1 2 3

1 1 2 1 2

4
1 1 2 3 1 2 3

, 2 3 , 4 5 6 ,

, 2 3, 4 5 6 ,

, 2 3 , 4 5 6 .

Ax x x x x x x x

Bx x x x x x

Cx x x x x x x x

= + + + +

= + + + +

= + + + +

 

 
Задания  
Пусть { }1 2 3, , ,x x x x=  { }2 3 1 1 3, , ,Ax x x x x x= − +  

{ }2 3 1, 2 ,Bx x x x= . Найти: 

1. .ABx    2. 2 .A x    3. ( )2 .A B x−  

4. 4 .B x    5. 2 .B x    6. ( )22 3 .A B x+  

7. ( )2 2 .A B x+   8. ( )2 .B A x+   9. .BAx  

10. ( )2 .B A B x−   11. ( )2 .A B A x−   12. ( )2 2 .AB A x+  
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§ 2. МАТРИЦА ЛИНЕЙНОГО ОПЕРАТОРА  
В ДАННОМ БАЗИСЕ 

 
Пусть e1, …, en – некоторый базис линейного пространства V, 

т.е. линейно независимая система векторов, через которую линейно 
выражается любой вектор пространства V; ϕ – линейный оператор. 
Образы базисных векторов ϕ (е1), …, ϕ (еn), как и все векторы про-
странства V, линейно выражаются через базисные векторы e1, …, en: 

ϕ (е1) = 1
1a e1 + … + 1

na en; 

ϕ (е2) = 2
1a e1 + … + 2

na en; 

… 
ϕ (еn) = na1 e1 + … + n

na en. 

Матрица A = 
















n
nn

n

aa

aa







1

1
1
1

называется матрицей линейного опера-

тора в данном базисе. В столбцах этой матрицы стоят координаты об-
разов базисных векторов в рассматриваемом базисе. 

 
Примеры 

1. Пусть V = R3, e1 =
















0

0

1

, e2 =
















0

1

0

, e3 =
















1

0

0

– стандартный базис. 

Рассмотрим нулевой и тождественный операторы. В первом 
случае ϕ(x) = 0  ∀ x и, следовательно, 

ϕ (e1) = 0e1 + 0e2 + 0e3; 
ϕ (e2) = 0e1 + 0e2 + 0e3; 
ϕ (e3) = 0e1 + 0e2 + 0e3; 

A = 
















000

000

000

– матрица нулевого оператора. 

Если ϕ = id, то id (x) = x  ∀ x и, следовательно, 
id (e1) = e1 =1e1 + 0e2 + 0e3; 
id (e2) = e2 =0e1 + 1e2 + 0e3; 
id (e3) = e3 =0e1 + 0e2 + 1e3. 

Следовательно, матрицей оператора id будет матрица 
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A = 
















100

010

001

= E. 

Заметим, что матрицами нулевого и тождественного операторов 
в любом базисе будут нулевая и единичная матрицы соответственно. 

2. V = R2, i = 







0

1
 и j = 








1

0
 – стандартный базис пространства R2. 

Оператор ϕ – поворот на угол 
6

π : 

ϕ (i)  = (cos
6

π ) i + (sin
6

π ) j; 

ϕ (j) = (–sin
6

π ) i + (cos
6

π ) j. 

Следовательно, матрицей поворота на угол 
6

π  будет матрица 

A = 
















ππ

π−π

6
cos

6
sin

6
sin

6
cos

 = 

















−

2

3

2

1
2

1

2

3

. 

Аналогичным образом можно получить матрицу поворота на 
любой угол α: 

A = 







αα
α−α

cossin

sincos
. 

3. V = R3, ϕ – оператор проектирования на плоскость OXY. 

Найдем матрицу этого оператора в стандартном базисе e1 = i = 
















0

0

1

,         

e2 = j = 
















0

1

0

, e3 = = k = 
















1

0

0

. Так как ϕ (i) = i = 
















0

0

1

, ϕ (j) = j = 
















0

1

0

,                 

ϕ (k) = 0 = 
















0

0

0

, то A = =
















000

010

001

. 

В столбцах матрицы А стоят образы базисных векторов i, j, k в 
координатной форме. 

4. V = P3 [x] – линейное пространство многочленов степени не 
выше 3, ϕ = d – оператор дифференцирования; 1, x, x2, x3 – стандарт-
ный базис пространства V. 
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Напомним, что любой многочлен а3х
3 + а2х

2 + а1х + а0 в рассмат-
риваемом базисе может быть записан в координатной форме как четы-

рехмерный вектор 



















3

2

1

0

a

a

a

a

; d(1) = 0 = 



















0

0

0

0

, d(x) = 1 = 



















0

0

0

1

, d(x2) = 2x = 



















0

0

2

0

, 

d(x3) =  = 3x2 = 



















0

3

0

0

. Следовательно, матрица оператора d имеет вид:  

A = 



















0000

3000

0200

0010

. 

5. V = R3, ϕА – оператор умножения на матрицу А. Пусть, например,  

A = 
















100

210

321

. 

Рассмотрим i = 
















0

0

1

, j = 
















0

1

0

, k = 
















1

0

0

 – стандартный базис про-

странства R3; вектор x = x1i + x2j + x3k = 
















3

2

1

x

x

x

. 

Действие оператора ϕА описывается следующим образом: 

ϕ (x) = A
















3

2

1

x

x

x

= 
















100

210

321

















3

2

1

x

x

x

=















+

++

3

32

321

2

32

x

xx

xxx

. 

Отсюда получаем ϕ (i) = 
















0

0

1

, ϕ (j) = 
















0

1

2

, ϕ (k) = 
















1

2

3

. Матрица 

оператора ϕА совпадает с исходной матрицей A = 
















100

210

321

. 
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Этот пример показывает, что любая матрица является матрицей 
некоторого оператора, а именно, оператора умножения на эту мат-
рицу. 

Каждый линейный оператор ϕ однозначно определяется своей 
матрицей. Действительно, пусть 

A = 1 2 ( )  ( )  ( )n

 
 ϕ ϕ ϕ 
 
 

   



   

e e e =
















n
nn

n

aa

aa







1

1
1
1

 –  

матрица оператора ϕ в некотором базисе e1, …, en. Столбцы матрицы 

представляют собой координатную запись образов базисных векто-

ров. Если известны векторы ϕ (e1), …, ϕ (en), то известно, куда отоб-

ражается любой вектор x. Действительно, пусть 
x = x1e1 + … + xnen – разложение вектора x по базису e1, …, en; 

ϕ (x) = ϕ (x1e1 + … + xnen) = x1ϕ (e1) + … + xnϕ(en) = 

= x1 















1

1
1

na

a

 + x2 















2

2
1

na

a

 + … + xn 















n
n

n

a

a


1

= A
















nx

x


1

. 

То есть каждый оператор является оператором умножения на 
свою матрицу А. 

Так, рассмотренный нами в примере 4 оператор дифференциро-
вания d имеет в стандартном базисе матрицу 

A = 



















0000

3000

0200

0010

. 

Если многочлен р(х) ∈ Р3[x] имеет вид p(x) = ax3 +bx2 +cx +d, то 

координатная запись этого многочлена в базисе 1, x, x2, x3 такова: 

p(x) = 



















a

b

c

d

; 
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d(p(x)) = p′(x) = 3ax2 + 2bx + c. Координатная запись многочлена p′(x) =      

= 



















0

3

2

a

b

c

. Этот вектор получается из вектора 



















a

b

c

d

, как и утверждает тео-

рия, умножением на матрицу А: 



















0

3

2

a

b

c

 = 



















0000

3000

0200

0010



















a

b

c

d

. 

 Пример. Найти матрицу линейного преобразования, заданного в 
виде: 

x′ = x + y 
y′ = y + z 
z′ = z + x 

Решение 
x′ = 1⋅x + 1⋅y + 0⋅z 
y′ = 0⋅x + 1⋅y + 1⋅z 
z′ = 1⋅x + 0⋅y + 1⋅z 

A = 
















101

110

011

 

На практике действия над линейными преобразованиями сво-
дятся к действиям над их матрицами. 

Определение: Если вектор х переводится в вектор у  линейным 
преобразованием с матрицей А, а вектор у  в вектор z  линейным 
преобразованием с матрицей В, то последовательное применение 
этих преобразований равносильно линейному преобразованию, пере-
водящему вектор х  в вектор z (оно называется произведением со-
ставляющих преобразований) 

С = В⋅А. 
 Пример. Задано линейное преобразование А, переводящее век-

тор х в вектор у  и линейное преобразование В, переводящее вектор у  
в вектор z . Найти матрицу линейного преобразования, переводящего 
вектор x  в вектор z . 
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







++=
−−=
++=









+−=
−+=
+−=

3213

3212

3211

3213

3212

3211

763

5

34

253

4

52

yyyz

yyyz

yyyz

xxxy

xxxy

xxxy

 

zyx BA ⎯→⎯⎯→⎯  

zx C⎯→⎯  
С = В⋅А 
















−−=

















−
−

−
=

763

115

341

253

141

512

BA . 

.

231433

2446

7015

14615352432166

21255453110

64515161942

















−
−=

















+−−+−++
−++−−−−
+−−+−++

=C  

Т.е. 








+−=
+−=

+=

3213

3212

311

231433

2446

715

xxxz

xxxz

xxz

.
 

 Примечание: если А= 0, то преобразование вырожденное, т.е., 
например, плоскость преобразуется не в целую плоскость, а в прямую. 

Задания. Доказать линейность, найти матрицу, область значе-
ний и ядро оператора: 

1) проектирования на ось Оx ; 
2) проектирования на плоскость 0z = ; 
3) проектирования на ось Oz ; 
4) зеркального отражения относительно плоскости Oyz ; 
5)проектирования на ось Oy ; 
6) зеркального отражения относительно плоскости 0x y− = ; 
7) зеркального отражения относительно плоскости 0y z+ = ; 
8) проектирования на плоскость 0y z− = ; 

9) проектирования на плоскость 3y x= ; 
10) проектирования на плоскость Oyz ; 
11) зеркального отражения относительно плоскости 0x z− = ; 
12) зеркального отражения относительно плоскости Oxy ; 
13) проектирования на плоскость 0x y− = ; 
14) проектирования на плоскость 0y z+ = ; 
15) зеркального отражения относительно плоскости 0x y+ = . 



15 

§ 3. МАТРИЦА ОПЕРАТОРА В РАЗЛИЧНЫХ БАЗИСАХ 
 
Определение. Матрицы, задающие одно и то же линейное пре-

образование в разных базах, подобны между собой. При этом матрица 
линейного преобразования  ϕ  в базе  е/  получается трансформирова-
нием матрицы этого преобразования в базе е матрицей перехода от 
базы е/ к базе е. 

Пусть матрица А задает линейное преобразование ϕ в базе е. То-
гда любая матрица В, подобная матрице А, 

В = Q-1⋅A⋅Q, 
также задает преобразование ϕ в некоторой базе, а именно, в базе, по-
лучающейся при помощи матрицы перехода Q-1 от базы е к базе е/. 

Другими словами, матрица Т называется матрицей перехода от 
одной базы к другой, если  

e

e

q q

q q

e

e
n

n

n nn n

1
1

1

11 1

1

1

.

...

..............

...

.

















=
















⋅
















 
Таким образом, 

е/ = Т⋅е,   где Т − матрица перехода. 
Возьмём в пространстве Еn два различных базиса e1, e2, … en и 

Е1, Е2, … En. 
Рассуждение проведём для случая 3n = . Очевидно, что один и 

тот же вектор х относительно различных базисов имеет различные 
координаты. 

Действительно, ограничиваясь случаем 3n = , можем написать: 
x 1 1 2 2 3 3e e ex x x= + +                                      (1)  

x 1 1 2 2 3 3x x x′ ′ ′= + +E E E .                                  (2) 

Любой вектор второго базиса можем разложить по первому ба-
зису, т.е.  

E1 11 1 21 2 31 3e e eτ τ τ= + + ; 

E2 12 1 22 2 32 3e e eτ τ τ= + + ;                                      (3) 

E1 13 1 23 2 33 3e e eτ τ τ= + + . 

Подставим (3) в (2): 
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1 11 1 21 2 31 3 2 12 1 22 2 32 3 3 13 1 23 2 33 3x ( e e e ) ( e e e ) ( e e e )x x xτ τ τ τ τ τ τ τ τ′ ′ ′= + + + + + + + + = 

11 1 12 2 13 3 1 21 1 22 2 23 3 2 31 1 32 2 33 3 3( )e ( )e ( )ex x x x x x x x xτ τ τ τ τ τ τ τ τ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′= + + + + + + + + . 

В силу единственности разложения по данному базису мы 
должны приравнять коэффициенты при векторах e1, e2, e3 в правых 
частях формул (1) и (4). Тогда получим: 

1 11 1 12 2 13 3x x x xτ τ τ′ ′ ′= + + ; 

2 21 1 22 2 23 3x x x xτ τ τ′ ′ ′= + + ;                                    (5) 

3 31 1 32 2 33 3x x x xτ τ τ′ ′ ′= + + . 
Введём в рассмотрение матрицы 

11 11 12 1

2 21 22 22

1 2

...

...
; ;

... . . ... ....
...

n

n

n n n nn
n

xx

x xX X T

x
x

τ τ τ
τ τ τ

τ τ τ

 ′    
    ′   ′= = = 
    
           ′ 

. 

Тогда соотношения (5) можно записать в матричном виде 
X T X ′= ⋅ . 

Матрица T  называется матрицей преобразования координат 
при переходе от старого базиса к новому, т.е. от базиса e1, e2, … en к 
базису Е1, Е2, … En. Причём столбцами матрицы преобразования ко-
ординат являются координаты вектора нового базиса Е1, Е2, … En от-
носительно старого базиса e1, e2, … en. 

Если преобразование координат состоит в повороте координат-
ных осей, то матрица T  называется матрицей поворота. 

Пример. При повороте координатных осей xOy на угол α  мы 
имели (см. рисунок).  

1 1

1 1

cos sin

sin cos

x x y

y x y

α α
α α

= − 
= +  .

 

Здесь  
cos sin

sin cos
T

α α
α α

− 
=  
 

 −  матрица 

поворота. 
Пусть в пространстве E опре-

делён линейный оператор А, т.е.  
y = A · x                    (6) 

(4) 

 

x  O  

y  

1y  
( , )M x y  

1x  

α  
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или AY X= ⋅ , где ( )1 2 ...
T

nY y y y= , ( )1 2 ...
T

nX x x x=  −     (7) 

матрицы-столбцы, составленные из координат векторов x  и y  отно-

сительно данного базиса e1, e2, … en, А − матрица линейного операто-
ра А. 

Выберем в том же пространстве En  другой базис Е1, Е2, … En. От-
носительно нового базиса матрица линейного оператора А будет 
иной. Обозначим через T  матрицу преобразования координат, а через 
X ′  и Y ′  − одностолбцовые матрицы, составленные из координат век-
торов х и y относительно нового базиса, т.е. 

X T X ′= ⋅ ,                                            (8) 
Y T Y ′= ⋅ .                                            (9) 

Подставим (8) и (9) в (7), тогда получим 
AT Y T X′ ′⋅ = ⋅ ⋅ .                                     (10) 

Умножая левую и правую части равенства (10) слева на 1T − , по-
лучим: 

1 AY T T X−′ ′= ⋅ ⋅ ⋅ .                                    (11) 
Если к тому же T  − ортогональная матрица, т.е. осуществляет 

переход от одного ортонормированного базиса к другому, то 
ATY T T X′ ′= ⋅ ⋅ ⋅ .                                    (12) 

Итак, если в En  перейти к новому базису, то матрица линейного 
оператора также изменится и в самом общем случае будет равна  

1T A T− ⋅ ⋅ . 
Пример. Линейный оператор f пространства R3 имеет в базисе  

               е1 = (8, -6, 7), е2 = (-16, 7, -13), е3 = (9, -3, 7) 
матрицу 

.

22251

20221

15181

















−
−−
−

=A  

Найти матрицу В того же преобразования в базисе 
                  е1

' = (1, -2, 1), е2
' = (3, -1, 2), е3

' = (2, 1, 2). 
Решение. Находим матрицу перехода Т от базиса е к базису е′. 

Получаем 
е1′ = е1 + е2 + е3; 
е2′ = е1 + 2е2 + 3е3; 
е3′ = -3е1 - 5е2 - 6е3. 
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Выпишем матрицу перехода .

631

521

311

















−
−
−

=T   .

121

231

133
1

















−
−
−

=−T  

Матрица В находится по формуле В = Т-1АТ. 

.

132

213

221

















−
−−=B  

Задания. Найти матрицу линейного оператора в базисе 

( )1 2 3, ,e e e′ ′ ′ , где 1 1 2 3 2 1 2 3,  2 ,  e e e e e e e e′ ′= − + = − + −  3 1 2 3 2e e e e′ = − + + , 

если она задана в базисе ( )1 2 3,  ,  e e e .  

1. 

1 0 2

3 1 0 .

1 1 2

 
 − 
 − 

  2. 

2 1 0

3 0 4 .

1 1 2

 
 
 
 − 

  3. 

0 2 3

4 1 0 .

2 1 2

 
 
 
 − − 

 

4. 

1 2 0

3 0 1 .

2 1 1

 
 − 
 − 

  5. 

2 0 1

3 0 2 .

1 1 2

 
 
 
 − 

  6. 

0 3 2

2 1 1 .

0 1 2

 
 − 
 − 

 

7. 

1 3 0

2 1 1 .

0 2 1

 
 − 
 
 

  8. 

2 1 2

3 0 2 .

1 0 1

 
 
 
 
 

  9. 

0 1 2

4 0 1 .

1 2 1

 
 
 
 − − 

 

10. 

1 1 0

0 1 1 .

2 3 1

 
 − 
 
 

  11. 

2 1 1

0 0 2 .

1 3 1

 
 
 
 − 

  12. 

3 0 1

1 1 0 .

2 1 1

 
 − 
 − 

 

13. 

1 2 1

0 2 0 .

1 1 1

 
 
 
 − 

  14. 

1 1 2

0 2 1 .

1 1 0

 
 
 
 − 

  15. 

1 1 1

2 0 1 .

0 1 1

 
 
 
 
 

 

16. 

1 1 3

1 0 1 .

2 0 1

 
 
 
 
 

  17. 

1 0 1

0 1 2 .

3 1 1

 
 − 
 − 

  18. 

1 0 2

3 0 1 .

1 2 1

 
 − 
 − 
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19. 

2 0 0

1 1 1 .

1 2 1

 
 − 
 − 

  20. 

1 1 0

1 1 1 .

0 2 1

 
 
 
 
 

  21. 

0 1 1

1 1 0 .

2 1 1

 
 
 
 
 

 

22. 

0 0 1

2 1 1 .

1 1 1

 
 − 
 − 

  23. 

0 1 1

0 2 1 .

1 2 1

 
 
 
 − 

  24. 

0 2 1

0 3 2 .

1 1 1

 
 
 
 − 

 

 
 

§ 4. ЯДРО И ОБРАЗ ЛИНЕЙНОГО ОПЕРАТОРА 
 
С каждым оператором ϕ связаны два важных множества векто-

ров из V. Первое, называемое ядром оператора (обозначается Ker ϕ), со-
стоит из множества всех векторов, отображаемых в нулевой вектор 0: 

Ker ϕ = {x: ϕ (x) = 0}. 
Второе, называемое образом оператора (обозначается Im ϕ), со-

стоит из множества всех образов векторов пространства V: 
Im ϕ = {y: y = ϕ (x)}. 

Для любого линейного оператора ϕ ядро Ker ϕ ≠ ∅, т.к. обяза-
тельно содержит нулевой вектор: 0 ∈ Ker ϕ. Действительно, возьмем 
произвольный вектор a ∈ V и запишем: 0 = 0⋅a; ϕ (0) = ϕ (0⋅a) = 0⋅ϕ       
(a) = 0. Из равенства ϕ (0) = 0 следует, что и образ линейного оператора      
ϕ (Im ϕ) также непуст: 0 ∈ Im ϕ. 

Проверим, что ядро и образ являются линейными подпростран-
ствами V, т.е. подмножествами, замкнутыми относительно линейных 
операций в пространстве V. 

Пусть x, y ∈ Ker ϕ, т.е ϕ (x) = ϕ (y) = 0; αx + βy – линейная ком-
бинация рассматриваемых векторов. 

ϕ (αx + βy) = αϕ (x) + βϕ (y) = 0, т.е. αx + βy ∈ Ker ϕ. 
Если же x, y ∈ Im ϕ, то x = ϕ(a), y = ϕ(b), т.е. x и y – образы ка-

ких-то векторов a и b. Рассмотрим вектор αa + βb – линейную комби-
нацию векторов a и b – и найдем его образ 

ϕ (αa + βb) = αϕ (a) + βϕ (b) = αx + βy. 
Вектор αx + βy является образом вектора αa + βb и, следова-

тельно, принадлежит образу оператора Im ϕ. 
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Примеры 
1) ϕ – нулевой оператор в R3. 
Ker ϕ = R3, Im ϕ ={0}. 
2) ϕ = id. 
Ker ϕ = {0}, Im ϕ = R3. 
3) Поворот на некоторый угол в R2. 
Ker ϕ = {0}, Im ϕ = R2. 
4) ϕ – проекция в R3 на плоскость OXY. 
Ker ϕ = {λk} – ось OZ, Im ϕ = <i, j> – линейная оболочка векто-

ров i и j, т.е. плоскость OXY. 
5) ϕ – дифференцирование в P3 [x]. 
Ker ϕ = {const.} = <1>, Im ϕ = <1, x, x2> = P2 [x], т.е. множество 

многочленов степени не выше 2. 
Найдем Ker ϕ и Im ϕ для произвольного оператора ϕ, который в 

фиксированном базисе есть оператор умножения на матрицу А. 

Ker ϕ – это такие векторы x = 
















nx

x


1

, для которых 

A 
















nx

x


1

= 















++

++

n
n
nn

n
n

xaxa

xaxa







1
1

11
1
1

= 
















0

0

 . 

Следовательно, ядро оператора совпадает с V(Â) – множеством 
всех решений однородной системы 









++

++

n
n
nn

n
n

xaxa

xaxa







1
1

11
1
1

.0

;0

=

=
  

Для определения размерности ядра мы можем воспользоваться 
формулой dim Ker ϕ = dim V(Â) = n – r, где n – размерность простран-
ства V, а r – ранг матрицы А. 

Если V(Â) = {0}, то Ker ϕ = {0} и любой ненулевой вектор x 
переходит под действием оператора ϕ в ненулевой вектор. В этом 
случае, если x1 ≠ x2, то ϕ (x1) ≠ ϕ (x2). Действительно, рассмотрим 
вектор x = x1 – x2 ≠ 0. Из сказанного выше следует, что ϕ (x) ≠ 0, но           
ϕ (x) = ϕ (x1 – x2) = ϕ (x1) – ϕ (x2), т.е. ϕ (x1) ≠ ϕ (x2). 
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Такие отображения ϕ, для которых образы различных векторов 
различны, называются инъективными. 

Пример. Найти ядро и образ линейного оператора φ, заданного в 
некотором базисе пространства R4 матрицей 

.

1113

31374

1312

1531



















−

=A  

Решение. Находим ранг матрицы линейного оператора 

,

214100

1750

1750

1531

1113

31374

1312

1531



















−−−
−−−
−−−

→



















−

  rank A = 2. 

Значит, размерность образа линейного оператора Im φ равна 2, 
размерность ядра ker φ равна 4 – 2 = 2. 

Базис образа можно, например, составить из векторов φе1, φе2, 
координаты которых записаны в первых двух столбцах матрицы А. 

Im φ = < φе1,  φе2 >. 
Для отыскания ядра решаем однородную систему уравнений 
x1 + 3x2 + 5x3 + x4 = 0; 
2x1 + x2 + 3x3 + x4 = 0. 
Общее решение этой системы: (-4α -2β, -7α –β, 5α, 5β). Базис яд-

ра составляют, например, векторы (-4, -7, 1, 0) и (-2, -1, 0, 1). 
 

 
§ 5. ДЕЙСТВИЯ НАД ЛИНЕЙНЫМИ ОПЕРАТОРАМИ 

 
Пусть ϕ1 и ϕ2 – линейные операторы в векторном пространстве 

V. Суммой этих линейных операторов называется оператор ϕ, дей-
ствующий следующим образом: 

x → ϕ (x) = ϕ1 (x) + ϕ2 (x). 
Оператор ϕ обозначается ϕ1 + ϕ2. 
Проверим, что ϕ – линейный оператор, т.е. ϕ (α x + βy) = αϕ (x) +        

+ βϕ (y). Согласно нашему определению 
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ϕ (αx + βy) = ϕ1 (αx + βy) + ϕ2 (αx + βy) = αϕ1 (x) + βϕ1 (y) + αϕ2 (x) +     
+ βϕ2 (y) = α (ϕ1 (x) + ϕ2 (x)) + β (ϕ1 (y) + ϕ2 (y)) = αϕ (x) + βϕ (y). 

Мы воспользовались линейностью операторов ϕ1 и ϕ2. 
В фиксированном базисе e1, …, en каждый оператор описывается 

своей матрицей. Пусть А – матрица оператора ϕ1, В – оператора ϕ2 и         
С – оператора ϕ = ϕ1 + ϕ2. 

Столбцы этих матриц – образы базисных векторов e1, …, en в 
координатной записи 

А = 















ϕ




)(1 ie ; B = 















ϕ




)(2 ie ; C = 















ϕ+ϕ





)()( 21 ii ee . 

Следовательно, С = А + В, т.е. .j
i

j
i

j
i baс +=  Мы видим, что при 

сложении операторов их матрицы складываются. 
Пусть ϕ – произвольный линейный оператор, λ – число из рас-

сматриваемого поля Р. Произведением оператора ϕ на число λ назы-
вается оператор ψ, обозначаемый λϕ и действующий следующим об-
разом: ψ(x) = λϕ (x). Несложно проверить, что если ϕ – линейный 
оператор, то ψ – также линейный оператор. (Проверьте!) 

Если А – матрица оператора ϕ в базисе e1, …, en, то В – матрица 
оператора ψ в этом же базисе имеет вид 

B = 















λϕλϕ






)()( 1 nee = λA. 

Таким образом, при умножении оператора на число его матрица 
умножается на это число.  

Произведением операторов ϕ1 и ϕ2 называется оператор ϕ, дей-
ствующий следующим образом: 

ϕ (x) = ϕ2 (ϕ1(x)). 
Оператор ϕ обозначается ϕ1 ⋅ ϕ2 и является композицией отоб-

ражений ϕ1 и ϕ2. 
Проверим линейность оператора ϕ: 
ϕ (α x + βy) = ϕ2 (ϕ1(α x + βy)) = (линейность ϕ1) = ϕ2 (αϕ1 (x) +           

+ βϕ1 (y)) = (линейность ϕ2) = αϕ2 (ϕ1(x)) + βϕ2 (ϕ1(y)) = αϕ (x) + βϕ (y). 
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Пусть А – матрица оператора ϕ1, В – матрица оператора ϕ2, а С – 
матрица оператора ϕ1ϕ2 в фиксированном базисе e1, …, en. Выясним, 
как связаны между собой эти матрицы. Воспользуемся матричной за-
писью действия оператора. 

Пусть x = 
















nx

x


1

; тогда ϕ1(x) = A
















nx

x


1

, ϕ2(x) = B
















nx

x


1

, ϕ (x) = C
















nx

x


1

. 

Согласно определению произведения операторов 

ϕ(x) = ϕ2(ϕ1(x)) = B⋅
















ny

y


1

, где 
















ny

y


1

 = ϕ1(x) = A⋅
















nx

x


1

, т.е. ϕ(x) =              

= B⋅A⋅
















nx

x


1

. С другой стороны, ϕ(x) = C⋅
















nx

x


1

. Итак, мы имеем равен-

ство C⋅
















nx

x


1

= B⋅A⋅
















nx

x


1

, справедливое для любого вектора x = 
















nx

x


1

.             

То есть, с одной стороны, ϕ – оператор умножения на матрицу С, а с 
другой стороны, ϕ – оператор умножения на В⋅А. 

Мы знаем, что матрица линейного оператора определена одно-
значно, т.к. ее столбцами являются столбцы ϕ (e1), …, ϕ (en). Следова-
тельно, С = В⋅А. Таким образом, матрица оператора ϕ = ϕ1 ⋅ ϕ2 произ-
ведения линейных операторов ϕ1 и ϕ2 является произведением матриц 
этих операторов, взятых в обратном порядке. 

Оператор ψ называется обратным к оператору ϕ, если ψ⋅ϕ = ϕ⋅ψ =   
= id, т.е. их произведение в любом порядке дает тождественный опе-
ратор. 

Если ϕ имеет обратный оператор ψ, то для их матриц 

выполняется равенство Аϕ⋅Аψ = Аψ⋅Аϕ = Е, т.е. .1−
ϕψ = AA  

Если оператор ϕ имеет обратный оператор ψ, то для их матриц А 
и В в произвольном фиксированном базисе e1, …, en выполняется 
условие    А⋅В = В⋅А = Е. (Е – матрица оператора id.) 

Следовательно, В = А-1 и оператор ψ однозначно определяется 
по оператору ϕ (если он, конечно, существует) и обозначается ϕ-1. Для 
существования же оператора ϕ-1 необходимо и достаточно, чтобы 
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матрица А оператора ϕ в каком-либо базисе (а следовательно, и в лю-
бом) была бы обратима, что равносильно, как мы знаем, условиям 
⏐A⏐≠ 0 ⇔ rang A = n . В этом случае Im ϕ = V, Ker ϕ ={0} и отображе-
ние ϕ является изоморфизмом. 

Пример. Линейный оператор f в базисе a1 = (2, 1), a2 = (1, 1) име-
ет матрицу 









=

32

53
aA . 

Линейный оператор g в базисе  b1 = (5, 2), b2 = (1, 0) имеет мат-
рицу 

.
5,15,4

5,35,7








=bB  

Найти матрицу линейного оператора f + g в базисе b1, b2. 
Решение 
Найдем сначала матрицу Ab линейного оператора f в базисе b1, b2. 
Ab  = T-1 Aa T, где T – матрица перехода от базиса а1, а2 к базису 

b1, b2. Так как  
b1 = 3a1 - a2, 
b2 =  a1 – a2, то     

,
11

13








−−

=T   ,
31

11

2

11









−−

=−T   .
5,25,6

5,15,7








−

−
=bA  

Итак, матрица суммы линейных операторов имеет вид 

.
42

215








−

=+ bb BA  

 
 

§ 6. ИНВАРИАНТНЫЕ ПОДПРОСТРАНСТВА.  
СОБСТВЕННЫЕ ВЕКТОРЫ 

 
Пусть А − линейный оператор. Пусть хx∈Е1, где Е1 некоторое 

подпространство пространства Еn. Вектор y = A x может принадле-
жать подпространству Е1, а может и не принадлежать. 

Определение 1. Подпространство Е1 называется инвариант-
ным по отношению к оператору А, если А х x ∈Е1 , x∀хx ∈Е1. 
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Определение 2. Ненулевой вектор х называется собственным 
вектором линейного оператора А, если найдётся такое число λ , что 
будет выполняться равенство 

А х = λ  х. 
При этом число λ  называют собственным значением (соб-

ственным числом) оператора А, соответствующим вектору х. 
Множество всех собственных значений оператора А называется его 
спектром.  

Остановимся на отыскании собственных значений и собствен-
ных векторов линейного оператора А. 

Рассмотрение проведём для случая n = 3. 
Итак, пусть в некотором базисе оператор А имеет матрицу  

11 12 13

21 22 23

31 32 33

a a a

A a a a

a a a

 
 =  
 
 

 

и пусть одностолбцовая матрица ( )1 2 ...
T

nX x x x=  соответствует 

вектору x. Тогда в силу определения  
 

А · Х = λХ => А · Х − λУХ = 0 => (А − λЕ) · Х = 0. 
 

Итак, дело свелось к решению системы линейных однородных 
уравнений, записанной в матричном виде. Очевидно, что эта система 
имеет ненулевое решение, если det(A − E) = 0. Уравнение                
det(A − λ E) = 0 называется характеристическим, или вековым урав-
нением оператора A; многочлен det(A − λ E) называется соответ-
ственно характеристическим многочленом оператора A. В коорди-
натной форме характеристическое уравнение выглядит так: 

11 12 13

21 22 23

31 32 33

0

a a a

a a a

a a a

λ
λ

λ

−
− =

−
.

 
Решив его, найдём 1 2 3, ,λ λ λ  − собственные значения линейного 

оператора. Можно показать, что собственные значения оператора A 
не зависят от выбора базиса, т.е. матрицы A и  T−1·A·T имеют одина-
ковый набор собственных значений. Далее для суммы диагональных 
элементов матрицы A, которую называют следом этой матрицы trA 

(1) 
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или следом оператора A(trA), справедлива формула 

1 2 3 11 22 33a a aλ λ λ+ + = + + . Кроме того, detA = λ 1 λ 2 λ 3. 

После того как найдены собственные значения линейного опе-
ратора A, остаётся подставить их по очереди в уравнение (1) и найти 
соответствующие собственные векторы x(1), x(2), x(3). 

Пример 1. Найти собственные значения и собственные числа 
линейного оператора, матрица которого 

1 2

2 1
A

 
=  
 

. 

Решение. В силу определения собственного вектора можем 

написать A·X − λ x·= 0 => (A − λ ·E)X = 0, где ( )1 2

T
X x x=  − матрица-

столбец, соответствующая искомому вектору x линейного оператора A. 
В матричной форме получим: 

1

2

1 2 0

2 1 0

x

x

λ
λ

−     
⋅ =    −     .

                                (2) 

Система однородная, следовательно, она имеет бесчисленное 
множество решений, если определитель системы равен нулю, т.е. 
имеем характеристическое уравнение 

1 2
0

2 1

λ
λ

−
=

− . 
Решая его, получим такие собственные значения: 1 21 3;λ λ= − = . 

Найдём соответствующие собственные векторы. 
1) 1 1λ = −  подставим в (2), получим  

1
1

1
2

2 2 0

2 2 0

( )

( )

x

x

    
⋅ =         

   1 2
1 2 0( ) ( )x x+ =  => 1 1 1

1 2
( ) ( ) ( )x x t= − = ,  

где 1( )t  − некоторый параметр. Таким образом, имеем множество кол-
линеарных векторов, соответствующих первому собственному числу 

1 1λ = − : 
1

1

1

( )
( )

( )

t
X

t

 
=  −  .

 

Этот вектор нетрудно пронормировать, тогда мы получим еди-
ничный собственный вектор, соответсвующий первому собственному 
числу 1 1λ = − , т.е. 
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10

1

2
1

2

( )X

 
 
 =
 − 
 

.
 

2) 2 3λ =  подставим в (2), получим 
1

1

2
2

2 2 0

2 2 0

( )

( )

x

x

 −   
⋅ =     −    

 => 2 2
1 2 0( ) ( )x x− =  => 2 2 2

1 2
( ) ( ) ( )x x t= = , т.е.  

2
2

2

( )
( )

( )

t
X

t

 
=  
 

; 20

1

2
1

2

( )X

 
 
 =
 
 
 

.
 

В заключение заметим, что множество всех векторов y = A x, где 
x ∈En, называется областью значений линейного оператора A в En, а 
множество всех векторов x ∈E1 ⊂ En, таких, что A x = 0, называется 
ядром линейного оператора. 

Пример 2. Найти характеристические числа и собственные векто-
ры линейного преобразования А, матрица линейного преобразования 

А = 
















113

151

311

. 

Решение. Составим характеристическое уравнение 









⋅+⋅+⋅=λ=′
⋅+⋅+⋅=λ=′
⋅+⋅+⋅=λ=′

32133

32122

32111

113

151

311

xxxxx

xxxxx

xxxxx

 

0

113

151

311

=
−

−
−

λ
λ

λ

. 

(1 - λ)((5 - λ)(1 - λ) - 1) - (1 - λ - 3) + 3(1 - 15 + 3λ) = 0; 
(1 - λ)(5 - 5λ - λ + λ2 - 1) + 2 + λ - 42 + 9λ = 0; 
(1 - λ)(4 - 6λ + λ2) + 10λ - 40 = 0; 
4 - 6λ + λ2 - 4λ + 6λ2 - λ3 + 10λ - 40 = 0; 
-λ3 + 7λ2 – 36 = 0; 
-λ3 + 9λ2 - 2λ2 – 36 = 0; 

; 
; 
 

. 
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-λ2(λ + 2) + 9(λ2 – 4) = 0; 
(λ + 2)(-λ2 + 9λ - 18) = 0. 
Собственные значения   λ1 = -2;  λ2 = 3;   λ3 = 6. 

1. Для λ1 = -2:    




=++
=++









=++
=++

=+++

033

07

033

07

03)21(

321

321

321

321

321

xxx

xxx

xxx

xxx

xxx

 

Если принять х1 = 1, то 




−=+
−=+
33

17

32

32

xx

xx
   х2 = 0;    x3 = -1. 

Собственные векторы  .)( 311 teeu ⋅−=  

2. Для λ2 = 3:    




=−+
=++









=−+
=++

=++−

023

02

023

02

032

321

321

321

321

321

xxx

xxx

xxx

xxx

xxx

 

Если принять х1 = 1, то 




−=−
−=+

32

12

32

32

xx

xx
   х2 = -1;    x3 = 1. 

Собственные векторы  .)( 3212 tеeeu ⋅+−=  

3. Для λ3 = 6:    




=−+
=+−









=−+
=+−

=++−

053

0

053

0

035

321

321

321

321

321

xxx

xxx

xxx

xxx

xxx

 

Если принять х1 = 1, то 




−=−
−=+−
35

1

32

32

xx

xx
   х2 = 2;    x3 = 1. 

Собственные векторы  .)2( 3213 tеeeu ⋅++=  
Пример 3. Найти характеристические числа и собственные векто-

ры линейного преобразования А, матрица линейного преобразования 

 А = 














 −−−

211

212

423

. 

Решение. Составим характеристическое уравнение 

0

211

212

423

=
−

−
−−−−

λ
λ

λ
; 
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-(3 + λ)((1 - λ)(2 - λ) – 2) + 2(4 - 2λ - 2) - 4(2 - 1 + λ) = 0; 
-(3 + λ)(2 - λ - 2λ + λ2 - 2) + 2(2 - 2λ) - 4(1 + λ) = 0; 
-(3 + λ)(λ2 - 3λ) + 4 - 4λ - 4 - 4λ = 0; 
-3λ2 + 9λ - λ3 + 3λ2 - 8λ = 0; 
-λ3 + λ = 0$ 
λ1 = 0;   λ2 = 1;    λ3 = -1. 

 Для λ1 = 0  




−=+
−=+









=++
=++

=−−−

321

321

321

321

321

2

22

02

022

0423

xxx

xxx

xxx

xxx

xxx

 

Если принять х3 = 1, получаем  х1 = 0,  х2 = -2. 

Собственные векторы )120( 3211 eeeu ⋅+⋅−⋅= t, где t – параметр. 

Пример 4. Найти собственные значения и собственные векторы 
линейного оператора пространства R3, заданного в некотором базисе 
матрицей  

.

212

044

010

















−
−=A  

Решение. Находим характеристический многочлен 

.)2(

212

044

01
3λ

λ
λ

λ
λ −=

−−
−−

−
=− EA  

Собственными значениями будут корни этого многочлена. Сле-
довательно, наш оператор имеет одно собственное значение λ = 2 
(кратности 3). 

Для нахождения соответствующих собственных векторов под-
ставим λ = 2 в уравнение  А[x] = λ[x]. 

Получим систему уравнений: 
-2x1 +  x2 = 0; 
-4x1 + 2x2 = 0; 
-2x1 +  x2  = 0. 

Общее решение системы: (α, 2α, β). Фундаментальная система 
решений: x = (1, 2, 0), y = (0, 0, 1). 
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Найденные векторы x, y являются базисом собственного под-
пространства данного линейного оператора, относящимся к числу λ. 

Пример 5. Линейный оператор φ пространства R3 задан в неко-
тором базисе матрицей    

.

233

153

131

















−
−−
−−

=A  

Можно ли найти такой базис, в котором матрица этого линейно-
го оператора имеет диагональный вид? Если да, то найти этот базис и 
соответствующую матрицу. 

Решение. Находим характеристический многочлен: 

.)2)(1( 2−−−=− λλλEA  

Для λ1 = 1 собственный вектор е1 = (1, 1, 1). Для λ2 = 2 находим 
два линейно независимых собственных вектора:  

е2 = (1, 1, 0), е3 = (1, 0, -3). 
Векторы е1, е2, е3 линейно независимы. Так как φе1 = е1,  φе2 = 

2е2, φе3 = 2е3, то в базисе е1, е2, е3 матрица линейного оператора будет:  

.

200

020

001
















=B  

Для самостоятельного решения. Аналогично найти 2u и 3u  для 

λ2 и λ3. 
Задания. Найти собственные значения и собственные векторы 

матрицы. 

1. 

4 2 1

1 3 1 .

1 2 2

− − 
 − − 
 − 

  2. 

2 1 0

1 2 0 .

1 1 1

− 
 − 
 − 

  3. 

3 1 1

0 2 1 .

0 1 2

− 
 − 
 − 

 

4. 

5 1 1

0 4 1 .

0 1 4

− − 
 − 
 − 

  5. 

6 2 1

1 5 1 .

1 2 4

− − 
 − − 
 − 

 6. 

3 1 1

2 2 1 .

2 1 4

− 
 − 
 − 
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7. 

2 0 1

1 1 1 .

1 0 2

− 
 − 
 − 

  8. 

2 1 0

1 2 0 .

1 1 3

 
 
 
 − 

  9. 

4 1 0

1 4 0 .

1 1 5

 
 
 
 − 

 

10. 

5 1 1

2 4 1 .

2 1 6

− 
 − 
 − 

 11. 

5 4 4

2 1 2 .

2 0 3

− 
 
 
 
 

 12. 

3 2 2

2 1 2 .

2 2 3

− 
 − 
 − 
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