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Представленное руководство содержит примеры расчета статически 
определимых стержневых систем на заданное силовое воздействие. Под-
робно рассматривается и анализируется расчет стержневых систем в виде 
многопролетных (разрезных балок), трехшарнирных систем на примере 
трехшарнирной арки, простых и сложных ферм. Для этих систем пред-
ставлена методика расчета как на неподвижную, так и на подвижную на-
грузки. Также рассматривается определение перемещений стержневых 
систем на примере статически определимых рам. Основные теоретические 
положения  достаточно подробно представлены в курсе «Лекции по 
строительной механике. Часть 1. Статически определимые стержневые 
системы». Здесь же показано применение теоретических сведений к прак-
тическому расчету. 

 
1. МНОГОПРОЛЕТНЫЕ (РАЗРЕЗНЫЕ) БАЛКИ 

 
      Прежде чем приступить к решению задачи, необходимо выполнить 
кинематический анализ: вычислить число степени свободы системы и 
убедиться, что оно равно нулю; выполнить структурный анализ. Далее не-
обходимо составить схему взаимодействия простых балок между собой – 
поэтажную схему. Для этого мысленно удалить  соединительные шарниры 
и выделить  главные (основные) балки и второстепенные (подвесные). 
При оформлении работы эту схему следует расположить непосредственно 
под схемой заданной балки.  
      После построения поэтажной схемы заданную балку можно рассмат-
ривать как ряд простых балок. Особенность расчета многопролетной бал-
ки заключается в правильной передаче и учете нагрузки вышележащих 
балок на нижележащие.  Поэтому расчет на неподвижную нагрузку (по-
строение эпюр) начинают с вышележащих балок, последовательно пере-
ходя к нижележащим балкам.  
       Каждая простая балка вычерчивается для расчета отдельно, а эпюры 
М и Q переносятся на общие оси под поэтажной схемой. Следует обяза-
тельно показывать определение реакций опор и их проверки в каждой 
простой балке. 
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      Расчет на подвижную нагрузку – это построение линий влияния. Для 
построения линий влияния следует начертить еще раз заданную балку, но 
уже без действующей нагрузки,  и поэтажную схему. Обычно линии влия-
ния строятся в два этапа. На первом этапе строится линия влияния  усилия 
в пределах той отдельной балки (соответствующего этажа поэтажной схе-
мы), к которой относится исследуемое сечение (или опора). На рис. 1.1 
изображена балка на двух опорах с консолями и построены линии влияния 
реакций, а также линии влияния усилий для различных вариантов сече-
ний. На втором этапе добавляется продолжение линии влияния, обуслов-
ленное взаимодействием отдельных балок при движении по ним единич-
ного груза.  Груз не оказывает влияния на усилия в балках, расположен-
ных  выше той, где он находится и действует через соединительные шар-
ниры только на нижележащие балки. Если груз попадает в опору, то и 
воспринимается этой опорой. Он не оказывает воздействия ни на какие 
усилия, кроме реакции этой опоры. Таким образом, под шарнирами гра-
фик линии влияния имеет перелом, а под опорами соответствующие зна-
чения  линии влияния равны нулю. 
Определение усилий по линиям влияния от заданной нагрузки называется 
загружением линии влияния. Загружение линий влияния проводится по 
формуле, рассмотренной подробно в соответствующей лекции.  

Сравнение результатов, полученных для различных сечений аналити-
чески и при загружении линий влияния удобно  свести в таблицу, в кото-
рой указать полученные результаты (по эпюрам и по линиям влияния) и 
показать погрешность (если необходимо) сравнения полученных значе-
ний.  
Пример 1. Для балки, показанной на рис. 1. 2, требуется: 
– построить эпюры поперечной силы Q и изгибающего момента М; 
– построить линии влияния внутренних силовых факторов, возникающих 
в сечении 1, и линию влияния реакции во второй опоре; 
– по построенным линиям влияния определить усилия от заданной  на-
грузки; 
– сравнить результаты, полученные при построении эпюр, с аналогичны-
ми, полученными по линиям влияния. 
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Рис. 1.1. Линии влияния в простых балках 



  

 

 

 

 

 

Выполним кинематический анализ системы.  
Определим число степени свободы системы:  

ܹ ൌ 3 · 4 െ 2 · 3 െ 6 ൌ 0. 

Проводим структурный анализ. Балка HK (диск) и диск «земля» соедине-
ны с помощью трех, не пересекающихся одновременно в одной точке 
стержней, следовательно, они образуют единый диск – диск I. К получен-
ному диску I присоединяется балка EH (диск) с помощью шарнира H и 
опорного стержня G, не пересекающего этот шарнир: образуется единый 
диск  II. К диску II присоединена балка AD (диск) с помощью трех, не пе-
ресекающихся одновременно в одной точке стержней (двух опорных 
стержней  B и C и стержня CD): образуется единый диск, представляющий 
всю заданную балку в целом. Так как система образована в соответствии с 
принципами образования геометрически неизменяемых систем, она сама 
является геометрически неизменяемой. 

 Построим поэтажную схему. Для этого мысленно сделаем разрезы по 
имеющимся шарнирам D, E и H,  проанализируем полученные отдельные 
участки вместо единой заданной балки. Балкой, имеющей три связи с зем-
лей и способной самостоятельно нести нагрузку, является балка HK. Эта 
балка являются главной (основной). Балка EGH опирается на землю (опо-
рой G) и на балку HK в соединительном шарнире H. При построении по-
этажной схемы этот шарнир принято заменять шарнирно неподвижной 
опорой. Очевидно, балка DE  не опирается на землю. Справа она опирает-
ся в шарнире E на балку EGH,  здесь показываем шарнирно неподвижную 
 опору. Слева, очевидно, она должна опираться на нижележащую балку   
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ABCD. Балка ABCD является условно основной, т. к. ей не хватает гори-
зонтального опорного стержня. Заметим, что при замене шарниров D  и E  
шарнирно неподвижными опорами одна горизонтальная связь избыточна. 
По условию горизонтальной связью для балки AВСD служит стержень DE. 
С учетом этого при построении поэтажной схемы шарнирно неподвижную 
опору в шарнире D  заменяем на шарнирно подвижную, а горизонтальный 
опорный стержень переносим в опору С, где вместо подвижной опоры по-
кажем неподвижную. Окончательно, балка DE опирается в шарнире D  на 
балку ABCD. Таким образом, имеем две основных балки и две подвесных. 

                                                                                                               

 

 

 
Строим эпюры поперечной силы и изгибающего момента для каждого 

отдельного  участка поэтажной схемы. Начнем построение эпюр  с верх-
ней балки DE. Ее мы будем рассчитывать только на собственную нагруз-
ку. Далее в любом порядке можно рассматривать или балку ABCD или 
балку EGH как нижележащие балки. Строить эпюры на балке HK можно 
только после  расчета балки EGH. Нижележащие балки рассчитываем на 
собственную нагрузку и реакцию (или реакции), перенесенную с вышеле-
жащей балки в виде силы, равной по величине этой реакции, но противо-
положно направленной. 

Расчет балки DE.                                   
Определим реакции опор. За счет симметрии этой балки реакции опор бу-

дут равны между собой:   ܴ ൌ ܴா ൌ ݈ݍ
2ൗ ൌ 2 · 4

2ൗ ൌ 4 кН. Построение 

эпюр проводим методом сечений. В данном руководстве подробно не бу-
дем рассматривать построение эпюр внутренних силовых факторов, счи-
тая это прерогативой дисциплины «Сопротивление материалов». Полу-
ченные эпюры поперечной силы и изгибающего момента показаны на  рис 
1.3. 
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Расчет  балки  AВСD. 

На  эту  балку  действует  собственная нагрузка и сила взаимодействия 
между  балками  DE  и  ABCD. Эта сила равна найденной ранее реакции  
RD  балки  DE, но направлена в противоположную первоначальному на-
правлению сторону. Таким образом, на балку AВСD в точке D вниз дейст-
вует сила равная  4 кН. 
Определим реакции опор балки AВСD: 
 
∑ ܯ ൌ 0,   8 · 2  ܴ · 6 െ 2 · 2 · 7 െ 4 · 8 ൌ 0,   ܴ ൌ 7,33 кН.  
  
∑ ܯ ൌ 0,   8 · 8 െ ܴ · 6 െ 2 · 2 · 1 െ 4 · 2 ൌ 0,   ܴ ൌ 8,67 кН.  
 
Проверка правильности определения реакций: 
 
∑ ݕ ൌ 0, െ8  8,67  7,33 െ 2 · 2 െ 4 ൌ 0 െ проверка выполняется.  
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Расчет балки EGH. 

На эту балку, кроме собственной нагрузки, действует в точке Е  сила, 
равная реакции RE балки DE и направленная в противоположную перво-
начальному направлению сторону. Эта сила равна 4 кН.  
Определим реакции опор: 
∑ ீܯ ൌ 0,   4 · 2  ܴு · 8  2 · 2 · 1 െ 6 · 8 ൌ 0,   ܴு ൌ 4,5 кН.  
 
∑ ுܯ ൌ 0,   4 · 10  2 · 2 · 9 െ ܴீ · 8 ൌ 0,   ܴ ൌ 9,5 кН.  
 
Проверка правильности определения реакций:  
 
∑ ݕ ൌ 0, െ4  9,5  4,5 െ 2 · 2 െ 6 ൌ 0 െ проверка выполняется.  
     
Полученные эпюры показаны на рис. 1.5. 
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Расчет балки НК. 
На эту балку в точке H действует сила, равная по величине реакции , 

но направленная в противоположную первоначальному направлению  
сторону.  Величина этой силы равна 4,5 кН.  
Определим реакции опор: 
 
∑ ݕ ൌ 0, െ4,5  ܴ ൌ 0,   ܴ ൌ 4,5 кН.  
 
∑ ܯ ൌ 0, െܯ  4,5 · 5 ൌ ܯ   ,0 ൌ 22,5 кН · м.  
 
Полученные эпюры показаны на рис. 1.6. 
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Перенесем все полученные эпюры Q и М простых балок на общие оси, 
получим эпюры внутренних силовых факторов для заданной многопро-
летной разрезной балки  (рис. 1.7). Обратим внимание: должна соблю-
даться в полной мере дифференциальная зависимость между изгибающим 
моментом и поперечной силой для многопролетной балки. В имеющихся 
шарнирах D,  E,  H значения изгибающего момента должно быть равно 
нулю.  

Для построения линий влияния начертим балку без нагрузки и поэтаж-
ную схему. Нагрузку покажем на отдельной оси выше заданной балки, она 
нам понадобится при определении усилий по линиям влияния (см. далее 
рис. 4.)  

Построим линию влияния опорной реакции, например, линию влияния RС  
(л.в. RС). Начнем построение с балки AВСD. Воспользуемся графиками 
линий влияния, приведенными на рис. 1. 1.  Эта часть линии влияния ре-
акции RС  показана на рис. 1.8  отрезком  A′ - D′. При движении груза F = 1 
по балке DE она своей реакцией в точке D передает нагрузку на балку  
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ABCD. Тогда все усилия в балке ABCD, в том числе и RС, будут зависеть 
от реакции RD. Следовательно, линия влияния RС  повторит линию влия-
ния RD балки DE с некоторым коэффициентом пропорциональности. Ве-
личина этого коэффициента должна быть такова, чтобы совместить линию 
влияния RС балки AВСD и линию влияния RD балки DE в точке D′. Когда 
груз F = 1 движется по балкам EGH и  HK нагрузка на главную балку 
AВСD не передается и, следовательно, на этих участках линия влияния RС  
будет равна нулю. Окончательно л.в. RС  показана на рис. 1.8.  
Построим линию влияния поперечной силы в сечении 1 (л.в. ܳଵ). Начинаем 
с балки HK, которой принадлежит это сечение. Балка HK – левая консоль. 
На рис. 1 этот случай соответствует сечению 1. Эта часть линии влияния 
ܳଵ на рис. 4 показана отрезком H′ - 1′. При движении груза F = 1 по балке 
EGH нагрузка на балку HK передается посредством опорной реакции RH 
балки EGH. Следовательно, поперечная сила в сечении 1 будет зависеть от 
величины этой реакции, т.е. линия влияния ܳଵ повторит линию влияния RH 
балки EGH с некоторым коэффициентом пропорциональности. Величина 
этого коэффициента такова, что линия влияния ܳଵ балки HK  и линия  
влияния  RH  балки EGH совместятся  в точке H′.  При движении груза  
F = 1 по балке DE на балку EGH будет передаваться опорная реакции RE 
балки DE, т. е. от ее значения будут зависеть все усилия в балке EGH, в 
том числе и реакция RH. Тогда линия влияния  RH  балки EGH повторит 
линию влияния RE балки DE с некоторым коэффициентом  пропорцио-
нальности.  Этот  коэффициент  совместит в точке  Е′  линию  влияния RH 
балки EGH. Величина поперечной силы в сечении 1 зависит от реакции RH 
балки EGH. Рассуждая подобным образом, построим линию влияния ܳଵ, 
которая показана на рис. 1.8 (л.в. ܳଵ). 
Аналогично построим линию влияния изгибающего момента в сечении 1 
(л.в. М1), которая также показана на рис. 1.8. 

Эти подробные рассуждения объясняют построение линии влияния, но 
в дальнейшем будем все рассуждения представлять в уме, а фактическое 
построение будем проводить на соответствующих аналитических выраже-
ниях следующим образом. 

 
13 



  

Построение л.в. ܴС. 
1) Определим, какой балке в поэтажной схеме  принадлежит  сечение  С. В 
нашем примере оно принадлежит шарнирной балке ABCD. Строим соот-
ветствующий участок линии влияния по правилу построения линии влия-
ния опорной реакции шарнирной балки: откладываем значение «единица» 
на базисной линии под сечением, соответствующем  опоре C, соединяем с  
нулевым значением под другой опорой балки; на имеющийся консольный 
участок слева  линию влияния продолжаем. 
2) Учитываем подвесную балку DE. Полученную ранее ординату под се-
чением D соединяем с нулевым значением под другой опорой подвесной 
балки, т. е. под сечением E. Линия влияния построена. 
Построение л.в. ܳଵ. 
1) Определим, какой балке принадлежит сечение 1. Оно принадлежит 
консольной балке, закрепленной правым концом.  Строим соответствую-
щий участок линии влияния по правилу построения линии влияния попе-
речной силы в такой балке: откладываем постоянное отрицательное зна-
чение «единица»  на базисной линии на участке от рассматриваемого се-
чения до свободного конца балки.  
2) Учитываем подвесные балки: в данном случае это две балки слева: бал-
ка EGH и балка DE. Учитываем балку EGH: полученную ранее единичную 
ординату под сечением H соединяем с нулевым значением под наземной 
опорой  G подвесной балки; на имеющуюся консоль EG  построенную ра-
нее линию влияния продолжаем (до сечения E). Аналогично учитываем 
балку DE.  Полученную ординату линии влияния под сечением E соединя-
ем с нулевым значением под другой опорой подвесной балки, т. е. под се-
чением D. Линия влияния построена. 
Построение л.в. ܯଵ. 
1) Сечение 1  принадлежит консольной балке, закрепленной правым кон-
цом; расположено на расстояние «2» от свободной точки консоли. Строим 
соответствующий участок линии влияния по правилу построения линии 
влияния изгибающего момента в такой балке: откладываем отрицательное 
значение «два» на базисной линии под свободной точкой консоли (под се-
чением H) и соединяем с нулевым значением под сечением 1. Получили 
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линию влияния на участке от рассматриваемого сечения до свободного 
конца балки.  
2) Учитываем подвесные балки: в данном случае это две балки слева: бал-
ка EGH и балка DE. Учитываем балку EGH: полученную ранее 
ординату под сечением H соединяем с нулевым значением под наземной 
опорой  G подвесной балки; на имеющуюся консоль EG  построенную ли-
нию влияния продолжаем (до сечения E). Аналогично учитываем балку 
DE.  Полученную ординату линии влияния под сечением E соединяем с 
нулевым значением под другой опорой подвесной балки, т. е. под сечени-
ем D. Линия влияния построена. 
Ординаты на границах участков линий влияния вычислим из подобия тре-
угольников. 
Определим усилия от заданной нагрузки по линиям влияния. 
 

ܴ ൌ 8 · ሺെ0,333ሻ  2 · ൬
1  1,333

2 · 2 
1,333 · 4

2 ൰ ൌ 7,334 кН. 

ܳଵ ൌ 6 · ሺെ1ሻ  2 ·
0,25 · 6

2 ൌ െ4,5 кН. 

ଵܯ ൌ 6 · ሺെ2ሻ  2 ·
0,5 · 6

2 ൌ െ9 кН · м.  

 
Полученные результаты покажем в табл. 1.1. 
 
                                                                                                      Таблица 1.1 

Усилие, ܴ, кН ܳଵ, кН ܯଵ, кН · м 
найденное при построении 
эпюр 

7,33  -4,5  -9  

найденное по  линии влияния 7,334  -4,5  -9  
расхождение результатов в % 0,05% 0 0  
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Пример 2. Для балки, показанной на рис. 1.9, требуется: 
–  построить эпюры поперечных сил (Q) и изгибающих моментов (М); 
– построить линии влияния внутренних силовых факторов, возникающих 
в сечении 1 и линию влияния реакции во второй опоре; 
– по построенным линиям влияния определить усилия от заданной на-
грузки; 
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– сравнить результаты, полученные при построении эпюр, с соответст-
вующими, полученными по линиям влияния. 

 
 
 

 
 
 
 
 
 
Решение. Выполним кинематический анализ балки. Определим число сте-
пени свободы системы 

ܹ ൌ 3 · 3 െ 2 · 2 െ 5 ൌ 0. 
Очевидно, балка может быть геометрически неизменяемой. Выполним  
структурный анализ балки. Балка CDEG (диск) и диск «земля» соединены 
с помощью трех, не пересекающихся одновременно стержней опор D и E. 
В результате получим единый диск I. К диску I слева присоединен диск 
AC  с помощью шарнира С и стержня A, не пересекающего этот шарнир. В 
результате получим единый диск II, состоящий из участков  балки между 
точками A и C. К полученному диску по аналогичному принципу присое-
динена оставшаяся часть балки справа. Так как балка образована в соот-
ветствии с принципами образования геометрически неизменяемых систем, 
она  является геометрически неизменяемой. 

 Построим поэтажную схему. Мысленно разрезаем балку по шарни-
рам C и G. Анализируем полученные участки. Главной (основной) являет-
ся балка CDEG. Вспомогательные (подвесные) балки  АВС и GHK опира-
ются на землю в опорах В и Н соответственно, а также на главную балку в 
соединительных шарнирах С и G. Эти шарниры в поэтажной схеме заме-
ним шарнирно неподвижными опорами.  
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Построение эпюр начинаем с любой из подвесных балок. 
Расчет балки ABC. Определим реакции опор: 
 
∑ ܯ ൌ 0, ܴ · 6 െ 3 · 8 · 2 ൌ 0,   ܴ ൌ 8 кН.  
  
∑ ܯ ൌ 0, ܴ · 6  3 · 8 · 4 ൌ 0,   ܴ ൌ 16кН.  
 
Проверим  правильность определения опорных реакций: 
 
∑ ݕ ൌ 0,   16  8 െ 3 · 8 ൌ 0 െ проверка выполняется.  
 
Полученные эпюры представлены на следующей странице на рис. 1.10.  
 
Расчет балки GHK. Определим реакции опор: 
 
∑ ீܯ ൌ 0, െܴு · 6 െ 10 ൌ 0,   ܴு ൌ 1,67 кН.  
 
∑ ுܯ ൌ 0, െܴீ · 6 െ 10 ൌ 0,   ܴீ ൌ 1,67 кН.  
 
Полученные эпюры представлены  на рис. 1.11.  
 
Расчет балки CDEG. Определим реакции опор: 
 
∑ ܯ ൌ 0, െܴா · 9 െ 6 · 3  8 · 2  1,67 · 11 ൌ 0,   ܴா ൌ 1,8 2 кН.  
 
∑ ாܯ ൌ 0, െܴ · 9  8 · 11  6 · 6  1,67 · 2 ൌ 0,   ܴ ൌ 14,15 кН.  
 
Проверка правильности определения реакций:   ∑ ݕ ൌ 0, 
 
െ8  14,15 െ 6 െ 1,82  1,67 ൌ 0 െ проверка выполняется.  
 
    Полученные эпюры для этого участка балки представлены на рис. 1.12.  
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Переносим полученные эпюры для отдельных участков балок на об-

щие оси: получим эпюры в заданной многопролетной балке (рис. 1.13). 
 
Для построения линий влияния начертим балку и поэтажную схему без 

нагрузки (рис. 1.14). Нагрузку покажем на отдельной оси выше заданной 
балки. Начнем с построения линии влияния RD (л.в. RD). 
1) Определим, к какой балке принадлежит сечение D. Строим соответст-
вующий участок линии влияния по правилу построения линии влияния 
опорной реакции шарнирной балки: откладываем значение «единица» на 
базисной линии под сечением, соответствующем  опоре D, соединяем с  
нулевым значением под другой опорой балки; на имеющиеся консольные  
участки  слева и справа  линию влияния продолжаем. 
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2) Учитываем подвесные балки: в данном случае это балка ABC слева  и 
балка GHK справа. Полученную ранее ординату под сечением C соединя-
ем с нулевым значением под наземной опорой подвесной балки, т. е. под 
сечением B; на консольный участок AB линию влияния продолжаем.  
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Аналогично учитываем подвесную балку справа. Полученную ранее ор-
динату под сечением G соединяем с нулевым значением под наземной 
опорой подвесной балки, т. е. под сечением H; на консольный участок HK 
линию влияния продолжаем. Теперь линия влияния построена – рис. 1.14. 
 
Построение л.в. ܳଵ. 
1) Сечение 1  принадлежит шарнирной балке и расположено между опо-
рами. Строим соответствующий участок линии влияния по правилу по-
строения линии влияния поперечной силы в такой балке. Проводим две 
параллельные линии: сначала откладываем положительное значение 
«единица» на базисной линии под левой шарнирной опорой и соединяем с 
нулевым значением под правой шарнирной опорой (это правая ветвь ли-
нии влияния). Далее откладываем  отрицательное значение «единица»  на 
базисной линии под правой шарнирной опорой и соединяем с нулевым 
значением под левой опорой (это левая ветвь линии влияния). Под сече-
нием 1  проводим вертикальную линию, т.е. показываем скачок на линии 
влияния. Таким образом, получили два треугольных участка линии влия-
ния на участке под шарнирными опорами. На имеющиеся консольные 
участки CD и EG продолжаем: левую ветвь линии влияния продолжаем на 
левую консоль, а правую ветвь – на правую.  
2) Учитываем подвесные балки – это балка EGH и балка DE. Учитываем 
балку EGH: полученную ранее единичную ординату под сечением H со-
единяем с нулевым значением под наземной опорой  G подвесной балки; 
на имеющуюся консоль EG  построенную ранее линию влияния продол-
жаем (до сечения E). Аналогично учитываем балку DE.  Полученную ор-
динату линии влияния под сечением E соединяем с нулевым значением 
под другой опорой подвесной балки, т. е. под сечением D. Линия влияния 
построена – рис. 1.14. 
 
Построение л.в. ܯଵ. 
1) Сечение 1 принадлежит шарнирной балке и расположено между опора-
ми. Строим соответствующий участок линии влияния по правилу по-
строения линии влияния изгибающего момента в такой балке.  
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Строим левую ветвь линии влияния. Сначала на правой опорной вертика-
ли откладываем положительное значение «6», равное расстоянию между 
сечением и правой опорой. Далее нулевое значение под левой шарнирной 
опорой соединяем с построенной ординатой под правой опорой. Анало-
гично строим правую ветвь линии влияния. Сначала на левой опорной 
вертикали откладываем положительное значение «2», равное расстоянию 
между сечением и левой опорой. Далее нулевое значение под правой шар-
нирной опорой соединяем с построенной ординатой под левой опорой. 
Заметим, что обе ветви образуют треугольник с максимальной ординатой 
под сечением 1.  Это и есть линия влияния на участке между шарнирными 
опорами. На имеющиеся консольные участки CD и EG продолжаем: ле-
вую ветвь линии влияния продолжаем на левую консоль, а правую ветвь – 
на правую.  
2) Учитываем подвесные балки – это балка EGH и балка DE. Учитываем 
балку EGH: полученную ранее ординату под сечением H соединяем с ну-
левым значением под наземной опорой  G подвесной балки; на имеющую-
ся консоль EG построенную линию влияния продолжаем (до сечения E). 
Аналогично учитываем балку DE.  Полученную ординату линии влияния 
под сечением E соединяем с нулевым значением под другой опорой под-
весной балки, т. е. под сечением D. Линия влияния построена – рис. 1.14. 
Ординаты на границах участков линий влияния вычислим из подобия тре-
угольников. 
 
Определим усилия от заданной нагрузки по линиям влияния. 
 

ܴ ൌ 6 · 0,667  3 · ൬െ
0,407 · 2

2 
1,222 · 6

2 ൰ െ 10 · ൬െ
0,704

2 ൰ ൌ 

ൌ 14,15 кН. 
 

ܳଵ
лев ൌ 6 · 0,667  3 · ൬െ

0,074 · 2
2 

0,222 · 6
2 ൰ െ 10 · ൬െ

0,074
2 ൰ ൌ 

ൌ 6,15 кН. 
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ܳଵ
прав ൌ 6 · ሺെ0,333ሻ  3 · ൬െ

0,074 · 2
2 

0,222 · 6
2 ൰ െ 10 · ൬െ

0,074
2 ൰ ൌ 

ൌ 0,15 кН. 
 

ଵܯ ൌ 6 · 2  3 · ൬
0,444 · 2

2 െ
1,333 · 6

2 ൰ െ 10 · ൬െ
0,222

2 ൰ ൌ 

 ൌ 2,445 кН · м. 

ൌ

 
Результаты сравнения приводим в табл. 1.2. 
 

Таблица 1.2 

Искомое усилие ܴ, кН 
ܳଵ

лев

ܳଵ
прав൘ , кН 

 ,ଵܯ
кН · м 

 

найденное при построении эпюр 14,15  6,15
0,15ൗ  2,45  

найденное по линии влияния 14,15  
6,15

0,15ൗ
 

 
2,445  

расхождение результатов в % 0 0 0,2%  
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2. РАСЧЕТ ТРЕХШАРНИРНОЙ АРКИ 
 

Возможны следующие уравнения, описывающие очертание оси арки 
в предложенной системе координат (рис. 2.1): 

ଶݔ  ቆݕ െ
݂
2 

݈ଶ

8݂ቇ
ଶ

ൌ
݈ଶ

8 
݈ସ

64݂ଶ 
݂ଶ

4 െ уравнение окружности; 

 

ݕ ൌ ݂ െ
4݂
݈ଶ ଶݔ െ уравнение параболы; 

 
ଶݔ4

݈ଶ 
ଶݕ

݂ଶ ൌ 1 െ уравнение эллипса. 
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Выполним кинематический анализ. Определим число степени свобо-
ды: ܹ ൌ 3 · 2 െ 2 · 1 െ 4 ൌ 0. В трехшарнирной арке три диска (участки 
арки AC и CB и диск «земля») соединены с помощью трех, не пересекаю-
щихся одновременно в одной точке шарниров A, C, B. Как видим, арка яв-
ляется геометрически неизменяемой, т. к. она образована в соответствии с 
принципом образования геометрически неизменяемых систем. 

При расчете арки на неподвижную нагрузку необходимо начертить ар-
ку в масштабе с указанием заданных размеров и нагрузки. Разбить ось ар-
ки на участки точками деления. Обязательные точки деления  – это точки  
приложения сил, точки смены интенсивности нагрузки, заданное сечение   
К,  ключевой шарнир С,  и, конечно, опоры А и В. Обычно рассматривают 
8 – 12 сечений. Желательно, чтобы длина каждого полученного  участка 
составляла не менее одной  десятой длины пролета арки.  

При расчете арки потребуются тригонометрические функции угла ме-
жду горизонталью и касательной, проведенной к оси арки в исследуемом 
сечении. Преобразуем заданное уравнение оси арки таким образом, чтобы 
было удобно находить ординаты выбранных сечений: вычислим первую 
производную от данной функции. Она, как известно, равна тангенсу опи-
санного ранее угла. Зная тангенс, легко найти необходимые выражения 
косинуса и синуса этого угла:  

cos φ ൌ
1

ඥ1  tgଶφ
݊݅ݏ    ; φ ൌ tgφ · cos φ. 

 
Преобразуем уравнение окружности. Для этого  перенесем ݔଶ в правую 

часть и извлечем квадратные корни из правой и левой частей. Тогда 
 

ݕ െ
݂
2 

݈ଶ

8݂ ൌ ඨ
݈ଶ

8 
݈ସ

64݂ଶ 
݂ଶ

4 െݔଶ; 

 

ݕ ൌ ඨ
݈ଶ

8 
݈ସ

64݂ଶ 
݂ଶ

4 െݔଶ 
݂
2 െ

݈ଶ

8݂ ; 
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tgφ ൌ Ԣݕ ൌ
1
2 ቆ

݈ଶ

8 
݈ସ

64݂ଶ 
݂ଶ

4 െݔଶቇ
ቀଵ

ଶିଵቁ

· ሺെ2ݔሻ; 

 

tgφ ൌ െ
ݔ

ඨ݈ଶ

8  ݈ସ

64݂ଶ  ݂ଶ

4 െݔଶ

. 

 
 

Преобразуем уравнение параболы:  
 

tgφ ൌ Ԣݕ ൌ െ
8݂
݈ଶ  .ݔ

 
Преобразуем уравнение эллипса: 

 

ଶݕ ൌ ቆ1 െ
ଶݔ4

݈ଶ ቇ ݂ଶ ; 

ݕ ൌ ඨ1 െ
ଶݔ4

݈ଶ  · ݂; 

tgφ ൌ ᇱݕ ൌ
1
2  ݂ ቆ1 െ

ଶݔ4

݈ଶ ቇ
ቀଵ

ଶିଵቁ

· ൬െ
8
݈ଶ ൰ݔ ;   

 

tgφ ൌ െ
ݔ4݂

݈ଶට1 െ ଶݔ4

݈ଶ

. 

 
Как правило, результат вычисления функций в каждом конкретном 

сечении сводят в общую таблицу расчета.  
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Пример 1. Для арки, показанной на рис. 2.2, требуется:  
 – построить эпюры изгибающего момента, поперечной и продольной сил 
от постоянной заданной нагрузки. 
–  для заданного сечения К построить линии влияния усилий.      
– определить соответствующие  усилия по линиям влияния; полученные  
результаты сравнить с теми, что были найдены получены для сечения К 
при выполнении первого пункта. 

Уравнение оси арки െ эллипс:  
ଶݔ4

݈ଶ 
ଶݕ

݂ଶ ൌ 1. 

 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Примечание: в дальнейшем размерности на рисунках не будем указы-
вать, подразумевая, что силы измеряются в килоньютонах, а линейные 
размеры в метрах. 
Решение. Начертим арку в масштабе в тонких линиях. Уточненное очер-
тание оси  арки  сделаем после просчета высот промежуточных точек 
(рис. 2.3, а). 

Вычислим реакции опор. 
 

∑ ܯ ൌ 0,   ܴ · 30 െ 2 · 30 · 15 ൌ 0,   ܴ ൌ 30 кН.  
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∑ ܯ ൌ 0, െ ܴ · 30  2 · 30 · 15 ൌ 0,   ܴ ൌ 30 кН.  
 
∑ ܯ

лев ൌ 0,   െܴ · 15  2 · 15 · 7,5 െ ܪ · 9 ൌ ܪ   ,0 ൌ 25 кН.  
 
Выполним  проверки правильности определения реакций: 
 
∑Y = 0,     30 + 30 – 2 ·30 = 0; 
 
∑ ܯ

прав ൌ 0,   30 · 15 െ 2 · 15 · 7,5 െ 25 · 9 ൌ 450 െ 450 ൌ 0.  
 

Разобьем пролет арки на участки, как показано на рис. 2.3, а.  
Заменим арку простой балкой (рис. 2.3, б) и построим балочные эпюры 

внутренних силовых факторов. Балочная эпюра поперечной силы показа-
на на рис. 2.3, в. Балочная эпюра изгибающего  момента  – на рис. 2.3, г. 

Преобразуем уравнение оси арки до удобного для расчетов вида. Для 
этого подставим все известные величины в заданное уравнение очертания 
оси арки – уравнение эллипса, а также в уравнение вычисления тангенса 
угла  между касательной к оси арки и горизонтальной осью. 

 

ݕ ൌ ඨ1 െ
ଶݔ4

݈ଶ  · ݂ ൌ ඨ1 െ
ଶݔ4

30ଶ  · 9 ൌ 9 · ඨ1 െ
ଶݔ

225 ; 

tgφ ൌ െ
ݔ4݂

݈ଶට1 െ ଶݔ4

݈ଶ

ൌ  െ
4 · ݔ9

30ଶට1 െ ଶݔ4

30ଶ

ൌ െ
ݔ0,04

ට1 െ ଶݔ

225

. 

 
Определим подробно арочные усилия в нескольких сечениях арки. 
 

Сечение ݔ  :ܣ ൌ െ15 м, ݕ   ൌ 0,   ܳ
 ൌ 30 кН, ܯ  

 ൌ 0. 
 

tgφ ൌ െ
0,04xA

ට1 െ ݔ
ଶ

225

ൌ െ
0,04 · ሺെ15ሻ

ට1 െ ሺെ15ሻଶ

225

ൌ ∞,  
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φA ൌ 90°,    cos φA ൌ 0,   sin φA ൌ 1. 
 

Таким образом,  арочные усилия для сечения А равны:  
 
ܯ ൌ ܯ

 െ ݕܪ ൌ 0; 
 
ܳ ൌ ܳ

 cos φ െ ܪ sin φ ൌ 30 · 0 െ 25 · 1 ൌ െ25 кН; 
 

ܰ ൌ െሺܳ
 sin φ  ܪ cos φሻ ൌ െሺ30 · 1  25 · 0ሻ ൌ െ30 кН. 

 
Сечение 1:  ݔଵ ൌ െ12 м,   ܳଵ

 ൌ 24 кН, ଵܯ  
 ൌ 81 кН · м. 

 

ଵݕ ൌ 9 · ඨ1 െ
ଵݔ

ଶ

225 ൌ 9 · ඨ1 െ
12ଶ

225 ൌ 5,4 м; 

 

tgφଵ ൌ െ
ଵݔ0,04

ට1 െ ଵݔ
ଶ

225

ൌ െ
0,04 · ሺെ12ሻ

ට1 െ ሺെ12ሻଶ

225

ൌ 0,8; 

 

cos φଵ ൌ െ
1

ඥ1  tgଶφଵ
ൌ െ

1
ඥ1  0,8ଶ 

ൌ 0,781; 

 
sin φଵ ൌ tgφଵ · cos φଵ ൌ 0,8 · 0,781 ൌ 0,625. 
 
Арочные усилия сечения 1:  
            
ଵܯ ൌ ଵܯ

 െ ଵݕܪ ൌ 81 െ 25 · 5,4 ൌ െ54 кН · м; 
 
ܳଵ ൌ ܳଵ

 cos φଵ െ ܪ sin φଵ ൌ 24 · 0,781 െ 25 · 0,625 ൌ 3,12 кН; 
 

ଵܰ ൌ െሺܳଵ
 sin φଵ  ܪ cos φଵሻ ൌ െሺ24 · 0,625  25 · 0,781ሻ ൌ 

ൌ െ34,53 кН. 
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Сечение 2:  ݔଶ ൌ െ9 м,   ܳଶ
 ൌ 18 кН, ଶܯ  

 ൌ 144 кН · м. 
 

ଶݕ ൌ 9 · ඨ1 െ
ଶݔ

ଶ

225 ൌ 9 · ඨ1 െ
ሺെ9ሻଶ

225 ൌ 7,2 м; 

 

tgφଶ ൌ െ
ଶݔ0,04

ට1 െ ଶݔ
ଶ

225

ൌ െ
0,04 · ሺെ9ሻ

ට1 െ ሺെ9ሻଶ

225

ൌ 0,45; 

 

cos φଶ ൌ െ
1

ඥ1  tgଶφଶ
ൌ െ

1
ඥ1  0,45ଶ 

ൌ 0,912; 

 
sin φଶ ൌ tgφଶ · cos φଶ ൌ 0,45 · 0,912 ൌ 0,410. 
 
Арочные усилия сечения 2:  
            
ଶܯ ൌ ଶܯ

 െ ܪ · 2 ൌ 144 െ 25 · 7,2 ൌ െ36 кН · м; 
 
ܳଶ ൌ ܳଶ

 cos φଶ െ ܪ sin φଶ ൌ 18 · 0,912 െ 25 · 0,410 ൌ 6,17 кН; 
 

ଶܰ ൌ െሺܳଶ
 sin φଶ  ܪ cos φଶሻ ൌ െሺ18 · 0,410  25 · 0,912ሻ ൌ 

ൌ െ30,18 кН. 
 

Дальнейший расчет сведем в табл. 2.1. 
По  полученным  данным  построим  арочные  эпюры  изгибающего 

момента  (рис. 2.3, д),  поперечной  силы  (рис. 2.3, е)  и  продольной  силы  
(рис. 2.3, ж). 
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                                                                                                                                                         Таблица 2.1 
 

№  x, м  y, м  tg φ  cos φ  sin φ  0M   H ∙ y  M  Q0 
ϕ cos0Q

 

Н sin φ  Q 
ϕsin 0Q

 

Н cos φ  N 

A  ‐15  0  ∞  0  1  0  0  0  30  0  25  ‐25  30  0  ‐30 

1  ‐12  5,4  0,8  0,781  0,625  81  135  ‐54  24  18,74  15,63  3,11  15  19,53  ‐34,53 

2  ‐9  7,2  0,45  0,912  0,410  144  180  ‐36  18  16,42  10,25  6,17  7,38  22,8  ‐30,18 

3  ‐6  8,25  0,262  0,967  0,253  189 
206,2
5 

‐17,25 12  11,6  6,33  5,27  3,04  24,18  ‐27,22 

4  ‐3  8,82  0,122  0,993  0,121  216  220,5  ‐4,5  6  5,96  3,03  2,93  0,73  24,83  ‐25,56 

C  0  9  0  1  0  225  225  0  0  0  0  0  0  25  ‐25 

5  3  8,82  ‐0,122  0,993  ‐0,121 216  220,5  ‐4,5  ‐6  ‐5,96  ‐3,03  ‐2,93  0,73  24,83  ‐25,56 

6  6  8,25  ‐0,262  0,967  ‐0,253 189 
206,2
5 

‐17,25 ‐12  ‐11,6  ‐6,33  ‐5,27  3,04  24,18  ‐27,22 

K  7,5  7,79  ‐0,346  0,945  ‐0,327 168,75 
194,8
5 

‐26,1  ‐15  ‐14,18  ‐8,18  ‐6  4,91  23,63  ‐28,54 

7  9  7,2  ‐0,45  0,912  ‐0,410 144  180  ‐36  ‐18  ‐16,42  ‐10,25  ‐6,17  7,38  22,8  ‐30,18 

8  12  5,4  ‐0,8  0,781  ‐0,625 81  135  ‐54  ‐24  ‐18,74  ‐15,63  ‐3,11  15  19,53  ‐34,53 

B  15  0  ∞  0  ‐1  0  0  0  ‐30  0  ‐25  25  30  0  ‐30 
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Построение  линий влияния внутренних усилий сечения К арки.  На-
чертим арку  в  масштабе  (рис. 2.4, б).  Над  аркой  покажем  нагрузку, ко-
торая  понадобится  нам  при  загружении  линий  влияния  (рис. 2.4, а). 
Простую балку покажем  на рис. 2.4, в. 
Параметры сечения К:  

xК = 7,5 м;    yК = 7,79 м;    соs φK = 0,945;    sin φK = – 0,327. 
 
Сначала  построим  линию  влияния  балочного  момента  cечения  С – 

л.в. ܯ
 (рис.2.4, г). Затем,  согласно  формуле  ܪ ൌ ܯ


൘݂ ,   построим  ли-

нию  влияния  распора – л.в. H.  Для  этого  каждую  ординату  линии   
влияния  ܯ

  разделим  на  значение стрелы  подъема  арки,  равную  де-
вяти  метрам (рис. 2.4, д).  

Построим линию влияния балочного момента сечения  К (рис. 2.4, е).  
Далее умножим  каждую  ординату  линии  влияния  распора  на  вели-

чину  ݕ ൌ 7,79 м, следовательно, построим вспомогательную  линию  
влияния  ݕܪ (рис. 2.4, ж).  

Теперь можно перейти к построению линии влияния арочного момента 
в сечении К для заданной арки. Для этого из каждой ординаты л.в. ܯ

   вы-
чтем соответствующую ординату (л.в. ܪሻݕ. Очевидно, ордината под се-
чением С равна разности  значений 3,75 и 6,489. Это значение отрица-
тельно и равно 2,739. Аналогично под сечением К значение ординаты ли-
нии влияния равно разности значений 5,625  ሺ из л. в. ܯ

ሻ и 3,245  
ሺиз ሺл. в.  .ሻ.  Эта разница равна  2,380. Получившийся график –  л.вݕሻܪ
  показан на рис. 2.4,з. Все необходимые промежуточные значения наܯ
графиках определяем из подобия треугольников, полученных при по-
строении. 

Построение  линий  влияния  поперечной  и  продольной  сил  в  сече-
нии  К  подробно  показано  на рис. 2.5.  Сначала  строим  линию  влияния  
балочной  поперечной  силы  сечения К – л.в. ܳ

   (рис. 2.5, а). Затем со-
гласно формуле: л. в. ܳ ൌ ሺл. в. ܳ

 ሻ cos φ െ ሺл. в. ሻܪ sin φ, строим 
вспомогательные линии влияния всех величин, входящих в эту формулу. 
Линия влияния ܳ

 cos φ   показана на рис. 2.5, б. На ней каждая ордината 
л.в. ܳ


   умножена на значение  cos φ ൌ 0,945. Линия влияния ܪ sin φ  
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показана на рис. 2.5, в. На ней каждая ордината  л.в. H умножена на  
sin φ ൌ െ0,327. Таким образом, все ординаты  линии влияния  ܪ sin φ  
меняют знак по отношению к л.в. H.   

Окончательная линия влияния  ܳ  показана на рис. 2.5, г. Здесь, орди-
ната под сечением С  арки вычисляется следующим образом:   

– 0,472 – ( – 0,272) = – 0,200. 
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Ордината под сечением, расположенным бесконечно близко слева от  
точки К  арки:   573,0)136,0(709,0 −=−−− . 

Ордината под сечением, расположенным бесконечно близко справа  от 
точки  К  арки:   372,0)136,0(236,0 =−− . 

Линию влияния усилия ܰ строим, используя аналитическую формулу: 
л. в. ܰ ൌ െ൫ሺл. в. ܳ

 ሻ sin φ  ሺл. в. ሻܪ cos φ൯. Сначала построим  
ሺл. в. ܳK

ሻsin φ. Она показана на рис. 2.5, д. Каждая ордината этой линии 
влияния получена умножением ординат л.в. ܳ

   на значение  sin φ ൌ
െ0,327.  Очевидно, график этой вспомогательной линии влияния отобра-
зится относительно базисной линии  по отношению к графику л.в. ܳ

 . 
Линия влияния ܪ cos φ  показана на рис.2.5, е. Каждая ордината этой 

линии влияния получена умножением соответствующей ординаты л.в. H  
на  cos φ ൌ 0,945. 

Окончательная л. в. ܰ  показана на рис. 2.5, ж. Здесь ордината под се-
чением С арки вычисляется следующим образом: 

 െሺ0,164  0,787ሻ ൌ െ0,951. 
Ордината под сечением, расположенным бесконечно близко слева от  

точки К  арки:  െሺ0,245  0,394ሻ ൌ െ0,639.   
Ордината под сечением, расположенным бесконечно близко справа  от 

точки К  арки:  െሺെ0,082  0,394ሻ ൌ െ0,312. 
 
Найдем  усилия в сечении К по построенным линиям влияния. 
 

ܯ ൌ 2 · ൬െ
2,739 · 15

2 െ
2,739 െ 2,38

2 · 7,5 
2,38 · 7,5

2 ൰ ൌ െ25,9 кН · м; 

 

ܳ ൌ 2 · ൬െ
0,2 · 15

2 െ
0,573  0,2

2 · 7,5 
0,372 · 7,5

2 ൰ ൌ െ6,0 кН; 

 

ܰ ൌ 2 · ൬െ
0,951 · 15

2 െ
0,639  0,951

2 · 7,5 െ
0,312 · 7,5

2 ൰ ൌ െ28,53 кН. 

 
Сравним результаты загружения линий влияния и значения внутрен-

них силовых факторов в сечении К, найденные при построении эпюр, и 
представим их в табл. 2.2.  
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Рис. 2.5 
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                                                                                                   Таблица 2.2 
Искомое усилие, ܯ, кН · м ܳ, кН ܰ, кН 

найденное при построении эпюр - 26,1 - 6 - 58,54 
найденное при загружении  
линий влияния 

- 25,9 - 6 - 28,53 

расхождение результатов в % 0,8%   0 0,02% 
 

Расхождение результатов расчетов вполне удовлетворительны: 
 

δெሺ%ሻ ൌ
эпܯ| െ |.л.вܯ

|эпܯ| · 100% ൌ
26,1 െ 25,9

26,1 · 100% ൎ 0,8% ൏ 1%; 

 

δேሺ%ሻ ൌ
| эܰп െ лܰ.в.|

| эܰп| · 100% ൌ
58,54 െ 58,53

58,54 · 100% ൎ 0,02% ൏ 1%. 

 
Пример 2. Для арки, показанной на рис. 2. 6, а,  найти  внутренние сило-
вые факторы в сечении, расположенном под сосредоточенной силой. 
Уравнение оси арки – окружность:  

 

ݕ ൌ ඨ
݈ଶ

8 
݈ସ

64݂ଶ 
݂ଶ

4 െݔଶ 
݂
2 െ

݈ଶ

8݂ ; 

 

tgφ ൌ െ
ݔ

ඨ݈ଶ

8  ݈ସ

64݂ଶ  ݂ଶ

4 െݔଶ

. 

 
Решение. Найдем вертикальные реакции опор. 

 
∑ ܯ ൌ 0,   ܴ · 24 െ 30 · 6 ൌ 0,    ܴ ൌ 7,5 кН;  
 
∑ ܯ ൌ 0, െ ܴ · 24  30 · 18 ൌ 0,    ܴ ൌ 225 кН.  
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Найдем распор (горизонтальные реакции) арки. 
 

∑ ܯ
лев ൌ 0, െܴ · 12  30 · 6 െ ܪ · 8 ൌ ܪ    ,0 ൌ 11,25 кН.  

 
Выполним проверки правильности определения реакций. 
 
∑ ݕ ൌ 0,   22,5  7,5 െ 30 ൌ 0,   0 ൌ 0;  
 
 ∑ ܯ

прав ൌ 0, 7,5 · 12 െ 11,25 · 8 ൌ 0, 0 ൌ 0.  

Заменим арку простой балкой (рис. 2.6, б) и найдем балочные усилия 
для сечения К. В этом сечении приложена сосредоточенная сила, поэтому 
значения балочной поперечной силы в сечении К будут различными бес-
конечно близко слева и справа от сечения. Вычислим их. 
Бесконечно близко слева от сечения К балки:   ܳ

 ൌ 22,5 кН. 
Бесконечно близко справа от сечения К балки:   ܳ

 ൌ െ7,5 кН. 
Балочный изгибающий момент в сечении К:   ܯ

 ൌ 135 кН · м. 
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Вычислим геометрические параметры сечения К, зная, что ݔ ൌ െ6 м. 
 

ݕ ൌ ඨ
݈ଶ

8 
݈ସ

64݂ଶ 
݂ଶ

4 െ ݔ
ଶ 

݂
2 െ

݈ଶ

8݂ ൌ 

ൌ ඨ24ଶ

8 
24ସ

64 · 8ଶ 
8ଶ

4 െ6ଶ 
8
2 െ

24ଶ

8 · 8 ൌ 6,53 м. 

 

tgφ ൌ െ
ݔ

ඨ݈ଶ

8  ݈ସ

64݂ଶ  ݂ଶ

4 െ ݔ
ଶ

ൌ െ
െ6

ට24ଶ

8  24ସ

64 · 8ଶ  8ଶ

4 െ 6ଶ

ൌ 0,52. 

 

cos φ ൌ
1

ඥ1  0,52ଶ
ൌ 0,887; 

 
݊݅ݏ φ ൌ tgφ · cos φ ൌ 0.887 · 0,52 ൌ 0,461. 
 

 Вычислим арочные значения  поперечной и продольной сил сечения 
К. Очевидно, они (как и балочные) будут различными бесконечно близко 
слева  и справа от сечения. Бесконечно близко слева от сечения  К арки:  
 
ܳ ൌ ܳ

 cos φ െ ܪ sin φ ൌ 22,5 · 0,887 െ 11,25 · 0,461 ൌ 14,77 кН; 
 

ܰ ൌ െሺܳ
 sin φ  ܪ cos φሻ ൌ െሺ22,5 · 0,461  11,25 · 0,887ሻ ൌ 

ൌ െ20,35 кН. 
Бесконечно близко справа от сечения K арки: 
 
 ܳ ൌ ܳ

 cos φ െ ܪ sin φ ൌ െ7,5 · 0,887 െ 11,25 · 0,461 ൌ െ11,84 кН; 
 

ܰ ൌ െሺܳ
 sin φ  ܪ cos φሻ ൌ െሺെ7,5 · 0,461  11,25 · 0,887ሻ ൌ 

ൌ െ6,52 кН. 
Арочный момент в сечении K: 
ܯ ൌ ܯ

 െ ݕܪ ൌ 135 െ 11,25 · 6,53 ൌ െ61,54 кН · м. 
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3. РАСЧЕТ ФЕРМ 
 

При расчете фермы на неподвижную нагрузку необходимо определить 
продольную силу в каждом стержне фермы. Рассмотрим определение 
усилий во всех стержнях заданной панели фермы. Панелью фермы  приня-
то считать часть фермы, расположенную  между ближайшими стойками 
фермы (напомним, что стойки – это вертикальные стержни фермы). Ана-
литически продольное усилие в стержне фермы можно найти методом вы-
резания узлов фермы или методом сечений. Для практического расчета 
метод выбирается так, чтобы усилие в стержне легко находилось бы непо-
средственно, т. е. в виде числовой или аналитической зависимости от за-
данной нагрузки и опорных реакций. В некоторых сложных случаях такие 
зависимости получить не удается, тогда приходится выражать искомое 
усилие через другие ранее найденные усилия в соседних стержнях.  

Рассчитывая ферму, надо показывать все схемы, рассматриваемые от-
сеченные части и указывать на схемах все величины, входящие в исполь-
зуемые  формулы. Все геометрические размеры должны быть определены 
аналитически, а не со схемы фермы по масштабу. 

Построение линий влияния надо начинать с линий влияния реакций 
опор. Все графики строятся под схемой фермы в том же линейном мас-
штабе на одном листе графической части. Перенос графиков на другой 
лист без соответствующих схем фермы не допускается. На линиях влия-
ния должны быть проставлены числовые значения ординат под всеми уз-
лами. Все построения должны сопровождаться численными расчетами.  

После определения усилий в указанных стержнях фермы от заданной 
нагрузки при помощи линий влияния необходимо сравнить полученные 
результаты с аналогичными, вычисленными аналитически. Как правило, 
результаты сравнения представляют в соответствующей таблице. Расхож-
дение результатов оценивается следующим образом: 

 

δேሺ%ሻ ൌ
| аܰнал െ лܰ.в.|

| аܰнал| · 100%  1%. 

 
Здесь  аܰнал –  усилие в стержне фермы, найденное аналитически;   лܰ.в.  –  
усилие в том же стержне, вычисленное при помощи линии влияния. 
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Пример. Для фермы, показанной на рис. 3.1, требуется:      
–  определить усилия во всех стержнях третьей панели от постоянной нагрузки 
(отсчет панели проводят слева направо); 
– построить для тех же стержней линии влияния усилий;      
– загрузить построенные линии влияния постоянной нагрузкой и сравнить ре-
зультаты с теми, что были получены ранее. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Решение. Выполним кинематический анализ фермы. Определим  число 
степени свободы системы:  

ܹ ൌ 2 · 26 െ 49 െ 3 ൌ 0. 
 

Таким образом, необходимое условие статической определимости систе-
мы выполняется.  Проведем структурный анализ. Очевидно, что структура 
фермы образована в соответствии с присоединением к отдельному стерж-
ню фермы (диску) двухстержневой системы (диады). Например, к диску 
А-8  присоединена диада А-1 и 1-8, в результате часть фермы А-1-8 являет-
ся самостоятельным диском. К этому диску присоединяется диада 1-2 и 2-
8 и т. д. Окончательно вся ферма (единый диск) присоединена к диску 
«земля» с помощью трех, не пересекающихся одновременно в одной точке  
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стержней. Ферма является геометрически неизменяемой системой, т. к. 
она образована в соответствии с принципами образования геометрически 
неизменяемых систем.  

Начертим  ферму  в  масштабе.  Обозначим  узлы  фермы  цифрами 
(рис. 3.2). В дальнейшем размерности на рисунках не будут указываться. 

Найдем вертикальные реакции опор. (Горизонтальная реакция левой 
опоры равна нулю, т. к. по условию нет горизонтальных сил и их проек-
ций, а условие статики в проекции на горизонтальную ось должно выпол-
няться.) 

 
∑ ܯ ൌ 0; െ3 · ሺ2  2  4  4ሻ െ 4,5 · 6 െ 1,5 · ሺ6  8ሻ  ܴ · 12 ൌ 0,   
 
∑ ܯ ൌ 0; 3 · ሺ10  10  8  8ሻ  4,5 · 6  1,5 · ሺ6  4  12ሻ െ ܴ · 12 ൌ 0,  
 
ܴ ൌ 14 кН;   ܴ ൌ 7 кН. 

 
Выполним проверку  определения реакций:   
  
∑ ݕ ൌ 0,   7  14 െ 3 · 4 െ 4,5 െ 1,5 · 3 ൌ 0, 21 െ 21 ൌ 0.  
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Для дальнейших расчетов нам понадобятся некоторые геометрические 
параметры. Начертим решетку заданной фермы в масштабе и аналитиче-
ски  вычислим все необходимые нам размеры и углы (рис. 3.3). 
Прежде всего найдем угол α, рассмотрев треугольник  K - 4 - 1: 
 

tgα ൌ
3
6 ൌ 0,5;  α ൌ ݊݅ݏ ;26,56° α ൌ sܿ ;0,447 α ൌ 0,894. 

 
Найдем длину отрезка 12 - С (т.е. место пересечения оси верхнего пояса 
левой части фермы с осью нижнего пояса) из треугольника  4 - 10 - С: 
 

݈ଵଶି ൌ
2

tgα ൌ
2

0,5 ൌ 4 м. 

 
Таким образом, мы видим, что точка С в нашем случае попадает в один из 
узлов нижнего пояса фермы. 
Вычислим  высоту левой стойки третьей панели, рассмотрев треугольник  
3 - 9 - 10: 

݄ଵ ൌ 6 ·  tgα ൌ 6 · 0,5 ൌ 3 м. 
 
Далее найдем высоту перпендикуляра, опущенного из точки 10 на про-
должение отрезка  2 - 3. Для этого рассмотрим треугольник  12 - D - 10: 
 

݄ଶ ൌ 4 · sin α ൌ 4 · 0,447 ൌ 1,79 м. 
 

Определим параметры угла β, рассмотрев треугольник  3 - 9 - 10: 
 

tgβ ൌ
3
2 ൌ 1,5;  β ൌ 56,31°; sin β ൌ 0,832; cos β ൌ 0,555. 

 
Опустим из точки С перпендикуляр на продолжение отрезка  3 - 10 и рас-
смотрим получившийся треугольник  12 - 10 - E: 
 

݄ଷ ൌ 4 · sin β ൌ 4 · 0,832 ൌ 3,33 м. 
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Нам необходимо определить усилия в стержнях 3 - 4,  3 - 10,  9 – 10, 3 – 

9,   4 – 10. 
Сделаем сечение  I - I  в заданной ферме (рис. 3.2) и рассмотрим равно-

весие  правой отсеченной части фермы (рис. 3.4). 
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 Моментной точкой для  ଷܰିସ является точка 10, так как в ней пересекают-
ся оси стержней  3 - 10  и  9 - 10.  

 
∑ ଵܯ ൌ 0,   ଷܰିସ · 1,79  7 · 6 െ 1,5 · 2 ൌ 0, ଷܰିସ ൌ െ21,79 кН.  

 
Моментной точкой для усилия ଷܰିଵ  является точка 12. В ней пересе-

каются оси стержней  3 - 4  и  9 - 10.  
 

∑ ଵଶܯ ൌ 0, െ ଷܰିଵ · 3,33  7 · 2  1,5 · 2  1,5 · 4  4,5 · 4 ൌ 0,     
 

ଷܰିଵ ൌ 12,31 кН. 
 

Чтобы найти усилие  ଽܰିଵ , воспользуемся моментной точкой 3. 
 

∑ ଷܯ ൌ 0,   ଽܰିଵ · 3  7 · 8 െ 1,5 · ሺ2  4ሻ െ 4,5 · 2 ൌ 0,  
 

ଽܰିଵ ൌ 12,67 кН. 
 

Для  нахождения  усилия  в  стержне  3 - 9  сделаем сечение  II - II (рис. 
3.2) и рассмотрим равновесие левой отсеченной части фермы (рис. 3.5).  
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Составим уравнение равновесия в виде суммы моментов всех сил этой 
части ферты относительно моментной точки. Моментной точкой является 
точка 12, в ней пересекаются  оси  стержней  2 - 3  и  8 - 9,  попавших, 
также как и стержень   3 - 9,  в сечение  II - II. 
 
∑ ଵଶܯ ൌ 0, െ14 · 10  1,5 · 10  3 · ሺ8  8  6ሻ െ ଷܰିଽ · 6 ൌ 0;  
 

ଷܰିଽ ൌ െ9,83 кН. 
 

Для определения усилия ସܰିଵ вырежем 
узел 4 фермы (рис. 3.2) и рассмотрим его 
равновесие (рис. 3.6). 

 
∑ ݕ ൌ 0,  
 

ଷܰିସ sin α െ 1,5 െ ସܰିଵ ൌ 0,  
 
െ21,79 · 0,447 െ 1,5 െ ସܰିଵ ൌ 0,  
 

ସܰିଵ ൌ െ11,24 кН. 
 

Построим линии влияния усилий рассмотренных пяти стержней. Все по-
строения будем показывать на рис. 3.7. Для последующего определения 
усилий по линиям влияния покажем заданную нагрузку над фермой на от-
дельных осях  (см. рис. 3.7, а); схему фермы в масштабе без нагрузки по-
кажем на рис. 3.7, б. Так  как  у нас загружен и верхний и нижний пояс 
фермы, необходимо  рассматривать построение линий  влияния  при  дви-
жении силы  F = 1  поверху  и  понизу фермы. Заметим, что сила F = 1 
безразмерна, следовательно, безразмерными будут и ординаты линий 
влияния. 

Предварительно построим линии влияния реакций опор (см. рис. 3.7, в  
и г). Под каждым узлом заданной фермы на графиках изменения реакций 
проставим значения в долях от единицы, учитывая, что пролет фермы де-
лится узлами на 6 равных частей. Такая простановка ординат линий влия-
ния реакций очень удобна для дальнейших вычислений. 
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Линии  влияния  усилий  в  стержнях  3 – 4; 3 – 10  и  9 – 10  не будут 
зависеть от того, по какому поясу движется единичная сила. Для построе-
ния графиков изменения усилий в этих стержнях сделаем сечение  I - I  в 
заданной ферме (см. рис. 3.7, б). Рассмотрим два случая возможного по-
ложения груза. 

1) Пусть сила F = 1 находится слева от сечения I - I.  
 Составим уравнение равновесия правой отсеченной части, т.е. той части, 
где нет силы.  

Начнем с линии влияния ଷܰିସ. 
 

∑ ଵܯ ൌ 0,   ଷܰିସ · 1,79  ܴ · 6 ൌ 0, ଷܰିସ ൌ െ3,352ܴ.   
 
Тогда следует записать аналитическое выражение линии влияния: 
 
 л. в. ଷܰିସ ൌ െ3,352 л. в. ܴ.  

 
Полученное выражение показывает, что график изменения усилия ଷܰିସ 
повторит линию влияния RB (см. рис. 3.7, г), но все значения должны быть  
умножены на отрицательный коэффициент (-3,352).  Это аналитическое 
выражение является уравнением левой ветви нашей линии влияния, т. к.  
оно получено в предположении, что единичная сила находится слева от 
сечения  I - I, т.е. в интервале от узла А (1) до узла 9 (3). (Здесь и далее в 
скобках указаны номера узлов верхнего пояса фермы.) Фактическим уча-
стком линии влияния является отрезок между осями, проходящими через 
указанные узлы (рис. 3.7, д).  

2) Пусть сила F = 1 находится справа от сечения I - I (см. рис. 8, б).  
Составим уравнение равновесия левой отсеченной части, т.е. той части, 
где нет силы. 
 
 ∑ ଵܯ ൌ 0, െ ଷܰିସ · 1,79 െ ܴ · 6 ൌ 0, ଷܰିସ ൌ െ3,352ܴ.   
 
Тогда следует записать аналитическое выражение линии влияния: 
 
 л. в. ଷܰିସ ൌ െ3,352 л. в. ܴ.  
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Это выражение  является уравнением правой ветви нашей линии влияния, 
т. к.  оно получено в предположении, что единичная сила находится спра-
ва от сечения  I – I. График этой ветви повторит линию влияния ܴ (см. 
рис. 8, в), все значения которой, как и в случае  с левой ветвью, должны 
быть умножены на отрицательный коэффициент.  Справедливо  это  вы-
ражение  только в  пределах  между  осями,  проходящими  через узлы 10 
(4) и В (7). Выделим  фактический участок  на правой ветви линии влия-
ния ଷܰିସ (см. рис. 8, д). 

Соединим левую и правую ветви линии влияния ଷܰିସ в части, распо-
ложенной между узлами 9 (3) и 10 (4) заданной фермы, передаточной 
прямой, которая на рис. 8, д выделена звездочками. Линия влияния по-
строена. Для контроля правильности построения линии влияния нужно 
помнить свойство: обе ветви линии влияния должны пересекаться под 
моментной точкой, т.е. в нашем случае под точкой 10. 

Ординаты под каждым узлом заданной фермы на этом графике можно  
легко  вычислить,  используя  доли от единицы, проставленные на линиях 
влияния реакций опор. Например, при попадании единичной силы в узел 9 
(3) усилие  ଷܰିସ  будет иметь значение: 

 

ଷܰିସ ൌ
2
6 · ሺെ3,352ሻ ൌ െ1,117. 

 
Построим линию влияния усилия в стержне  3 - 10,  используя сечение  

I - I  в заданной ферме (см. рис. 8, б). 
1)Пусть сила F = 1 находится слева от сечения I - I . 

Составим уравнение  равновесия правой отсеченной части фермы: 
 

∑ ଵଶܯ ൌ 0, െ ଷܰିଵ · 3,33  ܴ · 2 ൌ 0, ଷܰିଵ ൌ 0,601ܴ.  
 
тогда  л. в. ଷܰିଵ ൌ 0,601 л. в. ܴ. 
 
Получено уравнение  левой ветви линии влияния, которое справедливо 
только в интервале между осями, проходящими от узла А (1) до узла 9 (3). 

2) Пусть сила F = 1 находится справа от сечения  I – I. 
Составим уравнение равновесия  левой отсеченной части фермы. 
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∑ ଵଶܯ ൌ 0,   ଷܰିଵ · 3,33 െ ܴ · 10 ൌ 0, ଷܰିଵ ൌ 3,003ܴ,  
 
тогда  л. в. ଷܰିଵ ൌ 3,003 л. в. ܴ. 
 
Получено уравнение правой ветви линии влияния, которое справедливо в 
интервале между осями, проходящими от узла 10 (4) до узла В (7). Левая и 
правая ветви графика пересекаются под точкой 12. В интервале между 
осями, проходящими через узлы  9 (3) и 10 (4), проводим передаточную 
прямую. Линия влияния ଷܰିଵ показана на рис. 8, е. 
При помощи того же сечения  I - I  в заданной ферме (рис. 8, б), построим 
линию влияния   ଽܰିଵ. 

1) Пусть сила F = 1 находится слева от указанного сечения. 
Составим уравнение равновесия  правой отсеченной части  фермы. 
 
∑ ଷܯ ൌ 0,   െ ଽܰିଵ · 3  ܴ · 8 ൌ 0,    ଽܰିଵ ൌ 2,667,  
 
тогда  л. в. ଽܰିଵ ൌ 2,667 л. в. ܴ. 
 
Получили выражение левой ветви линии влияния,  справедливое в преде-
лах от узла А (1) до узла 9 (3). 

2) Пусть сила F = 1 находится справа от сечения  I – I. 
Составим уравнение равновесия  левой отсеченной части  фермы (см. 
рис. 8, б). Получим уравнение правой ветви линии влияния ଽܰିଵ, которое 
справедливо только в интервале между осями, проходящими от узла 10 (4) 
до узла В (7). 
 
∑ ଷܯ ൌ 0,   െ ଽܰିଵ · 3  ܴ · 4 ൌ 0,    ଽܰିଵ ൌ 1,333ܴ,  
 
тогда  л. в. ଽܰିଵ ൌ 1,333 л. в. ܴ. 
 

Левая и правая ветви графика пересекаются под моментной точкой 3. 
В пределах между осями, проходящими через узлы 9 (3) и 10 (4) находит-
ся передаточная прямая. Полученная  линия влияния ଽܰିଵ  показана на 
рис. 8, ж. 
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Для  построения  линии влияния ଷܰିଽ  используем сечение  II - II (см. 
рис. 8, б). Это сечение на верхнем поясе рассекает вторую панель, а на 
нижнем третью, поэтому линии влияния усилия ଷܰିଽ при движении силы 
F = 1 поверху и понизу фермы не будут одинаковыми.  

1) Пусть сила  F = 1  находится  слева  от  сечения  II - II.   
Составим  уравнение  равновесия  правой  отсеченной  части. 
 
 ∑ ଵଶܯ ൌ 0,   ଷܰିଽ · 6  ܴ · 2 ൌ 0,    ଷܰିଽ ൌ െ0,333ܴ, 
 
тогда  л. в. ଷܰିଽ ൌ െ0,333 л. в. ܴ. 
 
Получено  уравнение левой  ветви  линии  влияния, которое справедливо 
только при нахождении силы в пределах первой панели при движении по 
верхнему поясу и в пределах первой и второй панелей при движении еди-
ничной силы по нижнему поясу фермы. 

2) Пусть сила F = 1 находится справа от сечения II - II.  
Составим уравнение равновесия левой отсеченной части фермы.  

∑ ଵଶܯ ൌ 0,   ଷܰିଽ · 6  ܴ · 10 ൌ 0, ଷܰିଽ ൌ െ1,667ܴ,  
 
 тогда  л. в. ଷܰିଽ ൌ െ1,667 л. в. ܴ. 
 
Здесь мы имеем уравнение  правой  ветви  линии  влияния. Оно справедливо 
при движении единичной силы поверху в пределах от узла 3 до конца 
фермы и при движении понизу от узла 10 также до конца фермы. 

Передаточные прямые будут расположены на графиках соответственно 
при движении силы поверху между осями, проходящими через узлы 2 и 3 
и при движении понизу через узлы 9 и 10. 

Полученные графики линий влияния показаны на  рис. 8, з и  8, и соот-
ветственно. 
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Построим последнюю линию влияния – л.в. ସܰିଵ. Для ее построения 
вырежем узел 4. 
 

 

 

 

 

 

 

 

 
Здесь, как и в случае со стойкой 3 - 9, при загружении верхнего и ниж-

него поясов линии влияния будут различны. При загружении верхнего 
пояса сила F = 1 может оказаться в узле 4, в то время как при загружении 
нижнего пояса этого не произойдет никогда. 

1) Пусть сила  F = 1 находится вне узла 4 (см. рис. 3.8, а).  
 

∑ ݕ ൌ 0,   ଷܰିସ sin α െ ସܰିଵ ൌ 0,   ଷܰିସ · 0,447 െ ସܰିଵ ൌ 0,  
 

ସܰିଵ ൌ 0,447 ଷܰିସ. 
 
Тогда  л. в. ସܰିଵ ൌ 0,447 л. в. ଷܰିସ. 
 
Как видно из этого уравнения, график изменения усилия ସܰିଵ полностью 
повторит линию влияния  ଷܰିସ,  все ординаты которой умножены на ко-
эффициент 0,447. Это справедливо при движении силы понизу (см. рис. 8, 
к), а также под всеми узлами, кроме четвертого, при движении силы по-
верху фермы (см. рис. 8, л).  

2) Пусть сила F = 1 находится в узле 4 верхнего пояса фермы ( рис. 9, 
б). Рассмотрим уравнение равновесия этого узла. 

 
 ∑ ݕ ൌ 0,   ଷܰିସ sin α െ ସܰିଵ െ 1 ൌ 0,   ଷܰିସ · 0,447 െ ସܰିଵ െ 1 ൌ 0, 
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ସܰିଵ ൌ 0,447 ଷܰିସ െ 1. 
 
Тогда  л. в. ସܰିଵ ൌ 0,447 л. в. ଷܰିସ െ 1. 
 
Первое  слагаемое  получившейся  алгебраической суммы представляет 
собой  величину  усилия  ସܰିଵ  без  учета  действия  в узле единичной си-
лы. Это  значение  берем  с  л.в. ସܰିଵ  (движение понизу)  под  узлом  4 
(см. рис. 8, к): ସܰିଵ ൌ െ0,75. Таким образом, окончательное значение 
усилия  ସܰିଵ  при попадании единичной силы в узел 4 будет равно: 
 

ସܰିଵ ൌ െ0,75 െ 1 ൌ െ1,75. 
 
Ординаты графика под узлами 3 (- 0,500), 4 (- 1,750) и 5 (- 0,500) соединим 
передаточными прямыми. Окончательный вид линии влияния показан на 
рис. 8, л. 

Определим усилия по линиям влияния от заданной нагрузки, т.е. сдела-
ем загружение линий влияния. В каждом случае по линии влияния можно 
определить именно то усилие, для которого построена эта линия влияния. 

 
ଷܰିସ ൌ 6 · ሺെ0,559 െ 1,117 െ 1,676ሻ  1,5 · ሺെ1,117ሻ ൌ െ21,79 кН. 

 
Аналогично по линиям влияния найдем усилия  ଷܰିଵ и  ଽܰିଵ. 
 

ଷܰିଵ ൌ 6 · ሺ0,1  0,2  1,502ሻ  1,5 · 1,001 ൌ 12,31 кН; 
 

ଽܰିଵ ൌ 6 · ሺ0,444  0,889  0,667ሻ  1,5 · 0,444 ൌ 12,67 кН. 
 
Усилие  ଷܰିଽ  при загружении верхнего пояса: 
 

ଷܰିଽ ൌ 3 · ሺെ0,056 െ 1,111ሻ െ 1,5 · 0,833 ൌ െ4,75 кН. 
 

Усилие  ଷܰିଽ  при загружении нижнего пояса: 
 
 

ଷܰିଽ ൌ 3 · ሺെ0,056 െ 0,111ሻ െ 4,5 · 0,833 െ 1,5 · 0,556 ൌ െ5,08 кН. 
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При загружении обоих поясов    ଷܰିଽ ൌ െ4,75 െ 5,08 ൌ െ9,83 кН.  
 
Усилие  ସܰିଵ   при загружении верхнего пояса: 
 

ସܰିଵ ൌ 3 · ሺെ0,25 െ 0,5ሻ െ 1,5 · 1,75 ൌ െ4,875 кН. 
 
Усилие ସܰିଵ при загружении нижнего пояса: 
 

ସܰିଵ ൌ 3 · ሺെ0,25 െ 0,5ሻ െ 4,5 · 0,75 െ 1,5 · 0,5 ൌ െ6,375 кН. 
 

При загружении обоих поясов    ସܰିଵ ൌ െ4,875 െ 6,375 ൌ െ11,25 кН.  
 

Все значения усилий, полученные при аналитическом расчете и при за-
гружении линий влияния занесем в таблицу сравнения результатов (табл. 
3.1). Как видим, величины усилий, вычисленные двумя разными способа-
ми, совпадают для всех стержней, кроме стержня 4 - 10. Вычислим расхо-
ждение результатов для этого стержня: 

 

∆ሺ%ሻ ൌ ฬ
11,25 െ 11,24

11,24 ฬ · 100% ൌ 0,09% ا 1%. 

 
Таблица 3.1 

Искомое усилие (кН) ଷܰିସ   ଷܰିଵ  ଽܰିଵ  ଷܰିଽ   ସܰିଵ  

аܰнал  -21,79 12,31 12,67 - 9,83 -11,24 

лܰ.в.  -23,46 15,02 12,67 3 -11,25 

Δ(%)  0 0 0 0 0,09 
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4. ОПРЕДЕЛЕНИЕ ПЕРЕМЕЩЕНИЙ СТЕРЖНЕВЫХ СИСТЕМ 
ОТ СИЛОВОГО ВОЗДЕЙСТВИЯ 

 
При практическом определении перемещений необходимо хорошо по-

нимать и знать основные положения метода Мора, интеграл Максвелла-
Мора и правила практического вычисления интеграла Максвелла-Мора 
(см., например, краткое изложение в лекциях 7-9 курса лекций по строи-
тельной механике). Здесь приведем лишь необходимые результирующие 
формулы. 

 Для определения перемещений стержневой системы необходимо рас-
смотреть два состояния: 1) грузовое, т. е. состояние системы от заданной 
нагрузки; 2) единичное (вспомогательное) состояние, которое формирует-
ся дополнительно от единичного воздействия. Единичное воздействие вы-
бирается в зависимости от вида перемещения, которое необходимо рас-
смотреть.  

 Для стержневых систем, которые работают преимущественно на изгиб 
(балки, рамы), влияние продольной и поперечной сил на перемещения не-
значительно (по сравнению с влиянием изгибающего момента) и им 
обычно пренебрегают. В таких системах интеграл Максвелла - Мора име-
ет вид: 
 

                                                ∆ிൌ  න
ிܯపതതതܯ

ܬܧ





 ሺ4.1ሻ                                           .ݔ݀

 
Использование формулы (4.1) подразумевает, что под знаком интеграла 
изгибающие моменты двух состояний (единичного и грузового) представ-
лены в виде функций от координаты сечения. Получение таких функций 
подробно рассматривается в курсе «Сопротивление материалов» при оп-
ределении внутренних силовых факторов, в частности, изгибающего мо-
мента, методом сечений. В дальнейшем проводится непосредственное ин-
тегрирование по общим правилам высшей математики. Разумеется, с уве-
личением нагрузки и количества участков интегрирования практическое 
использование записанной общей формулы становится сложным и гро-
моздким.  

На практике определение перемещений стержневых систем чаще всего   
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выполняют с использованием правила Верещагина:  при перемножении 
эпюр, одна из которых линейна, а другая имеет произвольное очертание, 
интеграл    ிܯపതതതܯ


 -можно вычислить как произведение площади эпю  ݔ݀

ры произвольного очертания на ординату под ее центром тяжести, взятую 
из линейной эпюры. Разделив обе части записанного равенства на жест-
кость при изгибе EJ, получим искомое перемещение в виде  
 

                                 ∆ிൌ 
1

ܬܧ න ிܯపതതതܯ





ݔ݀ ൌ
1

цт,                                 ሺ4.2ሻݕωܬܧ
 

  
где ω –  площадь криволинейной эпюры,  ݕцт  – ордината, взятая из ли-
нейной эпюры и лежащая под центром тяжести первой. 

Таким образом, при перемножении эпюр по правилу Верещагина до-
вольно сложное математическое действие  «интегрирование» заменяется 
более простым  – «умножение». При этом  нужно помнить и учитывать 
следующие правила. 

1. Площадь ω подсчитывается для эпюры произвольного очертания, 
ордината ݕцт  берется  из эпюры прямолинейной.  

2. Если обе эпюры прямолинейные, то площадь ω  можно вычислить 
для любой из них, а ординату у взять из другой перемножаемой эпюры. 

3. Произведение ωݕцт считается положительным, если площадь ω и 
ордината ݕцт расположены по одну сторону от базисных линий соответст-
вующих эпюр. Произведение является отрицательным, если указанные ве-
личины расположены по разные стороны от базисных линий. 

Заметим, что наиболее простым применение формулы (4.2) оказывает-
ся в случае, когда одна из эпюр (или обе) постоянна по величине на всем 
участке перемножения, т. е. в случае перемножения прямоугольной эпю-
ры на прямоугольную или в случае перемножения прямоугольной эпюры 
на треугольную или трапецеидальную эпюру. 

Для случая, когда одна из эпюр очерчена по квадратной параболе (что 
соответствует действию равномерно распределенной нагрузки q), удобнее  
использовать  ''универсальную'' формулу: 
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∆ிൌ 
1

ܬܧ න ிܯపതതതܯ





ݔ݀ ൌ 

 ൌ
݈

ܬܧ6 ൭2ܽ തܽ  2ܾതܾ  ܽ തܾ  ܾ തܽ 
ଶ݈ݍ

4  ൫ തܽ  തܾ൯൱.     ሺ4.3ሻ     

 
Заметим, что на основе правила Верещагина получены и другие фор-

мулы перемножения. Использование той или иной формулы обусловлено 
удобством ее применения.  

 
Пример 1. Для заданной рамы (рис. 4.1) найти полное линейное переме-
щение точки С.  

Полное линейное перемещение в плоскости определяем как 
 

∆ൌ ට∆௫
ଶ  ∆௬

ଶ , 

 
где  ∆௫   и  ∆௬  – соответственно горизонтальное и вертикальное переме-
щения точки С. Найдем эти линейные перемещения. Очевидно, в качестве 
единичных воздействий принимаем силу, приложенную в точке С гори-
зонтально (для нахождения  ∆௫) и силу, приложенную в точке С верти-
кально (для нахождения перемещения  ∆௬). 

Эпюра изгибающего момента от внешнего воздействия изображена на 
рис. 4.2, а эпюры от единичных воздействий  –  на рис. 4.3, а и б соответ-
ственно. Линейные перемещения определяем перемножением эпюр. Заме-
тим, что перемножение производим по участкам, которые можно выде-
лить в раме:  на рис. 4.1 их всего четыре (А-В, В-С, C-D и D-E). Границами 
участков являются характерные узлы рамы с точки зрения конфигурации 
рамы и приложенной нагрузки. В первом случае понимаются сечения, в 
которых приложены опоры,  щарниры, происходит смена направления 
осей стержней – это узлы A, B, D, E. Во втором случае понимаются сече-
ния, в которых приложены сосредоточенные нагрузки, или сечения  нача-
ла и конца участков приложенной распределенной нагрузки – это узлы A,  
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B, C, E. Тем самым обеспечивается постоянный закон изменения эпюры  в 
пределах каждого участка. Далее на рис. 4. 4 отдельно показаны пары пе-
ремножаемых  участков. (Обычно так подробно не показывают, здесь это 
представлено для большей убедительности вышесказанного.) На участке 
А - В (см. рис. 4.4, а) необходимо перемножить параболу и треугольник по 
формуле (4.3). Получим 

 

∆௫
ൌൌ

6
ܬܧ6 ൭െ2 · 6 · 2 െ

2 · 6ଶ

4
ሺ0  2ሻ൱ ൌ െ

60
 .ܬܧ

 
На участке В - С  (см. рис. 4.4, б) перемножаем две прямолинейные эпюры 
также по формуле (4.3) и получаем  
 

∆௫
ൌൌ

4
6 · ܬܧ4

ሺെ2 · 6 · 2  2 · 30 · 2 െ 2 · 30  6 · 2ሻ ൌ
8

 .ܬܧ

 
 

На участке С - D (рис. 4.4, в) необхо-
димо перемножить два прямоугольни-
ка. Очевидно, что для данного участка 
лучше пользоваться формулой Вере-
щагина (4.2). Поэтому 
 

∆௫
ൌ

1
ܬܧ4 · 30 · 4 · 2 ൌ

60
 .ܬܧ

 
И, наконец, на участке D - E (рис. 4.4, 
г) перемножаем две треугольные эпю-
ры  также по формуле (4.2): 
 

∆௫
ாൌ

6
ܬܧ4 · 2 · 30 · 2 ൌ

120
ܬܧ . 
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Таким образом, линейное горизонтальное перемещение точки С равно: 
 

∆௫ൌ ∆௫
  ∆௫

  ∆௫
  ∆௫

ாൌ െ
60
ܬܧ 

8
ܬܧ 

60
ܬܧ 

120
ܬܧ ൌ

128
ܬܧ  ቆ

кН · мଷ

ܬܧ ቇ. 

 
Перемещение ∆௫ положительно, т. к. в знаменателе величина жесткости 
при изгибе  EJ  является положительной.  Полученный положительный 
знак показывает, что возникающее перемещение точки  С происходит по 
горизонтали вправо, т. е. в соответствии с предположенным выбором на-
правления единичного воздействия (единичная сила приложена в этой 
точке по горизонтали вправо).  

Линейное перемещение измеряется в метрах (сантиметрах, миллимет-
рах), но пока значение перемещения до конца не определено. Предполо-
жим, что каждый стержень рамы на рис. 4.1 имеет прямоугольное попе-
речное сечение ܾ ൈ ݄ ൌ 4 ൈ 10 ሺсмሻ, причем h –  высота поперечного се-
чения, b – ширина (размер, перпендикулярный плоскости рисунка). Рама 
изготовлена из материала с модулем упругости  ܧ ൌ 2 · 10ହ МПа.  Вычис-
лим жесткость поперечного сечения при изгибе: 

 

ܬܧ ൌ ܧ
ܾ݄ଷ

12 ൌ 2 · 10଼  
кН
мଶ  ·

4 · 10ଷ

12 · 10ି଼ мସ ൌ 0,667 · 10ଷ кН · мଶ ൌ     

ൌ 667кН · мଶ. 
Вычислим значение найденного горизонтального перемещения: 
 

∆௫ൌ
128
ܬܧ ൌ

128
667 

кН · мଷ

кН · мଶ ൌ 0,192 м ൌ 19,2 см. 

 
Это значение достаточно большое и свидетельствует о гибкости рас-

сматриваемой рамы, т. е. длина участков большая,  жесткость маленькая.   
В реальной практике перемещения достаточно малы по сравнению с ли-
нейными размерами самой системы. В дальнейшем во всех выражениях 
перемещений параметр жесткости  EJ  будем оставлять в виде константы, 
подразумевая, что ее значение можно при необходимости легко найти.  
Аналогично горизонтальному перемещению вычислим перемещение  ∆௬, 
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 перемножая эпюры  ܯଶതതതത  и  ܯி. Так же, как и в предыдущем случае, пере-
множение производим по участкам. Разбиение на участки  остается преж-
ним. Приведем лишь окончательное выражение 

 

∆௬ൌ 
1

ܬܧ න ிܯଶതതതതܯ





ݔ݀ ൌ
6

ܬܧ6 ൭2 · 6 · 3 
2 · 6ଶ

4
ሺ0  3ሻ൱  

 


1

ܬܧ4 ·
6  30

2 · 4 · 3 
1

ܬܧ4 · 30 · 4 · 3 
6

ܬܧ6 · 2 · 30 · 3 ൌ
414
ܬܧ . 

 
Положительный знак перемещения показывает, что возникает перемеще-
ние точки С по вертикали вниз. Заметим, что при вычислении перемеще-
ния  ∆௬  пользовались формулой (4.3) при перемножении эпюр на участ-
ках  А - В  и D – E  и формулой  (4.2) при перемножении эпюр на участках 
B - C и C - D. Окончательно вычисляем полное перемещение точки  С  в 
плоскости 

∆ൌ ට∆௫
ଶ  ∆௬

ଶൌ  ඨ൬
128
ܬܧ ൰

ଶ

 ൬
414
ܬܧ ൰

ଶ

ൌ  
433,34

ܬܧ . 

 
Пример 2. Для рамы (см. рис. 4.1) определить угол поворота сечения D. 
Так как эпюра изгибающих моментов от внешней нагрузки построена ра-
нее (см. рис. 4.2), то для нахождения перемещения нужно построить 
вспомогательную эпюру изгибающих моментов от единичного воздейст-
вия. В данном случае за единичное воздействие принимаем изгибающий 
момент, приложенный в точке D, например, по ходу часовой стрелки. 
Эпюра от единичного воздействия показана на рис. 4.5. Перемножение 
эпюр производим по участкам А - В, В - С, C - D и D - E, применяя в каж-
дом случае одну из формул (4.2) или  (4.3). 

∆ൌ 
1

ܬܧ න ிܯଵതതതതܯ





ݔ݀ ൌ
6

ܬܧ6 ൭െ2 · 6 ·
1
2 െ

2 · 6ଶ

4 ൬0 
1
2൰൱ െ 

െ
1

ܬܧ4 ·
6  30

2 · 4 ·
1
2 െ

1
ܬܧ4 · 30 · 4 ·

1
2 

6
ܬܧ6 · 2 · 30 ·

1
2 ൌ െ

9
 .ܬܧ
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Отрицательный знак, полученный в 
результате, показывает, что угловое 
перемещение точки D происходит 
против хода часовой стрелки, т.е. про-
тивоположно предполагаемому на-
правлению единичного воздействия. 

 

 

Пример 3. Для рамы, показанной на рис. 4.6, определить взаимное линей-
ное смещение точек В и К.  
 

Для нахождения искомого пере-
мещения необходимо построить 
эпюру изгибающих моментов от 
заданной нагрузки и эпюру от 
единичного воздействия, в качест-
ве которого принимаем силы, при-
ложенные одновременно в сечени-
ях В и К по прямой, соединяющей 
эти сечения. Эпюры показаны на 
рис. 4.7, 4.8. (Все значения на 
эпюре  ܯி  вычислены в кН · м.) 
Перемножение эпюр ܯி и  ܯଵതതതത 

проводим по участкам. В соответствии с видом эпюры от заданной на-
грузки будем рассматривать участки A – C, B – C,  C – D,  D – E,  E –G, G – 
K  и  K – L.  Так как  на участках A - C  и G - L эпюра от единичного воз-
действия нулевая, а поэтому и результат перемножения на этих участках 
тоже будет нулевым, то ограничимся записью перемножения на всех ос-
тальных участках рамы. При перемножении пользуемся формулой (4.3) 
перемножения эпюр. 
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Полученный отрицательный знак указывает, что сечения В и К не удаля-
ются друг от друга, как предполагали, а наоборот, сближаются. 
 
Пример 4. Для рамы, показанной на рис. 4.6, определить угол взаимного 
поворота сечений С и G. Для нахождения перемещений построим эпюру 
изгибающих моментов от единичных самоуравновешенных моментов, 
приложенных в точках С и G (рис. 4.9). Перемножаем эту эпюру с эпюрой  
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от внешнего воздействия (см. рис. 4.6), причем только на участках C-D, D-
E и E-G (на остальных участках на единичной эпюре имеем нулевые зна-
чения изгибающего момента): 

∆ൌ 
1

ܬܧ න ிܯଶതതതതܯ





ݔ݀ ൌ
4

6 · ܬܧ2
ሺെ2 · 1 · 12  2 · 1 · 4  1 · 4 െ 1 · 12ሻ  


6

ܬܧ6 ൭2 · 1 · 4 െ 2 · 1 · 14 െ 1 · 14  1 · 4 െ
2 · 6ଶ

4
ሺ1  1ሻ൱ െ 

െ
1

ܬܧ2 ·
30  14

2 · 4 · 1 ൌ െ
118
ܬܧ . 

 

При перемножении на участках C - D 
и  D - E  использована формула (4.3), 
на участке E – G – формула (4.2). 
Полученный отрицательный знак 
показывает, что действительный 
взаимный угол поворота  сечений C  
и  G  происходит в сторону, проти-
воположную выбранным единичным 
воздействиям.  
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