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ВВЕДЕНИЕ 
Одним из основных требований при проектировании электронных 

устройств является сокращение временных затрат. Удовлетворить дан-
ную необходимость можно путем активного использования средств вы-
числительной техники и систем автоматизированного проектирования. 
При применении ЭВМ вместо имитации схемы путем ее макетирования 
используются специальные программы, предназначенные для моделиро-
вания и анализа схемы математическими методами. 

Предлагаемые методические указания содержат материал по со-
ставлению математических моделей схем электронных устройств с ис-
пользованием теории графов. Топологические основы формирования 
математических моделей электронных схем предусматривают описание 
структуры объекта моделирования в виде матриц инциденций, главных 
сечений или главных контуров. В методических указаниях рассмотрены 
способы составления данных топологических матриц, а также возмож-
ности их использования при формировании уравнений математической 
модели. 

Для комплексного исследования основных характеристик проекти-
руемого электронного устройства выполняют его моделирование в ста-
тическом режиме, а также частотной и временной областях. В указаниях 
содержатся описания топологических методов составления уравнений 
узловых потенциалов и уравнений контурных токов. Приведены правила 
формирования уравнений математической модели схемы электронного 
устройства для моделирования в различных режимах. Даны описания 
математических методов, обеспечивающих решение сформированных 
систем уравнений. 

Методические указания представляют собой цикл из восьми прак-
тических занятий, каждое из которых включает теоретическое описание, 
контрольные вопросы и задания для самостоятельной работы студентов.  
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Занятие № 1 

ТОПОЛОГИЧЕСКИЕ ОСНОВЫ ФОРМИРОВАНИЯ  
МАТЕМАТИЧЕСКИХ МОДЕЛЕЙ ЭЛЕКТРОННЫХ СХЕМ. 

МАТРИЦА ИНЦИДЕНЦИЙ 
 

В ходе данного занятия рассматриваются общие методы решения 
задачи формирования системы уравнений математической модели 
электронной схемы, которые основываются на теории графов. Теория 
графов – обширная область математики, имеющая множество инженер-
ных и вычислительных приложений. Интерес будут представлять толь-
ко машинные методы формирования уравнений модели объекта проек-
тирования, поэтому ограничимся лишь теми разделами теории графов, 
которые имеют непосредственное отношение к текущему занятию.  

Для формирования уравнений математической модели на основе 
электрической модели устройства, состоящей из базовых элементов, 
используются направленные графы ( )SVG , , в которых каждая ветвь vij  

соответствует двухполюсному базовому элементу модели, а ее направ-
ление совпадает с направлением протекания тока. Каждая вершина 
графа si соответствует узлу электрической модели – точке соединения 
двух или более базовых элементов. Таким образом, направленный граф 
полностью описывает топологию электрической модели.  

Приведем ряд определений теории графов, которые понадобятся 
для дальнейшего изложения материала. 

П у т ь. Путем в графе между вершинами si и sj называют множе-
ство ветвей, в котором, двигаясь по смежным ветвям, можно перейти из 
вершины si в вершину sj. Графически путь представляется отрезком 
между двумя вершинами без ответвлений. 

С в я з н ы й  г р а ф. Направленный граф ( )SVG ,  называют связным, 

если можно указать путь между двумя любыми вершинами графа si и sj. 
И н ц и д е н т н о с т ь. Ветвь называется инцидентной вершине, 

если она начинается или заканчивается в этой вершине.  
К о н т у р. Контуром называют связный подграф, в котором каж-

дой вершине инцидентно ровно две ветви. 
С о б с т в е н н ы й  к о н т у р. Ветвь называется собственным 

контуром, если оба ее конца инцидентны одному и тому же узлу. 
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Содержащаяся в графе информация может быть полностью пред-
ставлена матрицей, называемой матрицей инциденций. Для направ-
ленного графа ( )SVG ,  с 1+m  вершинами и n  ветвями матрицей инци-

денций является матрица [ ]ija=A  размерностью ( )nm ,1+ , в которой 

1=ija , если ветвь j  инцидентна вершине i  и направлена от нее; 

1−=ija , если ветвь j  инцидентна вершине i  и направлена к ней; 0=ija , 

если ветвь j  не инцидентна вершине i . 

Графы электрических моделей устройств не содержат собствен-
ных контуров, вследствие чего каждый столбец матрицы инциденций 
содержит только два ненулевых элемента, равных 1 и – 1, а остальные 
элементы равны нулю. Данная особенность позволяет без потери ин-
формации исключить любую строку матрицы инциденций, так как со-
держащиеся в ней значения могут быть восстановлены. Обычно исклю-
чают строку матрицы, соответствующую нулевому узлу схемы. Матри-
ца инциденций, полученная путем исключения одной из строк, называ-
ется редуцированной.  

Матрица инциденций, описывая топологию электрической моде-
ли, позволяет записать первый закон Кирхгофа следующим образом: 

0=вAI ,                                                 (1.1) 

где A  – матрица инциденций, вI  – вектор токов, протекающих через 

ветви графа электрической модели. 
Рассмотрим простую цепь, представленную на рис. 1, а и соответ-

ствующий ей направленный граф (рис. 1, б). Матрица инциденций для 
данного примера имеет следующий вид: 

R1 R2 C3

C4 L5

R6

1 2 3

4 5

6

0

21 3

 
а) б) 

Рис. 1. Электрическая цепь (а) и ее направленный граф (б) 
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1 0 0 1 0 1

0 1 0 1 1 0

0 0 1 0 1 1

− 
 = − − 
 − − − 

Α , 

где строки соответствуют узлам схемы, а столбцы – ветвям. 
Запишем закон Кирхгофа для токов в соответствии с направле-

ниями ветвей графа (см. рис. 1, б): 

1: 0641 =++− iii , 

2: 0542 =+−− iii , 

3: 0653 =−−− iii . 

Тот же результат получаем, используя матрицу инциденций и вы-
ражение (1.1): 
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
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 . 

С помощью матрицы инциденций может быть записан и второй 
закон Кирхгофа. Напряжение на ветви ijv  электрической модели можно 

определить через узловые потенциалы iu  и ju  следующим равенством 

jiij uuv −= . В векторной форме данное равенство может быть записано 

как  

уV0...1000...010...0 −=ijv , 

где вектор-строка содержит нулевые значения во всех столбцах за ис-
ключением i-го, где значение равно 1, и j-го, где значение равно –1; 

уV  – вектор узловых потенциалов. Сравнивая вектор-строку в послед-

нем равенстве с соответствующим столбцом матрицы инциденций, 
можно заметить, что они являются транспонированными по отношению 
друг к другу. 
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Обобщая данный результат на все ветви графа электрической мо-
дели, второй закон Кирхгофа можно представить следующим образом: 

ув VAV t= ,                                           (1.2) 

где вV  – вектор напряжений на ветвях графа электрической модели 

устройства. 
Например, уравнения для напряжений на всех ветвях графа 

(см. рис. 1, б) имеют следующий вид: 
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u
u
u
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 . 

Таким образом, уравнения (1.1) и (1.2) представляют собой запись 
обобщенных законов Кирхгофа для токов и напряжений электрической 
схемы. 

Контрольные вопросы 

1. Сформулируйте основные топологические понятия для элек-
трических цепей.  

2. Что такое матрица инциденций?  
3. Опишите правила построения матрицы инциденций. 
4. Каковы основные свойства матрицы инциденций? 

Контрольные задания 

Для схем, описанных в прил. 1, необходимо: 
1. Построить направленный граф. 
2. Выбрать направления ветвей. 
3. Сформировать матрицу инциденций. 
4. Составить записи обобщенных законов Кирхгофа для токов и 

напряжений. Проверить их справедливость. 
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Занятие № 2 

ТОПОЛОГИЧЕСКИЕ ОСНОВЫ ФОРМИРОВАНИЯ  
МАТЕМАТИЧЕСКИХ МОДЕЛЕЙ ЭЛЕКТРОННЫХ СХЕМ. 

МАТРИЦА ГЛАВНЫХ СЕЧЕНИЙ 
 

Формирование взаимно независимой системы уравнений можно 
выполнить на основе матрицы главных сечений. Данный способ опира-
ется на понятии дерева и дополнения к дереву направленного графа. 

Д е р е в о. Деревом связного графа называют связный подграф, 
включающий все узлы графа, но не имеющий контуров. Дерево графа, 
соответствующее электрической модели с 1+m  узлами, содержит m  
ветвей. Ветви графа, вошедшие в дерево, называют ребрами графа, а не 
вошедшие, которые образуют д о п о л н е н и е  к  д е р е в у, – хордами 
графа.  

Г л а в н ы м  с е ч е н и е м графа называют сечение, проходящее 
только через одно ребро и через столько хорд, сколько необходимо для 
разделения графа на две отдельные части. Так как в дерево графа вхо-
дит только m ветвей, следовательно, существует m главных сечений. 

Ветви дерева при построении матрицы главных сечений удобно 
нумеровать в следующем порядке – сначала ребра, потом хорды, ис-
пользуя для этого следующие правила: 

1. Выбрать направления ветвей. 
2. Выбрать дерево графа. 
3. Пронумеровать последовательными целыми числами, начиная 

от единицы, вначале все ребра графа, а затем все хорды. 

М а т р и ц е й  г л а в н ы х  с е ч е н и й направленного графа на-
зывают матрицу [ ]ijq=Q , в которой элемент 1=ijq , если ветвь j  нахо-

дится в сечении i  и ориентация ветви совпадает с ориентацией сечения, 
задаваемой ребром; 1−=ijq , если ветвь j  находится в сечении i  и их 

ориентации противоположны; 0=ijq , если ветвь j  не находится в сече-

нии i . 
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Например, для графа (см. рис. 1, а) один из возможных вариантов 
дерева и соответствующего этому дереву набора главных сечений пока-
зан на рис. 2. 

Матрица главных сечений для пред-
ставленного примера принимает следую-
щий вид: 

















−−
−−
−

=
011100

111010

110001

Q , 

где строки соответствуют главным сечени-
ям графа, а столбцы – ветвям. 

Общая форма первого закона Кирх-
гофа с помощью матрицы главных сечений Q  может быть записана 

следующим образом: 

0=вQI ,                                                 (2.1) 

где вI  – вектор токов в ветвях графа, элементы которого перечислены в 

порядке нумерации столбцов в матрице Q . 

Для дерева (см. рис. 2) общая запись первого закона Кирхгофа в 
матричной форме имеет следующий вид: 
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 . 

Матрицу главных сечений можно разделить на две подматрицы 

[ ] [ ]ххр     QQQQ 1== , 

где индекс «р» соответствует ребрам, а индекс «х» – хордам. Подмат-
рица, соответствующая дереву графа, является единичной – «1». 

5 1 6

4 2

3

0

2

1 3
C3

C2

C1
 

Рис. 2. Дерево  
направленного графа и его 

главные сечения 
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Контрольные вопросы 

1. Сформулируйте понятия дерева и главного сечения связного 
графа.  

2. Что такое матрица главных сечений?  
3. Опишите правила построения матрицы главных сечений. 
4. Каковы основные свойства матрицы главных сечений? 

Контрольные задания 

Для схем, описанных в прил. 1, необходимо: 
1. Выделить дерево направленного графа. 
2. Провести главные сечения. 
3. Сформировать матрицу главных сечений. 
4. Составить запись закона Кирхгофа для токов. Проверить ее 

справедливость. 
 
 
 

Занятие № 3 

ТОПОЛОГИЧЕСКИЕ ОСНОВЫ ФОРМИРОВАНИЯ  
МАТЕМАТИЧЕСКИХ МОДЕЛЕЙ ЭЛЕКТРОННЫХ СХЕМ. 

МАТРИЦА ГЛАВНЫХ КОНТУРОВ 
 

Для упрощения записи второго закона Кирхгофа вводят еще одну 
матрицу, характеризующую граф электрической модели – матрицу 
главных контуров. Метод построения матрицы главных контуров осно-
ван на выделении дерева в графе ( )SVG , . Подключение к дереву любой 
хорды приводит к образованию главного контура для этой хорды, ори-
ентация которого выбирается по направлению обхода, задаваемого 
хордой. В связном графе с 1+m  вершинами и n  ветвями можно выде-
лить mn −  хорд и, следовательно, mn −  главных контуров. 

При формировании матрицы главных контуров предлагают ис-
пользовать следующие правила: 

1. Пронумеровать ребра и хорды графа, как было предложено ра-
нее (с. 8). 

2. Перебрать хорды в соответствии с их номерами и пронумеро-
вать контуры, начиная с 1. 
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3. Выбрать направление обхода контура, совпадающее с направ-
лением соответствующей хорды. 

Матрицей главных контуров направленного графа называют мат-
рицу [ ]ijb=B , в которой элемент 1=ijb , если ветвь i  входит в j -й глав-

ный контур и ее направление совпадает с направлением обхода конту-
ра, задаваемым хордой; 1−=ijb , если ветвь i  входит в j -й главный кон-

тур и ее направление противоположно ориентации контура; 0=ijb , если 

ветвь i  не входит в j -й главный контур. 
Например, для дерева (см. рис. 2) матрица главных контуров бу-

дет иметь следующий вид: 

















−−
=

100011

010111

001110

B , 

где строки соответствуют главным сечениям, а столбцы – ветвям. 
Матрица главных контуров позволяет компактно записать второй 

закон Кирхгофа, устанавливающий, что алгебраическая сумма напря-
жений в каждом контуре любой сложной схемы всегда равна нулю 

0=вBV ,                                           (3.1) 

где вV  – вектор напряжений на ветвях графа. 

Для дерева (см. рис. 2) общая запись второго закона Кирхгофа в 
матричной форме имеет следующий вид: 

0

100011

010111

001110

303220

01133220

211332

30

01

21

13

32

20

=
















+−−
+++

++
=









































−− vvv
vvvv

vvv

v
v
v
v
v
v

 . 

Матрицу главных контуров можно разделить на две подматрицы 

[ ] [ ]1    рхр BBBB == , 

где индекс «р» соответствует ребрам, а индекс «х» – хордам. Подмат-
рица, соответствующая хордам графа, является единичной – «1». 



12 
 

Между матрицами главных сечений и главных контуров сущест-
вует фундаментальное соотношение. Если расположить столбцы мат-
риц в одинаковой последовательности ветвей, то выполняется следую-
щее соотношение: 

0=tBQ                                              (3.2) 

или 

0=tQB .                                             (3.3) 

Покажем справедливость данного соотношения для дерева, пред-
ставленного на рис. 2. 
















=
























−
−

















−−
−−
−

=
000

000

000

100

010

001

011

111

110

011100

111010

110001

 tQB . 

Из соотношений (3.2) и (3.3) следуют важные выводы 

[ ] 0
1

1 =+=






= t
t

t
хр

х
р   QB

Q
BBQ  

или 

t
хр QB −= .                                           (3.4) 

Уравнение (3.4) показывает, что 

[ ]  1tQB −=                                         (3.5) 

и 

[ ]  р
tBQ −= 1 .                                      (3.6) 

Это означает, что матрицу B  можно легко получить из матрицы 
Q  и наоборот. 

В свою очередь, существует также связь между матрицей инци-
денций и матрицей главных контуров, которая при одинаковой после-



13 
 

довательности столбцов обеих матриц может быть записана в виде сле-
дующего равенства: 

0=tAB .                                                 (3.7) 

Из записи в блочной форме получаем 

[ ] 0
1

=+=







= хрр

р
хр   ABA

B
AAAB t

t
t , 

откуда следует, что блоки матрицы инциденций рA  и хA , а также блок 

матрицы главных контуров рB  связаны соотношением 

х
1-
рр AAB −=t .                                           (3.8) 

Таким образом, матрица инциденций связана с матрицами глав-
ных контуров и главных сечений следующими выражениями: 

[ ] t 
х

1-
р  1AAB −= ,                                       (3.9) 

[ ] AAAAAD 1-
рхр

1-
р =−= .                             (3.10) 

Контрольные вопросы 

1. Сформулируйте понятие главного контура связного графа.  
2. Что такое матрица главных контуров?  
3. Опишите правила построения матрицы главных контуров. 
4. Каковы основные свойства матрицы главных контуров? 

Контрольные задания 

Для схем, описанных в прил. 1, необходимо: 
1. Выделить дерево направленного графа. 
2. Определить главные контуры. 
3. Сформировать матрицу главных контуров. 
4. Составить запись закона Кирхгофа для напряжений. Проверить 

ее справедливость. 
5. Показать справедливость соотношений (3.2) и (3.3). 
6. Используя (3.5) и (3.6), показать, что матрица B  может быть 

получена из матрицы Q  и наоборот. 
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Занятие № 4 

ТОПОЛОГИЧЕСКИЕ МЕТОДЫ СОСТАВЛЕНИЯ УРАВНЕНИЙ  
УЗЛОВЫХ ПОТЕНЦИАЛОВ 

 
Помимо пассивных компонентов в электрическую цепь могут 

также входить источники тока и напряжения. Следует определить, как 
необходимо наиболее целесообразно нумеровать соответствующие им 
ветви графа. Для ответа на данный вопрос воспользуемся выражениями 
(2.1) и (3.1). 

Для (2.1) можно записать 

[ ] 01 =+=






= ххр
х

р
хв  ii

i
i

QQQI   

или  

ххр ii Q−= .                                        (4.1) 

Другими словами, токи ребер графа выражаются через токи его 
хорд. Так как все токи, протекающие в цепи, – это токи ребер и хорд 
графа, то можно записать 

хх
р

х
х

х

р
в iii

i
i t

t
B

BQ
I =








=







−=






=
11

.                   (4.2) 

Следовательно, токи хорд можно рассматривать как независимые 
переменные. Если они известны, то все токи в цепи можно рассчитать, 
используя выражение (4.2). 

Для (3.1) можно записать 

р
в р р р х

х

1  0
v

v v
v
 

 = = + =  
 

BV B B

или  

ррх vv B−= .                                          (4.3) 

Как и для токов, все напряжения на ветвях можно представить в 
виде 

рр
х

р
рх

р
в vvv

v
v t

t Q
QB

V =






=







−

=






=
11

.                  (4.4) 
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Таким образом, напряжения, соответствующие ребрам графа, 
можно рассматривать как независимые переменные. Если они извест-
ны, то, используя (4.4), можно рассчитать все остальные напряжения. 

Уравнение (4.2) показывает, что токи, соответствующие хордам, 
являются независимыми переменными. Ток независимого источника не 
может быть зависимой переменной. Следовательно, дерево графа не 
должно включать источники тока. 

Уравнение (4.4) показывает, что напряжения, соответствующие 
ребрам графа, являются независимыми переменными. Следовательно, 
все ветви, соответствующие независимым источникам напряжения, 
должны быть включены в дерево графа. 

Предложенный ранее способ нумерации позволял формировать под-
матрицы Qp  и Bx в виде единичных матриц. Чтобы сохранить это свойст-
во, необходимо использовать следующие правила нумерации ветвей: 

1. Пронумеровать источники ЭДС как 1e , 2e ,…, ie  и включить их 

в дерево графа. 
2. Дополнить дерево за счет пассивных элементов и пронумеро-

вать их последовательными целыми числами, начиная от 1. 
3. Продолжить нумерацию остальных ветвей графа, соответст-

вующих пассивным элементам. 
4. Пронумеровать источники тока как 1j , 2j ,…, mj  и поместить 

их в дополнение к дереву. 
Направление ветвей источников должно выбираться в соответст-

вии с полярностью подключения в электрической цепи, направление 
остальных ветвей может быть произвольным. Если независимые источ-
ники включены в матрицу, то будем называть ее дополненной и снаб-
жать индексом «д». 

Например, для схемы, представленной на рис. 3, матрица главных 
сечений, подготовленная с использованием предлагаемых правил нуме-
рации ветвей, имеет следующий вид: 

e1   1    2  3    4  5  6   j1 

д

1 0 0 0 1 0 0 0

0 1 0 0 0 1 1 1

0 0 1 0 1 1 1 1

0 0 0 1 1 1 0 0

е j

− 
 − − −   = =   
 
 

Q Q Q Q . 
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E
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0

32 4

1 E

J2

 

а) б) 
Рис. 3. Электрическая цепь (а) и ее направленный граф (б) 

 
Прежде чем перейти к составлению у р а в н е н и й   д л я  у з л о -

в ы х  п о т е н ц и а л о в, необходимо выполнить преобразование ис-
точников ЭДС в эквивалентные источники тока. 

В уравнениях для узловых потенциалов каждый пассивный эле-
мент описывается с помощью соотношения, связывающего напряжение 

вV , ток вI  и проводимость вY  ветви 

ввв IVY = ,                                                (4.5) 

где вY  – диагональная матрица проводимостей ветвей, вV  и вI  – век-

торы напряжений и токов ветвей соответственно. 
Согласно закону Кирхгофа для токов, используя дополненную 

матрицу инциденций (основанную на редуцированной матрице инци-
денций), получим: 

0=IAд .                                                (4.6) 

Представив матрицу дA  в блочной форме записи, преобразуем 

уравнение (4.6) к виду 

[ ] 0=








в

в 
J

I
AA J                                        (4.7) 

или 

вв JAAI J−= ,                                         (4.8) 

где вJ  – вектор известных токов источников. 

Используя (4.5) в выражении (4.8) для вI , получаем: 

ввв JAVAY J−= .                                      (4.9) 
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Уравнение (1.2) в случае использования дополненной матрицы 
инциденций можно представить в виде 

удVAV t= ,  

или 

у
в  V

A

A
V

V








=








t
J

t

J
,                                     (4.10) 

где JV  – вектор напряжений на источниках. 

Выражение (4.10) можно представить следующим образом: 

ув VAV t= ;                                        (4.11) 

уVAV t
JJ = .                                       (4.12) 

Напряжения на источниках токов можно найти из (4.12) после то-
го, как определены узловые потенциалы уV . После подстановки (4.11) в 

(4.9) получаем: 

вув JAVAAY J
t −=                                   (4.13) 

или 

уу JYV = .                                        (4.14) 

Произведение матриц 
tAAYY в=                                       (4.15) 

равно матрице узловых проводимостей. А вектор в правой части равенства 

ву JAJ J−=                                      (4.16) 

является вектором эквивалентных узловых источников тока. 
Решение системы линейных алгебраических уравнений (4.14) по-

зволяет рассчитать вектор узловых потенциалов, а с его помощью и 
значения токов в ветвях схемы. 

Аналогичные соотношения можно получить при использовании 
матрицы главных сечений Q . 

Контрольные вопросы 

1. Опишите правила нумерации ветвей, соответствующих незави-
симым источникам тока и/или напряжения.  

2. Что такое дополненная матрица главных контуров (инциденций 
и главных контуров)?  
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3. Какие правила формирования уравнений для узловых потен-
циалов в матричной форме с использованием матрицы инциденций вы 
знаете?  

4. Составьте уравнения для узловых потенциалов с использовани-
ем матрицы главных сечений. 

Контрольные задания 

Для схем, описанных в прил. 2, необходимо: 
1. Выделить дерево направленного графа. 
2. Определить главные сечения. 
3. Сформировать дополненные матрицы инциденций и главных 

сечений. 
4. Составить уравнения для узловых потенциалов, используя мат-

рицу инциденций. 
5. Составить уравнения для узловых потенциалов, используя мат-

рицу главных сечений. 
 
 
 

Занятие № 5 

ТОПОЛОГИЧЕСКИЕ МЕТОДЫ СОСТАВЛЕНИЯ  
УРАВНЕНИЙ КОНТУРНЫХ ТОКОВ 

 
Прежде чем перейти к составлению у р а в н е н и й   д л я  к о н -

т у р н ы х  т о к о в, необходимо выполнить преобразование источни-
ков тока в эквивалентные источники ЭДС. В этих уравнениях напряже-
ние на каждом пассивном элементе представляется в виде 

ввв VIZ = ,                                                (5.1) 

где вZ  – диагональная матрица импедансов ветвей, вV  и вI  – векторы 

напряжений и токов ветвей соответственно. 
Согласно закону Кирхгофа для напряжений, используя дополнен-

ную матрицу главных контуров, получим: 
0=VBд .                                               (5.2) 

Подставив матрицу дB  в блочной форме записи, преобразуем 

уравнение (5.2) к виду: 
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[ ] 0=








в

в 
V

E
BBE                                      (5.3) 

или 

вв EBBV E−= ,                                      (5.4) 

где вE  – вектор известных источников ЭДС. 

Используя (5.1) в выражении (5.4) для вV , получаем: 

ввв EBIBZ E−= .                                      (5.5) 

Закон Кирхгофа для токов с учетом (4.2) можно записать как 

хдIBI t= ,  

или 

х
в

 I
B

B
I

I








=








t

t
EE ,                                     (5.6) 

где EI  – вектор токов, протекающих через источники напряжения. 

Выражение (5.6) можно представить следующим образом: 

хIBI t
EE = ;                                         (5.7) 

хв IBI t= .                                          (5.8) 

Если токи хI  известны, то токи, протекающие через источники 

напряжения EI , можно найти из (5.7). После подстановки (5.8) в (5.5) 

получаем 

вхв EBIBBZ E
t −= .                                 (5.9) 

или 

кх EZI = .                                         (5.10) 

Здесь произведение матриц 
tBBZZ в=                                       (5.11) 

равно матрице импедансов в уравнениях для контурных токов, а вектор 

вк EBE E−=                                     (5.12) 

соответствует вектору источников ЭДС контуров. 
Решение системы линейных алгебраических уравнений (5.10) 

осуществляется относительно вектора токов в хордах графа электриче-
ской модели. Зная хI , можно вычислить токи, протекающие через пас-

сивные элементы модели, и токи, протекающие через источники на-
пряжения. 
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Контрольные вопросы 

1. Опишите правила построения дополненной матрицы главных 
контуров.  

2. Какие правила формирования уравнений контурных токов в 
матричной форме вы знаете?  

3. Составьте уравнения контурных токов с использованием мат-
рицы главных сечений. 

Контрольные задания 

Для схем, описанных в прил. 2, необходимо: 
1. Выделить дерево направленного графа. 
2. Определить главные контуры. 
3. Сформировать дополненную матрицу главных контуров. 
4. Составить уравнения для узловых потенциалов, используя мат-

рицу главных контуров. 
 
 
 

Занятие № 6 

МОДЕЛИРОВАНИЕ ЭЛЕКТРОННЫХ СХЕМ  
В СТАТИЧЕСКОМ РЕЖИМЕ 

 
Расчет статического режима имеет самостоятельное значение, на-

пример, при составлении карты режимов схемы по постоянному току, 
когда учитываются номинальные значения токов, напряжений и рас-
сеиваемых мощностей в разных точках и элементах схемы. Однако ча-
ще всего моделирование статического режима является составной ча-
стью других, более сложных задач. Например, расчет переходных про-
цессов в схеме можно представить последовательностью расчетов ква-
зистатических режимов в отдельные моменты времени, в каждый из ко-
торых нужно выполнить законы равновесия. 

При составлении уравнений статического режима в большинстве 
современных программ схемотехнического моделирования использует-
ся базис узловых потенциалов φ. Математическая модель любого элек-
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тронного устройства по постоянному току представляет собой систему 
нелинейных уравнений 

( ) 0=VF ,                                              (6.1) 

решив которую находят потенциалы на узлах электрической модели. 
В базисе узловых потенциалов исходная модель-уравнение (6.1) 

принимает вид 
( ) 0=ϕI ,                                              (6.2) 

где ( )ϕI  – вектор узловых токов. 

Процесс формирования математической модели схемы можно 
описать следующим алгоритмом: 

1. Уравнение каждого элемента схемы представляется в виде 

эээ IYi +ϕ= ,                                        (6.3) 

где эY  – матрица проводимостей элементов, эI  – вектор эквивалентных 

узловых источников тока (вектор полюсных токов). 
2. Выделяются и обнуляются двумерные и/или одномерные мас-

сивы для записи в них матрицы узловых проводимостей схемы Y  и 
вектора узловых токов I , являющихся основными компонентами мате-
матических моделей схемы. 

3. Рассматривается очередной k-й элемент схемы. Компоненты его 
вектора эI  и матрицы эY  заносятся в соответствующие позиции масси-

вов I  и Y  и суммируются с их содержимым. 
4. Если список элементов не исчерпан, то повторяется п. 3; если ис-

черпан, то формирование математической модели схемы заканчивается. 
Решение системы нелинейных алгебраических уравнений 

(СНАУ), представленной в (6.1), может быть получено с использовани-
ем численных методов. 

Для решения (6.1) можно использовать м е т о д   п р о с т о й  
и т е р а ц и и 

( ) ( ) ( )( )kkk VFVV λ−=+1 ,                                (6.4) 

где k – номер итерации; λ  – множитель, регулирующий сходимость. 
В общем случае алгоритм (6.4) не гарантирует сходимость, однако 

при достаточно малых λ  алгоритм будет сходиться. Главный недоста-
ток данного алгоритма – медленная сходимость. Более быструю сходи-
мость обеспечивает м е т о д   Н ь ю т о н а: 
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( )( ) ( ) ( )( )kkk VFVVF −=Δ′  ,                              (6.5) 

где ( ) ( ) ( )kkk VVV −=Δ +1  – вектор поправок; ( )( )kVF  – вектор невязок; 
( )( ) kVF′  – матрица Якоби. 

Решая (6.5) при заданном начальном приближении ( )0V  относи-

тельно ( )0VΔ , вычисляем ( ) ( ) ( )001 VVV +Δ= . Далее, решая (6.5) относи-

тельно ( )1VΔ , определяем ( )2V  и т.д. до сходимости. 
В отличие от линейно сходящегося метода простых итераций ал-

горитм Ньютона сходится квадратично. При расчете схемы в статиче-
ском режиме выражение (6.2) формируется в виде, соответствующем 
решению методом Ньютона: 

( )( ) ( ) ( )( )kkk ϕ−=ϕΔϕ IY  ,                                  (6.6) 
где [ ]ϕ∂∂= IY  – матрица узловых проводимостей; k – индекс ньюто-

новской итерации; ( ) ( ) ( )kkk ϕ−ϕ=ϕΔ +1  – вектор поправок. 

Контрольные вопросы 

1. Каково назначение анализа электронных схем в статическом 
режиме?  

2. Опишите правила формирования математической модели схе-
мы для анализа в статическом режиме.  

3. Какие методы решения СНДУ вы можете перечислить? 
4. Укажите достоинства и недостатки использования метода Нью-

тона для решения систем нелинейных алгебраических уравнений. 

Контрольные задания 

Для схем, описанных в прил. 2, необходимо: 
1. Записать математическую модель схемы в виде системы урав-

нений (6.2). 
2. Составить алгоритм решения полученной системы методом 

простой итерации. 
3. Составить алгоритм решения полученной системы методом 

Ньютона. 
4. Выполнить решение полученной системы методом простой ите-

рации и методом Ньютона при выбранных начальных приближениях ( )0ϕ . 
5. Сравнить полученные результаты. 
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Занятие № 7 

МОДЕЛИРОВАНИЕ ЭЛЕКТРОННЫХ СХЕМ  
В ЧАСТОТНОЙ ОБЛАСТИ 

 
Расчет электрических схем в частотной области позволяет оце-

нить реакцию линейного или нелинейного устройства на гармониче-
ские синусоидальные воздействия различной частоты и амплитуды. 
Основными характеристиками, формируемыми при анализе схем в час-
тотной области, являются амплитудно-частотная и фазочастотная ха-
рактеристики. 

Амплитудно-частотная характеристика (АЧХ) представляется в 
виде модуля коэффициента усиления от частоты входного сигнала, или 

( ) ( ) ( )вых вх/F j u j u jω = ω ω ,                                  (7.1) 

где ωj  – комплексная частота. 
Существуют различные способы расчета АЧХ. А н а л и т и ч е с - 

к и й  с п о с о б основан на вычислении АЧХ в виде отношения поли-
номов конечных степеней 

( ) ( )
( )

( ) ( )
( ) ( ) 0

1
1

0
1

1

...

...

bjbjb
ajaja

jN
jMjF n

n
n

n

m
m

m
m

++ω+ω
++ω+ω=

ω
ω=ω −

−

−
− .              (7.2) 

При ч и с л е н н о м  с п о с о б е АЧХ вычисляется в виде число-
вого значения ( )ωjF  при разных значениях ω . В качестве входного 
сигнала используется источник напряжения 

( ) ( )ω⋅=ω jjE exp1вх  

с единичной комплексной амплитудой, нулевой начальной фазой и ма-
лым внутренним сопротивлением. В базисе узловых потенциалов этот 
источник напряжения преобразуется в единичный источник тока 

( ) ( )ω⋅=ω jjI exp1вх  

с большой параллельно включенной проводимостью. 
Таким образом, при использовании указанного входного сигнала 

будет верно соотношение 

( ) ( )
( ) ( )ω=ω

ω=ω jujE
jujF вых

вх
вых ,                      (7.3) 

где ( )ωjF  – комплексная АЧХ. Следовательно, при расчете ( )ωjuвых  в 

любой ветви схемы происходит расчет АЧХ схемы для выбранной ветви. 
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Метод узловых потенциалов позволяет легко формировать узло-
вые уравнения для моделирования электронных схем в частотной об-
ласти. В этом случае методика составления узловых уравнений сохра-
няется, изменяются лишь компонентные уравнения реактивных ветвей, 
которые имеют следующий вид: 

( )

( ),

,

коннач

коннач

ϕ−ϕ
ω

−=

ϕ−ϕω=

L
ji

Cji

L

C
                                   (7.4) 

где начϕ , конϕ  – потенциалы на концах реактивных ветвей, j – мнимая 

единица, ω  – частота. 
Соответственно проводимости реактивных ветвей равны 

.

,

L
jy

Cjy

L

C

ω
−=

ω=
                                           (7.5) 

Уравнения (7.4) используются при формировании вектора узло-
вых токов, а (7.5) – матрицы узловых проводимостей. При этом в схеме 
замещения постоянные источники напряжения Е закорачиваются, а по-
стоянные источники тока I размыкаются. В результате узловое уравне-
ние линейной схемы в частотной области принимает следующий вид: 

( ) ( ) ( )ω−=ωϕω jjj IY .                                  (7.6) 

Здесь в векторе ( )ωjI  элемент, соответствующий входной ветви, равен 

1, а остальные составляющие – нулевые, так как при нулевых началь-
ных приближениях в линейной схеме все токи ветвей равны нулю. 

Уравнение (7.6) на каждой частоте ω  нужно решать лишь один раз, 
поскольку моделируемая схема является линейной. Систему (7.6) можно 
решать либо путем обращения комплексной матрицы ( )ωjY , либо путем 

решения системы линейных алгебраических уравнений с комплексными 
коэффициентами. Подставляя в уравнение (7.6) разные значения частоты 

iω  и вычисляя вектор ( )ijωϕ  на каждой частоте, получаем комплексную 

частотную характеристику рассчитываемого устройства. 
Если интерес представляет частотная характеристика в каком-

нибудь одном узле схемы k, то на каждой частоте iω  нужно выбирать 

из вектора ( )ωϕ j  комплексное значение потенциала 

( ) ( ) ( )ω+ω=ωϕ kkk jBAj                                   (7.7) 
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и вычислять точку амплитудно-частотной и фазочастотной (ФЧХ) ха-
рактеристик в узле k 

( ) ( ) ( )ω+ω=ωϕ 22
kkk BAАЧХ ,                                  (7.8) 

( ) ( )
( )














ω

ω
=ωϕ

k

k
k

A

B
arctgФЧХ .                                  (7.9) 

Контрольные вопросы 

1. Каково назначение анализа электронных схем в частотной об-
ласти?  

2. Опишите правила формирования математической модели схе-
мы для анализа в частотной области.  

3. Какие методы расчета АЧХ вы можете перечислить? Поясните их. 
4. Опишите численный метод расчета АЧХ и ФЧХ в узле модели-

руемой схемы. 

Контрольные задания 

Для схем, описанных в прил. 2, необходимо: 
1. Записать математическую модель схемы в виде системы урав-

нений (7.6). 
2. Составить алгоритм решения полученной системы численным 

методом. 
3. Выполнить решение полученной системы при различных зна-

чениях частоты входного синусоидального воздействия. 
4. Провести анализ полученных результатов. 

 
 
 

Занятие № 8  

МОДЕЛИРОВАНИЕ ЭЛЕКТРОННЫХ СХЕМ  
ВО ВРЕМЕННОЙ ОБЛАСТИ 

 
Для моделирования переходных процессов в электронной схеме 

необходимо решить систему математической модели, описывающей 
поведение моделируемого устройства во времени, с учетом начальных 
условий и временной зависимости входных сигналов. 
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Расчет переходных процессов в базисе узловых потенциалов вы-
полняется для уравнения (6.6), используя при этом модели реактивных 
элементов вида: 

в дифференциальной форме 

dt
duCi C

C = ,                                          (8.1) 

dt
diLu L

L = ;                                          (8.2) 

в интегральной форме 

( )dtti
C

u CC  = 1
,                                     (8.3) 

( )dttu
L

i LL  = 1
.                                      (8.4) 

Уравнения (8.1) – (8.4) учитывают в составе вектора ( )ϕI  и матри-

цы ( )ϕY . Для этого выбирают некоторый интервал tΔ  и эти уравнения 
дискретизируют на данном интервале по формулам численного диффе-
ренцирования или интегрирования. Поскольку в методе узловых потен-
циалов уравнения элементов должны иметь вид 

( )ufi = , 
то дискретизированные уравнения реактивных элементов представляют 
в виде 

,

,

LLLL

CCCC
Iuyi
Iuyi

+=
+=

 (8.5) 

где Cy , Ly  – проводимость реактивных ветвей, CI , LI  – источники тока. 

Например, для емкости 

( )

( )
1

1 1 нач кон
1 1 1

нач кон
1 1  .

n

n n n n
Cn C C C n n C

C t t

n
C n n C

du t u u u ui C C C C C
dt t t t t

y I

ϕ ϕ

ϕ ϕ

+

+ +
+ + +

=

+ +

Δ − −
= ≈ = = − =

Δ Δ Δ Δ
= − +

 

Конкретная формула численного дифференцирования или интег-
рирования определяет тип метода решения, а точка, в которой выпол-
няется дискретизация, – класс метода (явный или неявный). 

Получаемые таким образом дискретизации легко вписываются в 
общую методику составления и расчета модели схемы в базисе узловых 
потенциалов: 

( )( ) ( ) ( )( )knn
k

n
k
n

k
n −+++ ϕϕϕ−=Δϕ ,...,,111 IY  .                         (8.6) 
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При формировании вектора токов I в (8.6) каждое уравнение (8.5) 
рассматривается как уравнение тока соответствующей ветви. При этом 

напряжения 1+n
Cu  и 1+n

Lu  заменяются через разности потенциалов, а зна-

чения n
Cu , …, kn

Cu − , n
Li , n

Lu , …, kn
Lu −  предполагаются известными из 

предыдущих расчетов или начальных условий. 
При формировании матрицы узловых проводимостей Y вклад ка-

ждой емкостной ветви равен проводимости  

t
CyC Δ= , 

а вклад каждой индуктивной ветви равен проводимости 

L
tyL Δ=  

с соответствующими знаками. 
Таким образом, в базисе узловых потенциалов формирование мо-

дели схемы (8.6) для расчета переходных процессов не отличается от 
формирования модели (6.6) для расчета статического режима. В резуль-
тате анализ электронной схемы во временной области сводится к реше-
нию системы нелинейных алгебраических уравнений (8.6) для каждой 
временной точки.  

Контрольные вопросы 

1. Каково назначение анализа электронных схем во временной об-
ласти?  

2. Какие способы дискретизации моделей реактивных элементов 
вы знаете? Поясните их. 

3. Опишите правила формирования математической модели схе-
мы для анализа переходного режима. 

Контрольные задания 

Для схем, описанных в прил. 2, необходимо: 
1. Записать математическую модель схемы в виде системы урав-

нений (8.6). 
2. Составить алгоритм решения полученной системы численным 

методом. 
3. Выполнить решение полученной системы в заданном множест-

ве временных отсчетов. 
4. Провести анализ полученных результатов. 
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Приложение 1 
 

Пассивные электрические цепи 
 

R1 R2 C4

C5 L6

R8

R3

L7

R9

 
а) 

R1 C2 C4

L6

C8

C3

L7

R9

R5

 
б) 

R1 R2 R4

R5

R10

R7

R3

R9

R6

R8

в) 
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Приложение 2 
 

Электрические цепи с независимыми источниками питания 
 

C5

E1 R1

C4 R3

R2 I1

 

R1 = 10 kΩ 
R2 = 5 kΩ 
R3 = 10 kΩ 
C4 = 10 μФ 
C5 = 5 μФ 
Е1 = 5 В 
I1 = 1 mА 
 

а) 

C6

E1 C4

R1 R3

R2 I1C5

 

R1 = 10 kΩ 
R2 = 5 kΩ 
R3 = 5 kΩ 
C4 = 10 μФ 
C5 = 5 μФ 
C6 = 5 μФ 
Е1 = 6 В 
I1 = 5 mА 

б) 

C3R1 C4I1 C5 R2

L7L6

 

R1 = 10 kΩ 
R2 = 5 kΩ 
C3 = 10 μФ 
C4 = 1 μФ 
C5 = 1 μФ 
L6 = 5 mГн 
L7 = 5 mГн 
I1 = 1 mА  

в) 
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