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Ãëàâà 1

Ýëåìåíòû òåîðèè ìíîæåñòâ

1.1 Ìíîæåñòâà

Ìíîæåñòâî ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç îñíîâíûõ è ïåðâîíà÷àëüíûõ ïîíÿ-
òèé â ìàòåìàòèêå è ïîíèìàåòñÿ êàê íàáîð (ñîâîêóïíîñòü, ñåìåéñòâî)
ðàçëè÷íûõ ýëåìåíòîâ.

Çàïèñü a ∈ A îçíà÷àåò, ÷òî ýëåìåíò a ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó
A. Åñëè êàæäûé ýëåìåíò ìíîæåñòâà A ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó B,
òî A åñòü ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà B, ÷òî îáîçíà÷àþò A ⊂ B. Ñèì-
âîëîì ∅ îáîçíà÷àåòñÿ ïóñòîå ìíîæåñòâî, íå ñîäåðæàùèå ýëåìåíòîâ.
Ìíîæåñòâî âñåõ ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà A îáîçíà÷àåòñÿ P(A).

×èñëî ýëåìåíòîâ êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà A íàçûâàþò ïîðÿäêîì ìíî-
æåñòâà A è îáîçíà÷àþò |A|. Ïðèìåðû êîíå÷íûõ ìíîæåñòâ, èñïîëüçó-
åìûõ äàëåå:
Z2 = {0, 1}, Z3 = {0, 1, 2}, Zn = {0, 1, . . . , n− 1}.

Ïåðå÷èñëèì îñíîâíûå ÷èñëîâûå ìíîæåñòâà áåñêîíå÷íîãî ïîðÿäêà:
N = {1, 2, 3, . . .} - ìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë;
N0 = {0, 1, 2, 3, . . .} - ìíîæåñòâî íåîòðèöàòåëüíûõ öåëûõ ÷èñåë;
Z = {0;±1;±2; . . .} - ìíîæåñòâî öåëûõ ÷èñåë;
Q = {m

n
|m ∈ Z, n ∈ N} - ìíîæåñòâî ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë;

R - ìíîæåñòâî äåéñòâèòåëüíûõ (âåùåñòâåííûõ) ÷èñåë;
C = {z = a+ bi|a, b ∈ R, i =

√
−1} - ìíîæåñòâî êîìïëåêñíûõ ÷èñåë.

Äëÿ íèõ èìååò ìåñòî âëîæåíèÿ: N ⊂ Z ⊂ Q ⊂ R ⊂ C. Â ïðèâåäåííîé
çàïèñè ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë âñòðå÷àþòñÿ ðàâíûå ýëåìåíòû. Íàïðè-
ìåð, äðîáè 1/2 è 2/4 îïðåäåëÿþò îäíî è òî æå ÷èñëî. Îñíîâíûì
ïðåäñòàâèòåëåì ñ÷èòàåòñÿ íåñîêðàòèìàÿ äðîáü, êîòîðàÿ äëÿ ëþáîãî
ðàöèîíàëüíîãî ÷èñëà åäèíñòâåííàÿ.

Ìíîæåñòâî R ñîñòàâëÿþò ðàöèîíàëüíûå è èððàöèîíàëüíûå ÷èñëà.
Ïðèìåðîì èððàöèîíàëüíîãî ÷èñëà ñëóæèò

√
2. Äîêàæåì, ÷òî ÷èñëî√

2 íå ÿâëÿåòñÿ ðàöèîíàëüíûì. Ïðèìåíèì ìåòîä äîêàçàòåëüñòâà îò
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ïðîòèâíîãî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî
√

2 = m
n
, ãäå äðîáü íåñîêðàòèìàÿ. Òî-

ãäà 2n2 = m2 è, ñòàëî áûòü m � ÷åòíîå. Îáîçíà÷èì m = 2k è ïîëó÷èì
2n2 = 4k2, îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî n � ÷åòíîå. Ïðèøëè ê ïðîòèâîðå÷èþ
ñ ïðåäïîëîæåíèåì î íåñîêðàòèìîñòè äðîáè.

Ñóùåñòâóåò òðè ïîäõîäà (Äåäåêèíäà, Êàíòîðà è Âåéåðøòðàññà) ê
ïîñòðîåíèþ òåîðèè äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë. Ìíîæåñòâî R, êàê ðàñøè-
ðåíèå ìíîæåñòâà Q, äîëæíî ñîõðàíÿòü îñíîâíûå ñâîéñòâà Q. Ìíî-
æåñòâî Q îòíîñèòåëüíî îïåðàöèé ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ ÿâëÿåòñÿ
ïîëåì, íà êîòîðîì çàäàíû îòíîøåíèÿ < è ≤ ëèíåéíîãî ïîðÿäêà, ïîç-
âîëÿþùåå ðàñïîëîæèòü âñå ðàöèîíàëüíûå ÷èñëà íà ÷èñëîâîé îñè.

Óòâåðæäåíèå 1. Ìåæäó ëþáûìè äâóìÿ ðàçëè÷íûìè ðàöèîíàëü-

íûìè ÷èñëàìè íàéäåòñÿ ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî.

Ìíîæåñòâî, îáëàäàþùåå ýòèì ñâîéñòâîì íàçûâàåòñÿ âñþäó ïëîò-
íûì. Ýòî ñâîéñòâî òàêæå óòâåðæäàåò, ÷òî ðàöèîíàëüíûå ÷èñëà îò-
äåëåíû äðóã îò äðóãà.

Ìåòîä ñå÷åíèé Äåäåêèíäà, èçëîæåíèå êîòîðîãî äàíî â [Ô], ïîç-
âîëÿåò ðàñïîëîæèòü âñå ðàöèîíàëüíûå è èððàöèîíàëüíûå ÷èñëà íà
÷èñëîâîé îñè ñ ñîõðàíåíèåì ïåðå÷èñëåííûõ ñâîéñòâ.

Ìåòîäîì Êàíòîðà ìíîæåñòâî R ââîäèòñÿ êàê ïîïîëíåíèå Q.
Ïîÿñíèì ýòî ïîíÿòèå. Ââåäåì ðàññòîÿíèå ìåæäó ÷èñëàìè x, y ∈ Q

ïî ôîðìóëå d(x, y) = |x− y|.
Îïðåäåëåíèå 1.Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷èñåë {xn} íàçûâàåòñÿ ôóí-

äàìåíòàëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ (ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ Êîøè),
åñëè äëÿ ëþáîãî ε > 0 íàéäåòñÿ N ∈ N òàêîé, ÷òî äëÿ âñåõ n,m > N
âûïîëíåíî d(xn, xm) < ε.

Ìíîæåñòâî ÷èñåë íàçîâåì ïîëíûì, åñëè ëþáàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
Êîøè â íåì ñõîäèòñÿ ê ýëåìåíòó ýòîãî ìíîæåñòâà.

Â òåîðåìå Áîëüöàíî-Êîøè [Ô, c.100] óòâåðæäàåòñÿ, ÷òî ìíîæåñòâî
äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì.

Ëåììà 1. Ìíîæåñòâî ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë íå ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ÷èñëà x ∈ [0, 1), ïðåäñòàâëåííîãî â äåñÿ-
òè÷íîé ñèñòåìå ñ÷èñëåíèÿ

x = 0, x1x2x3 . . . xk . . . , (1)

ââåäåì ïîíÿòèå ñðåçêè ÷èñëà [x]n = 0, x1x2x3 . . . xn.
Ïðèìåðîì ôóíäàìåíòàëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ðàöèîíàëüíûõ

÷èñåë ñëóæèò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {[x]n} ñðåçîê ëþáîãî ôèêñèðîâàí-
íîãî ÷èñëà x. Âîçüìåì â êà÷åñòâå x èððàöèîíàëüíîå ÷èñëî. Ðàöèî-
íàëüíîå ÷èñëî íå ìîæåò áûòü ïðåäåëîì óêàçàííîé ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòè.

Äàííàÿ ñõåìà ðàññóæäåíèé áóäåò ðàññìîòðåíà ïîäðîáíåå ïîçäíåå,
ïðè èçó÷åíèè ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ.
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Ìåòîä Âåéåðøòðàññà ïîñòðîåíèÿ ìíîæåñòâà R, èçëîæåííûé â [Â],
ñ÷èòàåòñÿ áîëåå íàãëÿäíûì, òàê êàê îñíîâàí íà ïðåäñòàâëåíèè ÷èñåë
â âèäå (1). Ïðèâåäåì êðàòêîå èçëîæåíèå îñíîâ ìåòîäà Âåéåðøòðàñ-
ñà íà ïðèìåðå äâîè÷íûõ äðîáåé, äîáàâèâ àíàëîãè÷íóþ êîíñòðóêöèþ
(ïðèìåíÿåìóþ â äàëüíåéøèõ ïîñòðîåíèÿõ) äëÿ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë.

Äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî n ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ïðåäñòàâëå-
íèå

n =
M∑

k=1

nk2
k−1, ãäå nk ∈ Z2 = {0, 1}, nM = 1 (2)

â äâîè÷íîé cèñòåìå ñ÷èñëåíèÿ. ×èñëîM çäåñü îïðåäåëÿåòñÿ èç óñëî-
âèÿ 2M ≤ n < 2M+1. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ÷èñëó n ñîîòâåòñòâóåò êîð-
òåæ ñ = (n1, n2, . . . , nM), ÿâëÿþùèéñÿ îáðàòíîé äâîè÷íîé çàïèñüþ
÷èñëà, èëè ôèíèòíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü n̂ = (n1, n2, . . . , nM , 0, 0, . . .),
ïîëó÷åííàÿ çàïîëíåíèåì ñòàðøèõ ðàçðÿäîâ íóëÿìè. Ôîðìóëó (2) ÷à-
ñòî çàïèñûâàþò â âèäå n =

∑∞
k=1 nk2

k−1. ×èñëó 0 ñîîòâåòñòâóåò íóëå-
âàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü. Äîáàâëåíèåì çíàêà ïåðåä ñóììîé ïîëó÷àåì
äâîè÷íîå ïðåäñòàâëåíèå öåëûõ îòðèöàòåëüíûõ ÷èñåë.

Ëþáîå äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî x ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå x =
[x] + {x}, ãäå [x] � öåëàÿ ÷àñòü ÷èñëà x, à {x} ∈ [0, 1) � äðîáíàÿ ÷àñòü
÷èñëà x.

Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî ÷èñåë ïîëóèíòåðâàëà [0, 1). ×èñëà âèäà k
2n

íàçûâàþòñÿ äâîè÷íî-ðàöèîíàëüíûìè, à îñòàëüíûå ÷èñëà � äâîè÷íî-
èððàöèîíàëüíûìè. Äëÿ ëþáîãî äâîè÷íî-èððàöèîíàëüíîãî ÷èñëà x ∈
[0, 1) ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå äâîè÷íîå ïðåäñòàâëåíèå

x =
∞∑

k=1

xk

2k
, ãäå xk ∈ Z2, (3)

êîòîðîå àíàëîãè÷íî ïðåäñòàâëåíèþ (1).
Äâîè÷íî-ðàöèîíàëüíîìó ÷èñëó x ∈ (0, 1) ñîîòâåòñòâóþò äâà äâî-

è÷íûõ ïðåäñòàâëåíèÿ âèäà (3) ñ ñîâïàäàþùèìè çíà÷åíèÿìè íà ïåð-
âûõ (m−1)-ì ðàçðÿäàõ: â îäíîì ïðåäñòàâëåíèè, êîòîðîå íàçîâåì ëå-
âûì (èëè îñîáûì) è áóäåì îáîçíà÷àòü x−, èìååì xm = 0 è xk = 1 ïðè
âñåõ k > m; â äðóãîì ïðåäñòàâëåíèè, êîòîðîå íàçîâåì ïðàâûì (èëè
äîïóñòèìûì) è áóäåì îáîçíà÷àòü x+, èìååì xm = 1 è xk = 0 ïðè âñåõ
k > m. Ñðàâíåíèå è óïîðÿäî÷åíèå íà îñè ÷èñåë âèäà (2,3) îñóùåñòâ-
ëÿåòñÿ ñî ñòàðøåãî ðàçðÿäà äî ïåðâîãî íåñîâïàäåíèÿ. Ïîýòîìó ïðåä-
ñòàâëåíèå x− ïðåäøåñòâóåò ïðåäñòàâëåíèþ x+, à ðàññòîÿíèå ìåæäó
ýòèìè ýëåìåíòàìè ðàâíî íóëþ. Â ìîäåëè Âåéåðøòðàññà äåéñòâèòåëü-
íûõ ÷èñåë ýòè äâà ïðåäñòàâëåíèÿ îòîæäåñòâëÿþò, òî åñòü ñ÷èòàþò
îäíèì è òåì æå äåéñòâèòåëüíûì ÷èñëîì. Íàïðèìåð, ïðèâåäåì äëÿ
÷èñëà 1

2
äâîè÷íóþ çàïèñü îñîáîãî ïðåäñòàâëåíèÿ 1

2

−
= 0, 0111 . . . è
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äîïóñòèìîãî 1
2

+
= 0, 1000 . . ..

Â äàëüíåéøåì (íàïðèìåð, ïðè ðàññìîòðåíèè ôóíêöèé Óîëøà) áó-
äåì ïîëüçîâàòüñÿ äðóãîé ìîäåëüþ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë, ïðè êî-
òîðîé îñîáîå è äîïóñòèìîå ïðåäñòàâëåíèÿ äâîè÷íî-ðàöèîíàëüíîãî
÷èñëà íå îòîæäåñòâëÿåòñÿ. Äàííàÿ ìîäåëü îò òðàäèöèîííîé ìîäå-
ëè Äåäåêèíäà-Êàíòîðà-Âåéåðøòðàññà îòëè÷àåòñÿ íàëè÷èåì ñ÷åòíî-
ãî (ýòî ïîíÿòèå ïîÿñíèì ïîçæå) ÷èñëà íåîòäåëèìûõ òî÷åê, êîèìè
ÿâëÿþòñÿ äâîè÷íî-ðàöèîíàëüíûå. Â ýòîé ìîäåëè ïîëóèíòåðâàë [0, 1)
ïðåâðàùàåòñÿ â ìîäèôèöèðîâàííûé îòðåçîê [0, 1]∗. ×òîáû ñîõðàíèòü
åäèíîîáðàçèå â îáîçíà÷åíèÿõ ìû è äëÿ ìîäèôèöèðîâàííîãî îòðåçêà
áóäåì èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèå [0, 1), à âìåñòî îòðåçêîâ [0, 1

2

−
]∗ è

[1
2

+
, 1]∗ (è àíàëîãè÷íûõ èì) óêàçûâàòü [0, 1

2
) è [1

2
, 1) ñîîòâåòñòâåííî.

Îïðåäåëåíèå 2. Äåêàðòîâûì ïðîèçâåäåíèåì ìíîæåñòâ A è B
íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî óïîðÿäî÷åííûõ ïàð

A×B = {(a, b)|a ∈ A, b ∈ B}.

Ïðèíÿòû ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:
R2 = R × R äëÿ ìíîæåñòâà óïîðÿäî÷åííûõ ïàð äåéñòâèòåëüíûõ ÷è-
ñåë, êîòîðîå èçîáðàæàåòñÿ êàê ìíîæåñòâî âñåõ òî÷åê ïëîñêîñòè â
äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò;
Rn = Rn−1×R äëÿ ìíîæåñòâà êîðòåæåé äëèíîé n èç äåéñòâèòåëüíûõ
÷èñåë, êîòîðîå â ñëåäóþùåé ãëàâå òðàêòóåòñÿ êàê ìíîæåñòâî òî÷åê
n-ìåðíîãî äåéñòâèòåëüíîãî ïðîñòðàíñòâà;
Cn = Cn−1 × C äëÿ ìíîæåñòâà òî÷åê n-ìåðíîãî êîìïëåêñíîãî ïðî-
ñòðàíñòâà;
Zn

2 = Z2 × Z2 × . . . × Z2 = {(a1, a2, . . . , an) | ai ∈ Z2 = {0, 1}} � ìíî-
æåñòâî êîðòåæåé äëèíîé n èç íóëåé è åäèíèö. Âîçìîæíî äåêàðòîâî
ïðîèçâåäåíèÿ äëÿ áåñêîíå÷íîãî ÷èñëà ñîìíîæèòåëåé. Íàïðèìåð, îáî-
çíà÷èì

Z∞2 = Z2 × Z2 × . . .× Z2 × . . .

� ìíîæåñòâî âñåõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé èç íóëåé è åäèíèö.

1.2 Îòîáðàæåíèå ìíîæåñòâ. Ìîùíîñòü ìíîæåñòâ

Îïðåäåëåíèå 3. Îòîáðàæåíèåì f ìíîæåñòâà A âî ìíîæåñòâî
B íàçûâàåòñÿ ïðàâèëî, ïî êîòîðîìó êàæäîìó ýëåìåíòó a ìíîæåñòâà
A ñòàâèòñÿ â ñîîòâåòñòâèå ýëåìåíò f(a) ∈ B.

Èñïîëüçóåòñÿ çàïèñü f : A → B. Çàìåòèì, ÷òî â îïðåäåëåíèè
ðàññìàòðèâàþòñÿ îòîáðàæåíèÿ, óäîâëåòâîðÿþùèå ñâîéñòâàì ïîëíî-
òû (ñëîâà "êàæäîìó ýëåìåíòó") è îäíîçíà÷íîñòè. Îäíîçíà÷íûì ñëó-
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æèò îòîáðàæåíèå, ïðè êîòîðîì ó êàæäîãî ýëåìåíòà òîëüêî îäèí îá-
ðàç. Íàïðèìåð, èçâëå÷åíèå êîìïëåêñíîãî êîðíÿ åñòü ìíîãîçíà÷íîå
îòîáðàæåíèå. Åñëè çàïèñü f : A → B ïðèäåòñÿ èñïîëüçîâàòü äëÿ
íåïîëíûõ îòîáðàæåíèé, òî áóäåì îñîáî îòìå÷àòü ýòîò ôàêò.

Îïðåäåëåíèå 4. Îòîáðàæåíèå f : A→ B ñþðúåêòèâíî, åñëè äëÿ
êàæäîãî ýëåìåíòà b ∈ B ñóùåñòâóåò ïðîîáðàç a ∈ A, òî åñòü òàêîé
ýëåìåíò, ÷òî f(a) = b.

Îïðåäåëåíèå 5. Îòîáðàæåíèå f : A → B èíúåêòèâíî, åñëè ó
êàæäîãî ýëåìåíòà b ∈ B ñóùåñòâóåò íå áîëåå îäíîãî ïðîîáðàçà a ∈ A.

Îïðåäåëåíèå 6. Îòîáðàæåíèå f : A → B áèåêòèâíî, åñëè îíî
ñþðúåêòèâíî è èíúåêòèâíî.

Áèåêòèâíîå îòîáðàæåíèå òàêæå íàçûâàåòñÿ èçîìîðôèçìîì èëè
âçàèìíî-îäíîçíà÷íûì îòîáðàæåíèåì.

Îïðåäåëåíèå 7. Ìíîæåñòâà A è B íàçûâàþòñÿ èçîìîðôíûìè,
÷òî îáîçíà÷àåòñÿ A ' B, åñëè cóùåñòâóåò áèåêòèâíîå îòîáðàæåíèå
f : A→ B.

Óòâåðæäåíèå 2. Äëÿ îòîáðàæåíèÿ f : A → B êîíå÷íûõ ìíî-

æåñòâ:

åñëè f � ñþðúåêòèâíî, òî |A| ≥ |B|,
åñëè f � èíúåêòèâíî, òî |A| ≤ |B|,
åñëè f � áèåêòèâíî, òî |A| = |B|.

Òåîðåìà 1. Åñëè f : A→ B áèåêòèâíî, òî ñóùåñòâóåò îáðàòíîå

îòîáðàæåíèå f−1 : B → A, êîòîðîå òîæå áèåêòèâíî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê f ñþðüåêòèâíî, òî ó êàæäîãî ýëåìåíòà
b ∈ B åñòü ïðîîáðàç a ∈ A, êîòîðûé è ñ÷èòàåì îáðàçîì ýëåìåíòà b
ïðè îòîáðàæåíèè f−1 : B → A. Ïî ñâîéñòâó èíúåêòèâíîñòè ïðîîáðàç
åäèíñòâåííûé, ÷òî îçíà÷àåò îäíîçíà÷íîñòü îòîáðàæåíèÿ f−1. Ïîë-
íîòà ïðÿìîãî îòîáðàæåíèÿ îáåñïå÷èâàåò ñþðüåêòèâíîñòü îáðàòíîãî,
à îäíîçíà÷íîñòü ïðÿìîãî îòîáðàæåíèÿ îáåñïå÷èâàåò èíúåêòèâíîñòü
îáðàòíîãî.

Îïðåäåëåíèå 8. Ìíîæåñòâî èçîìîðôíîå ìíîæåñòâó N íàçûâàåò-
ñÿ ñ÷åòíûì (èëè ìíîæåñòâîì ñ÷åòíîé ìîùíîñòè).

Êîíå÷íîå èëè ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî íàçûâàþò òàêæå íå áîëåå ÷åì

ñ÷åòíûì.

Óòâåðæäåíèå 3. Îáúåäèíåíèå è äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå ñ÷åò-

íûõ ìíîæåñòâ ñ÷åòíî. Ïåðåñå÷åíèå ñ÷åòíûõ ìíîæåñòâ íå áîëåå

÷åì ñ÷åòíî.

Òåîðåìà 2 (Êàíòîðà). Ìíîæåñòâî âñåõ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë

îòðåçêà [0, 1] íåñ÷åòíî.

Äîêàçàòåëüñòâî îò ïðîòèâíîãî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî óäàëîñü ïåðå-
íóìåðîâàòü âñå ýëåìåíòû ìîäèôèöèðîâàííîãî îòðåçêà [0, 1]∗, ïðåä-
ñòàâëåííûå â äâîè÷íîé ñèñòåìå ñ÷èñëåíèÿ. Ïóñòü ÷èñëî ñ íîìåðîì k
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ïðè ýòîé íóìåðàöèè èìååò âèä

0, ak1ak2ak3 . . . , ãäå aki ∈ {0, 1}.

Áóäåì èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèÿ 0 = 1, 1 = 0. Ýëåìåíò

0, a11 a22 a33 . . .

íå âñòðå÷àåòñÿ ñðåäè ïåðåíóìåðîâàííûõ ÷èñåë. Ïðèøëè ê ïðîòèâî-
ðå÷èþ ñ âîçìîæíîñòüþ òàêîé íóìåðàöèè.

Ïåðåõîä îò ìîäèôèöèðîâàííîãî îòðåçêà ê îòðåçêó [0, 1] îñóùåñòâ-
ëÿåòñÿ ññûëêîé íà óòâåðæäåíèå 3.

Ìîùíîñòü ìíîæåñòâà [0, 1] íàçûâàåòñÿ êîíòèìóóì. Ëþáîå èçî-
ìîðôíîå îòðåçêó [0, 1] ìíîæåñòâî èìååò ìîùíîñòü êîíòèíóóì.

Îáîçíà÷èì Z(n) ìíîæåñòâî âñåõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé èç íóëåé è
åäèíèö, ó êîòîðûõ òîëüêî ïåðâûå n êîîðäèíàò ìîãóò áûòü íåíóëå-
âûìè. Ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî ìíîæåñòâà Z(n) è Zn

2 èçîìîðôíû. Ìíî-
æåñòâî Z(n) åñòü ïîäìíîæåñòâî Z∞2 , êîòîðîå íàçûâàåòñÿ âëîæåíèåì
ìíîæåñòâà Zn

2 âî ìíîæåñòâî Z∞2 . Ýëåìåíòû ìíîæåñòâ Z(n) íàçûâàþò-

ñÿ ôèíèòíûìè ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿìè. Îáîçíà÷èì Z
(∞)
2 =

⋃∞
n=1 Z

(n)

� ìíîæåñòâî âñåõ ôèíèòíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé. Èìååò ìåñòî öå-
ïî÷êà ñòðîãèõ (òî åñòü ðàâåíñòâî íå äîïóñòèìî) âêëþ÷åíèé

Z(1) ⊂ Z(2) ⊂ . . . ⊂ Z(n) ⊂ Z(n+1) ⊂ . . . ⊂ Z
(∞)
2 ⊂ Z∞2 .

Óïðàæíåíèÿ

1. Óêàæèòå ïîýëåìåíòíî P(Z2) è P(Z3).
2. Äîêàæèòå, ÷òî |P(Zn)| = 2n.
3. Äîêàæèòå óòâåðæäåíèå 1.
4. Äîêàæèòå, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {[x]n} ÿâëÿåòñÿ ìîíîòîííî

âîçðàñòàþùåé è îãðàíè÷åííîé ñâåðõó. ßâëÿåòñÿ ëè {[x]n} ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòüþ Êîøè?

5. Ïðèâåäèòå ïðèìåð ìîíîòîííî óáûâàþùåé è îãðàíè÷åííîé ñíèçó
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë, ïðåäåë êîòîðîé íå ÿâëÿåò-
ñÿ ðàöèîíàëüíûì ÷èñëîì. Ìîæíî ëè ãàðàíòèðîâàòü ñóùåñòâîâàíèå
ïðåäåëà è ïðèíàäëåæíîñòü åãî R?

6. Ïîñòðîéòå áèåêòèâíîå îòîáðàæåíèå f : N → Z. Íàéäèòå ê íåìó
îáðàòíîå îòîáðàæåíèå.

7. Äîêàæèòå óòâåðæäåíèÿ 2 è 3.
8. Äîêàæèòå, ÷òî Q ñ÷åòíî.
9. Äîêàæèòå, ÷òî R èìååò ìîùíîñòü êîíòèíóóì.
10. Äîêàæèòå, ÷òî ìíîæåñòâà Zn

2 è Z(n) èçîìîðôíû. Äîêàæèòå,

÷òî Z
(∞)
2 ⊂ Z∞2 . Äîêàæèòå, ÷òî îáðàòíîãî âêëþ÷åíèÿ íåò.
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11. Äîêàæèòå, ÷òî ìíîæåñòâî Z
(∞)
2 ñ÷åòíîå. Ââåäèòå íà ìíîæåñòâå

Z
(∞)
2 îòíîøåíèå ïîðÿäêà, ñîâïàäàþùåå ñ óïîðÿäî÷åíèåì íàòóðàëü-

íûõ ÷èñåë.
12. Äîêàæèòå, ÷òî ìíîæåñòâî Z∞2 èìååò ìîùíîñòü êîíòèíóóì.

13. Ïîñòðîéòå ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà Z
(∞)
2 èçîìîðôíîå ìíîæå-

ñòâó Zn
2 è íå ïåðåñåêàþùååñÿ ñ ìíîæåñòâîì Z(n).
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Ãëàâà 2

Ýëåìåíòû àëãåáðû

2.1 Àáåëåâû ãðóïïû

Ãîâîðÿò, ÷òî íà ìíîæåñòâå M çàäàíà áèíàðíàÿ îïåðàöèÿ
?, åñëè äëÿ ëþáûõ a, b ∈ M îïðåäåëåí ýëåìåíò c = a ? b ∈
M .

Çàìå÷àíèå. Îòìåòèì, ÷òî â îïðåäåëåíèè ñôîðìóëèðî-
âàíû ñâîéñòâà: ïîëíîòû (äëÿ ëþáûõ a, b ∈ M), îäíîçíà÷-
íîñòè (c åäèíñòâåííûé) è çàìêíóòîñòè (c ∈ M) îòîáðàæå-
íèÿ ? ìíîæåñòâà M 2 âî ìíîæåñòâî M . Íàïðèìåð, îïåðà-
öèÿ äåëåíèÿ íà ìíîæåñòâå öåëûõ ÷èñåë íå çàìêíóòà, òàê
êàê 1 : 2 /∈ Z, è íå ïîëíà, òàê êàê 1 : 0 íå îïðåäåëåíî.
Â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ ñïðàâåäëèâîñòü ýòèõ ñâîéñòâ, êîòî-
ðûå íàçîâåì ñâîéñòâîì 0, î÷åâèäíà. Ïðè îïðåäåëåíèè íîâîé
îïåðàöèè ñâîéñòâî 0 òàêæå íàäî ïðîâåðÿòü.

Ïåðå÷èñëèì ñâîéñòâà, êîòîðûìè îáëàäàþò ìíîãèå áè-
íàðíûå îïåðàöèè (äëÿ âñåõ ýëåìåíòîâ a, b, c ∈M):

1. a ? b = b ? a - êîììóòàòèâíîñòü;

2. a ? (b ? c) = (a ? b) ? c - àññîöèàòèâíîñòü;

3. ñóùåñòâóåò e ∈M òàêîé, ÷òî a ? e = a , e ? a = a ;

4. ñóùåñòâóåò a−1 ∈M òàêîé, ÷òî a ? a−1 = a−1 ? a = e.

Ýëåìåíò e ïðèíÿòî íàçûâàòü íåéòðàëüíûì (äëÿ îïåðà-
öèè + íåéòðàëüíûì ýëåìåíòîì ñëóæèò 0, äëÿ îïåðàöèè ·

11
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íåéòðàëüíûì ýëåìåíòîì ñëóæèò 1). Ýëåìåíò a−1 íàçûâàþò
îáðàòíûì ýëåìåíòó a. Â ñëó÷àå ñëîæåíèÿ åãî îáîçíà÷àþò
−a è íàçûâàþò ïðîòèâîïîëîæíûì.

Îïðåäåëåíèå 1. Àáåëåâîé ãðóïîé G íàçûâàåòñÿ ìíîæå-
ñòâî M ñ áèíàðíîé îïåðàöèåé ? íà í¼ì, óäîâëåòâîðÿþùåé
ñâîéñòâàì 1-4, ÷òî îáîçíà÷àåòñÿ G = (M, ?).

Òðåáîâàíèå âûïîëíåíèÿ ñâîéñòâà 0 çàêëþ÷åíî â ñëîâàõ
"ñ áèíàðíîé îïåðàöèåé íà í¼ì".

Ïîðÿäêîì ãðóïïû, êîòîðûé îáîçíà÷àåòñÿ |G|, ñ÷èòàåòñÿ
ïîðÿäîê ìíîæåñòâà M .

Óòâåðæäåíèå 1. Â ãðóïïå ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé
íåéòðàëüíûé ýëåìåíò.

Îïðåäåëåíèå 2. Åñëè L ⊂M è G1 = (L, ?) òàêæå ÿâëÿ-
åòñÿ àáåëåâîé ãðóïïîé, òî G1 íàçûâàåòñÿ ïîäãðóïïîé ãðóï-
ïû G, ÷òî îáîçíà÷àåòñÿ G1 ⊂ G àíàëîãè÷íî îáîçíà÷åíèþ
äëÿ ìíîæåñòâ.

Ïîäãðóïïà, ñîñòîÿùàÿ èç îäíîãî íåéòðàëüíîãî ýëåìåíòà
íàçûâàåòñÿ òðèâèàëüíîé. Ïîäãðóïïà, îòëè÷íàÿ îò òðèâè-
àëüíîé è ñàìîé ãðóïïû, íàçûâàåòñÿ ñîáñòâåííîé ïîäãðóï-
ïîé.

Ïðèìåðîì àáåëåâûõ ãðóïï áåñêîíå÷íîãî ïîðÿäêà ñëóæàò
ãðóïïû ïî ñëîæåíèþ: (Z,+), (Q,+), (R,+), (C,+) è ïî
óìíîæåíèþ:
(Q\{0}, ·), (R\{0}, ·) . Ãðóïïó (Z,+) îáîçíà÷àþò òàêæå Z.
Ñèìâîëîì 2Z îáîçíà÷àþò ãðóïïó ÷åòíûõ öåëûõ ÷èñåë ïî
ñëîæåíèþ è ñèìâîëîì nZ � ãðóïïó öåëûõ ÷èñåë, êðàòíûõ
íàòóðàëüíîìó n.

Ïðèìåðîì àáåëåâûõ ãðóïï êîíå÷íîãî ïîðÿäêà ñëóæàò
ãðóïïû:

Z2 = ({0, 1},u), ñ îïåðàöèåé ñëîæåíèÿ ïî ìîäóëþ 2:
0 u 0 = 0, 0 u 1 = 1, 1 u 1 = 0;

Z3 = ({0, 1, 2},u), ãäå ñëîæåíèå îñóùåñòâëÿåòñÿ ïî ìî-
äóëþ 3: íàïðèìåð, 1 u 2 = 0, 2 u 2 = 1;
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Zn = (Zn,u), ãäå ñëîæåíèå îñóùåñòâëÿåòñÿ ïî ìîäóëþ
n;

({1,−1}, ·).
Çàìå÷àíèå. Äàëåå â ýòîé ãëàâå è ãëàâàõ îòíîñÿùèõñÿ ê

ñèñòåìàì Óîëøà è Õààðà ôîðìóëû ââåäåííûå äëÿ ãðóïïû
Z2 ñ÷èòàåì îïðåäåëåíèåì îïåðàöèè u íà ìíîæåñòâå Z2.
Îïðåäåëåíèå 3. Ïðÿìîé ñóììîé àáåëåâûõ ãðóïï G =

(M, ?) è G1 = (L, ∗) íàçûâàåòñÿ àáåëåâà ãðóïïà G ⊕ G1 =
(M × L,♦), ãäå îïåðàöèÿ ♦ ââîäèòñÿ êàê ïîêîîðäèíàòíîå
âûïîëíåíèå îïåðàöèé ? è ∗:

(a, c)♦(b, d) = (a ? b, c ∗ d),
a, b ∈M , c, d ∈ L.
Çàìå÷àíèå. Òåðìèí ïðÿìàÿ ñóììà ïðèìåíÿåòñÿ ïðè àä-

äèòèâíîé çàïèñè èñõîäíûõ îïåðàöèé. Ïðè ìóëüòèïëèêàòèâ-
íîé çàïèñè èñõîäíûõ îïåðàöèé èñïîëüçóþò òåðìèí ïðÿìîå
ïðîèçâåäåíèå è äðóãîå îáîçíà÷åíèå.
Îáîçíà÷èì Z2

2 = Z2 ⊕ Z2 = (Z2
2 ,⊕) àáåëåâó ãðóïïó, ýëå-

ìåíòàìè êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ ñëåäóþùèå ïàðû (0, 0), (0, 1), (1, 0), (1, 1),
ñ îïåðàöèåé ïîêîîðäèíàòíîãî ñëîæåíèÿ ïî ìîäóëþ 2, êîòî-
ðóþ áóäåì îáîçíà÷àòü ⊕.
Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿþòñÿ ñëåäóþùèå àáåëåâû ãðóïïû:

Zn
2 = Z2 ⊕ Z2 ⊕ . . .⊕ Z2 = Zn−1

2 ⊕ Z2;
Z∞

2 = (Z∞2 ,⊕) = Z2⊕Z2⊕ . . .⊕Z2⊕ . . . � ãðóïïà ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòåé èç íóëåé è åäèíèö ñ îïåðàöèåé ïîêîîðäèíàòíîãî
ñëîæåíèÿ ïî ìîäóëþ 2;
è Zm

n = (Zm
n ,⊕) = Zm−1

n ⊕ Zn � ãðóïïà âåêòîðîâ äëèíîé
m, êîîðäèíàòû êîòîðûõ åñòü öåëûå íåîòðèöàòåëüíûå ÷èñ-
ëà ìåíüøèå n, ñ îïåðàöèåé ïîêîîðäèíàòíîãî ñëîæåíèÿ ïî
ìîäóëþ n.

2.2 Ôàêòîð-ãðóïïà. Ñäâèãè. Èçîìîðôèçì.
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Ïóñòü H ñîáñòâåííàÿ ïîäãðóïïà àáåëåâîé ãðóïïû G =
(M, ∗).
Îïðåäåëåíèå 4. Äëÿ ôèêñèðîâàííîãî ýëåìåíòà a ∈ G

êëàññîì ñìåæíîñòè ïî ãðóïïå H íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî
Ha = {a ∗ b | b ∈ H}.
Ìíîæåñòâî Ha òàêæå ÿâëÿåòñÿ ñäâèãîì ïîäãðóïïû H

(êàê ïîäìíîæåñòâà) íà ýëåìåíò a.

Óòâåðæäåíèå 2. Ñäâèãîì êëàññà ñìåæíîñòè Ha íà
ýëåìåíò b ñëóæèò êëàññ ñìåæíîñòè Ha∗b.

Òåîðåìà 1. Äëÿ ëþáûõ a, b ∈ G êëàññû ñìåæíîñòè Ha,
Hb èëè ñîâïàäàþò èëè íå ïåðåñåêàþòñÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü b ∈ Ha. Òîãäà b = a ∗ h, ãäå h ∈
H. Äëÿ ëþáîãî c ∈ Hb èìååì c = b ∗ d, ãäå d ∈ H. Îòñþäà
c = a ∗ h ∗ d ∈ Ha, òî åñòü Hb ⊂ Ha. Äîêàæåì îáðàòíîå
âêëþ÷åíèå. Èç ðàâåíñòâà b = a ∗ h âûòåêàåò a = b ∗ h−1,
h−1 ∈ H. Äëÿ ëþáîãî y ∈ Ha èìååì y = a ∗ g, ãäå g ∈ H.
Îòñþäà y = b ∗ h−1 ∗ g ∈ Hb, òàê êàê h−1 ∗ g ∈ H. Çíà÷èò
Ha ⊂ Hb. Ïîëó÷èëè Ha = Hb.

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé b /∈ Ha. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâó-
åò c ∈ Ha ∩ Hb. Òîãäà c = a ∗ h, c = b ∗ g, ãäå h, g ∈ H.
Èç ðàâåíñòâà a ∗ h = b ∗ g ïîëó÷àåì b = a ∗ h ∗ g−1 ∈ Ha.
Ïðîòèâîðå÷èå. Ñëåäîâàòåëüíî, Ha ∩Hb = ∅.
Ñëåäñòâèå. Ëþáàÿ àáåëåâà ãðóïïà ðàñïàäàåòñÿ íà îáú-

åäèíåíèå íåïåðåñåêàþùèõñÿ ñìåæíûõ êëàññîâ ïî ñîáñòâåí-
íîé ïîäãðóïïå H, òî åñòü G = ∪k Hak

.

Â ñëåäñòâèå óêàçàíî, ÷òî â êàæäîì êëàññå ñìåæíîñòè
âûáèðàåòñÿ ïî îäíîìó ïðåäñòàâèòåëþ ak, îïðåäåëÿþùåìó
äàííûé êëàññ. Â êà÷åñòâå îäíîãî èç ïðåäñòàâèòåëåé âûáè-
ðàþò e.

Òåîðåìà 2 (Ëàãðàíæà). Åñëè ãðóïïà G êîíå÷íà, òî
ïîðÿäîê ïîäãðóïïû äåëèò ïîðÿäîê ãðóïïû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè h 6= g, òî a ∗ h 6= a ∗ g. Çíà÷èò,
|H| = |Ha|. Òàê êàê G = Ha1

∪ Ha2
∪ . . . ∪ Han

è êëàññû



2.2. ÔÀÊÒÎÐ-ÃÐÓÏÏÀ. ÑÄÂÈÃÈ. ÈÇÎÌÎÐÔÈÇÌ. 15

ñìåæíîñòè íå ïåðåñåêàþòñÿ, òî |G| = |Ha1
| + |Ha2

| + . . . +
|Han

| = |H| · n.
Ìîæíî ââåñòè îïåðàöèþ ♦ íà ìíîæåñòâå êëàññîâ ñìåæ-

íîñòè, ñîîòâåòñòâóþùóþ ãðóïïîâîé îïåðàöèè ∗ ïî ïðàâèëó:
Ha♦Hb = Ha∗b.

Óòâåðæäåíèå 3. Ïðåäëîæåííîå îïðåäåëåíèå îïåðàöèè
♦ êîððåêòíî, òî åñòü ðåçóëüòàò îïåðàöèè ♦ íå çàâèñèò
îò âûáîðà a è b â êà÷åñòâå ïðåäñòàâèòåëåé êëàññîâ.

Òåîðåìà 3. Ìíîæåñòâî âñåõ íåïåðåñåêàþùèõñÿ êëàñ-
ñîâ ñìåæíîñòè {Hak

} îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè ♦ ÿâëÿåò-
ñÿ ãðóïïîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ëþáûõ i, j êëàññ Hai∗aj
ñîâïàäàåò

ñ îäíèì èç êëàññîâ Hak
(çàìêíóòîñòü îïåðàöèè).

Êîììóòàòèâíîñòü: Ha♦Hb = Ha∗b = Hb∗a = Hb♦Ha.

Àññîöèàòèâíîñòü: (Ha♦Hb)♦Hc = H(a∗b)∗c = Ha∗(b∗c) =
Ha♦(Hb♦Hc).

Êëàññ H = He ÿâëÿåòñÿ íåéòðàëüíûì ýëåìåíòîì.

Åñëè ak /∈ H, òî a−1
k /∈ H è îáðàòíûì ê Hak

áóäåò
êëàññ Ha−1

k
, êîòîðûé îòëè÷åí îò H. Åñëè a−1

k /∈ Hak
, òî

Hak
∩ Ha−1

k
= ∅ è êëàññ Ha−1

k
ñîâïàäàåò ñ êëàññîì Haj

äëÿ
íåêîòîðîãî j â ïðåäëîæåííîé íóìåðàöèè êëàññîâ. Åñëè æå
a−1

k ∈ Hak
, òî Hak

♦Hak
= H.

Îïðåäåëåíèå 5. Ôàêòîð-ãðóïïîé àáåëåâîé ãðóïïû G

ïî ñîáñòâåííîé ïîäãðóïïå H íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî âñåõ
ðàçëè÷íûõ êëàññîâ ñìåæíîñòè ñ áèíàðíîé îïåðàöèåé ♦.
Äëÿ ôàêòîð-ãðóïïû ïðèíÿòî îáîçíà÷åíèåG/H = ({Hak

},♦).

Çàìå÷àíèå. Ïîíÿòèå ôàêòîð-ãðóïïà ââîäèòñÿ íå òîëü-
êî äëÿ àáåëåâûõ ãðóïï. Îïåðàöèþ ♦ íà êëàññàõ ñìåæíîñòè
îáû÷íî îáîçíà÷àþò òåì æå ñèìâîëîì ∗, ÷òî è â èñõîäíîé
ãðóïïå.

Îïðåäåëåíèå 6. Îòîáðàæåíèå ϕ : G→ G1 ãðóïïû G =
(M, ∗) íà ãðóïïó G1 = (L, ?) íàçûâàåòñÿ èçîìîðôèçìîì
ãðóïï, åñëè ñîîòâåòñòâóþùåå îòîáðàæåíèå ýëåìåíòîâ ϕ :
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M → L áèåêòèâíî è ñîõðàíÿåò ãðóïïîâóþ îïåðàöèþ ϕ(a ∗
b) = ϕ(a) ? ϕ(b) äëÿ âñåõ a, b ∈ M . Â ýòîì ñëó÷àå ãðóïïû
íàçûâàþòñÿ èçîìîðôíûìè, ÷òî îáîçíà÷àåòñÿ G ' G1.

Ñâîéñòâî ñîõðàíåíèÿ ãðóïïîâîé îïåðàöèè íàçûâàåòñÿ ãî-
ìîìîðôèçìîì ãðóïï.

Ïðèìåðû èçîìîðôíûõ ãðóïï áåñêîíå÷íîãî ïîðÿä-
êà.

Ïåðâûé ïðèìåð. Ïîêàæåì êàê íà ìíîæåñòâå N0 öåëûõ
íåîòðèöàòåëüíûõ ÷èñåë ââåñòè îïåðàöèþ, îòíîñèòåëüíî êî-
òîðîé ýòî ìíîæåñòâî ñòàíîâèòñÿ ãðóïïîé.

Êàæäîå n ∈ N0 ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå m ðàçðÿä-
íîãî ÷èñëà â äâîè÷íîé ñèñòåìå ñ÷èñëåíèÿ nm . . . n2n1, äëÿ
êîòîðîãî âîçâðàò ê äåñÿòè÷íîé ñèñòåìå îñóùåñòâëÿåòñÿ ïî
ôîðìóëå

n =
∞∑
i=1

ni2
i−1, ãäå ni ∈ Z2 = {0, 1}, (1)

ãäå ñóììà êîíå÷íà, òàê êàê ñòàðøèå ðàçðÿäû çàìåíèëè íó-
ëÿìè (ni = 0 ïðè i > m). Ïåðåïèñàâ â îáðàòíîì ïîðÿäêå,
ïîñòàâèì ÷èñëó n â ñîîòâåòñòâèå ôèíèòíóþ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü èç íóëåé è åäèíèö

ñ = (n1, n2, ..., ni . . .) ∈ Z(∞)
2 . (2)

Åñëè èçâåñòíî, ÷òî 2m−1 ≤ n < 2m, òî ìîæíî óòî÷íèòü
ñòàðøèé íåíóëåâîé ðàçðÿä ñ = (n1, n2, ..., nm−1, 1, 0, 0, 0, . . .).

È íàîáîðîò, êàæäîé ôèíèòíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âè-
äà (2) ñîîòâåòñòâóåò n ∈ N0 âèäà (1). Èòàê, ìíîæåñòâî

N0 èçîìîðôíî ìíîæåñòâó Z
(∞)
2 ôèíèòíûõ ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòåé èç íóëåé è åäèíèö.

Íà ìíîæåñòâå Z
(∞)
2 ôèíèòíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ââå-

äåì îïåðàöèþ ⊕ ïîêîîðäèíàòíîãî ñëîæåíèÿ ïî ìîäóëþ 2
(÷åðåç îïåðàöèþu íà ìíîæåñòâå Z2, ââåäåííóþ ôîðìóëàìè
0u0 = 0, 0u1 = 1, 1u1 = 0) : åñëè k̃ = (k1, k2, ..., kl, . . .) ∈
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Z
(∞)
2 , òî

ñ⊕ k̃ = (n1 u k1, n2 u k2, . . . , ni u ki, . . .) ∈ Z(∞)
2 . (3)

Òîãäà (Z
(∞)
2 ,⊕) - àáåëåâà ãðóïïà ñ íåéòðàëüíûì ýëåìåíòîì

0̃ = (0, 0, . . . , 0, . . .), â êîòîðîé ñ ⊕ ñ = 0̃, òî åñòü êàæäûé

ýëåìåíò ÿâëÿåòñÿ îáðàòíûì ñåáå. Ýòó ãðóïïó (Z
(∞)
2 ,⊕) áó-

äåì îáîçíà÷àòü áîëåå êîðîòêî X∞.
Ââåäåííóþ íà ìíîæåñòâå Z2 (îäíîçíà÷íûõ ÷èñåë â äâî-

è÷íîé ñèñòåìå ñ÷èñëåíèÿ) îïåðàöèþ u ïðîäîëæèì íà ìíî-
æåñòâî N0 âñåõ öåëûõ íåîòðèöàòåëüíûõ ÷èñåë â äâîè÷íîé
ñèñòåìå ñ÷èñëåíèÿ n, k ∈ N0 âèäà (1), ôîðìóëîé

nu k =
∞∑
i=1

(ni u ki) · 2i−1.

Îòîáðàæåíèå n → ñ ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôèçìîì, òî åñòü
ñîõðàíÿþùèì îïåðàöèþ îòîáðàæåíèåì, ãðóïï (N0,u) è (Z

(∞)
2 ,⊕),

÷òî âìåñòå ñ èçîìîðôèçìîì ìíîæåñòâ äàåò èçîìîðôèçì
ýòèõ ãðóïï. Äðóãèìè ñëîâàìè, (N0,u) è (Z

(∞)
2 ,⊕) åñòü ðàç-

íûå ïðåäñòàâëåíèÿ îäíîé è òîé æå ãðóïïû. Äàëåå áóäåò
ïðåäëîæåíî òðåòüå ïðåäñòàâëåíèå ýòîé ãðóïïû.
Âòîðîé ïðèìåð.Íàïîìíèì, ÷òî ìîäèôèöèðîâàííûé îòðå-

çîê ïîëó÷àåòñÿ äîáàâëåíèåì ê ìíîæåñòâó [0, 1) ñ÷åòíîãî
÷èñëà äâîè÷íî-ðàöèîíàëüíûõ òî÷åê âèäà k

2n , â ðåçóëüòàòå
÷åãî äëÿ êàæäîé äâîè÷íî-ðàöèîíàëüíîé òî÷êè ìíîæåñòâà
Q2∩(0, 1) íà ìîäèôèöèðîâàííîì îòðåçêå [0, 1]∗ ïðèñóòñòâó-
þò äâà ïðåäñòàâèòåëÿ â âèäå îñîáîãî è äîïóñòèìîãî ïðåä-
ñòàâëåíèÿ. Ìîäèôèöèðîâàííûé îòðåçîê [0, 1]∗ òðàêòóåòñÿ
êàê ìíîæåñòâî âñåõ ïîëîæèòåëüíûõ äâîè÷íûõ äðîáåé ñ íó-
ëåâîé öåëîé ÷àñòüþ.
Äëÿ ëþáûõ x, y ∈ [0, 1]∗ ñóùåñòâóþò åäèíñòâåííûå äâî-

è÷íûå ïðåäñòàâëåíèÿ

x =
∞∑

k=1

xk

2k
, y =

∞∑
k=1

yk

2k
, ãäå xk, yk ∈ {0, 1}, (4)
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êîòîðûå çàïèøåì êàê ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èç íóëåé è åäè-
íèö

x̃ = (x1, x2, ..., xk, ...), ỹ = (y1, y2, ..., yk, ...) ∈ Z∞2 .

Ðàñïðîñòðàíèì îïåðàöèþ ⊕, ââåäåííóþ ôîðìóëîé (3), ïî-

êîîðäèíàòíîãî ñëîæåíèÿ ïî ìîäóëþ 2 ñ ìíîæåñòâà Z
(∞)
2 íà

ìíîæåñòâî Z∞2 , èñêëþ÷èâ òðåáîâàíèå ôèíèòíîñòè ýëåìåí-
òîâ.

Îïåðàöèÿ u äëÿ x, y ∈ [0, 1]∗ âèäà (4) ââîäèòñÿ ïî ïðà-
âèëó

xu y = z =
∞∑

k=1

zk

2k
∈ [0, 1]∗

÷åðåç îïåðàöèþ (îáîçíà÷àåìóþ òåì æå ñèìâîëîì u) â ãðóï-
ïå Z2: zk = xk u yk.

Ïðîâåðêîé ãðóïïîâûõ ñâîéñòâ óñòàíàâëèâàåòñÿ, ÷òî àë-
ãåáðàè÷åñêèå ñòðóêòóðû ([0, 1]∗,u) è (Z∞2 ,⊕) ÿâëÿþòñÿ èçî-
ìîðôíûìè àáåëåâûìè ãðóïïàìè.

Ðàññìîòðåííûå â ýòèõ ïðèìåðàõ ãðóïïûX∞ := (Z
(∞)
2 ,⊕)

è Z∞2 := (Z∞2 ,⊕) ÿâëÿþòñÿ äâîéñòâåííûìè (îäíà èç íèõ
ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé õàðàêòåðîâ äëÿ äðóãîé) äèàäè÷åñêèìè
ãðóïïàìè, ÷òî èëëþñòðèðóåòñÿ ñëåäóþùèì ïîñòðîåíèåì.

Äëÿ n ∈ N0 âèäà (1) è x ∈ [0, 1]∗ âèäà (4) ââîäèòñÿ áè-
íàðíàÿ îïåðàöèÿ ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ ïî ôîðìóëå

(n, x) = (ñ, x̃) =
∞∑

k=1

nkxk (mod 2),

ãäå ñóììà ïîíèìàåòñÿ êàê ñëîæåíèå ïî ìîäóëþ 2. Òî åñòü
â ñëó÷àå ÷åòíîé ñóììû ñêàëÿðíîìó ïðîèçâåäåíèþ ïðèñâà-
èâàåì çíà÷åíèå 0, à â ñëó÷àå íå÷åòíîé ñóììû ñêàëÿðíîìó
ïðîèçâåäåíèþ ïðèñâàèâàåì çíà÷åíèå 1. Òàê êàê ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü ñ ôèíèòíà, òî â äàííîé ñóììå êîíå÷íîå ÷èñëî
íåíóëåâûõ ñëàãàåìûõ (ñóììà ôèíèòíà).
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2.3 Êîëüöî. Ïîëå

Îïðåäåëåíèå 6. Ìíîæåñòâî M ñ çàäàííûìè íà í¼ì
äâóìÿ áèíàðíûìè îïåðàöèÿìè òàêèìè, ÷òî:
• îïåðàöèÿ + óäîâëåòâîðÿåò âñåì ÷åòûðåì ñâîéñòâàì áè-
íàðíûõ îïåðàöèé (òî åñòü àáåëåâà ãðóïïà ïî ñëîæåíèþ),
• îïåðàöèÿ · àññîöèàòèâíà,
• äëÿ ëþáûõ a, b, c ∈ M âûïîëíÿåòñÿ ñâîéñòâî äèñòðèáó-
òèâíîñòè

(a+ b) · c = a · c+ b · c; c(a+ b) = ca+ cb

íàçûâàåòñÿ êîëüöîì.
Êîëüöî îáîçíà÷àåòñÿ K = (M ; +, ·).
Åñëè îïåðàöèÿ óìíîæåíèÿ êîììóòàòèâíà (îáëàäàåò ñâîé-

ñòâîì 1), òî êîëüöî íàçûâàåòñÿ êîììóòàòèâíûì; åñëè ñóùå-
ñòâóåò íåéòðàëüíûé ýëåìåíò (âûïîëíåíî ñâîéñòâî 3) äëÿ
óìíîæåíèÿ, òî ýòî êîëüöî ñ åäèíèöåé.
Îïðåäåëåíèå 7. Ìíîæåñòâî M ñ çàäàííûìè íà í¼ì

äâóìÿ áèíàðíûìè îïåðàöèÿìè íàçûâàþò ïîëå è îáîçíà÷à-
þò F = (M ; +, ·), åñëè:
• îíî ÿâëÿåòñÿ àáåëåâîé ãðóïïîé ïî ñëîæåíèþ,
• ìíîæåñòâî M \ {0} åñòü àáåëåâà ãðóïïà ïî óìíîæåíèþ,
• âûïîëíåíî ñâîéñòâî äèñòðèáóòèâíîñòè (a+b)·c = a·c+b·c.
Ïðèìåðîì êîëüöà ñëóæèò ìíîæåñòâî Zn = {0, 1, 2, .., n−

1}, ñ îïåðàöèÿìè ñëîæåíèÿ ïî ìîäóëþ n è óìíîæåíèÿ ïî
ìîäóëþ n, êîòîðîå îáîçíà÷àåòñÿ Zn (êàê è ñîîòâåòñòâóþ-
ùàÿ ãðóïïà) è íàçûâàåòñÿ êîëüöîì âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ n.
Â ïîëå â êà÷åñòâå îñîáûõ ýëåìåíòîâ âûäåëÿþò 0 (íåé-

òðàëüíûé ýëåìåíò äëÿ ñëîæåíèÿ) è 1 (íåéòðàëüíûé ýëå-
ìåíò äëÿ óìíîæåíèÿ).
Ëþáîå ïîëå ìîæíî ñ÷èòàòü êîëüöîì. Ïðèìåðîì ïîëÿ ñëó-

æàò ìíîæåñòâà Q, R, C ñ îïåðàöèÿìè ñëîæåíèÿ è óìíîæå-
íèÿ íà íèõ.
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Óòâåðæäåíèå 4. Åñëè p � ïðîñòîå ÷èñëî, òî êîëüöî Zp

ÿâëÿåòñÿ ïîëåì.
Ñóùåñòâóåò òåîðåìà, óòâåðæäàþùàÿ, ÷òî ÷èñëî ýëåìåí-

òîâ ëþáîãî êîíå÷íîãî ïîëÿ åñòü ñòåïåíü ïðîñòîãî ÷èñëà.
Ïîëå ïîðÿäêà pn, ãäå p ïðîñòîå ÷èñëî, n > 1, íàçûâàþò
ïîëå Ãàëóà.
Îïðåäåëåíèå 8. Äâà êîëüöà K = (M ; +, ·) è K1 =

(N ; +, ·) (èëè äâà ïîëÿ F = (M ; +, ·), F1 = (N ; +, ·)) íà-
çûâàþòñÿ èçîìîðôíûìè, åñëè ñóùåñòâóåò áèåêòèâíîå îòîá-
ðàæåíèå f : M → N , ñîõðàíÿþùåå (ÿâëÿþùååñÿ ãîìîìîð-
ôèçìîì) îáå îïåðàöèè: äëÿ âñåõ a, b ∈M ñïðàâåäëèâî

f(a+ b) = f(a) + f(b), f(a · b) = f(a) · f(b).

2.4 Ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî

Îïðåäåëåíèå 9.Ëèíåéíûì (âåêòîðíûì) ïðîñòðàíñòâîì
íàä ïîëåì F íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî M ñ çàäàííîé íà í¼ì
áèíàðíîé îïåðàöèåé + è âíåøíåé îïåðàöèåé óìíîæåíèÿ
íà ýëåìåíòû ïîëÿ F (äëÿ ëþáûõ a ∈ M , α ∈ F òðåáóåì
α · a ∈M), êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò ñâîéñòâàì:
1. a+ b = b+ a ;
2. a+ (b+ c) = (a+ b) + c;
3. ñóùåñòâóåò e ∈M òàêîé, ÷òî a+ e = a;
4. äëÿ ëþáîãî a ∈ M ñóùåñòâóåò −a ∈ M òàêîé, ÷òî
a+ (−a) = e;
5. äëÿ ëþáûõ a ∈M , α, β ∈ F âûïîëíåíî α·(β·a) = (α·β)·a;
6. äëÿ ëþáûõ a ∈ M , α, β ∈ F âûïîëíåíî (α + β) · a =
α · a+ β · a;
7. äëÿ ëþáûõ a, b ∈ M , α ∈ F âûïîëíåíî α · (a + b) =
α · a+ α · b;
8. äëÿ ëþáîãî a ∈M , 1 ∈ F âûïîëíåíî 1 · a = a.
Òàê êàê ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî åñòü àáåëåâà ãðóïïà ñ
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äîáàâëåííîé âíåøíåé îïåðàöèåé óìíîæåíèÿ íà ýëåìåíòû
ïîëÿ, òî â îáîçíà÷åíèè ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà ñîõðàíÿåò-
ñÿ îáîçíà÷åíèå èñõîäíîé ãðóïïû.
Çàìå÷àíèå. Åñëè F = R, òî ïðèâåäåíî îïðåäåëåíèå

äåéñòâèòåëüíîãî (âåùåñòâåííîãî) ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà.
Åñëè F = C, òî äàíî îïðåäåëåíèå êîìïëåêñíîãî ëèíåéíîãî
ïðîñòðàíñòâà. Ëèíåéíûå ïðîñòðàíñòâà íàä äðóãèìè ïîëÿ-
ìè â ó÷åáíîé ëèòåðàòóðå ñòàðàþòñÿ íå çàòðàãèâàòü.
Ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé ýëåìåíòîâ a1, a2, . . . , an ∈ M ñ

êîýôôèöèåíòàìè α1, α2, . . . , αn ∈ F íàçûâàåòñÿ

α1 · a1 + α2 · a2 + . . .+ αn · an.

Åñëè α1 = α2 = . . . = αn = 0 ∈ F , òî ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ
íàçûâàåòñÿ òðèâèàëüíîé è åñòåñòâåííî ðàâíÿåòñÿ 0 ∈M .
Îïðåäåëåíèå 10. Íàáîð ýëåìåíòîâ a1, a2, . . . , an ∈ M

íàçûâàåòñÿ ëèíåéíî íåçàâèñèìûì, åñëè ëþáàÿ íåòðèâèàëü-
íàÿ ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ ýòèõ ýëåìåíòîâ îòëè÷íà îò íóëÿ.
Ñ÷åòíîå ñåìåéñòâî ýëåìåíòîâ a1, a2, . . . , an, . . . ∈ M íà-

çûâàåòñÿ ëèíåéíî íåçàâèñèìûì, åñëè ëþáîé êîíå÷íûé íà-
áîð èç ýòîãî ñåìåéñòâà ëèíåéíî íåçàâèñèì.
Îïðåäåëåíèå 11. Íàáîð ýëåìåíòîâ a1, a2, . . . , an ∈ M

íàçûâàåòñÿ ïîëíûì â M , åñëè ëþáîé a ∈ M ìîæíî ïðåä-
ñòàâèòü â âèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè ýëåìåíòîâ íàáîðà.
Ñ÷åòíîå ñåìåéñòâî ýëåìåíòîâ a1, a2, . . . , an, . . . ∈ M íà-

çûâàåòñÿ ïîëíûì, åñëè ëþáîé a ∈ M ìîæíî ïðåäñòàâèòü
â âèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè ýëåìåíòîâ êîíå÷íîãî íàáîðà,
âûáðàííîãî èç ýòîãî ñåìåéñòâà.
Îïðåäåëåíèå 12. Ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâîM íàçûâàåò-

ñÿ n-ìåðíûì, åñëè íàéäåòñÿ íàáîð ýëåìåíòîâ a1, a2, . . . , an ∈
M , ÿâëÿþùèõñÿ ëèíåéíî íåçàâèñèìûì è ïîëíûì. Â ýòîì
ñëó÷àå óêàçàííûé íàáîð íàçûâàåòñÿ áàçèñîì ëèíåéíîãî ïðî-
ñòðàíñòâà.
Ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî M íàçûâàåòñÿ ïðîñòðàíñòâîì

ñî ñ÷åòíûì áàçèñîì, åñëè íàéäåòñÿ ñåìåéñòâî ýëåìåíòîâ
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a1, a2, . . . , an, . . . ∈M (îíî æå áàçèñ), ÿâëÿþùååñÿ ëèíåéíî
íåçàâèñèìûì è ïîëíûì. Ïðîñòðàíñòâî ñî ñ÷åòíûì áàçèñîì
ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íîìåðíûì ïðîñòðàíñòâîì.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà ìîæíî âçÿòü
ëþáîå ïîëå, ÿâëÿþùååñÿ îäíîìåðíûì ëèíåéíûì ïðîñòðàí-
ñòâîì íàä ñîáîé. Ýòîò ïðèìåð ñ÷èòàåòñÿ òðèâèàëüíûì. Äðó-
ãèå ïðèìåðû ëèíåéíûõ ïðîñòðàíñòâ:
1. R2 � äâóìåðíîå ïðîñòðàíñòâî ãåîìåòðè÷åñêèõ âåêòîðîâ;
2. Rn � n-ìåðíîå äåéñòâèòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî;
3. Zn

2 � ïðîñòðàíñòâî n-ìåðíûõ âåêòîðîâ èç íóëåé è åäè-
íèö;
4. c � ïðîñòðàíñòâî ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé äåéñòâèòåëüíûõ
÷èñåë;
5. ïðîñòðàíñòâî ôèíèòíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé èç íóëåé è
åäèíèö, êîòîðîå óñëîâèìñÿ îáîçíà÷àòü X∞;
6. Z∞

2 = Z2⊕Z2⊕ . . .⊕Z2⊕ . . . � ïðîñòðàíñòâî âñåõ ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòåé èç íóëåé è åäèíèö;
7. C[0, 1] � ïðîñòðàíñòâî íåïðåðûâíûõ íà îòðåçêå [0, 1]ôóíê-
öèé;
8. L[0, 1] � ïðîñòðàíñòâî ñóììèðóåìûõ (èíòåãðèðóåìûõ ïî
Ëåáåãó) ôóíêöèé.

Â ïðèìåðàõ 3, 5 è 6 ïðèâåäåíû ëèíåéíûå ïðîñòðàíñòâà
íàä ïîëåì Z2.

Ñòàíäàðòíûé áàçèñ ïðîñòðàíñòâà R2 ñîñòîèò èç âåêòîðîâ
e1 = (1, 0) è e2 = (0, 1). Ñòàíäàðòíûì áàçèñîì ïðîñòðàí-
ñòâà X∞ ñ÷èòàåòñÿ {ek}∞k=1, ãäå ek = (0, 0, . . . , 0, 1, 0, 0, . . .)
ñ åäèíèöåé â êà÷åñòâå k-é êîîðäèíàòû.

2.5 Ýëåìåíòû òåîðèè äâîéñòâåííîñòè

Ñóùåñòâóþò ëèíåéíûå ïðîñòðàíñòâà íå îáëàäàþùèå êî-
íå÷íûì èëè ñ÷åòíûì áàçèñîì.
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Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ â íèõ ìîæíî ââåñòè èíîå ïîíÿ-
òèå áàçèñà ðàñøèðåíèåì äîïóñòèìûõ îïåðàöèé. Íàïðèìåð,
ìîæíî ðàçðåøèòü íàðÿäó ñ êîíå÷íûìè ëèíåéíûìè êîìáè-
íàöèÿìè ñ÷åòíûå ñóììû, äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ êîòîðûõ ïî-
òðåáóåì âûïîëíåíèå åùå îäíîãî ñâîéñòâà.
Îïðåäåëåíèå 13. Ñ÷åòíîå ñåìåéñòâî ýëåìåíòîâ a1, a2, . . . , an, . . . ∈

M íàçîâåì ñ÷åòíî çàìêíóòûì, åñëè äëÿ ëþáîãî ñåìåéñòâà
êîýôôèöèåíòîâ α1, α2, . . . , αn, . . . ∈ F ñóùåñòâóåò

α1 · a1 + α2 · a2 + . . .+ αn · an + . . . ∈M.

Îïðåäåëåíèå 14. Ñ÷åòíî çàìêíóòîå ñåìåéñòâî ýëåìåí-
òîâ
a1, a2, . . . , an, . . . ∈ M íàçîâåì ñ÷åòíî ëèíåéíî íåçàâèñè-
ìûì, åñëè äëÿ ëþáîãî ñåìåéñòâà êîýôôèöèåíòîâ α1, α2, . . . , αn, . . . ∈
F ýëåìåíò

b = α1 · a1 + α2 · a2 + . . .+ αn · an + . . .

îòëè÷åí îò íóëåâîãî ýëåìåíòà.
Îïðåäåëåíèå 15. Ñ÷åòíî çàìêíóòîå ñåìåéñòâî ýëåìåí-

òîâ
a1, a2, . . . , an, . . . ∈M íàçîâåì ñ÷åòíî ïîëíûì, åñëè ëþáîé
b ∈M ìîæíî âûðàçèòü â âèäå ñ÷åòíîé ëèíåéíîé êîìáèíà-
öèè

b = α1 · a1 + α2 · a2 + . . .+ αn · an + . . . .

Îïðåäåëåíèå 16. Ñ÷åòíî çàìêíóòîå, ñ÷åòíî ëèíåéíî
íåçàâèñèìîå è ñ÷åòíî ïîëíîå ñåìåéñòâî ýëåìåíòîâ a1, a2, . . . , an, . . . ∈
M íàçîâåì ñëàáûì áàçèñîì ïðîñòðàíñòâà M .
Óòâåðæäåíèå 4. Ñòàíäàðòíûé áàçèñ ïðîñòðàíñòâà

X∞ ñëóæèò ñëàáûì áàçèñîì ïðîñòðàíñòâà Z∞
2 .

Çàìå÷àíèå. Ñ÷åòíûé áàçèñ èëè ñëàáûé áàçèñ áóäåì ñ÷è-
òàòü çàíóìåðîâàííûì è íàçûâàòü ñèñòåìîé ýëåìåíòîâ.
Ïðèâåäåì óòâåðæäåíèÿ ñïðàâåäëèâûå äëÿ ëèíåéíûõ ïðî-

ñòðàíñòâ íàä ëþáûì êîíå÷íûì ïîëåì, îãðàíè÷èâøèñü â
ôîðìóëèðîâêàõ ïîëåì Z2.



24 ÃËÀÂÀ 2. ÝËÅÌÅÍÒÛ ÀËÃÅÁÐÛ

Òåîðåìà 4. Åñëè ñòîëáöû ìàòðèöû áåñêîíå÷íîãî ïî-
ðÿäêà èç íóëåé è åäèíèö åñòü ñ÷åòíûé áàçèñ ïðîñòðàí-
ñòâà X∞, òî ñòðîêè ýòîé ìàòðèöû åñòü ñëàáûé áàçèñ
ïðîñòðàíñòâà Z∞

2 .

Åñëè ñòðîêè ìàòðèöû áåñêîíå÷íîãî ïîðÿäêà èç íóëåé è
åäèíèö åñòü ñëàáûé áàçèñ ïðîñòðàíñòâà Z∞

2 , òî ñòîëáöû
ýòîé ìàòðèöû åñòü ñ÷åòíûé áàçèñ ïðîñòðàíñòâà X∞.

Â ïðîöåññå äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 4 óñòàíàâëèâàåòñÿ
ñïðàâåäëèâîñòü ñëåäóþùèõ óòâåðæäåíèé (ïóíêòû 2,3,5,6
äëÿ ìàòðèö ñ ôèíèòíûìè ñòîëáöàìè):
1. Åñëè ñòîëáöû ìàòðèöû ôèíèòíû, òî ñòðîêè ñ÷åòíî çà-
ìêíóòû.
2. Åñëè ñòîëáöû ëèíåéíî íåçàâèñèìû, òî ñòðîêè ñ÷åòíî
ïîëíû.
3. Åñëè ñòîëáöû ïîëíû, òî ñòðîêè ñ÷åòíî ëèíåéíî íåçàâè-
ñèìû.
4. Åñëè ñòðîêè ñ÷åòíî çàìêíóòû, òî âñå ñòîëáöû ôèíèòíû.
5. Åñëè ñòðîêè ñ÷åòíî ëèíåéíî íåçàâèñèìû, òî ñòîëáöû
ïîëíû.
6. Åñëè ñòðîêè ñ÷åòíî ïîëíû, òî ñòîëáöû ëèíåéíî íåçàâè-
ñèìû.

Îïðåäåëåíèå 17. Áåñêîíå÷íóþ ìàòðèöó èç íóëåé è åäè-
íèö ñ ôèíèòíûìè ñòîëáöàìè íàçîâåì íåâûðîæäåííîé, åñëè
åå ñòîëáöû åñòü ñ÷åòíûé áàçèñ ïðîñòðàíñòâà X∞. Áàçèñû
ñòîëáöîâ (â ïðîñòðàíñòâå X∞) è ñòðîê (â ïðîñòðàíñòâå Z∞

2 )
íåâûðîæäåííîé ìàòðèöû íàçîâåì äóàëüíûìè (äâîéñòâåí-
íûìè).

Çàìå÷àíèå.Ïðèâåäåííîå îïðåäåëåíèå äëÿ êîíå÷íûõ êâàä-
ðàòíûõ ìàòðèö ýêâèâàëåíòíî òðàäèöèîííîìó îïðåäåëåíèþ
íåâûðîæäåííîñòè ìàòðèöû ñ íåíóëåâûì îïðåäåëèòåëåì. Ïî-
íÿòèå äóàëüíîãî áàçèñà èìååò ìåñòî è â êîíå÷íîìåðíûõ
ïðîñòðàíñòâàõ.

Òåîðåìà 5. Íåâûðîæäåííàÿ áåñêîíå÷íàÿ ìàòðèöà èç
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íóëåé è åäèíèö ñ ôèíèòíûìè ñòîëáöàìè èìååò îáðàò-
íóþ íåâûðîæäåííóþ áåñêîíå÷íóþ ìàòðèöó èç íóëåé è åäè-
íèö ñ ôèíèòíûìè ñòîëáöàìè.

Ñòðîêè îáðàòíîé ìàòðèöû ñîñòàâëÿþò ñëàáûé áàçèñ â
ïðîñòðàíñòâå Z∞

2 , êîòîðûé íàçûâàåòñÿ ñîïðÿæåííûì áà-
çèñîì ê áàçèñó ñòîëáöîâ èñõîäíîé ìàòðèöû.

Â òåîðèè äâîéñòâåííîñòè Ïîíòðÿãèíà ïàðû ñîïðÿæåí-
íûõ ïðîñòðàíñòâ íàäåëÿþò òîïîëîãèåé, î ÷åì ïîçäíåå ïîé-
äåò ðå÷ü, è ðàññìàòðèâàþò ñîïðÿæåííûå áàçèñû îòíîñè-
òåëüíî ââåäåííûõ òîïîëîãèé. Ðàññìîòðåííûé áàçèñ íàçû-
âàåòñÿ áàçèñîì Øàóäåðà. Ïðåäëîæåííûì ïîñòðîåíèåì èë-
ëþñòðèðóåòñÿ âîçìîæíîñòü èçëîæåíèÿ îñíîâ òåîðèè äâîé-
ñòâåííîñòè áåç ïðèâëå÷åíèÿ òîïîëîãè÷åñêèõ ïîíÿòèé. Ñî-
âñåì èñêëþ÷èòü òîïîëîãè÷åñêèå ïîíÿòèÿ íåâîçìîæíî. Âñå
ïîñòðîåíèÿ îñíîâàíû íà ïðèíöèïå ïîêîîðäèíàòíîé ñòàáè-
ëèçàöèè, ÷òî ðàâíîñèëüíî ñõîäèìîñòè â òèõîíîâñêîé òîïî-
ëîãèè.

Çàìå÷àíèå. Óêàçàííàÿ â òåîðåìå îáðàòíàÿ ìàòðèöà ÿâ-
ëÿåòñÿ îäíîâðåìåííî è ëåâîé îáðàòíîé è ïðàâîé îáðàòíîé
ìàòðèöåé.

Ðàçëè÷èå ìåæäó ïîíÿòèÿìè îáðàòíàÿ ìàòðèöà, ëåâàÿ îá-
ðàòíàÿ è ïðàâàÿ îáðàòíàÿ ìàòðèöû ïðîäåìîíñòðèðóåì íà
ïðèìåðå êîíå÷íûõ ìàòðèö. Ïóñòü ïîñòàâëåíà

Çàäà÷à. Ìîæíî ëè óòâåðæäàòü, ÷òî èç óñëîâèÿ ðàâåí-
ñòâà åäèíè÷íîé ìàòðèöå ïðîèçâåäåíèÿ ìàòðèöû A íà ñâîþ
òðàíñïîíèðîâàííóþ AT âûòåêàþò ðàâåíñòâà AT · A = E è
AT = A−1.

Îòâåò áóäåò óòâåðäèòåëüíûì òîëüêî äëÿ êëàññà êâàäðàò-
íûõ ìàòðèö. Ìàòðèöà A, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ AT =
A−1, íàçûâàåòñÿ óíèòàðíîé èëè, åñëè åå ýëåìåíòû äåéñòâè-
òåëüíûå ÷èñëà, îðòîãîíàëüíîé. Óäàëèâ ëþáîå ÷èñëî ñòðîê
îðòîãîíàëüíîé ìàòðèöû, ïîëó÷èì íå êâàäðàòíóþ ìàòðèöó
A ñ óñëîâèåì A · AT = E, ÿâëÿþùóþñÿ ïðèìåðîì îòðèöà-
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òåëüíîãî îòâåòà íà ïîñòàâëåííóþ çàäà÷ó. Ýòî ïðèìåð ëåâîé
îáðàòíîé ìàòðèöû íå ÿâëÿþùåéñÿ ïðàâîé îáðàòíîé.

Ïîêàæåì êàê ïîíÿòèå êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà ðàñïðîñòðà-
íÿåòñÿ è íà áåñêîíå÷íûå ìàòðèöû.

Äëÿ êîíå÷íûõ ìàòðèö êðîìå ïîíÿòèÿ ðàíã ìàòðèöû ìîæ-
íî ââåñòè ïîíÿòèå êî-ðàíãà (ïðè èññëåäîâàíèè ñèñòåì ëè-
íåéíûõ óðàâíåíèé èñïîëüçóþò òåðìèí äåôåêò ìàòðèöû),
óêàçûâàþùåå ìèíèìàëüíîå ÷èñëî ñòðîê è ñòîëáîâ, ïîñëå
óäàëåíèÿ êîòîðûõ ìàòðèöà ñòàíîâèòñÿ íåâûðîæäåííîé.

Ïîíÿòèå êî-ðàíãà ïåðåíîñèòñÿ íà áåñêîíå÷íûå ìàòðèöû
èç íóëåé è åäèíèö ñ ôèíèòíûìè ñòîëáöàìè è ÿâëÿåòñÿ äëÿ
íèõ âàæíûì ïîêàçàòåëåì. Ìàòðèöà êî-ðàíãà (n, n) íàçûâà-
åòñÿ êâàäðàòíîé.

Äëÿ áåñêîíå÷íûõ ìàòðèö âîçìîæåí ñëó÷àé ìàòðèö êî-
íå÷íîãî ðàíãà, êîòîðûå ðàññìàòðèâàþò êàê îñîáûé ñëó÷àé
êîíå÷íûõ ìàòðèö. Äëÿ îñíîâíîãî ñëó÷àÿ áåñêîíå÷íûõ ìàò-
ðèö ïîíÿòèå ðàíãà íèêàêîé äîïîëíèòåëüíîé èíôîðìàöèè
íå íåñåò, à ïîòîìó íå èíòåðåñíî. Ïðèâåäåì óòâåðæäåíèå
î÷åâèäíîå äëÿ ñëó÷àÿ êîíå÷íûõ ìàòðèö.

Òåîðåìà 6.Ìàòðèöà (áåñêîíå÷íàÿ ñ ôèíèòíûìè ñòîëá-
öàìè) êî-ðàíãà (n, k) ïðåâðàùàåòñÿ â ìàòðèöó êî-ðàíãà
(n+ 1, k) èëè (n, k − 1) ïðè âûïîëíåíèè îäíîãî èç ñëåäóþ-
ùèõ äâóõ ïðåîáðàçîâàíèé:
à) äîáàâëåíèå â ïðîèçâîëüíîì ìåñòå ñòðîêè,
á) óäàëåíèå ïðîèçâîëüíîãî ñòîëáöà.

Ïðè÷åì, êî-ðàíã (n+1, k) ïîëó÷èòñÿ ïðè óäàëåíèè ñòîëá-
öà, êîòîðûé ëèíåéíî íå âûðàæàåòñÿ ÷åðåç îñòàëüíûå, à
êî-ðàíã (n, k− 1) ïîëó÷èòñÿ ïðè óäàëåíèè ñòîëáöà, êîòî-
ðûé ëèíåéíî âûðàæàåòñÿ ÷åðåç îñòàëüíûå.

Ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü àíàëîãè÷íóþ òåîðåìó ïðî óäà-
ëåíèå ñòðîêè èëè äîáàâëåíèå ñòîëáöà.

Äàííàÿ òåîðèÿ ïðèìåíèìà äëÿ èññëåäîâàíèÿ ñèñòåì ñ
áåñêîíå÷íûì ÷èñëîì ëèíåéíûõ óðàâíåíèé.



2.5. ÝËÅÌÅÍÒÛ ÒÅÎÐÈÈ ÄÂÎÉÑÒÂÅÍÍÎÑÒÈ 27

Óïðàæíåíèÿ

1. Äîêàæèòå óòâåðæäåíèå 1.

2. Äîêàæèòå, ÷òî ïðè èçîìîðôèçìå ãðóïï íåéòðàëüíûé
ýëåìåíò ïåðåõîäèò â íåéòðàëüíûé.

3. Óêàæèòå ñðåäè ïðèâåäåííûõ ïðèìåðîâ èçîìîðôíûå
ãðóïïû êîíå÷íîãî è áåñêîíå÷íîãî ïîðÿäêà.

4. Ïðèâåäèòå ïðèìåð ãðóïïû òðåòüåãî ïîðÿäêà ïî óìíî-
æåíèþ. Äîêàæèòå, ÷òî îíà èçîìîðôíà Z3.

5. Ïðèâåäèòå àääèòèâíîå (ïî ñëîæåíèþ) è ìóëüòèïëèêà-
òèâíîå (ïî óìíîæåíèþ) ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïïû ÷åòâåðòîãî
ïîðÿäêà, íå èçîìîðôíîé ãðóïïå Z2 ⊕ Z2.

6. Óñòàíîâèòå êîððåêòíîñòü (ïðîâåðüòå âûïîëíåíèå âñåõ
ïÿòè ñâîéñòâ) îïåðàöèè ♦, ââåäåííîé â îïðåäåëåíèè 3.

7. Äîêàæèòå, ÷òî Zn
2 , X∞, Z∞

2 è Zm
n ÿâëÿþòñÿ àáåëåâûìè

ãðóïïàìè.

8. Äîêàæèòå óòâåðæäåíèå 2.

9. Óñòàíîâèòå êîððåêòíîñòü (íåçàâèñèìîñòü îò âûáîðà
ïðåäñòàâèòåëÿ) ïðåäëîæåííîé îïåðàöèè♦ íà êëàññàõ ñìåæ-
íîñòè.

10. Äîêàæèòå èçîìîðôèçì Z/2Z ' Z2.

11. Ïðåäëîæèòå íà ìíîæåñòâå N0 îïåðàöèþ, îòíîñèòåëü-
íî êîòîðîé îíî ñòàíîâèòñÿ ãðóïïîé. Âûáåðåòå èç óïðàæíå-
íèÿ 7 èçîìîðôíóþ ãðóïïó. Íàéäèòå â äàííîé ãðóïïå ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü ðàçëè÷íûõ âëîæåííûõ ïîäãðóïï.

12. Ïðåäëîæèòå íà ìíîæåñòâå [0, 1]∗ îïåðàöèþ, îòíîñè-
òåëüíî êîòîðîé îíî ñòàíîâèòñÿ ãðóïïîé. Âûáåðåòå èç óïðàæ-
íåíèÿ 7 èçîìîðôíóþ ãðóïïó. Íàéäèòå â äàííîé ãðóïïå ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü ðàçëè÷íûõ âëîæåííûõ ïîäãðóïï, êîòî-
ðàÿ â äàííîé ãðóïïå îïðåäåëÿåò ñèñòåìó îêðåñòíîñòåé íó-
ëÿ. Óêàæèòå âñå êëàññû ñìåæíîñòè äàííîé ãðóïïû ïî îä-
íîé èç ñîáñòâåííîé ïîäãðóïï.

13. Ìîæíî ëè íà ìíîæåñòâå N0 ââåñòè äðóãóþ îïåðàöèþ,
îòíîñèòåëüíî êîòîðîé îíî ñòàíîâèòñÿ ãðóïïîé íå èçîìîðô-
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íîé ãðóïïå èç óïðàæíåíèÿ 11?
14. Ñîñòàâüòå òàáëèöû ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ äëÿ Z5 è

Z6. Êàêàÿ èç ñòðóêòóð ÿâëÿåòñÿ ïîëåì?
15. Ïîêàæèòå, ÷òî Z = (Z; +, ·) ñëóæèò êîììóòàòèâíûì

êîëüöîì ñ åäèíèöåé, íî íå ÿâëÿåòñÿ ïîëåì.
16. Âûáåðèòå (è äîêàæèòå ýòî) èç ñòðóêòóð 2Z, Q, R òå,

êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ïîëåì.
17. Ñîñòàâüòå òàáëèöû ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ äëÿ ïîëÿ

èç ÷åòûðåõ ýëåìåíòîâ.
18. Äîêàæèòå, ÷òî ïðè óìíîæåíèè ëþáîãî ýëåìåíòà ëè-

íåéíîãî ïðîñòðàíñòâà (a ∈ M) íà íóëåâîé ýëåìåíò ïîëÿ
(0 ∈ F ) ïîëó÷èì íóëåâîé ýëåìåíò ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà.
Äîêàæèòå, ÷òî ïðè óìíîæåíèè íà −1 ∈ F ïðîèçâîëüíî-
ãî ýëåìåíòà a ∈ M ïîëó÷èì ïðîòèâîïîëîæíûé ýëåìåíò
−a ∈M .
Äîêàæèòå, ÷òî 0 ∈M íå ìîæåò áûòü ýëåìåíòîì áàçèñà.
19. Ïðîâåðüòå, ÷òî ñåìåéñòâî ýëåìåíòîâ {ek}∞k=1, ãäå ek =

(0, 0, . . . , 0, 1, 0, 0, . . .) ñ åäèíèöåé â êà÷åñòâå k-é êîîðäèíà-
òû, ñîñòàâëÿåò áàçèñ ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà X∞. Ïðèâå-
äèòå ïðèìåð äðóãîãî áàçèñà ïðîñòðàíñòâà X∞.
20. Äîêàæèòå, ÷òî â ïðîñòðàíñòâå Z∞

2 íåò ñ÷åòíîãî áàçè-
ñà. Ïðîâåðüòå, ÷òî ñåìåéñòâî ýëåìåíòîâ {ek}∞k=1 ñîñòàâëÿåò
ñëàáûé áàçèñ ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà Z∞

2 = Z2⊕Z2⊕ . . .⊕
Z2 ⊕ . . .. Ïðèâåäèòå ïðèìåð äðóãîãî ñëàáîãî áàçèñà ïðî-
ñòðàíñòâà Z∞

2 .
21. Êàêîâà ðàçìåðíîñòü ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà Z2⊕Z2

íàä Z2? Óêàæèòå âñå âîçìîæíûå áàçèñû ýòîãî ïðîñòðàí-
ñòâà. Ïîêàæèòå, ÷òî àáåëåâó ãðóïïó ïîëÿ èç ÷åòûðåõ ýëå-
ìåíòîâ ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê äâà ðàçíûõ ëèíåéíûõ
ïðîñòðàíñòâà: ïðîñòðàíñòâî íàä ïîëåì èç ÷åòûðåõ ýëåìåí-
òîâ è ïðîñòðàíñòâî íàä ïîëåì Z2. Óêàæèòå ðàçìåðíîñòü
ïðîñòðàíñòâà è âñå âîçìîæíûå áàçèñû äëÿ êàæäîãî èç ñëó-
÷àåâ.



Ãëàâà 3

Ìåòðè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà è

ýëåìåíòû òîïîëîãèè

3.1 Ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî

Â ôóíêöèîíàëüíîì àíàëèçå èçó÷àþòñÿ ôàêòû íå ñâÿçàí-
íûå ñ àëãåáðàè÷åñêîé ïðèðîäîé ÷èñåë. Öåíòðàëüíîå ìåñòî â
èññëåäîâàíèÿõ îòâîäèòñÿ ïîíÿòèþ ðàññòîÿíèÿ ìåæäó ýëå-
ìåíòàìè.
Îïðåäåëåíèå 1. Ìåòðè÷åñêèì ïðîñòðàíñòâîì íàçû-

âàåòñÿ ìíîæåñòâî M ñ çàäàííîé íà íåì ìåòðèêîé ρ, êîòî-
ðàÿ îïðåäåëÿåòñÿ êàê îòîáðàæåíèå ρ : M 2 → R, îáëàäàþ-
ùåå ñâîéñòâàìè:

• ρ(x, x) ≥ 0; ρ(x, y) = 0 ⇔ x = y;

• ρ(x, y) = ρ(y, x) (ñâîéñòâî ñèììåòðèè);

• ρ(x, z) ≤ ρ(x, y) + ρ(y, z) (íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà).

Çàìå÷àíèå. Óñëîâèå ρ(x, y) ≥ 0 ìîæíî âûâåñòè èç äðó-
ãèõ ñâîéñòâ ìåòðèêè.
Ïðèâåäåì ïðèìåðû ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ.

1. Ìíîæåñòâî R è ìåòðèêà ρ(x, y) = |x− y|, êîòîðàÿ íàçû-
âàåòñÿ ðàññòîÿíèåì ìåæäó òî÷êàìè.
2. ÌíîæåñòâîR2 ñ åâêëèäîâîé ìåòðèêîé ρ(x, y) =

√
(y1 − x1)2 + (y2 − x2)2

29
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äëÿ x = (x1, x2), y = (y1, y2) ∈ R2.
3. Ìíîæåñòâî ñ äèñêðåòíîé ìåòðèêîé, îïðåäåëåííîé ðàâåí-
ñòâàìè ρ(x, x) = 0, ρ(x, y) = 1 åñëè x 6= y.
4. Ìíîæåñòâî R2 ñ ìåòðèêîé ρ(x, y) = |y1 − x1| + |y2 − x2|.
Ýòî ïðîñòðàíñòâî îáîçíà÷àþò R2

1.
5. Ìíîæåñòâî R2 ñ ìåòðèêîé ρ(x, y) = max{|y1 − x1|, |y2 −
x2|}. Ýòî ïðîñòðàíñòâî îáîçíà÷èì R2

∞.
6. Ìíîæåñòâî íåïðåðûâíûõ íà [0, 1] ôóíêöèé ñ ìåòðèêîé
ρ(f, g) = max0≤x≤1 |g(x)− f(x)|. Ýòî ïðîñòðàíñòâî îáîçíà-
÷àþò C[0, 1].

Â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî îáî-
çíà÷àþò òåì æå ñèìâîëîì M , ÷òî è çàïàñ òî÷åê.

Îòêðûòûì øàðîì ðàäèóñà ε ñ öåíòðîì â òî÷êå x0 íà-
çûâàåòñÿ ìíîæåñòâî Oε(x0) = {x | ρ(x, x0) < ε, x ∈M}.
Îòêðûòûé øàð ÿâëÿåòñÿ òàêæå îêðåñòíîñòüþ òî÷êè x0

è îñòàëüíûõ òî÷åê äàííîãî ìíîæåñòâà.

Çàìêíóòûì øàðîì íàçûâàþò ìíîæåñòâî
Bε(x0) = {x | ρ(x, x0) ≤ ε, x ∈M} .
Òî÷êà x0 ∈ A íàçûâàåòñÿ âíóòðåííåé òî÷êîé ìíîæåñòâà

A, åñëè ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü ýòîé òî÷êè öåëèêîì ëåæà-
ùàÿ âî ìíîæåñòâå A : òî åñòü Oε(x0) ⊂ A.

Ìíîæåñòâî A íàçûâàåòñÿ îòêðûòûì, åñëè âñå åãî òî÷êè
- âíóòðåííèå.

Òî÷êà x0 ∈M íàçûâàåòñÿ ïðåäåëüíîé òî÷êîé ìíîæåñòâà
A, åñëè ëþáàÿ îêðåñòíîñòü ýòîé òî÷êè ñîäåðæèò áåñêîíå÷-
íî ìíîãî òî÷åê ìíîæåñòâà A. Ìíîæåñòâî âñåõ ïðåäåëüíûõ
òî÷åê ìíîæåñòâà A îáîçíà÷èì A′.

Ìíîæåñòâî A íàçûâàåòñÿ çàìêíóòíûì, åñëè âñå åãî ïðå-
äåëüíûå òî÷êè ïðèíàäëåæàò ìíîæåñòâó A: òî åñòü A

′ ⊂ A.

Ñèìâîëîì A îáîçíà÷èì çàìûêàíèå ìíîæåñòâà A, êîòî-
ðîå îïðåäåëèì A = A ∪ A′

.

Ìíîæåñòâî A íàçûâàåòñÿ âñþäó ïëîòíûì â ìåòðè÷åñêîì
ïðîñòðàíñòâå M , åñëè A = M (òî åñòü åãî çàìûêàíèå ñîâ-
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ïàäàåò ñ ìåòðè÷åñêèì ïðîñòðàíñòâîì).

Ëåììà 1.Ìíîæåñòâî îòêðûòî òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà M \ A (äîïîëíåíèå ìíîæåñòâà A) - çàìêíóòî.

Íàáîð ìíîæåñòâ {Ai}, ãäå Ai - îòêðûòîå, òàêîé ÷òî A ⊂
∪iAi, íàçûâàåòñÿ îòêðûòûì ïîêðûòèåì ìíîæåñòâà A.

Ìíîæåñòâî A íàçûâàåòñÿ êîìïàêòíûì ìíîæåñòâîì, åñ-
ëè èç ëþáîãî îòêðûòîãî ïîêðûòèÿ ýòîãî ìíîæåñòâà ìîæíî
âûáðàòü êîíå÷íîå ïîäïîêðûòèå.

Åñëè âñ¼ ïðîñòðàíñòâî M (êàê ìíîæåñòî â M) êîìïàêò-
íî, òî îíî íàçûâàåòñÿ êîìïàêòíûì ïðîñòðàíñòâîì.

Åñëè äëÿ ëþáîé òî÷êè x0 ïðîñòðàíñòâàM ñóùåñòâóåò òà-
êàÿ îêðåñòíîñòü, çàìûêàíèå êîòîðîé (òî åñòü Oε(x0)) - êîì-
ïàêòíîå ìíîæåñòâî, òî ïðîñòðàíñòâî íàçûâàåòñÿ ëîêàëüíî
êîìïàêòíûì.

Ìíîæåñòâî íàçûâàþò îãðàíè÷åííûì, åñëè íàéäåòñÿ øàð,
â êîòîðîì ìíîæåñòâî ñîäåðæèòñÿ.

Ïóñòü A � íåêîòîðîå ìíîæåñòâî èç ìåòðè÷åñêîãî ïðî-
ñòðàíñòâà M . Ìíîæåñòâî B èç M íàçûâàåòñÿ ε-ñåòüþ äëÿ
A, åñëè äëÿ ëþáîãî x ∈ A íàéäåòñÿ b ∈ B, ÷òî ρ(x, b) ≤ ε.

Íàïðèìåð, öåëî÷èñëåííûå òî÷êè îáðàçóþò íà ïëîñêîñòè
1√
2
-ñåòü.

Ìíîæåñòâî íàçûâàåòñÿ âïîëíå îãðàíè÷åííûì , åñëè äëÿ
íåãî ïðè ëþáîì ε > 0 ñóùåñòâóåò êîíå÷íàÿ ε-ñåòü.

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn} ýëåìåíòîâ ìåòðè÷åñêîãî ïðî-
ñòðàíñòâà M íàçûâàåòñÿ ñõîäÿùåéñÿ ê ýëåìåíòó x, åñëè
limn→∞ ρ(x, xn) = 0. Ýòîò ôàêò îáîçíà÷àþò xn → x.

Îòîáðàæåíèå f ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà M â ìåòðè-
÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî L íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíûì â òî÷êå
x0 ∈M , åñëè äëÿ ëþáîé îêðåñòíîñòè O(f(x0)) ∈ L íàéäåò-
ñÿ îêðåñòíîñòü O(x0) ∈M òàêàÿ, ÷òî f(O(x0)) ⊂ O(f(x0)).

Íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå ëþáóþ ñõîäÿùóþñÿ (â ìåò-
ðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå M) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïåðåâîäèò
â ñõîäÿùóþñÿ (â ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå L) ïîñëåäîâà-
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òåëüíîñòü.

3.2 Ýëåìåíòû òîïîëîãèè. Òîïîëîãè÷åñêèå ãðóïïû

Ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî ÿâëÿåòñÿ âàæíûì, íî ÷àñò-
íûì ñëó÷àåì òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà, â êîòîðîì ââå-
äåííûå ïîíÿòèÿ îïðåäåëÿþòñÿ áåç ïðèâëå÷åíèÿ ìåòðèêè.

Îïðåäåëåíèå 2. Òîïîëîãèåé íà ìíîæåñòâåM íàçûâàåò-
ñÿ ñèñòåìà τ åãî ïîäìíîæåñòâ, âêëþ÷àþùàÿ ñàìî M è ïó-
ñòîå ìíîæåñòâî, çàìêíóòàÿ îòíîñèòåëüíî âûïîëíåíèÿ êî-
íå÷íîãî èëè áåñêîíå÷íîãî ÷èñëà îáúåäèíåíèé è êîíå÷íî-
ãî ÷èñëà ïåðåñå÷åíèé. Ïàðà (M, τ) íàçûâàåòñÿ òîïîëîãè-
÷åñêèì ïðîñòðàíñòâîì.

Ìíîæåñòâà, ïðèíàäëåæàùèå τ , íàçûâàþòñÿ îòêðûòû-
ìè. Ìíîæåñòâî äîïîëíèòåëüíîå ê îòêðûòûì íàçûâàåòñÿ
çàìêíóòûì.

Ëåììà 2. Ïóñòîå ìíîæåñòâî è âñå ìíîæåñòâî M çà-
ìêíóòû.
Îáúåäèíåíèå êîíå÷íîãî èëè áåñêîíå÷íîãî ÷èñëà çàìêíóòûõ
ìíîæåñòâ èëè ïåðåñå÷åíèå êîíå÷íîãî ÷èñëà çàìêíóòûõ
ìíîæåñòâ çàìêíóòî.

Îñòàëüíûå îïðåäåëåíèÿ, ââåäåííûå âûøå â ìåòðè÷åñêîì
ïðîñòðàíñòâå, ïåðåíîñÿòñÿ íà òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî.

Â íåêîòîðûõ êîíñòðóêöèÿõ òîïîëîãè÷åñêèå ïîíÿòèÿ (âîç-
ìîæíî â âèäå ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà) íàêëàäûâàþòñÿ
íà àëãåáðàè÷åñêèå ñòðóêòóðû.

Îïðåäåëåíèå 3. Òîïîëîãè÷åñêîé àáåëåâîé ãðóïïîé íà-
çûâàåòñÿ àáåëåâà ãðóïïà G = (M ; ∗) òàêàÿ, ÷òî

• åñëè z = x∗y, òî äëÿ ëþáîé îêðåñòíîñòèO(z) ñóùåñòâó-
þò îêðåñòíîñòè O(x) è O(y) òàêèå ÷òî: O(x) ∗ O(y) ⊂
O(z),
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• åñëè ýëåìåíò −x îáðàòíûé äëÿ ïðîèçâîëüíîãî x ∈ M ,
òî äëÿ ëþáîé îêðåñòíîñòèO(x) ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü
O(−x) òàêàÿ, ÷òî −O(−x) ⊂ O(x).

Â êà÷åñòâå ìíîæåñòâà A ∗B ïîíèìàåòñÿ ñîâîêóïíîñòü âñåõ
ýëåìåíòîâ z, ïðåäñòàâèìûõ â âèäå z = a ∗ b, a ∈ A, b ∈ B.
Â êà÷åñòâå ìíîæåñòâà −A ïîíèìàåòñÿ ñîâîêóïíîñòü âñåõ
ýëåìåíòîâ ïðîòèâîïîëîæíûõ ýëåìåíòàì ìíîæåñòâà A.
Åñëè âñå îêðåñòíîñòè, ñôîðìóëèðîâàííûå â îïðåäåëåíèè

3, îïðåäåëÿþòñÿ ìåòðèêîé, òî ãðóïïà íàçûâàåòñÿ ìåòðè÷å-
ñêîé.

3.3 Ïîëíîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî

Îïðåäåëåíèå 4. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn} ýëåìåíòîâ
ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà (xn ∈ M) íàçûâàåòñÿ ôóíäà-
ìåíòàëüíîé (ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ Êîøè), åñëè äëÿ ëþ-
áîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò N ∈ N òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáûõ n,m ≥
N âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå ρ(xn, xm) < ε.
Îïðåäåëåíèå 5. Ïðîñòðàíñòâî M íàçûâàåòñÿ ïîëíûì

ìåòðè÷åñêèì ïðîñòðàíñòâîì, åñëè äëÿ ëþáîé ôóíäàìåí-
òàëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xn} ñóùåñòâóåò ýëåìåíò x èç
M òàêîé ÷òî, xn → x.
Ïîïîëíåíèåì ïðîñòðàíñòâàM íçûâàåòñÿ äîáàâëåíèå âñåõ

âîçìîæíûõ ïðåäåëüíûõ ýëåìåíòîâ.
Íàïðèìåð, Êàíòîð ââîäèë ïðîñòðàíñòâî R êàê ïîïîëíå-

íèå ïðîñòðàíñòâà Q ñ ìåòðèêîé ρ(x, y) = |x− y|.
Òåîðåìà 1. [ÊÔ, ñ.69] Êàæäîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàí-

ñòâî èìååò ïîïîëíåíèå.
Òåîðåìà 2. (Ïðèíöèï âëîæåííûõ øàðîâ)[ÊÔ, ñ.67] Äëÿ

òîãî, ÷òîáû ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî áûëî ïîëíûì, íåîá-
õîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû â íåì ëþáàÿ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü âëîæåííûõ äðóã â äðóãà çàìêíóòûõ øàðîâ, ðàäèóñû
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êîòîðûõ ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ, èìåëà íå ïóñòîå ïåðåñå÷å-
íèå.

Òåîðåìà 3. [ÊÔ, ñ.104]Ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî êîì-
ïàêòíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíî ïîëíîå è âïîëíå
îãðàíè÷åííîå.

Îòîáðàæåíèå f : M → M ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà â
ñåáÿ íàçûâàåòñÿ ñæàòûì, åñëè ñóùåñòâóåò ÷èñëî α < 1,
÷òî äëÿ ëþáûõ x, y ∈M âûïîëíåíî

ρ(f(x), f(y)) ≤ α · ρ(x, y).

Òåîðåìà 4. (Ïðèíöèï ñæàòûõ îòîáðàæåíèé) [ÊÔ, ñ.73]
Âñÿêîå ñæàòîå îòîáðàæåíèå â ïîëíîì ìåòðè÷åñêîì ïðî-
ñòðàíñòâå èìååò íåïîäâèæíóþ òî÷êó, ïðè÷åì òîëüêî
îäíó.

Óïðàæíåíèÿ

1. Âûâåäèòå óñëîâèå ρ(x, y) ≥ 0 èç îñòàëüíûõ ñâîéñòâ
ìåòðèêè.

2. Ïðîâåðüòå äëÿ äèñêðåòíîé ìåòðèêè âñå ñâîéñòâà. Ïðè-
âåäèòå ïðèìåð ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà, â êîòîðîì øàð
áîëüøåãî ðàäèóñà ìîæåò ëåæàòü âíóòðè øàðà ìåíüøåãî ðà-
äèóñà.

3. Äîêàæèòå, ÷òî ôóíêöèÿ ρ(x, x0), ãäå x0 �ôèêñèðîâàííàÿ
òî÷êà ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà, ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé
÷èñëîâîé ôóíêöèåé.

4. Äîêàæèòå, ÷òî ìåòðèêó â R2 ìîæíî ââåñòè ïî ôîðìó-
ëàì ïðèìåðîâ 4, 5 èëè ïî ôîðìóëå

ρp(x, y) = (|y1 − x1|p + |y2 − x2|p)
1
p ,

ãäå 1 ≤ p <∞.
Íàïèøèòå àíàëîãè÷íûå ôîðìóëû äëÿ ìåòðèêè â ïðîñòðàí-
ñòâå Rn. Áóäåò ëè ρp ìåòðèêîé, åñëè p < 1?

5. Äîêàæèòå, ÷òî ôóíêöèÿ ρ(x, y) = supi |yi−xi| ÿâëÿåòñÿ
ìåòðèêîé â ïðîñòðàíñòâå ôèíèòíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé
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äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë.
Ïîëó÷åííîå ïðîñòðàíñòâî îáîçíà÷àåòñÿ ñèìâîëîì f .

6. Äîêàæèòå, ÷òî ôóíêöèÿ ρ(x, y) = supi |yi−xi| ÿâëÿåò-
ñÿ ìåòðèêîé â ïðîñòðàíñòâå îãðàíè÷åííûõ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòåé äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë.
Ïîëó÷åííîå ïðîñòðàíñòâî îáîçíà÷àåòñÿ ñèìâîëîì l∞ èëè
m.

7. Äîêàæèòå, ÷òî ôóíêöèÿ ρ(x, y) = supi |yi−xi| ÿâëÿåòñÿ
ìåòðèêîé â ïðîñòðàíñòâå ñõîäÿùèõñÿ ÷èñëîâûõ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòåé.
Ïîëó÷åííîå ïðîñòðàíñòâî îáîçíà÷àåòñÿ ñèìâîëîì c. Ïîä-
ïðîñòðàíñòâî ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ñõîäÿùèõñÿ ê íóëþ îáî-
çíà÷àåòñÿ ñèìâîëîì c0.

8. Ïóñòü 1 ≤ p < ∞. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî ÷èñëîâûõ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé x = (x1, x2, . . . , xn, . . .), óäîâëåòâîðÿ-
þùèõ óñëîâèþ

∑∞
i=1 |xi|p <∞. Äîêàæèòå, ÷òî ôóíêöèÿ

ρ(x, y) = (
∞∑
i=1

|yi − xi|p)
1
p

ÿâëÿåòñÿ ìåòðèêîé.
Ïîëó÷åííîå ïðîñòðàíñòâî îáîçíà÷àåòñÿ ñèìâîëîì lp.

9. Äîêàæèòå, ÷òî ôóíêöèÿ

ρ(f, g) = sup
x∈[a,b]

|f(x)− g(x)|

ÿâëÿåòñÿ ìåòðèêîé â ïðîñòðàíñòâå:
îãðàíè÷åííûõ íà [a, b] ôóíêöèé (ïîëó÷åííîå ïðîñòðàíñòâî
îáîçíà÷àåòñÿ ñèìâîëîì B[a, b];
íåïðåðûâíûõ íà [a, b] ôóíêöèé (ïîëó÷åííîå ïðîñòðàíñòâî
îáîçíà÷àåòñÿ ñèìâîëîì C[a, b].

10. Ìîæíî ëè â ïðåäûäóùåé çàäà÷å îòðåçîê çàìåíèòü íà
èíòåðâàë?

11. Äîêàæèòå ëåììó 1 è ëåììó 2.
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12. Ïðèâåäèòå ïðèìåðû îòêðûòûõ è çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ
â R, R2. Êàêèìè ìíîæåñòâàìè ÿâëÿþòñÿ îòðåçîê [a, b] è èí-
òåðâàë (a, b) â R2?

13. Ïîñòðîéòå â R2 ε-ñåòü. Äîêàæèòå, ÷òî â R2 ëþáîå
âïîëíå îãðàíè÷åííîå ìíîæåñòâî îãðàíè÷åíî.

14. Ïîêàæèòå, ÷òî åäèíè÷íàÿ ñôåðà â l2 åñòü ïðèìåð
îãðàíè÷åííîãî, íî íå âïîëíå îãðàíè÷åííîãî ìíîæåñòâà. (Óêà-
çàíèå. Â êà÷åñòâå ìíîæåñòâà íå ïîêðûòîãî êîíå÷íîé ε-ñåòüþ
âîçüìèòå ñòàíäàðòíûé áàçèñ.)

15. Ðàññìîòðèì â l2 ìíîæåñòâî òî÷åê x = (x1, x2, . . . , xn, . . .),
óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì

|x1| ≤ 1, |x2| ≤
1

2
, |x3| ≤

1

4
, . . . , |xn| ≤

1

2n−1 , . . .

Ýòî ìíîæåñòâî íàçûâàåòñÿ ôóíäàìåíòàëüíûì ïàðàëëåëå-
ïèïåäîì ("ãèëüáåðòîâûì êèðïè÷åì") ïðîñòðàíñòâà l2. Äî-
êàæèòå, ÷òî îíî âïîëíå îãðàíè÷åíî.

16. Ïîêàæèòå, ÷òî â ïðîñòðàíñòâå Z2 × Z2 × . . . × Z2 ×
. . . ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé x = (x1, x2, . . . , xn, . . .) èç íóëåé è
åäèíèö ìîæíî ââåñòè ìåòðèêó

ρ(x, y) =
∞∑

k=1

|xk − yk|
2k

.

Íàéäèòå âëîæåííóþ ñèñòåìó îêðåñòíîñòåé íóëÿ {∆n}∞n=0
ðàäèóñîâ 2−n ñîîòâåòñòâåííî. Äîêàæèòå, ÷òî ãðóïïà

⊕
Z2

c ñèñòåìîé îêðåñòíîñòåé íóëÿ {∆n}∞n=0, èíâàðèàíòíàÿ îò-
íîñèòåëüíî ãðóïïîâîãî ñäâèãà, ÿâëÿåòñÿ àáåëåâîé òîïîëî-
ãè÷åñêîé ãðóïïîé è êîìïàêòíûì ïðîñòðàíñòâîì.

17. Ïðèâåäèòå ïðèìåð ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà è ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòè Êîøè, êîòîðàÿ â íåì íå ñõîäèòñÿ.

18. Äîêàæèòå, ÷òî ëþáàÿ ñõîäÿùàÿñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
ïîëíîãî ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà ÿâëÿåòñÿ ôóíäàìåí-
òàëüíîé.
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19. Äëÿ ââåäåííûõ ðàíåå ïðîñòðàíñòâ (ñ äèñêðåòíîé ìåò-
ðèêîé, R, R2

p è lp ïðè 1 ≤ p ≤ ∞, f , c, c0, B[a, b], C[a, b] è èç
çàäà÷è 16) óêàæèòå ïîëíûå ïðîñòðàíñòâà è íå ÿâëÿþùèåñÿ
ïîëíûìè.
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Ãëàâà 4

Ýëåìåíòû òåîðèè ìåðû è

èíòåãðàë Ëåáåãà

4.1 Ìåðà Ëåáåãà íà ïðÿìîé

Ïîíÿòèå ìåðû µ(A) ìíîæåñòâà A åñòü îáîùåíèå ïîíÿ-
òèé:
1) äëèíà îòðåçêà,
2) ïëîùàäü ïëîñêîé ôèãóðû,
3) îáúåì òåëà â ïðîñòðàíñòâå,
4) ïðèðàùåíèå f(b)− f(a) íåóáûâàþùåé ôóíêöèè f(x) íà
[a, b),
5) èíòåãðàë îò íåîòðèöàòåëüíîé ôóíêöèè ïî íåêîòîðîé ëè-
íåéíîé, ïëîñêîé èëè ïðîñòðàíñòâåííîé îáëàñòè.
Ðàññìîòðèì ìåòîä ïîñòðîåíèÿ ìåðû Ëåáåãà â íàèáîëåå

ïðîñòîì ñëó÷àå, à èìåííî íà ïðÿìîé.
Îïðåäåëèì ìåðó èíòåðâàëà (a, b) ðàâíîé åãî äëèíå b−a.

Ìåðîé íåïóñòîãî îòêðûòîãî îãðàíè÷åííîãî ìíîæåñòâàG
íàçûâàåòñÿ ñóììà äëèí âñåõ åãî ñîñòàâëÿþùèõ èíòåðâàëîâ
δk

mG =
∑

k

mδk.

×èñëî ñëàãàåìûõ â ñóììå ìîæåò áûòü êîíå÷íî èëè ñ÷åò-
íî. Åñëè δk çàìåíèì íà ïðîèçâîëüíûå îòêðûòûå íåïåðåñå-

39
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êàþùèåñÿ ìíîæåñòâà, òî ïîëó÷èì ôîðìóëèðîâêó ñâîéñòâà
ïîëíîé àääèòèâíîñòè ìåðû. Îãðàíè÷åííîñòü ìíîæåñòâàG
ãàðàíòèðóåò êîíå÷íîñòü ñóììû.
Îòñþäà âûâîäèòñÿ, ÷òî

m[a, b] = m[a, b) = m(a, b] = b− a,

à ìåðà îòäåëüíîé òî÷êè ðàâíà íóëþ. Óñòàíàâëèâàåòñÿ òåî-
ðåìà î êîíå÷íîé àääèòèâíîñòè çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ.
Îïðåäåëåíèå 1. Âíåøíåé ìåðîé m∗E îãðàíè÷åííîãî

ìíîæåñòâà E íàçûâàåòñÿ òî÷íàÿ íèæíÿÿ ãðàíèöà ìåð
îòêðûòûõ ìíîæåñòâ, ñîäåðæàùèõ ìíîæåñòâî E:

m∗E = inf
G⊃E

{mG}.

Îïðåäåëåíèå 2. Âíóòðåííåé ìåðîé m∗E îãðàíè÷åííî-
ãî ìíîæåñòâà E íàçûâàåòñÿ òî÷íàÿ âåðõíÿÿ ãðàíèöà ìåð
çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ, ñîäåðæàùèõñÿ â ìíîæåñòâå E:

m∗E = sup
F⊂E

{mF}.

Ëåììà 1. Åñëè G åñòü îòêðûòîå îãðàíè÷åííîå ìíî-
æåñòâî, òî

m∗G = m∗G = mG.

Ëåììà 2. Åñëè F åñòü çàìêíóòîå îãðàíè÷åííîå ìíî-
æåñòâî, òî

m∗F = m∗F = mF.

Òåîðåìà 1. Åñëè E îãðàíè÷åííîå ìíîæåñòâî, òî

m∗E ≤ m∗E.

Îïðåäåëåíèå 3. Îãðàíè÷åííîå ìíîæåñòâî E íàçûâàåò-
ñÿ èçìåðèìûì, åñëè åãî âíåøíÿÿ è âíóòðåííÿÿ ìåðû ðàâíû
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äðóã äðóãó

m∗E = m∗E.

Ýòî îáùåå çíà÷åíèå íàçûâàåòñÿ ìåðîé ìíîæåñòâà è îáî-
çíà÷àåòñÿ mE.

Äàííûé ñïîñîá îïðåäåëåíèÿ ìåðû ïðåäëîæèë Ëåáåã. Èç-
ìåðèìîñòü ïî Ëåáåãó ïîäðàçóìåâàåò êîíå÷íîñòü ìåðû, ïî-
ýòîìó íåîãðàíè÷åííûå ìíîæåñòâà ñ÷èòàþòñÿ íåèçìåðèìû-
ìè. ×èñëîâóþ îñü ìîæíî ðàçáèòü íà ñ÷åòíîå ÷èñëî íåïåðå-
ñåêàþùèõñÿ îãðàíè÷åííûõ ìíîæåñòâ è ââåñòè îáîáùåíèå
ïîíÿòèÿ èçìåðèìîñòè äëÿ íåîãðàíè÷åííûõ ìíîæåñòâ.

Ìåðà ìíîæåñòâà íà ïðÿìîé íå äîëæíà ìåíÿòüñÿ ïðè ñäâè-
ãå è çåðêàëüíîì îòðàæåíèè. Ýòî îòðàæàåòñÿ ñâîéñòâîì èí-
âàðèàíòíîñòè ìåðû Ëåáåãà îòíîñèòåëüíî äâèæåíèÿ íà ïðÿ-
ìîé.

Ñóùåñòâóþò îãðàíè÷åííûå íåèçìåðèìûå ìíîæåñòâà.

Ïðèìåð íåèçìåðèìîãî ìíîæåñòâà. Ðàçîáüåì âñå
òî÷êè îòðåçêà [0, 1] íà êëàññû K(x), âêëþ÷àÿ â îäèí êëàññ
âñå òî÷êè ðàçëè÷àþùèåñÿ íà ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî. Òàê æå,
êàê â òåîðåìå Ëàãðàíæà ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî äâà êëàññà èëè
ñîâïàäàþò èëè íå ïåðåñåêàþòñÿ. Ñîñòàâèì ìíîæåñòâî A,
âêëþ÷èâ â íåãî èç êàæäîãî êëàññà K(x) ïî îäíîìó ïðåä-
ñòàâèòåëþ. Óòâåðæäàåòñÿ, ÷òî
ìíîæåñòâî A íåèçìåðèìî.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ýòîãî ôàêòà ïåðåíóìåðóåì âñå ðàöè-
îíàëüíûå òî÷êè îòðåçêà [−1, 1]: r0 = 0, r1, r2, . . . îáîçíà÷èì
÷åðåç Ak ìíîæåñòâî, ïîëó÷åííîå ñäâèãîì ìíîæåñòâà A íà
âåëè÷èíó rk:

Ak = {x | x = y + rk, y ∈ A}.

Òàê êàê mAk = mA è

[0, 1] ⊂
∞⋃

k=0

Ak ⊂ [−1, 2],
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òî 1 ≤
∑∞

k=0mAk ≤ 3. Â êà÷åñòâå ìåðû A íå ïîäõîäèò íè
êàêîå èç äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë.

Ëåììà 3.Ëþáîå êîíå÷íîå èëè ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî èìå-
åò ìåðó 0.

Ïðèìåð íåñ÷åòíîãî ìíîæåñòâà ìåðû íóëü. Îáî-
çíà÷èì G1 = (1/3, 2/3) è óäàëèì èç îòðåçêà [0, 1] âñå òî÷êè
ìíîæåñòâà G1: E1 = [0, 1] \G1.
Îáîçíà÷èì G1

2 = (1/9, 2/9), G2
2 = (7/9, 8/9), G2 = G1

2∪G2
2 è

óäàëèì èç îòðåçêà E1 âñå òî÷êè ìíîæåñòâàG2: E2 = E1\G2.
Îáúåäèíåíèå ñåðåäèí îñòàâøèõñÿ èíòåðâàëîâ îáîçíà÷èìG3

è ïîñòðîèì E3 = E2 \G3.
Ïðîäîëæàÿ ýòîò ïðîöåññ íåîãðàíè÷åííî. Ìíîæåñòâà

G =
∞⋃

k=0

Gk

è åãî äîïîëíåíèå P = [0, 1] \G íàçûâàþòñÿ êàíòîðîâûìè
ìíîæåñòâàìè. Ìíîæåñòâî P ÿâëÿåòñÿ ñîâåðøåííûì, òàê
êàê âñå åãî òî÷êè ÿâëÿþòñÿ ïðåäåëüíûìè.

4.2 Èçìåðèìûå ôóíêöèè.

Ôóíêöèÿ f : [0, 1] → R íàçûâàåòñÿ èçìåðèìîé, åñëè äëÿ
ëþáîãî a ∈ R èçìåðèìî ìíîæåñòâî {x|f(x) > a}.
Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ èçìåðèìàÿ íà ïðîèçâîëüíîì

èçìåðèìîì ìíîæåñòâå E ôóíêöèÿ f : E → R òðåáîâàíè-
åì èçìåðèìîñòè ìíîæåñòâ E{f > a}. Èç èçìåðèìîñòè äî-
ïîëíåíèÿ âûòåêàåò èçìåðèìîñòü ìíîæåñòâ E{f ≤ a}. Äëÿ
ôèêñèðîâàííîãî a ∈ R èç èçìåðèìîñòè ðàñøèðÿþùåéñÿ öå-
ïî÷êè ìíîæåñòâ E{f ≤ a− 1

n} ïðè n→∞ ñëåäóåò èçìåðè-
ìîñòü ìíîæåñòâà E{f < a}. Îòñþäà, êàê ðàçíîñòü äâóõ èç-
ìåðèìûõ ìíîæåñòâ E{f ≤ a} è E{f < a} ïîëó÷àåì èçìå-
ðèìîå ìíîæåñòâî E{f = a}. Çíà÷èò, äëÿ èçìåðèìîé ôóíê-



4.2. ÈÇÌÅÐÈÌÛÅ ÔÓÍÊÖÈÈ. 43

öèè ìíîæåñòâà E{f ≥ a}, E{a ≤ f < b}, E{a ≤ f ≤ b},
E{a < f ≤ b} äîëæíû áûòü èçìåðèìû.
Ëåììà 1. Âñÿêàÿ ôóíêöèÿ, çàäàííàÿ íà ìíîæåñòâå

ìåðû 0 èçìåðèìà.
Ëåììà 2. Åñëè ìíîæåñòâî E åñòü ñóììà íåïåðåñåêà-

þùèõñÿ èçìåðèìûõ ìíîæåñòâ â êîíå÷íîì èëè ñ÷åòíîì
÷èñëå E =

∑
k Ek; à ôóíêöèÿ f(x) èçìåðèìà â êàæäîì Ek,

òî f(x) èçìåðèìà íà E.
Ñ ïîìîùüþ äàííîé ëåììû ïîíÿòèå èçìåðèìîñòè íà êî-

íå÷íîì ìíîæåñòâå ïåðåíîñèòñÿ íà âñþ ÷èñëîâóþ îñü.
Â äàëüíåéøåì â êà÷åñòâå E ðàññìàòðèâàåì îòðåçîê, ïî-

ëóîñü èëè îñü.
Îïðåäåëåíèå 1. Äâå ôóíêöèè f(x) è g(x), çàäàííûå íà

ìíîæåñòâå E, íàçûâàþòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè ìíîæå-
ñòâî íà êîòîðîì îíè ðàçëè÷íû ìåðû 0

mE(f 6= g) = 0.

Ýêâèâàëåíòíûå ôóíêöèè îáîçíà÷àþò f(x) ∼ g(x).
Åñëè íåêîòîðîå ñâîéñòâî èìååò ìåñòî äëÿ âñåõ òî÷åê ðàñ-

ñìàòðèâàåìîãî ìíîæåñòâà, çà èñêëþ÷åíèåì òî÷åê ìíîæå-
ñòâà ìåðû 0, òî ãîâîðÿò, ÷òî ýòî ñâîéñòâî âûïîëíÿåòñÿ ïî-
÷òè âñþäó.
Òàêèì îáðàçîì, ýêâèâàëåíòíûìè ñ÷èòàþòñÿ ôóíêöèè ñîâ-

ïàäàþùèå ïî÷òè âñþäó.
Òåîðåìà 1. [Í, ñ. 98] Äëÿ ëþáîé, èçìåðèìîé ïî÷òè âñþ-

äó êîíå÷íîé íà ìíîæåñòâå E ôóíêöèè f(x) äëÿ ïðîèç-
âîëüíîãî ε > 0 íàéäåòñÿ èçìåðèìàÿ îãðàíè÷åííàÿ ôóíê-
öèÿ g(x) òàêàÿ, ÷òî mE(f 6= g) < ε.
Òåîðåìà Áîðåëÿ. [Í, ñ. 101] Äëÿ ëþáîé èçìåðèìîé ïî-

÷òè âñþäó êîíå÷íîé íà [0, 1] ôóíêöèè f(x) äëÿ ïðîèçâîëü-
íûõ δ > 0, ε > 0 ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíàÿ íà [0, 1] ôóíê-
öèÿ g(x), òàêàÿ ÷òî:

m{x|x ∈ [0, 1], |f(x)− g(x)| ≥ δ} < ε.
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Åñëè ïðè ýòîì |f(x)| ≤ k, òî è ôóíêöèþ g(x) ìîæíî
âûáðàòü ñ óñëîâèåì |g(x)| ≤ k âñþäó íà [0, 1].

4.3 Èíòåãðàë Ëåáåãà.

Êëàññè÷åñêîå îïðåäåëåíèå îïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà, ïðåä-
ëîæåííîå Êîøè è ðàçâèòîå Ðèìàíîì, êàê ïðåäåëà ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòè èíòåãðàëüíûõ ñóìì ïî ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
ðàçìå÷åííûõ ðàçáèåíèé îòðåçêà ñ óáûâàþùèìè ê íóëþ äèà-
ìåòðàìè ðàçáèåíèé, íàçûâàåòñÿ èíòåãðàëîì Ðèìàíà. Íåîá-
õîäèìûì óñëîâèÿìè èíòåãðèðóåìîñòè ïî Ðèìàíó ÿâëÿåòñÿ
îãðàíè÷åííîñòü ôóíêöèè. Ôóíêöèÿ Äèðèõëå, êîòîðàÿ íà
[0, 1] îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

ψ(x) =

{
1, åñëè x ðàöèîíàëüíî,
0, åñëè x èððàöèîíàëüíî

ñëóæèò ïðèìåðîì îãðàíè÷åííîé íå èíòåãðèðóåìîé ïî Ðè-
ìàíó ôóíêöèè. Ïðè÷èíà íå èíòåãðèðóåìîñòè â òîì, ÷òî
òî÷êè ðàçðûâà âñòðå÷àþòñÿ ñëèøêîì ÷àñòî.
Ëåáåã ïðåäëîæèë äðóãîé ìåòîä ïîñòðîåíèÿ èíòåãðàëà,

ïðè êîòîðîì òî÷êè ãðóïïèðóþòñÿ ïî ïðèçíàêó ñâîåé áëè-
çîñòè íà îñè çíà÷åíèé ôóíêöèè. Ïðîèëëþñòðèðóåì ýòî ïî-
íÿòèå íà ïðèìåðå îáîáùåííîñòóïåí÷àòîé ôóíêöèè f(x) íà
[0, 1], òî åñòü ïðèíèìàþùåé êîíå÷íîå ÷èñëî çíà÷åíèé y1, y2, . . . , yn,
ãäå ìíîæåñòâà Ek = {x|x ∈ [0, 1], f(x) = yk} èçìåðèìû.
Èíòåãðàë Ëåáåãà ýòîé ôóíêöèè ðàâåí

1∫
0

f(x)dx =
n∑

k=1

yk ·mEk.

Â ýòîì ïðèìåðå ïðåäïîëàãàëîñü [0, 1] =
⋃n

k=1Ek.
Ñóùåñòâóþò ðàçíûå ïîäõîäû ê ïîñòðîåíèþ èíòåãðàëà

Ëåáåãà.
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Ïðèâåäåì ïîñòðîåíèÿ èç [Í] äëÿ ñëó÷àÿ îòðåçêà. Ïóñòü
f(x) ÿâëÿåòñÿ èçìåðèìîé íà [0, 1] è îãðàíè÷åííîéA < f(x) <
B ôóíêöèåé. Ðàçîáüåì îòðåçîê [A,B] íà ÷àñòè y0 = A <

y1 < y2 < . . . < yn = B è îáîçíà÷èìEk = {x|x ∈ [0, 1], yk−1 ≤
f(x) < yk}.
Ââåäåì íèæíþþ è âåðõíþþ ñóììû Ëåáåãà ñîîòâåòñòâåí-

íî:

s =
n∑

k=1

yk−1 ·mEk,

S =
n∑

k=1

yk ·mEk.

Äàëüíåéøèå ïîñòðîåíèÿ ñîâïàäàþò ñ àíàëîãè÷íûìè ïî-
ñòðîåíèÿìè èíòåãðàëà Ðèìàíà, ãäå äîêàçûâàåòñÿ:

1. Íè îäíà èç íèæíèõ ñóìì íå ïðåâîñõîäèò íè îäíîé èç
âåðõíèõ ñóìì;

2. âûáîðîì ðàçáèåíèÿ ðàçíîñòü S − s ìîæíî ñäåëàòü êàê
óãîäíî ìàëîé.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ñóïðåìóì âñåõ íèæíèõ ñóìì ñîâïà-
äàåò ñ èíôèíóìîì âñåõ âåðõíèõ ñóìì. Ýòî ÷èñëî è íàçûâà-
þò èíòåãðàëîì Ëåáåãà îò ôóíêöèè f(x), îãðàíè÷åííîé íà

îòðåçêå [0, 1], ÷òî îáîçíà÷àþò (L)
1∫
0
f(x)dx, óêàçàíèå (L)

îáû÷íî îïóñêàþò.

Ïåðå÷èñëèì ñâîéñòâà èíòåãðàëà Ëåáåãà îò èçìåðèìûõ
îãðàíè÷åííûõ ôóíêöèé f(x) è g(x):

Òåîðåìà î ëèíåéíîñòè èíòåãðàëà. Åñëè a, b ∈ R, òî
1∫

0

(af(x) + bg(x))dx = a

1∫
0

f(x)dx+ b

1∫
0

g(x)dx.
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Òåîðåìà îá îöåíêå. Åñëè f(x) ≤ g(x) ïî÷òè âñþäó,
òî

1∫
0

f(x)dx ≤
1∫

0

g(x)dx.

Òåîðåìà î ñðåäíåì. Åñëè A ≤ f(x) ≤ B íà [0, 1], òî

A ≤
1∫

0

f(x)dx ≤ B.

Òåîðåìà î ïîëíîé àääèòèâíîñòè. Åñëè èçìåðèìîå
ìíîæåñòâî E ïðåäñòàâëåíî â âèäå îáúåäèíåíèÿ êîíå÷íîãî
èëè ñ÷åòíîãî ÷èñëà íå ïåðåñåêàþùèõñÿ èçìåðèìûõ ìíî-
æåñòâ E =

⋃
k Ek, òî äëÿ ôóíêöèè èçìåðèìîé íà E ñïðà-

âåäëèâî ∫
E

f(x)dx =
∑

k

∫
Ek

f(x)dx.

Ñëåäñòâèå. Åñëè f(x) ∼ g(x) íà [0, 1], òî
1∫
0
f(x)dx =

1∫
0
g(x)dx.

Ëåììà. Ñïðàâåäëèâà îöåíêà

∣∣∣∣ 1∫
0
f(x)dx

∣∣∣∣ ≤ 1∫
0
|f(x)|dx.

Äîêàçàòåëüñòâà òåîðåì â [Í, ñ. 114�119].
Ïîíÿòèå èíòåãðàëà Ëåáåãà îáîáùàåòñÿ íà ñëó÷àé íåîãðà-

íè÷åííûõ ôóíêöèé.
Ââåäåì ïîíÿòèå ñðåçêè ôóíêöèè f(x) ðàâåíñòâîì

[f(x)]N =

{
f(x), åñëè f(x) ≤ N,

0, åñëè f(x) > N.

Ëåììà . [Í, ñ. 129] Åñëè f(x) èçìåðèìà è íåîòðèöà-
òåëüíà íà èçìåðèìîì ìíîæåñòâå E, òî [f(x)]N èçìåðè-
ìà.



4.4. ÏÐÎÑÒÐÀÍÑÒÂÎ ÑÌÅÐÎÉ. ÌÅÐÀÍÀ ÒÎÏÎËÎÃÈ×ÅÑÊÎÉ ÃÐÓÏÏÅ.47

Ïðåäåë limN→+∞
∫

E[f(x)]Ndx (êîíå÷íûé èëè áåñêîíå÷-
íûé) íàçûâàåòñÿ èíòåãðàëîì Ëåáåãà îò íåîòðèöàòåëüíîé
èçìåðèìîé ôóíêöèè ïî ìíîæåñòâó E è îáîçíà÷àåòñÿ∫

E

f(x)dx.

Åñëè äàííûé ïðåäåë êîíå÷åí, òî ôóíêöèÿ íàçûâàåòñÿ èí-
òåãðèðóåìîé ïî Ëåáåãó èëè ñóììèðóåìîé.
Äëÿ èçìåðèìîé ôóíêöèè f(x) ââåäåì íåîòðèöàòåëüíûå

ôóíêöèè:

f+(x) =

{
f(x), åñëè f(x) ≥ 0,
0, åñëè f(x) < 0;

f−(x) =

{
0, åñëè f(x) ≥ 0,
−f(x), åñëè f(x) < 0.

Îïðåäåëåíèå. Åñëè õîòÿ áû îäíà èç ôóíêöèé f+, f−
ñóììèðóåìà íà E, òî (êîíå÷íàÿ èëè áåñêîíå÷íàÿ) ðàçíîñòü∫

E

f+(x)dx−
∫
E

f−(x)dx

íàçûâàåòñÿ èíòåãðàëîì Ëåáåãà îò ôóíêöèè f(x) íà ìíî-
æåñòâå E è îáîçíà÷àåòñÿ

∫
E

f(x)dx.

Ïðè ýòîì ôóíêöèÿ f(x) íàçûâàåòñÿ ñóììèðóåìîé íà ìíî-
æåñòâå E, åñëè èíòåãðàë

∫
E

f(x)dx êîíå÷åí. Êëàññ ñóììè-

ðóåìûõ íà ìíîæåñòâå E ôóíêöèé îáîçíà÷àþò L(E).
Óòâåðæäåíèå. Ôóíêöèÿ ñóììèðóåìà òîãäà è òîëüêî

òîãäà, êîãäà
∫
E

|f(x)|dx <∞.

4.4 Ïðîñòðàíñòâî ñ ìåðîé. Ìåðà íà òîïîëîãè÷å-
ñêîé ãðóïïå.
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Ïî òîé æå ñõåìå, êàê ââîäèëàñü ìåðà Ëåáåãà íà ïðÿìîé,
ìîæíî ââåñòè ìåðó â ïðîèçâîëüíîì (ìåòðè÷åñêîì èëè òî-
ïîëîãè÷åñêîì) ïðîñòðàíñòâå. Ìåðà îïðåäåëÿåòñÿ êàê ôóíê-
öèÿ íà ìíîæåñòâàõ äàííîãî ïðîñòðàíñòâà. Êàê ïðàâèëî,
âûäåëÿåòñÿ ñåìåéñòâî îñíîâíûõ ìíîæåñòâ, äëÿ êîòîðûõ ïðåä-
ëàãàþòñÿ ÿâíûå èëè àêñèîìàòè÷åñêèå ôîðìóëû äëÿ âû÷èñ-
ëåíèÿ ìåðû. Íàïðèìåð, íà ïëîñêîñòè òàêîâûìè ìíîæåñòâà-
ìè ÿâëÿþòñÿ ïðÿìîóãîëüíèêè ñî ñòîðîíàìè ïàðàëëåëüíû-
ìè îñÿì.
Â ñëó÷àå êîìïàêòíîãî ïðîñòðàíñòâà X ìåðà óäîâëåòâî-

ðÿåò ñâîéñòâàì:

1. 0 ≤ µ(A) <∞;

2. µ(∅) = 0;

3. µ(
⋃∞

n=1En) =
∑∞

n=1 µEn, åñëè Ei ∪ Ej = ∅ ïðè i 6= j.

Ëîêàëüíî-êîìïàêòíîå ïðîñòðàíñòâî, â êîòîðîì íå âñåãäà
âûïîëíåíî óñëîâèå µ(a) < ∞ è ïîòîìó íå ãàðàíòèðîâàíà
ñõîäèìîñòü ðÿäà â ñâîéñòâå 3, ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê ñ÷åò-
íóþ ñóììó êîìïàêòíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ.
Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿþòñÿ èçìåðèìûå ôóíêöèè â ïðî-

ñòðàíñòâå ñ ìåðîé. Ïî èçëîæåííîé âûøå ñõåìå ìîæíî ââå-
ñòè ïîíÿòèå èíòåãðàëà Ëåáåãà îò ôóíêöèè f(x) íà ìíîæå-
ñòâå A, îòíîñèòåëüíî ââåäåííîé ìåðû µ, êîòîðûé îáîçíà-
÷àåòñÿ ∫

A

f(x)dµ(x).

Ìåðó ìîæíî ââîäèòü â ìåòðè÷åñêîé èëè òîïîëîãè÷åñêîé
àáåëåâîé ãðóïïå G = (M ; +), äîáàâèâ ê îòìå÷åííûì ðàíåå
ñâîéñòâàì ìåðû ñëåäóþùèå ñâîéñòâà:

4. Ìåðà èíâàðèàíòíà îòíîñèòåëüíî ñäâèãà, òî åñòü µ(A) =
µ(A + a) äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà a ∈ M è ëþáîãî èçìå-
ðèìîãî ìíîæåñòâà A ⊂M ;
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5. Ìåðà èíâàðèàíòíà îòíîñèòåëüíî îòðàæåíèÿ, òî åñòü
µ(A) = µ(−A) äëÿ ëþáîãî èçìåðèìîãî A ⊂M .

Çäåñü A + a = {x|x = y + a, y ∈ A} � ñäâèã ìíîæåñòâà
A íà ýëåìåíò a.
−A = {x|−x ∈ A} � ìíîæåñòâî âñåõ ïðîòèâîïîëîæíûõ

ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà A.
Ýòî ïîçâîëÿåò ââåñòè èíòåãðàë íà àáåëåâîé ãðóïïå èíâà-

ðèàíòíûé îòíîñèòåëüíî ñäâèãà è îáðàùåíèÿ.
Óïðàæíåíèÿ.

1. Äîêàæèòå, ÷òî îáúåäèíåíèå íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíîãî ÷èñ-
ëà èçìåðèìûõ ìíîæåñòâ åñòü ìíîæåñòâî èçìåðèìîå.

2. Âåðíî ëè, ÷òî îáúåäèíåíèå ëþáîãî ÷èñëà èçìåðèìûõ
ìíîæåñòâ åñòü ìíîæåñòâî èçìåðèìîå?

3. Âû÷èñëèòå ìåðó êàíòîðîâûõ ìíîæåñòâ P è Q.

4. Äîêàæèòå, ÷òî âñå òî÷êè êàíòîðîâà ñîâåðøåííîãî ìíî-
æåñòâà P â òðîè÷íîé ñèñòåìå ñ÷èñëåíèÿ (äëÿ òðîè÷íî-
ðàöèîíàëüíûõ òî÷åê ðàññìàòðèâàåì òîëüêî íå ôèíèò-
íîå ïðåäñòàâëåíèå) íå ñîäåðæàò â çàïèñè öèôðû 1. È
íàîáîðîò, âñå òî÷êè, ïðåäñòàâëåííûå â òðîè÷íîé ñèñòå-
ìå ñ÷èñëåíèÿ òîëüêî ñ ïîìîùüþ öèôð 0 è 2, ïðèíàäëå-
æàò ìíîæåñòâó P .

5. Äîêàæèòå, ÷òî êàíòîðîâî ñîâåðøåííîå ìíîæåñòâî P

èìååò ìîùíîñòü êîíòèíóóì.

6. Ïðèâåäèòå ïîñòðîåíèå, àíàëîãè÷íîå ïîñòðîåíèþ êàíòî-
ðîâûõ ìíîæåñòâ P è Q, ïðè êîòîðîì íà êàæäîì øàãå
êàæäûé îñòàâøèéñÿ îòðåçîê äåëèì íà 4 ðàâíûå ÷àñòè
è óäàëÿåì äâå ñðåäíèå. Âû÷èñëèòå ìåðû ïîëó÷åííûõ
ìíîæåñòâ.

7. Äîêàæèòå òåîðåìó 1.

8. Äîêàæèòå ëåììû 3, 4, 5.
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9. Ïóñòü k(x) = 2k−1
2n , åñëè x ∈ Gk

n, ãäå G
k
n îïðåäåëå-

íû ïðè ïîñòðîåíèè êàíòîðîâà ìíîæåñòâà G. Ôóíêöèþ
k(x) îïðåäåëèì íà êàíòîðîâîì ìíîæåñòâå P óñëîâè-
åì k ∈ C[0, 1] (ïîêàæèòå, ÷òî ýòî âîçìîæíî). Ôóíê-
öèÿ k(x) íàçûâàåòñÿ êàíòîðîâîé ëåñòíèöåé. Âû÷èñ-

ëèòå
1∫
0
k(x)dx.

10. Äëÿ êàíòîðîâîé ëåñòíèöû âû÷èñëèòü
x∫
0
k(x)dt ïðè x

ðàâíûõ m
9 , ãäå m = 1, 2, . . . , 8.

11. Èñïîëüçóÿ êîíñòðóêöèþ çàäà÷è 6 ïîñòðîèòü àíàëîã êàí-
òîðîâîé ëåñòíèöû äëÿ êîòîðîé íàéòè àíàëîãè÷íûå çà-
äà÷å 10 èíòåãðàëû ïðè x ðàâíûõ m

8 , ãäå m = 1, 2, . . . , 8.

12. Ïðèâåñòè ïðèìåð ôóíêöèè èíòåãðèðóåìîé ïî Ëåáåãó,
íî íå èíòåãðèðóåìîé ïî Ðèìàíó.

13. Äîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèÿ, èíòåãðèðóåìàÿ ïî Ðèìàíó, èí-
òåãðèðóåìà ïî Ëåáåãó.

14. Ïðèâåñòè ïðèìåð ôóíêöèè f(x) íå èíòåãðèðóåìîé ïî
Ëåáåãó íà [0, 1], äëÿ êîòîðîé êîíå÷åí íåñîáñòâåííûé

èíòåãðàë Ðèìàíà
1∫
0
f(x)dx.

15. Âû÷èñëèòü èíòåãðàë Ëåáåãà ïî ìíîæåñòâó E îò ôóíê-
öèè f(x) âèäà f(x) = (−1)n, åñëè x ∈ En =

[ 1
2n+1 ,

1
2n

)
,

n = 1, 2, . . ., E =
∞⋃

n=0
En.

16. Ïóñòü f(x) = n, g(x) =
√
n ïðè x ∈ En =

[ 1
n+1 ,

1
n

)
,

n ∈ N, E =
∞⋃

n=1
En. Êàêàÿ èç ôóíêöèé ñóììèðóåìà íà

ìíîæåñòâå E?

17. Ïðèâåäèòå ïðèìåð íåèçìåðèìîé ôóíêöèè.



Ãëàâà 5

Ëèíåéíûå íîðìèðîâàííûå

ïðîñòðàíñòâà

5.1 Ïîëíûå ëèíåéíûå íîðìèðîâàííûå ïðîñòðàí-
ñòâà.

Ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâîX (äåéñòâèòåëüíîå èëè êîìïëåêñ-
íîå) íàçûâàåòñÿ ëèíåéíûì íîðìèðîâàííûì ïðîñòðàíñòâîì,
åñëè êàæäîìó ýëåìåíòó x ∈ X ñòàâèòñÿ â ñîîòâåòñòâèå âå-
ùåñòâåííîå ÷èñëî, êîòîðîå íàçûâàåòñÿ íîðìîé ýòîãî ýëå-
ìåíòà, îáîçíà÷àåòñÿ ||x||, è äëÿ êîòîðîãî âûïîëíåíû ñëå-
äóþùèå óñëîâèÿ (àêñèîìû íîðìû):
I. ||x|| ≥ 0, ïðè÷åì ||x|| = 0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

x = 0.
II. ||αx|| = |α| · ||x||.
III. ||x+ y|| ≤ ||x||+ ||y||.
Çäåñü α ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò ïîëÿ, íàä êîòîðûì ñòðî-

èòñÿ ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî.
Âñÿêîå íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî ñòàíîâèòñÿ ìåòðè-

÷åñêèì, åñëè â íåì ââåñòè ìåòðèêó ñ ïîìîùüþ ðàâåíñòâà
ρ(x, y) = ||x− y||. Òåì ñàìûì íà íîðìèðîâàííûå ïðîñòðàí-
ñòâà ïåðåíîñÿòñÿ âñå ñâÿçàííûå ñ ìåòðèêîé ïîíÿòèÿ, â ÷àñò-
íîñòè, ïîíÿòèå ïîëíîòû.
Ïîëíûå ëèíåéíûå íîðìèðîâàííûå ïðîñòðàíñòâà íàçûâà-

51
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þòñÿ áàíàõîâûìè ïðîñòðàíñòâàìè.
Ïðèìåðû áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâ:

1) Ìíîãîìåðíîå âåùåñòâåííîå ïðîñòðàíñòâî Rn è êîìïëåêñ-
íîå ïðîñòðàíñòâî Cn, ñîñòîÿùåå èç n-ìåðíûõ âåêòîðîâ x =
(x1, x2, ..., xn) c åâêëèäîâîé ìåòðèêîé

‖x‖2 =

√√√√ n∑
i=1

|xi|2.

2. Ïðîñòðàíñòâî C[a, b] íåïðåðûâíûõ íà îòðåçêå [a, b] ôóíê-
öèé ñ íîðìîé ‖f‖ = max

x∈[a,b]
|f(x)|.

3. Ïðîñòðàíñòâî Lp[a, b] ôóíêöèé, äëÿ êîòîðûõ ñóììèðóåò-

ñÿ p-òàÿ ñòåïåíü
b∫
a

|f(x)|pdx <∞, ãäå 1 ≤ p <∞, ñ íîðìîé

‖f‖p =

(
b∫
a

|f(x)|pdx
)1/p

.

Â ýòîì ïðîñòðàíñòâå ôóíêöèè, ðàçëè÷àþùèåñÿ íà ìíî-
æåñòâå ìåðû 0, ýêâèâàëåíòíû äðóã äðóãó è ðàññìàòðèâà-
þòñÿ êàê îäèí ýëåìåíò ïðîñòðàíñòâà Lp.
4) Ïðîñòðàíñòâî L∞[a, b] äîïóñêàåò òðè ðàçëè÷íûõ òîëêî-
âàíèÿ:
- êàê ïðîñòðàíñòâî C[a, b] íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé ñ íîðìîé
‖f‖∞ = max

x∈[a,b]
|f(x)| ;

- êàê ïðîñòðàíñòâî B[a, b] èçìåðèìûõ îãðàíè÷åííûõ ôóíê-
öèé ñ íîðìîé ‖f‖∞ = sup

x∈[a,b]
|f(x)| ;

- êàê ïðîñòðàíñòâî M [a, b] - èçìåðèìûõ ïî÷òè âñþäó êî-
íå÷íûõ ôóíêöèé ñ íîðìîé
‖f‖∞ = {inf α : |f(x)| ≤ α ïî÷òè âñþäó íà [a, b] }.
Êàê ïðàâèëî, áóäåì èñïîëüçîâàòü ïîñëåäíåå òîëêîâàíèå

L∞, òàê êàê èìåííî ýòî ïðîñòðàíñòâî ïîëó÷àåòñÿ êàê ïðå-
äåëüíûé ñëó÷àé ïðîñòðàíñòâ Lp ïðè p→∞.
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5) Ïðîñòðàíñòâî lp áåñêîíå÷íûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé äåé-
ñòâèòåëüíûõ ÷èñåë c = (c1, c2, ..., cn, ...) ñ íîðìîé ‖c‖p =( ∞∑

i=1
|ci|p

)1/p

, p ≥ 1.

Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ ðàññìàòðèâàþò ïðîñòðàíñòâà Lp[a, b]
è lp íàä ïîëåì êîìïëåêñíûõ ÷èñåë.
6) Ïðîñòðàíñòâî, îáîçíà÷àåìîå c, ñõîäÿùèõñÿ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòåé ñ íîðìîé ‖c‖ = supi |ci| è ïîäïðîñòðàíñòâî c0
ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ñõîäÿùèõñÿ ê íóëþ.

Îïðåäåëåíèå 1. Êëàññ ôóíêöèé K = {f(x)} íàçû-
âàåòñÿ âñþäó ïëîòíûì â ëèíåéíîì íîðìèðîâàííîì ïðî-
ñòðàíñòâå X, åñëè äëÿ ëþáîãî ε > 0 è äëÿ ëþáîãî ϕ èç
ïðîñòðàíñòâà X íàéäåòñÿ òàêàÿ ôóíêöèÿ f èç êëàññà K,
÷òî ‖f − ϕ‖ < ε.

Äàííîå îïðåäåëåíèå ìîæíî ïåðåôîðìóëèðîâàòü äëÿ ìåò-
ðè÷åñêîãî èëè òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà.

Òåîðåìà 1. Êàæäûé èç êëàññîâ ôóíêöèé:
1) îãðàíè÷åííûå èçìåðèìûå ôóíêöèè - B[a, b],
2) íåïðåðûâíûå ôóíêöèè - C[a, b],
3) ìíîãî÷ëåíû - P [a, b],
4) ñòóïåí÷àòûå ôóíêöèè - D[a, b],
5) ñòóïåí÷àòûå ôóíêöèè ñ èíòåðâàëàìè ïîñòîÿíñòâà [ k

2n ,
k+1
2n )

(ãäå n ∈ N, 0 ≤ k < 2n) ,
6) êëàññ Lq[a, b] ïðè 1 ≤ p < q <∞,

âñþäó ïëîòåí â Lp[a, b], p ≥ 1.
Åñëè èñõîäíûé èíòåðâàë (−π, π), òî êëàññ òðèãîíîìåò-
ðè÷åñêèõ ìíîãî÷ëåíîâ âñþäó ïëîòåí â Lp(−π, π). Äîêàçà-
òåëüñòâî ïî÷òè âñåõ óòâåðæäåíèé òåîðåìû â [Í, ñ.161].

Îïðåäåëåíèå 2. Ïðîñòðàíñòâî íàçûâàåòñÿ ñåïàðàáåëü-
íûì , åñëè â íåì íàéäåòñÿ ñ÷åòíîå âñþäó ïëîòíîå ìíîæå-
ñòâî.

Íàïðèìåð, â C[a, b] ìíîãî÷ëåíû ñ ðàöèîíàëüíûìè êîýô-
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ôèöèåíòàìè ñîñòàâëÿþò ñ÷åòíîå âñþäó ïëîòíîå ìíîæåñòâî.
Ñôîðìóëèðóåì íåêîòîðûå ñâîéñòâà ïðîñòðàíñòâ Lp[a, b]

è lp ïðè 1 ≤ p <∞.
1.Íåðàâåíñòâî Ãåëüäåðà. Ïóñòü 1

p + 1
p, = 1.

Åñëè f ∈ Lp[a, b], g ∈ Lp′[a, b], òî ïðîèçâåäåíèå fg ÿâëÿåòñÿ
ñóììèðóåìîé íà [a, b] ôóíêöèåé è

‖fg‖1 ≤ ‖f‖p‖g‖p, .

Åñëè a ∈ lp , b ∈ lp, , òî:

‖ab‖1 =
∞∑

n=1

|an·bn| ≤
( ∞∑

n=1

|an|p
)1/p( ∞∑

n=1

|bn|p
,

)1/p,

= ‖a‖p·‖b‖p,.

Îòìåòèì, ÷òî åñëè 1
p + 1

p, = 1, òî êàê ñàìè èíäåêñû p è
p,, òàê è ïàðû ïðîñòðàíñòâ Lp[a, b] è Lp′[a, b] (à òàêæå ïàðó
lp è lp,) íàçûâàþò ñîïðÿæåííûìè äðóã äðóãó.
2. Íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà (àêñèîìà III íîðìèðîâàí-

íîãî ïðîñòðàíñòâà)( b∫
a

|f(x)+g(x)|pdx
)1/p

≤
( b∫

a

|f(x)|pdx
)1/p

+

( b∫
a

|g(x)|pdx
)1/p

,

äîïóñêàåò îáîáùåíèå (íàçûâàåìîå íåðàâåíñòâîì Ìèíêîâ-
ñêîãî) äëÿ êîíå÷íîãî ÷èñëà ñëàãàåìûõ, äëÿ ñ÷åòíîãî ÷èñëà
ñëàãàåìûõ è äëÿ ïîâòîðíûõ èíòåãðàëîâ. Ïîñëåäíåå îáîá-
ùåíèå èìååò âèä(

b∫
a

|
d∫
c

f(x, y)dy|pdx
)1/p

≤
d∫
c

(
b∫
a

|f(x, y)|pdx
)1/p

dy,

ãäå ôóíêöèÿ f(x, y) ñóììèðóåìà íà ïðÿìîóãîëüíèêå [a, b]×
[c, d] .
3. Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {fn(x)} ñõîäèòñÿ ïî íîðìå

ïðîñòðàíñòâà L[a, b] ê f(x), òî èç íåå ìîæíî âûäåëèòü ïîä-
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {fnk

(x)}, ñõîäÿùóþñÿ ê f(x) ïî÷òè âñþ-
äó.
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5.2 Åâêëèäîâû ïðîñòðàíñòâà.

Îäíèì èç ñïîñîáîâ ââåäåíèÿ íîðìû â ëèíåéíîì ïðîñòðàí-
ñòâå ÿâëÿåòñÿ çàäàíèå â íåì ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ.

Ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì â äåéñòâèòåëüíîì ëèíåéíîì
ïðîñòðàíñòâå X íàçûâàåòñÿ äåéñòâèòåëüíàÿ ôóíêöèÿ, êî-
òîðóþ îáîçíà÷èì (x, y), îïðåäåëåííàÿ äëÿ êàæäîé ïàðû
ýëåìåíòîâ x, y ∈ X è óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèÿì (α ∈ R):
1) (x, y) = (y, x),
2) (x, y + z) = (x, y) + (x, z),
3) (αx, y) = α(x, y),
4) (x, x) > 0, ïðè÷åì (x, x) > 0 ïðè x 6= 0.

Îïðåäåëåíèå 3. Ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî X ñ ââåäåí-
íûì â íåì ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì íàçûâàåòñÿ åâêëèäî-
âûì ïðîñòðàíñòâîì.

Â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå ìîæíî ââåñòè íîðìó ïî ôîð-
ìóëå ||x|| =

√
(x, x).

Òåîðåìà 2. Â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå ñïðàâåäëèâî
íåðàâåíñòâî Êîøè-Áóíÿêîâñêîãî

|(x, y)| 5 ||x|| · ||y||.

Äîêàçàòåëüñâî. Ðàññìîòðèì êâàäðàòíûì òðåõ÷ëåí îò α ∈
R:

(αx+ y, αx+ y) = α2(x, x) + 2α(x, y) + (y, y) > 0.

Äëÿ äèñêðèìèíàíòà ýòîãî òðåõ÷ëåíà äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ
íåðàâåíñòâî

1/4 ·D = (x, y)2 − ||x||2 · ||y||2 6 0,

îòêóäà âûòåêàåò íåðàâåíñòâî Êîøè-Áóíÿêîâñêîãî.

Â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâåX ñõîäèìîñòü ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè ýëåìåíòîâ xn ê ýëåìåíòó x ∈ X, îáîçíà÷àåìàÿ xn →
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x, åñòü ñõîäèìîñòü ïî íîðìå

lim
n→∞

||xn − x|| = 0.

Ëåììà 1. Åñëè xn → x è yn → y â åâêëèäîâîì ïðî-
ñòðàíñòâå X, αn → α(α, αn ∈ R), òî

xn + yn → x+ y,

αn · xn → α · x,
(xn, yn) → (x, y),

òî åñòü îïåðàöèè ñëîæåíèÿ, óìíîæåíèÿ íà ÷èñëî è ñêà-
ëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ íåïðåðûâíû.

Íàðÿäó ñ äåéñòâèòåëüíûì ÷àñòî ðàññìàòðèâàþò êîìïëåêñ-
íîå åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî, â êîòîðîì ñîõðàíÿþòñÿ ñâîé-
ñòâà 2-4 è èçìåíÿåòñÿ ïåðâîå ñâîéñòâî ñêàëÿðíîãî ïðîèçâå-
äåíèÿ (÷åðòà ââåðõó îçíà÷àåò êîìïëåêñíîå ñîïðÿæåíèå):

1) (x, y) = (y, x).

Ïðèìåðàìè êîíå÷íîìåðíûõ åâêëèäîâûõ ïðîñòðàíñòâ ñëó-
æàò äåéñòâèòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî Rn

2 ñî ñêàëÿðíûì ïðîèç-
âåäåíèåì

(x, y) =
n∑

k=1

xk · yk

è êîìïëåêñíîå ïðîñòðàíñòâî Cn
2 ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäå-

íèåì

(x, y) =
n∑

k=1

xk · yk.

5.3 Ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî.

Îïðåäåëåíèå 4. Áåêîíå÷íîìåðíîå ïîëíîå ñåïàðàáåëü-
íîå åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî íàçûâàåòñÿ ãèëüáåðòîâûì.

Èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ
Òåîðåìà 3 (îá èçîìîðôèçìå). [ÊÔ, ñ.154, ñ. 165]
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Ëþáûå äâà äåéñòâèòåëüíûõ (èëè êîìïëåêñíûõ) ãèëüáåð-
òîâûõ ïðîñòðàíñòâà èçîìîðôíû ìåæäó ñîáîé.

Ðàññìàòðèâàþò äâå îñíîâíûå ðåàëèçàöèè äåéñòâèòåëü-
íîãî ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàíñòâà: ïðîñòðàíñòâî l2 ýëåìåíòîâ
x = (x1, x2, . . . , xn, . . .), y = (y1, y2, . . . , yn, . . .) ñî ñêàëÿð-
íûì ïðîèçâåäåíèåì âèäà:

(x, y) =
∞∑

n=1

xn · yn ;

è ïðîñòðàíñòâî L2[a, b] ôóíêöèé f(x) è g(x) ñî ñêàëÿðíûì
ïðîèçâåäåíèåì âèäà:

(f, g) =

b∫
a

f(x) · g(x)dx.

Âîçìîæíû âèäîèçìåíåíèÿ ñêàëÿðíûõ ïðîèçâåäåíèé, êîãäà
ïåðåä çíàêîì ñóììû èëè èíòåãðàëà ïîÿâëÿåòñÿ êîíñòàíòà,
îáëàñòü èíòåãðèðîâàíèÿ çàìåíÿåòñÿ íà ïîëóîñü èëè âñå R,
èíòåãðèðîâàíèå ïðîèçâîäèòñÿ íå ïî ìåðå Ëåáåãà íà ïðÿìîé,
à îòíîñèòåëüíî íåêîòîðîãî âåñà, íàïðèìåð.

Îñíîâíûìè ðåàëèçàöèÿìè êîìïëåêñíîãî ãèëüáåðòîâà ïðî-
ñòðàíñòâà ñëóæàò ïðîñòðàíñòâà ñ òåìè æå îáîçíà÷åíèÿìè
, íî íåñêîëüêî èíûì ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì

(x, y) =
∞∑

n=1

xn · yn è (f, g) =

b∫
a

f(x) · g(x)dx

ñîîòâåòñòâåííî.

Ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî ÿâëÿåòñÿ åñòåñòâåííûì ðàñ-
ïðîñòðàíåíèåì ïîíÿòèÿ êîíå÷íîìåðíîãî åâêëèäîâà ïðîñòðàí-
ñòâà ñ îðòîíîðìèðîâàííûì áàçèñîì íà ñëó÷àé áåñêîíå÷íî-
ìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà.
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5.4 Ôóíêöèè îãðàíè÷åííîé âàðèàöèè è àáñîëþòíî
íåïðåðûâíûå .

Ââåäåì êëàññû ôóíêöèé, êîòîðûå ÷àñòî âñòðå÷àþòñÿ è
èñïîëüçóþòñÿ â òåîðèè îðòîãîíàëüíûõ ðÿäîâ. Äîêàçàòåëü-
ñòâà ïðåäëàãàåìûõ óòâåðæäåíèé èçëîæåíû â [Í].

Îïðåäåëåíèå 5. Àáñîëþòíî íåïðåðûâíîé íàçûâàåòñÿ
ôóíêöèÿ f(x) òàêàÿ, ÷òî äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò δ
òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîãî íàáîðà íåïåðåñåêàþùèõñÿ èíòåðâà-
ëîâ Ik = (xk−1, xk) èç óñëîâèÿ

∑
|Ik| < δ îãðàíè÷åííîñòè

ñóììàðíîé äëèíû âûòåêàåò
∑
k

|f(xk)− f(xk−1)| < ε.

Àáñîëþòíàÿ íåïðåðûâíîñòü ðàññìàòðèâàåòñÿ íà íåêîòî-
ðîì ìíîæåñòâå, èç êîòîðîãî è âûáèðàþòñÿ èíòåðâàëû Ik.
Êëàññ àáñîëþòíî íåïðåðûâíûõ íà îòðåçêå [a, b] ôóíêöèé
îáîçíà÷àåòñÿ AC[a, b].

Î÷åâèäíî, ÷òî àáñîëþòíî íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ ÿâëÿ-
åòñÿ íåïðåðûâíîé. Îáðàòíîå óòâåðæäåíèå íå âåðíî. Ïðè-
ìåðîì íåïðåðûâíîé ôóíêöèè íå ÿâëÿþùåéñÿ àáñîëþòíî
íåïðåðûâíîé ñëóæèò ëåñòíèöà Êàíòîðà k(x). Äëÿ íåå k′(x) =
0 ïî÷òè âñþäó è, ñëåäîâàòåëüíî,

∫ 1
0 k

′(x)dx = 0 < k(1) −
k(0) = 1.

Òåîðåìà 4. (ñ.199) Åñëè f(x) âîçðàñòàþùàÿ íà [a, b], òî
åå ïðîèçâîäíàÿ f ′(x) ïî÷òè âñþäó êîíå÷íàÿ, ñóììèðóåìàÿ
ôóíêöèÿ è ∫ b

a

f ′(x)dx ≤ f(b)− f(a).

Òåîðåìà 5. (ñ.201) Äëÿ ëþáîãî ìíîæåñòâà ìåðû 0 (íà
îòðåçêå) íàéäåòñÿ íåïðåðûâíàÿ âîçðàñòàþùàÿ ôóíêöèÿ,
ïðîèçâîäíàÿ êîòîðîé ðàâíà +∞ âî âñåõ òî÷êàõ ýòîãî ìíî-
æåñòâà.

Äàííàÿ òåîðåìà îáúÿñíÿåò ïðè÷èíó íåâûïîëíåíèÿ ôîð-
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ìóëû Íüþòîíà-Ëåéáíèöà. Äîáèòüñÿ âûïîëíåíèÿ ôîðìóëû
Íüþòîíà-Ëåéáíèöà ìîæíî ïåðåõîäîì ê êëàññó îáîáùåííûõ
ôóíêöèé, äëÿ êîòîðûõ ìåðà ìîæåò áûòü ñêîíöåíòðèðîâàíà
â îòäåëüíûõ òî÷êàõ. Ïîêà ýòîãî äåëàòü íå áóäåì.

Îïðåäåëåíèå 6.Ïîëíîé âàðèàöèåé (èçìåíåíèåì) ôóíê-
öèè f(x) íà îòðåçêå [a, b] íàçûâàåòñÿ òî÷íàÿ âåðõíÿÿ ãðàíü,
âçÿòàÿ ïî âñåâîçìîæíûì ðàçáèåíèÿì îòðåçêà [a, b] òî÷êàìè
a = x0 < x1 < . . . < xn = b, âûðàæåíèÿ

n∑
k=1

|f(xk)− f(xk−1)|,

êîòîðóþ ïðèíÿòî îáîçíà÷àòü V b
a (f).

Åñëè V b
a (f) < +∞, òî ãîâîðÿò, ÷òî ôóíêöèÿ f(x) èìååò

êîíå÷íîå èçìåíåíèå è ïðèíàäëåæèò êëàññó V ar[a, b] ôóíê-
öèé ñ îãðàíè÷åííîé âàðèàöèåé.

Òåîðåìà 6. Êëàññ V ar[a, b] ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì íîðìè-
ðîâàííûì ïðîñòðàíñòâîì ñ íîðìîé V b

a (f).

Òåîðåìà 7. Ìîíîòîííàÿ (âîçðàñòàþùàÿ èëè óáûâàþ-
ùàÿ) ôóíêöèÿ åñòü ôóíêöèÿ îãðàíè÷åííîé âàðèàöèè.

Òåîðåìà 8. (ñ.229) Àáñîëþòíî íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ
åñòü ôóíêöèÿ îãðàíè÷åííîé âàðèàöèè.

Òåîðåìà 9. Ôóíêöèÿ îãðàíè÷åííîé âàðèàöèè îãðàíè÷å-
íà.

Òåîðåìà 10. Ôóíêöèÿ îãðàíè÷åííîé âàðèàöèè ïðåäñòà-
âèìà â âèäå ðàçíîñòè äâóõ âîçðàñòàþùèõ ôóíêöèé.

Ñëåäñòâèå. Åñëè f ∈ V ar[a, b], òî f ′(x) ñóùåñòâóåò è
êîíå÷íà ïî÷òè âñþäó è f ′ ∈ L[a, b].

Òåîðåìà 11. Ëþáàÿ ôóíêöèÿ îãðàíè÷åííîé âàðèàöèè
ïðåäñòàâèìà â âèäå ñóììû ôóíêöèè ñêà÷êîâ (êîòîðûõ íå
áîëåå ÷åì ñ÷åòíîå ÷èñëî) è íåïðåðûâíîé ôóíêöèè îãðàíè-
÷åííîé âàðèàöèè.

Ëåììà 2. (ñ.229) Åñëè f ∈ AC[a, b] è f ′(x) = 0 ïî÷òè
âñþäó, òî f(x) ≡ C.
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Ââåäåì ïîíÿòèå èíòåãðàëà ñ ïåðåìåííûì âåðõíèì ïðå-
äåëîì

Φ(x) =

∫ x

a

f(t)dt.

Òåîðåìà 12. (ñ.234) Åñëè f ∈ L[a, b], òî Φ ∈ AC[a, b].

Ïðè ýòîì: Φ′(x) = f(x) ïî÷òè âñþäó; V b
a (Φ) =

∫ b

a |f(x)|dx.

Òåîðåìà 13. Åñëè f ∈ AC[a, b], òî îíà âîññòàíàâëèâà-
åòñÿ ÷åðåç ñâîþ ïðîèçâîäíóþ

f(x) = f(a) +

∫ x

a

f ′(t)dt.

Óòâåðæäåíèå î âîññòàíîâëåíèè ôóíêöèè êàê ïðîèçâîä-
íîé íåîïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà (ïî÷òè âñþäó) ìîæíî óñè-
ëèòü. Äëÿ ýòîãî äàäèì
Îïðåäåëåíèå 7. Òî÷êîé Ëåáåãà ôóíêöèè f(x) íàçûâà-

åòñÿ òî÷êà x0, â êîòîðîé ôóíêöèÿ êîíå÷íà è

lim
h→0

1

h

∫ x0+h

x0

|f(t)− f(x0)|dt = 0.

Òåîðåìà 14. (ñ.237) Â òî÷êå Ëåáåãà x0 ïðîèçâîäíàÿ
íåîïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà Φ(x) =

∫ x

a f(t)dt ðàâíà ïîäèí-
òåãðàëüíîé ôóíêöèè Φ′(x0) = f(x0).
Òåîðåìà 15. Åñëè f ∈ L[a, b], òî ïî÷òè âñå òî÷êè îò-

ðåçêà [a, b] åñòü òî÷êè Ëåáåãà.
Òåîðåìà 16. Åñëè f ∈ C(x0), òî x0 åñòü òî÷êà Ëåáåãà.

5.5 Îðòîãîíàëüíûå ñèñòåìû â åâêëèäîâûõ ïðîñòðàí-
ñòâàõ.

Îïðåäåëåíèå 5. Íåíóëåâûå ýëåìåíòû x, y ∈ X íàçûâà-
þòñÿ îðòîãîíàëüíûìè â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå X, åñëè
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(x, y) = 0. Ñèñòåìà ýëåìåíòîâ {xi} íàçûâàåòñÿ îðòîãîíàëü-
íîé, åñëè ëþáàÿ ïàðà ýëåìåíòîâ ñèñòåìû îðòîãîíàëüíà.

Ëåììà 2. Ýëåìåíòû îðòîãîíàëüíîé ñèñòåìû {xi} ëè-
íåéíî íåçàâèñèìû.

Äîêàçàòåëüñòâî îò ïðîòèâíîãî. Ïóñòü
α1 · xi1 + α2 · xi2 + . . .+ αn · xin = 0
íóëåâàÿ ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ ñ îòëè÷íûìè îò íóëÿ êîýô-
ôèöèåíòàìè. Òîãäà ïðèäåì ê ïðîòèâîðå÷èþ

0 = (xi1, α1 · xi1 +α2 · xi2 + . . .+αn · xin) = α1 · (xi1, xi1) 6= 0.

Îïðåäåëåíèå 6. Ñèñòåìà {en} íàçûâàåòñÿ îðòîíîðìè-
ðîâàííîé, åñëè

(ei, ej) =

{
1 ïðè i = j,

0 ïðè i 6= j.

Òåîðåìà 3 (îá îðòîãîíàëèçàöèè). Åñëè fn ëèíåéíî
íåçàâèñèìàÿ ñèñòåìà â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå X, òî ñ
òî÷íîñòüþ äî ìíîæèòåëåé ±1 îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ
îðòîíîðìèðîâàííàÿ ñèñòåìà {en} ñ óñëîâèåì en = an1 ·
f1 + an2 · f2 + . . .+ ann · fn, ann 6= 0, akm ∈ R.
Äîêàçàòåëüñòâî. Èç óñëîâèé e1 = a11 · f1, (e1, e1) = 1

ïîëó÷àåì a11 = 1
||f1|| (èëè a11 = − 1

||f1||).

Åñëè ýëåìåíòû e1, e2, . . . , en−1 ïîñòðîåíû, òî âû÷èñëèì
÷èñëà b1 = (fn, e1), . . . , bn−1 = (fn, en−1) è ýëåìåíò hn =

fn −
n−1∑
k=1

bk · ek. Çàìåòèì, ÷òî (hn, ek) = 0 ïðè âñåõ k =

1, 2, . . . , n− 1. Íîðìèðîâêîé ýòîãî ýëåìåíòà ïîëó÷àåì en =
hn

||hn|| (èëè en = − hn

||hn||). Ïðè ýòîì ||hn|| 6= 0 ñîãëàñíî ëèíåé-
íîé íåçàâèñèìîñòè f1, f2, . . . , fn.

Ñëåäñòâèå 1. Â ëþáîì êîíå÷íîìåðíîì åâêëèäîâîì ïðî-
ñòðàíñòâå ñóùåcòâóåò îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ.
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Ñëåäñòâèå 2. Äåñòâèòåëüíîå n-ìåðíîå åâêëèäîâî ïðî-
ñòðàíñòâî èçîìîðôíî Rn

2 . Êîìïëåêñíîå n-ìåðíîå åâêëèäîâî
ïðîñòðàíñòâî èçîìîðôíî Cn

2 .
Çàìå÷àíèå. Òåîðåìà îá èçîìîðôèçìå äîêàçûâàåòñÿ ïî-

ñòðîåíèåì îðòîíîðìèðîâàííîãî áàçèñà â L2[a, b].



Ãëàâà 6

Ëèíåéíûå ôóíêöèîíàëû

6.1 Íåïðåðûâíûå ëèíåéíûå ôóíêöèîíàëû.

Îïðåäåëåíèå 1. Ëèíåéíûì ôóíêöèîíàëîì â ëèíåéíîì
ïðîñòðàíñòâå X íàä ïîëåì K íàçûâàåòñÿ îòîáðàæåíèå F :
X → K, óäîâëåòâîðÿþùåå ñâîéñòâàì (äëÿ ëþáûõ x, y ∈
X, α ∈ K):
F (x+ y) = F (x) + F (y); F (αx) = αF (x).

Íàïðèìåð, â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå ñêàëÿðíîå ïðîèç-
âåäåíèå ïðè ôèêñèðîâàííîì îäíîì àðãóìåíòå ðàññìàòðè-
âàåòñÿ êàê ëèíåíéíûé ôóíêöèîíàë.

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ëèíåéíûå ôóíêöèîíàëû â ëèíåé-
íîì íîðìèðîâàííîì äåéñòâèòåëüíîì ïðîñòðàíñòâå, òî åñòü
â ñëó÷àå K = R è ïðè íàëè÷èè íîðìû.

Îïðåäåëåíèå 2. Ëèíåéíûé ôóíêöèîíàë F íàçûâàåòñÿ
îãðàíè÷åííûì, åñëè ïðè íåêîòîðîé êîíñòàíòå C > 0 è ïðè
âñåõ x ∈ X âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

|F (x)| ≤ C‖x‖.

Îïðåäåëåíèå 3. Ëèíåéíûé ôóíêöèîíàë F íà ëèíåéíîì
íîðìèðîâàííîì ïðîñòðàíñòâå X íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíûì
â x (x ∈ X), åñëè äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò òàêîå δ > 0,
÷òî äëÿ âñåõ y ∈ X, óäîâëåòâîðÿþùèõ íåðàâåíñòâó ‖x −
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y‖ < δ âûïîëíåíî

|F (x)− F (y)| < ε.

Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿþòñÿ íåïðåðûâíûå ôóíêöèîíàëû â
ìåòðè÷åñêîì èëè â òîïîëîãè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå.
Òåîðåìà 1. Åñëè ëèíåéíûé ôóíêöèîíàë íåïðåðûâåí â

òî÷êå x ∈ X, òî îí íåïðåðûâåí íà âñåì ïðîñòðàíñòâå X.
Òåîðåìà 2. Ëèíåéíûé ôóíêöèîíàë íåïðåðûâåí òîãäà

è òîëüêî òîãäà, êîãäà îí îãðàíè÷åí.
Òåîðåìà 3. Ìíîæåñòâî âñåõ ëèíåéíûõ íåïðåðûâíûõ

ôóíêöèîíàëîâ íà ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå X íàä ïîëåì R
ñîñòàâëÿåò ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî.
Ôîðìóëèðîâêà òåîðåìû îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ ëþáûõ ôóíê-

öèîíàëîâ F, G è ÷èñåë α, β âûðàæåíèå αF +βG ÿâëÿåòñÿ
ôóíêöèîíàëîì, äåéñòâóþùèì ïî ïðàâèëó (αF + βG)x =
αF (x) + βG(x); ìíîæåñòâî ôóíêöèîíàëîâ óäîâëåòâîðÿåò
âñåì âîñüìè àêñèîìàì ëèíåéíîãî ïðîòðàíñòâà.

6.2 Ñîïðÿæåííîå ïðîñòðàíñòâî.

Ïðîñòðàíñòâî ëèíåéíûõ íåïðåðûâíûõ ôóíêöèîíàëîâ íà ëè-
íåéíîì ïðîñòðàíñòâåX íàçûâàåòñÿ ñîïðÿæåííûì ïðîñòðàí-
ñòâîì è îáîçíà÷àåòñÿ X∗.
Åñëè ïðîñòðàíñòâî X íîðìèðîâàííîå, òî â ñîïðÿæåííîì

ïðîñòðàíñòâå X∗ ââîäèòñÿ íîðìà

‖F‖ = sup
x∈X

|F (x)|
‖x‖ = sup

‖x‖=1
|F (x)|.

Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ëåãêî äîêàçûâàåòñÿ ñ ïîìîùüþ ëèíåé-
íîñòè.
Òåîðåìà 4. Ïðîñòðàíñòâî X∗ ïîëíîå (òî åñòü áàíàõî-

âî), åñëè X - íîðìèðîâàííîå (íå îáÿçàòåëüíî ïîëíîå).
Ïðè äîêàçàòåëüñòâå ñóùåñòâåííà ïîëíîòà ïðîñòðàíñòâà

R.
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ÏðîñòðàíñòâîX íàçûâàåòñÿ ñàìîñîïðÿæåííûì, åñëèX =
X∗.

Â äàííîì îïðåäåëåíèè áîëåå ïðàâèëüíî áûëî áû ïîñòà-
âèòü çíàê èçîìîðôíîñòè, à íå ðàâåíñòâà. Íî èçîìîðôíûå
ïðîñòðàíñòâà ïðèíÿòî îòîæäåñòâëÿòü.

Òåîðåìà 5. Ëþáîå ïîëíîå åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî ÿâ-
ëÿåòñÿ ñàìîñîïðÿæåííûì.

Äîêàçàòåëüñòâî ïðèâåäåì â îäíó ñòîðîíó.

Ëþáîé ýëåìåíò x ∈ X îïðåäåëÿåò ëèíåéíûé ôóíêöèîíàë
F ôîðìóëîé F (y) = (x, y), êîòîðûé îãðàíè÷åí ñîãëàñíî
ôîðìóëå

|F (y)| = |(x, y)| ≤ ‖x‖ · ‖y‖.

Èç ðàâåíñòâà F (x) = ‖x‖2 âûòåêàåò ‖F‖ = ‖x‖.
Áîëåå ñëîæíûìè ðàññóæäåíèÿìè [ÊÔ, ñ.186] ïîêàçûâà-

åòñÿ, ÷òî äëÿ ëþáîãî ëèíåéíîãî ôóíêöèîíàëà F íàéäåòñÿ
ýëåìåíò x ∈ X òàêîé, ÷òî F (y) = (x, y) äëÿ âñåõ y ∈ X

è ‖F‖ = ‖x‖. Òåì ñàìûì çàâåðøàåòñÿ äîêàçàòåëüñòâî èçî-
ìîðôíîñòè èñõîäíîãî ïðîñòðàíñòâà ïðîñòðàíñòâó íåïðåðûâ-
íûõ ëèíåéíûõ ôóíêöèîíàëîâ.

Çàìå÷àíèå. Åñëè åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî íå ïîëíîå, òî
ñîïðÿæåííîå ê íåìó áóäåò åãî ïîïîëíåíèåì.

Ïîíÿòèå ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ (x, y), ââåäåííîå äëÿ
åâêëèäîâûõ ïðîñòðàíñòâ, ïåðåíîñèòñÿ íà ïàðó X è X∗ ñî-
ïðÿæåííûõ (ïîëíûõ ëèíåéíûõ íîðìèðîâàííûõ) ïðîñòðàíñòâ
ðàññóæäåíèÿìè àíàëîãè÷íûìè äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 5.
Òî åñòü x ∈ X, y ∈ X∗. Ïðè ýòîì ‖y‖ åñòü íîðìà ôóíêöè-
îíàëà, îïðåäåëåííîãî ýòèì ôèêñèðîâàííûì ýëåìåíòîì y.
Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ýëåìåíò x çàäàåò ëèíåéíûé ôóíêöèî-
íàë íà X∗ ñ íîðìîé ‖x‖. Òåì ñàìûì îïðåäåëÿåòñÿ âòîðîå
ñîïðÿæåííîå ïðîñòðàíñòâî (X∗)∗ è äîêàçûâàåòñÿ âëîæåíèå
X ⊂ (X∗)∗.

Ïðîñòðàíñòâî íàçûâàåòñÿ ðåôëåêñèâíûì, åñëè (X∗)∗ =
X.
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Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {Fn} ëèíåéíûõ ôóíê-
öèîíàëîâ èç X∗.

Òåîðåìà 6. Åñëè ‖Fn − F‖ → 0 ïðè n → ∞, òî äëÿ
ëþáîãî x ∈ X âåðíî lim

n→∞
Fn(x) = F (x).

Äàííàÿ òåîðåìà óòâåðæäàåò, ÷òî èç ðàâíîìåðíîé ñõîäè-
ìîñòè (â ïðîñòðàíñòâå X∗) ñëåäóåò ïîòî÷å÷íàÿ ñõîäèìîñòü.
Îòìåòèì, ÷òî îáðàòíîå óòâåðæäåíèå íå âåðíî.

Òåîðåìà Áàíàõà-Øòåéíãàóçà. Åñëè ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü {Fn} ëèíåéíûõ íåïðåðûâíûõ ôóíêöèîíàëîâ, îïðåäå-
ëåííûõ íà áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå X, îãðàíè÷åíà â êàæ-
äîé òî÷êå x ∈ X, òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íîðì ýòèõ ôóíê-
öèîíàëîâ {‖Fn‖} òàêæå îãðàíè÷åíà.

Òåîðåìà 7 (î ïîëíîòå äëÿ ïîòî÷å÷íîé ñõîäèìî-
ñòè). Åñëè äëÿ ëþáîãî x ∈ X ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {Fn(x)}
ôóíäàìåíòàëüíà, òî ñóùåñòâóåò ëèíåéíûé íåïðåðûâíûé
ôóíêöèîíàë F , òàêîé, ÷òî lim

n→∞
Fn(x) = F (x) äëÿ ëþáîãî

x ∈ X.

Â ñëåäóþùèõ òåîðåìàõ âñòðå÷àåòñÿ ïîíÿòèå ìíîãîîáðà-
çèÿ, òî åñòü ïîäìíîæåñòâà ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà çàìêíó-
òîãî îòíîñèòåëüíî îïåðàöèé ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ íà ÷èñ-
ëî.

Òåîðåìà 8 (êðèòåðèé ñõîäèìîñòè âñþäó). Äëÿ ëþ-
áîãî x ∈ X âåðíî lim

n→∞
Fn(x) = F (x) òîãäà è òîëüêî òîãäà,

êîãäà
1) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {‖Fn‖} ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíà ñâåð-
õó ‖Fn‖ ≤ C;
2) ñõîäèìîñòü Fn(x) → F (x) èìååò ìåñòî íà âñþäó ïëîò-
íîì â X ìíîãîîáðàçèè.

Òåîðåìà Õàíà-Áàíàõà. Ëþáîé ëèíåéíûé íåïðåðûâíûé
ôóíêöèîíàë F , çàäàííûé íà ëèíåéíîì ìíîãîîáðàçèè L ⊂
X, ìîæíî ñ ñîõðàíåíèåì íîðìû ïðîäîëæèòü íà âñå X.

Ïóñòü 1 < p <∞ è 1
p+

1
p, = 1 (p è p, - ñîïðÿæåííûå èíäåêñû).
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Òåîðåìà Ëàíäàó. Åñëè èíòåãðàë
b∫
a

f(x)g(x)dx ñóùå-

ñòâóåò è êîíå÷åí äëÿ ëþáîé g ∈ Lp,[a, b], òî f ∈ Lp[a, b].
Íåðàâåñòâî Ãåëüäåðà äàåò ïðîòèâîïîëîæíîå óòâåðæäåíèå.
Ñëåäñòâèå. Îáùèé âèä ëèíåéíîãî íåïðåðûâíîãî ôóíê-

öèîíàëà F : Lp[a, b] → R îïðåäåëÿåòñÿ íåêîòîðîé ôèêñè-

ðîâàííîé ôóíêöèåé g ∈ Lp,[a, b] è èìååò âèä
b∫
a

f(x)g(x)dx

äëÿ f ∈ Lp, ÷òî ïðèíÿòî îáîçíà÷àòü â âèäå ñêàëÿðíîãî
ïðîèçâåäåíèÿ (f, g). Êîðîòêàÿ ôîðìà çàïèñè ýòîãî óòâåð-
æäåíèÿ ñëåäóþùàÿ (Lp[a, b])

∗ = Lp,[a, b].
Ïðèâåäåì äðóãèå ïðèìåðû ñîïðÿæåííûõ ïðîñòðàíñòâ:

1. Åñëè Rn
p =

{
x = (x1, x2, ..., xn)

∣∣∣ ‖x‖p =

(
n∑

k=1
|xk|p

)1/p}
,

òî

(
Rn

p

)∗
= Rn

p,.

2. (C[a, b])∗ = V [a, b] - ïðîñòðàíñòâî ôóíêöèé ñ îãðàíè÷åí-
íûì èçìåíåíèåì.
3. (L∞[a, b])∗ = (M [a, b])∗ = L[a, b].
4. (lp)

∗ = lp,. Îáùèé âèä ëèíåéíîãî íåïðåðûâíîãî ôóíêöè-
îíàëà F : lp → R îïðåäåëÿåòñÿ ôèêñèðîâàííîé ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòüþ c = (c1, c2, ..., cn, ...) ∈ lp,, è èìååò âèä
∞∑

n=1
ancn

äëÿ a = (a1, a2, ..., an, ...) ∈ lp, ÷òî ïðèíÿòî îáîçíà÷àòü â
âèäå ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ (a, c).
5. m∗ = l1.
6. (

⊕
Z2)

∗ = X∞.
Âñå ïðèìåðû, êðîìå 2, åñòü ïðèìåðû ðåôëåêñèâíûõ ïðî-

ñòðàíñòâ. Â ïîñëåäíåì ïðèìåðå ðàññìîòðåíû ïðîñòðàíñòâà
íàä ïîëåì Z2.
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Ãëàâà 7

×èñëîâûå è ôóíêöèîíàëüíûå

ðÿäû

7.1 ×èñëîâûå ðÿäû.

Ðÿäîì íàçûâàåòñÿ âûðàæåíèå

a1 + a2 + a3 + ...+ an + . . . =
∞∑

n=1

an. (1)

×àñòíîé ñóììîé ðÿäà íàçûâàåòñÿ Sn =
n∑

i=1
ai ñóììà ïåð-

âûõ ñëàãàåìûõ. Åñëè an äåéñòâèòåëüíûå (èëè êîìïëåêñ-
íûå) ÷èñëà, òî ðÿä íàçûâàåòñÿ ÷èñëîâûì. Èçâåñòíûå èç
êóðñà ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà óòâåðæäåíèÿ ñôîðìóëèðó-
åì äëÿ êîìïëåêñíûõ ðÿäîâ, îïóñêàÿ ñëîâî "÷èñëîâûå".
Ðÿä íàçûâàåòñÿ ñõîäÿùèìñÿ, åñëè ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé

lim
n→∞

Sn. ×èñëî S = lim
n→∞

Sn íàçûâàåòñÿ ñóììîé ðÿäà.

Åñëè lim
n→∞

Sn = ∞ èëè lim
n→∞

Sn íå ñóùåñòâóåò, òî ðÿä íà-

çûâàåòñÿ ðàñõîäÿùèìñÿ.
Ïåðå÷èñëèì îñíîâíûå ñâîéñòâà ñõîäÿùèõñÿ ðÿäîâ.
Ñâîéñòâî 1.Îòáðàñûâàíèå ëþáîãî êîíå÷íîãî ÷èñëà ÷ëå-

íîâ ðÿäà íå âëèÿåò íà åãî ñõîäèìîñòü (èçìåíÿÿ ïðè ýòîì
ñóììó).
Ñâîéñòâî 2. Ñõîäèìîñòü ðÿäà íå íàðóøàåòñÿ ïðè óìíî-

æåíèè âñåõ ÷ëåíîâ ðÿäà íà îäíî è òî æå ÷èñëî, îòëè÷íîå
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îò íóëÿ.

Ñâîéñòâî 3. Åñëè ðÿäû (1) è
∑∞

n=1 bn ñõîäÿòñÿ, òî ñõî-
äèòñÿ è ðÿä

∑∞
n=1(an± bn), ïðè÷åì åãî ñóììà ðàâíà àëãåá-

ðàè÷åñêîé ñóììå èñõîäíûõ ðÿäîâ, òî åñòü
∑∞

n=1(an±bn) =∑∞
n=1 an ±

∑∞
n=1 bn.

Ñâîéñòâî 4. Åñëè ðÿä (1) ñõîäèòñÿ è åãî ñóììà åñòü
S, òî ÷ëåíû ðÿäà (1) ìîæíî, íå ïåðåñòàâëÿÿ èõ, ãðóïïè-
ðîâàòü ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì, ïðè÷åì ñóììà ïîëó÷åííîãî
ðÿäà áóäåò ñíîâà ðàâíà S.

Îñíîâíûå ïðèçíàêè ñõîäèìîñòè (ïðèâåäåííûå â òåðìè-
íàõ àáñîëþòíîé ñõîäèìîñòè) ðÿäîâ ñëåäóþùèå.

Òåîðåìà 1 (êðèòåðèé Êîøè). Äëÿ òîãî ÷òîáû ÷èñ-
ëîâîé ðÿä (1) áûë ñõîäÿùèìñÿ, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî,
÷òîáû äëÿ ëþáîãî ε > 0 íàøëîñü òàêîå N , ÷òî íåðàâåí-
ñòâî |an+1 + an+2 + ... + an+m| < ε èìåëî áû ìåñòî äëÿ
ëþáîãî n > N è âñåõ m ∈ N.
Òåîðåìà 2 (íåîáõîäèìûé ïðèçíàê). Åñëè ðÿä

n∑
n=1

an

ñõîäèòñÿ, òî lim
n→∞

an = 0.

Ñëåäñòâèå. Åñëè lim
n→∞

an 6= 0, òî ðÿä (1) ðàñõîäèòñÿ.

Îïðåäåëåíèå 1. ×èñëîâîé ðÿä (1) íàçûâàåòñÿ àáñîëþò-

íî ñõîäÿùèìñÿ ðÿäîì, åñëè ñõîäèòñÿ ðÿä èç ìîäóëåé
∞∑

n=1
|an|.

Òåîðåìà 3. Åñëè ðÿä (1) ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî, òî îí
ñõîäèòñÿ.

Òåîðåìà 4 (ïðèçíàê ñðàâíåíèÿ). 1) Åñëè |an| ≤ bn

ïðè ëþáîì n è äåéñòâèòåëüíûé ðÿä
∞∑

n=1
bn ñõîäèòñÿ, òî è

∞∑
n=1

|an| - ñõîäèòñÿ.

2) Åñëè |an| ≥ bn ≥ 0 ïðè ëþáîì n è äåéñòâèòåëüíûé

ðÿä
∞∑

n=1
bn ðàñõîäèòñÿ, òî è

∞∑
n=1

|an| ðàñõîäèòñÿ.

Òåîðåìà 5 (ïðèçíàê Äàëàìáåðà).Ïóñòü D = lim
n→∞

|an+1

an
|.
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Åñëè D < 1, òî
∞∑

n=1
|an| ñõîäèòñÿ. Åñëè D > 1, òî

∞∑
n=1

|an|

ðàñõîäèòñÿ.

Òåîðåìà 6 (ðàäèêàëüíûé ïðèçíàê Êîøè). Ïóñòü

K = lim
n→∞

n
√
|an|. Åñëè K < 1, òî

∞∑
n=1

|an| ñõîäèòñÿ. Åñëè

K > 1, òî
∞∑

n=1
|an| ðàñõîäèòñÿ.

Òåîðåìà 6 îñòàåòñÿ âåðíîé, åñëè â ôîðìóëèðîâêå ïðåäåë
çàìåíèòü íà âåðõíèé ïðåäåë.

Òåîðåìà 7 (èíòåãðàëüíûé ïðèçíàê Êîøè). Ïóñòü
äåéñòâèòåëüíàÿ ôóíêöèÿ f(x) > 0 ïðè x > 0 è ìîíîòîííî

óáûâàåò ê íóëþ ïðè x→∞. Ðÿä
∞∑
i=1

f(n) ñõîäèòñÿ òîãäà

è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñõîäèòñÿ
∞∫
1
f(x)dx.

Äðóãîé ôîðìóëèðîâêîé ñâîéñòâà 1 ñëóæèò

Ëåììà 1.Èçìåíåíèå êîíå÷íîãî ÷èñëà ñëàãàåìûõ íå âëè-
ÿåò íà ñõîäèìîñòü ðÿäà.

Ñîãëàñíî ëåììå, ëþáîé äåéñòâèòåëüíûé ðÿä ñ êîíå÷íûì
÷èñëîì îòðèöàòåëüíûõ (èëè ïîëîæèòåëüíûõ) ñëàãàåìûõ èñ-
ñëåäóåòñÿ êàê çíàêîïîñòîÿííûé ðÿä íà ñõîäèìîñòü ñ èñ-
ïîëüçîâàíèåì ïåðå÷èñëåííûõ òåîðåì, ãäå ìîäóëü íå ñòàâèò-
ñÿ.

Çíàêîïåðåìåííûì ðÿäîì íàçîâåì äåéñòâèòåëüíûé ðÿä,
ñîäåðæàùèé áåñêîíå÷íîå ÷èñëî êàê ïîëîæèòåëüíûõ, òàê è
îòðèöàòåëüíûõ ÷ëåíîâ ðÿäà.

Çíàêîïåðåìåííûé ðÿä, à òàêæå êîìïëåêñíûé ðÿä, èññëå-
äóåòñÿ íà àáñîëþòíóþ è óñëîâíóþ ñõîäèìîñòü.

Îïðåäåëåíèå 2. ×èñëîâîé ðÿä (1) íàçûâàþò óñëîâíî

ñõîäÿùèìñÿ, åñëè ðÿä
∞∑

n=1
|an| ðàñõîäèòñÿ, à

∞∑
n=1

an ñõîäèòñÿ.

Áèåêòèâíîå îòîáðàæåíèå σ : N → N íàçûâàåòñÿ ïåðå-
ñòàíîâêîé íàòóðàëüíîãî ðÿäà.
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Îïðåäåëåíèå 3. Ðÿä
∞∑

n=1
an ñõîäèòñÿ áåçóñëîâíî, åñëè

äëÿ ëþáîé ïåðåñòàíîâêè σ ñõîäèòñÿ ðÿä
∞∑

n=1
aσ(n).

Òåîðåìà 8. Åñëè ÷èñëîâîé ðÿä
∞∑

n=1
an ñõîäèòñÿ àáñî-

ëþòíî, òî îí ñõîäèòñÿ áåçóñëîâíî.

Ïðè ëþáîé ïåðåñòàíîâêå àáñîëþòíî ñõîäÿùåãîñÿ ðÿäà
ñóììà ðÿäà íå ìåíÿåòñÿ.

Â îïðåäåëåíèè 2 è òåîðåìå 8 àêöåíòèðîâàëè âíèìàíèå íà
òî, ÷òî ðå÷ü èäåò èìåííî î ÷èñëîâîì ðÿäå.

Òåîðåìà 9. Åñëè õîòÿ áû îäèí èç äâóõ ñõîäÿùèõñÿ ðÿ-
äîâ

∑∞
n=0 un è

∑∞
n=0 vn ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî, òî ïðîèçâå-

äåíèå ýòèõ ðÿäîâ ñõîäèòñÿ, ïðè÷åì åãî ñóììà ðàâíà ïðî-
èçâåäåíèþ ñóìì èñõîäíûõ ðÿäîâ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ðÿä
∑∞

n=0 un ñõîäèòñÿ àáñîëþò-
íî. Îáîçíà÷èì åãî ñóììó ÷åðåç S, à ÷åðåç Sn =

∑n
k=0 uk åãî

÷àñòíûå ñóììû. Îáîçíà÷èì σn =
∑n

k=0 vk ÷àñòíûå ñóììû
âòîðîãî ðÿäà, à ÷åðåç σ - åãî ñóììó. ×àñòíóþ ñóììó ïðîèç-
âåäåíèÿ δn çàïèøåì â âèäå
δn =

∑n
k=0 ck = u0v0 + (u0v1 + u1v0) + ...+ (u0vn + u1vn−1 +

...+ unv0) =
= u0σn + u1σn−1 + ...+ unσ0 =
= u0[σ+(σn−σ)]+u1[σ+(σn−1−σ)]+ ...+un[σ+(σ0−σ)] =
= snσ + u0(σn − σ) + u1(σn−1 − σ) + ...+ un(σ0 − σn).

Ïîêàæåì, ÷òî âûðàæåíèå γn = u0(σn−σ)+u1(σn−1−σ)+
...+un(σ0−σn) ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè n→∞. Äåéñòâèòåëü-
íî, èç ñõîäèìîñòè ðÿäà

∑∞
n=0 vn ñëåäóåò, ÷òî |σk − σ| ≤ M

äëÿ âñåõ k ∈ N è |σk − σ| < ε äëÿ k ≥ N(ε).

Äàëåå, èç àáñîëþòíîé ñõîäèìîñòè ðÿäà
∑∞

n=1 un çàêëþ-
÷àåì, ÷òî

∑∞
n=0 |un| = L <∞ è

∑n
k=N1

|uk| < ε äëÿ âñåõ n ≥
N1(ε); ñëåäîâàòåëüíî, |γn| ≤ |u0||σn− σ|+ ...+ |un−N ||σN −
σ|+ |un−N+1||σN−1−σ|+ ...+ |un||σ0−σ| ≤ ≤ ε

∑n−N
k=0 |uk|+
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M
∑n

k=n−N+1 |uk|.
Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî n−N + 1 ≥ N1, òîãäà ñïðàâåäëèâà

îöåíêà

|γn| < εL+Mε = ε(L+M).

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî lim
n→∞

γn = 0, à ïîýòîìó

lim
n→∞

δn = lim
n→∞

(snσ + γn) = sσ.

Çàìå÷àíèå. Äëÿ óñëîâíî ñõîäÿùèõñÿ ðÿäîâ óòâåðæäå-
íèÿ òåîðåì 8 è 9 íå âåðíû, ÷òî ïîäòâåðæäàåò ñëåäóþùàÿ
òåîðåìà.

Òåîðåìà 10. Åñëè çíàêîïåðåìåííûé ðÿä
∞∑

n=0
an ñõîäèò-

ñÿ óñëîâíî, òî äëÿ ëþáîãî K ∈ [−∞; +∞] ñóùåñòâóåò

ïåðåñòàíîâêà σ : N → N òàêàÿ, ÷òî
∞∑

n=0
aσ(n) = K.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì

a+
n =

{
an, åñëè an ≥ 0,

0, åñëè an < 0,
a−n =

{
0, åñëè an ≥ 0,

−an, åñëè an < 0.

Ïðè ýòîì an = a+
n − a−n , |an| = a+

n + a−n .

Ïðè óñëîâíîé ñõîäèìîñòè
∞∑

n=1
a+

n = +∞,
∞∑

n=1
a−n = +∞.

ÏóñòüK ∈ (−∞; +∞). ÅñëèK ≤ 0, òî ïîëàãàåì n1 = 1.

ÅñëèK > 0, òî âûáåðåì n1 èç óñëîâèÿ
n1∑

n=1
a+

n > K,
n1−1∑
n=1

a+
n ≤

K. Âûáåðåì n2 èç óñëîâèÿ
n1∑

n=1
a+

n −
n2∑

n=1
a−n < K, íî

n1∑
n=1

a+
n −

n2−1∑
n=1

a−n ≥ K

Äàëåå âûáåðåì n3 èç óñëîâèÿ
n3∑

n=1
a+

n−
n2∑

n=1
a−n > K, íî

n3−1∑
n=1

a+
n−

n2∑
n=1

a−n ≤ K. È òàê äàëåå. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷èñåë {nm}
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îïðåäåëÿåò ïåðåñòàíîâêó σ, ïðè êîòîðîé âûáèðàþòñÿ ÷åðå-
äóþùèåñÿ ãðóïïû ïîäðÿä èäóùèõ ïîëîæèòåëüíûõ è îòðè-
öàòåëüíûõ ÷ëåíîâ ðÿäà.
Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ε > 0 íàõîäèì íîìåðà N è M òàêèå,

÷òî
∞∑

n=N

a+
n < ε,

∞∑
n=M

a−n < ε. ×àñòíàÿ ñóììà ïåðåñòàâëåííî-

ãî ðÿäà, â êîòîðóþ âêëþ÷åíû âñå ñëàãàåìûå âèäà a+
n ñ íî-

ìåðàìè ìåíüøå N è ñëàãàåìûå âèäà a−n ñ íîìåðàìè ìåíüøå
M , îòëè÷àåòñÿ îò K íå áîëåå, ÷åì íà ε.
Åñëè K = +∞, òî ïðè âûáîðå n2m−1 è n2m ñðàâíèâàåì ñ

m (à íå ñ K). Åñëè K = −∞, òî ïðè âûáîðå n2m−1 è n2m

ñðàâíèâàåì ñ −m.
Òåîðåìà äîêàçàíà.

Äåéñòâèòåëüíûé ðÿä âèäà
∞∑

n=1
(−1)n+1un, ãäå un > 0, íà-

çûâàåòñÿ çíàêî÷åðåäóþùèìñÿ.
Òåîðåìà 11 (ïðèçíàê Ëåéáíèöà). Åñëè un ≥ un+1

äëÿ âñåõ n (íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî íîìåðà) è lim
n→∞

un = 0,

òî ðÿä
∞∑

n=1
(−1)n+1un ñõîäèòñÿ.

Ðàññìîòðèì ðÿä âèäà
∞∑

n=1
anbn è åãî ÷àñòíóþ ñóììó SN =

N∑
n=1

anbn.

Îáîçíà÷èì Bn =
n∑

k=1
bk � ÷àñòíóþ ñóììó ðÿäà

∞∑
k=1

bk,

∆an = an+1−an � ïåðâóþ ðàçíîñòü (âïåðåä) äëÿ ýëåìåíòîâ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {an}.
Ëåììà 2 (ïðåîáðàçîâàíèå Àáåëÿ). Äëÿ ëþáûõ m >

n ≥ 0 âûïîëíåíî ñîîòíîøåíèå

m∑
k=n

akbk = amBm −
m−1∑
k=n

∆akBk − anBn−1,

êîòîðîå íàçûâàþò ïðåîáðàçîâàíèå Àáåëÿ. Â ÷àñòíîñòè,
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SN = aNBN −
∑N−1

k=1 ∆akBk.
Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê bk = Bk −Bk−1, òî

m∑
k=n

akbk =
m∑

k=n

ak(Bk −Bk−1) =
m∑

k=n

akBk −
m−1∑

k=n−1

ak+1Bk =

= amBm −
m−1∑
k=n

∆akBk − anBn−1.

Äëÿ ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ ïîëàãàåì B0 = 0.
Òåîðåìà 12 (ïðèçíàê Äèðèõëå-Àáåëÿ). Åñëè an ↓ 0

(òî åñòü ìîíîòîííî óáûâàþò ê íóëþ) è |Bn| ≤ M (òî

åñòü ÷àñòíûå ñóììû ðÿäà
∞∑

k=1
bkîãðàíè÷åíû â ñîâîêóïíî-

ñòè), òî ðÿä èç ïðîèçâåäåíèé
∞∑

n=1
anbn ñõîäèòñÿ.

Êàê îáîáùåíèå òåîðåìû 8 ñôîðìóëèðóåì óòâåðæäåíèå
äëÿ äâîéíûõ ÷èñëîâûõ ðÿäîâ.

Òåîðåìà 13. Åñëè ðÿä
∞∑

n,k=1
ank ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî, òî

àáñîëþòíî ñõîäèòñÿ êàæäûé èç ïîâòîðíûõ ðÿäîâ è âû-
ïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

∞∑
n,k=1

ank =
∞∑

n=1

(
∞∑

k=1

ank) =
∞∑

k=1

(
∞∑

n=1

ank).

Àíàëîãîì äàííîé òåîðåìû äëÿ èíòåãðàëîâ ñëóæèò
Òåîðåìà Ôóáèíè. Ïóñòü f(x, y) ñóììèðóåìàÿ ôóíê-

öèÿ íà ìíîæåñòâå E = Ex × Ey ⊂ R2. Òîãäà äëÿ ïî÷òè
âñåõ y ∈ Ey (x ∈ Ex) ôóíêöèÿ f(x, y) ÿâëÿåòñÿ ñóììèðó-
åìîé íà ìíîæåñòâå Ex (Ey) è âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî∫ ∫

E

f(x, y)dxdy =

∫
Ey

( ∫
Ex

f(x, y)dx
)
dy =

∫
Ex

( ∫
Ey

f(x, y)dy
)
dx.
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7.2 Ñóììèðîâàíèå ðàñõîäÿùèõñÿ ðÿäîâ.

Ïðèâåäåì ïðèìåð ðàñõîäÿùåãîñÿ ðÿäà, ÷àñòíûå ñóììû
êîòîðîãî îãðàíè÷åíû â ñîâîêóïíîñòè: 1 − 1 + 1 − 1 + 1 −
1 + 1− . . ..
Äëÿ íåãî S2n = 0, S2n+1 = 1, ñëåäîâàòåëüíî lim

n→∞
Sn íå ñó-

ùåñòâóåò. Îäíàêî, âîçíèêàåò æåëàíèå ïðèñâîèòü ïîäîáíûì
ðÿäàì â êà÷åñòâå ñóììû êàêîå-òî çíà÷åíèå (íàïðèìåð 1/2
êàê ñðåäíåå ìåæäó óêàçàííûìè çíà÷åíèÿìè), êîòîðîå ìîæ-
íî ðåàëèçîâàòü îáðàùåíèåì ê ìåòîäàì ñóììèðîâàíèÿ.
Ìåòîä ×åçàðî (ìåòîä (Ñ,1)-ñðåäíèõ èëè ìåòîä

ñðåäíèõ àðèôìåòè÷åñêèõ) ñîñòîèò â âû÷èñëåíèè ñðåä-
íåãî àðèôìåòè÷åñêîãî ÷àñòíûõ ñóìì

σn =
S1 + S2 + ...+ Sn

n

äëÿ ðÿäà (1). Âñòðå÷àåòñÿ îáîçíà÷åíèå σn = S0+S1+S2+...+Sn

n+1 ,

åñëè ðàññìàòðèâàåòñÿ ðÿä
∞∑

n=0
an è Sn =

n∑
k=0

ak.

Ãîâîðÿò, ÷òî ðÿä (1) ñóììèðóåòñÿ ê ÷èñëó S ìåòîäîì ×å-
çàðî, åñëè lim

n→∞
σn = S.

Îïðåäåëåíèå 3.Ìåòîä ñóììèðîâàíèÿ ðÿäà íàçîâåì: ðå-
ãóëÿðíûì, åñëè ñõîäÿùèéñÿ ðÿä ñóììèðóåòñÿ ýòèì ìåòîäîì
ê ñâîåé ñóììå; è âïîëíå ðåãóëÿðíûì, åñëè äîïîëíèòåëüíî
ê ýòîìó ëþáîé ðàñõîäÿùèéñÿ ê +∞ (èëè ê −∞) ðÿä ñóì-
ìèðóåòñÿ ýòèì ìåòîäîì ê òîìó æå çíà÷åíèþ.
Òåîðåìà 14. Ìåòîä ×åçàðî âïîëíå ðåãóëÿðíûé.
Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ε > 0 óêàæåì N ,

íà÷èíàÿ ñ êîòîðîãî |Sn−S| < ε
2 . Îáîçíà÷èì A = (S1 +S2 +

. . . + SN) − N · S. Âûáåðåì m òàêèì, ÷òî 2A − Nε < mε.
Òîãäà

|σm−S| = | 1
m

(A+(SN+1−S)+. . .+(Sm−S))| < 1

m
(A+(m−N)

ε

2
) < ε,
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÷òî îçíà÷àåò ðåãóëÿðíîñòü ìåòîäà.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî lim
n→∞

Sn = +∞, òî åñòü äëÿ ëþáîãî

M1 íàéäåòñÿ N , ÷òî äëÿ âñåõ n > N âûïîëíåíî Sn > M1.
Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî M âûáåðåì M1 = 9

10M . Òîãäà σm =
1
m(N ·σN +(SN+1 + . . .+Sm)) > M1 +N · σN−M1

m > M íà÷è-
íàÿ ñ íåêîòîðîãî m. Ñëó÷àé lim

n→∞
Sn = −∞ äîêàçûâàåòñÿ

àíàëîãè÷íî.

Ìåòîä Àáåëÿ (äåéñòâèòåëüíûé). Äëÿ äåéñòâèòåëüíî-

ãî ðÿäà (1) è x ∈ [0, 1) ïîñòðîèì ñòåïåííîé ðÿä
∞∑

n=1
anx

n.

Åñëè äëÿ ëþáîãî x ∈ [0, 1) îí ñõîäèòñÿ, ê ñóììå S(x) è

lim
x→1−0

S(x) = S, òî ãîâîðÿò, ÷òî ðÿä
∞∑

n=1
an ñóììèðóåòñÿ ïî

ìåòîäó Àáåëÿ ê ÷èñëó S.

Òåîðåìà 15. Ìåòîä Àáåëÿ ðåãóëÿðíûé.

Òåîðåìà 16. Åñëè ðÿä ñóììèðóåòñÿ ìåòîäîì ×åçàðî ê
S, òî îí ñóììèðóåòñÿ è ïî ìåòîäó Àáåëÿ ê S.

Îáðàòíîå óòâåðæäåíèå íå âåðíî, òî åñòü ìåòîä Àáåëÿ
ñèëüíåå ìåòîäà ×åçàðî.

Ìåòîä Àáåëÿ (êîìïëåêñíûé). Äëÿ ðÿäà (1) ñòðîèì ñòå-

ïåííîé ðÿä
∞∑

n=1
anz

n. Åñëè â êðóãå |z| < 1 ïîñòðîåííûé ðÿä

ñõîäèòñÿ è ïðåäñòàâëÿåò àíàëèòè÷åñêóþ ôóíêöèþ S(z), ïðè-
íèìàþùóþ â ãðàíè÷íîé òî÷êå z = 1 çíà÷åíèå S, òî ãîâîðÿò,

÷òî ðÿä
∞∑

n=1
an ñóììèðóåòñÿ ïî ìåòîäó Àáåëÿ ê ÷èñëó S.

Òåîðèÿ ìåòîäîâ ñóììèðîâàíèÿ, êîòîðóþ ïðîäåìîíñòðè-
ðîâàëè íà ïðèìåðå äâóõ îñíîâíûõ ìåòîäîâ, ïîäðîáíî ðàç-
ðàáîòàíà è èçëîæåíà â ìàòåìàòè÷åñêîé ëèòåðàòóðå. Â ÷àñò-
íîñòè, ëèíåéíûå ìåòîäû ñóììèðîâàíèÿ èçëàãàþòñÿ â òåð-
ìèíàõ áåñêîíå÷íûõ ìàòðèö.
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7.3 Ôóíêöèîíàëüíûå ðÿäû.

Ôóíêöèîíàëüíûì ðÿäîì íàçûâàþò ðÿä âèäà
∞∑

n=0
un(x),

ãäå x ∈ R (èëè
∞∑

n=0
un(z), ãäå z ∈ C ). Íà÷èíàÿ ñî ñëåäóþ-

ùåé ãëàâû áóäóò ðàññìàòðèâàòüñÿ ôóíêöèîíàëüíûå ðÿäû
íà êîíå÷íîì îòðåçêå. Äëÿ îïðåäåëåííîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü
x ∈ [0, 1].

Äëÿ ôèêñèðîâàííîãî x îïðåäåëÿåòñÿ ÷àñòíàÿ ñóììà ôóíê-

öèîíàëüíîãî ðÿäà Sn(x) =
n∑

k=0
uk(x). Åñëè ïðè ýòîì lim

n→∞
Sn(x) =

S(x), òî ðÿä ñõîäèòñÿ â òî÷êå x ê ÷èñëó S(x). Åñëè lim
n→∞

Sn(x) =
∞ èëè íå ñóùåñòâóåò, òî ðÿä ðàñõîäèòñÿ â òî÷êå x.

Îïðåäåëåíèå 4. Ìíîæåñòâî âñåõ òî÷åê x, ãäå ðÿä ñõî-
äèòñÿ, íàçûâàåòñÿ îáëàñòüþ ñõîäèìîñòè ôóíêöèîíàëüíî-
ãî ðÿäà.

Ïîäõîä, ïðè êîòîðîì ñíà÷àëà ôèêñèðóåòñÿ x, à ïîòîì
ñîâåðøàåòñÿ ïðåäåëüíûé ïåðåõîä â ÷èñëîâîì ðÿäå, îòíî-
ñèòñÿ ê ïîíÿòèþ ïîòî÷å÷íîé ñõîäèìîñòè. Êðîìå ñõîäèìî-
ñòè â âûáðàííîé òî÷êå ÷àñòî îáðàùàþò âíèìàíèå íà âîç-
ìîæíîñòü äëÿ èññëåäóåìîãî ðÿäà ïîòî÷å÷íîé ñõîäèìîñòè
íà ìíîæåñòâå ïîëîæèòåëüíîé ìåðû, ïî÷òè âñþäó (îáîçíà-
÷àåòñÿ fn →

ï.â.
f) èëè âñþäó (îáîçíà÷àåòñÿ fn → f). Äëÿ

êàæäîãî èç óêàçàííûõ âèäîâ ïîòî÷å÷íîé ñõîäèìîñòè ìî-
æåò áûòü ïîñòàâëåí âîïðîñ îá àáñîëþòíîé èëè áåçóñëîâíîé
ñõîäèìîñòè.

Êðîìå ýòîãî êëàññè÷åñêîãî ïîäõîäà ê èññëåäîâàíèþ ôóíê-
öèîíàëüíûõ ðÿäîâ ñóùåñòâóþò áîëåå ñîâðåìåííûå ïîäõî-
äû, ïðèìåðîì êîòîðûõ ñëóæèò ðàâíîìåðíàÿ ñõîäèìîñòü.
Ñëàãàåìûå ôóíêöèîíàëüíîãî ðÿäà ðàññìàòðèâàþòñÿ êàê ýëå-
ìåíòû ëèíåéíîãî íîðìèðîâàííîãî ïðîñòðàíñòâà X, â êà÷å-
ñòâå êîòîðîãî áóäåì áðàòü C[0, 1] èëè Lp[0, 1] ïðè p > 1.
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Òîãäà ÷àñòíàÿ ñóììà Sn(x) =
n∑

k=0
uk(x) ∈ X è èçó÷àåòñÿ

ñõîäèìîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ÷àñòíûõ ñóìì {Sn(x)}. Â
êîìïëåêñíîì ñëó÷àå îòðåçîê [0, 1] çàìåíÿåòñÿ íà îáëàñòü.
È â äåéñòâèòåëüíîì ñëó÷àå ÷àñòî ïðèõîäèòñÿ ñóæàòü îòðå-
çîê [0, 1].

Êðîìå ïîòî÷å÷íîé ñõîäèìîñòè ðàññìàòðèâàþòñÿ ñëåäó-
þùèå âèäû ñõîäèìîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé {fn(x)}:
1) Ñõîäèìîñòü ïî ìåðå ê èçìåðèìîé ôóíêöèè f(x):

åñëè äëÿ ëþáîãî δ > 0 âûïîëíÿåòñÿ lim
n→∞

m{x | |fn(x) −
f(x)| ≤ δ} = 0, ÷òî îáîçíà÷àþò fn ⇒ f .

Îíà ðàâíîñèëüíà ñõîäèìîñòè ïî íîðìå ‖f‖0 =
1∫
0

|f(x)|
1+|f(x)| dx.

2) Ñõîäèìîñòü ïî íîðìå (ñèëüíàÿ ñõîäèìîñòü) ê
f ∈ X:
lim
n→∞

‖fn−f‖X = 0, ÷òî îáîçíà÷àþò fn → f èëè ‖fn−f‖X →
0. Åñòåñòâåííî, ÷òî ïîëàãàþò fn ∈ X.

Â ñëó÷àå X = C[0, 1] ðå÷ü èäåò î ðàâíîìåðíîé ñõîäè-
ìîñòè íà îòðåçêå [0, 1]. Äëÿ ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè ÷àñòî
âîçíèêàþò äðóãèå ñëó÷àè. Íàïðèìåð, Sn /∈ C[0, 1] äëÿ ÷àñò-
íîé ñóììû ïî ñèñòåìå Õààðà, èëè ðàâíîìåðíàÿ ñõîäèìîñòü
èìååò ìåñòî òîëüêî íà áîëåå óçêîì ó÷àñòêå [a, b] ⊂ [0, 1].

3) Ðàâíîìåðíàÿ ñõîäèìîñòü íà îòðåçêå [a, b] ê ôóíê-
öèè f(x):
åñëè äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò íîìåð N òàêîé, ÷òî äëÿ
âñåõ n > N , x ∈ [a, b] âûïîëíÿåòñÿ |fn(x) − f(x)| < ε,
÷òî îáîçíà÷àþò fn ⇒ f íà [a, b] (èëè fn ⇒ f â ñëó÷àå
[a, b] = [0, 1]).

4) Ñëàáàÿ ñõîäèìîñòü ê ýëåìåíòó f ∈ X:
åñëè äëÿ ëþáîãî g ∈ X∗ èìååò ìåñòî ñõîäèìîñòü ÷èñëîâîé
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè lim

n→∞
(fn, g) = (f, g). Çäåñü ñêàëÿðíîå
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ïðîèçâåäåíèå (f, g) ïîíèìàåòñÿ â âèäå
1∫
0
f(x)g(x)dx (èëè

â âèäå
1∫
0
f(x)g(x)dx â êîìïëåêñíîì ñëó÷àå). Åñòåñòâåííî

ïîëàãàþò fn ∈ X.

Äëÿ ýòèõ âèäîâ ñõîäèìîñòè ìîæíî òàêæå ðàññìàòðèâàòü
áåçóñëîâíóþ ñõîäèìîñòü, òî åñòü âûáðàííûé âèä ñõîäèìî-
ñòè ðàññìàòðèâàòü äëÿ âñåâîçìîæíûõ ïåðåñòàíîâîê.

Òåîðåìà 17. Èç ñèëüíîé ñõîäèìîñòè ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòè {fn} â ïîëíîì íîðìèðîâàííîì ïðîñòðàíñòâå X âû-
òåêàåò ñëàáàÿ ñõîäèìîñòü.

Äîêàçàòåëüñòâî äëÿX = Lp[0, 1], p > 1. Ïî íåðàâåíñòâó
Ãåëüäåðà

|(fn − f, g)| ≤ ‖fn − f‖p · ‖g‖p′ → 0

ïðè n→∞ äëÿ ïðîèçâîëüíîé g ∈ Lp′[0, 1], 1
p + 1

p′ = 1.

Çàìå÷àíèå. Îïðåäåëåíèÿ è óòâåðæäåíèÿ ñîõðàíÿþòñÿ
äëÿ êîìïëåêñíîçíà÷íûõ ôóíêöèé. Òàêæå ìîæíî è îáëàñòü
îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèé ñ÷èòàòü êîìïëåêñíîé. Âèäû ñõîäè-
ìîñòè è òåîðåìû ìîæíî ïåðåôîðìóëèðîâàòü, çàìåíèâ îòðå-
çîê äåéñòâèòåëüíîé ïðÿìîé íà îãðàíè÷åííóþ îáëàñòü êîì-
ïëåêñíîé ïëîñêîñòè. Ñâîéñòâî ïîëíîòû ðàññìàòðèâàåìûõ
ïðîñòðàíñòâ C è Lp ñîõðàíèòñÿ è åãî îáû÷íî (â ÷àñòíîñòè
äëÿ ñëó÷àÿ ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè) ôîðìóëèðóþò â âèäå
êðèòåðèÿ Êîøè ñõîäèìîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé (÷àñòíûõ
ñóìì ïðè ðàññìîòðåíèè ðÿäà). Ïðèçíàê ñðàâíåíèÿ ôóíêöè-
îíàëüíîãî ðÿäà ñî çíàêîïîëîæèòåëüíûì ñõîäÿùèìñÿ ÷èñ-
ëîâûì ðÿäîâ åñòü ïðèçíàê Âååðøòðàññà ðàâíîìåðíîé ñõî-
äèìîñòè (â îáùåì ñëó÷àå â íåêîòîðîé îáëàñòè êîìïëåêñ-
íîé ïëîñêîñòè).

Ñôîðìóëèðóåì ñâîéñòâà ðàâíîìåðíî ñõîäÿùèõñÿ ðÿäîâ
â áîëåå îáùåì ñëó÷àå (äëÿ êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî).

Òåîðåìà 18 (î íåïðåðûâíîñòè ñóììû). Åñëè ÷ëåíû
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un(z) ôóíêöèîíàëüíîãî ðÿäà
∞∑

n=0
un(z) íåïðåðûâíû â îáëà-

ñòè D è ðÿä ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî â ýòîé îáëàñòè, òî åãî
ñóììà S(z) íåïðåðûâíà â îáëàñòè D.
Òåîðåìà 19 (î ïðåäåëüíîì ïåðåõîäå). Åñëè: 1) ôóíê-

öèîíàëüíûé ðÿä
∞∑

n=0
un(z) ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî â îáëàñòè

D, è 2) òî÷êà z0 åñòü òàêàÿ ïðåäåëüíàÿ òî÷êà ìíîæå-
ñòâà D, äëÿ êîòîðîé êîíå÷íû âñå ñëåäóþùèå ïðåäåëû èç-
íóòðè îáëàñòè D (z ∈ D)

lim
z→z0

un(z) = cn,

òî: 1) ÷èñëîâîé ðÿä
∞∑

n=0
cn ñõîäèòñÿ,

2)ïðåäåë S(z) ñóììû ôóíêöèîíàëüíîãî ðÿäà èçíóòðè îá-

ëàñòè D (z ∈ D) ðàâåí ñóììå S ÷èñëîâîãî ðÿäà
∞∑

n=0
cn, òî

åñòü

lim
z→z0

S(z) =
∞∑

n=0

cn.

Òåîðåìà 20 (îá èíòåãðèðîâàíèè ðÿäà). Åñëè ôóíê-

öèîíàëüíûé ðÿä
∞∑

n=0
un(z) ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî â îáëàñòè

D è âñå ôóíêöèè un(z) èíòåãðèðóåìû ïî ëþáîé êóñî÷íî-
ãëàäêîé êðèâîé γ ⊂ D, òî ðÿä ìîæíî ïî÷ëåííî èíòåãðè-
ðîâàòü è èíòåãðàë îò ñóììû ðàâåí ñóììå èíòåãðàëîâ∫

γ

S(z)dz =
∞∑

n=0

∫
γ

un(z)dz.

Òåîðåìà 21 (Âååðøòðàññà î äèôôåðåíöèðîâàíèè

ðÿäà). Åñëè ôóíêöèîíàëüíûé ðÿä
∞∑

n=0
un(z) ñõîäèòñÿ ðàâ-

íîìåðíî â ëþáîé D′ ⊂ D çàìêíóòîé îäíîñâÿçíîé ïîäîáëà-
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ñòè îáëàñòè D è âñå ôóíêöèè un(z) ÿâëÿþòñÿ îäíîçíà÷-
íûìè àíàëèòè÷åñêèìè â îáëàñòè D, òî:
1) ñóììà ðÿäà S(z) ÿâëÿþòñÿ àíàëèòè÷åñêîé â îáëàñòè
D,
2) ðÿä ìîæíî ïî÷ëåííî äèôôåðåíöèðîâàòü ëþáîå ÷èñëî
ðàç, ïðè ýòîì

S(k)(z) =
∞∑

n=0

(un(z))
(k),

3) ïîëó÷åííûå ïîñëå ìíîãîêðàòíîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ðÿ-
äû ñõîäÿòñÿ ðàâíîìåðíî â ëþáîé D′ ⊂ D çàìêíóòîé îä-
íîñâÿçíîé ïîäîáëàñòè îáëàñòè D.



Ãëàâà 8

Îðòîãîíàëüíûå ðÿäû

8.1 Îðòîãîíàëüíûå ñèñòåìû.

Îðòîãîíàëüíûå ñèñòåìû èçó÷àþò îáû÷íî â ïðîñòðàíñòâå
ôóíêöèé è îáîçíà÷àþò {ϕn(x)} èëè {ϕn(x)}∞n=1, åñëè õîòÿò
ïîä÷åðêíóòü, ÷òî íóìåðàöèÿ ñ÷åòíîãî ÷èñëà ôóíêöèé ñè-
ñòåìû íà÷èíàåòñÿ ñ åäèíèöû. ×àñòî íóìåðàöèÿ íà÷èíàåòñÿ
ñ íóëÿ èëè áåðåòñÿ ïî ìíîæåñòâó öåëûõ ÷èñåë. Ñîêðàùåí-
íîå îáîçíà÷åíèå ñèñòåìû {ϕn}.
Òàê êàê îðòîãîíàëüíîñòü îïðåäåëÿåòñÿ ÷åðåç ñêàëÿðíîå

ïðîèçâåäåíèå, òî ðààñìàòðèâàþò ïàðó ñîïðÿæåííûõ ëèíåé-
íûõ íîðìèðîâàííûõ ïðîñòðàíñòâ X, X∗ è òðåáóþò ïðèíàä-
ëåæíîñòü ôóíêöèé ñèñòåìû êàæäîìó èç ïðîñòðàíñòâ. Êàê
ïðàâèëî X = Lp[a, b], X

∗ = Lp′[a, b], ãäå
1
p + 1

p′ = 1, p ≥ 1.
Ïðè p = 2 èìååì ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî L2[a, b], ñîâïà-
äàþùåå ñî ñâîèì ñîïðÿæåííûì.

Íàïîìíèì, ÷òî ñèñòåìà {ϕi} îðòîãîíàëüíà, åñëè

(ϕi, ϕj) = 0 ïðè i 6= j è (ϕi, ϕi) > 0.

Ñèñòåìà óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ

(ϕi, ϕj) = δij =

{
1 , åñëè i = j,

0 , åñëè i 6= j,

83



84 ÃËÀÂÀ 8. ÎÐÒÎÃÎÍÀËÜÍÛÅ ÐßÄÛ

íàçûâàåòñÿ îðòîíîðìèðîâàííîé. Çäåñü ïðèâåäåíî îïðåäå-
ëåíèå ñèìâîëà Êðîíåêåðà δij.
Ëþáóþ îðòîãîíàëüíóþ ñèñòåìó ëåãêî ñäåëàòü îðòîíîð-

ìèðîâàííîé ñ ïîìîùüþ îïåðàöèè íîðìèðîâêè: ïåðåõîäà îò
ýëåìåíòà x ê ýëåìåíòó x

‖x‖ .

Ìíîãî÷ëåíîì ïî ñèñòåìå {ϕi(x)}∞i=1 íàçûâàþò ëèíåéíóþ

êîìáèíàöèþ ýëåìåíòîâ ñèñòåìû ln(x) =
n∑

i=1
αiei(x) (αi ∈

R).
Îïðåäåëåíèå 1. Ñèñòåìà {ϕi(x)}∞i=1 íàçûâàåòñÿ çàìêíó-

òîé â â ïðîñòðàíñòâåX, åñëè äëÿ ëþáîé f ∈ X è äëÿ ëþáî-
ãî ε > 0 íàéäåòñÿ òàêîé ìíîãî÷ëåí ln(x), ÷òî ‖f− ln‖X <

ε.

Îïðåäåëåíèå 2. Ñèñòåìà {ϕi(x)}∞i=1 ýëåìåíòîâ ïðîñòðàí-
ñòâà X∗ íàçûâàåòñÿ ïîëíîé â X, åñëè äëÿ f ∈ X èç óñëîâèÿ
(f, ϕi) = 0 äëÿ ëþáîãî i ñëåäóåò, ÷òî f = 0 ïðîñòðàíñòâå
X.
Íàïîìíèì, ÷òî f = 0 ïðîñòðàíñòâå Lp[a, b] îçíà÷àåò ðà-

âåíñòâî íóëþ ïî÷òè âñþäó.
Çàìå÷àíèå. Â ñîâðåìåííîé íàó÷íîé ëèòåðàòóðå (íàïðè-

ìåð [ÊÑ]) èñïîëüçóåòñÿ äðóãàÿ òåðìèíîëîãèÿ: ñèñòåìó íà-
çûâàþò ïîëíîé âìåñòî çàìêíóòîé è òîòàëüíîé âìåñòî ïîë-
íîé.
Òåîðåìà 1. Ñèñòåìà {ϕi} çàìêíóòà â Lp[a, b] òîãäà, è

òîëüêî òîãäà, êîãäà îíà ïîëíà â Lp′[a, b], ãäå
1
p + 1

p′ = 1, p ≥
1.
Äîêàçàòåëüñòâî ïðè p = 2 ïðèâåäåì â ñëåäóþùåì ðàçäå-

ëå, à äëÿ îáùåãî ñëó÷àÿ îòîøëåì ê [ÊØ, ñ.], [ÊÑ, ñ.].
Îïðåäåëåíèå 3. Êîýôôèöèåíòàìè Ôóðüå ôóíêöèè f ∈

Lp[0, 1] ïî îðòîíîðìèðîâàííîé ñèñòåìå {ϕn(x)} íàçûâàþòñÿ
÷èñëà

cn = cn[f ] = (f, ϕn) =

1∫
0

f(x)ϕn(x)dx.
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Ïðè ýòîì âûðàæåíèå

∞∑
n=1

cnϕn(x)

íàçûâàåòñÿ ðÿäîì Ôóðüå ôóíêöèè f ∈ Lp[0, 1] ïî îðòîíîð-
ìèðîâàííîé ñèñòåìå {ϕn(x)}∞n=1. Áóäåì èñïîëüçîâàòü îáî-
çíà÷åíèå σ[f ] äëÿ ðÿäà Ôóðüå ôóíêöèè f(x).

Ñóììó ïåðâûõ n ñëàãàåìûõ ðÿäà σ[f ] íàçûâàþò ÷àñòíîé

ñóììîé ðÿäà Ôóðüå è îáîçíà÷àþò Sn(f ;x) =
n∑

k=1
ckϕk(x)

èëè ñîêðàùåííî Sn.

Ê îñíîâíûì âîïðîñàì â òåîðèè ðÿäîâ Ôóðüå îòíîñÿòñÿ
âîïðîñ î ñõîäèìîñòè ðÿäà σ[f ] è âîïðîñ î ðàâåíñòâå f è
σ[f ]. Óñëîâèå f ∈ L[0, 1] ãàðàíòèðóåò âîçìîæíîñòü âû÷èñ-
ëåíèÿ cn è, ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâîâàíèå ðÿäà σ[f ], ÷òî
óêàçûâàåòñÿ çàïèñüþ f ∼ σ[f ] î ñîîòâåòñòâèè ðÿäà ôóíê-
öèè.

Çàìå÷àíèå. Âìåñòî [0, 1] ìîæíî áðàòü ëþáîé äðóãîé êî-
íå÷íûé èíòåðâàë. Åñëè ôóíêöèè ϕn(x) ñèñòåìû êîìïëåêñ-
íîçíà÷íûå, òî ñ ó÷åòîì èçìåíåíèÿ âèäà ñêàëÿðíîãî ïðîèç-
âåäåíèÿ èìååì

cn[f ] = (f, ϕn) =
1∫
0
f(x)ϕn(x)dx.

Ïðåäïî÷èòàþò ðàáîòàòü ñ îðòîíîðìèðîâàííîé ñèñòåìîé,
òàê êàê äëÿ îðòîãîíàëüíîé ñèñòåìû {ϕn} â îïðåäåëåíèè
êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå ÷åðåç ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ïî-
ÿâëÿþòñÿ êîíñòàíòû
cn = An(f, ϕn), ãäå An = 1

(ϕn,ϕn) .

Äåéñòâèòåëüíî, åñëè f = σ[f ] â êàêîì-òî ñìûñëå, òî ôîð-

ìàëüíî ïîëó÷àåì (f, ϕn) = (
∞∑
i=0

ciϕi, ϕn) = cn · (ϕn, ϕn).
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8.2 Îðòîãîíàëüíûå ñèñòåìû â ãèëüáåðòîâîì ïðî-
ñòðàíñòâå.

Ðàññìîòðèì äåéñòâèòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî L2[0, 1] ôóíê-
öèé ñ èíòåãðèðóåìûì êâàäðàòîì, à ñèñòåìó áóäåì íóìåðî-
âàòü íà÷èíàÿ ñ íóëÿ.

Òåîðåìà î íåðàâåíñòâå Áåññåëÿ. Åñëè {ϕn(x)}∞n=0 îð-
òîíîðìèðîâàíà â L2[0, 1], òî èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî
Áåññåëÿ

∞∑
k=0

c2i ≤ ‖f‖2
2, ãäå ci = ci[f ].

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì
‖f − Sn‖2 = (f − Sn, f − Sn) = (f, f)− 2(f, Sn) + (Sn, Sn).

Òàê êàê (f, Sn) = (f,
n−1∑
i=0

ciϕi) =
n−1∑
i=0

ci(f, ϕi) =
n−1∑
i=0

c2i

q è (Sn, Sn) = (
n−1∑
i=0

ciϕi,
n−1∑
i=0

ciϕi) =
n−1∑
i=0

c2i (ϕi, ϕi) =
n−1∑
i=0

c2i , òî

ïîëó÷èì òîæäåñòâî Áåññåëÿ: ‖f−Sn‖2 = ‖f‖2−
n−1∑
i=0

c2i . Èç

íåãî âûòåêàåò êîíå÷íîå íåðàâåíñòâî Áåññåëÿ:
n−1∑
i=0

c2i ≤ ‖f‖2,

ñîõðàíÿþùååñÿ ïðè ïðåäåëüíîì ïåðåõîäå n→∞.

Ñëåäñòâèå. Ñòðåìëåíèå ê íóëþ êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå.
Åñëè f ∈ L2[a, b], òî cn[f ] → 0 ïðè n→∞.

Òåîðåìà î ìèíèìàëüíîì ñâîéñòâå ÷àñòíûõ ñóìì
ðÿäà Ôóðüå.

Ñðåäè âñåõ ìíîãî÷ëåíîâ ln =
n−1∑
i=0

αiϕi ïî îðòîãîíàëüíîé

ñèñòåìå â L2[0, 1] ÷àñòíûå ñóììû ðÿäà Ôóðüå äàþò íàè-
ëó÷øåå ïðèáëèæåíèå, à èìåííî minαi

‖f − ln‖ = ‖f −Sn‖.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ‖f−ln‖2 = (f−ln, f−ln) =
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‖f‖2−2
n−1∑
i=0

αici +‖ln‖2 = ‖f‖2 +
n−1∑
i=0

c2i −2
n−1∑

αici +
n−1∑

α2
i −

n−1∑
i=0

c2i = ‖f‖2+
n−1∑
i=0

(ci−αi)
2−

n−1∑
i=0

c2i . Îòñþäàminαi
‖f−ln‖2 =

‖f‖2 −
n−1∑
i=0

c2i + 0 ïðè αi = ci.

Çàìå÷àíèå. Îòñþäà òàêæå âûòåêàåò (ñíà÷àëà êîíå÷-
íîå) íåðàâåíñòâî Áåññåëÿ.

Òåîðåìà î ñõîäèìîñòè ðÿäà Ôóðüå.

Äëÿ ëþáîé f ∈ L2[0, 1] è ëþáîé îðòîãîíàëüíîé ñèñòåìû
{ϕn} ðÿä Ôóðüå ôóíêöèè f ïî ýòîé ñèñòåìå ñõîäèòñÿ â
ìåòðèêå L2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî íåðàâåíñòâó Áåññåëÿ ÷àñòíûå ñóì-
ìû ðÿäà Ôóðüå îáðàçóþò ôóíäàìåíòàëüíóþ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü â L2:

‖Sn(f)− Sm(f)‖2
2 =

n−1∑
k=m

c2k → 0 ïðè n > m→∞.

Òåîðåìà î ðàâåíñòâå Ïàðñåâàëÿ.

Åñëè îðòîíîðìèðîâàííàÿ ñèñòåìà {ϕn(x)} çàìêíóòà â
L2[0, 1], òî äëÿ ëþáîé f ∈ L2[0, 1] âûïîëíåíî ðàâåíñòâî
Ïàðñåâàëÿ :

∞∑
n=0

c2n =
1∫
0
(f(x))2dx.

Äîêàçàòåëüñòâî.Ïåðåéäåì ê ïðåäåëó ïðè n→∞ â òîæ-
äåñòâå Áåññåëÿ ñ ó÷åòîì ìèíèìàëüíîãî ñâîéñòâà ÷àñòíûõ
ñóìì

‖f‖2 −
n−1∑
i=0

c2i = ‖f − Sn(f)‖2 ≤ ‖f − ln‖2 → 0 ïðè n→∞.

Ñëåäñòâèå. Åñëè îðòîíîðìèðîâàííàÿ ñèñòåìà {ϕn(x)}∞n=0
çàìêíóòà â L2[0, 1], òî äëÿ ëþáûõ f, g ∈ L2[0, 1] âûïîëíå-
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íî îáîáùåííîå ðàâåíñòâî Ïàðñåâàëÿ

1∫
0

f(x)g(x)dx =
∞∑

n=0

cn[f ] · cn[g] ,

ñîêðàùåííàÿ çàïèñü êîòîðîãî (f, g) = (c[f ], c[g]) ,
ãäå c[f ] = (c0, c1, c2, . . . , cn, . . .) è c[g] = (b0, b1, b2, . . . , bn, . . .)
åñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èç l2 êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå ôóíê-
öèé f è g.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê (f + g, ϕi) = ci + bi, òî ïî

ðàâåíñòâó Ïàðñåâàëÿ ‖f‖2 =
∞∑
i=0

c2i , ‖g‖2 =
∞∑
i=0

b2i è ‖f +

g‖2 =
∞∑
i=0

(ci + bi)
2. Òàê êàê â ðàâåíñòâå

∞∑
i=0

(ci +bi)
2 =

∞∑
i=0

(c2i +2cibi +b
2
i ) =

∞∑
i=0

c2i +2
∞∑
i=0

cibi +
∞∑
i=0

b2i

âñå ðÿäû ñõîäÿòñÿ, òî èç ‖f + g‖2 = (f + g, f + g) =

‖f‖2 +2(f, g)+‖g‖2 ïîëó÷èì ‖f‖2 +2(f, g)+‖g‖2 =
∞∑
i=0

c2i +

2
∞∑
i=0

cibi +
∞∑
i=0

b2i .

Îòñþäà âûòåêàåò (f, g) =
∞∑
i=0

cibi.

Òåîðåìà î ðàâíîñèëüíîñòè ïîëíîòû è çàìêíóòî-
ñòè.

Îðòîíîðìèðîâàííàÿ ñèñòåìà {ϕn(x)}∞n=0 ïîëíà â L2[0, 1]
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà {ϕn(x)}∞n=0 çàìêíóòà â L2[0, 1].

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ñèñòåìà {ϕn} - ïîëíà. Âîçüìåì
ëþáóþ f èç L2. Äëÿ íåå ïî òåîðåìå î ñõîäèìîñòè ðÿäà Ôó-
ðüå â ñèëó ïîëíîòû L2 ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ F ∈ L2[0, 1]

òàêàÿ, ÷òî F (x) =
∞∑

k=0
ckek(x) â L2. Âî-ïåðâûõ, äîêàæåì

ñîâïàäåíèå âñåõ êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå ôóíêöèé f è F . Ïî
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íåðàâåíñòâó Ãåëüäåðà |(f, g)| ≤ ‖f‖2·‖g‖2 èç ñèëüíîé ñõîäè-
ìîñòè â L2 (‖Sn[f ]− F‖ → 0) âûòåêàåò ñëàáàÿ ñõîäèìîñòü
(Sn[f ]−F, g) → 0 äëÿ ëþáîé g ∈ L2 è, â ÷àñòíîñòè, äëÿ ϕm :
(Sn[f ]−F, ϕm) → 0 ïðè n→∞. Òàê êàê ïðè n > m èìååì
(Sn[f ], ϕm) = cm[f ], òî cm[f ] − cm[F ] → 0 ïðè n → ∞. Òî
åñòü cm[f ]− cm[F ] = 0.

Îòñþäà äëÿ ôóíêöèè f−F ∈ L2 ðàâåíñòâî âñåõ åå êîýô-
ôèöèåíòîâ Ôóðüå íóëþ îçíà÷àåò cn[f−F ] = (f−F, ϕn) ≡ 0
îðòîãîíàëüíîñòü åå âñåì ôóíêöèÿì ñèñòåìû. Èç ïîëíîòû
ñèñòåìû {ϕn} ñëåäóåò, ÷òî f − F = 0 è f = F â L2 (èëè
f(x) = F (x) ïî÷òè âñþäó). ×àñòíûå ñóììû ðÿäà σ[f ] = F ,
ñõîäÿùåãîñÿ ê f â L2 àïïðîêñèìèðóþò (òî åñòü ïðèáëèæà-
þò) f ñ ëþáîé çàäàííîé òî÷íîñòüþ, ÷òî îçíà÷àåò çàìêíó-
òîñòü {ϕn}.
Ïóñòü {ϕn} çàìêíóòà. Òîãäà èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî Ïàð-

ñåâàëÿ.
Äëÿ ëþáîé g ∈ L2 òàêîé, ÷òî (g, ϕn) ≡ 0 ïî ðàâåíñòâó Ïàð-

ñåâàëÿ ‖g‖2 =
∞∑

n=0
c2n =

∞∑
n=0

(g, ϕn)
2 = 0 ñëåäóåò, ÷òî g=0 â

L2, òî åñòü ñèñòåìà ïîëíà.

Âûâîä. Óñòàíîâèëè, ÷òî çàìêíóòîñòü èëè ïîëíîòà ñè-
ñòåìû â L2[0, 1] ðàâíîñèëüíà îáðàùåíèþ íåðàâåíñòâà Áåñ-
ñåëÿ â ðàâåíñòâî Ïàðñåâàëÿ äëÿ ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè
f ∈ L2 è ãàðàíòèðóåò ðàâåíñòâî f = σ[f ] â L2[0, 1].

Äëÿ îáîçíà÷åíèÿ ïîëíîé îðòîíîðìèðîâàííîé ñèñòåìû èñ-
ïîëüçóþò àáðåâèàòóðó ÏÎÍÑ.

Ñëåäñòâèå. (Óòâåðæäåíèå åäèíñòâåííîñòè). Åñëè {ϕn}
- ÏÎÍÑ, òî äëÿ âñåõ f ∈ L2 ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî f =
σ[f ] è ðÿä σ[f ] åñòü åäèíñòâåííûé ðÿä ïî ñèñòåìå {ϕn},
ïðåäñòàâëÿþùèé ôóíêöèþ f â L2.

Åñëè {ϕn} - ÏÎÍÑ, òî åå ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê áàçèñ
â L2, à cn[f ] - êàê êîîðäèíàòû ýëåìåíòà f ∈ L2 â ýòîì
áàçèñå.
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Òåîðåìà Ðèññà-Ôèøåðà.
Äëÿ ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè c = (c0, c1, . . . , cn, . . .)

èç l2 (
∞∑

n=0
c2n < ∞) è äëÿ ëþáîé îðòîíîðìèðîâàííîé ñè-

ñòåìû {ϕn(x)}∞n=0 ñóùåñòâóåò f èç L2[0, 1] òàêàÿ, ÷òî
êîýôôèöèåíòû Ôóðüå ýòîé ôóíêöèè ðàâíû ñîîòâåòñòâó-
þùèì êîîðäèíàòàì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè cn[f ] = cn äëÿ
ëþáîãî n.
Åñëè {ϕn(x)} ïîëíà, òî ôóíêöèÿ f - åäèíñòâåííà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðèìåíèì ê ðÿäó
∞∑

n=0
cnϕn(x), à òàêæå

ê ðàçíîñòè åãî ÷àñòíûõ ñóìì Sn(x) =
n−1∑
k=0

ckϕk(x) ðàâåíñòâî

Ïàðñåâàëÿ: ‖Sn − Sm‖2 =
n−1∑
k=m

|ck|2 → 0 ïðè n > m → ∞.

Èòàê ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {Sn(x)} - ôóíäàìåíòàëüíà â L2.
Çíà÷èò ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ f ∈ L2 ïðåäåëüíàÿ äëÿ ýòîé
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Äàëåå ïîâòîðÿåì äîêàçàòåëüñòâî äâóõ
ïðåäûäóùèõ óòâåðæäåíèé.
Ñëåäñòâèå.Ïðîñòðàíñòâà L2[a, b] è l

2 èçîìîðôíû, L2[a, b] '
l2.
Äîêîçàòåëüñòâî. Â L2[a, b] åñòü ÏÎÍÑ {ϕn(x)}∞n=0. Áè-

åêòèâíîå îòîáðàæåíèå F : L2[a, b] → l2 ëþáîé ôóíêöèè
f ∈ L2[a, b] ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êî-
ýôôèöèåíòîâ Ôóðüå (c0[f ], c1[f ], ..., cn[f ], ...) èç l2 ñîãëàñ-
íî ðàâåíñòâó Ïàðñåâàëÿ. Èíúåêòèâíîñòü îòîáðàæåíèÿ åñòü
óòâåðæäåíèå åäèíñòâåííîñòè. Ñþðüåêòèâíîñòü óñòàíàâëè-
âàåò òåîðåìà Ðèññà-Ôèøåðà.
Ñ ïîìîùüþ ÏÎÍÑ â L2 óñòàíàâëèâàþòñÿ íåêîòîðûå óòâåð-

æäåíèÿ äëÿ äðóãèõ ïðîñòðàíñòâ.
Òåîðåìà Ìåðñåðà. Åñëè îðòîíîðìèðîâàííàÿ ñèñòåìà

{ϕn(x)} ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíà (òî åñòü |ϕn(x) ≤M), òî
äëÿ ëþáîé f ∈ L[a, b] èìååì cn[f ] → 0 ïðè n→∞ .
Äëÿ ëþáîãî ε > 0 íàéäåòñÿ F ∈ L2[a, b] òàêàÿ, ÷òî ‖f −
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F‖1 < ε. Â êà÷åñòâå F ìîæíî âçÿòü ñðåçêó ôóíêöèè f(x)
âèäà:

[f(x)]N =

{
f(x), åñëè f(x) ≤ N,

N, åñëè f(x) > N .

Ðàññìîòðèì |cn[f−F ]| = |(f−F, ϕn)| ≤ ‖f−F‖1 ·‖ϕn‖∞ ≤
ε·M (ïî íåðàâåíñòâó Êîøè-Áóíÿêîâñêîãî). Òàê êàê cn[F ] →
0, òî è cn[f ] → 0.
Çàìå÷àíèå.Äëÿ ñïðàâåäëèâîñòè òåîðåìûÌåðñåðà âàæ-

íî, ÷òîáû |ϕn(x)| ≤ M . Êîíòðïðèìåð ñòðîèòñÿ äëÿ ñèñòå-
ìû Õààðà.
Ïîäñòàíîâêîé âûðàæåíèÿ äëÿ êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå ïî-

ëó÷àåì èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå ÷àñòíîé ñóììû

Sn(f ;x) =
n−1∑
k=0

∫ 1

0
f(t)ϕk(t)dtϕk(x) =

∫ 1

0
f(t)

n−1∑
k=0

ϕk(x)ϕk(t)dt,

êîòîðîå äëÿ ìóëüòèïëèêàòèâíûõ ôóíêöèé (óäîâëåòâîðÿþ-
ùèõ óñëîâèþ ϕk(x)ϕk(t) = ϕk(x	 t) = ϕk(t	 x) ) çàïèñû-
âàåòñÿ ÷åðåç îïåðàöèþ ñâåðòêè (îáîçíà÷àåìóþ ñèìâîëîì
∗) ñ ÿäðîì Äèðèõëå ( êîòîðîå îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì

Dn(x) =
n−1∑
k=0

ϕk(x) )

â ñëåäóþùåì âèäå

Sn(f ;x) =

∫ 1

0
f(t)Dn(x	 t)dt = (f ∗Dn)(x).

Ïîñëåäíèé èíòåãðàë ïðè óñëîâèè èíâàðèàíòíîñòè èíòåãðà-
ëà îòíîñèòåëüíî ñäâèãà ïåðåïèøåì â áîëåå óäîáíîì âèäå

Sn(f ;x) =

∫ 1

0
f(x	 t)Dn(t)dt.

Çäåñü èñïîëüçîâàí çíàê 	 îïåðàöèè ãðóïïîâîãî âû÷èòà-
íèÿ, ïðîòèâîïîëîæíîé îïåðàöèè ⊕ ãðóïïîâîãî ñëîæåíèÿ.
Â ñëó÷àå ñèñòåìû Óîëøà ýòè îïåðàöèè ñîâïàäàþò.
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Ïîâåäåíèå ÷àñòíûõ ñóìì ðÿäà Ôóðüå â êðàéíèõ ïðî-
ñòðàíñòâàõ L è L∞ è ìíîãèå äðóãèå âîïðîñû çàâèñÿò îò
ïîâåäåíèÿ ôóíêöèé Ëåáåãà, êîòîðûå äëÿ ìóëüòèïëèêàòèâ-
íûõ ñèñòåì ôóíêöèé ïðåâðàùàþòñÿ â êîíñòàíòû Ëåáåãà
è îïðåäåëÿþòñÿ ôîðìóëîé

Ln =

∫ 1

0
|Dn(t)|dt.

8.3 Ôîðìàëüíûå îïåðàöèè íàä ðÿäàìè Ôóðüå.

Ïðèâåäåì ôîðìàëüíûå âû÷èñëåíèÿ â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî
{ϕn(x)} ÿâëÿåòñÿ ÏÎÍÑ, âñå ðàññìîòðåííûå ðÿäû ñõîäÿò-
ñÿ, äîïóñêàåòñÿ ïåðåìåíà çíàêîâ ñóììèðîâàíèÿ è èíòåãðè-
ðîâàíèÿ, ôóíêöèè ñèñòåìû ÿâëÿþòñÿ ìóëüòèïëèêàòèâíû-
ìè (è êîìïëåêñíîçíà÷íûìè). åç ýòèõ ïðåäïîëîæåíèé çíàê
ðàâåíñòâà çàìåíÿþò íà ∼ íàê ñîîòâåòñòâèÿ. Ñóììà äëÿ ðÿ-
äà áåðåòñÿ ïî n îò 0 äî ∞ (äëÿ ñèñòåì Óîëøà, Õààðà è
Êðåñòåíñîíà-Ëåâè) èëè ïî âñåì öåëûì ÷èñëàì (äëÿ òðèãî-
íîìåòðè÷åñêîé ñèñòåìû â êîìïëåêñíîé ôîðìå). Ãðóïïîâîé
îïåðàöèåé äëÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêîãî ðÿäà â êîìïëåêñíîé
ôîðìå ÿâëÿåòñÿ îáû÷íîå ñëîæåíèå. Çàôèêñèðóåì îáîçíà-
÷åíèÿ äëÿ êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå èñõîäíûõ ôóíêöèé f(x)
è g(x):

f(x) =
∑

cnϕn(x), g(x) =
∑

dnϕn(x).

1. Ñëîæåíèå è âû÷èòàíèå ðÿäîâ Ôóðüå ñîîòâåòñòâóåò
àíàëîãè÷íîé îïåðàöèè íàä ôóíêöèÿìè

f(x)± g(x) =
∑

(cn ± dn)ϕn(x).

2. Óìíîæåíèå íà ÷èñëî

k · f(x) =
∑

(k · cn)ϕn(x).
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3. Ñäâèã ðÿäà Ôóðüå ñîîòâåòñòâóåò óìíîæåíèþ êîýôôè-
öèåíòîâ Ôóðüå íà ôóíêöèþ ñèñòåìû â âûáðàííîé òî÷êå

f(x⊕ a) =
∑

(cn · ϕn(a))ϕn(x).

4. Óìíîæåíèå íà ôóíêöèþ ñèñòåìû ñîîòâåòñòâóåò îá-
ðàòíîìó ñäâèãó êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå

f(x) · ϕm(x) =
∑

cn	mϕn(x).

Ñâîéñòâà 3 è 4 íå âûïîëíÿþòñÿ äëÿ ñèñòåìû Õààðà, íå
ÿâÿëþùåéñÿ ìóëüòèïëèêàòèâíîé.
5. Ðÿä Ôóðüå ñîïðÿæåííîé ôóíêöèè (íå äëÿ ñèñòåì Óîë-

øà, Õààðà) ïîëó÷àåòñÿ ãðóïïîâûì îáðàùåíèåì è ñîïðÿæå-
íèåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè êîýôôèöèåíòîâ

f(x) =
∑

c	n · ϕn(x).

Ñâåðòêó ôóíêöèé f(x) è g(x) íà [0, 1] îòíîñèòåëüíî ãðóï-
ïîâîé îïåðàöèè ⊕ îïðåäåëèì ðàâåíñòâîì

f ∗ g = (f ∗ g)(x) =

∫ 1

0
f(t)g(x	 t)dt.

Ñîîòâåòñòâåííî ñâåðòêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé c = {cn} è
d = {dn} íàçûâàåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü a = {an}, êîîð-
äèíàòû êîòîðîé âû÷èñëÿþòñÿ ïî ôîðìóëàì

an =
∑

k

ckdn	k.

Ïðèìåíÿåòñÿ òî æå îáîçíà÷åíèå äëÿ ñâåðòêè ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòåé a = c ∗ d.
6. Ðÿä Ôóðüå äëÿ ñâåðòêè ïîëó÷àåòñÿ ñ ïîìîùüþ ïåðå-

ìíîæåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå

f ∗ g =
∑

(cn · dn)ϕn.

7. Ðÿä Ôóðüå äëÿ ïðîèçâåäåíèÿôóíêöèé f(x) è g(x) îïðå-
äåëÿåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ êîýôôèöèåíòîâ a = c ∗ d

f(x)g(x) =
∑

(
∑

k

ckdn	k)ϕn(x).



94 ÃËÀÂÀ 8. ÎÐÒÎÃÎÍÀËÜÍÛÅ ÐßÄÛ

Åñëè ñèñòåìà ÿâëÿåòñÿ ïîëíîé îðòîãîíàëüíîé (íî íå îð-
òîíîðìèðîâàííîé), òî äîáàâëÿåòñÿ êîýôôèöèåíò ïåðåä èí-
òåãðàëîì â îïðåäåëåíèè ñâåðòêè ôóíêöèé.
Äëÿ ðÿäîâ ïî òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ñèñòåìå (à òàêæå ïî

äðóãèì ñèñòåìàì íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé) â êà÷åñòâå îñíîâ-
íûõ ôîðìàëüíûõ îïåðàöèé ðàññìàòðèâàþò òàêæå äèôôå-
ðåíöèðîâàíèå è èíòåãðèðîâàíèå ðÿäà Ôóðüå.
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