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.

Ââåäåíèå

Â ýòîì ïîñîáèè ñòðîÿòñÿ íà÷àëà ãåîìåòðèè Åâêëèäà â ìíîãîìåðíûõ ïðî-
ñòðàíñòâàõ. Ïðè ýòîì íàì íåò íóæäû ââîäèòü ìíîãî÷èñëåííûå àêñèîìû
Åâêëèäà, êîëü ñêîðî ó íàñ óæå åñòü òàêîé ìîùíûé èíñòðóìåíò êàê ëè-
íåéíûå ïðîñòðàíñòâà. Àêñèîìû Åâêëèäà ïðåâðàùàþòñÿ â ëåãêî ïðîâåðÿ-
åìûå óòâåðæäåíèÿ. Èçëîæåíèå ðàçäåëåíî íà äâå ÷àñòè. Â ïåðâîé ÷àñòè
ìàòåðèàë, ïîñâÿùåííûé àôôèííûì ïðîñòðàíñòâàì, èçëàãàåòñÿ áåç èñ-
ïîëüçîâàíèÿ ìåòðèêè. Äàëåå, íà÷èíàÿ ñ ï. 7, ïðåäïîëàãàåòñÿ íàëè÷èå
ìåòðèêè è èçëîæåíèå äîâîäèòñÿ äî êëàññè÷åñêèõ òåîðåì î òðåóãîëüíè-
êàõ.

1. Àôôèííûå ïðîñòðàíñòâà

1.1. Îïðåäåëåíèå è ïðèìåðû àôôèííûõ ïðîñòðàíñòâ

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü çàäàíû íåïóñòîå ìíîæåñòâî òî÷åê A è ëèíåéíîå
ïðîñòðàíñòâî L íàä ïîëåì K. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ëþáûì äâóì òî÷êàì
P,Q ∈ A ñîïîñòàâëåí ýëåìåíò (âåêòîð) −→PQ ∈ L, ïðè÷åì äëÿ ëþáûõ òð¼õ
òî÷åê P , Q è R âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî Øàëÿ (ðèñ. 1).

P

Q

R
a

-a

A

b

c=a+b

Ðèñ. 1. Ðàâåíñòâî Øàëÿ

−→
PQ+

−→
QR =

−→
PR. Êðîìå òîãî, ïðåäïîëîæèì,

÷òî äëÿ ëþáîé òî÷êè P ∈ A è ýëåìåíòà a ∈
L íàéäåòñÿ åäèíñòâåííàÿ òî÷êàQ òàêàÿ, ÷òî−→
PQ = a.

Â ýòîì ñëó÷àå A íàçûâàåòñÿ àôôèííûì
ïðîñòðàíñòâîì, à L � àññîöèèðîâàííûì ñ
íèì ëèíåéíûì ïðîñòðàíñòâîì.

Ïîëó÷èì ïåðâè÷íûå ñâîéñòâà àôôèííûõ
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ïðîñòðàíñòâ.
À. Äëÿ ëþáîé òî÷êè P âåêòîð −→PP � íóëåâîé.
Äåéñòâèòåëüíî, −→PP +

−→
PP =

−→
PP ñîãëàñíî ðàâåíñòâó Øàëÿ, îòñþäà è

ñëåäóåò ðåçóëüòàò.
Á. Èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî −→PQ = −−→QP äëÿ ëþáûõ äâóõ òî÷åê P è

Q.
Ýòî ñîîòíîøåíèå ñëåäóåò èç ðàâåíñòâà −→PQ +

−→
QP =

−→
PP = 0, âåðíîãî

â ñèëó ðàâåíñòâà Øàëÿ è ñâîéñòâà À. Ñëåäóþùåå ñâîéñòâî ïîëó÷àåòñÿ
(n-2)-êðàòíûì ïðèìåíåíèåì ðàâåíñòâà Øàëÿ.

Â. Äëÿ ëþáûõ òî÷åê P1, P2, . . . , Pn èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

−−→
P1P2 +

−−→
P2P3 + . . .

−−−−→
Pn−1Pn =

−−→
P1Pn.

Ïðèìåðû àôôèííûõ ïðîñòðàíñòâ
1. Åâêëèäîâà ïëîñêîñòü èëè åâêëèäîâî òðåõìåðíîå ïðîñòðàíñòâî ñ àñ-

ñîöèèðîâàííûì ïðîñòðàíñòâîì ãåîìåòðè÷åñêèõ âåêòîðîâ.
2.Òî÷å÷íîå ïðîñòðàíñòâî Kn

aff ñòðîê äëèíû n. Àññîöèèðîâàííûì ëè-
íåéíûì ïðîñòðàíñòâîì áóäåò ïðîñòðàíñòâî ñòðîê Kn äëèíû n. Äâóì
"òî÷êàì" P = (x1, x2, . . . , xn) è Q = (y1, y2, . . . , yn) ñîïîñòàâëÿåòñÿ "âåê-
òîð" −→PQ = (y1 − x1, y2 − x2, . . . , yn − xn). Îáîáùèì ýòîò ïðèìåð.

3. Ïóñòü L � ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî. Â êà÷åñòâå ìíîæåñòâà òî÷åê âîçü-
ìåì ñàìî ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî: A := L. Ïðåâðàòèì ýòî ìíîæåñòâî â
àôôèííîå ïðîñòðàíñòâî, ïîëàãàÿ −→PQ = Q − P äëÿ ëþáûõ äâóõ òî÷åê
P,Q ∈ L. Áåç òðóäà ïðîâåðÿþòñÿ àêñèîìû àôôèííîãî ïðîñòðàíñòâà.

1.2. Ñëîæåíèå òî÷êè ñ âåêòîðîì

Åñëè P ∈ A, à a ∈ L, òî ïîä ñóììîé P + a ïîíèìàåòñÿ òà åäèíñòâåí-
íàÿ òî÷êà Q, äëÿ êîòîðîé −→PQ = a. Èç àêñèîì àôôèííîãî ïðîñòðàíñòâà
ñëåäóåò, ÷òî åñëè P + a = P + a′, òî a = a′. Îòìåòèì àññîöèàòèâíîñòü
îïåðàöèè ñëîæåíèÿ òî÷êè è âåêòîðà, âûòåêàþùóþ èç ðàâåíñòâà Øàëÿ:

P + (a + b) = (P + a) + b.
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Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü −→PQ = a è −→QR = b. Òîãäà (P + a) + b = R ïî
îïðåäåëåíèþ ñëîæåíèÿ òî÷êè è âåêòîðà, ïðèìåíåííîìó äâàæäû. Íî

a + b =
−→
PQ+

−→
QR =

−→
PR

ñîãëàñíî ïðàâèëó Øàëÿ. Òîãäà P + (a + b) = P +
−→
PR = R. Êðîìå òîãî,

îòìåòèì ðàâåíñòâî P + 0 = P âåðíîå äëÿ ëþáîé òî÷êè. Äîêàæåì òàêæå
ñîîòíîøåíèå

P + a = Q+ b⇔ −→PQ = a− b.

Äåéñòâèòåëüíî, Q + b = (P +
−→
PQ) + b = P + (

−→
PQ + b) â ñèëó àññîöè-

àòèâíîñòè. Ðàâåíñòâî P + (
−→
PQ + b) = P + a ýêâèâàëåíòíî âåêòîðíîìó

ðàâåíñòâó −→PQ+ a = b, êîòîðîå ýêâèâàëåíòíî ðàâåíñòâó −→PQ = a− b.

1.3. Àôôèííûå ïîäïðîñòðàíñòâà

Â àôôèííîì ïðîñòðàíñòâå ìîæíî îïðåäåëèòü ïðÿìûå, ïëîñêîñòè è, áî-
ëåå îáùî, k-ìåðíûå àôôèííûå ïîäïðîñòðàíñòâà.
Îïðåäåëåíèå. Ïîäìíîæåñòâî B àôôèííîãî ïðîñòðàíñòâàA íàçûâàåòñÿ
(àôôèííûì) ïîäïðîñòðàíñòâîì, åñëè ñîâîêóïíîñòü âñåõ âåêòîðîâ −→PQ,
ãäå òî÷êè P è Q ïðîáåãàþò B, îáðàçóþò ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî H è
äëÿ ëþáîé òî÷êè P ∈ B è âåêòîðà a ∈ H òî÷êà P + a ïðèíàäëåæèò B.
Â ýòîì ñëó÷àå ãîâîðÿò, ÷òî B êîëëèíåàðíî ëèíåéíîìó ïîäïðîñòðàíñòâó
H. Åñëè dimH = k , òî è ðàçìåðíîñòü àôôèííîãî ïîäïðîñòðàíñòâà B
ñ÷èòàåì ðàâíîé k. Çàïèñûâàåì ýòî òàê: dimB = k.

Ïóñòü H � (ëèíåéíîå) ïîäïðîñòðàíñòâî â L è R ∈ A. Òîãäà îáîçíà÷èì

R +H = {R + a | a ∈ H} .
Òàê êàê −−−−−−−−−→R + a, R + b = b − a, ÷òî ñëåäóåò èç çàêîíà àññîöèàòèâíîñòè
ñëîæåíèÿ òî÷êè è âåêòîðà, òî ìíîæåñòâî R+H áóäåò àôôèííûì ïîäïðî-
ñòðàíñòâîì, ïðîõîäÿùèì ÷åðåç òî÷êó R è êîëëèíåàðíûì H. Íàîáîðîò,
åñëè R � ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà àôôèííîãî ïîäïðîñòðàíñòâà B, êîòîðîå
êîëëèíåàðíî ëèíåéíîìó ïîäïðîñòðàíñòâó H, òî B = R +H.

Ïðåäëîæåíèå 1. Äëÿ ëèíåéíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ H,H ′ è äâóõ òî÷åê
P, P ′ ðàâåíñòâî P +H = P ′ +H ′ èìååò ìåñòî òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà ïîäïðîñòðàíñòâà H è H ′ ñîâïàäàþò, è

−−→
PP ′ ∈ H.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî P +H = P ′ +H ′. Òîãäà
P = P + 0 = P ′ + a äëÿ íåêîòîðîãî a ∈ H ′. Àíàëîãè÷íî, P ′ = P + b

äëÿ íåêîòîðîãî b ∈ H. Èòàê:
−−→
PP ′ = b = −a ∈ H ∩ H ′. Åñëè ýëåìåíò

h ∈ H � ïðîèçâîëåí, òî P + h = P ′ + h′ äëÿ íåêîòîðîãî h′ ∈ H ′, îòêóäà
h =
−−→
PP ′ + h′ ∈ H ′ (ñì. ï. 1.2). Äîêàçàíî âêëþ÷åíèå H ⊆ H ′. Îáðàòíîå

âêëþ÷åíèå äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî, è ðàâåíñòâî H = H ′ ñëåäóåò.
Îáðàòíî, åñëè H = H ′ è

−−→
PP ′ ∈ H, òî

P + h = (P ′ +
−−→
P ′P ) + h = P ′ + (

−−→
P ′P + h) ∈ P ′ +H ′.

Äîêàçàíî âêëþ÷åíèå P+H ⊆ P ′+H ′. Îáðàòíîå âêëþ÷åíèå äîêàçûâàåòñÿ
àíàëîãè÷íî.

ßñíî, ÷òî åñëè H = L, òî B = A. Äðóãîé êðàéíèé ñëó÷àé, êîãäà
H = 0. Òîãäà B = {P} � òî÷êà, àôôèííîå ïîäïðîñòðàíñòâî íàèìåíü-
øåé âîçìîæíîé íóëåâîé ðàçìåðíîñòè. Åñëè æå êîðàçìåðíîñòü H ðàâíà
1, ò.å. L = H + aK äëÿ êàêîãî-ëèáî âåêòîðà a /∈ H, òî B íàçûâàåòñÿ
ãèïåðïëîñêîñòüþ.

2. Ñèñòåìà êîîðäèíàò

Ñ÷èòàåì L êîíå÷íîìåðíûì ïðîñòðàíñòâîì ðàçìåðíîñòè n.
Â àôôèííîì ïðîñòðàíñòâå A ìîæíî îïðåäåëèòü ñèñòåìó êîîðäèíàò.

Ïóñòü âûáðàíà òî÷êà O ∈ A � íà÷àëî êîîðäèíàò è áàçèñ

F = (f1, f2, . . . , fn)

àññîöèèðîâàííîãî ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà L. Íàçîâåì ïàðó (O,F) ñè-
ñòåìîé êîîðäèíàò àôôèííîãî ïðîñòðàíñòâà A. Äëÿ êàæäîé òî÷êè P

ïðîñòðàíñòâà A îïðåäåëèì å¼ êîîðäèíàòû êàê êîîðäèíàòû âåêòîðà −→OP
îòíîñèòåëüíî áàçèñà F . Òåì ñàìûì P èìååò êîîðäèíàòû (x1, x2, . . . , xn),
åñëè

−→
OP =

n∑
i=1

xifi.

Ïóñòü O′, (f ′1, f ′2, . . . , f ′n) � äðóãîé àôôèííûé áàçèñ. Êàê ñâÿçàíû êîîð-
äèíàòû òî÷êè P â íîâîì è ñòàðîì áàçèñàõ? Îáîçíà÷èì ñòðîêó ñòàðûõ
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êîîðäèíàò êàê (x1, x2, . . . , xn), à ñòðîêà (x′1, x
′
2, . . . , x

′
n) çàäàåò íîâûå êîîð-

äèíàòû òî÷êè P . ×åðåç C îáîçíà÷èì ìàòðèöó ïåðåõîäà îò ñòàðîãî áàçèñà
ê íîâîìó. Íàéäåì (a1, a2, . . . , an) � ñòàðûå êîîðäèíàòû íîâîãî íà÷àëà êî-
îðäèíàò. Òîãäà −→OP =

−−→
OO′ +

−−→
O′P èëè −→OP −−−→OO′ = −−→O′P , îòêóäà




x1 − a1

x2 − a2

...

xn − an


 = C




x′1
x′2
...

x′n


 .

Ñëåäîâàòåëüíî, 


x1

x2

...

xn


 = C




x′1
x′2
...

x′n


+




a1

a2

...

an


 .

Ïðåäëîæåíèå 2. Íà àôôèííîì ïðîñòðàíñòâå ôèêñèðóåì ñèñòåìó êî-
îðäèíàò O; (f1, f2, . . . , fn). Ëþáîå àôôèííîå ïîäïðîñòðàíñòâî B çàäàåò-
ñÿ ñîâìåñòíîé ñèñòåìîé ëèíåéíûõ óðàâíåíèé:





a11x1 + a12x2 + . . .+ a1nxn = b1;

a21x1 + a22x2 + . . .+ a2nxn = b2;

. . . . . . . . . . . .

am1x1 + am2x2 + . . .+ amnxn = bm.

(1)

Ðàçìåðíîñòü ïîäïðîñòðàíñòâà B ðàâíà n − r, ãäå r � ðàíã ìàòðèöû
ñèñòåìû (1). Ïðè ýòîì ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî H, êîëëèíåàðíîå B
çàäàåòñÿ îäíîðîäíîé ñèñòåìîé:





a11x1 + a12x2 + . . .+ a1nxn = 0;

a21x1 + a22x2 + . . .+ a2nxn = 0;

. . . . . . . . . . . .

am1x1 + am2x2 + . . .+ amnxn = 0.

(2)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü B � ìíîæåñòâî òî÷åê, êîîðäèíàòû êîòîðûõ óäî-
âëåòâîðÿþò ñèñòåìå (1), à H � ìíîæåñòâî âåêòîðîâ, êîîðäèíàòû êîòîðûõ
óäîâëåòâîðÿþò îäíîðîäíîé ñèñòåìå (2). Â ðàçäåëå "Ëèíåéíûå ïðîñòðàí-
ñòâà" îòìå÷àëîñü, ÷òî H � ïîäïðîñòðàíñòâî ïðîñòðàíñòâà L. Òàê êàê
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ñèñòåìà (1) ñîâìåñòíà, òî íàéäåòñÿ òî÷êà P0 ∈ B. Èç ëèíåéíîñòè ñèñòåì
(1) è (2) ñëåäóåò, ÷òî îáùåå ðåøåíèå íåîäíîðîäíîé ñèñòåìû åñòü ÷àñòíîå
ðåøåíèå ýòîé ñèñòåìû ïëþñ îáùåå ðåøåíèå îäíîðîäíîé ñèñòåìû. Îòñþäà
ñëåäóåò ðàâåíñòâî B = P0 +H.

Îáðàòíî, ëþáîå àôôèííîå ïîäïðîñòðàíñòâî ìîæåò áûòü çàïèñàíî â
âèäå P0 +H, ãäå P0(x

0
1, x

0
2, . . . , x

0
n) � òî÷êà, à H � ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàí-

ñòâî â L. Ïóñòü b1, . . . ,bk � áàçèñ â H. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Bi � ñòîëáåö
êîîðäèíàò âåêòîðà bi, à X = (x1, x2, . . . , xn)

>. Òîãäà

X =
k∑
j=1

Bjtj (3)

� ïàðàìåòðè÷åñêîå çàäàíèå ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà H ñ ïàðàìåòðàìè
(t1, t2, . . . , tk). Äàëåå




x1

x2

...
xn


 =




x0
1
x0

2
...
x0
n


+

k∑
j=1

Bjtj (4)

� ïàðàìåòðè÷åñêîå óðàâíåíèå àôôèííîãî ïîäïðîñòðàíñòâà P0 +H.
Òàê êàê rang(B1, . . . , Bk) = k, òî íàéäåòñÿ íåíóëåâîé ìèíîð ìàòðèöû

(B1, . . . , Bk), èìåþùèé ðàçìåð k×k. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî îí ñîîòâåòñòâó-
åò ïåðâûì k ñòðîêàì ýòîé ìàòðèöû. Òîãäà ïàðàìåòðû t1, . . . , tk ìîæíî
âûðàçèòü ÷åðåç x1, . . . , xk èç ïåðâûõ k óðàâíåíèé ñèñòåìû (4) è ïîäñòà-
âèòü â îñòàâøèåñÿ óðàâíåíèÿ. Ïîëó÷èì ñèñòåìó èç n−k óðàâíåíèé, ðàíãà
n− k, çàäàþùóþ B.

Ñëåäñòâèå 1. Ëþáîå àôôèííîå ïîäïðîñòðàíñòâî ðàçìåðíîñòè k

åñòü ïåðåñå÷åíèå n− k ãèïåðïëîñêîñòåé.
Ñëåäñòâèå 2. Ïåðåñå÷åíèå àôôèííûõ ïîäïðîñòðàíñòâ åñòü ñíîâà

àôôèííîå ïîäïðîñòðàíñòâî.
Ñèñòåìà (1), à çíà÷èò è àôôèííîå ïîäïðîñòðàíñòâî B çàäàåòñÿ ðàñ-

øèðåííîé ìàòðèöåé (A,B), ãäå A = (aij) � ìàòðèöà ðàçìåðà m × n,
à B = (b1, b2, . . . , bm)> � ñòîëáåö ñâîáîäíûõ ÷ëåíîâ. Ïóñòü äðóãàÿ ñè-
ñòåìà ñ ðàñøèðåííîé ìàòðèöåé (A′, B′) çàäàåò àôôèííîå ïîäïðîñòðàí-
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ñòâî B′. Ïðè êàêèõ óñëîâèÿõ íà A,A′, B,B′ èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî? ßñ-
íî, ÷òî åñëè ìàòðèöó (A′, B′) ìîæíî ïîëó÷èòü èç ìàòðèöû (A,B) ýëå-
ìåíòàðíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè ñòðîê (ýòî ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî ëþáàÿ
ñòðîêà øòèõîâîé ìàòðèöû ïðèíàäëåæèò ëèíåéíîìó ïðîñòðàíñòâó, ïî-
ðîæäåííîìó ñòðîêàìè ìàòðèöû (A,B)), òî B ⊆ B′. Îêàçûâàåòñÿ âåðíî
è îáðàòíîå óòâåðæäåíèå: åñëè B � ïîäïðîñòðàíñòâî ïðîñòðàíñòâà B′,
òî ìàòðèöà (A′, B′) ïîëó÷àåòñÿ èç ìàòðèöû (A,B) ýëåìåíòàðíûìè
ïðåîáðàçîâàíèÿìè ñòðîê. Äîêàæåì ýòî. Îáîçíà÷èì r = dimB. Òîãäà
n − r = rangA = rang(A,B) (ó÷åñòü òåîðåìó Êðîíåêåðà�Êàïåëëè). Ñî-
ñòàâèì ñèñòåìó, â êîòîðóþ âõîäÿò âñå óðàâíåíèÿ êàê íåøðèõîâîé, òàê è
øòðèõîâîé ñèñòåìû. Åå ðàñøèðåííàÿ ìàòðèöà âûãëÿäèò òàê:

(
A B
A′ B′

)
.

Â âèäó âêëþ÷åíèÿ B ⊆ B′ ýòà íîâàÿ ñèñòåìà èìååò òîæå ñàìîå ìíîæåñòâî
ðåøåíèé, ÷òî è ñèñòåìà (1), òåì ñàìûì è ðàíã åå òàêîé æå:

n− r = rang(A,B) = rang

(
A B

A′ B′

)
.

Íî ðàíã ìàòðèöû � ýòî ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ñòðîê.
Ñëåäîâàòåëüíî, ñòðîêè ìàòðèöû (A′, B′) ëèíåéíî âûðàæàþòñÿ ÷åðåç ñòðî-
êè ìàòðèöû (A,B). Óòâåðæäåíèå äîêàçàíî. Ìåíÿÿ ìåñòàìè (A,B) è
(A′, B′) â ïðèâåäåííîì âûøå ðàññóæäåíèè, ïîëó÷àåì êðèòåðèé:
Ïðåäëîæåíèå 3. Ïóñòü àôôèííûå ïîäïðîñòðàíñòâà B è B′ çàäàíû
ñèñòåìàìè ëèíåéíûõ íåîäíîðîäíûõ óðàâíåíèé ñ ðàñøèðåííûìè ìàò-
ðèöàìè (A,B) è (A′, B′) ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà ïîäïðîñòðàíñòâà B è
B′ ñîâïàäàþò â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, êîãäà ìàòðèöû (A,B) è
(A′, B′) ýêâèâàëåíòíû.

Çàäà÷è
1. Íàéòè ñèñòåìó êîîðäèíàò â àôôèííîì ïîäïðîñòðàíñòâå, çàäàííîì

ñèñòåìîé ëèíåéíûõ íåîäíîðîäíûõ óðàâíåíèé

a)




x+ 2y − 3z = −3,
2x− y + 2z = −3,
4x+ 3y − 4z = −9;

b)





x+ y − 2z + u = 2,
2x− y − z + 3u = 5,
3x− 3z + 4u = 7,
4x+ y − 5z + 3u = 9.

2. Íàïèñàòü ôîðìóëû ïåðåõîäà îò ñòàíäàðòíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò
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ïëîñêîñòè ê ñèñòåìå êîîðäèíàò, â êîòîðîé îñü O′x′ � ïðÿìàÿ x+ y = 1, à
îñü O′y′ � ïðÿìàÿ 2x− y + 13 = 0.

3. Àôôèííîé îáîëî÷êîé ïîäìíîæåñòâà àôôèííîãî ïðîñòðàíñòâà íà-
çûâàåòñÿ íàèìåíüøåå àôôèííîå ïîäïðîñòðàíñòâî, ñîäåðæàùåå äàííîå
ïîäìíîæåñòâî. Íàéòè ñèñòåìó ëèíåéíûõ íåîäíîðîäíûõ óðàâíåíèé, çàäà-
þùóþ àôôèííóþ îáîëî÷êó ìíîæåñòâà:
a) P1 = (2, 3, 1);P2 = (4, 1, 2);P3 = (0, 2, 1) ∈ K3

aff ;
á) P1 = (−1, 2, 3, 1);P2 = (2, 1,−2, 0);P3 = (1, 3, 1, 1);P4 = (3,−1,−5,−1);
â) P1 = (1, 0, . . . , 0);P2 = (0, 1, 0, . . . , 0); . . . , Pn = (0, 0, . . . , 1) ∈ Kn

aff .

3. Àôôèííûå îòîáðàæåíèÿ

Îïðåäåëåíèå. Îòîáðàæåíèå ϕ : A → A′ àôôèííîãî ïðîñòðàíñòâà A
íàä L â àôôèííîå ïðîñòðàíñòâî A′ íàä L′ íàçîâåì àôôèííûì ïðåîáðà-
çîâàíèåì, åñëè îòîáðàæåíèå Dϕ : L → L′, ñîïîñòàâëÿþùåå ïðîèçâîëü-
íîìó âåêòîðó −→PQ âåêòîð

−−−−−−−→
ϕ(P ), ϕ(Q) ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì, ò.å. îáëàäàåò

ñâîéñòâàìè à) îáðàç ñóììû âåêòîðîâ ðàâåí ñóììå îáðàçîâ, Dϕ(a + b) =
= Dϕ(a) +Dϕ(b) è á) Dϕ(λa) = λDϕ(a) äëÿ ëþáûõ a,b ∈ L è λ ∈ R.

Îòîáðàæåíèå Dϕ íàçûâàåòñÿ ëèíåéíîé ÷àñòüþ ϕ, èëè äèôôåðåíöè-
àëîì. Äëÿ íåãî âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî ϕ(P + a) = ϕ(P ) + Dϕ(a) äëÿ
ëþáûõ P ∈ A è a ∈ L. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî äëÿ çàäàíèÿ àôôèííîãî
ïðåîáðàçîâàíèÿ íàäî óêàçàòü ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå Dϕ : L → L′ è
îáðàç êàêîé-ëèáî òî÷êè.

Àôôèííîå ïðåîáðàçîâàíèå ϕ áóäåò áèåêöèåé òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà Dϕ � áèåêöèÿ, à òåì ñàìûì è èçîìîðôèçì ëèíåéíîãî ïðîñòðàí-
ñòâà L íà ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî L′. Â ýòîì ñëó÷àå îáðàòíîå îòîáðàæå-
íèå ϕ−1 : A′ → A áóäåò òàêæå àôôèííûì ïðåîáðàçîâàíèåì ñ ëèíåéíîé
÷àñòüþ ðàâíîé Dϕ−1 = (Dϕ)−1. Òîãäà ϕ íàçûâàåòñÿ (àôôèííûì) èçî-
ìîðôèçìîì.

Êîìïîçèöèÿ àôôèííûõ ïðåîáðàçîâàíèé (èçîìîðôèçìîâ) ñíîâà áóäåò
àôôèííûì ïðåîáðàçîâàíèåì (èçîìîðôèçìîì). Òîæäåñòâåííîå îòîáðàæå-
íèå Id : A → A ÿâëÿåòñÿ àâòîìîðôèçìîì, ò.å. èçîìîðôèçìîì íà ñåáÿ.
Ïðèìåðû
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Ôóíêöèÿ R → R áóäåò àôôèííûì ïðåîáðàçîâàíèåì, åñëè è òîëüêî
åñëè îíà èìååò âèä y = kx + b. Èçîìîðôèçì (àâòîìîðôèçì) ïîëó÷àåòñÿ
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà k 6= 0.

Áîëåå îáùî: îòîáðàæåíèå ϕ : Kn
aff → Kn

aff áóäåò àôôèííûì, åñëè è
òîëüêî åñëè îíî èìååò âèä




y1

y2

...

yn


 = A




x1

x2

...

xn


+




a1

a2

...

an




äëÿ íåêîòîðîé n×n-ìàòðèöû A. Ýòî îòîáðàæåíèå áóäåò àâòîìîðôèçìîì
â òî÷íîñòè òîãäà, êîãäà ìàòðèöà A íåâûðîæäåíà.

Àôôèííîå ïðåîáðàçîâàíèå îáùåãî âèäà ïëîñêîñòè {(x, y)} â ïðÿìóþ
{z} ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê àôôèííî ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ äâóõ ïå-
ðåìåííûõ: z = ax + by + c. Îíî íå ìîæåò áûòü èçîìîðôèçìîì â âèäó
íåñîâïàäåíèÿ ðàçìåðíîñòåé ïðÿìîé è ïëîñêîñòè.

Òåîðåìà 4. Ëþáîå àôôèííîå n-ìåðíîå ïðîñòðàíñòâî èçîìîðôíî ïðî-
ñòðàíñòâó ñòðîê Kn

aff .

Èçîìîðôèçì óñòàíàâëèâàåòñÿ ïóòåì âûáîðà êàêîé-ëèáî ñèñòåìû êî-
îðäèíàò O; (f1, f2, . . . , fn) è ïåðåâîäà òî÷êè P (x1, x2, . . . , xn) â ñòðîêó å¼
êîîðäèíàò (x1, x2, . . . , xn) ∈ Kn

aff .
Ðàññìîòðèì íåñêîëüêî âàæíûõ òèïîâ àôôèííûõ ïðåîáðàçîâàíèé.

Ïàðàëëåëüíûé ïåðåíîñ

Ïóñòü a ∈ L � ôèêñèðîâàííûé âåêòîð. Òîãäà ïðåîáðàçîâàíèå Ta : A → A
òàêîå, ÷òî Ta(P ) = P + a äëÿ ëþáîé òî÷êè P áóäåò àôôèííûì àâòîìîð-
ôèçìîì (ò. å. èçîìîðôèçìîì A íà ñåáÿ), êîòîðûé è íàçûâàåòñÿ ïàðàë-
ëåëüíûì ïåðåíîñîì íà âåêòîð a. Ïàðàëëåëüíûé ïåðåíîñ íà íåíóëåâîé
âåêòîð íå èìååò íåïîäâèæíûõ òî÷åê.
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Â êîîðäèíàòàõ ïàðàëëåëüíûé ïåðåíîñ çàäàåòñÿ òàê:



y1

y2

...
yn


 =




x1

x2

...
xn


+




a1

a2

...
an


 .

Ãîìîòåòèÿ

Ãîìîòåòèåé ñ êîýôôèöèåíòîì k ∈ K \ {0} è öåíòðîì â òî÷êå O ∈ A
íàçûâàåòñÿ àâòîìîðôèçì h : A → A, êîòîðûé ïåðåâîäèò òî÷êó P â òî÷êó
O+k

−→
OP . Î÷åâèäíî, ÷òî O � íåïîäâèæíàÿ òî÷êà. Åñëè k 6= 1, òî O åäèí-

ñòâåííàÿ íåïîäâèæíàÿ òî÷êà ãîìîòåòèè. Ñîâîêóïíîñòü âñåõ ãîìîòåòèé ñ
ôèêñèðîâàííûì öåíòðîì ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé, èçîìîðôíîé ìóëüòèïëèêà-
òèâíîé ãðóïïå ïîëÿ K. Â áàçèñå O; (f1, f2, . . . , fn) ãîìîòåòèÿ ñ öåíòðîì â
òî÷êå O çàäàåòñÿ ñêàëÿðíîé ìàòðèöåé kE.

Ïðîåêöèÿ è ñèììåòðèÿ âäîëü ïîäïðîñòðàíñòâà

P

pr(P)

s(P)

O
a

b

B

a+b

a-b

Ðèñ. 2. Ïðîåêöèÿ è ñèììåòðèÿ

Ïóñòü ïðîñòðàíñòâî L ðàçëîæèìî â ïðÿìóþ
ñóììó ïîäïðîñòðàíñòâ H è W : L = H ⊕W ,
è B = O+H � àôôèííîå ïîäïðîñòðàíñòâî â
A. Îïðåäåëèì ïðåîáðàçîâàíèå pr : A → B,
êîòîðîå íàçîâåì ïðîåêöèåé âäîëü ïîäïðî-
ñòðàíñòâà W . Ïóñòü P ∈ A � ïðîèçâîëü-
íàÿ òî÷êà. Òîãäà

−→
OP = a + b

äëÿ åäèíñòâåííûõ ýëåìåíòîâ a ∈ H è b ∈
W . Òî÷êà Q � ïðîåêöèÿ òî÷êè P , íàõîäèòñÿ
òîãäà èñõîäÿ èç ðàâåíñòâà −→OQ = a (ðèñ. 2)

Îïðåäåëèì ñèììåòðèþ s : A → A îòíîñèòåëüíî ïîäïðîñòðàíñòâà
B âäîëü ëèíåéíîãî ïîäïðîñòðàíñòâà W òàê, ÷òî s(P ) � òî÷êà, óäîâëå-
òâîðÿþùàÿ ðàâåíñòâó

−−−−→
O s(P ) = a − b (ðèñ. 2). Ñèììåòðèÿ áóäåò àâòî-

ìîðôèçìîì àôôèííîãî ïðîñòðàíñòâà, îñòàâëÿþùèì ïîäïðîñòðàíñòâî B
íåïîäâèæíûì.
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Çàìåòèì, ÷òî ïðîåêöèÿ è ñèììåòðèÿ íå çàâèñÿò îò âûáîðà òî÷êè O.
Îòìåòèì òàêæå ðàâåíñòâà pr2 = pr è s2 = Id (èäåìïîòåíòíîñòü è èí-
âîëþòèâíîñòü ñîîòâåòñòâåííî), êîòîðûì óäîâëåòâîðÿåò ëþáàÿ ïðîåêöèÿ
è ñèììåòðèÿ. Âûáåðåì ñèñòåìó êîîðäèíàò òàê, ÷òî H = 〈f1, . . . , fk〉,
W = 〈fk+1, . . . , fn〉. Òîãäà ïðîåêöèÿ è ñèììåòðèÿ çàäàþòñÿ â êîîðäèíàòàõ
òàê:




y1

....

yk
yk+1

...

yn




=




x1

...

xk
0
...

0




;




y1

....

yk
yk+1

...

yn




=




x1

...

xk
−xk+1

...

−xn



.

Â çàêëþ÷åíèè ýòîãî ïàðàãðàôà ñôîðìóëèðóåì îñíîâíóþ òåîðåìó
àôôèííîé ãåîìåòðèè ïðèìåíèòåëüíî ê ïîëþ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë.
Òåîðåìà 5. (ñì. [1], � 2.6.3) Ïóñòü ϕ : Rn → Rn � íåïðåðûâíàÿ áèåêöèÿ
àôôèííîãî ïðîñòðàíñòâà ñòðîê äëèíû n ≥ 2, ïåðåâîäÿùàÿ ïðÿìóþ â
ïðÿìóþ. Òîãäà ϕ � àôôèííîå îòîáðàæåíèå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îãðàíè÷èìñÿ ñëó÷àåì n = 2, ðàçáèâ äîêàçàòåëüñòâî
íà ÷åòûðå ïóíêòà.

1. Ïóñòü A = ϕ(0, 0), B = ϕ(1, 0), C = ϕ(0, 1). Ïîñòðîèì àôôèííûé
àâòîìîðôèçì ψ ïåðåâîäÿùèé òî÷êè A,B,C â (0, 0), (1, 0), (0, 1) ñîîòâåò-
ñòâåííî. Òîãäà ψ ◦ ϕ îñòàâëÿåò íåïîäâèæíûìè òî÷êè (0, 0), (1, 0), (0, 1).
Ïðè ýòîì, êîìïîçèöèÿ ψ ◦ϕ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ òåîðåìû, êîëü ñêîðî
óäîâëåòâîðÿåò ýòîìó óñëîâèþ ϕ è ψ ïî îòäåëüíîñòè. Òîãäà äîñòàòî÷íî
äîêàçàòü, ÷òî ξ := ψ ◦ ϕ � àôôèííûé àâòîìîðôèçì, èáî îòîáðàæåíèå
ϕ = ψ−1 ◦ ξ áóäåò òàêèì æå.

2. Îòîáðàæåíèå ϕ, óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ òåîðåìû, ïåðåâîäèò ïà-
ðàëëåëüíûå ïðÿìûå â ïàðàëëåëüíûå ïðÿìûå è òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ äâóõ
ïðÿìûõ â òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ îáðàçîâ ýòèõ ïðÿìûõ. Â ÷àñòíîñòè, åñëè äâå
ïåðåñåêàþùèåñÿ ïðÿìûå ïåðåõîäÿò ñàìè â ñåáÿ ïîä äåéñòâèåì ϕ, òî èõ
òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ íåïîäâèæíà.

3. Â ñèëó ïåðâîãî ïóíêòà äîñòàòî÷íî ñ÷èòàòü, ÷òî ϕ îñòàâëÿåò íà ìå-
ñòå òî÷êè (0, 0), (1, 0), (0, 1). Íàäî äîêàçàòü, ÷òî òîãäà ϕ � òîæäåñòâåí-
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íîå îòîáðàæåíèå. Âî-ïåðâûõ äîêàæåì, ÷òî âñå òî÷êè âèäà
(
m
2p ,

n
2q
)
, ãäå

m,n ∈ Z, à p, q ≥ 0 � íåïîäâèæíû. Ýòî äîêàçûâàåòñÿ ñ ïîìîùüþ ñâîéñòâ,
îòìå÷åííûõ âî âòîðîì ïóíêòå. Íàïðèìåð, äîêàæåì, ÷òî ϕ(1, 1) = (1, 1).
Èìååì: ïðÿìûå {(t, 1)}, {(1, t)} ïàðàëëåëüíû ïðÿìûì {(t, 0)}, {(0, t)},
êîòîðûå ïåðåõîäÿò ñàìè â ñåáÿ. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî è ïðÿìûå {(t, 0)},
{(0, t)} ïåðåõîäÿò ñàìè â ñåáÿ êîëü ñêîðî êàæäàÿ èç íèõ èìååò íåïîäâèæ-
íóþ òî÷êó. Òîãäà ϕ(1, 1) ∈ {(t, 0)}∩{(0, t)} = {(1, 1)}, ò.å. ϕ(1, 1) = (1, 1),
÷òî è òðåáîâàëîñü. Äàëüíåéøèé ïðîöåññ ïîñòðîåíèÿ íåïîäâèæíûõ òî÷åê
ñîñòîèò èç äâóõ ýòàïîâ: 1) ÷åðåç âñå ïîëó÷åííûå íåïîäâèæíûå òî÷êè
ïðîâîäèì ïðÿìûå ïàðàëëåëüíûå êî âñåì óæå ïîñòðîåííûì ïðÿìûì, 2)
âñåâîçìîæíûå ïåðåñå÷åíèÿ ïîñòðîåííûõ ïðÿìûõ åñòü íîâîå, óâåëè÷åííîå
ìíîæåñòâî íåïîäâèæíûõ òî÷åê.

4. Äîêàçàíî, ÷òî ϕ
(
m
2p ,

n
2q
)

=
(
m
2p ,

n
2q
)
. Íî ëþáàÿ òî÷êà (x, y) ∈ R2 åñòü

ïðåäåë òàêèõ äðîáíî-äâîè÷íûõ òî÷åê. Îñòàåòñÿ âîñïîëüçîâàòüñÿ íåïðå-
ðûâíîñòüþ îòîáðàæåíèÿ ϕ.

Çàìå÷àíèå. Òåîðåìà 5 îñòàåòñÿ ñïðàâåäëèâîé, åñëè îïóñòèòü òðåáî-
âàíèå íåïðåðûâíîñòè îòîáðàæåíèÿ ϕ. Ýòî ñëåäóåò èç òîãî ôàêòà, ÷òî
ïîëå äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë íå äîïóñêàåò íèêàêèõ àâòîìîðôèçìîâ, êðî-
ìå òîæäåñòâåííîãî.

Çàäà÷è

1. Äîêàçàòü, ÷òî àôôèííîå îòîáðàæåíèå ïåðåâîäèò àôôèííîå ïîäïðî-
ñòðàíñòâî â àôôèííîå ïîäïðîñòðàíñòâî.

2. Îïèñàòü â êîîðäèíàòàõ x, y, z ñèììåòðèþ è ïðîåêöèþ íà ïëîñêîñòü
x + y + z = 3 âäîëü ïðÿìîé à) x = y = z; á) Ox. Ñïðîåêòèðîâàòü
åäèíè÷íûé êóá [0, 1]3 íà ýòó ïëîñêîñòü âäîëü ïðÿìîé x = y = z.

3. Íàéòè àôôèííîå ïðåîáðàçîâàíèå f : Kn
aff → Km

aff , ïåðåâîäÿùåå
îäíî ìíîæåñòâî â äðóãîå:

à) n = m = 1; f(2) = −4, f(3) = 0;
á) n = 2,m = 1; f(1, 1) = 0, f(3,−1) = 4, f(−2, 0) = 2;
â) n = m = 2; f(A) = A′ f(B) = B′, f(C) = C ′,

ãäå A(0, 0);B(1, 0);B(0, 1);A′(1, 3), B′(3, 2), C ′(3, 5).
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4. Îïèñàòü ãðóïïó àôôèííûõ àâòîìîðôèçìîâ ïëîñêîñòè, îñòàâëÿþ-
ùèõ òðåóãîëüíèê ñ âåðøèíàìè A(0, 0);B(1, 0);B(0, 1) íà ìåñòå.

5. Îïèñàòü ãðóïïó àôôèííûõ àâòîìîðôèçìîâ ïðîñòðàíñòâà, îñòàâëÿ-
þùèõ êóá ñ âåðøèíàìè (α, β, γ) (α, β, γ ∈ {0, 1}) íà ìåñòå.

6. Ðàññìîòðèì ïîëå Q(π), ïîðîæäåííîå âñåìè ðàöèîíàëüíûìè ÷èñëà-
ìè è ÷èñëîì π. Ýòî ïîäïîëå ïîëÿ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë. Èçâåñòíî, ÷òî
÷èñëî π òðàíñöåíäåíòíîå, ïîýòîìó Q(π) èçîìîðôíî ïîëþ ðàöèîíàëüíûõ
ôóíêöèé ñ îäíîé ïåðåìåííîé ñ ðàöèîíàëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè. Ïóñòü
ν : Q(π)→ Q(π) � íå òîæäåñòâåííûé àâòîìîðôèçì, íàïðèìåð ïåðåâîäÿ-
ùèé π â π + 1. Òîãäà îòîáðàæåíèå ϕ(x, y) = (ν(x), ν(y)) áóäåò áèåêöèåé
àôôèííîé ïëîñêîñòè íàä ïîëåì Q(π), ïåðåâîäÿùåé ëþáóþ ïðÿìóþ â
ïðÿìóþ, íî íå áóäåò àôôèííûì îòîáðàæåíèåì.

7. Äîêàçàòü, ÷òî àôôèííûì ïðåîáðàçîâàíèåì ëþáóþ îêðóæíîñòü ìîæ-
íî ïåðåâåñòè â åäèíè÷íóþ îêðóæíîñòü x2 + y2 = 1.

8. Äîêàçàòü, ÷òî íåïóñòûå êðèâûå âòîðîãî ïîðÿäêà íà ïëîñêîñòè R2
aff

ñ òî÷íîñòüþ äî àôôèííîãî àâòîìîðôèçìà èñ÷åðïûâàþòñÿ ñëåäóþùèìè:
1) åäèíè÷íàÿ îêðóæíîñòü x2+y2 = 1; 2) "åäèíè÷íàÿ" ãèïåðáîëà x2−y2 =
1; 3) ïàðàáîëà y = x2; 4) òî÷êà x2 + y2 = 0; 5) ïàðà ñêðåùèâàþùèõñÿ
ïðÿìûõ x2 − y2 = 0; 6) ïàðà ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìûõ x2 = 1; 7) äâîéíàÿ
ïðÿìàÿ x2 = 0.

9. Äîêàçàòü, ÷òî ïàðàëëåëüíûé ïåðåíîñ è ãîìîòåòèÿ îáëàäàþò ñâîé-
ñòâîì: îáðàç ïîäïðîñòðàíñòâà êîëëèíåàðåí ïðàîáðàçó. Äîêàçàòü, ÷òî òîëü-
êî ýòè àôôèííûå ïðåîáðàçîâàíèÿ èç âñåõ àôôèííûõ àâòîìîðôèçìîâ îá-
ëàäàþò òàêèì ñâîéñòâîì.

10. Ïóñòü p : A → A � àâòîìîðôèçì òàêîé, ÷òî p2 = p. Äîêàçàòü, ÷òî
p � ïðîåêöèÿ.

11. Ïóñòü s : A → A � àâòîìîðôèçì òàêîé, ÷òî s2 = Id. Äîêàçàòü,
÷òî s � ñèììåòðèÿ.

4. Ðàñïîëîæåíèå àôôèííûõ ïîäïðîñòðàíñòâ
â ïðîñòðàíñòâå

Îïðåäåëåíèÿ. Ïóñòü B1 è B2 � äâà àôôèííûõ ïîäïðîñòðàíñòâà, êîëëè-
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íåàðíûå ëèíåéíûì ïîäïðîñòðàíñòâàì H1 è H2 ñîîòâåòñòâåííî. Îíè íà-
çûâàþòñÿ ïàðàëëåëüíûìè, åñëè íå èìåþò îáùèõ òî÷åê, è ëèáî H1 ⊆ H2,
ëèáî H2 ⊆ H1. Åñëè æå B1 ∩ B2 = ∅ è H1, H2 íå ñðàâíèìû â ñìûñëå
âêëþ÷åíèÿ, òî ïîäïðîñòðàíñòâà B1, B2 íàçûâàþòñÿ ñêðåùèâàþùèìèñÿ.

Äâà àôôèííûõ ïîäïðîñòðàíñòâà íàçûâàþòñÿ êîëëèíåàðíûìè, åñëè
ëèáî îäíî èç íèõ ñîäåðæèòñÿ â äðóãîì, ëèáî îíè ïàðàëëåëüíû. Ïî äðóãî-
ìó ýòî ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü òàê: ñåìåéñòâî àôôèííûõ ïîäïðîñòðàíñòâ
Bi = Pi + Hi (i ∈ I) êîëëèíåàðíû, åñëè ëèíåéíûå ïîäïðîñòðàíñòâà Hi

ëèíåéíî óïîðÿäî÷åíû ïî âêëþ÷åíèþ. Êîëëèíåàðíîñòü åñòü îòíîøåíèå
ýêâèâàëåíòíîñòè â îòëè÷èå îò îòíîøåíèÿ ïàðàëëåëüíîñòè.

Íà ïðèìåðå ÷åòûðåõìåðíîãî êóáà â R4 (ðèñ. 3) ïîÿñíèì ýòè îïðåäåëå-
íèÿ.

(0,0,0,0)

(0,0,1,0)

(1,0,0,0)

(0,1,0,0)

(1,1,0,0)

(1,0,1,0) (1,0,0,1)

(0,0,1,1)

(0,1,1,0)

(1,1,0,1)

(1,1,1,0)

(1,1,1,1)

(0,1,1,1)

(0,1,0,1)
(0,0,0,1)

(1,0,1,1)

Ðèñ. 3. ×åòûðåõìåðíûé êóá

Ïðÿìûå {(t, 0, 0, 0)} è {(t, 0, 0, 1)} ïàðàë-
ëåëüíû, à ïðÿìûå {(t, 0, 0, 0)} è {(1, 0, t, 0)}
ñêðåùèâàþòñÿ. Ïëîñêîñòè {(u, v, 0, 0)} è
{(u, v, 1, 0)} ïàðàëëåëüíû, à çàêðàøåííûå
ïëîñêîñòè {(u, v, 0, 0)} è {(0, u, v, 1)} ñêðå-
ùèâàþòñÿ (â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå
ïëîñêîñòè ñêðåùèâàòüñÿ íå ìîãóò). Ïëîñ-
êîñòü {(u, v, 0, 0)} è òðåõìåðíîå ïðîñòðàí-
ñòâî {(u, v, w, 1)} ïàðàëëåëüíû.

4.1. Ïðÿìàÿ

Â ýòîì ïàðàãðàôå ðàññìàòðèâàþòñÿ àôôèííûå ñâîéñòâà ïðÿìîé. Ïðÿìàÿ
� ýòî àôôèííîå ïîäïðîñòðàíñòâî ðàçìåðíîñòè 1, è òåì ñàìûì îíà èìååò
âèä ` = R + vK, ãäå íåíóëåâîé âåêòîð v êîëëèíåàðåí ïðÿìîé `.

Ïóñòü A � àôôèííîå ïðîñòðàíñòâî ñ áàçèñîì O, f1, . . . , fn. Âûáåðåì
òî÷êó P ñ êîîðäèíàòàìè (x0

1, x
0
2, . . . , x

0
n) è íåíóëåâîé âåêòîð v =

∑n
i=1 vifi.

Òîãäà òî÷êà Q ñ êîîðäèíàòàìè (x1, x2, . . . , xn) ïðèíàäëåæèò ïðÿìîé ` =
= P + vK â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, êîãäà

xi = x0
i + vit (1 ≤ i ≤ n), t ∈ K. (5)

Ìû ïîëó÷èëè ïàðàìåòðè÷åñêîå óðàâíåíèå ïðÿìîé â ïðîñòðàíñòâå.
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Èñêëþ÷àÿ ïàðàìåòð t, ïðèõîäèì ê êàíîíè÷åñêîìó óðàâíåíèþ ïðÿìîé `:

x1 − x0
1

v1
=
x2 − x0

2

v2
= . . . =

xn − x0
n

vn
. (6)

Åñëè çàäàíû äâå íåñîâïàäàþùèå òî÷êè P (a1, a2, . . . , an) è
Q(b1, b2, . . . , bn) íà ïðÿìîé `, òî â êà÷åñòâå âåêòîðà v ìîæíî âçÿòü −→PQ.
Òîãäà êàíîíè÷åñêîå óðàâíåíèå ïðÿìîé ` áóäåò èìåòü âèä

x1 − a1

b1 − a1
=
x2 − a2

b2 − a2
= . . . =

xn − an
bn − an . (7)

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå ïðåäëîæåíèå.

Ïðåäëîæåíèå 6. ×åðåç äâå ðàçëè÷íûå òî÷êè àôôèííîãî ïðîñòðàíñòâà
ïðîõîäèò åäèíñòâåííàÿ ïðÿìàÿ.

Äîãîâîðèìñÿ äëÿ ñèñòåìû ýëåìåíòîâ (a1, a2, . . . , ak) ëèíåéíîãî ïðî-
ñòðàíñòâà L ïèñàòü rang {a1, . . . , ak} = m, åñëè ðàçìåðíîñòü ïîäïðî-
ñòðàíñòâà a1K + . . . + akK ðàâíà m. Ýòî ÷èñëî ñîâïàäåò ñ ðàíãîì ìàò-
ðèöû, ñòðîêè êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ êîîðäèíàòàìè a1, . . . , ak â íåêîòîðîì
áàçèñå.

Òåîðåìà 7 (ðàñïîëîæåíèå äâóõ ïðÿìûõ). Ïóñòü äàíû äâå ïðÿìûå
` = P + vK è `′ = P ′ + v′K.

• Ïðÿìûå ` è `′ ñîâïàäàþò òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
rang

{
v,v′,

−−→
PP ′

}
= 1.

• Ïðÿìûå ` è `′ ïàðàëëåëüíû â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, êîãäà
rang {v,v′} = 1 < rang

{
v,v′,

−−→
PP ′

}
.

• Ïðÿìûå ` è `′ ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà rang {v,v′} = rang

{
v,v′,

−−→
PP ′

}
= 2.

• Ïðÿìûå ` è `′ ñêðåùèâàþòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
rang

{
v,v′,

−−→
PP ′

}
= 3.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Â ïåðâîì óòâåðæäåíèè ÷àñòü "è òîëüêî òîãäà" ÿñíà.
Íàîáîðîò, åñëè rang

{
v,v′,

−−→
PP ′

}
= 1, òî

−−→
PP ′ = tv′ è v = sv′ äëÿ íåêî-

òîðûõ s, t ∈ K. Åñëè Q ∈ ` � ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà, òî −→PQ = xv äëÿ
ïîäõîäÿùåãî x ∈ K, è

−−→
P ′Q =

−−→
P ′P +

−→
PQ = −tv′ + xsv′ = (xs − t)v′.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî Q ∈ `′. Äîêàçàíî, ÷òî ïðÿìàÿ ` � ïîäìíîæåñòâî
ïðÿìîé `′. Èç ýòîãî âûòåêàåò ñîâïàäåíèå ïðÿìûõ ` è `′.

Ïóñòü (x0
1, x

0
2, . . . , x

0
n) è (x′01 , x

′0
2 , . . . , x

′0
n ) � êîîðäèíàòû òî÷åê P è P ′,

à (v1, v2, . . . , vn) è (v′1, v
′
2, . . . , v

′
n) � êîîðäèíàòû âåêòîðîâ v è v′ ñîîòâåò-

ñòâåííî. Ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà ïðÿìîé ` èìååò êîîðäèíàòû xi+ vit, à ïðÿ-
ìîé `′ � x′i+v′is (t è s � ïàðàìåòðû4 (1 ≤ i ≤ n)) Ïåðåñå÷åíèå `∩`′ íàõîäèò-
ñÿ êàê ðåøåíèå ñèñòåìû xi+vit = x′i+v

′
is èëè vit−v′is = x′i−xi. Ïðèìåíÿÿ

ê ýòîé ñèñòåìå òåîðåìó Êðîíåêåðà�Êàïåëëè è ñ÷èòàÿ ðàíãè ìàòðèö ïî
ñòîëáöàì, à íå ïî ñòðîêàì, êàê ðàíåå, ïîëó÷èì, ÷òî ïðÿìûå ` è `′ íå ïå-
ðåñåêàþòñÿ ðîâíî â òîì ñëó÷àå, êîãäà rang {v,v′} < rang

{
v,v′,

−−→
PP ′

}
.

Äîêàæåì òåïåðü âòîðîå óòâåðæäåíèå. Åñëè âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

rang {v,v′} = 1 < rang
{

v,v′,
−−→
PP ′

}
,

òî ïðÿìûå íå èìåþò îáùèõ òî÷åê, è, êðîìå òîãî, v ‖ v′, îòêóäà ñëåäó-
åò ñîâïàäåíèå àññîöèèðîâàííûõ ëèíåéíûõ ïðîñòðàíñòâ. Ïàðàëëåëüíîñòü
ïðÿìûõ äîêàçàíà. Íàîáîðîò, åñëè ïðÿìûå ïàðàëëåëüíû, òî vK = v′K,
îòêóäà ñëåäóåò ðàâåíñòâî rang {v,v′} = 1. Ïðèìåíÿÿ îòìå÷åííîå âûøå
óòâåðæäåíèå â îáðàòíîì íàïðàâëåíèè, ïîëó÷àåì èñêîìîå íåðàâåíñòâî.

Äîêàæåì ÷åòâåðòîå óòâåðæäåíèå. Åñëè rang
{

v,v′,
−−→
PP ′

}
ðàâåí òðåì,

òî rang {v,v′} = 2. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðÿìûå ` è `′ íå ïåðåñåêàþòñÿ è ïðî-
ñòðàíñòâà vK, v′K ñ íèìè àññîöèèðîâàííûå íå óïîðÿäî÷åíû ëèíåéíî.
Ïî îïðåäåëåíèþ ýòî çíà÷èò, ÷òî ïðÿìûå ` è `′ ñêðåùèâàþòñÿ.

Òðåòüå óòâåðæäåíèå âûòåêàåò èç ïðåäûäóùèõ, åñëè ó÷åñòü, ÷òî âî
âñåõ ñëó÷àÿõ èìåþò ìåñòî íåðàâåíñòâà

1 ≤ rang {v,v′} ≤ rang
{

v,v′,
−−→
PP ′

}
≤ 3.

Íà ñîîòíîøåíèå (6) ìîæíî ïîñìîòðåòü êàê íà ñîâìåñòíóþ ñèñòåìó ëè-
íåéíûõ óðàâíåíèé ñ ìàòðèöåé, èìåþùåé ðàíã n− 1. Â ñâÿçè ñ ýòèì, îá-
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ùèì óðàâíåíèåì ïðÿìîé â àôôèííîì ïðîñòðàíñòâå A ñ ôèêñèðîâàííûì
áàçèñîì O,F íàçîâåì ñîâìåñòíóþ ñèñòåìó âèäà (1) ñ ìàòðèöåé A = (aij)
ðàíãà n− 1. Â ÷àñòíîñòè, íà àôôèííîé ïëîñêîñòè ñ êîîðäèíàòàìè x, y �
îáùåå óðàâíåíèå ïðÿìîé èìååò âèä

Ax+By + C = 0 (ëèáî A 6= 0, ëèáî B 6= 0). (8)

Â àôôèííîì ïðîñòðàíñòâå ñ êîîðäèíàòàìè x, y, z îáùåå óðàâíåíèå
ïðÿìîé èìååò âèä

{
A1x+B1y + C1z +D1 = 0,

A2x+B2y + C2z +D2 = 0,
ãäå rang

(
A1 B1 C1

A2 B2 C2

)
= 2. (9)

Ýòà ñèñòåìà çàâåäîìî ñîâìåñòíà.

Çàäà÷è

1. Íàïèñàòü êàíîíè÷åñêîå è ïàðàìåòðè÷åñêîå óðàâíåíèÿ ïðÿìîé, ïðî-
õîäÿùåé ÷åðåç òî÷êè (1, 1, 1, 1, 1) è (1, 2, 1, 2, 1) ïðîñòðàíñòâà K5

aff .
2. Ïóñòü q � ÷èñëî ýëåìåíòîâ ïîëÿ K (íàïðèìåð, K = Z/qZ è q �

ïðîñòîå ÷èñëî ). Ñêîëüêî ðàçëè÷íûõ ïðÿìûõ èìååò ïðîñòðàíñòâî Kn
aff?

3. Íàðèñîâàòü ïëîñêîñòü íàä ïîëåì èç òðåõ ýëåìåíòîâ (K = Z/3Z) êàê
3×3-òàáëèöó èç äåâÿòè òî÷åê. Îòìåòèòü íà íåé âñå ïðÿìûå. Ðàññìîòðåòü
òå èç íèõ, êîòîðûå íå ïàðàëëåëüíû êîîðäèíàòíûì îñÿì; óâèäåòü ñâÿçü
ñ ìåòîäîì ðàñêðûòèÿ îïðåäåëèòåëÿ 3× 3. Ðåøèòü òàêóþ æå çàäà÷ó äëÿ
ïîëÿ Z/5Z (áîëåå îáùî, äëÿ ïîëÿ K = Z/qZ).

4. Èññëåäîâàòü âçàèìíîå ðàñïîëîæåíèå ïðÿìûõ

` :
x− 1

a
=
y − a

2
=
z

1
; `′ :

x+ a

2
=
y + 1

a
=
z

1

â çàâèñèìîñòè îò ïàðàìåòðà a. Îòâåò: ïðè a 6= −1, 2 ñêðåùèâàþòñÿ, ïðè
a = −1 ïåðåñåêàþòñÿ, ïðè a = 2 ïàðàëëåëüíû

5. Íàéòè óðàâíåíèå ïðÿìîé, ñèììåòðè÷íîé ïðÿìîé x = 2y = 3z = 4u
îòíîñèòåëüíî ãèïåðïëîñêîñòè x+ y + z + u = 0 âäîëü îñè Ox.
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4.2. Ãèïåðïëîñêîñòè

Îáùåå óðàâíåíèå ãèïåðïëîñêîñòè â àôôèííîì ïðîñòðàíñòâå ñ êîîðäèíà-
òàìè O, x1, . . . , xn èìååò âèä

A1x1 + A2x2 + . . .+ Anxn +B = 0, (10)
ãäå A1, A2, . . . , An ∈ K îäíîâðåìåííî íå ðàâíû 0. Â ÷àñòíîñòè, óðàâíåíèå
ïëîñêîñòè â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå ñ êîîðäèíàòàìè x, y, z èìååò âèä:

Ax+By + Cz +D = 0, ãäå (A,B,C) 6= (0, 0, 0). (11)

Òåîðåìà 8. Ïóñòü çàäàíû äâå ãèïåðïëîñêîñòè

τ : A1x1 + A2x2 + . . .+ Anxn +B = 0,
τ ′ : A′1x1 + A′2x2 + . . .+ A′nxn +B′ = 0.

(12)

Òîãäà

• ãèïåðïëîñêîñòè τ è τ ′ ñîâïàäàþò òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

rang

(
A1 . . . An B

A′1 . . . A′n B′

)
= 1;

• ãèïåðïëîñêîñòè τ è τ ′ ïàðàëëåëüíû â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå,
åñëè

rang

(
A1 . . . An

A′1 . . . A′n

)
< rang

(
A1 . . . An B

A′1 . . . A′n B′

)
; (13)

• ïðÿìàÿ (6) ëåæèò â ïëîñêîñòè τ , åñëè è òîëüêî, åñëè
{
A1x

0
1 + . . .+ Anx

0
n +B = 0;

A1v1 + . . .+ Anvn = 0;
(14)

• ïðÿìàÿ (6) ïàðàëëåëüíà ãèïåðïëîñêîñòè τ â òîì è òîëüêî òîì
ñëó÷àå, åñëè {

A1x
0
1 + . . .+ Anx

0
n +B 6= 0;

A1v1 + . . .+ Anvn = 0;
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• íèêàêîå àôôèííîå ïîäïðîñòðàíñòâî íå ìîæåò ñêðåùèâàòüñÿ ñ ãè-
ïåðïëîñêîñòüþ

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 3 ðàâåíñòâî τ = τ ′ ðàâíîñèëüíî
ýêâèâàëåíòíîñòè ñòðîê (A′1, . . . , A

′
n, B

′) è (A1, . . . , An, B), ò.å. èõ ïðîïîð-
öèîíàëüíîñòè. Îòñþäà ñëåäóåò ïåðâîå óòâåðæäåíèå.

Äîêàæåì âòîðîå óòâåðæäåíèå. Ïóñòü τ ‖ τ ′. Òîãäà ñèñòåìà (12) íåñîâ-
ìåñòíà è â ýòîì ñëó÷àå ðàíã ìàòðèöû ýòîé ñèñòåìû ìåíüøå ðàíãà ðàñ-
øèðåííîé ìàòðèöû, ÷òî è ò.ä. Íàîáîðîò, åñëè âûïîëíåíî (13), òî ñèñòåìà
(12) íåñîâìåñòíà, ïîýòîìó τ ∩ τ ′ = ∅. Îáîçíà÷èì ÷åðåç H è H ′ ëèíåéíûå
ïîäïðîñòðàíñòâà, êîëëèíåàðíûå ãèïåðïëîñêîñòÿì τ è τ ′ ñîîòâåòñòâåííî.
Îíè çàäàþòñÿ óðàâíåíèÿìè

H : A1x1 + A2x2 + . . .+ Anxn = 0, H ′ : A′1x1 + A′2x2 + . . .+ A′nxn = 0.

Íî â ñèëó íåðàâåíñòâà (13), ðàíã ìàòðèöû
(
A1 . . . An

A′1 . . . A′n

)
ðàâåí 1, ïîýòî-

ìó H = H ′. Äîêàçàíî, ÷òî τ‖τ ′.
Ïðÿìàÿ (6) ëåæèò â ïëîñêîñòè τ â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, êîãäà

òî÷êè (x0
1, x

0
2, . . . , x

0
n) è (x0

1 + v1, . . . , x
0
n + vn) ïðèíàäëåæàò åé, ò.å.

n∑
i=1

Aix
0
i +B =

n∑
i=1

Ai(x
0
i + vi) +B = 0.

Ýòà ñèñòåìà ýêâèâàëåíòíà, â ñâîþ î÷åðåäü, ñèñòåìå (14).
Ïðÿìàÿ (6) ïàðàëëåëüíà ïëîñêîñòè τ , òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

òî÷êà (x0
1, x

0
2, . . . , x

0
n) íå ïðèíàäëåæèò τ , ò.å.

∑
Aix

0
i + B 6= 0, à âåêòîð

(v1, . . . , vn) ïðèíàäëåæèò ïîäïðîñòðàíñòâó H :
∑
Aixi = 0.

Äîêàæåì ïîñëåäíåå óòâåðæäåíèå. Ïóñòü B � àôôèííîå ïîäïðîñòðàí-
ñòâî êîëëèíåàðíîå ëèíåéíîìó ïîäïðîñòðàíñòâó H. Îáîçíà÷èì ÷åðåç T
ëèíåéíîå n− 1-ìåðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî ïðîñòðàíñòâà H, çàäàííîå óðàâ-
íåíèåì

∑n
i=1Aixi = 0 è êîëëèíåàðíîå ãèïåðïëîñêîñòè τ . Åñëè H ⊆ T , òî

B è τ íå ìîãóò ñêðåùèâàòüñÿ. Ïóñòü H íå ëåæèò â T . Òîãäà H + T = L.
Âîçüìåì P ∈ τ è Q ∈ B. Ðàçëîæèì −→PQ = a + b, ãäå a ∈ H è b ∈ T .
Òîãäà Q = P +(a+b), îòêóäà P +b = Q+(−a). Ýòà òî÷êà ïðèíàäëåæèò
êàê τ òàê è B. Ñëåäîâàòåëüíî, τ è B ñêðåùèâàòüñÿ íå ìîãóò.
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Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå â ñëó÷àå, êîãäà àôôèííîå ïðîñòðàíñòâî �
ïëîñêîñòü íàçûâàåòñÿ ïÿòûì ïîñòóëàòîì Åâêëèäà.

Ñëåäñòâèå. ×åðåç ëþáóþ òî÷êó àôôèííîãî ïðîñòðàíñòâà, íå ëåæà-
ùóþ íà ãèïåðïëîñêîñòè τ , ìîæíî ïðîâåñòè ãèïåðïëîñêîñòü è ïðè÷åì
òîëüêî îäíó, ïàðàëëåëüíóþ äàííîé.

Åñëè τ : A1x1 + . . . + Anxn + B = 0 è Q(x∗1, . . . , x
∗
n) /∈ τ , òî èñêîìàÿ

ãèïåðïëîñêîñòü èìååò óðàâíåíèå A1(x1 − x∗1) + . . .+ An(xn − x∗n) = 0.

Çàäà÷è

1. Ïóñòü B1,B2 � äâà àôôèííûõ ïîäïðîñòðàíñòâà òàêèõ, ÷òî íàèìåíü-
øåå ïîäïðîñòðàíñòâî, ñîäåðæàùåå èõ îáîèõ, ñîâïàäàåò ñ A. Òîãäà ïîä-
ïðîñòðàíñòâà B1 è B2 íå ìîãóò ñêðåùèâàòüñÿ.

2. Ñîñòàâèòü óðàâíåíèå òðåõìåðíîé ïëîñêîñòè â ïÿòèìåðíîì ïðîñòðàí-
ñòâå, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó M(0, 1,−1, 3, 4) è ïàðàëëåëüíîé òðåõìåð-
íîé ïëîñêîñòè x1 + 2x2 + 3x3 = x4, x1 + x2 + x3 + x4 = 2x5.

3. Èññëåäîâàòü âçàèìíîå ðàñïîëîæåíèå äâóõ äâóìåðíûõ ïëîñêîñòåé â
ïÿòèìåðíîì ïðîñòðàíñòâå τ : x1 = x2 = 1, x3 + x4 = x5; è ρ : x1 =
= 2 + u, x2 = 3, x3 = 3 + 2v, x4 = 4, x5 = 5 + u+ v.

4.3. Ïëîñêîñòè â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå

Ïóñòü A � òðåõìåðíîå àôôèííîå ïðîñòðàíñòâî ñ êîîðäèíàòàìè x, y, z.
Ðàññìîòðèì ðàçëè÷íûå ñïîñîáû çàäàíèÿ ïëîñêîñòè â ïðîñòðàíñòâå A.

à) Ïóñòü a(p, q, r), b(p′, q′, r′) äâà íåêîëëèíåàðíûõ âåêòîðà, è P (x0, y0, z0)
ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó A. Òîãäà îáùåå óðàâíåíèå ïëîñêîñòè, ïðîõî-
äÿùåé ÷åðåç òî÷êó P è êîëëèíåàðíîé âåêòîðàì a è b, èìååò âèä

∣∣∣∣∣∣

x− x0 y − y0 z − z0

p q r

p′ q′ r′

∣∣∣∣∣∣
= 0. (15)

á) Ïóñòü A(x1, y1, z1), B(x2, y2, z2), C(x3, y3, z3) � òðè òî÷êè ïðîñòðàí-
ñòâà, íå ëåæàùèå íà îäíîé ïðÿìîé. Òîãäà îáùåå óðàâíåíèå ïëîñêîñòè,
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ïðîõîäÿùåé ÷åðåç ýòè òî÷êè, èìååò âèä
∣∣∣∣∣∣

x− x1 y − y1 z − z1

x2 − x1 y2 − y1 z2 − z1

x3 − x1 y3 − y1 z3 − z1

∣∣∣∣∣∣
= 0. (16)

Âòîðîé ñëó÷àé ñâîäèòñÿ ê ïåðâîìó, åñëè â êà÷åñòâå âåêòîðîâ âçÿòü−→
AB è −→AC. Îòñóòñòâèå êîëëèíåàðíîñòè ýòèõ âåêòîðîâ â òî÷íîñòè îçíà÷à-
åò, ÷òî òðè òî÷êè A,B,C íå ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé. Íàîáîðîò, ïåðâûé
ñëó÷àé ñâîäèòñÿ êî âòîðîìó, åñëè íàðÿäó ñ òî÷êîé P ðàññìîòðåòü òî÷êè
P + a è P + b. Íåïîñðåäñòâåííîé ïîäñòàíîâêîé êîîðäèíàò òî÷åê A,B,C
â óðàâíåíèå (16) ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îíè óäîâëåòâîðÿþò äàííîìó óðàâíå-
íèþ. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, îáà óðàâíåíèÿ (15) è (16) àôôèííî ëèíåéíû, ò.å.
èìåþò âèä ax+ by+ cz+ d = 0. Îñòàåòñÿ äîêàçàòü, ÷òî (a, b, c) 6= (0, 0, 0)
äëÿ îäíîãî èç íèõ, � ïåðâîãî. Òàê êàê

(a, b, c, ) =

(∣∣∣∣
q r

q′ r′

∣∣∣∣ , −
∣∣∣∣
p r

p′ r′

∣∣∣∣ ,
∣∣∣∣
p q

p′ q′

∣∣∣∣
)
,

òî çàíóëåíèå ýòîé òðîéêè îçíà÷àåò ïðîïîðöèîíàëüíîñòü ñòðîê (p, q, r),
(p′, q′, r′), ÷òî ýêâèâàëåíòíî êîëëèíåàðíîñòè âåêòîðîâ a è b.
Ïðåäëîæåíèå 9. Òðè ïëîñêîñòè Aix + Biy + Ci + Di = 0 (i = 1, 2, 3)
ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

∣∣∣∣∣∣

A1 B1 C1

A2 B2 C2

A3 B3 C3

∣∣∣∣∣∣
6= 0.

Ýòî óòâåðæäåíèå åñòü ïðÿìîå ñëåäñòâèå ïðàâèëà Êðàìàðà.

5. Áàðèöåíòðè÷åñêèå êîîðäèíàòû

Â ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå èìåþòñÿ îïåðàöèè ñëîæåíèÿ âåêòîðîâ è óìíî-
æåíèÿ âåêòîðîâ íà ýëåìåíòû ïîëÿ K. Â ï. 1.1 áûëà îïðåäåëåíà îïåðàöèÿ
ñëîæåíèÿ òî÷êè àôôèííîãî ïðîñòðàíñòâà ñ âåêòîðîì. Ìîæíî áûëî áû
äàæå îïðåäåëèòü ðàçíîñòü äâóõ òî÷åê A è B êàê B − A :=

−→
AB. Îäíàêî

ñóììà äâóõ òî÷åê íå îïðåäåëåíà. Â îáùåì ñëó÷àå ñóììå äâóõ òî÷åê àô-
ôèííîãî ïðîñòðàíñòâà íåëüçÿ ïðèäàòü ðàçóìíîãî ñìûñëà. Îäíàêî, åñëè
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x0, x1, . . . , xm � íàáîð ýëåìåíòîâ ïîëÿ K òàêîé, ÷òî
∑m

i=0 xi = 1, òî äëÿ
ëþáûõ òî÷åê P0, P1, . . . , Pm ∈ A ìîæíî îïðåäåëèòü áàðèöåíòðè÷åñêóþ
êîìáèíàöèþ

P = x0P0 + x1P1 + . . .+ xmPm (17)
êàê òàêóþ òî÷êó P , ÷òî

−→
OP = x0

−−→
OP0 + x1

−−→
OP1 + . . .+ xm

−−→
OPm (18)

äëÿ êàêîé-ëèáî òî÷êè O ∈ A. Ïîêàæåì ïðåæäå âñåãî, ÷òî çäåñü ôðàçó
"äëÿ êàêîé-ëèáî òî÷êè O" ìîæíî çàìåíèòü íà "äëÿ ëþáîé òî÷êè O", ò.å.
äîêàæåì, ÷òî åñëè èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî (18) äëÿ òî÷êè O, òî ïîäîáíîå
ðàâåíñòâî áóäåò ñïðàâåäëèâî è äëÿ ëþáîé äðóãîé òî÷êè O′:
−−→
O′P =

−−→
O′O +

−→
OP =

−−→
O′O +

m∑
i=0

xi
−−→
OPi = (

m∑
i=0

xi)
−−→
O′O +

m∑
i=0

xi
−−→
OPi =

=
m∑

i=0

xi
−−→
O′O +

m∑

i=0

xi
−−→
OPi =

m∑

i=0

xi(
−−→
O′O +

−−→
OPi) =

m∑

i=0

xi
−−→
O′Pi.

Âçÿâ â êà÷åñòâå O òî÷êó P0 è ó÷èòûâàÿ, ÷òî −−→P0P0 = 0, à P = P0+
−−→
P0P ,

ïîëó÷èì

P = P0 +
m∑
i=1

−−→
P0Pi. (19)

Ïðèìåð. Ïóñòü (Pi,mi) � ñèñòåìà òî÷å÷íûõ ìàññ â ôèçè÷åñêîì ïðî-
ñòðàíñòâå (Pi � òî÷êà, mi ≥ 0 � åå ìàññà, 0 ≤ i ≤ m). Òîãäà öåíòð òÿ-
æåñòè ýòîé ñèñòåìû åñòü íå ÷òî èíîå êàê áàðèöåíòðè÷åñêàÿ êîìáèíàöèÿ∑m

i=0
mi

M Pi, ãäå M =
∑m

i=0mi� ìàññà âñåé ñèñòåìû.
Åñëè ôèêñèðîâàòü òî÷êè P0, P1, . . . , Pm, òî âñåâîçìîæíûå áàðèöåíòðè-

÷åñêèå êîìáèíàöèè x0P0 + x1P1 + . . . + xmPm îáðàçóþò àôôèííîå ïîä-
ïðîñòðàíñòâî, ïîðîæäåííîå ìíîæåñòâîì ýòèõ òî÷åê. Äåéñòâèòåëü-
íî, âåêòîð −→PQ ñ íà÷àëîì P = x0P0 + x1P1 + . . . + xmPm è êîíöîì
Q = x′0P0 + x′1P1 + . . .+ x′mPm ðàâåí

−→
PQ =

−→
OQ−−→OP =

m∑
i=0

x′i
−−→
OPi −

m∑
i=0

xi
−−→
OPi =

m∑
i=0

(x′i − xi)
−−→
OPi.
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Âèäèì, ÷òî ñîâîêóïíîñòü òàêèõ âåêòîðîâ ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì ëè-
íåéíûõ êîìáèíàöèé

∑m
i=0 ti
−−→
OPi, ãäå

∑m
i=0 ti = 0 è îáðàçóåò ëèíåéíîå

ïîäïðîñòðàíñòâî. Îáîçíà÷èì àôôèííîå ïîäïðîñòðàíñòâî, ïîðîæäåííîå
ìíîæåñòâîì òî÷åê T ÷åðåç Aff(T ). Ïî îïðåäåëåíèþ ýòî åñòü íàèìåíüøåå
àôôèííîå ïîäïðîñòðàíñòâî â A, ñîäåðæàùåå ìíîæåñòâî T . Â ñëó÷àå,
êîãäà T = {P0, P1, . . . , Pm}, èç äîêàçàííîãî âûøå ñëåäóåò, ÷òî

Aff {P0, P1, . . . , Pm} =

{
m∑

i=0

xiPi | xi ∈ K,
m∑

i=0

xi = 1

}
.

Îïðåäåëåíèå. Òî÷êè P0, P1, . . . , Pn íàçûâàþòñÿ áàðèöåíòðè÷åñêîé ñè-
ñòåìîé êîîðäèíàò, èëè ðåïåðîì, åñëè äëÿ ëþáîé òî÷êè P ∈ A íàéäóòñÿ
åäèíñòâåííûå êîýôôèöèåíòû xi ∈ K (0 ≤ i ≤ n) ñ óñëîâèåì

∑n
i=0 xi = 1

è òàêèå, ÷òî P =
∑n

i=0 xiPi. Â ýòîì ñëó÷àå x0, x1, . . . , xn íàçûâàþòñÿ
áàðèöåíòðè÷åñêèìè êîîðäèíàòàìè òî÷êè P .
Ïðåäëîæåíèå 10. Òî÷êè P0, P1, . . . , Pn áóäóò áàðèöåíòðè÷åñêîé ñè-
ñòåìîé êîîðäèíàò òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà P0;

−−→
P0P1,

−−→
P0P2, . . . ,

−−→
P0Pn

� ñèñòåìà êîîðäèíàò àôôèííîãî ïðîñòðàíñòâà A.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè âåêòîðà −−−→P0, Pi ëèíåéíî çàâèñèìû, òî íàéäåòñÿ
íåíóëåâîé íàáîð ÷èñåë (x1, x2, . . . , xn) òàêîé, ÷òî

∑n
i=1 xi

−−−→
P0, Pi = 0. Îáî-

çíà÷àÿ x0 = 1−∑xi, ïîëó÷àåì

P0 = 1 · P0 + 0 · P1 + . . .+ 0 · Pn; P0 =
n∑

i=0

xiPi

� äâà ðàçëè÷íûõ ïðåäñòàâëåíèÿ òî÷êè P0. Ñëåäîâàòåëüíî, íàáîð òî÷åê
P0, P1, . . . , Pn íå ÿâëÿåòñÿ áàðèöåíòðè÷åñêîé ñèñòåìîé êîîðäèíàò.

Íàîáîðîò, åñëè âåêòîðà −−−→P0, Pi îáðàçóþò áàçèñ, òî äëÿ ëþáîé òî÷êè
P ∈ A íàéäóòñÿ åäèíñòâåííûå êîýôôèöèåíòû (x1, x2, . . . , xn) òàêèå, ÷òî−−→
P0P =

∑n
i=1 xi

−−−→
P0, Pi. Îáîçíà÷àÿ x0 = 1−∑xi, ïîëó÷àåì, ÷òî ðàçëîæåíèå

P =
∑n

i=0 xiPi åñòü åäèíñòâåííîå âîçìîæíîå ïðåäñòàâëåíèå.
Òåîðåìà 11. Ïóñòü f : A → A′ � àôôèííîå ïðåîáðàçîâàíèå. Òîãäà äëÿ
ëþáûõ òî÷åê P0, P1, . . . , Pm ∈ A è ëþáûõ êîýôôèöèåíòîâ x0, x1, . . . , xm
èç ïîëÿ K òàêèõ, ÷òî

∑m
i=0 xi = 1, âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

f

(
m∑
i=0

xiPi

)
=

m∑
i=0

xif(Pi). (20)
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Íàîáîðîò, åñëè f : A → A′ � îòîáðàæåíèå òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáûõ
òðåõ òî÷åê P0, P1, P2 è ëþáûõ êîýôôèöèåíòîâ x0, x1, x2 ∈ K òàêèõ,
÷òî x0 + x1 + x2 = 1, âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

f(x0P0 + x1P1 + x2P2) = x0f(P0) + x1f(P1) + x2f(P2),

òî f � àôôèííîå ïðåîáðàçîâàíèå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì óòâåðæäåíèå "íàîáîðîò". Ôèêñèðóåì òî÷êó
O ∈ A è äëÿ ïðîèçâîëüíîãî âåêòîðà a ∈ L îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå
Df : L→ L′ òàê, ÷òî

Df(a) =
−−−−−−−−−−→
f(O)f(O + a).

Ýòî ðàâåíñòâî ýêâèâàëåíòíî ñëåäóþùåìó: f(O + a) = f(O) + Df(a).
Äîêàæåì, ÷òî Df � ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå. Âîçüìåì äëÿ ýòîãî a,b ∈ L
è x1, x2 ∈ K. Ïîëîæèì x0 = 1− x1 − x2. Òîãäà ïî óñëîâèþ

f(x0O + x1(O + a) + x2(O + b)) = x0f(O) + x1f(O + a) + x2f(O + b)

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî

x0O+x1(O+ a) +x2(O+b) = O+ (x0
−→
OO+x1a +x2b) = O+ (x1a +x2b)

è ïðèìåíÿÿ îïðåäåëåíèå îòîáðàæåíèÿ Df , ïåðåïèñûâàåì ïîñëåäíåå ðà-
âåíñòâî ýêâèâàëåíòíûì îáðàçîì:

f(O) +Df(x1a + x2b) = x0f(O) + x1(f(O) +Df(a)) + x2(f(O) +Df(b).

Ïî îïðåäåëåíèþ âçâåøåííîãî ñðåäíåãî, ïðàâàÿ ÷àñòü çäåñü ìîæåò áûòü
ïåðåïèñàíà òàê f(O)+(x1Df(a)+x2Df(b)). Òîãäà èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

f(O) +Df(x1a + x2b) = f(O) + (x1Df(a) + x2Df(b)).

îòêóäà ïîëó÷àåì, ÷òî Df(x1a+x2b) = x1Df(a)+x2Df(b) è ëèíåéíîñòü
Df ñëåäóåò.

Äîêàæåì òåïåðü, ÷òî f(O′ + a) = f(O′) + Df(a) äëÿ ëþáîé òî÷êè
O′ ∈ A (è äëÿ ëþáîãî âåêòîðà a):

f(O′ + a) = f(O + (
−−→
O′O + a)) = f(O) +Df(

−−→
O′O + a) =

= f(O)+(Df(
−−→
O′O)+Df(a)) = (f(O)+Df(

−−→
O′O))+Df(a) = f(O′)+Df(a)
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Çàäà÷è
1. Íàéòè öåíòð òÿæåñòè ñèñòåìû ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê A(2,−1, 3),

B(7, 6, 1), C(9, 0,−5), D(−3, 4, 1) ðàñïîëîæåííûõ â ïðîñòðàíñòâå è èìå-
þùèìè âåñà mA = 12êã, mB = 6êã, mC = 4êã, mD = 3êã.

2. Íàéòè öåíòð òÿæåñòè îäíîðîäíîé ïëàñòèíêè, îãðàíè÷åííîé íà ïëîñ-
êîñòè çàìêíóòîé ëîìàíîé A1(0, 0), A2(6, 0), A3(6, 4), A4(10, 4), A5(10, 6),
A6(4, 6), A7(4, 2), A8(0, 2), A1.

3. Ïóñòü P0, P1, . . . , Pn � ðåïåð â àôôèííîì ïðîñòðàíñòâåA, èQ0, Q1, ..

Qn � ñåìåéñòâî òî÷åê â àôôèííîì ïðîñòðàíñòâå A′. Ñóùåñòâóåò è ïðè
òîì òîëüêî åäèíñòâåííîå àôôèííîå ïðåîáðàçîâàíèå ϕ : A → A′, ïåðåâî-
äÿùåå Pi â Qi äëÿ âñåõ i = 0, 1, 2, . . . , n.

6. Ìíîãîóãîëüíèêè. Òåîðåìà Äåçàðãà

Äëÿ äâóõ ðàçíûõ òî÷åê A,B àôôèííîãî ïðîñòðàíñòâà áóäåì îáîçíà÷àòü
÷åðåç AB ïðÿìóþ, ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç ýòè òî÷êè. Î÷åâèäíî, ÷òî âûïîë-
íÿåòñÿ ðàâåíñòâî AB = BA.

Íà ìíîæåñòâå ñòðîê (A1, A2, . . . , Am) òî÷åê àôôèííîãî ïðîñòðàíñòâà,
ââåäåì îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè, ñ÷èòàÿ ñòðîêó (A1, A2, . . . , Am) ýêâè-
âàëåíòíîé ñòðîêå (A′1, A

′
2, . . . , A

′
m), åñëè ñòðîêà (A′1, A

′
2, . . . , A

′
m) ïîëó÷à-

åòñÿ èç ñòðîêè (A1, A2, . . . , Am) ïðèìåíåíèåì öèêëè÷åñêîé ïåðåñòàíîâêè
è (èëè) çàïèñüþ ñòðîêè â îáðàòíîì ïîðÿäêå. Íàïðèìåð, ñòðîêà èç òðåõ
áóêâ ýêâèâàëåíòíà ñòðîêå, ïîëó÷åííîé èç ýòèõ æå áóêâ ëþáîé ïåðåñòà-
íîâêîé. Äëÿ ÷åòûðåõ áóêâ ýòî óæå íå òàê:

(A,B,C,D) ∼ (D,C,B,A) ∼ (C,B,A,D) ∼ (B,A,D,C) � (B,A,C,D).

Êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè ïî òîëüêî ÷òî îïðåäåëåííîìó îòíîøåíèþ îáî-
çíà÷èì �(A1, A2, . . . , Am) è íàçîâåì m-óãîëüíèêîì. Ïðÿìûå AiAi+1 äëÿ
i = 1, . . . ,m − 1, à òàêæå ïðÿìóþ AmA1 áóäåì íàçûâàòü ñòîðîíàìè m-
óãîëüíèêà �(A1, A2, . . . , Am). Ìíîæåñòâî ñòîðîí íå ìåíÿåòñÿ ïðè öèêëè-
÷åñêîé çàìåíå è ïðè "ïåðåâîðà÷èâàíèè" ñòðîêè âåðøèí:

(A1, A2, . . . , Am)→ (A2, . . . , Am, A1);
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(A1, A2, . . . , Am)→ (Am, Am−1, . . . , A1).

Îòñþäà ñëåäóåò êîððåêòíîñòü îïðåäåëåíèÿ ñòîðîí m-óãîëüíèêà.
Åñëèm = 3, òî êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè îáîçíà÷àåì4ABC è íàçûâàåì

òðåóãîëüíèêîì. Èç îïðåäåëåíèÿ ýêâèâàëåíòíîñòè ñëåäóåò, ÷òî

4ABC = 4BAC = 4ACB = 4BCA = 4CAB = 4CBA.
Òðåóãîëüíèê âûðîæäåí, åñëè åãî âåðøèíû ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé; â
ïðîòèâíîì ñëó÷àå òðåóãîëüíèê íåâûðîæäåí, èëè ñîáñòâåííûé.

Äâà ìíîãîóãîëüíèêà �(A1, A2, . . . , Am) è �(A′1, A
′
2, . . . , A

′
m) àôôèííî

ðàâíû, åñëè ñóùåñòâóåò àôôèííîå ïðåîáðàçîâàíèå ïðîñòðàíñòâà, ïåðåâî-
äÿùåå âåðøèíó Ai â âåðøèíó A′ρ(i), ãäå ρ � äîïóñòèìàÿ ïåðåñòàíîâêà, ò.å.
ïåðåñòàíîâêà, ïðè êîòîðîé �(A′1, A

′
2, . . . , A

′
i) = �(A′ρ(1), . . . , A

′
ρ(n)).

Ïðåäëîæåíèå 12. Ëþáûå äâà íåâûðîæäåííûõ òðåóãîëüíèêà àôôèííî
ðàâíû.

Ïóñòü M = 1/2A+ 1/2B � áàðèöåíòð âåðøèí A è B, à òî÷êà N =
= 1/2B+ 1/2C � áàðèöåíòð âåðøèí B è C òðåóãîëüíèêà ABC. Ïðÿìóþ
MN íàçîâåì ñðåäíåé ëèíèåé òðåóãîëüíèêà.

Ïðåäëîæåíèå 13. Äëÿ ñðåäíåé ëèíèè èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî 2
−−→
MN =

=
−→
AC. Åñëè òðåóãîëüíèê ABC íå âûðîæäåí, òî ñðåäíÿÿ ëèíèÿ MN

ïàðàëëåëüíà îñíîâàíèþ AC.

Òåîðåìà 14. Ïóñòü â òðåóãîëüíèêàõ ABC è A′B′C ′ ñòîðîíû AB, BC,
AC êîëëèíåàðíû ñòîðîíàì A′B′, B′C ′, A′C ′. Òîãäà ïðÿìûå AA′, BB′,
CC ′ ëèáî êîëëèíåàðíû, ëèáî ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå (ðèñ. 4)

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì a =
−→
AB è b =

−→
AC.

A A'

B

B'

C
C'

a

b
O

Ðèñ. 4. Òåîðåìà Äåçàðãà

Òîãäà
−−→
A′B′ = λa,

−−→
A′C ′ = µb, êàê ñëåäóåò

èç óñëîâèÿ. Äîñòàòî÷íî ñ÷èòàòü a è b ëèíåé-
íî íåçàâèñèìûìè, èíà÷å óòâåðæäåíèå òåîðå-
ìû òðèâèàëüíî. Äàëåå: −−→BC = b− a è

−−→
B′C ′ =

= λb−µa. Èç êîëëèíåàðíîñòè ýòîé ïàðû è ëè-
íåéíîé íåçàâèñèìîñòè a,b ñëåäóåò, ÷òî λ = µ.
Òîãäà

−−→
B′C ′ = λ

−−→
BC. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî AA′

è BB′ ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå O. Ïóñòü
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−−→
OA′ = ν

−→
OA. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî è a è b íå êîëëèíåàðíû −→OA, èíà÷å

çàêëþ÷åíèå òåîðåìû ñíîâà òðèâèàëüíî. Òàê âåêòîð −−→OB =
−→
OA + a êîë-

ëèíåàðåí âåêòîðó
−−→
OB′ = ν

−→
OA+ λb, òî ν = λ. Îòñþäà ïîëó÷àåì:

−−→
OC ′ =

−−→
OA′ +

−−→
A′C ′ = λ

−→
OA+ λb = λ(

−→
OA+ b) = λ(

−→
OA+

−→
AC) = λ

−→
OC.

Òåì ñàìûì ïðÿìàÿ CC ′ ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó O.
Çàäà÷è

1. Ñêîëüêî ðàçíûõ ïÿòèóãîëüíèêîâ ìîæíî ñîïîñòàâèòü ïÿòè ðàçëè÷-
íûì òî÷êàì?

2. Ïàðàëëåëîãðàìì ABCD � ýòî ÷åòûðåõóãîëüíèê, ó êîòîðîãî ïðîòè-
âîïîëîæíûå ñòîðîíû AB è CD, à òàêæå BC è AD ïàðàëëåëüíû. Äîêà-
çàòü, ÷òî òîãäà −→AB =

−−→
DC è −−→BC =

−−→
AD. Ïðè àôôèííîì èçîìîðôèçìå

ïàðàëëåëîãðàìì ïåðåõîäèò â ïàðàëëåëîãðàìì. Äîêàçàòü òàêæå, ÷òî äëÿ
ïëîñêîñòè ïàðàëëåëîãðàìì ìîæåò áûòü ïðèâåäåí ê åäèíè÷íîìó êâàäðà-
òó (0, 0), (0, 1), (1, 1), (1, 0) àôôèííûì ïðåîáðàçîâàíèåì. Ñëåäîâàòåëüíî,
ðîìá íå îòëè÷èì îò ïàðàëëåëîãðàììà â àôôèííîé ãåîìåòðèè.

7. Åâêëèäîâû òî÷å÷íûå ïðîñòðàíñòâà

Äàëåå ðàññìàòðèâàþòñÿ àôôèííûå ïðîñòðàíñòâà íàä ïîëåì äåéñòâèòåëü-
íûõ ÷èñåë.

7.1. Îòðåçêè è âûïóêëûå ìíîæåñòâà

Ïóñòü A è B � òî÷êè àôôèííîãî ïðîñòðàíñòâà. Îòðåçêîì [AB] íàçîâåì
ìíîæåñòâî òî÷åê C = tA + (1 − t)B, ãäå 0 ≤ t ≤ 1. ßñíî, ÷òî îòðåçîê
[A,B] ëåæèò íà ïðÿìîé AB. Îòðåçîê [A,B] ðàâåí îòðåçêó [A′, B′] â òîì è
òîëüêî òîì ñëó÷àå, êîãäà ìíîæåñòâà {A,B} è {A′, B′} ñîâïàäàþò. Òî÷êè
A è B íàçûâàþòñÿ êîíöàìè îòðåçêà. Íå èñêëþ÷àåòñÿ ñîâïàäåíèå êîíöîâ
îòðåçêà � A = B, ýòî â òî÷íîñòè òîò ñëó÷àé, êîãäà îòðåçîê [A,B] ñîñòîèò
èç îäíîé òî÷êè. Åñëè òî÷êà C ïðèíàäëåæèò îòðåçêó [A,B] è íå ñîâïàäàåò
ñ åãî êîíöàìè, òî ãîâîðèì, ÷òî òî÷êà C ëåæèò ìåæäó A è B.
Ïðåäëîæåíèå 15. Äëÿ ëþáûõ ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ òðåõ òî÷åê, ïðèíàä-
ëåæàùèõ ïðÿìîé, ðîâíî îäíà òî÷êà ëåæèò ìåæäó äðóãèìè.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü òî÷êè A,B,C ïîïàðíî ðàçëè÷íû è ëåæàò íà
ïðÿìîé `. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî âåêòîðà −→AB è −→AC êîëëèíåàðíû, ò.å. −→AB =
= λ
−→
AC äëÿ êàêîãî-ëèáî λ ∈ R. ×èñëî λ íå ìîæåò áûòü íóëåì, òàê êàê

A 6= B è íå ìîæåò áûòü ðàâíî 1, òàê êàê B 6= C. Åñëè λ = −k < 0, òî
1

1+k
−→
AB+ k

1+k
−→
AC = 0, îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî A = 1

1+kB+ k
1+kC, è òåì ñàìûì

A ∈ [B,C]. Åñëè 0 < λ < 1, òî òî÷êà B = (1 − λ)A + λC ïðèíàäëåæèò
îòðåçêó [A,C]. Â òðåòüåì, îñòàâøåìñÿ ñëó÷àå λ > 1 ìîæíî èñõîäèòü èç
ðàâåíñòâà −→AC = 1

λ

−→
AB è äîêàçàòü, ÷òî òî÷êà C ëåæèò ìåæäó A è B.

Ïðèâåäåííûå ðàññóæäåíèÿ ìîæíî îáðàòèòü, ò.å. åñëè, íàïðèìåð, òî÷êà
A ëåæèò ìåæäó òî÷êàìè B è C, òî îáÿçàòåëüíî λ < 0, è àíàëîãè÷íî
äëÿ äâóõ îñòàâøèõñÿ ñëó÷àåâ. Ýòî ïîêàçûâàåò, ÷òî òîëüêî îäíà òî÷êà èç
A,B,C íàõîäèòñÿ ìåæäó äâóìÿ äðóãèìè.

Ïîäìíîæåñòâî D àôôèííîãî ïðîñòðàíñòâà íàä ïîëåì R íàçîâåì âû-
ïóêëûì, åñëè âìåñòå ñ ëþáûìè äâóìÿ òî÷êàìè P,Q ∈ D ýòîìó ïîäìíî-
æåñòâó ïðèíàäëåæèò è âåñü îòðåçîê [PQ]. Èç ýòîãî îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò,
÷òî ïåðåñå÷åíèå âûïóêëûõ ìíîæåñòâ ñíîâà áóäåò âûïóêëûì è òåì ñà-
ìûì äëÿ ëþáîãî ïîäìíîæåñòâà F àôôèííîãî ïðîñòðàíñòâà ñóùåñòâóåò
íàèìåíüøåå âûïóêëîå ìíîæåñòâî, ñîäåðæàùåå F . Íàçîâåì åãî âûïóêëîé
îáîëî÷êîé ìíîæåñòâà F è îáîçíà÷èì [F ]. Äëÿ äâóõ òî÷åê A,B âûïóê-
ëàÿ îáîëî÷êà ñîâïàäàåò ñ îòðåçêîì [A,B].
Òåîðåìà 16. Âûïóêëàÿ îáîëî÷êà ñèñòåìû òî÷åê A1, ..., Am ñîâïàäàåò
ñ ìíîæåñòâîì

[A1, ..., Am] =

{
t1A1 + t2A2 + . . .+ tmAm | ti ≥ 0;

m∑

i=1

ti = 1

}
.

Äîêàçàòåëüñòâî. ßñíî, ÷òî Ai ∈ [A1, ..., Am] äëÿ ëþáîãî i. Ïóñòü
P = t1A1 + t2A2 + . . .+ tmAm; D = t′1A1 + t′2A2 + . . .+ t′mAm

� äâå òî÷êè èç ìíîæåñòâà [A1, ..., Am]. Âîçüìåì ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó C =
= λP + (1− λ)Q íà îòðåçêå [P,Q]. Òîãäà

C =
m∑
i=1

(λti + (1− λ)t′i)Ai ∈ [A1, ..., Am].

Äîêàçàíî, ÷òî ìíîæåñòâî [A1, ..., Am] âûïóêëî. Ïóñòü òåïåðü D � êàêîå-
ëèáî âûïóêëîå ìíîæåñòâî, ñîäåðæàùåå òî÷êè A1, ..., Am. Èíäóêöèåé, ïî
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êîëè÷åñòâó íåíóëåâûõ ñëàãàåìûõ â ñóììå P = t1A1 + t2A2 + . . .+ tmAm

äîêàæåì, ÷òî P ∈ D. Äëÿ îäíîãî íåíóëåâîãî ñëàãàåìîãî, òî÷êà P ñîâ-
ïàäàåò ñ îäíîé èç Ai è óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç óñëîâèÿ Ai ∈ D. Ïóñòü
t1, t2 > 0. Ðàññìîòðèì òî÷êó A12 = t1

t1+t2
A1 + t2

t1+t2
A2, ïðèíàäëåæàùóþ

îòðåçêó [A1, A2] à, çíà÷èò, è ìíîæåñòâó D. Èìååì

P = (t1 + t2)A12 + t3A3 + . . .+ tmAm.

Ïðèìåíÿÿ èíäóêöèîííîå ïðåäïîëîæåíèå, ïîëó÷àåì, ÷òî P ∈ D. Àíàëî-
ãè÷íî ðàçáèðàåòñÿ ñëó÷àé, êîãäà ti, tj > 0 äëÿ êàêèõ-ëèáî äâóõ ðàçíûõ
èíäåêñîâ i, j. Äîêàçàíà ìèíèìàëüíîñòü âûïóêëîãî ìíîæåñòâà [A1, ..., Am].

7.2. Îïðåäåëåíèå åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà

Îïðåäåëåíèå. Åâêëèäîâûì (òî÷å÷íûì) ïðîñòðàíñòâîì íàçûâàåòñÿ
àôôèííîå ïðîñòðàíñòâî ñ àññîöèèðîâàííûì åâêëèäîâûì ëèíåéíûì ïðî-
ñòðàíñòâîì. Àôôèííîå îòîáðàæåíèå f îäíîãî åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà
â äðóãîå íàçûâàåòñÿ èçîìåòðèåé, åñëè äèôôåðåíöèàëDf ñîõðàíÿåò ñêà-
ëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå. Èçîìåòðè÷íîå îòîáðàæåíèå åâêëèäîâà ïðîñòðàí-
ñòâà íà ñàìî ñåáÿ íàçûâàåòñÿ èíà÷å äâèæåíèåì. Äâèæåíèå íàçûâàåòñÿ
ñîáñòâåííûì, åñëè îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû, çàäàþùåé äèôôåðåíöèàë ýòî-
ãî äâèæåíèÿ, ïîëîæèòåëåí.

Ïóñòü D1, D2 � ïîäìíîæåñòâà åâêëèäîâûõ ïðîñòðàíñòâ A1,A2 ñîîò-
âåòñòâåííî. Ýòè ïîäìíîæåñòâà íàçûâàþòñÿ èçîìåòðè÷íûìè, åñëè ñóùå-
ñòâóåò èçîìåòðèÿ ϕ : A1 → A2 òàêàÿ, ÷òî ϕ(D1) = D2. Åñëè ðå÷ü èäåò îá
îäíîì ïðîñòðàíñòâå (A1 = A2), òî èçîìåòðè÷íûå ïîäìíîæåñòâà íàçûâà-
þò êîíãðóýíòíûìè èëè, äîïóñêàÿ âîëüíîñòü, ðàâíûìè.
Òåîðåìà 17. Ïóñòü B1,B2 � ïîäïðîñòðàíñòâà åâêëèäîâûõ ïðîñòðàíñòâ
A1,A2 îäèíàêîâîé ðàçìåðíîñòè. Ëþáàÿ èçîìåòðèÿ B1 → B2 ïðîäîëæà-
åòñÿ äî èçîìåòðèè ϕ : A1 → A2. Â ÷àñòíîñòè, âñå åâêëèäîâû òî÷å÷íûå
ïðîñòðàíñòâà ðàçìåðíîñòè n èçîìåòðè÷íû.

Ýòî óòâåðæäåíèå ÿâëÿåòñÿ ïðÿìûì ñëåäñòâèåì ïðîöåññà îðòîãîíàëè-
çàöèè Øìèäòà åâêëèäîâà ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà.

Òàê êàê âñå åâêëèäîâû ëèíåéíûå ïðîñòðàíñòâà ôèêñèðîâàííîé ðàç-
ìåðíîñòè n èçîìîðôíû ïðîñòðàíñòâó ñòðîê Rn ñ ñòàíäàðòíûì ñêàëÿð-
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íûì ïðîèçâåäåíèåì

(x1, x2, . . . , xn) · (x′1, x′2, . . . , x′n) =
n∑

i=1

xix
′
i,

òî ëþáîå åâêëèäîâî òî÷å÷íîå ïðîñòðàíñòâî èçîìåòðè÷íî ïðîñòðàíñòâó
ñòðîê, êîòîðîå áóäåì îáîçíà÷àòü En. Â ñëó÷àå n = 2 ãîâîðèì î åâêëèäî-
âîé ïëîñêîñòè, à â ñëó÷àå n = 3 ãîâîðèì î åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå.

Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ñâîéñòâî îòîáðàæåíèÿ ñîõðàíÿòü ðàññòîÿíèÿ ÿâëÿ-
åòñÿ ñòîëü æåñòêèì, ÷òî îíî àâòîìàòè÷åñêè âëå÷åò àôôèííóþ ëèíåé-
íîñòü.

Ïðåäëîæåíèå 18. Îòîáðàæåíèå ϕ : En → En, ñîõðàíÿþùåå ðàññòîÿ-
íèå, áóäåò äâèæåíèåì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ϕ(O) = P . Ñîâåðøàÿ äâèæåíèå � ïàðàëëåëü-
íûé ïåðåíîñ íà âåêòîð −−→OP , ñâåäåì óòâåðæäåíèå ê ñëó÷àþ ϕ(O) = O.
Èç ôîðìóëû (a+b)2 = a2+2ab+b2 ñëåäóåò, ÷òî îòîáðàæåíèåDϕ(

−→
OP ) =

=
−−−−→
Oϕ(P ) ñîõðàíÿåò ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå. Ïóñòü F = (f1, f2, . . . , fn) �

îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ. Òîãäà è gi = Dϕ(fi) òàêæå áóäåò îðòîíîðìè-
ðîâàííûì áàçèñîì. Ïóñòü a =

∑n
i=1 aifi � ïðîèçâîëüíûé âåêòîð. Ðàçëî-

æèì îáðàç Dϕ(a) =
∑n

i=1 xigi ïî íîâîìó áàçèñó. Òîãäà

xi = Dϕ(a) · gi = Dϕ(a) ·Dϕ(fi) = a · fi = ai,

îòêóäà ñëåäóåò ôîðìóëà Dϕ(a) =
∑n

i=1 aigi è òåì ñàìûì ñëåäóåò ëèíåé-
íîñòü îòîáðàæåíèÿ Dϕ.

Ñèñòåìó êîîðäèíàò O,F åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà En òàêóþ, ÷òî F
� îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ àññîöèèðîâàííîãî ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà,
íàçûâàþò òàêæå äåêàðòîâîé ñèñòåìîé êîîðäèíàò. Äàëåå ïðåäïîëàãà-
åì, ÷òî x1, . . . , xn � äåêàðòîâû êîîðäèíàòû â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå
En. Ðàññòîÿíèå ìåæäó äâóìÿ òî÷êàìè P è Q åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà
îïðåäåëèì êàê äëèíó âåêòîðà −→PQ

d(P,Q) =

√−→
PQ2.
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Åñëè (x1, x2, . . . , xn), (y1, y2, . . . , yn) � äåêàðòîâû êîîðäèíàòû òî÷åê P è
Q, òî

d(P,Q)2 =
n∑
i=1

(xi − yi)2.

Äëÿ òî÷åê P è Q, îòëè÷íûõ îò òî÷êè R, îïðåäåëèì óãîë ∠POQ êàê
÷èñëî èç îòðåçêà [0, π] òàêîå, ÷òî

cos∠POQ =

−→
OP · −→OQ∣∣∣−→OP
∣∣∣
∣∣∣−→OQ

∣∣∣
.

Â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå âûïîëíåíû âñå àêñèîìû åâêëèäîâîé ãåî-
ìåòðèè, çíà÷èò, â í¼ì âîçìîæíû âñå ãåîìåòðè÷åñêèå ïîñòðîåíèÿ.
Îðòîãîíàëüíàÿ ïðîåêöèÿ è ñèììåòðèÿ

Ïóñòü L = H ⊕ H⊥ � ïðÿìîå ðàçëîæåíèå â ñóììó ïîäïðîñòðàíñòâà
H è åãî îðòîãîíàëüíîãî äîïîëíåíèÿ. Ïðåäïîëîæèì íàì äàíî àôôèííîå
ïîäïðîñòðàíñòâî B, êîëëèíåàðíîå H. Òîãäà ïðîåêöèþ En íà B âäîëü H⊥
íàçîâåì (îðòîãîíàëüíîé) ïðîåêöèåé íà ïîäïðîñòðàíñòâî B. Àíàëîãè÷-
íî, ñèììåòðèþ En îòíîñèòåëüíî B âäîëü H⊥ íàçîâåì (îðòîãîíàëüíîé)
ñèììåòðèåé îòíîñèòåëüíî B. Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç êî-
îðäèíàòíîé çàïèñè ñèììåòðèè.

Ïðåäëîæåíèå 19. Ñèììåòðèÿ îòíîñèòåëüíî ïðîñòðàíñòâà ÷åòíîé
êîðàçìåðíîñòè ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì äâèæåíèåì. Ñèììåòðèÿ îò-
íîñèòåëüíî ïðîñòðàíñòâà íå÷åòíîé êîðàçìåðíîñòè ÿâëÿåòñÿ íåñîá-
ñòâåííûì äâèæåíèåì.

Ïîâîðîò âîêðóã îñè
Ïóñòü ` = O + aR � ïðÿìàÿ â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå, à ψ � îðòî-

ãîíàëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå ëèíåéíîãî ïîäïðîñòðàíñòâà (aR)⊥. Âîçüìåì
ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó P è ðàçëîæèì âåêòîð −→OP = at + v, ãäå v ⊥ a.
Ïîñòðîèì òî÷êó Q òàêóþ, ÷òî −→OQ = at + ψ(v). Òîãäà ïîâîðîòîì ïðî-
ñòðàíñòâà En îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé ` íà äâèæåíèå ψ îðòîãîíàëüíîé
ãèïåðïëîñêîñòè íàçîâåì ïðåîáðàçîâàíèå R`,ψ, ïåðåâîäÿùåå òî÷êó P â Q
(ðèñ. 5).
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Ïðåäëîæåíèå 20. Ïîâîðîò R`,ψ ÿâëÿåòñÿ äâèæåíèåì åâêëèäîâà ïðî-
ñòðàíñòâà. Îíî áóäåò ñîáñòâåííûì â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, êîãäà
ψ � ñîáñòâåííîå äâèæåíèå.

Ïðåäëîæåíèå 21. Ïóñòü P (x0
1, x

0
2, . . . , x

0
n) ∈ En, è v(A1, A2, . . . , An) �

íåíóëåâîé âåêòîð. Òîãäà

τ : A1(x1 − x0
1) + . . .+ An(xn − x0

n) = 0

� óðàâíåíèå ãèïåðïëîñêîñòè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó P è ïåðïåíäèêó-
ëÿðíîé âåêòîðó v.

a

a

ψ(   )

b R

(b R)

T

c

R  (c)ψ

Ðèñ. 5. Ïîâîðîò âîêðóã îñè

Äåéñòâèòåëüíî, åñëè îáîçíà÷èòü ÷åðåç
(x1, x2, . . . , xn) êîîðäèíàòû ïðîèçâîëüíîé
òî÷êè Q, òî

Q ∈ τ ⇔ −→PQ ⊥ v⇔
∑
i

Ai(xi − x0
i ) = 0.

Êàê ñëåäñòâèå äîêàçàííîãî ðåçóëüòàòà ïî-
ëó÷àåì, ÷òî

A(x− x0) +B(y − y0) = 0

� óðàâíåíèå ïðÿìîé íà åâêëèäîâîé ïëîñêî-
ñòè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó P (x0, y0) è ïåðïåíäèêóëÿðíîé íåíóëåâîìó
âåêòîðó Ai +Bj. Àíàëîãè÷íî,

A(x− x0) +B(y − y0) + C(z − z0) = 0

� óðàâíåíèå ïëîñêîñòè â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç
òî÷êó P (x0, y0, z0) è ïåðïåíäèêóëÿðíîé íåíóëåâîìó âåêòîðó Ai +Bj+
+Ck.

8. Ðàññòîÿíèå ìåæäó ïîäïðîñòðàíñòâàìè

Åñëè äàíû äâà íåïóñòûõ ïîäìíîæåñòâà åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà, òî ðàñ-
ñòîÿíèå ìåæäó íèìè � ýòî òî÷íàÿ íèæíÿÿ ãðàíü âñåõ äëèí |PQ|, ãäå P
� ïðîáåãàåò ïåðâîå ïîäìíîæåñòâî, à Q ïðîáåãàåò âòîðîå ïîäìíîæåñòâî.
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Òåîðåìà 22. Ðàññòîÿíèå îò òî÷êè P (x0
1, x

0
2, . . . , x

0
n) äî ãèïåðïëîñêîñòè

τ : A1x1 + . . . + Anxn + B = 0 ðàâíî äëèíå ïåðïåíäèêóëÿðà, îïóùåííîãî
èç òî÷êè P íà ãèïåðïëîñêîñòü è âû÷èñëÿåòñÿ ïî ñëåäóþùåé ôîðìóëå:

d(P, τ) =

∣∣A1x
0
1 + . . .+ Anx

0
n +B

∣∣
√
A2

1 + . . .+ A2
n

.

Q

P

a

τ

Ðèñ. 6. Ðàññòîÿíèå îò òî÷êè äî ãèïåðïëîñêîñòè

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü òî÷-
êà Q ∈ τ åñòü îðòîãîíàëüíàÿ
ïðîåêöèÿ òî÷êè P íà ãèïåð-
ïëîñêîñòü τ (ñì. ðèñ. 6). Îáî-
çíà÷èì ÷åðåç a âåêòîð ñ êîîð-
äèíàòàìè (A1, A2, . . . , An). Îí
ïåðïåíäèêóëÿðåí ãèïåðïëîñ-
êîñòè τ , è ïîýòîìó âåêòîð a
êîëëèíåàðåí −→QP , ò.å. −→QP =
= ta0 äëÿ íåêîòîðîãî ÷èñëà t.
Çäåñü a0 = a

|a| � îðò âåêòîðà a.
Òîãäà èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå

t2 = |QP |2 =
−→
QP · −→QP =

−→
QP · (ta0) =

ta · −→QP
|a| . (21)

Íî a · −→QP =
∑
Ai(x

0
i − zi) =

∑
Aixi + B, ãäå zi � êîîðäèíàòû òî÷êè Q.

Ïðèðàâíèâàÿ ìîäóëè ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòè â ñîîòíîøåíèè (21), à çàòåì
ñîêðàùàÿ íà |t|, ïîëó÷èì d(P, τ) = |t| =

|∑Aix
0
i+B|
|a| , ÷òî è òðåáîâàëîñü

äîêàçàòü.
Ôèêñèðóåì äàëåå ãèïåðïëîñêîñòü τ : A1x1 + . . . + Anxn + B = 0. Êàê

ñëåäóåò èç òåîðåìû 22, ìîäóëü âåëè÷èíû A1x1 + . . .+Anxn+B ïðîïîðöè-
îíàëåí ðàññòîÿíèþ îò òî÷êè P (x1, x2, . . . , xn) äî ãèïåðïëîñêîñòè τ . Çíàê
ýòîé âåëè÷èíû òàêæå èìååò ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë. Îáîçíà÷èì

A+ = {P (x1, x2, . . . , xn) ∈ A |A1x1 + . . .+ Anxn +B > 0} ;

A− = {P (x1, x2, . . . , xn) ∈ A |A1x1 + . . .+ Anxn +B < 0} .
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Òåîðåìà 23. Ïîäìíîæåñòâà A+, A− è ãèïåðïëîñêîñòü τ ðàçáèâàþò
åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî En. Êàæäîå èç ýòèõ ìíîæåñòâ âûïóêëî. Åñëè
P ∈ A+, Q ∈ A−, òî îòðåçîê PQ ïåðåñåêàåò ãèïåðïëîñêîñòü τ .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü (a1, a2, . . . , an), (b1, b2, . . . , bn) � êîîðäèíàòû òî-
÷åê P è Q ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà (a1t+ b1(1− t), . . . , ant+ bn(1− t)) ïðè
t ∈ [0, 1] � êîîðäèíàòû ïðîèçâîëüíîé òî÷êè îòðåçêà PQ. Òàê êàê

∑
i

Ai(ait+ bi(1− t)) +B = (
∑
i

Aiai +B)t+ (
∑
i

Aibi +B)(1− t),

òî óòâåðæäåíèÿ î âûïóêëîñòè ìíîæåñòâ A+ è A− ñòàíîâÿòñÿ î÷åâèä-
íûìè. Åñëè æå P ∈ A+, à Q ∈ A−, òî p :=

∑
Aiai + B > 0 è q :=

−(
∑
Aibi +B) > 0. Òîãäà ïðè t = q

p+q ∈ [0, 1] ïîëó÷àåì òî÷êó èç îòðåçêà
PQ, ïðèíàäëåæàùóþ ãèïåðïëîñêîñòè τ .

9. Óãîë ìåæäó ïîäïðîñòðàíñòâàìè

Âûáåðåì òî÷êó O è íåíóëåâîé âåêòîð a. Ïîäìíîæåñòâî

m = {O + a · t | t ≥ 0}
ïðÿìîéO+aR íàçîâåì ëó÷åì ñ íà÷àëîì â òî÷êå O è íàïðàâëÿþùèì âåê-
òîðîì a. Ïóñòü m1,m2,m3 � òðè ëó÷à ñ íà÷àëîì â îäíîé òî÷êå O è ñ íà-
ïðàâëÿþùèìè âåêòîðàìè a1, a2, a3. Ñêàæåì, ÷òî ëó÷ m2

a

a
a

1

3
2

m2

m3

m1O

Ðèñ. 7. Óãîë ìåæäó ëó÷à-
ìè

ëåæèò ìåæäó ëó÷àìè m1 è m3, åñëè èìååò ìå-
ñòî ðàâåíñòâî a2 = λa1 + µa3 äëÿ êàêèõ-ëèáî
íåîòðèöàòåëüíûõ ÷èñåë λ è µ. Çàìåòèì, ÷òî èç
òðåõ ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ ëó÷åé ñ îáùåé âåðøè-
íîé íå îáÿçàòåëüíî îäèí ëåæèò ìåæäó äâóìÿ
äðóãèìè (ïðèâåäèòå ïðèìåð). Ïóñòü a,b � äâà
íåíóëåâûõ âåêòîðà åâêëèäîâà ëèíåéíîãî ïðî-
ñòðàíñòâà. Îáîçíà÷èì ÷åðåç ∠a,b (íåîðèåíòè-
ðîâàííûé) óãîë ìåæäó âåêòîðàìè a è b êàê
÷èñëî arccos ab

|a||b| . Åñëè m1,m2 � äâà ëó÷à ñ íà-
ïðàâëÿþùèìè âåêòîðàìè a1, a2, òî íåîðèåíòè-
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ðîâàííûì óãëîì ìåæäó ëó÷àìè m1 è m2 ñ÷èòàåì óãîë ∠m1,m2 ïî îïðå-
äåëåíèþ ðàâíû ∠a1, a2. ßñíî, ÷òî ýòà âåëè÷èíà íå çàâèñèò îò âûáîðà
íàïðàâëÿþùèõ âåêòîðîâ.

Ïðåäëîæåíèå 24. Åñëè ëó÷ m2 ëåæèò ìåæäó ëó÷àìè m1 è m3, òî
âñå òðè ëó÷à ëåæàò â îäíîé ïëîñêîñòè, è èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî:

∠m1,m3 = ∠m1,m2 + ∠m2,m3. (22)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî |a1| = |a3| = 1 (ðèñ. 7). Îáîçíà-
÷èì z = a1·a3. Ýòà âåëè÷èíà â ñèëó åäèíè÷íîñòè âåêòîðîâ a1, a3 ñîâïàäåò
ñ cos(∠m1,m3). Ïóñòü a2 = λa1 + µa3 äëÿ íåêîòîðûõ λ, µ ≥ 0. Òîãäà

cos(∠m1,m2) =
a1(λa1 + µa3)

|λa1 + µa3| =
λ+ µz√

λ2 + µ2 + 2λµz
;

cos(∠m2,m3) =
a3(λa1 + µa3)

|λa1 + µa3| =
λz + µ√

λ2 + µ2 + 2λµz
.

Ðàâåíñòâî (22) ýêâèâàëåíòíî ñëåäóþùåìó:

cos(∠m1,m3) = cos(∠m1,m2) cos(∠m2,m3)− sin(∠m1,m2) sin(∠m2,m3),

à îíî, â ñâîþ î÷åðåäü, ýêâèâàëåíòíî ðàâåíñòâó

z(λ2 + µ2 + 2λµz) = (λ+ µz)(λz + µ)−
−
√

(λ2 + µ2 + 2λµz − (λ+ µz)2)(λ2 + µ2 + 2λµz − (λz + µ)2).

Âûðàæåíèå ïîä êâàäðàòíûì êîðíåì óïðîùàåòñÿ òàê: (µ2 − µ2z2)(λ2−
−λ2z2). Òîãäà, ïåðåíîñÿ ýòîò êâàäðàòíûé êîðåíü â ëåâóþ ÷àñòü, âñå îñòàëü-
íîå � â ïðàâóþ ÷àñòü è âîçâîäÿ â êâàäðàò, ïîëó÷àåì

(µ2 − µ2z2)(λ2 − λ2z2) = (λµ− λµz2)2.

Åñëè λ = 0 èëè µ = 0, òî ýòî ðàâåíñòâî î÷åâèäíî. Èíà÷å, ñîêðàùàÿ åãî íà
λ2µ2, ñâîäèì òàêæå ê î÷åâèäíîìó ðàâåíñòâó: (1−z2)(1−z2) = (1−z2)2

Óãîë ìåæäó êîëëèíåàðíûìè ïîäïðîñòðàíñòâàìè ïî îïðåäåëåíèþ ðà-
âåí íóëþ. Óãîë ìåæäó íå êîëëèíåàðíûìè ïîäïðîñòðàíñòâàìè H1, H2 åâ-
êëèäîâà ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà îïðåäåëèì êàê íàèìåíüøèé èç óãëîâ
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∠a,b, ãäå a ïðîáåãàåò ïîäïðîñòðàíñòâî H1 ∩ (H1 ∩ H2)
⊥, à b ïðîáå-

ãàåò ïîäïðîñòðàíñòâî H2 ∩ (H1 ∩ H2)
⊥. Åãî çíà÷åíèÿ ïðèíàäëåæàò îò-

ðåçêó [0, π/2]. Óãîë ìåæäó àôôèííûìè ïîäïðîñòðàíñòâàìè P1 + H1 è
P2 + H2 ïî îïðåäåëåíèþ ðàâåí óãëó ìåæäó àññîöèèðîâàííûìè ñ íèìè
ëèíåéíûìè ïîäïðîñòðàíñòâàìè H1 è H2 (ðèñ. 8). Â ÷àñòíîñòè, åñëè ýòîò
óãîë ðàâåí π/2, òî òàêèå ïîäïðîñòðàíñòâà íàçîâåì ïåðïåíäèêóëÿðíûìè.

H    H
1 2

U

H

H

1

2

Ðèñ. 8. Óãîë ìåæäó ïîäïðî-
ñòðàíñòâàìè

Òåîðåìà 25. Óãîë ìåæäó ïðÿìîé è
ïîäïðîñòðàíñòâîì, íå ïåðïåíäèêóëÿðíûì
ýòîé ïðÿìîé, ðàâåí óãëó ìåæäó ýòîé ïðÿ-
ìîé è åå îðòîãîíàëüíîé ïðîåêöèåé íà çà-
äàííîå ïîäïðîñòðàíñòâî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ýòî óòâåðæäåíèå ñâîäèò-
ñÿ ê ëèíåéíûì åâêëèäîâûì ïðîñòðàíñòâàì.
Ïóñòü H1 îäíîìåðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî, ïî-
ðîæäåííîå åäèíè÷íûì âåêòîðîì a, à H

� êàêîå-ëèáî ïîäïðîñòðàíñòâî. Ðàññìîòðèì
îðòîãîíàëüíóþ ïðîåêöèþ b ∈ H âåêòîðà a
íàH. Âûáåðåì ïðîèçâîëüíûé âåêòîð c ∈ H.
Òîãäà

cos(∠a,b) =
ba

|b| =
b(b + a− b)

|b| =
bb

|b| = |b| ,

òàê êàê a− b ⊥ b. Äàëåå

cos(∠a, c) =
ca

|c| =
c(b + a− b)

|c| =
cb

|c|
ïî òîé æå ïðè÷èíå. Íî |b| ≥ cb

|c| , èáî ýòî ýêâèâàëåíòíî íåðàâåíñòâó
Êîøè�Áóíÿêîâñêîãî |b| |c| ≥ cb. Ñëåäîâàòåëüíî, cos(∠a,b) ≥ cos(∠a, c)
è ∠a,b ≤ ∠a, c.

Ñëåäñòâèå. Óãîë ìåæäó ïðÿìîé `, êîëëèíåàðíîé âåêòîðó v ñ êî-
îðäèíàòàìè (v1, v2, . . . , vn), è ãèïåðïëîñêîñòüþ τ :

∑n
i=1Aixi + B = 0
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íàõîäèòñÿ èç ñîîòíîøåíèÿ

∠(`, τ) = arcsin
|∑n

i=1Aivi|√∑n
i=1 v

2
i

∑n
i=1A

2
i

.

Çàäà÷è
1. Äîêàçàòü, ÷òî ñëåäóþùèå óñëîâèÿ äëÿ ëó÷åé mi ñ îáùèì íà÷àëîì

O íàïðàâëÿþùèìè âåêòîðàìè ai (i = 1, 2, 3) ýêâèâàëåíòíû:
à) äëÿ ëþáûõ äâóõ òî÷åê P ∈ m1, Q ∈ m3 îòðåçîê PQ ïåðåñåêàåò m2;
á) íàéäóòñÿ äâå òî÷êè P ∈ m1 è Q ∈ m3, îòëè÷íûå îò èõ îáùåãî

íà÷àëà è òàêèå, ÷òî îòðåçîê PQ ïåðåñåêàåò m2; â) ëó÷ m2 ëåæèò ìåæäó
ëó÷àìè m1 è 3.

2. Äîêàçàòü, ÷òî ðàâåíñòâî |PR| = |PQ| + |QR| èìååò ìåñòî òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà òî÷êà Q ïðèíàäëåæèò îòðåçêó PR. Àíàëîãè÷íî ðà-
âåíñòâî ∠m1,m3 = ∠m1,m2 +∠m2,m3 äëÿ òðåõ ëó÷åé ñ îáùèì íà÷àëîì
èìååò ìåñòî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ëó÷ m2 ëåæèò ìåæäó ëó÷àìè
m1 è m3.

3. Íàéòè óãëû ìåæäó ãðàíÿìè 4-ìåðíîãî ñèìïëåêñà x+ y+ z + t ≤ 1,
x, y, z, t ≥ 0. ×åðûðåõìåðíûé ñèìïëåêñ â R4 çàäàåòñÿ êàê ìíîæåñòâî
{(x, y, z, t) | 0 ≤ x, y, z, t; x+ y + z + t ≤ 1}. Íàðèñîâàòü 4-ìåðíûé ñèì-
ïëåêñ.

9.1. Îðèåíòèðîâàííûå óãëû

Ïóñòü L � åâêëèäîâî äâóìåðíîå ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî ñ ôèêñèðîâàí-
íûì áàçèñîì. Ôèêñàöèÿ áàçèñà îçíà÷àåò âûáîð îäíîé èç äâóõ âîçìîæ-
íûõ îðèåíòàöèè ïëîñêîñòè. Äëÿ ëþáîé óïîðÿäî÷åííîé ïàðû âåêòîðîâ
(a(a1, a2),b(b1, b2)) îáîçíà÷èì ÷åðåç ∆ =

∣∣∣∣
a1 a2

b1 b2

∣∣∣∣ îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû,
ñîñòàâëåííîé èç êîîðäèíàò âåêòîðîâ a è b. Ñêàæåì, ÷òî ïàðà (a,b) îðè-
åíòèðîâàíà ïîëîæèòåëüíî, åñëè ∆ > 0 è îðèåíòèðîâàíà îòðèöàòåëüíî,
åñëè ∆ < 0. Åñëè æå ∆ = 0, òî âåêòîðà a,b êîëëèíåàðíû, è ïàðà (a,b)
îðèåíòàöèè íå èìååò.
Îïðåäåëåíèå. Îðèåíòèðîâàííûì óãëîì ìåæäó íåíóëåâûì âåêòîðîì
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a è íåíóëåâûì âåêòîðîì b íàçîâåì âåëè÷èíó

(â,b) =

{
(∠a,b) + 2πZ, åñëè ∆ ≥ 0;

−(∠a,b) + 2πZ, åñëè ∆ < 0
.

Êàê âèäíî èç ýòîãî îïðåäåëåíèÿ, îðèåíòèðîâàííûé óãîë � ýëåìåíò àääè-
òèâíîé ãðóïïû R/2πZ, ãåîìåòðè÷åñêè ïðåäñòàâëÿþùóþ èç ñåáÿ îêðóæ-
íîñòü. Îòìåòèì íåêîòîðûå ñâîéñòâà îðèåíòèðîâàííîãî óãëà
À. Èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî (b̂, a) = −(â,b).

Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ∆(a,b) > 0, òî ∆(b, a) < 0. Ñëåäîâàòåëüíî,

b̂, a = −∠b, a + 2πZ = −(∠a,b + 2πZ) = −â,b.

Àíàëîãè÷íî ðàçáèðàåòñÿ ñëó÷àé ∆(a,b) < 0. Åñëè ∆(a,b) = 0, òî ëèáî
1) b = λa, ëèáî 2) b = −λa, ãäå λ > 0. Â ïåðâîì ñëó÷àå

b̂, a = ∠b, a + 2πZ = 2πZ = −(∠a,b + 2πZ) = −â,b.

Âî âòîðîì ñëó÷àå,

b̂, a = ∠b, a + 2πZ = π + 2πZ = −π + 2πZ = −(∠a,b + 2πZ) = −â,b.

Á. Èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî â, (−b) = ̂(−a),b = â,b + π.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ϕ = ∠a,b. Òîãäà

∠a, (−b) = arccos
−a · b
|a| |b| = π − ϕ.

Åñëè ∆(a,b) > 0, òî, âî-ïåðâûõ, ∆(a,−b) < 0, à, âî-âòîðûõ,

â,−b = −∠a, (−b) +2 πZ = −(π − ϕ) + 2πZ =

= −π + ϕ+ 2πZ = π + (ϕ+ 2πZ) = π + â,b.

Åñëè æå ∆(a,b) < 0, òî ∆(a,−b) > 0 è

â,−b = ∠a, (−b) + 2πZ = (π − ϕ) + 2πZ = π − (ϕ+ 2πZ) = π + â,b.

Îñòàëîñü ðàññìîòðåòü äâà ñëó÷àÿ: 1) b = λa è 2) b = −λa, ãäå λ > 0.
Â ïåðâîì ñëó÷àå â,b = 2πZ è â,−b = π + 2πZ = π + â,b. Âî âòîðîì
ñëó÷àå, â,b = π + 2πZ è â,−b = 2πZ = π + (π + 2πZ) = π + â,b.
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Âòîðîå ðàâåíñòâî ñâîéñòâà Á ñëåäóåò èç ïåðâîãî ñ ïðèìåíåíèåì ñâîé-
ñòâà À:

−̂a,b = −â,−a = −(π + b̂, a) = −π + â,b = π + â,b.

Òåîðåìà 26. Äëÿ ëþáûõ òðåõ íåíóëåâûõ âåêòîðîâ íà ïëîñêîñòè èìååò
ìåñòî ðàâåíñòâî

(â, c) = (â,b) + (b̂, c).

Äîêàçàòåëüñòâî. Òðè âåêòîðà íà ïëîñêîñòè ëèíåéíî çàâèñèìû. Ðàññìîò-
ðèì âñå âîçìîæíûå ñëó÷àè ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè.

Ñëó÷àé 1 (îñíîâíîé). b = λa + µc, ãäå λ, µ ≥ 0.
Òîãäà b ëåæèò ìåæäó âåêòîðàìè a è c è ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 24

èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî ∠a, c = ∠a,b +∠b, c. Ðàññìîòðèì äâà ïîäñëó÷àÿ
a) ∆(a, c) > 0. Òîãäà ∆(a,b) ≥ 0 è ∆(b, c) ≥ 0. Äåéñòâèòåëüíî,

∣∣∣∣
a1 a2

b1 b2

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣
a1 a2

λa1 + µc1 λa2 + µc2

∣∣∣∣ = µ ·
∣∣∣∣
a1 a2

c1 c2

∣∣∣∣ ≥ 0.

Ñëåäîâàòåëüíî,

â, c = ∠a, c + 2πZ = ∠a,b + ∠b, c + 2πZ =

= (∠a,b + 2πZ) + (∠b, c + 2πZ) = â,b + b̂, c.

á) ∆(a, c) < 0. Òîãäà ∆(a,b) ≤ 0 è ∆(b, c) ≤ 0. Ñëåäîâàòåëüíî,

â, c = −∠a, c + 2πZ =

= (−∠a,b + 2πZ) + (−∠b, c + 2πZ) = â,b + b̂, c.

Çàìåòèì, ÷òî åñëè ∆(a,b) = 0, òî µ = 0, λ > 0, è ðàâåíñòâî −∠a,b+

+2πZ = â,b âñå ðàâíî èìååò ìåñòî. Àíàëîãè÷íî, åñëè ∆(b, c) = 0, òî
ðàâåíñòâî −∠b, c + 2πZ = b̂, c ñîõðàíÿåòñÿ.

Ñëó÷àé 2: b = λa− µc, ãäå λ, µ ≥ 0.
Åñëè λ = 0, òî b = −µc, b̂, c = π+2πZ è â,b = â, (−c). Óòâåðæäåíèå

òîãäà âûòåêàåò èç ñâîéñòâà Á. Èíà÷å, a = 1
λb+ µ

λc è ìû âïðàâå ïðèìåíèòü
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ñëó÷àé 1: b̂, c = b̂, a + â, c. Ïåðåíîñÿ b̂, a â ëåâóþ ÷àñòü è ìåíÿÿ çíàê
îäíîâðåìåííî ñ èçìåíåíèåì ïîðÿäêà âåêòîðîâ (ñâîéñòâî À), ïîëó÷àåì:

b̂, c− b̂, a = b̂, c + â,b = â, c,

÷òî è òðåáóåòñÿ äîêàçàòü.
Ñëó÷àé 3: a = −λa + µc, ãäå λ, µ ≥ 0 àíàëîãè÷åí ñëó÷àþ 2.
Ñëó÷àé 4: a = −λa− µc, ãäå λ, µ > 0.
Òîãäà âåêòîð −a = λb+µc ëåæèò ìåæäó âåêòîðàìè b è c. Ïðèìåíÿÿ

îñíîâíîé ñëó÷àé 1, ïîëó÷àåì

â, c = â,−b + ̂(−b), c = π + â,b + π + b̂, c = â,b + b̂, c

èáî π + π = 0 (mod 2π).

10. Òðåóãîëüíèêè

Â ýòîì ïàðàãðàôå îñíîâíîå ïîëå åñòü ïîëå äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë. Èç
îïðåäåëåíèÿ ìíîãîóãîëüíèêà âûòåêàåò, ÷òî òðåóãîëüíèê ∆ABC � ýòî
ìíîæåñòâî èç òðåõ òî÷åê {A,B,C}. Ýòè òî÷êè íàçûâàþòñÿ âåðøèíàìè
òðåóãîëüíèêà, à îòðåçêè [AB], [BC], [AC] íàçûâàþòñÿ ñòîðîíàìè òðå-
óãîëüíèêà ∆ABC. Íàïîìíèì, ÷òî äâà òðåóãîëüíèêà êîíãðóýíòíû, èëè
ðàâíû, åñëè ñóùåñòâóåò äâèæåíèå åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà, ïåðåâîäÿùåå
âåðøèíû îäíîãî òðåóãîëüíèêà â âåðøèíû âòîðîãî òðåóãîëüíèêà. Î÷å-
âèäíî, ÷òî òîãäà ýòî æå äâèæåíèå ïåðåâîäèò ñòîðîíû ïåðâîãî òðåóãîëü-
íèêà â ñòîðîíû âòîðîãî òðåóãîëüíèêà. Åñëè âåðøèíû A,B,C ïîïàðíî
ðàçëè÷íû, îïðåäåëåíû óãëû òðåóãîëüíèêà

∠A = ∠BAC, ∠B = ∠ABC, ∠C = ∠ACB.

Òåîðåìà 27. Ñóììà óãëîâ â òðåóãîëüíèêå ðàâíà π.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñëó÷àé 1. Îäèí èç óãëîâ, ñêàæåì, óãîë ∠B ðàâåí π.
Òîãäà −→BA = −λ−−→BC äëÿ íåêîòîðîãî ïîëîæèòåëüíîãî ÷èñëà λ. Îòñþäà−→

AC =
−→
AB +

−−→
BC = (1 + λ)

−→
AB è ïîýòîìó ∠A = 0. Àíàëîãè÷íî, ∠C = 0.

Ïîëó÷àåì: ∠A+∠B+∠C = 0+π+0 = π, ÷òî è òðåáîâàëîñü óñòàíîâèòü.
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Ñëó÷àé 2. Íè îäèí èç óãëîâ òðåóãîëüíèêà íå ðàâåí π.
Îáîçíà÷èì a =

−→
AB, b =

−−→
BC, c =

−→
CA. Òîãäà, ïðèìåíÿÿ ñâîéñòâî Á èç

ï. 9.1, ïîëó÷àåì

∠A+ ∠B + ∠C + 2πZ = (â,−c) + (ĉ,−b) + (b̂,−a) =

= π + (â, c) + π + (ĉ,b) + π + (b̂, a) = 3π + (â, a) = π + 2πZ.

Ýòî çíà÷èò, ÷òî ∠A+∠B+∠C = π+2πk äëÿ íåêîòîðîãî öåëîãî k. Ó÷è-
òûâàÿ, ÷òî çíà÷åíèÿ óãëîâ òðåóãîëüíèêà ëåæàò â ïîëóèíòåðâàëå [0, π),
ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî ∠A+ ∠B + ∠C = π.

Òåîðåìà 28 (êîñèíóñîâ). Ïóñòü â òðåóãîëüíèêå ∆ABC âåðøèíû ïî-
ïàðíî ðàçëè÷íû. Òîãäà

|BC|2 = |AB|2 + |AC|2 − 2|AB||AC| cos∠A.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî âûòåêàåò èç ñîîòíîøåíèÿ

|BC|2 =
−−→
BC2 = (

−→
AC −−→AB)2 =

−→
AC2 − 2

−→
AC · −→AB +

−→
AB2 =

= |AC|2 + |AB|2 − 2|AB||AC| cos∠A.

Òðåóãîëüíèê íàçûâàåòñÿ ïðÿìîóãîëüíûì, åñëè îäèí èç åãî óãëîâ ðà-
âåí π/2.
Ñëåäñòâèå (òåîðåìà Ïèôàãîðà). Ïóñòü ∠A = π/2. Òîãäà êâàäðàò
ãèïîòåíóçû ðàâåí ñóììå êâàäðàòîâ êàòåòîâ �

|BC|2 = |AB|2 + |AC|2.
Òåîðåìà 29 (ïðèçíàêè ðàâåíñòâà òðåóãîëüíèêîâ). Íåâûðîæäåí-
íûå òðåóãîëüíèêè ∆ABC è ∆A′B′C ′ ðàâíû â êàæäîì èç ñëåäóþùèõ
ñëó÷àåâ:

• |AB| = |A′B′|, |AC| = |A′C ′|, ∠A = ∠A′;

• |AB| = |A′B′|, |BC| = |B′C ′|, |AC| = |A′C ′|;
• |AB| = |A′B′|, ∠A = ∠A′, ∠B = ∠B′.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì ÷åðåç τ (τ ′) ïëîñêîñòü, ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç
òî÷êè A,B,C (A′, B′, C ′). Âûáåðåì â ïëîñêîñòè τ îðòîíîðìèðîâàííûé
ðåïåð A, f1, f2 òàê, ÷òî A � íà÷àëî êîîðäèíàò, f1 åñòü îðò âåêòîðà −→AB,
à òî÷êà A + f2 ëåæèò ïî òó æå ñòîðîíó îò ïðÿìîé AB, ÷òî è òî÷êà C.
Âûáåðåì àíàëîãè÷íûé ðåïåð A′, f ′1, f

′
2 â ïëîñêîñòè τ ′. Îáîçíà÷èì ÷åðåç

κ : τ → τ ′ èçîìåòðèþ, òàêóþ, ÷òî κ(A) = A′, Dκ(fi) = f ′i (i = 1, 2).
Ïðîäîëæèì κ äî äâèæåíèÿ âñåãî ïðîñòðàíñòâà (åñëè ðàçìåðíîñòü ïðî-
ñòðàíñòâà áîëüøå èëè ðàâíà 3, òî ïðîäîëæåíèå ìîæíî âûáðàòü ñðåäè
ñîáñòâåííûõ äâèæåíèé). Òàê êàê −→AB = |AB| f1 è |AB| = |A′B′| âî âñåõ
òðåõ ñëó÷àÿõ, òî κ(B) = B′. Òîãäà äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû ñâîäèòñÿ ê
ñëó÷àþ, êîãäà âñå òî÷êè A,B,C,A′, B′, C ′ ëåæàò â îäíîé ïëîñêîñòè, ïðè-
÷åì A = A′, B = B′ è òî÷êè C è C ′ ëåæàò ïî îäíó ñòîðîíó îò ïðÿìîé
AB.

Äîêàçûâàåì òåïåðü ïåðâûé ïðèçíàê. Èç ðàâåíñòâà óãëîâ ∠A = ∠A′
è ïðåäëîæåíèÿ 24 ñëåäóåò, ÷òî ëó÷è ñ âåðøèíîé â òî÷êå A, ïîðîæ-
äàåìûå âåêòîðàìè −→AC è

−−→
AC ′, ñîâïàäàþò. Òåì ñàìûì èìååò ìåñòî ðà-

âåíñòâî −→AC = λ
−−→
AC ′ ñ ïîëîæèòåëüíûì êîýôôèöèåíòîì λ. Íî òàê êàê

|AC| = |AC ′|, òî λ = 1 è C = C ′.
Äîêàçûâàåì âòîðîé ïðèçíàê. Ñíîâà èìååì ñîâïàäåíèå ëó÷åé è ðàâåí-

ñòâî −→AC = λ
−−→
AC ′ ñ ïîëîæèòåëüíûì êîýôôèöèåíòîì λ. Íî, àíàëîãè÷íî,

èìååì ðàâåíñòâî −−→BC = µ
−−→
BC ′ ñ ïîëîæèòåëüíûì êîýôôèöèåíòîì µ. Âû-

÷èòàåì èç ïåðâîãî ðàâåíñòâà âòîðîå:
−−→
AC ′ −−−→BC ′ = −→AB =

−→
AC −−−→BC = λ

−−→
AC ′ − µ−−→BC ′.

Â ñèëó íåâûðîæäåííîñòè òðåóãîëüíèêà ∆ABC ′ âåêòîðà
−−→
AC ′ è

−−→
BC ′ ëè-

íåéíî íåçàâèñèìû è ïîýòîìó èç ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà ñëåäóåò, ÷òî λ =
µ = 1. Ýòî äàåò ñîâïàäåíèå C = C ′.

Äîêàçûâàåì òðåòèé ïðèçíàê. Èç óñëîâèÿ è òåîðåìû êîñèíóñîâ âûòå-
êàåò, ÷òî cos∠CAB = (|AC|2 + |AB|2 − |BC|2)/2 |AC| |AB| â òðåóãîëü-
íèêå ∆ABC ñîâïàäàåò ñ êîñèíóñîì ýòîãî óãëà ∠C ′A′B′ â òðåóãîëüíèêå
∆A′B′C ′. Òîãäà è óãëû ñîâïàäàþò: ∠CAB = ∠C ′A′B′. Îñòàåòñÿ ïðèìå-
íèòü ïåðâûé ïðèçíàê.
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Çàäà÷è
1. Îáúåìîì ïðÿìîóãîëüíîãî ïàðàëëåëåïèïåäà â En, çàäàííîãî íåðà-

âåíñòâàìè ai ≤ xi ≤ bi, íàçûâàåòñÿ ïðîèçâåäåíèå
∏n

i=1(bi − ai). Ó÷è-
òûâàÿ, ÷òî îáúåì åñòü àääèòèâíàÿ âåëè÷èíà, íàéòè îáúåì ñòàíäàðòíîãî
ñèìïëåêñà, çàäàííîãî íåðàâåíñòâàìè xi ≥ 0 è

∑n
i=1 xi ≤ 1.

2. Íàéòè îáúåì n-ìåðíîãî øàðà
∑n

i=1 x
2
i ≤ R2 è ïëîùàäü (n − 1)-

ìåðíîé ñôåðû
∑n

i=1 x
2
i = R2 ðàäèóñà R.

3. Äîêàçàòü, ÷òî â òðåóãîëüíèêå âûñîòû (áèññåêòðèñû, ñðåäèííûå ïåð-
ïåíäèêóëÿðû) ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå.

4. Çàäàòü n-ìåðíûé ïðàâèëüíûé ïîëèýäð (òåëî ñ n + 1 âåðøèíîé, ó
êîòîðîãî âñå ïîïàðíûå ðàññòîÿíèÿ ìåæäó âåðøèíàìè ñîâïàäàþò). Âû-
÷èñëèòü åãî õàðàêòåðèñòèêè � ÷èñëî k-ìåðíûõ ãðàíåé, îáúåì ïîëèýäðà
è "ïëîùàäü" ïîëíîé ïîâåðõíîñòè.
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