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ВВЕДЕНИЕ 
 
Квалификация современного специалиста по автоматическому 

управлению в значительной степени определяется уровнем его матема-
тических знаний, поскольку овладеть теорией автоматического управле-
ния и разработанными на ее основе методами проектирования автома-
тических систем невозможно без знаний математического аппарата. 
Курс высшей математики не в полной мере удовлетворяет требованиям 
подготовки специалистов, связанных задачами автоматического управле-
ния. В связи с этим в учебный план специальности 071800 «Мехатроника» 
наряду с общим курсом высшей математики введены дополнительные 
разделы. 

Методические указания содержат некоторые разделы математи-
ческого аппарата, знание которого необходимо студентам для после-
дующего изучения курса «Теория автоматического управления» - основные 
элементы теории функций комплексного переменного и теории вычетов, 
преобразование Лапласа и преобразование Фурье. Изложение теоретиче-
ского материала сопровождается примерами. 

Пособие предназначено для студентов технических специальностей, 
изучающих теорию систем автоматического управления.  
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1.Комплексные числа и функции комплексного переменного 

 
1.1 Комплексные числа и действия над ними 

Число z = x + j y, где x и y – любые действительные числа, а j – мни-
мая единица называется комплексным числом. Действительные числа x и y 
называются соответственно действительной и мнимой частями комплекс-
ного числа z и обозначаются zyzx Im,Re == . 

Два комплексных числа считаются равными, если равны порознь их 
действительные и мнимые части, т. е. равенство  

  2211 jyxjyx +=+   
равносильно двум равенствам: 

   21 xx = ,  21 yy = . 
Можно установить взаимно однозначное соответствие между все-

возможными точками плоскости с одной стороны и всевозможными ком-
плексными числами с другой. Для этого по оси абсцисс откладывается 
действительная часть комплексного числа, а по оси ординат мнимая. Тогда 
каждому комплексному числу будет соответствовать точка на плоскости, а 
каждой точке на плоскости – комплексное число (рис.1.1) 

                           

ϕ

iyxz +=

r

 
                                           Рис. 1.1 
Комплексные числа можно изображать и в виде векторов на плоско-

сти («комплексной плоскости»). Проекции вектора, начало которого со-
вмещено с началом координат, а конец с данной точкой, соответствуют 
действительной и мнимой частям комплексного числа. Действительные 
числа располагаются на действительной оси OX. Комплексные числа, дей-
ствительные части которых равны нулю (чисто мнимые числа) изобража-
ются в виде точек, лежащих на оси OY (мнимой оси). Положение точки, 
изображающей комплексное число можно определить с помощью поляр-
ных координат r и φ (рис.1.1), т.е. с помощью длины вектора, соответст-
вующего комплексному числу, и величине угла, образованного этим век-
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тором с положительным направлением действительной оси. Числа r и φ 
называются соответственно модуль и аргумент комплексного числа и 
обозначаются zr = , Argz=ϕ . Модуль действительного числа совпадает с 
абсолютной величиной этого числа. Модулем мнимого числа является аб-
солютная величина его мнимой части. Если jyxz += , то  

Argzzry == ϕsin ;  ,coscos Argzzrx == ϕ   (1.1) 

      ,22 yxrz +==  

.sin,cos,
2222 yx

y
r
y

yx

x
r
x

x
ytgtgArgz

+
==

+
==== ϕϕϕ  

Величина Arg z многозначна и определена лишь с точностью до це-
лого кратного числа 2π. Главное значение величины Arg z заключено в 
пределах –π < Arg z < π и обозначается arg z.  

Если z –действительное положительное число, то arg z = 0; если z – 
действительное отрицательное число, то arg z = π; если z –мнимое число с 

положительной мнимой частью, то arg z = 
2
π ; если z – мнимое число с от-

рицательной мнимой частью, то arg z =
2
π

− . При z = 0 величина arg z не 

имеет смысла.  
Пользуясь формулами (1.1) всякое комплексное число, отличное от 

нуля, можно представить в так называемой тригонометрической форме: 
 )sin(cossincos ϕ+ϕ=ϕ+ϕ=+= jrjrrjyxz .   (1.2) 

С помощью формулы Эйлера ϕ+ϕ=ϕ sincos je j  можно перейти от 
тригонометрической формы (1.2) к показательной 

ϕ= jrez . 
Два комплексных числа, имеющих одну и ту же действительную 

часть, а мнимые части, равные по абсолютной величине, но противопо-
ложные по знаку, называются взаимно сопряженными. Число,, сопряжен-
ное числу z, обозначается z . Если  jyxz += ,  то  jyxz −= . Из этого опре-

деления следует, что если   zw = ,  то  wz = ,   и, следовательно, .zz =  
Модули взаимно сопряженных чисел одинаковы, а аргументы отли-

чаются только знаком: 
 zz = ; Arg z= zArg− .  

Сопряженные комплексные числа изображаются точками, симмет-
ричными, относительно действительной оси. 
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Сложение и умножение комплексных чисел производится по прави-
лам сложения и умножения алгебраических многочленов, с учетом того, 
что 12 −=j  (следовательно, jjjjj ==−= 543 ;1;  и т.д.). При записи ре-
зультата действий, произведенных над комплексными числами, следует 
отделить действительную часть от мнимой, т.е. собрать отдельно члены, не 
содержащие множителя j, и члены, содержащие этот множитель: 

)()()()( 21212211 yyjxxjyxjyx +++=+++ , 
)()()()( 122121212211 yxyxjyyxxjyxjyx ++⋅−⋅=+⋅+ .  (1.3) 

Из (1.3) следует, что произведение двух взаимно сопряженных ком-
плексных чисел является действительным числом, равным квадрату моду-
ля этих чисел  22)()( yxjyxjyx +=−⋅+ , иначе 2zzz =⋅ . 

Сумма двух взаимно сопряженных комплексных чисел также являет-
ся действительным числом xjyxjyx 2)()( =−++ , т.е. zzz Re2=+ . Вычи-
тание определяется как действие, обратное сложению, т.е. 

)()()()( 21212211 yyjxxjyxjyx −+−=+−+ . 
Итак, при сложении и вычитании комплексных чисел отдельно скла-

дываются или вычитаются их действительные и мнимые части. Если изо-
бразить комплексные числа с помощью векторов, то их сложение и вычи-
тание сводится к сложению или вычитанию векторов, изображающих эти 
числа (Рис. 1.2). 

                                
Рис. 1.2 

Модуль комплексного числа равен длине соответствующего вектора, 
поэтому модуль суммы двух комплексных чисел меньше или равен сумме 
модулей этих чисел 

 2121 zzzz +≤+ .  
Применив это равенство несколько раз, получим 

nn zzzzzz +++≤+++ ...... 2121 . 
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Знак равенства имеет место, когда векторы, изображающие числа 
nzzz ,...,, 21  лежат на одной прямой и направлены в одну и ту же сторону, 

т.е. когда nzzz arg...argarg 21 === . Модуль разности двух комплексных 
чисел равен расстоянию между точками, изображающие эти числа (рис. 
1.2) 

.)()( 21
2

2121 yyxxzz −+−=−  
Пусть 1z - данное комплексное число (данная точка), ρ - данное дей-

ствительное положительное число. Совокупность точек z, удовлетворяю-
щих уравнению ρ=− 1zz , образует окружность с центром в точке 1z  ра-
диуса ρ . Неравенство ρ<− 1zz  определяет множество точек, лежащих 
внутри этой окружности (внутренность круга), а неравенство ρ>− 1zz - 
множество точек лежащих вне окружности (внешность круга). 

Деление определяется как действие, обратное умножению. Исполь-
зуя свойства сопряженных чисел удобнее всего деление комплексных чи-
сел производить следующим образом: сначала умножить делимое и дели-
тель на число, сопряженное делителю, в результате чего делитель станет 
действительным положительным числом, а затем произвести деление дей-
ствительной и мнимой частей отдельно:  

.

)()(
))((
))((

2
2

2
2

2112
2

2
2

2

2121

2
2

2
2

21122121

2222

2211

22

11

yx
yxyxj

yx
yyxx

yx
yxyxjyyxx

jyxjyx
jyxjyx

jyx
jyx

+

−
+

+

+
=

=
+

−++
=

=
−+
−+

=
+
+

 

При тригонометрической форме записи комплексных чисел: 
)sin(cos);sin(cos 22221111 ϕϕϕϕ jrzjrz +=+= , 

тогда получим: 

[ ].)sin()cos(
)]sincoscos(sin

)sinsincos[(cos

212121

2121

21212121

ϕϕϕϕ
ϕϕϕϕ

ϕϕϕϕ

+++⋅=
=⋅+⋅+

+⋅−⋅⋅=⋅

jrr
j

rrzz
  (1.4) 

Следовательно, при умножении комплексных чисел их модули пере-
множаются, а аргументы складываются  

...)2,1,0(2)( 2121

2121
±±=++=⋅

⋅=⋅

κκπArgzArgzzzArg
zzzz
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Вектор, изображающий произведение 21 zz ⋅  может быть получен из 
вектора, изображающего число 1z , поворотом на угол 2ϕ , образуемым 
вектором 2z  с положительным направлением действительной оси, и ум-
ножением его длины на длину вектора 2z .(рис. 1.3). 

                      
Рис. 1.3 

Деление комплексных чисел, заданных в тригонометрической форме 

),sin(cos
),sin(cos

2222

1111
ϕϕ
ϕϕ

jrz
jrz
+=
+=

 

приводит к формуле 

[ ])2121
2
1

2
1 sin()cos( ϕ−ϕ+ϕ−ϕ= j

r
r

z
z

, 

т.е.  ;
2

1

2

1
z
z

z
z

= .  21
2

1 ArgzArgz
z
zArg −= . 

Из правила умножения следует правило возведения в целую положи-
тельную степень: если  

)sin(cos ϕ+ϕ= jrz ,  

то    )sin(cos ϕ+ϕ= njnrz nn   

т.е.   nn zz = ; κπ+= 2nArgzArgzn ,  

где κ - любое целое число ( ...2,1,0 ±±=κ ). Эти формулы справедливы 
и при целом отрицательном n , что следует из правила деления комплекс-
ных чисел. 

Извлечь корень целой положительной степени n из числа z – значит 
найти такое число ,n z=ω  n – я степень которого равна  z. В соответствии 
с правилом возведения в степень имеем (при 0≠z ):  
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,zn =ω     πω kArgznArg 2+=   (k=0,1,2,…). 
Если обозначить 

)sin(cos),sin(cos θθρωϕϕ jjrz +=+= , то получим  

rn =ρ , κπ+ϕ=θ 2n   ,...)2,1,0( ±±=κ .  
Т.к. r и ρ положительные числа, то первое из этих равенств одно-

значно определяет ρ : 
 )(n r=ρ , 

где скобки в правой и левой части обозначают, что берется арифметиче-
ское (действительное и положительное) значения корня. Из второго равен-
ства находим  

n
κπ+ϕ

=θ
2 , 

Тогда окончательно получим 

).2sin2)(cos()sin(cos
n

j
n

rjrz nnn κπϕκπϕ
ϕϕ

+
+

+
=+=   (1.5) 

Из (1.5) следует, что имеется n различных значений величины n z ,, 
которые можно получить, полагая 1,...,2,1,0 −= nk , несмотря на то, что k – 
любое целое число. 

Действительно, два значения k, отличающиеся друг от друга на n, а 
значит и на любое кратное n число, дают при подстановке в (1.5) одно и то 
же значение, т.к. если nkk =−′ , то  

π=
π−′

=
π+ϕ

−
π′+ϕ 2)(222

n
kk

n
k

n
k , 

 следовательно 

n
k

n
k

n
k

n
k π+ϕ

=
π′+ϕπ+ϕ

=
π′+ϕ 2sin2sin;2cos2cos . 

Как следует из (1.5) все n различных значений величины n z  имеют 
один и тот же модуль, равный )(n z . А т.к.  

nn
k

n
k π

=
π+ϕ

−
π++ϕ 22)1(2  

(аргументы двух значений n z , соответствующих значениям k и  k+1 отли-

чаются один от другого на 
n
π2 ), то точки соответствующие значениям n z , 

являются вершинами правильного n–угольника, вписанного в окружность 
радиуса  )(n z  с центром в начале координат. Способ построения точек, 

соответствующих значениям  n z  таков: из начала координат (рис.1.4), как 
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из центра, описывается окружность, радиус которой равен )(n z .. Если 

ϕ=zarg , то из начала координат проводится луч под углом 
n
ϕ  к положи-

тельному направлению действительной оси; на пересечении этого луча с 
окружностью находим точку, соответствующую одному из значений n z  
(для k =0); вписав в окружность правильный n – угольник так, чтобы одной 
из его вершин была найденная точка, построим точки, соответствующие 
остальным значениям корня. 

 

                           
Рис. 1.4 

Пример 1.1 Вычислить все значения 3 8− . 

)
3
2sin

3
2)(cos8(8 33 π+π

+
π+π

=−
kjk . При k = 0, 1, 2 получим 

                        31 j+ , 

         3 8− =     - 2    , 
                        31 j− . 

   1.2 Последовательности комплексных чисел и функции комплекс-
ного переменного 

Внутренность круга радиуса ρ с центром в данной точке 0z , т.е. со-
вокупность точек, удовлетворяющих неравенству ρ<− 0zz , называется ρ 
– окрестностью точки 0z . Вообще, под окрестностью точки понимают не 
обязательно круговую область, а любую область, внутри которой лежит 
точка 0z . 



 11

Число 0z  называется пределом последовательности комплексных чи-
сел :,...,...,, 21 nzzz ,  0lim zz

n
n =
∞→

, 

если для любого положительного числа ε можно подобрать такое число N 
(N  зависит от ε), что при n ≥N  выполняется неравенство ε<− 0zzn . 
Иначе говоря, равенство 0lim zz

n
n =
∞→

 означает, что как бы мала ни была ε – 

окрестность точки 0z  вне этой окрестности может остаться лишь конечное 
число точек этой последовательности, так как все точки nz  последова-
тельности, начиная с номера n = N, попадут внутрь этой ε – окрестности.  

Если nnn jyxz +=  и 000 jyxz += , то, учитывая равенство 

  2
0

2
00 )()( yyxxzz nnn −+−=− ,  

нетрудно заметить (непосредственно из определения), что существование 
предела 0lim zz

n
n =
∞→

 равносильно существованию двух пределов:  

0lim xx
n

n =
∞→

,     0lim yy
n

n =
∞→

. 

Пусть последовательность ,...,...,, 21 nzzz  такова, что модули всех её 
членов, начиная с некоторого, становятся больше любого, сколь угодно 
большого положительного числа (т.е. как бы велико ни было положитель-
ное число М, к нему можно подобрать такое N, что Mzn > , при n≥N ). 
Тогда последовательность, очевидно, предела не имеет и в этом случае 
принято считать, что ∞=

∞→n
nzlim , и говорить, что предел последовательно-

сти бесконечен, а для его изображения дополнить плоскость точкой, кото-
рую называют бесконечно удаленной. Окрестностью бесконечно удален-
ной точки называют внешность круга достаточно большого радиуса. Если 
радиус этого круга равен R, а центр находится в точке z = 0, то множество 
точек, образующих окрестность бесконечно удаленной точки, определяет-
ся неравенством Rz > . Чем больше радиус круга, тем «меньше» окрест-
ность бесконечно удаленной точки, являющаяся внешностью этого круга.  

Сравнивая определения равенства ∞=
∞→n
nzlim  с определением окрест-

ности бесконечно удаленной точки, видно, что если предел последователь-
ности бесконечен, то как бы «мала» ни была окрестность бесконечно уда-
ленной точки, т.е. как бы велик ни был радиус R круга, внешностью кото-
рого эта окрестность является, все точки последовательности ,...,...,, 21 nzzz  
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за исключением конечного их числа (все точки nz  начиная с n = N ) попа-
дут внутрь этой окрестности. 

Во многих случаях представляет интерес вопрос о том, существует 
ли конечный предел последовательности. Последовательность, имеющую 
конечный предел, называют сходящейся. Комплексную плоскость, допол-
ненную бесконечно удаленной точкой, называют расширенной плоско-
стью.  

Определение функции комплексного переменного аналогично опре-
делению функции действительного переменного: на некотором множестве 
точек, изображающих значение комплексной переменной z, задана (опре-
делена) функция )(zfw = , если каждой точке z этого множества поставле-
но в соответствие одно (в случае однозначной функции) значение w. 

Например, функция 2zw =  однозначна и определена вовсей плоско-
сти, так как с помощью формулы, по которой производится возведение в 
степень комплексного числа, всякому комплексному числу z соответствует 
и при том только одно значение 2z . Функция Argzw =  многозначна и оп-
ределена на всей плоскости за исключением точки 0=z . 

Так как задание комплексного числа z равносильно заданию двух 
действительных чисел x и y, являющихся соответственно его действитель-
ной и мнимой частями ( jyxz += ), а числу w однозначно соответствует 
пара действительных чисел u  и v  ( jvuw += ), то зависимость )(zfw =  
между комплексной функцией w и комплексной переменной z равносильна 
двум зависимостям :  

         ),( yxuu =   и  ),( yxvv = ,     (1.6) 
определяющим действительные величины u и v как функции действитель-
ных переменных x и y. 

Например, если 2zw = , то, полагая jyxz +=  и jvuw += , получим 

 jxyyxjyxjvu 2)()( 222 +−=+=+ ,  

и, следовательно, равенство 2zw =  равносильно равенствам 
 22 yxu −= , xyv 2= . 

Если значения переменной z изображать с помощью точек некоторой 
плоскости (плоскости z), а значения функции w с помощью точек другой 
плоскости (плоскости w), то функция )(zfw =  устанавливает соответствие 
между точками плоскости z, в которых эта функция определена, и точками 
плоскости w. То есть функция )(zfw =  осуществляет отображение точек 
плоскости z на соответствующие точки плоскости w. 
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Обозначим через g множество точек плоскости z, на которых опреде-
лена функция )(zfw = , а через G – множество тех точек плоскости w, на 
которые с помощью функции )(zfw =  отображаются точки множества g. 
Точки множества G называются образами соответствующих точек множе-
ства g при отображении )(zfw = , а точки множества g – прообразами со-
ответствующих точек множества G. Выбрав какую–либо определенную 
точку множества G, найдем те точки множества g, которые отобразились в 
выбранную точку, то есть все прообразы выбранной точки. Таким образом, 
каждой точке множества G будет соответствовать одна или несколько то-
чек множества g. В соответствии с определением функции это будет озна-
чать, что на множестве G определена некоторая функция )(wz ϕ= , кото-
рую называют обратной по отношению к функции )(zfw = . 

Если функция )(zfw =  однозначна, то каждой точке плоскости z, в 
которой функция определена, соответствует одна точка плоскости w. 
Пусть при этом некоторое множество точек g плоскости z отображается 
взаимно однозначно на некоторое множество G плоскости w, то есть функ-
ция )(zfw =  такова, что не только каждой точке множества g соответству-
ет одна и только одна точка множества G, но и обратно каждой точке мно-
жества G, соответствует в точности одна точка множества g. Тогда функ-
ция )(wz ϕ= , определенная на множестве G и отображающая его на мно-
жество g, обратная по отношению к функции )(zfw =  также является од-
нозначной. В этом случае говорят, что функция )(zfw =  однолистна на 
множестве g. 

Пример 1.2 Функция 2zw =  осуществляет однозначное отображение 
внутренности круга g плоскости z с центром в начале координат и радиу-
сом, равным 2 на внутренность круга G плоскости w с центром в начале 
координат и радиусом, равным 4. Это отображение области g на область G 
однозначно, но не взаимнооднозначно. Действительно, функция 2zw =  
однозначна и каждой точке z соответствует единственная точка w, но каж-
дой точке w, лежащей внутри круга G, за исключением точки 0=w , соот-
ветствуют две точки круга g, симметричные относительно начала коорди-
нат, так как если 21 zz −=  и wz =2

1 , то wzz == 2
1

2
2 . Следовательно, функ-

ция wz = , осуществляющая отображение области G на область g, обрат-
ная по отношению к функции 2zw =  многозначна (двузначна). 

Пример 1.3 Функция 2zw =  отображает сектор g, точки которого оп-

ределены неравенствами          
4

arg0 π
<< z  ;          1<z ; 
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     Рис.1.5 
 

  на сектор G (Рис. 1.6)     
2

arg0 π
<< w . 1<w   

 

                            
Рис.1.6 

Это следует из того, что ( ) zz arg2arg 2 =  и 22 zz = . Это отображение 

взаимно однозначно, так как хотя функция wz = , обратная по отноше-
нию к данной двузначна, все же из двух точек 1z  и 2z  ( 12 zz −= ), соответ-
ствующих точке w области G, лишь одна принадлежит области g. 

Число 0w  называется пределом функции )(zf  при z, стремящемся к 
0z :  ( )

0

lim0
zz

zfw
→

= ,    если для любой сколь угодно малой ε -окрестности 

точки 0w , можно найти такую δ -окрестность точки 0z , что для всех точек 
z этой δ -окрестности (кроме быть может самой точки 0z ) соответствую-
щие значения функции )(zf  будут изображаться точками ε - окрестности 
точки 0w . Если 0z  и 0w  - конечные числа, это определение равносильно 
следующему. Равенство ( )

0

lim0
zz

zfw
→

=  означает, что как бы мало ни было 
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положительное число ε , к нему можно подобрать такое положительное 
число δ , что для всех значений ( )0zzz ≠ , удовлетворяющих условию 

δ<− 0zz , выполняется неравенство ( ) ε<− 0wzf . 
Введенное определение предела функции ничем не отличается от оп-

ределения предела функции действительного переменного, следовательно, 
все теоремы о пределах и бесконечно малых, доказываемые в курсе мате-
матического анализа остаются в силе для функции комплексного перемен-
ного. Функция )(zf  называется бесконечно малой в окрестности точки 0z , 
если ( ) 0lim

0

=
→zz

zf .  

Функция )(zf  называется непрерывной в точке 0z , если функция 
)(zf  определена в точке 0z  и в некоторой ее окрестности и ( )

0

lim
zz

zf
→

 не 

только существует, но и равен значению функции )(zf  в точке 0z : 
( ) ( )0
0

lim zfzf
zz

=
→

.  

В соответствии с определением предела, это означает, что функции 
)(zfw =  непрерывна в точке 0z , если как бы мало ни было положительное 

число ε , к нему можно подобрать такое число 0>δ , что из неравенства 
 δ<− 0zz , 

 следует, что 
   ( ) ( ) ε<− 0zfzf .  
Если обозначить zzz ∆=− 0 , www ∆=− 0  ( z∆ -приращение незави-

симой переменной, w∆ -приращение функции ), то последние неравенства 
заменяются соответственно неравенствами  

δ<∆z  , 
ε<∆w . 

и определение непрерывности в точке 0z  функции )(zfw = , определенной 
в некоторой окрестности этой точки, сводится к тому, что в точке 0z  вы-
полняется неравенство  

0lim
0
=∆

→∆z
w . 

Так как данное определение непрерывности совпадает с определени-
ем непрерывности для функции действительного переменного, то доказы-
ваемые в курсе математического анализа теоремы о непрерывности суммы, 
разности, произведения, частного непрерывных функций, а также непре-
рывной функции от непрерывной функции остаются в силе для функции 
комплексного переменного.  
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Как показано ранее равенство )(zfw = , где jvuw += , jyxz += , 
равносильно системе равенств: 

 ( )yxuu ,= , ( )yxvv ,= .  
Если 000 jyxz += , то 
 ( ) ( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ]00000 ,,,, yxvyxvjyxuyxuzfzf −+−=−  

и ( ) ( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ]200
2

000 ,,,, yxvyxvyxuyxuzfzf −+−=− . 
Из определения непрерывности функции )(zf  в точке z следует, что 

если точка ( )yx,  находится в достаточно малой окрестности точки ( )00 , yx , 
то выполняются неравенства  

 
( ) ( )
( ) ( ) ,,,

,,,

00

00

ε<−

ε<−

yxvyxv

yxuyxu
  

которые означают, что функции ( )yxu ,  и ( )yxv ,  непрерывны в точке 
( )00 , yx . Таким образом, из непрерывности функции комплексного пере-
менного следует непрерывность ее действительной и мнимой частей как 
функций двух действительных переменных x и y. Справедливо и обратное 
утверждение: непрерывность функций u(x,y) и v(x, y) влечет за собой не-
прерывность функции f(z). 

Основные свойства непрерывных функций комплексного переменно-
го (аналогично функциям действительного переменного):  

Пример 1.4 Определить является ли непрерывной функция 2zw = . 
Имеем: ( ) xyjyxjyxzw 22222 +−=+== . 

Тогда3 ( ) 22, yxyxu −= ; ( ) xyyxv 2, = . Функции ( )yxu ,  и ( )yxv , -

непрерывные функции аргументов x и y, следовательно, функция ( ) 2zzf =  
непрерывна при любых z. 
 

1.3 Основные трансцендентные функции 
Ряд с комплексными членами  

    ......21 ++++ nzzz  ,       (1.7)  
так же как и ряд с действительными числами, называется сходящим-

ся, если существует конечный предел его конечный суммы 
 nn zzzS +++= ...21    

при ∞→n . Этот предел называется суммой ряда  

∞→
=

n
nSS lim . 

Ряд (1.7) сходится тогда и только тогда, когда сходится как ряд 
    ......21 ++++ nxxx  ,    (1.8) 
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членами которого являются действительные части членов ряда (1.7), так и 
ряд  

......21 ++++ nyyy ,     (1.9) 
составленный из мнимых частей членов ряда (1.7). 

Если сходится ряд ......21 ++++ nzzz  , составленный из модулей 
комплексных чисел ряда (1.7), то ряд (1.7) также сходится и называется аб-
солютно сходящимся. 

Определения суммы, разности, произведения двух рядов и теоремы 
сходимости суммы, разности и произведения рядов не отличаются от соот-
ветствующих определений  и теорем для рядов с действительными члена-
ми. 

Показательная функция. 
Если показатель степени является комплексным числом, определение 

степени za , вводимое в алгебре, теряет смысл. Точно так же известные из 
тригонометрии определения тригонометрических функций ctgzzz ,cos,sin  
не применимы при комплексных значениях z. Учитывая известные для 
действительных значений x разложения функций xxex cos,sin,  в степен-
ные ряды, положим по определению 

         ...
!

...
!2

1
2

+++++=
n
zzze

n
z ,            (1.10) 

...
)!12(

)1(...
!5!3

sin
1253

+
+

−+−+−=
+

n
zzzzz

n
n ,             (1.11) 

...
)!2(

)1(...
!4!2

1cos
242

+−+−+−=
n

zzzz
n

n               (1.12)   

Ряды, стоящие в правых частях этих равенств, сходятся, и при том 
абсолютно при любом комплексном значении z. 

Функции ze , zsin , zcos  связаны между собой формулой Эйлера: 
.sincos zjze jz +=               (1.13) 

Если в формуле Эйлера заменить z на – z, получим 
 zjze jz sincos −=−               (1.14) 

Из (1.13) и (1.14) получим 

                            
2

cos
jzjz eez

−+
= ,              (1.15) 

                      
j
eez

jzjz

2
sin

−−
= .               (1.16) 
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Формула Эйлера позволяет перейти от тригонометрической формы 
комплексного числа к показательной: 

    ϕ=ϕ+ϕ= jrejrz )sin(cos .            (1.17) 
Если 1x  и 2x  действительные числа, то известно, что 

    2121 xxxx eee +=⋅ .  
Аналогично для комплексных чисел  

2121 zzzz eee ⋅=+  
справедливо для любых комплексных чисел 1z  и 2z . В частности, если 

jyxz += , где x и y – действительные числа, то  
jyxjyxz eeee ⋅== + . 

С учетом (1.13)  
yjye jy sincos += ,  

следовательно         
).sin(cos yjyee xz ==               1.18) 

Отсюда следует, что xz ee =  и одно из значений zArge  равно y. 

Равенство (1.18) позволяет вычислить значение показательной функ-
ции при любых комплексных значениях показателя. 
Например, 

1) )3sin3(cos232 jee j −=− ; 

2) 1−=πje ; 

3) je
j
=

π
2 . 

Из равенства(1.18) следует, что функция ze  периодична и имеет пе-
риод 2πj: 

zjz ee =π+2 . 
Действительно, если jyxz +=  то 

( ) ( )[ ] ( ) zxxjz eyjyeyjyee =+=π++π+=π+ sincos2sin2cos2 . 
Тригонометрические функции. 

Формула (1.18) позволяет вычислять значения показательной функ-
ции, а формулы (1.15) и (1.16) используют для вычисления zcos  и zsin  
при любом комплексном z .  

Так как показательная функция имеет период jπ2 , правые части ра-
венств (1.15) и (1.16) не изменятся при замене z  на π+ 2z : 

( ) jzjjzzj eee == π+π+ 22 , 
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( ) jzjjzzj eee −π−−π+− == 22 ,  
следовательно,  

( ) zz cos2cos =π+ , ( ) zz sin2sin =π+ . 
То есть определенные с помощью (1.15) и (1.16) функции zcos  и 

zsin  периодичны и имеют, как и в случае действительного аргумента, пе-
риод π2 . 

Для функций zsin  и zcos  при любых комплексных z  сохраняется 
основное связывающее их тождество  

1cossin 22 =+ zz . 
 Действительно, 

.1
4
2

4
2

22
cossin

2222

22
22

=
++

+
+−

−=

=








 +
+









 −
=+

−

−−

jzjzjzjz

jzjzjzjz

eeee

ee
j
eezz

 

Сохраняются также и другие основные тригонометрические тождества: 
( )
( ) .sinsincoscoscos

;sincoscossinsin

212121

212121
zzzzzz
zzzzzz

⋅−⋅=+
⋅+⋅=+

 

Функции tgz  и ctgz  определяются с помощью равенств 

( ),cos
sin

jzjz

jzjz

eej
ee

z
ztgz

−

−

+

−
==                             (1.19) 

( )
jzjz

jzjz

ee
eej

z
zctgz −

−

−

+
==

sin
cos .                           (1.20) 

Гиперболические функции shz, chz, thz, cthz определяются равенствами 

,
2

zz eeshz
−−

=    ,
2

zz eechz
−+

=  

,
chz
shzthz =             .

shz
chzcthz =  

Принимая во внимание (1.15), (1.16), (1.19) и (1.20) гиперболические 
функции легко можно выразить через тригонометрические: 

,sin jzjshz −=     ,cos jzchz =  
,jtgjzthz −=         .jctgzcthz =  

Из этих тождеств следует, в частности, периодичность гиперболиче-
ских функций, причем периоды shz и chz равным 2πj, а thz и  cthz равны πj. 

Пример 1.5 Найти: jcos . 
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Принимая во внимание, что ,
2

cos
jzjz eez

−+
=  получим 

.543,1
22

cos
122

≈
+

=
+

=
−− eeeej

jj
 

то есть jcos  - действительное число, большее 1, тогда как при x дей-
ствительном всегда 1cos ≤x . 

Пример 1.6 Найти: ( )j21sin + . 
( )

( )
2

1cos1sin
2

21sin

;
22

2sin

;
22

2cos

;2sin1cos2cos1sin21sin

2222

2222

2222 22

eejeej

eej
j

eej

eeeej

jjj

jj

−
−

+
=+

−
−=

−
=

+
=

+
=

⋅+⋅=+

−−

−−

−−

 

(аргумент под знаком sin  и cos  измеряется в радианах). 
 

Логарифмическая функция. 
Логарифмическая функция определяется как функция, обратная по-

казательной. Если zew = , где 0≠z , то w называется логарифмом числа z и 
обозначается  

Lnzw = . 
Если jvuw += , то из формулы (1.18) следует, что uw ee =  и 

π+= kvArgew 2  ,...)2,1,0( ±±=k . Так как в рассматриваемом случае zew = , 

то zeu =  или  
zu ln=   

( z  - действительное положительное число и здесь имеется в виду обычное 
определение логарифма), и   

Argzv = .  
Следовательно  

jkzjzjArgzzLnz π++=+= 2arglnln  ,...)2,1,0( ±±=k    (1.21) 
Ввиду многозначности величины Argz, логарифм является много-

значной функцией (действительная часть определяется однозначно, а мни-
мая содержит неопределенное слагаемое, кратное 2π ). 
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Символом zln  обозначают главное значение логарифма любого ком-
плексного числа zjzz arglnln += . 

Пример 1.7 Найти ( )1ln −  и ( )1−Ln  
Модуль числа -1 равен 1, а главное значение аргумента равно π , сле-

довательно  
( ) jj π=π+=− 1ln1ln , 
( ) ( ) jkjkjLn π+=π+π=− 1221  ,...)2,1,0( ±±=k . 

Пример 1.8. Вычислить jln  и Lnj  

1=j , 
2

arg π
=j , следовательно,  

jjj
22

1lnln π
=

π
+= , 

jkjkjLnj π





 +=π+

π
=

2
122

2
  ,...)2,1,0( ±±=k . 

Пример 1.9 Найти ( )j43ln +  и ( )jLn 43 + . 

54343 22 =+=+ j , 

( )
3
443arg arctgj =+ , следовательно, ( )

3
45ln43ln jarctgj +=+ , 

( ) jkjarctgjLn π++=+ 2
3
45ln43  ,...)2,1,0( ±±=k . 

Свойства логарифмической функции комплексного переменного: 
( )

;

;

21
2

1

2121

LnzLnz
z
z

Ln

LnzLnzzzLn

−=

+=⋅
 

( ) jknLnzzLn n π2+=  ,...)2,1,0( ±±=k ; 

Lnz
n

zLnn 1
= . 

Формула (1.18) служит для возведения в комплексную степень числа 
e. Чтобы перейти к определению возведения в степень любого комплекс-
ного числа отметим, что в силу определения логарифмической функции 

ae Lna = , 
для любого комплексного a. 
 

Для действительных a и z при a>0, справедливо тождество 
zLnaz ea = . 

Будем считать, что 
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zLnaz ea =               (1.22) 
для любых комплексных a и z, и тем самым определим az при любых ком-
плексных a и z,  где a, z – комплексные числа. 

Равенство (21) многозначно в силу многозначности Lna . Его глав-
ным значением называют то, которое получается при подстановке в пра-
вую часть (1.22) aln  вместо Lna. 

Пример 1.10 Найти jj . 

π−
π

−





 π+
π

===
kjkjj

jLnjj eeej
2

2
2

2   ,...)2,1,0( ±±=k  

Главное значение 2
π

−
= ej j . 

Пример 1.11 Найти: j+12 . 
( ) ( )( )

( ) ( ) )2lnsin2ln(cos

2
22ln22ln22ln

22ln1211

jee

ee
kkkj

jkjLnjj

+==

===
π−π−+π+

π++++
 

,...)2,1,0( ±±=k  
 

2. Дифференцирование и интегрирование функций 
комплексного переменного 

2.1 Производная 
Определения производной и дифференциала функции комплексного 

переменного совпадают с соответствующими определениями для функций 
действительного переменного. Поэтому почти все основные теоремы и 
формулы дифференциального исчисления без изменения распространяют-
ся на функции комплексного переменного.  

Однако дифференцируемые функции комплексного переменного по 
сравнению с дифференцируемыми функциями действительного перемен-
ного обладают многими дополнительными свойствами. Причина появле-
ния этих дополнительных свойств заключается в том, что условие для су-
ществования производной функции комплексного переменного является 
более ограниченным, чем условие существования производной функции 
действительного переменного. 

Дадим независимому переменному z=x+ jy приращение 
yjxz ∆+∆=∆  и вычислим, вызванное этим приращением приращение w∆  

однозначной функции ( )zfw = : ( ) ( )zfzzfw −∆+=∆ . 
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Если существует предел отношения 
z
w
∆
∆  при стремлении z∆  к нулю 

по любому закону, то этот предел называется производной функции ( )zf  в 

точке z и обозначается ( ),zf ′   
dz
dww ,′   или  :

dz
df     ( )

0

lim
→∆
∆
∆

=′

z
z
wzf . 

Требование существования предела 
z
w
∆
∆  и его независимости от за-

кона стремления z∆  к нулю накладывает на функцию ( )zf  более сильные 
ограничения, чем аналогичное требование для функции ( )xy ϕ=  действи-
тельного переменного x. Так если функция ( )xy ϕ=  имеет производную, то 

это значит, что существует предел отношения 
x
y

∆
∆  при приближении точки 

xx ∆+  к точке x по двум направлениям: слева (при 0<∆x ) и справа (при 
0>∆x ), и что пределы эти совпадают. Требование существования произ-

водной функции ( )zf  комплексного переменного означает существование 

предела отношения 
z
w
∆
∆  при приближении точки zz ∆+  к точке z по любо-

му пути, в частности по любому из бесконечного множества различных 
лучей, и совпадение всех этих пределов. 

Пусть  
( ) ( ) ( )yxjvyxuzf ,, +=     и     yjxz ∆+∆=∆ ,  

тогда  
( ) ( ) ( ) ( )[ ]

( ) ( )[ ] ,,,
,,

vjuyxvyyxxvj
yxuyyxxuzfzzfw

∆+∆=−∆+∆++
+−∆+∆+=−∆+=∆

 

где  
( ) ( )yxuyyxxuu ,, −∆+∆+=∆ ,  
( ) ( )yxvyyxxvv ,, −∆+∆+=∆ . 

В этих обозначениях  

                   ( )
yjx
vju

z
wzf

y
xz ∆+∆

∆+∆
=

∆
∆

=′

→∆
→∆→∆

0
00

limlim .    (2.1) 

Пусть функция ( )zf  имеет производную в точке z, тогда предел (2.1) 
существует и не зависит от закона стремления к нулю yjxz ∆+∆=∆ . В ча-
стности, при xz ∆=∆ , то есть при приближении точки zz ∆+  к точке z по 
прямой параллельной оси OX (рис.2.1).  
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     Рис.2.1 

С учетом (2.1) получим 

( )

x
vj

x
u

x
vj

x
u

x
vju

z
wzf

x

xz

∂
∂

+
∂
∂

=







∆
∆

+
∆
∆

=
∆

∆+∆
=

∆
∆

=′

→∆

→∆→∆

0

00

lim

limlim

     (2.2) 

Выбрав yjz ∆=∆ , то есть точка zz ∆+  стремится к точке z по пря-
мой, параллельной оси OY (Рис. 2.2.), получим  

 
        Рис. 2.2 
 

( ) =







∆
∆

+
∆
∆

−=
∆
∆+∆

=
∆
∆

=′
→∆→∆→∆ y

vj
y
uj

yj
vju

z
wzf

yyz 000
limlimlim  

    .
y
uj

y
v

∂
∂

−
∂
∂

=      (2.3) 
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Так как предел отношения 
z
w
∆
∆  при 0→∆z  не должен зависеть от за-

кона стремления z∆  к нулю, то из (2.2) и(2.3) следует, что 

    
y
uj

y
v

x
vj

x
u

∂
∂

−
∂
∂

=
∂
∂

+
∂
∂   

или  

y
u

x
v

y
v

x
u

∂
∂

−=
∂
∂

∂
∂

=
∂
∂ ,      (2.4) 

Условия (2.4) называются условиями Коши–Римана или условиями 
Даламбера–Эйлера и должны быть выполнены в каждой точке, в которой 
функция ( ) jvuzf +=  имеет производную (дифференцируема). Эти усло-
вия при некоторых добавочных ограничениях не только необходимы, но и 
достаточны для дифференцируемости функции ( )zf . Используя условия 
Коши–Римана, можем записать:  

( )
y
uj

y
v

x
vj

y
v

y
uj

x
u

x
vj

x
uzf

∂
∂

−
∂
∂

=
∂
∂

+
∂
∂

=
∂
∂

−
∂
∂

=
∂
∂

+
∂
∂

=′ .   (2.5) 

Если функция дифференцируема не только в данной точке, но и в не-
которой ее окрестности, то она называется аналитической в данной точке. 

Функция, аналитическая во всех точках некоторой области, называ-
ется аналитической или голоморфной в этой области. 

Точки плоскости z, в которых однозначная функция ( )zf  является 
аналитической, называются правильными. Точки, в которых функция ( )zf  
не является аналитической (в частности, в которых ( )zf  не определена) 
называются особыми точками. 

Пример 2.1 Является ли функция 2zw =  аналитической? 
Если 2zw = , то ( ) jxyyxjyxjvu 2222 +−=+=+  и 22 yxu −= ; 

xyv 2=  откуда находим 

x
vy

y
vx

x
u

∂
∂

−=−=
∂
∂

==
∂
∂ 22 . 

Условия (2.4) выполнены во всех точках плоскости, следовательно, 
функция 2z  является аналитической во всей плоскости. 

Пример 2.2 Является функция zew =  аналитической? 
( )

.sin;cos

;sincos;

yevyeu

yjyeejvuew
xx

xjyxz

==

+==+= +
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y
vye

y
u

y
vye

x
u xx

∂
∂

−=−=
∂
∂

∂
∂

==
∂
∂ cos;cos . 

Следовательно, условия Коши–Римана выполнены в каждой точке, и 
функция ze  является аналитической во всей плоскости. 

Пример 2.3 Является аналитической функция zw = ? 

zw = ; xu = ; yv −= ; 1=
∂
∂

x
u ; 1−=

∂
∂
y
v . 

Следовательно, первое условие Коши–Римана не выполнено. Функ-
ция zw =  не дифференцируема ни в одной точке плоскости. 

Пример 2.4 Является ли функция zzw Re⋅=  аналитической? 
( )

.;0;;2

;;

Re
2

2

y
x
v

y
ux

y
vx

x
u

xyvxu

jxyxxjyxjvuzzw

=
∂
∂

=
∂
∂

=
∂
∂

=
∂
∂

==

+=+=+=⋅=

 

Условия (2.4) выполняются только в точках x=0, y=0. Следовательно, 
функция zz Re  дифференцируема только в одной точке 0=z , и ни в какой 
точке не является аналитической. 

Правила дифференцирования функции комплексного переменного: 
1. Производная суммы двух функций равна сумме производных этих 

функций, то есть  
( ) ( )[ ] ( ) ( )zgzfzgzf ′+′=′+ . 

2. Производная произведения двух функций равна произведению 
производной от первой функции на вторую плюс произведение первой 
функции на производную второй  

( ) ( )[ ] ( ) ( ) ( ) ( )zgzfzgzfzgzf ′⋅+⋅′=′⋅  
3. Производная дроби это дробь, числитель которой равен разности 

между произведением производной числителя на знаменатель и произве-
дением производной знаменателя на числитель. Знаменатель производной 
равен квадрату знаменателя, то есть  

( )
( )

( ) ( ) ( ) ( )
( )zg

zgzfzgzf
zg
zf

2
′⋅−⋅′

=
′








 . 

4. Производная от сложной функции равна: 
 ( )[ ]{ } ( )[ ] ( )000 zgzgfzgf zz ′⋅′=′

= . 
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2.2 Гармонические функции 
Многие задачи, встречающиеся в технике, приводят к уравнению в 

частных производных  

02

2

2

2
=

∂

∂
+

∂

∂

y
T

x
T , 

называемого уравнением Лапласа: 

,0
2

2

2

2
=

∂

∂
+

∂

∂

y

u

x

u    .0
2

2

2

2
=

∂

∂
+

∂

∂

y

v

x

v  

Действительная и мнимая части функции ( ) jvuzf += , аналитиче-
ской в некоторой области D, является в этой области решением уравнения 
Лапласа. Действительно, функции u и v связаны в области D условиями 
Коши–Римана: 

.,
x
v

y
u

y
v

x
u

∂
∂

−=
∂
∂

∂
∂

=
∂
∂  

Дифференцируя первое тождество по x, а второе по y и складывая, полу-
чим 

.0
2

2

2

2
=

∂

∂
+

∂

∂

y

u

x

u  

Дифференцируя первое тождество по y, а второе по x и складывая, полу-
чим 

.0
2

2

2

2
=

∂

∂
+

∂

∂

y

v

x

v
/ 

Решения уравнения Лапласа  

02

2

2

2
=

∂

∂
+

∂

∂

y
T

x
T   

называются гармоническими функциями. Следовательно, действительная и 
мнимая части аналитической функции являются гармоническими функ-
циями. Однако, если ( )yxu ,  и ( )yxv ,  являются произвольно выбранными 
гармоническими функциями, функция ( ) ( )[ ]yxjvyxu ,, + , вообще говоря, не 
будет аналитической функцией, так как условия Коши–Римана, как прави-
ло, не будут выполняться. Аналитическую функцию ( ) ( ) ( )yxjvyxuzf ,, +=  
можно получить, если произвольно задав одну из двух гармонических 
функций ( )yxu ,  или ( )yxv , , и подобрать другую так, чтобы удовлетворя-

лись условия Коши–Римана .,
x
v

y
u

y
v

x
u

∂
∂

−=
∂
∂

∂
∂

=
∂
∂   
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То есть вторая функция определяется по ее двум частным производным, 
или что то же самое, по ее полному дифференциалу. Полный дифференци-
ал определяется с точностью до постоянного слагаемого. Следовательно, 
аналитическая функция с точностью до постоянного слагаемого определя-
ется своей действительной или мнимой частью. 

Две гармонические функции ( )yxu ,  и ( )yxv , , удовлетворяющие ус-
ловиям Коши – Римана, следовательно, являющиеся действительной или 
мнимой частями некоторой аналитической функции 
( ) ( ) ( )yxjvyxuzf ,, += , называются сопряженными. 

Пример 2.5 Найти аналитическую функцию, если известна ее мнимая 
часть .22 22 xyxv +−=  

Так как y
y
vx

x
v 4,14 −=

∂
∂

+=
∂
∂ , то из условий Коши–Римана находим 

производные: 

 14 −−=
∂
∂ x

y
u ;       (2.6)   

.4y
x
u

−=
∂
∂ .         (2.7) 

Из (2.7) получим:  
   ( )∫ ϕ+−=−= yxyydxu 44 ,      (2.8) 

где ( )yϕ -пока произвольная функция. Для определения ( )yϕ  дифференци-
руем (2.8) по y и подставляем в (2.6) 

( ) 144 −−=ϕ′+−=
∂
∂ xyx

y
u , 

откуда       ( ) ( ) cyyy +−=ϕ−=ϕ′ ,1 . Следовательно, cyxyu +−−= 4 . 
Окончательно получаем 

( )
( ) ( ) .222

224
222

22

cjzjzcjyxjjxyyxj

xyxjcyxyjvuw

++=++++−+

=+−++−−=+=
 

2.3 Интеграл от функции комплексного переменного 
Предположим, что в плоскости z задана замкнутая или незамкнутая 

дуга С, которую будем считать гладкой или кусочно-гладкой. Дуга называ-
ется гладкой, если в каждой ее точке можно провести касательную, причем 
направление касательной непрерывно при движении точки по кривой. Дуга 
непрерывной кривой, состоящая из конечного числа гладких дуг, называ-
ется кусочно-гладкой.  
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Граничные точки кривой С обозначим 0z  и Z (Рис. 2.3). Если кривая 
замкнута, то Zz =0 . Одну из точек, например, 0z  будем считать началь-
ной, а другую – конечной. Таким образом, установим положительное на-
правление на кривой С (на рис. – стрелка). Предположим, что функция 
( )zf  непрерывна во всех точках дуги С. 

        
     Рис. 2.3 
Разобьем дугу С произвольным образом на n «элементарных дуг» и 

занумеруем деления точками zzzz n =,...,, 21 . Введем обозначения от на-
чальной точки к конечной nnn zzzzzzzzz ∆=−∆=−∆=− −121201 ,...,, . 
Число kz∆  изображается вектором, идущим из точки 1−kz  в точку kz , а 

kz -длина этого вектора, то есть длина хорды, стягивающей соответст-
вующую элементарную дугу. Внутри, или на одном из концов каждой эле-
ментарной дуги выберем по одной точке и обозначим эти точки 

naaa ,...,, 21  (точка ka  находится на элементарной дуге с концами в точках 
1−kz  и kz ). 
Составим сумму: 

( ) ( ) ( ) nn zafzafzaf ∆++∆+∆ ...2211 .   (2.9) 
Предел этой суммы, вычисленный при условии, что ∞→n  и длина 

наибольшей из элементарных дуг, стремится к нулю(то есть стремится к 
нулю максимальная из величин kz ) называется интегралом функции ( )zf  
по дуге С и обозначается  

 ( ) ( ) k
n

k
k

zC
zafdzzf

k
∆= ∑∫

=→ 10max
lim           (2.10) 

Основные свойства интеграла функции комплексного переменного 
1. ( ) ( ) dzfdzfdzzfzf

CCC
∫∫∫ ±=± 2121 ][ . 

2. ( ) ( )dzzfkdzzkf
CC
∫∫ = ,     
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k – действительная или комплексная постоянная. 
3. Если дуга C  геометрически совпадает с дугой С, но имеет проти-

воположное направление, то  
( ) ( )dzzfdzzf

CC
∫∫ −=  

так как при замене С на C  все множители kz∆  в правой части (2.10) 
изменяют знаки на противоположные. 

4. Если дуга С состоит из дуг nCCC ,...,, 21  (Рис. 2.4), то   
( ) ( ) ( ) ( )dzzfdzzfdzzfdzzf

nCCCC
∫∫∫∫ +++= ...

21

. 

        
    Рис. 2.4 

5. ∫ −=
С

zZdz 0 , 

 так как при ( ) 1≡zf , сумма в правой части (2.10) имеет вид  
( ) ( ) ( )

.
......

00

1120121
zZzz

zzzzzzzzz

n

nnn
−=−=

=−++−+−=∆++∆+∆ −  

5. Если ( ) Mzf < , во всех точках дуги С и длина дуги С равна l, то 

( ) lMdzzf
С

⋅≤∫ .  

Действительно  

( ) ( ) lMzMzafzaf
n

k
k

n

k
kk

n

k
kk ⋅≤∆≤⋅≤∆ ∑∑∑

=== 111
,  

так как сумма ∑
=
∆

n

k
kz

1
 равна длине ломаной, вписанной в дугу C , и поэто-

му не больше чем длина l дуги C. 
Вычисление интеграла сводится к вычислению криволинейных инте-

гралов от действительных функций действительных переменных. Пусть  
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 ( ) jvuzf += , jyxz += ,  
где u и v – функции переменных x и y: ( ) ( )yxvvyxuu ,,, == . 
Тогда  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )dyyxudxyxvjdyyxvdxyxudzzf
CCС

,,,, ++−= ∫∫∫          (2.11) 

Так как подинтегральное выражение можно представить в виде: 
( ) ( )( ) ( )udyvdxjvdyudxjdydxjvudzzf ++−=++= . 

Если дуга С задана параметрическими уравнениями:  
( )txx =   и  ( )tyy =             (2.12) 

 а начальная и конечная точки дуги соответствуют при этом значениям па-
раметра 0tt =  и Tt = :  

( ) ( )000 tjytxz += , ( ) ( )TjyTxZ += , 
то можно свести вычисление криволинейных интегралов в (2.11) к вычис-
лению определенных интегралов с нижним пределом 0t  и верхним T (сле-
дует из правила вычисления криволинейного интегралов). 

Так как уравнения (2.12) равносильны одному уравнению  
( )tzz =               (2.13) 

 где ( ) ( ) ( )tjytxtz += , то для вычисления ( )∫
C

dzzf  достаточно подставить в 

подинтегральную функцию вместо z ( )tz  из (2.13),а вместо dz –
дифференциал этой функции. Следовательно, интеграл по комплексному 
переменному можно вычислять пользуясь формулой  

 ( ) ( )[ ] ( )dttztzfdzzf
T

tС
′= ∫∫

0

            (2.14) 

Пример 2.6 Вычислить интеграл ∫
C

zdzRe ; 

где дуга С – отрезок прямой, соединяющий точку 0 с точкой 1+j . 
Уравнение отрезка, соединяющего точки 0 и 1+j в параметрической 

форме, имеет вид  
x=t; y=t,  

а в комплексной форме  
( )tjz += 1 ,  

где действительная переменная t изменяется от 0 до 1. Находим далее 
( )dtjdz += 1 . 
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( )[ ]( ) ( )

( ) .
2

1
2

1

111ReRe

1
0

2

1

0

1

0
jtj

tdttdtjtjzdz
C

+
=

+
=

=+=++= ∫∫ ∫
 

2.4 Теорема Коши. 
Если функция ( )zf  аналитическая в односвязной области G, ограни-

ченной замкнутым контуром С, а также в точках этого контура, то 
 ( ) 0=∫ dzzf
С

. 

Доказательство теоремы проведем в дополнительном предположении 
о непрерывности производной ( )zf ′  на контуре C и в ограниченной им од-
носвязной области. Используем равенство: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )dyyxudxyxvjdyyxvdxyxudzzf
CCС

,,,, ++−= ∫∫∫ . 

Покажем, что криволинейные интегралы второго рода ∫ −
C

vdyudx  и 

∫ +
C

vdxudy  по замкнутому контуру равны нулю. Для равенства нулю кри-

волинейных интегралов требуется, чтобы: 
1. Функции ( )yxu ,  и ( )yxv ,  имели непрерывные частные производ-

ные в области G; 
2. Всюду в области G выполнялись неравенства  

x
v

y
u

∂
∂

−=
∂
∂ , и 

y
v

x
u

∂
∂

=
∂
∂ .            (2.15) 

Первое условие выполняется в силу предположения о непрерывности 
производной ( )zf ′ . Равенства (2.15) совпадают с условиями Коши–Римана 
и выполняются в области G, так как функция ( )zf  по условию теоремы 
аналитическая в этой области. Таким образом, криволинейные интегралы 

0=−∫
C

vdyudx  и 0=+∫
C

vdxudy , следовательно ( ) 0≡∫ dzzf
С

. 

Можно доказать теорему Коши и без предположения о непрерывно-
сти производной ( )zf ′  на контуре С и в области, ограниченной данным 
контуром, однако, доказательство при этом осложнится. 

Рассмотрим многосвязную область G , ограниченную внешним кон-
туром С и внутренними контурами 1С  и 2С (для определенности возьмем 
трехсвязную область Рис. 2.5).  
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Граница области состоит из внешнего контура С и двух внутренних 
контуров 1С  и 2С . Соединим контуры С, 1С , 2С  дугами 1γ  и 2γ . Обозна-
чим через Г сложный замкнутый контур, состоящий из контуров С , С1, С2 
и дуг γ1 и γ2 Область, ограниченная контуром Γ , будет односвязной и в си-
лу теоремы Коши ( ) 0=∫

Γ
dzzf  

         . 
     Рис. 2.5 
Контур Γ  будем обходить в таком направлении, при котором область 

G остается слева (положительное направление обхода). При этом обходе 
дуги 1γ  и 2γ  будут проходиться дважды в противоположных направлени-
ях, в силу чего интегралы по каждой из дуг взаимно уничтожаются, и мы 
получим  

( ) ( ) ( ) 0
21

=++ ∫∫∫ dzzfdzzfdzzf
CCС

. 

Здесь внешний контур С обходится против часовой стрелки, а внут-
ренние - по часовой стрелке. Получаем формулировку теоремы Коши для 
многосвязного контура. Изменив направление обхода внутренних конту-
ров 1С  и 2С , получим  

( ) ( ) ( )dzzfdzzfdzzf
CCС
∫∫∫ +=
21

,           (2.16) 

где все контуры, как внутренние, так и внешний обходятся против часовой 
стрелки. Очевидно, что равенство (2.16) сохранится и в случае, если все 
контуры будут обходиться по часовой стрелке. 

Теорема Коши для многосвязной области может быть сформулиро-
вана следующим образом: если функция ( )zf  аналитическая в многосвяз-
ной замкнутой области G, то интеграл от этой функции по внешнему кон-
туру, ограничивающему область, равен сумме интегралов по всем внут-
ренним контурам (при этом все контуры обходят в одном направлении 
(либо по часовой стрелке, либо против)  
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В частности, если ( )zf  аналитическая в кольце между замкнутыми 
контурами 1С  и 2С  и на самих этих контурах, то ( ) ( )dzzfdzzf

CС
∫∫ =
21

. 

       
     Рис. 2.6 
Если интеграл от функции ( )zf  по всему замкнутому контуру, рас-

положенному в некоторой области G, равен нулю, то интеграл по всякой 
дуге, находящейся внутри области G, зависит только от положения на-
чальной и конечной точек этой дуги, и, следовательно, одинаков для всех 
дуг, имеющих общую начальную и конечную точки. Другими словами в 
этом случае интеграл не зависит от пути интегрирования.  

Действительно, если дуги 1С  и 2С  имеют общую начальную точку 
0z  и общую конечную точку Z, то величина  

( ) ( )dzzfdzzf
CC
∫∫ −
21

            (2.17)  

представляет собой интеграл от функции ( )zf  по замкнутому контуру С, 
состоящему из дуги 1С  и дуги 2С , геометрически совпадающей с дугой  

2С , но противоположной по направлению. Если интеграл равен нулю, то 
равна нулю и разность (2.17), откуда 

  ( ) ( )dzzfdzzf
CC
∫∫ =
21

. 

Таким образом, из теоремы Коши следует, что если функция ( )zf  
аналитична в некоторой односвязной области G, то для любой дуги С (не 
замкнутой), принадлежащей G, интеграл от ( )zf  по С зависит только от 
начальной 0z  и конечной Z точек дуги С, следовательно для этого инте-
грала можно использовать обозначение 

( )∫
z

z
dzzf

0

.             (2.18)  
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Во избежании путаницы переменную интегрирования обозначают 

другой буквой (ξ ), то есть обычно пользуются обозначением ( )∫ ξξ
z

z
df

0

.  

Если зафиксировать точку 0z , а z изменять в области G, то интеграл 
(2.18) будет функцией от z, обозначим эту функцию ( )zF . 

 Если функция ( )zf  аналитична в некоторой односвязной области G, 
содержащей точки 0z  и Z, причем величина 0z - постоянна, а Z- изменяет-
ся, то в этой области функция  

( ) ( )dzzfZF
Z

z
∫=
0

             (2.19) 

является аналитической и ( ) ( )Zf
dZ

ZdF
= .  

Функция ( )ZF  называется первообразной для функции ( )Zf , если 
( ) ( )ZfZF =′ . 

Если две функции имеют в некоторой области одинаковые производ-
ные, то в этой области разность между этими функциями постоянна, то 
есть две первообразные от одной и той же функции отличаются друг от 
друга на постоянную величину. 

Формула Ньютона – Лейбница. 
Если функция ( )zF -некоторая первообразная от аналитической 

функции ( )zf , то есть ( ) ( )zfzF =′ , то справедлива формула 

  ( ) ( ) ( )0
0

zFzFdzzf
z

z
−=∫             (2.20) 

Эта формула совпадает с известной формулой Ньютона – Лейбница 
из интегрального исчисления, то есть контурный интеграл от аналитиче-
ской функции в односвязной области равен приращению первообразной 
этой функции на пути интегрирования. 

2.5 Интегральная формула Коши 
Пусть функция ( )zf  аналитична в замкнутой области G (односвяз-

ной или многосвязной) и С – граница области. Оказывается, что значения 
функции ( )zf  в любой точке z области G можно вычислить, зная только 
значения ( )zf  на границе С этой области по формуле  

( ) ( )
∫ −ξ

ξξ
π

=
C z

df
j

zf
2
1 .            (2.21) 
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Здесь граница С обходится в положительном направлении (то есть так, что 
область G остается все время слева). 

Интеграл в правой части (2.21) называется интегралом Коши, а сама 
формула носит название интегральной формулы Коши. 

Для вычисления интеграла Коши нужно знать значения ( )ξf  функ-
ции ( )zf  на границе С, отсюда и следует, что аналитическая в замкнутой 
области G функция, полностью определяется своими значениями на гра-
нице области. С помощью формулы Коши можно вычислять некоторые 
контурные интегралы по замкнутым контурам. 

Пример 2.7 Вычислить ( )∫ −С

z

jzz
dze
2

, где С – окружность радиусом 2, с 

центром в точке 3j.  

Функция ( )
z

ezf
z

=  - аналитична внутри круга, ограниченного ок-

ружностью С, поэтому применим интегральную формулу Коши (роль ζ – 
играет z, а роль z – число 2j). 

( )
( ) ( ) ( )2sin2cos

2
222

22

2
j

j
ejjjf

jz
dzzf

jzz
dze j

CС

z
+===

−
=

− ∫∫ πππ . 

Применяя интегральную формулу Коши, можно доказать, что: 
1. Производная аналитической функции, также является 

аналитической функцией, причем 

( ) ( )
( )∫
−

=′
C z

df
j

zf
22

1

ξ

ξξ
π

             (2.22) 

2. При любом целом положительном n 

( ) ( )
( )∫ +−

==
C

n
n

z

df
j

nzf
12

!

ξ

ξξ
π

.            (2.23) 

Из аналитичности функции в некоторой точке, то есть из существо-
вания первой производной данной функции в какой – либо окрестности 
этой точки, следует существование в окрестности той же точки производ-
ных данной функции любого порядка, а, следовательно, и аналитичность 
этих производных. 

Пример 2.8 Вычислить 
( )

dz
jz
z

С
∫

− 3
cos , где С – замкнутый контур, обхо-

дящий точку j один раз. 
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Применяя формулу (2.23) к функции ( ) zzf cos= , получим: 

( )
jj

dz
zdjdz

jz
z

jz
C

coscos
!2

2cos 2

2 π−=
π

=
−

=∫ . 

Пример 2.9 Вычислить ∫
+C z

dz
12 , где С – окружность радиуса 1 с цен-

тром в точке j. 

( )( )jzjzz −+
=

+

1
1

1
2 ; 

( )
jz

zf
+

=
1  - аналитична в круге, ограниченном С, поэтому, приме-

няя интегральную формулу Коши, имеем 

( )( ) ( ) π=
+
π

=π=
−+

=
+

∫∫ jj
jjjfdz

jzjz
dz

z
dz

CС

22
12 . 

3. Теория вычетов 

3.1 Изолированные особые точки 
 

Точки плоскости z, в которых однозначная функция ( )zf  является 
аналитической, называются правильными точками. Точки, в которых 
функция ( )zf  не является аналитической, называются особыми точками (в 
частности точки, в которых функция не определена). 

Особая точка az =  называется изолированной, если в некоторой ок-
рестности этой точки функция ( )zf  не имеет других особых точек. То есть 
когда в некоторой окрестности точки az = , ( )zf  аналитична всюду, кроме 
самой точки az = . 

Изолированная особая точка az =  называется устранимой, если су-
ществует конечный предел ( ) ∞≠=

→
Azf

az
lim . 

Изолированная особая точка az =  называется полюсом, если 
( ) ∞=

→az
zflim , то есть модуль ( )zf  неограниченно возрастает при az → . 

Если точка az =  является полюсом функции ( )zf , то она является нулем 

функции 
( )zf
1

. 

Изолированная особая точка называется существенно особой, если не 
существует ( )

az
zf

→
lim . 
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Если ( ) 0=af , то точка а называется нулем функции ( )zf  и ( )zf  

можно разложить в ряд ( ) ( ) ( ) ...2
21 +−+−= azcazсzf  . 

Если ( )zf  можно разложить в степенной ряд 

 ( ) ( ) ( ) ...1
1 +−+−= +
+

n
n

n
n azcazczf              (3.1) 

то точка а называется нулем функции ( )zf  порядка или кратности n. Раз-
ложение (3.1) можно записать в виде  

( ) ( ) ( )zazzf n ϕ⋅−= ,  
где ( ) ( ) ...1 +−+=ϕ + azccz nn  
Для функции ( )zϕ  точка а уже не является нулем, так как ( ) 0≠=ϕ nca . 

Точка z называется полюсом порядка n функции ( )zf , если эта точка 

является нулем порядка n для функции 
( )zf
1

. В случае 1=n  полюс называ-

ется простым. Точка az =  тогда и только тогда является нулем порядка n 

функции 
( )zf
1

, когда ( ) ( ) ( )zaz
zf

nϕ−=
1 , где ( ) 0≠ϕ a  (функция ( )zϕ  ана-

литична при az = ).  

Если положить ( ) ( )z
z

ϕ
=ψ

1 , то точка az =  тогда и только тогда явля-

ется полюсом порядка n функции ( )zf , когда ( )zf  можно представить в 
виде  

( ) ( )
( )naz

zzf
−

ψ
= , 

где ( )zψ  также аналитична при az =  и ( ) 0≠ψ a . 
Пример 3.1. Найти все особые точки функций и определить их тип: 

1) ( )
( )

→
+

= 32z
ezf

z
точка 2−=z  - является полюсом третьего поряд-

ка для ( )zf . 

2) ( ) →
+

=
4

cos
2z

zzf  так как ( )( )jzjzz 2242 +−=+ , то точки jz 2±=  - 

полюсы первого порядка. 

3) ( ) zezf
1

=   
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Так как ...
!

...
!2

1
2

+++++=
n
zzze

n
z , то  

...
!

1...
!2
111 2

1

+++++=
nzzz

e n
z   

 этот ряд сходится всюду кроме точки 0=z , то есть точка 0=z  является 

существенно особой точкой функции ze
1

. 

3.2 Основная теорема о вычетах 
Вычетом функции ( )zf  в изолированной особой точке az =  ( )∞≠а  

называется число ∫
C

dzzf
j

)(
2
1
π

, где С – достаточно малая окружность 

ρ=− az , такая, что в круге ρ≤− az  нет других особых точек, кроме 
точки az = . В этом случае величина вычета не зависит от величины ра-
диуса ρ .  

Обозначают вычет функции ( )zf  в точке az =  следующим образом: 
( ) azzsf =Re  

(начальные буквы французского слова residu – вычет). 
Если a является правильной точкой функции ( )zf , то вычет функции 

относительно правильной точки равен нулю (это следует, например, из 
теоремы Коши). 

Если а – полюс или существенно особая точка функции ( )zf , то вы-
чет относительно нее может быть отличным от нуля, но может оказаться и 
равным нулю. Для бесконечно удаленной точки ∞=z  вычет определяется 
формулой  

( ) ( )dzzf
j

zsf
C

z ∫=∞= π2
1Re , 

где С – окружность достаточно большого радиуса, с центром в начале ко-
ординат, обход которой производится по часовой стрелке (чтобы беско-
нечно удаленная точка оставалась слева). 

Если бесконечно удаленная точка функции ( )zf  правильная, то вы-

чет относительно нее не обязательно равен нулю. Так, например, ( )
z

zf 1
=   

не имеет особенностей в точке ∞=z , но вычет ( )zf  ( ) 1Re −=∞=zzsf . 
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Пусть 0С  - простой замкнутый контур, на котором функция ( )zf  
аналитична. Допустим, что внутри контура 0С  функция ( )zf  аналитична 
всюду, за исключением n изолированных точек naaa ,...,, 21 . Окружим эти 
точки, лежащие внутри 0С , окружностями nCCC ,...,, 21  (Рис.13) столь ма-
лых радиусов, чтобы внутри каждой из этих окружностей находилось 
лишь по одной особой точке функции ( )zf  и чтобы никакие две из этих 
окружностей не имели общих точек. Тогда в силу теоремы Коши для со-
ставного контура, получим  

( ) ( ) ( ) ( )dzzfdzzf
j

dzzf
j

dzzf
j

nCCCC
∫∫∫∫ ++

π
+

π
=

π
...

2
1

2
1

2
1

210

, 

где при интегрировании все контуры обходятся против часовой стрелки. 

        
      Рис. 3.1 

Следовательно, величина ∫
0

)(
2
1

C
dzzf

jπ
 равна сумме вычетов функ-

ции ( )zf  относительно всех особых точек  этой функции внутри контура 
C0: 

( ) kaz
n

kC
zFsdzzf

j =
=
∑∫ = )(Re

2
1

10
π

. 

3.3 Вычет относительно полюса 
Если точка a является простым полюсом функции ( )zf  то 

[ ])()(lim)(Re zfazzsF
az

az −=
→

= . 

Иногда для вычисления вычета относительно простого полюса более 
удобна другая формула. Пусть точка z=a – простой полюс функции ( )zf  

и ( )zf  представляет собой отношение двух функций 
)(
)(

)(
2

1
zf
zf

zf = . 

( )zf1  и ( )zf2  - функции аналитические в точке z=a , причем для функции 
( )zf2  точка a является нулем первого порядка, и ( ) 01 ≠af . Тогда 
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az
zf

af

az
zf
zf

zf
zf

azzsf

az
azaz

az

−

=

−

=







−=

→

→→
− )(lim

)(
)(
)(

lim
)(
)(

)(lim)(Re
2
1

2

1 . 

Но так как ( ) 02 =af  в соответствии с определением производной то 

)(
)()(

lim
)(

lim 2
222 af

az
afzf

az
zf

azaz
′=

−
−

=
− →→

. 

Тогда окончательно получим 

)(
)(

)(Re
2

1
af
af

zsf az ′
=→ . 

Пример 3.2 Вычислить вычет ( )
2

2

−
=

z
zzf  относительно точки z=2. 

Точка z=2 простой полюс ( )zf , следовательно 

4
2

)2(lim)(Re
2

2
2 =













−
−=

→
− z

zzzsf
z

z . 

Пример 3.3 Вычислить вычет ( )
z

zf
sin

1
=  относительно z=0. 

1)
sin

1(limlim
sin

1Re
0

0 =⋅=
→

= z
z

z
s

z
z . 

Пример 3.4 Вычислить 0Re =zsctgz . 

z
zctgz

sin
cos

= . Точка z=0 является нулем первого порядка для функции 

sinz, тогда 1
0cos
0cosRe 0 ===zsctgz . 

 
4. Операционное исчисление 

4.1 Преобразование Лапласа 
В настоящее время под операционным исчислением понимается сово-

купность методов прикладного математического анализа, позволяющих эко-
номными и непосредственно ведущими к цели средствами получать решения 
линейных дифференциальных уравнений, а также разностных и некото-
рых типов интегральных уравнений [7].  

Операционное исчисление нашло широкое применение в теории ав-
томатического регулирования, где с его помощью производится анализ пе-
реходных и установившихся процессов в автоматических системах. Сущ-
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ность операционного метода заключается в следующем. Пусть задана неко-
торая функция f (t) действительной переменной t, причем такая, что для нее 
существует преобразование Лапласа (L-преобразование) 

,)()()]([
0

dtetfsFtfL st∫
∞

−==  
т. е. интеграл в правой части этого равенства является сходящимся. Ис-
пользуя L-преобразование, можно каждой преобразуемой по Лапласу 
функции ƒ(t) (такие функции составляют класс функций, называемых 
«оригиналами») поставить в соответствие функцию F(s) комплексной пере-
менной  s  (при этом функция  F(s) называется  «изображением»  функции- 
f (t)). Преобразование Лапласа обладает рядом замечательных свойств. 
Например, дифференцированию оригинала f(t) по переменной t соответст-
вует операция умножения F (s) на комплексную переменную s, а интегриро-
ванию оригинала ƒ(t)  соответствует операция деления F (s) на s. Таким 
образом, операции дифференцирования и интегрирования оригинала заме-
няются в пространстве изображений более простыми операциями алгебры - 
соответственно умножением и делением  изображения F(s) на s. Это по-
зволяет дифференциальное уравнение, записанное относительно искомой 
функции f (t), заменить в пространстве изображений на алгебраическое 
уравнение относительно изображения F(s) —L [f(t)]. Решив это алгебраиче-
ское уравнение и найдя F (s), мы получим изображение решения исходного 
дифференциального уравнения. Для определения самого решения можно 
воспользоваться обратным преобразованием Лапласа (L-1- преобразовани-
ем), устанавливающем связь между изображением F (s) и ему соответст-
вующим оригиналом  f(t): 

               ∫
∞+

∞−

− ==
ic

ic

stdsesF
j

sFLtf ,)(
2
1)]([)( [1
π

   0>t  

где с = Re s. 
Во многих случаях при нахождении решения f (t) можно избежать 

непосредственного вычисления этого интеграла, воспользовавшись табли-
цей соответствий «оригинал - изображение», а также рассмотренными в 
настоящей главе способами определения оригинала по соответствующему 
изображению. 
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Метод решения обыкновенных дифференциальных уравнений с по-
мощью операционного исчисления сводится, таким образом, к следующей 
наглядной схеме: 
 
Пространство        Уравнение относительно f(t)            Искомая функция f(t) 
оригиналов                 и начальные условия               
                                                                                    
  

                           L-преобразование                L- 1-преобразование  
  
 
 

Пространство                Алгебраическое уравнение                Изображение F(s) 
изображений                 относительно изображения F{s)          
 

Далее рассмотрены основные свойства преобразования Лапласа, по-
казано применение операционного исчисления для решения линейных 
дифференциальных и интегро-дифференциальных уравнений, а также рас-
смотрены некоторые приложения, операционного метода к анализу авто-
матических систем. 

Интеграл Лапласа. Аналитичность изображения.   
Рассмотрим функцию f(t) вещественной переменной t, при этом бу-

дем предполагать выполненными следующие условия: 
1) Функция f(t)непрерывна для всех значений 0≥t . Непрерывность 

может быть нарушена лишь в отдельных точках, являющихся точками раз-
рыва непрерывности первого рода, причем число этих точек должно быть 
конечным на любом интервале ограниченной длины. 

2) Функция  f(t)=0 для значений t<0. 
3) Функция  f(t) имеет  ограниченный порядок возрастания, т. е. мож-

но указать такие постоянныe числа M>0 и со 0≥ , при которых выполняется 
неравенство  

                           f (t) < tcMe 0  (t>0). 
 Число с0 является показателем роста функции  f(t). Функция f(t), 

удовлетворяющая условиям 1-3, называется оригиналом.   Многие функ-
ции, встречающиеся при описании процессов в автоматических системах, 
являются оригиналами. Например, оригиналами будут функции 1(t), 
Asinω t1(t),  Acosω t1(t),    tn(t) (п = 0, 1, 2, ...), eαt1 (t), e-αt1(t) (α>0) и ряд дру-
гих. Наличие в этих  функциях множителя - ступенчатой единичной функ-
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ции 1(t) - обеспечивает выполнение второго условия, т. е. обращение 
функции f (t) в ноль при t < 0. С физической точки зрения  это условие яв-
ляется вполне естественным. Действительно, в автоматических системах 
обычно представляют интерес процессы, начинающиеся с некоторого мо-
мента времени. Например, если функция f (t) характеризует отклонение ре-
гулируемой величины происходящее при приложении к системе в момент  
t = t0 возмущающего воздействия, то очевидно, что при  t<t0    f(t)=0, так 
как реакция на возмущение не может возникнуть ранее момента времени 
приложения к системе самого возмущения. Этот момент времени может 
быть принят за нулевой момент, т. е. можно полагать, что  t0 = 0; тогда при 
t <0 получим  f(t)=0. Условие 2 поэтому, естественно, учитывает началь-
ные условия, в которых находится автоматическая система и не является 
обременительным с математической точки зрения. Как правило, условия 1 
и 3 также выполняются для большинства функций f(t), характеризующих 
процессы в автоматических системах. 

Если хотя бы одно из условий 1 - 3 не выполняется, то функция f(t) 
не будет являться оригиналом. Согласно условию 1 оригинал f(t) не может 
обращаться в бесконечность при  ∞≥≤ t0 , поэтому не является оригинала-

ми функции    
t
1 ,   tg ω t. Не является оригиналом также функция et2, по-

скольку для этой функции не выполнено условие 3: функция et2 при t ∞→  
возрастает быстрее, чем возрастает функция tce 0 . 

Функция F (s) комплексного переменного s = c +jω ,определяемая ра-
венством  

     ∫
∞

−=
0

,)()( dtetfsF st     (4.1) 

называется  изображением функции f(t) по Лапласу. Интеграл в правой 
части  равенства (1) называется интегралом  Лапласа. Этот несобственный 
интеграл, по определению, равен  

 

∫ ∫
∞

−

+→
∞→

− =
0

0

,)()( lim
T

st

T

st dtetfdtetf
ε

ε

     (4.2) 

причем 0+→ε  означает правый предельный переход. 
С помощью интеграла Лапласа устанавливается соответствие между 

функцией f(t) и её изображением F(s). Процесс получения изображения 
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F(s) по заданной функции f (t) называется преобразованием Лапласа. Как 
видно из (4.1), это преобразование состоит в умножении f(t) на ste−  и ин-
тегрировании по t получившегося произведения в пределах от 0 до ∞ . 
Символически преобразование Лапласа записывается в виде 

    ).()]([ sFtfL =       (4.3) 
Если функции f(t) соответствует изображение F (s), то это соответ-

ствие часто записывают следующим образом: 
f(t)÷F(s)    или   f(t)÷F(s). 

Интеграл Лапласа будет сходящимся, если существует предел в пра-
вой части равенства (4.2). 

Установим, для каких функций f (t) существует интеграл (1); другими 
словами - какие функции f(t) преобразуемы по Лапласу? Ответ на этот -
вопрос дает следующая теорема: 

Теорема 1. Если функция f (t) является оригиналом, то эта функция 
преобразуема по Лапласу и ее изображение F (s) определено в полуплоско-
сти Re s > с0, где с0 - показатель роста функции f (t). 

Доказательство. Утверждение теоремы будет доказано, если окажет-
ся возможным показать, что интеграл в правой части равенства (1) сходит-
ся в части плоскости комплексного переменного s, для которой Re s >с0. 

Учитывая условие 3 существования оригинала, получаем оценку 

;)()(
0 00

0∫ ∫∫
∞
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∞
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∞

− <≤ dteMedtetfdtetf sttcstst  
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tccst

−
=

∞
−

−=< ∫∫
∞ −−
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∞

−   (4.4) 

Так как М<∞ ,  то при с>с0 (c = Re s) интеграл Лапласа сходится. 
Следовательно, функция f(t), являющаяся оригиналом, преобразуема 

по Лапласу и ее изображение F(s) определено в части плоскости комплекс-
ного переменного s, находящейся правее прямой, параллельной мнимой 
оси и проходящей от нее на расстоянии с0 (заштрихованная полуплоскость 
на рис. 3.1). 

Из доказательства теоремы следует, что существует интеграл, 

∫
∞

−

0
,)( dtetf st  т.е. интеграл Лапласа при Re s>c0 является не только схо-
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дящимся, но и абсолютно сходящимся интегралом. На этом основании 
число с0 называют абсциссой абсолютной сходимости интеграла (4.1). Ее 
можно определить как нижнюю грань совокупности чисел с , для которой 

интеграл    ∫∫
∞

−
∞

− =
00

)()( dtetfdtetf сtst сходится. 

                             

ωj

0c c0

 
                                                       Рис. 4.1 
 Покажем теперь, что интеграл Лапласа при Re s>c0 сходится равно-

мерно. Имеем tccst Meetf )( 0)( −−− <  при  0≥t  и при значениях s, для 

которых Re s > с0  и, кроме того, интеграл ,
0

)( 0 dtMe tcc∫
∞

−−  как показано 

выше, сходится; поэтому в соответствии с признаком равномерной сходи-
мости несобственных интегралов интеграл Лапласа сходится равномерно 
относительно s при Re s>c0. Отметим еще одно свойство изображения F(s), 
вытекающее из теоремы 1. Из неравенства (4.4) получим, что при стремле-
нии Re s = c  к  +∞   модуль интеграла Лапласа стремится к нулю. Следова-
тельно, если функция  F(s)  является изображением, то справедливо равен-
ство 

0)(lim
Re

=
∞→=

sF
cs

   (4.5) 

Следующая теорема устанавливает свойство изображения F (s). 
Теорема 2. Изображение F (s) оригинала f (t) в полуплоскости, для 

которой Re s>c0, где с0 — показатель роста оригинала, является аналити-
ческой функцией. 

Доказательство. В соответствии с теоремой Морера изображение F(s) 
будет аналитической функцией в полуплоскости Re s>c0, если, во-первых, 
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в этой полуплоскости функция F (s)  непрерывна  и,- во-вторых, ее инте-
грал вдоль любой замкнутой кривой, расположенной в этой полуплоско-
сти, равен нулю. 

Непрерывность F(s) при Re s >c0 вытекает из доказанной выше рав-
номерной сходимости интеграла Лапласа в указанной полуплоскости отно-
сительно параметра s. 

Проинтегрируем функцию F(s) по какому-либо произвольному замк-
нутому контуру l, расположенному в полуплоскости Re s > с0 :    
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∫ ∫ ∫
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st dsdtetfdssF  

Интеграл Лапласа при Re s>c0 сходится равномерно, в этом случае, 
как известно можно изменить порядок интегрирования в правой части на-
писанного равенства: 

                           .)()(
0

∫ ∫ ∫
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Подынтегральная функция во внутреннем интеграле является функ-
цией аналитической, поэтому в соответствии с теоремой Коши внутренний 
интеграл равен нулю. Следовательно, выполнено и второе условие теоре-
мы Морера.  

Приведем примеры нахождения изображений. 
Пример 4.1. Найти изображение единичной ступенчатой функции  

                                      




<
>

=
.00
,01

)(1
tпри
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t  

Учитывая равенство (1), при Re s>0 имеем 

                .1
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)(1)](1[
0 0

ssedtedtettL ststst =
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−=== ∫ ∫
∞ ∞

−−−  

Следовательно, справедливо соответствие    

                                 ,1)(1 st ←
•

•
  или  stL 1)](1[ = .                          (4.6) 

Абсцисса абсолютной сходимости для функции 1 (t) со=0. Изображе-
ние 1/s при s=0 имеет особую точку - полюс. При Re s 0≤  интеграл Лапла-
са, вообще говоря, расходится, поэтому изображение определено в полу-
плоскости, для которой Re s >0, в этой полуплоскости оно является анали-
тической функцией.  
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Пример 4.2. Найти изображение функции ),(1)( tetf tα= где α-
действительное или комплексное число (на рис. 4.2 изображена усеченная 
экспонента при действительном α < 0). 

                          

)(1 te tα

t0

 
                                                        Рис.4.2               
Имеем   

∫ ∫
∞ ∞

−−− ==
0 0

)( .)(1)](1[ dtedteteteL tssttt ααα     

При  Re (s - α) > 0,   т. е. при Re s > Re α, 

                         ∫
∞ −

−−
−

=
∞

−
−=

0

)(
)( .1

0 αα

α
α

ss
edte

ts
ts  

Получили соответствие  
α

α
−←

•

• s
te t 1)(1 ,  или 

                                  .1)](1[
α

α
−

=
s

teL t                                     (4.7) 

Для рассматриваемой функции абсцисса абсолютной сходимости 

co=Re α. При   Re s > Re α  изображение   
α−s

1    всюду определено и явля-

ется аналитической функцией. 
Наличие у функции eαt 1(t) в последнем примере множителя 1(t) 

обеспечивает выполнение условия 2 существования оригинала. В даль-
нейшем будем полагать это условие выполненным и при записи функций, 
подлежащих преобразованию по Лапласу, опускать множитель 1(t). На-
пример, соответствие (4.7) будем кратко записывать следующим образом: 
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      .1][
α

α
−

=
s

eL t  

При этом будем подразумевать, что преобразовывалась по Лапласу 
функция 

                                     






<
>=

.00
,0)(1

tпри
tприete

t
t

α
α  

 
Пример 4.3. Найти изображение функции f(t) = t. Интегрируя по час-

тям, получаем при Re s > 0 
                             

∫ ∫
∞ ∞

−−−− =
∞

−=+
∞

−==
0 0

2 ,1
0

1
0

][
2

s
edte

s
tedttetL sststsstst  

следовательно, ,1 2st←
•

•
 или   .1][ 2stL =  

Повторным интегрированием по частям легко показать, что 
,!][ 1+= nn sntL         (4.8) 

где 0≥n -целое число. 
Интеграл вида (4.1) определяет одностороннее преобразование Лап-

ласа. В некоторых случаях в теории автоматического регулирования ис-
пользуется двустороннее преобразование Лапласа, которое задается ра-
венством 

∫
∞

∞−

−= ,)()( dtetfsF ts         (4.9)  

причем здесь 0)( ≠tf  при t<0 
Для существования изображения (4.9) необходимо, чтобы интеграл  

∫
∞

∞−

− dtetf tc)(    был сходящимся. Этому требованию не удовлетворяют 

многие функции, например функции ,sin)(,)( tAtfconsttf ω==  
tAtf ωcos)( =  и др.; поэтому применение двустороннего преобразования 

Лапласа в теории автоматического регулирования является ограниченным. 
В дальнейшем под преобразованием Лапласа будем понимать именно 

одностороннее преобразование (4.1). 
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 Формула обращения. Для перехода от изображения F(s) к ему соот-
ветствующему оригиналу f(t) необходимо выполнить обратное преобразо-
вание Лапласа. В следующей теореме определяется аналитическое выра-
жение оригинала через изображение. 

Теорема 3. Оригинал f(t) в точках непрерывности определяется ра-
венством 

                                    ∫
∞+

∞−
=

jc

jc

ts dsesF
j

tf ,)(
2
1)(
π

                             (4.10) 

где F (s) — изображение по Лапласу оригинала f (t), а интеграл в правой 
части этого равенства понимается в смысле главного значения, т. е. 

                           ∫ ∫
∞+

∞−

+

−∞→
=

jc

jc

jc

jc

tsts dsesFdsesF
ω

ωω
,)()( lim  

и берется вдоль прямой, параллельной мнимой оси и расположенной 
в полуплоскости Re s >c0. 

Доказательство. Теорема будет доказана, если окажется возможным 
показать, что 

                             ∫
+

−∞→
=

ω

ωω π

jc

jc

ts tfdsesF
j

).()(
2
1

lim  

Принимая  во внимание равенство (4.1), найдем 

                   ∫ ∫∫
+

−

∞
−

+

− 










=

ω

ω

ω

ω
ττ

ππ

jc

jc

tsts
jc

jc

ts dsedef
j

dsesF
j

.)(
2
1)(

2
1

0
 

Интеграл Лапласа, как показано выше, сходится при Re s = с >c0 рав-
номерно относительно  параметра  s,   поэтому  в правой части этого  ра-
венства  можно  изменить  порядок  интегрирования, при этом получим 

                    ∫ ∫ ∫
+

−

∞ +

−

−=
ω

ω

ω

ω

τττ
ππ

jc

jc

jc

jc

tsts dsedf
j

dsesF
j 0

)( .)(
2
1)(

2
1  

Так как  

     [ ]∫
+

−

−−−+−− =−
−

=
−
+

−
=

ω

ω

τωτωττ
τω

ω
τ

jc

jc

tjctjctsts ee
tjc

jc
e

t
dse )()()()()()( 11  

τ
τωτ

−
−

= −
t

tje tc )(sin2 )( , 
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то имеем 

              ∫ ∫
+

−

∞
−

−
−

=
ω

ω

τ τ
τ
τωτ

ππ

jc

jc

tcts d
t

tefdsesF
j 0

)( .)(sin)(1)(
2
1  

Введем новую переменную  ξτ =− t , кроме того, положим  

)()( tetf tc ϕ=− , тогда получим 

∫ ∫
+

−

∞

−

+− =+=
ω

ω

ξ ξ
ξ
ωξξ

ππ

jc

jc t

tctcts detfedsesF
j

sin)(1)(
2
1 )(   

 ∫
∞

−






 +=

t

tc dte
ω

η
η
η

ω
ηϕ

π
,sin1  

где ,ωξη =  или 

∫
+

−
=

ω

ωπ

jc

jc

ts dsesF
j

)(
2
1  

 [ ]∫ ∫
∞

−

∞

−
+−






 +=

t t

tc dtfdtte
ω ω

η
η
η

π
η

η
ηϕ

ω
ηϕ

π
.sin)(1sin)(1
             (4.11) 

Рассмотрим пределы каждого из интегралов в правой части равенст-

ва (4.11) при ∞→ω . Как известно,  ∫
∞

∞−
= πη

η
η dsin , поэтому 

                   ∫
∞

−∞→
=

t
tfdtf

ωω
η

η
η

π
).(sin)(1

lim                 (4.12) 

Интеграл в первом слагаемом правой части равенства (4.11) предста-
вим в виде суммы трех интегралов:    

∫ ∫ ∫
∞

− −

Ω

−
+








−






 ++








−






 +=








−





 +

t

t

t t
dttdttdtt

ω

ω

ω ω
η

η
η

ϕ
ω
η

ϕη
η
η

ϕ
ω
η

ϕη
η
η

ϕ
ω
η

ϕ
0

0

sin)(sin)(sin)(  

.sin)( η
η
ηϕ

ω
ηϕ dtt∫

∞

Ω






−






 ++                     

Функция f(t) является оригиналом, поэтому функция )(tϕ  в интерва-
ле ),0( ∞  ограничена. Все три интеграла в правой части последнего равен-
ства являются сходящимися, т. е. можно подобрать постоянные значения 

0ω  и Ω  настолько большими, что модули интегралов по интервалам 
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),( 0 tt ωω −−  (где 0ωω >  произвольно) и ( ∞Ω, ) будут меньше всякого наперед 
заданного и сколь угодно малого положительного числа ε. Далее, значения 
t характеризуют собой точки непрерывности функции f(t), т. е. при фикси-

рованном η  имеем   );(lim tt ϕ
ω
ηϕ

ω
=






 +

∞→
  поэтому при ∞→ω  модуль 

интеграла по интервалу ),( 0 Ωtω  стремится к нулю. Следовательно,                

                   .0sin)(1
lim =





−






 +∫

∞

−∞→
η

η
ηϕ

ω
ηϕ

π ωω
dtte

t

tc                   

Из равенства (4.11) окончательно найдем 

                     ∫
+

−→
=

ω

ωω π

jc

jc
tfdssF

j
).()(

2
1

lim
0

 

Формула (4.10) называется формулой обращения. С ее помощью ус-
танавливается связь между изображением F(s) и ему соответствующим 
оригиналом f(t). Процесс получения оригинала по заданному изображению 
F(s) представляет собой обратное преобразование Лапласа. Это преобра-
зование состоит в умножении F(s) на еst, интегрировании, по s  получивше-
гося произведения вдоль прямой, параллельной мнимой оси, и делении ин-
теграла на 2πj. Символически обратное преобразование Лапласа записы-
вают в виде 

                      ).0()()]([1 >==− ttfsFL             (4.13) 
Условие t> 0 учитывает то обстоятельство, что оригинал f (t)=0 при t<0. 

Следует подчеркнуть, что формула (4.10) определяет оригинал толь-
ко в точках его непрерывности. Однако оригинал  f(t) может иметь точки 
разрыва непрерывности первого рода. Методом, аналогичным использо-
ванному при доказательстве теоремы 3, можно показать, что в точках  t 
разрыва непрерывности оригинала имеем 

∫
+

−∞→
−++=

ω

ωω π

jc

jc

ts tftfdsesF
j

)].0()0([
2
1)(

2
1

lim         (4.14) 

Следовательно, формула обращения определяет оригинал f(t) по изо-
бражению F(s) с точностью до значений в точках разрыва непрерывности. 
Оригиналу всегда соответствует единственное изображение, которое мо-
жет быть определено по формуле (4.1), так как значения оригинала в точ-
ках разрыва непрерывности не изменяют вида изображения. Однако одно-
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му и тому же изображению можно поставить в соответствие множество 
оригиналов, значения которых отличаются друг от друга лишь в точках 
разрыва непрерывности. Если оригинал f(t) является дифференцируемой 
функцией всюду в интервале ∞<< t0 , то оригинал по заданному изобра-
жению определяется однозначно. 

Следующая теорема устанавливает достаточные условия, при выпол-
нении которых функция F(s) является изображением. 

Теорема 4. Если функция F (s) аналитична в полуплоскости Re s>c0, 
стремится к нулю при ∞→s  в любой полуплоскости 0Re ccs >≥   рав-

номерно относительно  sarg   и   интеграл ∫
∞+

∞−

jc

jc
dssF )(   абсолютно сходит-

ся, то F (t) является изображением функции ∫
∞+

∞−
=

jc

jc

ts dsesF
j

tf .)(
2
1)(
π

 

Данную теорему примем без доказательства. 
Из теоремы 4 ясно, что не все функции F (s) комплексного перемен-

ного s могут быть изображениями. В частности, не являются изображе-
ниями периодические функции, например, вида teα , cos s, sin s, несмотря 
на то что эти функции являются аналитическими во всей плоскости s. 

 
4.2 Свойства преобразования Лапласа 

1. Линейность преобразования. Теорема; используется при установ-
лении соответствий «оригинал - изображение». 

Теорема 1. Если функции )(,),(),( 21 tftftf nK  являются оригиналами и 
их изображения есть соответственно )(,),(),( 21 sFsFsF nK  и если 

nλλλ ,,, 21 K -величины независящие от t и s, то справедливы равенства 

                ∑∑
==

=










 n

k
kk
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k
kk sFtfL

11
),()( λλ

             (4.17)  

                  ∑∑
==

− =










 n

k
kk

n

k
kk tfsFL

11

1 ).()( λλ            (4.18) 

Пример 4.4. Найти изображения по Лапласу функций 
,cos,sin,cos,sin tetett tt ωωωω αα −−  где  α> 0 —вещественное число. 
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Определим  изображение  по Лапласу  tωsin  Принимая  во внимание 
теорему 1, получаем 

{ }][][
2
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2
][sin tjtj

tjtj
eLeL

jj
eeLtL ωω

ωω
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−=


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=  

Учитывая соответствие (4.7), найдем далее 

,2
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tL         т. е. 

.][sin
22 ω

ωω
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=
s

tL              (4.19) 

Аналогично будем иметь 

.][cos
22 ω

ω
+

=
s

stL                4.20) 

Определим теперь изображение по Лапласу te t ωα sin :  

]}.[][{
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2
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Принимая во внимание соответствие (4.7) получаем 

,
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2
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++
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
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   .
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s
teL t              (4.20) 

Аналогично найдем 

  .
)(

]cos[
22 ωα

ωα

++
=−

s

steL t             (4.21)  

2.Дифференцирование и интегрирование оригинала. Следующие тео-
ремы устанавливают два важных свойства преобразования Лапласа.  

Теорема 2. Если функция f(t) и ее производная f’(t) являются оригина-
лами и F(s) есть изображение оригинала f (t), то справедливо равенство 

),0()()]('[ +−= fssFtfL              (4.22) 
где ).()0( lim

0
tff

t +→

=+  

Доказательство. Изображение по Лапласу производной f’(t), как сле-
дует из равенств (4.1) и (4.2), есть 
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∫ ∫
∞

−
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− ==
0

0

.)(')(')]('[ lim
T

ts

T

ts dtetfdtetftfL
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Проинтегрируем интеграл в правой части этого равенства по частям: 

∫ −
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Так как f(t) является оригиналом, то его модуль tcMetf 0)( <  при t>0, 

поэтому ,)( )( 0 tccts Meetf −− < когда Re s = c>c0, т.е. .0)(lim =−

∞→

Ts

T
eTf  

Кроме того, найдем )0()(lim +=−

∞→
fef esε

ε
. Учитывая, что согласно, ра-

венствам (4.1) и (4.2) ∫ =−
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T
ts

T
tFdtetf

ε
ε

),()(lim
0

 получаем 

).0()()]('[ +−= fssFtfL  
Если положить начальное значение f(+0)=0, то из формулы (4.22) по-

лучим L[f'(t)] = sF(s), т.е. операции дифференцирования оригинала соот-
ветствует операция умножения изображения этого оригинала на ком-
плексное число s. 

Если производные высших порядков f(2)(t), f(3) (t), ...,f(n)(t) являются 
оригиналами, то справедливы равенства 














+−=

+−+−+−=
+−+−=

∑
=

−− ).0()()]([

),0()0(')0()()]([
),0(')0()()]([

1

)1()(

)2(23)3(

2)2(

n

k

kknnn fssFstfL

fsfsfsFstfL
fsfsFstfL

KKKKKKKKKKKKKKKKKKKKK           (4.23) 

Теорема 3. Если функция f(t)  является оригиналом, причем F (s)- его 

изображение, то интеграл ∫
t

dttf
0

)(  также является оригиналом и спра-

ведливо равенство 
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здесь 

∫ ∫ ++== −
⋅

− ),0()()()( 1

0

1 fdfdtftf
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τττ                             

причем f-1 (+0) - постоянная величина. 

Доказательство. Покажем, что интеграл ∫
t

dttf
0

)(  является оригина-

лом. Условия 1 и 2 существования оригинала, очевидно, для этого инте-
грала выполняются, так как они выполняются для функции f(t). Проверим 
выполнение условия 3. 

Имеем оценку 
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Следовательно, условие 3 также выполняется. 
Убедимся теперь в справедливости равенства (4.24). Найдем изобра-

жение интеграла ∫
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Интегрируя по частям, получаем 
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Так tcc
t

ts eMdfe )(
1

0

0)( −− <∫ ττ   (t>0, Re s = c>c0), то предел первого 

слагаемого правой  части равен нулю. Для второго слагаемого правой час-
ти найдем, согласно равенствам (4.1) и (4.2), 
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следовательно, 

).(1)(
0

sF
s

dfL
t

=











∫ ττ              (4.25) 

Теперь, учитывая свойство линейности преобразования Лапласа, 
имеем   
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Так как  
s

ftfLfL )0()](1)0([)]0([ +
=+=+ ,  то окончательно получим 
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Если положить что ,0)0(1 =+−f то из теоремы найдем, что операции 
интегрирования оригинала соответствует операция деления изображе-
ния этого оригинала на комплексное число s. 

Распространим теорему на интегралы высших порядков. Пусть  
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…………………………………………………………………. 
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      3. Смещение в области оригиналов и в области изображений. Измене-
ние масштаба. Рассмотренные ниже теоремы позволяют образовывать но-
вые соответствия «оригинал - изображение». 
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Теорема 4. Если функция f (t) является оригиналом и F (s) - его изо-
бражение, то изображение смещенного оригинала f(t-a), где а- положи-
тельное число, определяется равенством 

).()]([ sFeatfL as−=−              (4.28) 
 Здесь следует иметь в виду, что f(t — a) =0 при t < а, так как ориги-

нал f(t) = 0 при t < 0. 
При обратном преобразовании Лапласа справедливо равенство 


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>
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=−−
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)]([1

atприtf
atпри

sFeL as            (4.29) 

Пример 4.5. Найти  изображение смещенного оригинала (t-а)2(рис. 4.3). 
По формуле (4.29), учитывая равенство (4.8), имеем 

.2][])[( 3
22

s
etLeatL asas −==−          (4.30) 

Пример 4.6. Определить изображение функции характеризующей 
бесконечный ступенчатый ход (рис. 4.4). ])2(1)(1)(1[)( K+−+−+= ττ tttAtf . 

Имеем 
=+−+−+= K)]2(1[][)](1[)([ ττ tALtALtALtfL  
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. 

τ τ2 τ3  
 

Рис.4.3        Рис.4.4 
Воспользовавшись теоремой  (4), получим формулу, удобную для 

определения изображений кусочно-непрерывных оригиналов общего вида 
Предположим, что требуется определить изображение F (s) оригина-

ла f (t) (рис. 4.5), определяемого равенством 
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Изображение функции g(t) обозначим G(s). Найдем изображение 
смещенной функции g(t+τ ). Пусть это изображение есть )(sGτ , тогда в со-
ответствии с формулой (4.29) получим: 
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Вычитая из первого равенства второе, будем иметь, учитывая равен-
ство (4.32) 

).()]([)]([ 2
2

1
1 11 tfsGeLsGeL t

ts
t

ts =− −−−−  

Следовательно, изображение кусочно-непрерывно  функции f(t) оп-
ределяется выражением 

).()()( 2
1

1 sesGesF ts
t

ts −− −=            (4.33) 

 
Рис 4.5      Рис.4.6 

Пример 4.7 Найти изображение оригинала  f(t), 
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график которого изображен на рис. 4.6. 
 Пусть ),()()( 21 tftftf +=  где 
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Определим изображение функции f1 (t),   воспользовавшись форму-
лой (4.33). Для этой функции  

g(t+τ ) = а(t+τ )+b, следовательно, 
.])([)( 2 sbsasabtaLsG ++=++= τττ  

Так как 
.)(,)(,0 2

22
21 21 sbsatsasGsbsasGтоtиt tt ++=+==== ττ  

По формуле (4.33) найдем 
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s
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s
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Определим теперь изображение функции  f2(t): 
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Просуммировав L[f1(t)]   и   L[f2(t)],    изображение функции f (t) по-
лучим  в виде 
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Пример 4.8. Определить изображение функции (рис. 4.7) 
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Имеем: ,,0,sin)( 21 ωπω === ttttg т. e. 
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По формуле (4.33) найдем 
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Формула (4.33) позволяет построить изображение периодической 
функции. Пусть ϕ (t)- периодическая функция с периодом Т, пусть, кроме 
того, функция f(t) совпадает с функцией )(tϕ  в интервале (0, Т) и равна ну-
лю вне этого интервала. Изображение F (s) функции f (t) определяет фор-
мула (4.33), причем в этом случае t1= 0, t2= T, т. е. 

),()]([)(),()]([)( 21 sTtLsGstLsG tt Φ=+=Φ== ϕϕ  

так как из условия периодичности )()( Ttt += ϕϕ . Подставляя выражения  
)()(

21
sGиsG tt  в формулу (4.33), найдем изображение Φ (s) периодической 

функции ϕ  (t): 
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Пример 4.9. Найти  изображение  периодической с периодом  
ω
π  

функции (рис. 4.8): 









<<−

<<
==

.2sin

,0sin
sin)(

ω
π

ω
πω

ω
πω

ωϕ
tприt

tприt
tt  

Изображение F (s) функции 
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совпадающей с функцией ϕ  (t) в интервале (0, Т) и равной нулю вне этого 
интервала, было определено в примере 4.5. Подставляя F (s) из указанного 
примера в формулу (4.34), получаем искомое изображение 
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Теорема 5. Если функция f (t) является  оригиналом и F (s) - его изо-
бражение и если а -любое комплексное число, то справедливо равенство 

 ).()]([ asFtfeL ta −=              (4.35) 
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Из этой теоремы следует, что умножение оригинала на экспоненци-
альную функцию приводит к смещению особых точек и нулей его изобра-
жения. 

Заметим, что если соответствие )()]([ sFtfL =  справедливо в полу-
плоскости Re s = c >c0, то соответствие (4.35) имеет смысл при Re (s + а) > 
с0, т. е. при Re s>c0 - Re a. 

Пример 4.10. Найти изображение функций .sin,cos tete tata ωω −−  

Учитывая равенства ,][sin,][cos 2222 ω
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Пример 4.11. Определить, изображение функции .nta te−   

По формуле (4.8) имели 1
!][
+

= n
n

s
ntL , поэтому, принимая во внима-

ние равенство (4.35), найдем, что 
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Теорема 6. Если функция f (t) является оригиналом и F (s) - его изо-
бражение и если а - вещественное положительное число, то справедливо 
равенство 

).(asaF
a
tfL =











               (4.39) 

Формула (4.39) характеризует изменение изображения оригинала, ес-
ли в оригинале изменяется масштаб аргумента.  

Пример 4.12. Найти изображение функции ).0(sin >ataω  
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4. Дифференцирование и интегрирование изображений. Рассмотрим 

две теоремы, которые аналогичны теоремам о дифференцировании и ин-
тегрировании оригинала. 

Теорема 9, Если функция f (t) является оригиналом и F(s) - его изо-
бражение, то справедливо равенство 

).()]([ sF
ds
dttfL −=              (4.45) 

Доказательство. Функция  
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 является аналитической при Re s = =c >c0, поэтому ее можно дифференци-
ровать по s, а так как интеграл Лапласа сходится при Re s=с > с0 равномер-
но относительно параметра s, то допустимо дифференцирование под зна-
ком интеграла. Производя дифференцирование, получим 
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поэтому 
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Таким образом, операции дифференцирования изображения по s со-
ответствует операция умножения оригинала на t с изменением знака на об-
ратный. Справедлива и общая формула 
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Пример 4.13. Из соответствия 
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мощью формулы (4.45) новое соответствие: 
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Теорема 10. Если функция f(t) является оригиналом и F(s)-его изо-

бражение и если  интеграл  ∫
∞

0

)( dssF  сходится,  то справедливо равенство 
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здесь 
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и контур интегрирования расположен в части плоскости, где функция 
F(s) является аналитической. 

Доказательство. Рассмотрим интеграл  ∫
∞

s
dssF ,)(  где путь интегриро-

вания лежит в части плоскости комплексного переменного s, в которой 
функция F (s) аналитична, т. е. при  Re s = c>c0. Принимая во внимание вы-
ражение (4.1), получим 
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Здесь мы изменили порядок интегрирования, что возможно благода-
ря равномерной сходимости внутреннего интеграла относительно s. Так 
как 
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Из теоремы следует, что операции деления оригинала на t соответст-
вует операция интегрирования изображения по контуру в пределах от s до 

∞ . Важным при этом является условие существования интеграла ∫
∞

s
dssF )( .  

Если, например, f (t)=1 (t), т. е. ,1)( ssF =  то
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Так как ,lnlim 1
1

∞=
∞→

s
s

 то интеграл ∫
∞

s
dssF )(  в этом случае не сущест-

вует,  т. е. применять формулу (4.48) к функции   
t
1  нельзя. Этот результат 

совпадает со сделанным ранее заключением, что функция  
t
1  не  является 

оригиналом.  

Пример 4.14 Определить изображение функции   .sin
t

tω      

Справедливо соответствие 22~sin
ω

ωω
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t . Применим к этому соот-

ветствию формулу (4.48): 

∫ ∫
∞

∞→∞→

=−==
+

=
+

=





s

s

s ss

sarctgsarctg
s
ssarctgds

s
ds

st
tL

1

11

.
2

sin 1
2222 limlim ωω

π
ωω

ω
ω

ωω  

Получили новое соответствие 

.~sin
ω

ω sarctg
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5. Начальное и предельное значения оригинала. Следующие две тео-
ремы позволяют по виду изображения судить о поведении оригинала при  t 
= 0 и при  ∞→t . 

Теорема 11. Если функции f(t) и f’(t) являются оригиналами и *F(s)- 
изображение оригинала f (t), то при существовании предела  )(lim

0
tf

t +→

 

справедливо равенство    
),()( limlim

0
tfssF

ts +→∞→

=       (4.49)  

причем ∞→s  по такому  пути,  что Re s = с неограниченно возрастает. 
Доказательство. В соответствии с формулой (4.22) изображение про-

изводной f’(t) дается равенством 

∫
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− +−==
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).0()()(')]('[ fssFdtetftfL st  

Перейдем в этом равенстве к пределу по s; пусть ∞→s  таким обра-
зом, что Re s=c неограниченно возрастает. Так как всякое изображение 
(см. равенство (4.5)), в том числе и изображение производной, при указан-
ном   предельном переходе стремится к нулю, то получим равенство 
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Пример 4.15. Найти начальное значение оригинала f(t), если его изо-

бражение .
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.   Этот   ре-

зультат можно проверить, непосредственно используя соответствие (см. 

равенство (4.38))  :
)(

1~ 2α
α

+
−

s
te t  

.0)( limlim
00

== −

+→+→

t

tt
tetf α  

Формула (4.49) может быть использована, если известно, что )(lim
0

tf
t +→

 

существует  (при  этом само значение f(t) неизвестно). 
В большинстве задач теории автоматического регулирования суще-

ствование предела  )(lim ssF
s ∞→

 свидетельствует и о существовании предела 

)(lim
0

tf
t +→

. Однако можно указать отдельные примеры, когда подобное за-

ключение будет неверным. 
Теорема 12. Если функции f (t) и f’(t) являются оригиналами, F (s) - 

изображение оригинала f (t) и если sF (s) является аналитической функци-
ей в правой полуплоскости и на мнимой оси, то справедливо равенство 

).()( limlim
0

tftsF
ts ∞→→

=               (4.50) 

Доказательство. Справедливо равенство (4.22):  

).0()()(')]('[
0

+−== ∫
∞

− fssFdtetftfL st  

Пусть 0→s , тогда   

∫
∞

→

−

→
+−=

0 00
)0()()(' limlim fssFdtetf

s

st

s
.   

Интеграл в левой части равенства сходится равномерно относительно s, 
поэтому возможен переход к пределу под знаком интеграла:  
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∫
∞

→
+−=

0 0
)0()()(' lim fssFdttf

s
.  

Из аналитичности функции sF (s) при Re s = c >0 следует, что производная 
f’(t) является функцией, убывающей по показательному закону; при этом 
интеграл в левой части последнего равенства существует. Имеем 

∫ ∫
∞

∞→
+→
∞→

+−==
0

0

).0()()(')(' limlim ftfdfdttf
t

tt ε
ε

ττ  

Сравнивая последние два равенства, получим, что  
).()( limlim

0
tfssF

ts ∞→→
=  

Пример 4.16 Определить с помощью формулы (4.50) предельное зна-

чение оригинала, если его изображение  2)(
1)(
α+

=
s

sF  (α >0 - действитель-

ное число). 

Функция  2)(
)(

α+
=

s
sssF  является аналитической в правой полу-

плоскости и на мнимой оси. По формуле (50) найдем 

.0
)(

1)( 20
limlim =

+
=

→∞→ αs
stf

st
 

 
6. Вторая независимая переменная. При определении новых соответ-

ствий «оригинал - изображение» оказываются полезными следующие фор-
мулы: 

),,(),( limlim
00

asFatfL
aaaa

t
→→

=











            (4.51) 

),,(),( asF
a

atf
a

Lt ∂
∂

=




∂
∂              (4.52) 

∫∫ =












 a

a

a

at

daasFdaatfL
00

.),(),(            (4.53) 

Здесь f(t, a) - функция, преобразуемая по Лапласу относительно пе-
ременной t; F(s, a)-ее изображение; а - переменная, не зависящая от t и s.  
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Из формул (4.51) - (4.53) следует, что соответствие f(t, a)~F(s, а) не 
нарушится, если в левой и правой его частях выполнять операции пре-
дельного перехода, дифференцирования и интегрирования относительно 
второй независимой переменной а. При этом предполагается, что пределы, 
производные и интегралы, указанные в равенствах, существуют. Справед-
ливость формул (4.51) - (4.53) вытекает из основного соотношения  
[ ] ),(),( asFatfLt =  в результате поочередного применения к нему опера-

ций предельного перехода, дифференцирования и интегрирования. 
Пример 4.17. Найти изображение дельта-функции  )(tδ (импульснной 

функции первого порядка).  
Так как   

a
attt

a

)(1)(1)( lim
0

−−
=

→
δ   

то по формуле (51) получим 

.)(1)(1)(1)(1)]([ limlim
00





 −−

=






 −−
=

→→ a
attL

a
attLtL t

aa
tδ  

Используя формулы (4.16) и (4.28), найдем 

.1)]([ lim
0 sa

etL
as

a

−

→

−
=δ  

Справа мы имеем неопределенность вида 0/0, раскрывая эту неопре-
деленность по правилу Лопиталя,  получим изображение дельта-функции 

.1)]([ =tL δ               (4.54) 
Изображение смещенной дельта-функции  )( at −δ определяется ра-

венством 
.)]([ aseatL −=−δ              (4.55) 

Найдем изображение .производной от дельта-функции )(' tδ -
импульсивной функции второго порядка. Так как    

,)2(1)(12)(1)(' 20
lim

a
atattt

a

−+−⋅−
=

→
δ   

 то, учитывая формулы (4.16), (4.28) и (4.51), получаем 

.21)2(1)(12)(1)('[ 2

2

020
limlim

sa
ee

a
atattLtL

asas

a
t

a

+−
=







 −+−⋅−
=

−

→→
δ  

 
 



 69

После двукратного применения правила Лопиталя получим 
.)]('[ stL =δ              (4.56) 

 
Изображение импульсивной функции порядка п будет 

.)]([ 1)1( −− = nn stL δ             (4.57) 
Заметим, что функция  F(s)=1,  s, …, sn-1 не стремятся к нулю при 

∞→s , поэтому их можно считать изображениями лишь условно. Эта ус-
ловность является следствием той условности, которая отмечалась выше 
при введении дельта-функции.    

Пример 4.18 Применить формулу (4.52) к соответствию 

.~cos 22 ω
ω

+s
st  

Из формулы (4.52)  следует, что соответствие не нарушится если его 
продифференцировать слева и справа по независимой переменной ω :  

.~cos 22 ωω
ω

ω +∂
∂

∂
∂

s
st  

Так как  ,
)(

2,sincos 22222 ω

ω

ωω
ωω

ω +

−
=

+∂
∂

−=
∂
∂

s
s

s
sttt  то получим 

новое соответствие  

.
)(

2~sin 222 ω

ωω
+s

stt              (4.58)  

Пример 4.19. Применить формулу (4.53) к соответствию 

.~cos 22 ω
ω

+s
st  

Проинтегрируем это соответствие слева и справа по переменной ω : 

∫ ∫ ∫ ==
+

ω ω ω ωωωωωω
ω

ωω
0 0 0

22 ,sin
0

sincos,~cos
t

t
t

tdtd
s

sdt  

∫ ===
+

ω

ω
ωωωω

ω0
22 .

0
sarctg

s
arctg

s
arctgd

s
s  

Получили соответствие  

ω
ω sarctg

t
t ~sin ,  

известное также из примера 4.13. 
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5. Преобразование Фурье 
 

5.1 Свойства преобразования Фурье 
 Прямое и обратное преобразования. Совокупность операций, позво-

ляющих по заданной функции f(t) находить ей соответствующую спек-
тральную характеристику F(jω), называется преобразованием Фурье.  

∫
∞

∞−

−= dtetfjF tjωω )()(        (5.1)  

Из формулы (5.1) видно, что преобразование Фурье состоит в умножении 
функции ƒ(t) на множитель tje ω−  и интегрировании произведения в преде-
лах от - ∞ до + ∞. Символически формулу (1) будем записывать в виде 

{ } )()( ωjFtf =ℑ         (5.2)  
Интеграл в правой части равенства (5.1), как и выше, понимаем в 

смысле главного значения, т. е. 

.)(lim)( dtetfdtetf tj
T

TT
tj ωω −

−∞→

∞

∞−

− ∫∫ =  

Равенство (1) устанавливает связь между функцией f(t), аргументом кото-
рой служит время t,  и ей соответствующей комплексной функцией F(jω), 
имеющей в качестве аргумента частоту ω. 

Пример 5.1. Найти спектральную характеристику функции 
tetf α−=)( ,  причем  α > 0 — действительное число. 

Заданная функция на всей оси 0t кусочно-непрерывна и абсолютно 
интегрируема, вследствие чего она преобразуема по Фурье. Имеем 

( ) ,222)(
00 ωαωα

ω ωαωαωα

j
e

j
dteedteejF tjtjttjt

++
−=== =

∞+−
∞

−−
∞

∞−

−− ∫∫  

т.е. 

{ } .2
ωα

α

j
e t

+
=ℑ −  

Покажем, что интеграл (5.1) сходится абсолютно и равномерно отно-
сительно ω. Действительно, получим следующую оценку, учитывая равен-
ство: 

.)()()( Mdttfdtetfdtetf tjtj ==∫≤∫ ∫
∞

∞−

∞

∞−

−
∞

∞−

− ωω  
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Так как интеграл dtetf tj∫
∞

∞−

− ω)(  сходится, то интеграл (5.1) сходится аб-

солютно, а так как )()( tfetf tj =− ω  и интеграл ∫
∞

∞−

dttf )(  сходится, то в 

соответствии с признаком равномерной сходимости несобственных инте-
гралов, интеграл (5.1) сходится равномерно относительно ω. 

Формула интеграла Фурье 

                                ∫
∞

∞−

= ωω
π

ω dejFtf tj)(
2
1)(                               (5.3)   

позволяет по известной функции F (jω) определить ей соответствующую 
функцию f(t); на этом основании формулу (5.3) называют обратным пре-
образованием Фурье. Символически это преобразование можно записать в 
виде 
                                                  { } ).()(1 tfjF =ℑ− ω                             (5.4) 

Интеграл в правой части равенства (5.4) также следует рассматри-
вать в смысле главного значения, т. е. 

.)(lim)(
1

11
ωωωω ωω

ω

ωω
dejFdejF tjtj ∫∫

−

∞

∞− ∞→
=  

Нетрудно показать, что если интеграл ∫
∞

∞−

ωω djF )(   абсолютно сходится, то 

интеграл  в правой части равенства (5.3) сходится равномерно относи-
тельно t. В самом деле, справедлива оценка 

.)()()( ωωωωωω ωω djFdejFdejF tt jj ∫∫∫
∞

∞−

∞

∞−

∞

∞−

=≤  

Так как  )()( ωω ω jFejF tj =   и интеграл ∫
∞

∞−

ωω djF )(   по условию сходит-

ся, то интеграл (5.З) сходится равномерно относительно t. 
В ряде задач автоматического регулирования функция f(t) характери-

зует процесс, имеющий место лишь начиная с некоторого времени t, ко-
торый можно принять за нулевой. В этом случае f(t)≡0 при t<0 и форму-
ла (5.1) принимает вид 

                                    ∫
∞

−=
0

,)()( dtetfjF tjωω                                (5.5) 
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или символически 
                                            { } )()( ωjFtf =ℑ   (t>0).                                    (5.6) 

  
Интеграл в правой части формулы (5.5) следует определять с помо-

щью предельной операции 

,)(lim)(

0
0

dtetfdtetf
T

tj

T

tj ∫∫ −

+→
∞→

∞
− =

ε

ω

ε

ω  

где ε→+0 означает правый предельный переход. В дальнейшем операция 
предельного перехода будет предполагаться выполненной. 

Преобразование, определяемое формулой (5.5), называется прямым 
односторонним преобразованием Фурье. 

Обратное преобразование Фурье, соответствующее прямому односто-
роннему преобразованию, остается двусторонним по переменной ω и да-
ется равенством 

                                          ∫
∞

∞−

= ωω
π

ω dejFtf tj)(
2
1)(    (t>0),                          (5.7) 

где F(jω) определяется формулой (5.5), или символически 
                                                            { } )()(1 tfjF =ℑ− ω   (t>0).                                   (5.8) 

При t=0 значение правой части равенства (5.7) равно );(lim
02

1 tf
t +→

 

при t<0  f(t)≡0. 
Если функция F (jω) удовлетворяет условию леммы Жордана, то в 

формуле (5.7) интеграл 

k
tj

n

k

tj ejsFjdejF ωω
ωω ωπωω =

=

∞

∞−
∑∫ = )(Re2)(

1
  (t>0), 

где kω  - особые точки функции F (jω), расположенные  в верхней полу-
плоскости плоскости ω. В этом случае 

    k
tj

n

k
ejsFjtf ωω

ωω =
=
∑= )(Re)(

1
   (t>0).      (5.9) 

Очевидно, что одностороннему преобразованию Фурье могут быть 
подвергнуты те функции f(t), которые в любом интервале, заключенном в 

пределах 0 ≤ t < ∞, удовлетворяют условиям Дирихле, и интеграл ∫
∞

0
)( dttf  

существует. 
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Пример 5.2. Найти спектральную характеристику функции 





<
>

=
−

0),(t  при       
0),(t  при  

0
)(

tetf
α

 

причем α > 0. 
Данная функция удовлетворяет условиям применимости преобра-

зования Фурье. Из формулы (5.5) получим  

,11)(
00

)(

ωαωα
ω ωαωα

j
e

j
dteejF tjjt t

+
=

+
−==

∞∞
+−−−∫  

т.е. 

{ }
ωα

α

j
e t

+
=ℑ − 1     (t>0). 

Пример 5.3. Найти функцию f(t) при t ≥ 0, если спектральная ха-

рактеристика этой функции .1)(
ωα

ω
j

jF
+

=  

Функция 

j
j

jF αω
ω

+
⋅=

11)(  имеет в верхней полуплоскости единст-

венную особую точку .1 α
αωω j
j
== −=  

Следовательно, принимая во внимание формулу (5.9), получим 

tee
j

je
jj

sjtf tj
j

tj α

ωω

ω

αω

ω

αω
αω

αω
−

=
=

−
−=

−
⋅=

+→

1)(lim11Re)(
1

     (t>0); 

 

при t<0  f(t)≡0;  при t=0  .
2
1lim

2
1)(

0
== −

+→

t
t

etf α  

      Спектральные характеристики суммы, производной и интеграла. Рас-
смотрим основные теоремы, относящиеся к преобразованию Фурье. 

Теорема 1.  Если функции ),(1 tf  ),(2 tf  …, )(tfn   преобразуемы по 
Фурье и их спектральными характеристиками являются соответственно 

),(1 ωjF  ),(2 ωjF  …, )( ωjFn  и  если ,1λ  ,2λ …, nλ  - величины, не завися-
щие от t и ω, то справедливы следующие равенства: 

∑∑
==

=








ℑ
n

k
k

n

k
kk jFtf k

11
),()( ωλλ              (5.10)  
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                  .)()(
11

1 ∑∑
==

− =








ℑ
n

k
kk

n

k
k tfjFk λωλ             (5.11) 

Доказательство . По формуле (5.1) найдем 

∫ ∑∑
∞

∞−

−

==
=









ℑ .)()(
11

dtetftf tj
n

k
kk

n

k
kk

ωλλ  

Так как интеграл суммы равен сумме интегралов, а множитель, не завися-
щий от переменной интегрирования, можно выносить за знак интеграла, то 

∑∑ ∫∑
=

−

=

∞

∞−=
==









ℑ
n

k
kk

tj
n

k
kk

n

k
kk jFdtetftf

111
).()()( ωλλλ ω  

Аналогично получим, используя формулу (5.3), 

∫ ∑∑
∞

∞− ==

− ==








ℑ
n

k

tj
kk

n

k
kk dejFjF

11

1 )(
2
1)( ωωλ
π

ωλ ω  

∑ ∫ ∑
=

∞

∞− =
==

n

k

n

k
kk

tj
kk tfdejF

1 1
.)()(

2
1 λωω
π

λ ω  

Теорема доказана. 
Эта теорема устанавливает линейность преобразования Фурье, т.е. 

показывает, что линейной комбинации функций соответствует линейная 
комбинация спектральных характеристик этих функций. 

 
Пример 5.4. Найти спектральную характеристику функции 







<
>+=

−−

        0 t    при             0      
0, t  при  tt eetf

βα
)(  

(α > 0,  β > 0). 
Принимая во внимание доказанную теорему и результат примера 5.2, 

найдем 

{ } { } { }
ωβωα

βαβα

jj
eeee tttt

+
+

+
=ℑ+ℑ=+ℑ −−−− 11

      (t>0). 

Теорема  2. Если функция f(t) и ее производная f′(t) преобразуемы по 
Фурье и f(t) имеет спектральную характеристику F(jω),  то спектральная 
характеристика производной 

     { } ).()(' ωω jFjtf =ℑ             (5.12) 
Доказательство . Преобразование по Фурье производной определя-

ется равенством 

{ } ∫
∞

∞−

−=ℑ .)(')(' dtetftf tjω  
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Проинтегрируем правую часть этого выражения по частям, тогда 

{ } ∫
∞

∞−

−∞

∞−

− +=ℑ .)()()(' dtetfjetftf tjtj ωω ω  

Так как функция f(t) преобразуема по Фурье, то  

,0)(lim =
∞→

tf
t m

 откуда 0)( =
∞

∞

− tjetf ω  

Замечая,  что    ∫
∞

∞−

− = ),()( ωω jFdtetf tj  найдем 

{ } ).()(' ωω jFjtf =ℑ  
Теорема доказана. 
Используя n-кратное интегрирование по частям, можно показать, что 

спектральная характеристика абсолютно интегрируемой в интервале (-∞, 
∞) производной ( ) ( )tf n  определяется равенством 

{ } ),()()()( ωω jFjtf nn =ℑ      (5.13) 
если 

0)(lim )( =
∞→

tf k
t m

   (k = 0, 1, 2, …, (n-1)). 

Легко убедиться, что при одностороннем преобразовании Фурье 
спектральная характеристика производной 

{ } ),0()()(' +−=ℑ fjFjtf ωω  
где  ).(lim)0( tff

t +∞→
=+  

    Теорема 3. Если функция f(t) преобразуема по Фурье и F(jω) - ее спек-

тральная характеристика и если ∫
∞

∞−

= ,0)( dttf  то спектральная характери-

стика интеграла  ∫
∞−

t
df ττ )(  

.)()(
ω
ωττ

j
jFdf

t
=









ℑ ∫
∞−

      (5.15) 

Доказательство .   Найдем  преобразование  по Фурье интеграла 

∫ ∫∫
∞

∞−

−

∞−∞−








=









ℑ .)()( dtedfdf tj
tt

ωττττ  

Проинтегрируем интеграл в правой части этого равенства по частям. Тогда 
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.)(1)(1)( dtetf
j

dfe
j

df tj
t

tj
t

ωω

ω
ττ

ω
ττ −

∞

∞−

∞

∞−∞−

−

∞−
∫∫∫ +−=









ℑ  

Так как по условию теоремы  0)( =∫
∞

∞−

ττ df   (это справедливо, например, 

для нечетной функции f(t)), то первое слагаемое правой части обращается в 
нуль, и мы имеем 

).(1)(1)( ω
ωω

ττ ω jF
j

dtetf
j

df tj
t

==








ℑ −
∞

∞−∞−
∫∫  

Теорема доказана. 
Теорему можно распространить и на интегралы кратности п. Если 

∫∫
∞

∞−

∞

∞−

= ,0))(( ndttfK  

то справедливо равенство ).(
)(

1))(( ω
ω

ττ jF
j

df n

t
n

t
⋅=









ℑ ∫∫
∞−∞−

K  

При одностороннем преобразовании Фурье находится спектральная 

характеристика интеграла .)(
0
∫
t

df ττ   Нетрудно убедиться, что если спра-

ведливо равенство ,0)(
0

=∫
∞

ττ df  

.)()(
0 ω

ωττ
j
jFdf

t
=









ℑ ∫            (5.17) 

Из последних двух теорем видно, что спектральная характеристика 
производной может быть получена умножением, а спектральная характе-
ристика интеграла — делением спектральной характеристики функции ƒ(t) 
на jω. 
         Спектральная характеристика смещенной функции. Смещение спек-
тральной характеристики. Сжатие и растяжение функции.  Пусть задана 
функция f(t — а), которая отличается от функции f(t) тем, что первая сме-
щена (запаздывает) по отношению ко второй на время а (рис. 5.1)  
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                              а)                                                        б) 

Рис. 5.1 
Спектральная характеристика смещенной функции  f (t — а) может быть 
определена с помощью следующей теоремы: 

Теорема  4. Если функция f(t) преобразуема по Фурье и F(jω) — ее 
спектральная характеристика, то спектральная характеристика смещенной 
функции f (t — а),   где   а — положительное число, есть 

{ } ).()( ωω jFeatf aj−=−ℑ       (5.18) 
Доказательство . При доказательстве теоремы используем равенст-

во 

∫
∞

∞−

−= .)()( ττω ωτ defjF j  

Введем новую переменную t = τ + а; тогда 

∫
∞

∞−

−−−= .)()( )( dteatfjF atjωω  

Умножая это равенство слева и справа на aje ω−  (а считаем не зави-
сящим от t), найдем 

∫
∞

∞−

−−= .)()( dteatfjFe tjaj ωω ω  

Но 

{ }∫
∞

∞−

−ℑ=− ,)()( atfdteatf tjω  

поэтому 
{ } ).()( ωω jFeatf aj−=−ℑ  

Теорема доказана. 
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Заменяя а на -а, получим спектральную характеристику функции 
f(t+a), «опережающей» функцию f(t): 

{ } ).()( ωω jFeatf aj=+ℑ            (5.19) 
Пример 5.5 Найти спектральную характеристику смещенного им-

пульса высотой иА  и длительностью иτ  (рис. 5.2). Заданный импульс 










><

≤≤
=

.
2

3
   и  

2
    при       0

,
2

3
2

   при    
)(1

ии

ии
и

tt

tА
tf

ττ

ττ

 

 
Функция )(1 tf  является запаздывающей на время иτ  по отношению к 
функции f(t). Следовательно, ее спектральная характеристика  определяет-
ся формулой (5.18), где нужно положить а= иτ . Так как спектральная ха-

рактеристика несмещенной функции  
 

,
2

sin
2

)( ииАjF
ωτ

ω
ω =  то 

                ( ){ }
2

sin
2

1
иииj А

etf
ωτ

ω
ωτ−=ℑ . 

 
 

 
 

Рис .  5.2 
Теорема  5 Если функция f(t) преобразуема по Фурье и F(jω) — ее 

спектральная характеристика, то 
{ } )),(()( ajFtfe jat +=ℑ − ω  .    (5.20)  

где а — любое вещественное неотрицательное число. 
Доказательство . Используя формулу преобразования Фурье 

∫
∞

∞−

−= ,)()( dtetfjF tjωω  

найдем 

{ } ∫
∞

∞−

+−− +==ℑ )).(()()( )( ajFdtetftfe tajjat ωω  

Теорема доказана. 
Заменив а на - а, получим еще одну формулу 
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                                   { } )).(()( ajFtfe jat −=ℑ ω                      (5.21) 
Пример 5.6 Определить, какая функция имеет спектральную характе-

ристику, равную 

,
)(

1
aj ++ ωα

 

где а > 0 - вещественное число. 

Обозначим 
)(

1
aj ++ ωα

 через )).(( ajF +ω  Несмещенная спектраль-

ная характеристика ,1)(
ωα

ω
j

jF
+

=  как видно из примера 5.1, соответст-

вует функции 




<
>

=
−

0.   t при        0
0,  t при   )(

tetf
α

 

Тогда, учитывая формулу (5.20), получим, что спектральной характеристи-
ке ))(( ajF +ω  соответствует функция 





<
>

=
+−

0.   t при          0     
0,  t при   )(

)(

1

tjaetf
α

 

Пусть задана функция f(t) и ее спектральная характеристика есть F(jω). 
Разделим аргумент функции t на некоторое положительное число а,   неза-

висимое от t и ω. Графики функций 







a
tf относительно переменной t от-

личаются друг от друга при различных значениях а. На рис. 5.3 приведены, 

например, графики функций 
a
te

a
tf a

t

πcos
5,0−

=





  для значений а = 0,5; 1; 

2. Если а >1, то график функции 







a
tf  растянут вдоль оси Ot относитель-

но графика функции 







a
tf , у которой а=1. Если же а<  то график будет, 

наоборот, сжат. 
Следующая теорема устанавливает, как изменяется спектральная ха-

рактеристика функции ƒ(t) в результате растяжения (сжатия) графика этой 
функции вдоль оси времени. 

Теорема  6. Если функция f (t) преобразуема по Фурье, F(jω) — ее 
спектральная характеристика и а — положительное вещественное число, 
то справедливо равенство 
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                                         ).( ωjaaF
a
tf =














ℑ                           (5.22) 

Доказательство . Используя в формуле преобразования Фурье вме-
сто обозначения переменной ω обозначение w, получим 

∫
∞

∞−

−= .)()( ττ τ defjwF jw  

Умножим и разделим τ на а и введем новые переменные t=τa и 

,
a
w

=ω  тогда      ,1)( dte
a
tf

aa
ade

a
afjwF tja

ajw ω
τ

ττ −
∞

∞−

∞

∞−

−

∫∫ 





=






=  

или  ).( ωω jaaFdte
a
tf tj =





 −

∞

∞−
∫  

Теорема доказана. 
)(

a
tf

)(
a
tf

 



 81

1 2 3 4 5

1

-1

а=0.5

t









à
tf

 
Рис.5.3 

  
Из формулы (5.22) видно, что при растяжении (сжатии) в а раз гра-

фика функции f(t) вдоль оси времени график модуля спектральной харак-
теристики )( ωjF , во-первых, сжимается (растягивается) вдоль оси частот 
в а раз и, во-вторых, увеличиваются (уменьшаются) в а раз его значения. 
Следовательно, чем короче импульс, тем шире график модуля его спек-
тральной характеристики. Бесконечно короткий импульс имеет бесконечно 
широкий график модуля )( ωjF . 

Теорема Парсеваля. Следующая теорема позволяет сделать вывод о 
распределении энергии по гармоникам непериодического сигнала. 

Теорема  7. Если функции )(1 tf  и )(2 tf  преобразуемы по Фурье и 
их спектральные характеристики есть соответственно )(1 ωjF  и )(2 ωjF , 

причем интегралы ∫
∞

∞−

ωω djF )(1 , ∫
∞

∞−

ωω djF )(2   сходятся абсолютно, то спра-

ведливо равенство 

                      .)()(
2
1)()( 2121 ωωω
π

djFjFdttftf −= ∫∫
∞

∞−

∞

∞−

           (5.23) 

Доказательство . Для функции )(1 tf  напишем представление в виде 
интеграла Фурье 

.)(
2
1)( 11 ωω
π

ω deFtf tj∫
∞

∞−

=  
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Обе части этого равенства умножим на )(2 tf  и проинтегрируем по t в 
пределах от  -∞ до +∞  тогда 

.)()(
2
1)()( 1221 dtdejFtfdttftf tj









= ∫∫∫

∞

∞−

∞

∞−

∞

∞−

ωω
π

ω  

Так как по условию теоремы интеграл ∫
∞

∞−

ωω djF )(1  сходится абсо-

лютно, то интеграл ∫
∞

∞−

ωω ω dejF tj)(1  сходится равномерно относительно t. 

В этом случае в правой части последнего равенства можно переменить по-
рядок  интегрирования: 

.)()(
2
1)()( 2121 ωω
π

ω ddtetfFdttftf tj








= ∫∫∫

∞

∞−

∞

∞−

∞

∞−

 

Так как 

),()( 22 ωω jFdtetf tj −=∫
∞

∞−

 

то 

.)()(
2
1)()( 2121 ∫∫

∞

∞−

∞

∞−

−= ωωω
π

djFjFdttftf  

Теорема доказана. 
Утверждение, записываемое в виде равенства (5.23), носит название 

теоремы Парсеваля. Теорема позволяет находить интеграл в бесконечных 
пределах от произведения двух функций, оперируя лишь со спектральны-
ми характеристиками этих функций. Если )(1 tf  характеризует, например, 
мгновенное значение напряжения, a )(2 tf  -мгновенное значение тока в 
электрической цепи, то произведение )(1 tf )(2 tf  есть мгновенная мощ-

ность, а интеграл ∫
∞

∞−

dttftf )()( 21  - энергия. Таким образом, зная спектраль-

ные характеристики )(1 ωjF  и )(2 ωjF  соответственно напряжения и тока, 
можно с помощью формулы (5.23) вычислить энергию, выделяемую током 
за время  -∞ < t < ∞. 

Получим формулу (5.23) в несколько ином виде. Пусть 
,)(1

11 )()( ωϕωω jejFjF =     ,)(2
22 )()( ωϕωω −−=− jejFjF  
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где 
),(arg)( 11 ωωϕ jF=    );(arg)( 22 ωωϕ jF −=−  

тогда 
[ ]×+=− )(sin)(cos)()()()( 112121 ωϕωϕωωωω jjFjFjFjF  

[ ],)(sin)(cos 22 ωϕωϕ j−×  
так как модуль )(2 ωjF  является четной, а аргумент )(2 ωϕ  — нечетной 
функцией относительно переменной ω. Отсюда следует, что 

∫∫
∞

∞−

∞

∞−

×=− )()(
2
1)()(

2
1

2121 ωω
π

ωωω
π

jFjFdjFjF  

[ ] ×++× ∫
∞

∞−

)(
2

)(sin)(sin)(cos)(cos 12121 ω
π

ωωϕωϕωϕωϕ jFjd  

[ ] .)(sin)(cos)(cos)(sin)( 21212 ωωϕωϕωϕωϕω djF −×  
Второе слагаемое в правой части этого равенства обращается в нуль, 

так как под знаком интеграла находится нечетная функция относительно 
ω. Подынтегральная функция под знаком первого интеграла, наоборот, 
четная. Следовательно, 

∫∫
∞∞

∞−

×=−
0

2121 )()(1)()(
2
1 ωω

π
ωωω

π
jFjFdjFjF  

[ ] ωωϕωϕ d)()(cos 21 −×  
и формулу (5.23) можно записать в вещественной форме 

   [ ] ωωϕωϕωω
π

djFjFdttftf )()(cos)()(1)()( 21
0

2121 −= ∫∫
∞∞

∞−

          (5.24) 

Если положить )(1 tf = )(2 tf = )(tf , то )(1 ωjF = )(2 ωjF = )( ωjF , и со-
отношение (5.24) превращается в равенство, называемое формулой Парсе-
валя: 

                           ( ) ∫∫
∞∞

∞−
=

0
.)(1 22 ωω

π
djFdttf                                 (5.25) 

Применительно к задачам электрических цепей )(tf  можно рассмат-
ривать как функцию, характеризующую изменение тока. Тогда инте-

грал ( )dttf∫
∞

∞−

2  является энергией, выделяемой током за время - ∞<t<∞  в 

цепи с единичным сопротивлением. Формула (5.25) в некотором смысле 
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аналогична формуле, определяющей среднюю мощность сигнала. Величи-

на ωω
π

djF 2)(1  является энергией, выделяемой гармониками функции 

f(t), частоты которых расположены в полосе частот dω, содержащей часто-
ту ω. 

Функция )(1 ω
π

jF , как показано ранее, представляет собой относи-

тельную амплитуду гармоник представления функции f (t) в виде интегра-
ла Фурье. Функция 2)( ωjF  характеризует распределение энергии по час-
тотам этих гармоник и может быть названа энергетической спектральной 
характеристикой непериодической функции f{t).  

Умножение спектральных характеристик. Спектральная характери-
стика произведения двух функций. Пусть заданы две функции )(1 tf  и 

)(2 tf , определенные в интервале -∞<t<∞ . Введем новую функцию 

                        ∫
∞

∞−

−= ,)()()( 21 τττ dftftf                                                  (5.26) 

которую назовем сверткой функций )(1 tf  и )(2 tf . Символически свертка  
f(t) обозначается 

                                 )()()( 21 tftftf ∗=                                            (5.27) 
и читается так: функция )(1 tf , свернутая с функцией )(2 tf . 

Для получения свертки следует, как видно из (5.26), в функциях )(1 tf  
и )(2 tf  заменить переменную t на τ; затем в функции )(1 τf  аргумент τ за-
менить на — τ; сместить функцию )(1 τ−f  на величину t, т. е. образовать 
функцию );(1 τ−tf  перемножить  функции )(1 τ−tf  и )(2 τf , а затем про-
интегрировать получившееся произведение в интервале (- ∞<τ<∞). Сово-
купность этих операций называется свертыванием функций )(1 tf  и )(2 tf . 

Основные  свойства свертки  функций 
Свойство  1.Свертывание обладает свойством коммутативности, т.е. 
                        ).()()()( 1221 tftftftf ∗=∗                                 (5.28) 
Доказательство . Требуется показать, что 

∫ ∫
∞

∞−

∞

∞−

−=− .)()()()( 1221 ττττττ dftfdftf  

Сделаем в первом интеграле подстановку  ητ =−t , тогда 
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∫ ∫ ∫
∞

∞−

−∞

∞

∞

∞−

−=−−=− ,)()()()()()( 122121 ηηηηηητττ dftfdtffdftf  

следовательно, равенство (5.28) справедливо. 
Свойство коммутативности свертки имеет своим аналогом свойство 

коммутативности умножения двух чисел а и b, в силу которого ab = bа. 
Если имеются три числа a, b  и  с, то операция умножения этих чисел 

обладает, как известно, свойством ассоциативности, т. е. (ab)c = a(bc). 
Аналогичное свойство имеет и операция свертывания. 

Свойство  2. Свертывание обладает свойством ассоциативности, т.е. 
                        [ ] [ ].)()()()()()( 321321 tftftftftftf ∗∗=∗∗                        (5.29) 

Доказательство .   Положим 

),()()( 21 tgdftf =−∫
∞

∞−

τττ       ).()()( 32 thdftf =−∫
∞

∞−

τττ  

Свойство (5.29) будет доказано, если удастся установить спра-
ведливость равенства 

                        ∫∫
∞

∞−

∞

∞−
−=− .)()()()( 13 ττττττ dhtfdftg                     (30) 

В правую часть очевидного  равенства 

∫ ∫∫
∞

∞−

∞

∞−

∞

∞−








−−=− ττηηηττττ dfdftfdftg )()()()()( 3213  

введем новую переменную τηγ += , тогда 

=







−−=− ∫ ∫∫

∞

∞−

∞

∞−

∞

∞−

ττγτγγτττ dfdftfdftg )()()()()( 3213  

.)()()()()( 1321 γγγγτττγγ dhtfddfftf ∫∫∫
∞

∞−

∞

∞−

∞

∞−

−=







−−=  

Так как значение интеграла не зависит от наименования переменной 
интегрирования, то правая часть этого равенства совпадает с правой ча-
стью равенства (5.30), что и доказывает свойство ассоциативности. 

Свойство  3. Свертывание обладает свойством дистрибутивности 
относительно сложения, т. е. 

                [ ] ).()()()()()()( 3121321 tftftftftftftf ∗+∗=+∗             (5.31) 
Доказательство .   Имеем 
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[ ] .)()()()()()()( 3121321 ττττττττττ dftfdftfdfftf ∫∫∫
∞

∞−

∞

∞−

∞

∞−

−+−=+−  

Следовательно, равенство (5.31) справедливо. 
Дистрибутивность свертки  является  аналогом дистрибутивности 

произведения чисел; т. е. 
a(b+c)=ab+ac. 

Таким образом, свертка имеет те же свойства, что и произведение 
чисел. 

Если функции )(1 tf =0  при t<0, )(2 tf =0 при t<0, то )(2 τf =0 при 
τ<0, )(1 τ−f =0 при τ>0 и )(1 τ−tf =0 при τ>t. В этом случае свертка функ-
ций )(1 tf  и )(2 tf  определяется равенством 

                            τττ dftftf
t

)()()( 2
0

1∫ −=                          (5.32) 

Символическая запись (5.27) операции свертывания при этом не из-
меняется. 

Следующая теорема позволяет найти спектральную характеристику 
свертки двух функций. 

Теорема  8. Если функции )(1 tf  и )(2 tf  преобразуемы по Фурье и 
их спектральные характеристики есть соответственно )(1 ωjF  и )(2 ωjF , то 
спектральная характеристика свертки определяется равенством 

                ).()()()( 2121 ωωτττ jFjFdftf =








−ℑ ∫
∞

∞−

                        (5.33) 

Доказательство . По условию теоремы функции )(1 tf  и )(2 tf  пре-

образуемы по Фурье; поэтому интеграл τττ dftftf )()()( 21∫
∞

∞−

−=  также 

преобразуем по Фурье. Найдем спектральную характеристику { })(tfℑ . 
Имеем в соответствии с равенством (5.1): 

=







−=









−ℑ −
∞

∞−

∞

∞−

∞

∞−
∫ ∫∫ dtedftfdftf tjωττττττ )()()()( 2121  

∫ ∫
∞

∞−

∞

∞−

−








−= .)()( 12 τττ ω ddtetff tj  

Введем новую переменную ητ =−t , тогда 
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∫ ∫∫
∞

∞−

−
∞

∞−

−
∞

∞−








=









−ℑ .)()()()( 1221 τηηττττ ωτωη dedeffdftf jj  

Так как по условию теоремы 

),()( 11 ωηη ωη jFdef j =∫
∞

∞−

−    ),()( 22 ωττ ωτ jFdef j =∫
∞

∞−

−  

то 

).()()()( 2121 ωωτττ jFjFdftf =








−ℑ ∫
∞

∞−

 

Теорема доказана. 
Из доказанной теоремы, как следствие, получим, что обратное пре-

образование Фурье произведения )()( 21 ωω jFjF  спектральных характери-
стик определяется равенством 

                     { } .)()()()( 2121
1 τττωω dftfjFjF ∫

∞

∞−

− −=ℑ                     (5.34) 

Если )(1 tf ≡0 при t<0 и )(2 tf ≡0 при t<0, то формулы (5.33) и (5.34) 
соответственно приобретают вид 

                    )()()()( 212
0

1 ωωτττ jFjFdftf
t

=








−ℑ ∫                    (5.35) 

и 

                    { } .)()()()( 2
0

121
1 τττωω dftfjFjF

t

∫ −=ℑ−                        (5.36) 

Докажем теперь теорему, позволяющую определять спектральные 
характеристики произведения двух функций. 

Теорема  9. Если функции )(1 tf  и )(2 tf  преобразуемы по Фурье и 
их спектральные характеристики есть соответственно )(1 ωjF  и )(2 ωjF , то 
спектральная характеристика произведения )(1 tf )(2 tf  дается равенством 

                   { } ,)())((
2
1)()( 2121 dwjwFwjFtftf ∫

∞

∞−

−=ℑ ω
π

                 (5.37) 

Доказательство .   По теореме Парсеваля имеем: 

;)()(
2
1)()( 22 dwjwGjwFdttgtf −= ∫∫

∞

∞−

∞

∞− π
 

здесь обозначено 
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∫
∞

∞−

−= .)()( dtetgjwG jwt  

Пусть функция g(t) определена в виде tjetftg ω−= )()( 1 . Тогда в соот-
ветствии с равенством (5.20) имеем: 

        ));(()( 1 ω+= wjFwG  
следовательно, 

dwwjFjwFdwjwGjwF ))(()(
2
1)()(

2
1

122 −=− ∫∫
∞

∞−

∞

∞−

ω
ππ

 

или 

{ }=ℑ==∫ ∫
∞

∞−

∞

∞−

− )()()()()()( 21212 tftfdtetftfdttgtf tjω  

.)())((
2
1

21 dwjwFwjF∫
∞

∞−

−= ω
π

 

Теорема доказана. 
Интеграл в правой части равенства (5.37) является сверткой спек-

тральных характеристик )(1 ωjF  и )(2 ωjF . 
Из последних двух теорем следует, что спектральная характеристика 

свертки равна произведению спектральных характеристик )(1 ωjF )(2 ωjF  
свертываемых функций, а свертка спектральных характеристик соответст-
вует произведению функций )(1 tf )(2 tf . 

 
5.2 Спектральные характеристики некоторых функций 

1. Единичная ступенчатая функция. Дельта-функция.   
В качестве воздействия, прикладываемого к автоматической системе, 

часто рассматривается воздействие вида 

                                               




>
<

=
0.  tпри     1
0,  tпри    0

)(1 t                                    (5.38) 

Функция 1(t) называется единичной ступенчатой функцией, а функ-
ция 

                                             




>
<

=−
τ
τ

τ
  tпри     1

,  tпри    0
)(1 t                                  (5.39) 

— смещенной единичной ступенчатой функцией (рис. 5.4).  
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τ

)(1 τ−t)(1 τ−t

τ

 
Рис. 5.4 

Из представления (5.38) следует, что единичная ступенчатая функ-
ция имеет при t= 0 разрыв непрерывности первого рода, причем значение 
функции в точке разрыва не определено. Однако единичным ступенчатым 
функциям в ряде случаев приписывают при t=0 вполне определенные зна-
чения; наиболее часто встречаются функции следующего вида: 

                                               










<

=

>

=

0.  tпри    0

0,  tпри   
2
1

0,  tпри    1

)(1 t                                     (5.40) 

                                               




<
≥

=
0.  tпри    0
0,  tпри    1

)(1 t                                     (5.41) 

                                               




≤
>

=
0.  tпри    0
0,  tпри    1

)(1 t                                      (5.42) 

Выбор того или иного значения единичной ступенчатой функции при t=0 
связан с особенностями решаемой задачи. Например, представление (5.40) 
(рис.5.5а) удобно в том случае, когда рассматривают функцию 1(t) как пре-
дел при  ∞→λ  последовательности непрерывных функций 

                                    ,1
2
1),( tarctgtf λ

π
λ +=                                            (5.43) 

где λ является параметром (рис. 5.5 б), т. е. ).,(lim)(1 λ
λ

tft
∞→

=  

),( λtf

1=λ 2=λ

4=λ)(1 t

 
                                        а)                                                              б) 

Рис. 5.5 
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При этом следует принимать во внимание лишь главные значения 
многозначной функции (5.43), т. е. значения, принадлежащие интервалу — 

2
π

−  < arctgλt < 
2
π .  Последовательность непрерывных функций 

                                            te
tf λλ

−+
=

1
1),(                                               (5.44) 

при ∞→λ  также имеет своим пределом функцию (5.40). Если в качестве 
последовательности непрерывных функций принять последовательность 

                                 
teatf

λ
λ

−
=),(     (0<a<1),                                     (5.45) 

то предел этой последовательности 





<
>

=
∞→ 0.  tпри    0

0,  tпри     1
),(lim λ

λ
tf  

При t= 0 предел последовательности (5.45) равен а, т. е. значение функции 
1(t) при t = 0 может быть любым, принадлежащим интервалу 0<a<1. 

Таким образом, различные аппроксимирующие последовательности 
непрерывных функций приводят к различным значениям функции 1(t) при 
t = 0. 

К категории особых функций относится дельта-функция Дирака, на-
зываемая также импульсивной функцией первого порядка. Дельта- функ-
ция определяется равенством 

                                 




=∞
≠

=
0,  tпри    
0,  tпри     0

)(tδ                                       (5.46) 

причем  интеграл 

.1)(∫
∞

∞−

=dttδ                        (5.47) 

Условия (5.46) и (5.47) оказываются несовместимыми, если рассматривать 
их с позиций классического математического анализа, и поэтому дельта 
функция не является «функцией» в обычном смысле. Однако в классе 
обобщенных функций дельта-функция занимает равноправное место. 
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1=λ

4=λ

2=λ à
1

à

 
                                     а)                                                     б) 

Рис. 5.6 
Дельта-функция обычно рассматривается как предел последова-

тельностей дельта-образных гладких (имеющих производные любого по-
рядка) функций. Например, последовательность функций 

                                               ( ),1
),( 22t

tf
λπ
λλδ
+

=                                    (5.48)  

являющихся производными по t (рис. 5.6,а) от гладких функций последо-
вательности (5.43), является дельта-образной последовательностью, так 
как предел 

).(),(lim ttf δλδ
λ

=
∞→

 

 
В самом деле, при 0≠t  

( ) ,0
1

lim 22 =
+∞→ tλπ
λ

λ
 

при t=0   ( ) ∞==
+ ∞→∞→ π

λ
λπ
λ

λλ
lim

1
lim 22t

, 

причем интеграл 

.1
22

111
1 22 =











−−==⋅

+

∞

∞−

∞

∞−
∫

ππ
π

λ
ππλ

λ tarctgdt
t

 

Следовательно, функция, определяемая как предел последовательно-
сти функций (5.48) при ∞→λ , является дельта-функцией, т. е. последова-
тельность (5.48) представляет собой дельта-образную последовательность. 
При таком определении дельта-функции она является четной функцией. 
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Нетрудно убедиться, что производные по t от последовательностей 
гладких функций (5.44) и (5.45) также являются дельта-образными после-
довательностями. 

Дельта-функция может аппроксимироваться и разрывными функ-
циями. Например, последовательность функций 

                                     ,)(1)(1),(
a

attatf −−
=δ                                         (5.49) 

характеризующих импульсы высотой 
a
1  и длительностью а (рис. 5.6,б) при 

0→a  сходится к дельта-функции, т. е. 

.)(1)(1lim),(lim)(
00 a

attatft
aa

−−
==

→→
δδ  

Смещенная дельта-функция )( τδ −t  определяется равенством 

                                         




=∞
≠

=−
,  tпри    
,  tпри     0

)(
τ
τ

τδ t                                    (5.50) 

при этом интеграл 

                                                .1)(∫
∞

∞−

=− dtt τδ                                              (5.51) 

Функцию )( τδ −t  следует понимать как предел при ∞→λ  смещен-
ных дельта-образных последовательностей, например после-
довательностей гладких функций вида 

                                        [ ],)(1
),( 22 τλπ

λλτδ
−+

=−
t

tf                              (5.52) 

т. е    .   ).,(lim)( λττδ δ
λ

−=−
∞→

tft  

Выше было отмечено, что гладкие дельта-образные последователь-
ности образуются в результате дифференцирования последовательностей 
гладких функций, сходящихся к единичной ступенчатой функции; поэтому 
дельта-функцию )( τδ −t  можно считать производной по t от единичной 
ступенчатой функции )(1 τ−t , т. е. 
                                              ).(1)( ττδ −′=− tt                                           (5.53) 
Таким образом, понятие дельта-функции оказывается плодотворным при 
распространении операции дифференцирования на разрывные функции. 

Если выполнить дифференцирование по t дельта-образной последо-
вательности, то получим последовательность, сходящуюся к производной 
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от дельта-функции. Например, дифференцируя выражение (5.52), получим 

последовательность 
[ ]

.
)(1

)(2),( 222

3

τλπ

τλλτδ
−+

−
−=−′

t

ttf  Тогда производная от 

дельта-функции по аргументу t будет ).,(lim)( λττδ δ
λ

−′=−′
∞→

tft  

На рис. 5.7 приведены графики функций ),( λτδ −′ tf  для различных значе-
ний параметра λ при τ=0.  

),( λδ tf

4=λ

2=λ

1=λ

 
Рис. 5.7 

Первую производную от дельта функции называют также импульсив-
ной функцией второго порядка. 

Производная порядка n от дельта-функции 
                                  ( ) ( ) ),(lim)( λττδ δ

λ
−=−

∞→
tft nn                                  (5.54) 

может быть названа импульсивной функцией n+1 порядка. 
Рассмотрим важное свойство дельта-функции. Пусть функция f(t) не-

прерывна и ограничена в интервале -∞<t<∞, тогда справедливо равенство 

                                         ∫
∞

∞−

=− ).()()( ττδ fdtttf                                       (5.55) 

Действительно, подынтегральная функция согласно равенству (5.50) 
равна нулю при τ≠t , поэтому 

.)()()()( dtttfdtttf τδτδ
ετ

ετ
−=−∫ ∫

∞

∞−

+

−
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Здесь ε>0 - произвольно малая величина. При τ=t функция f(t) имеет зна-
чение f(τ) и может быть вынесена за знак интеграла при интегрировании в 
бесконечно малой окрестности точки τ=t , тогда получим: 

),()()()()()()( τττδττδττδ
ετ

ετ
fdtfdttfdtttf =−=−=− ∫∫ ∫

∞

∞−

∞

∞−

+

−

 

следовательно, соотношение (5.55) является справедливым. Это соот-
ношение определяет так называемое «фильтрующее» или «выхваты-
вающее» свойство дельта-функции. 

Пусть )()( tgtf ′=  тогда вместо равенства (5.55) получим 

).()()( ττδ gdtttg ′=−′∫
∞

∞−

 

Проинтегрируем интеграл в левой части равенства по частям. Имеем: 

∫∫
∞

∞−

∞

∞−

∞

∞−

=−′−−=−′ dtttgttgdtttg )()()()()()( τδτδτδ  

,)()(∫
∞

∞−

−′−= dtttg τδ  

так как произведение )()( τδ −ttg  обращается в ноль при .±∞=t  Следова-
тельно, 

)()()( tgdtttg ′=−′− ∫
∞

∞−

τδ  

или, сменив наименование функции g(t) на f(t), найдем, что 

                                         ).()()( ττδ fdtttf ′−=−′∫
∞

∞−

                                  (5.56) 

Аналогичным  образом  можно  показать  справедливость  соотно-
шения 

                                      ),()1()()( )()( ττδ nnn fdtttf −=−∫
∞

∞−

                       (5.57) 

если функция f(t) имеет непрерывные производные до n-гo порядка в ин-
тервале -∞<t<∞. 

Определим теперь спектральные характеристики единичной сту-
пенчатой функции. Единичная ступенчатая функция 1(t) не удовлетворяет 
условию абсолютной интегрируемости, и поэтому преобразование Фурье 
для такой функции не существует. Однако, используя понятие дельта-
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функции, можно построить спектральную характеристику и для функции 
1(t). Покажем, что ее спектральная характеристика определяется равенст-
вом 

                                        { } ).(1)()(1 ωπδ
ω

ω +==ℑ
j

jFt                             (5.58) 

Подставляя )( ωjF  в формулу обратного преобразования Фурье и 
учитывая фильтрующее свойство дельта-функции, получим 

                 .
2
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2
1)(1

2
1)( ∫∫

∞

∞−

∞

∞−

+=
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
+= ω

ωπ
ωωπδ

ωπ

ω
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j
ede

j
tf

tj
tj             (5.59) 

Учитывая лемму Жордана и основанные на этой лемме способы вы-
числения несобственных интегралов, найдем, что 

∫
∞

∞−

= πω
ω

ω
jde tj

    при  t>0 

∫
∞

∞−

−= πω
ω

ω
jde tj

   при  t<0. 

Следовательно, 

1
2
1

2
1)( =+⋅= π
π

j
j

tf    при  t>0 

          0
2
1)(

2
1)( =+−⋅= π
π

j
j

tf    при  t<0. 

Таким образом, обратное преобразование Фурье функции )( ωjF  
приводит к единичной ступенчатой функции, и поэтому правая часть ра-
венства (5.59) является спектральной характеристикой функции 1(t). 

Отметим, что отделяя в выражении (5.59) действительные и мнимые 
части, получим представление единичной ступенчатой функции в виде ин-
теграла Фурье 

                                        ∫
∞

∞−

+= .
2
1sin

2
1)(1 ω

ω
ω

π
dtt                                    (5.60) 

Для смещенной единичной ступенчатой функции (5.39) найдем, учи-
тывая равенство (5.58) и теорему 4 в 5.1, следующую спектральную харак-
теристику: 

                           { } .)(1)()(1 







+==−ℑ − ωπδ

ω
ωτ ω

j
ejFt tj                        (5.61) 
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Определим спектральную характеристику дельта-функции (5.46). 
Получим, принимая во внимание фильтрующее свойство дельта-функции, 
что 

                                { } .1)()()( ===ℑ −
∞

∞−
∫ dtetjFt tjωδωδ                            (5.62) 

Спектральная характеристика смещенной дельта-функции будет 
{ } .)()( tjejFt ωωτδ −==−ℑ                                            (5.63)  

Из последних двух равенств видно, что модуль спектральной характери-
стики дельта-функции )( ωjF  равен единице 
(рис. 5.9). Отсюда следует, что амплитуды 
гармоник представления дельта-функции в 
виде интеграла Фурье равны на всем диапа-
зоне частот от -∞ до +∞. Найдем спектраль-
ную характеристику суммы двух дельта-
функций )( τδ −t  и  )( τδ +t  (рис. 5.10,а):  
 

                  Рис. 5.9                     
 

{ } ==++−ℑ )()()( ωτδτδ jFtt  

[ ] =++−= −
∞

∞−
∫ dtett tjωτδτδ )()(  

,cos2 ωτωω =+= − tjtj ee  
т. е. в этом случае спектральной характеристикой является косинусоида 
(рис. 5.10,б). 

)( τδ +t )( τδ −t

τ− τ+

)( ωjF

τ
π
2

−
τ
π

2
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−
τ
π
2 τ

π
2
3

τ
π2

ω

 
а)                                                 б) 

Рис. 5.10 

)(ωjF

ω
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Следует заметить, что полученные соотношения имеют чисто формальный 
характер, так как дельта-функция не является обычной функцией. Строгое 
обоснование этих формул может быть дано лишь с привлечением теории 
обобщенных функций, поскольку дельта-функция может рассматриваться 
как один из примеров обобщенных функций. 

2. Гармонические колебания 
Пусть задана косинусоидальная функция 

                                                     tAtf 11cos)( ω=                                        (5.64) 
с амплитудой 1A  и частотой 1ω . Амплитудный спектр этой функции со-
стоит из двух отрезков высотой 1A  при частотах 1ωω ±= ; для других зна-

чений частоты ω значения амплитудного 
спектра равны нулю (рис. 5.11). 
Косинусоида не удовлетворяет условию 
абсолютной интегрируе-мости на интер-
вале (-∞, ∞), поэтому формула 

∫
∞

∞−

−= dtetfjF tjωω )()(  

не может быть непосредственно исполь- 
                 Рис. 5.11 
зована для определения спек-тральной характеристики функции (5.64). 
Однако введенное выше понятие дельта-функции позволяет расширить об-
ласть применимости этой формулы и, в частности, определить спектраль-
ную характеристику периодической функции. 

Покажем, что спектральная характеристика косинусоиды будет 
                                         [ ].)()()( 111 ωωδωωδπω ++−= AjF                   (5.65) 
Для этого подставим в формулу (5.26) обратного преобразования Фурье 

                                    { } ∫
∞

− =ℑ=
0

1 )(Re1)()( ωω
π

ω ω dejFjFtf tj                (5.66) 

выражение (5.65): 

            .1
1

0
11 Re)(Re1)( tjtj eAdeAtf ωω ωωωδπ

π
=−= ∫

∞
 

Здесь мы использовали свойство (5.55) дельта-функции, причем точка 
1ωω =  расположена внутри интервала (0, ∞), а )( 1ωωδ + =0 при ω>0. Сле-

довательно, с учетом формулы Эйлера найдем 
[ ] ,cossincosRe)( 11111 tAtjtAtf ωωω =+=  

А

А1

ωω1-ω1
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т. е. обратное преобразование Фурье спектральной характеристики (5.65) 
дает косинусоиду (5.64). Итак, показали, что 
                            [ ]{ } tAA 11111

1 cos)()( ωωωδωωδπ =++−ℑ−                     (5.67) 
и, как следствие, получаем, что спектральная характеристика косинусоиды 
(рис. 5.12) 
                       { } [ ].)()()(cos 11111 ωωδωωδπωω ++−==ℑ AjFtA             (5.68) 

)( ωjF
)1(1 ωωδπ −À)1(1 ωωδπ +À

 
Рис.5.12 

Равенство (5.65) может быть доказано также с помощью предельного 
перехода. Найдем предварительно спектральную характеристику произве-
дения tAe t

11cosωλ− , где λ>0 — некоторый параметр: 

{ } .cos),(cos 1111 dtetAejFtAe tjtt ωλλ ωλωω −
∞

∞−

−− ∫==ℑ  

Множитель te λ−  обеспечивает сходимость интеграла в интервале (-∞, ∞); 
имеем: 

== −
∞

∞−

−∫ dtetAejF tjt ωλ ωλω 11cos),(  

=−= ∫∫
∞

∞−

−
∞

∞−

− tdttejAtdtteA tt ωωωω λλ sincoscoscos 11 11  

.coscos2
0

1 1∫
∞

−= tdtteA t ωωλ  

В этом равенстве мы приняли во внимание, что произведение 
tte t ωωλ coscos 1

−  является четной, а произведение tte t ωωλ sincos 1
−  - не-

четной функцией относительно аргумента t. Так как 

[ ],)cos()cos(
2
1coscos 111 ωωωωωω ++−=tt  

то 
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[ ] =++−= ∫
∞

− dttteAjF t

0
111 )cos()cos(),( ωωωωλω λ  
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Найдем теперь интеграл 
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После предельного перехода получим: 
,),(lim

1
0

∞=

=
→

λω

ωω
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jF       ,),(lim

1
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−=
→
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ωω
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jF  

0),(lim
0

=
→

λω
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jF     при   ,1ωω ±≠  

∫
∞

∞−→
= .2),(lim 1

0
AdjF πωλω

λ
 

Сравнивая полученные выражения со свойствами дельта-
функции(5.49) и (5.50), найдем, что при 0→λ  спектральная характери-
стика ),( λωjF  имеет характер суммы двух смещенных дельта-функций, т. 
е. 

[ ].)()()(),(lim 111
0

ωωδωωδπωλω
λ

++−==
→

AjFjF  

Следовательно, равенство (5.65) является справедливым.  
Пусть теперь задана периодическая функция 

                                            ∑
∞

=
=

1
1 .cos)(

k
k tkAtf ω                                        (5.69) 

Ее спектральная характеристика 

{ }=ℑ=








ℑ ∑∑
∞

=

∞

= 1
1

1
1 coscos

k
k

k
k tkAtkA ωω  

                                    [ ],)()(
1

11∑
∞

=
++−=

k
k kkA ωωδωωδπ                    (5.70) 

т. е. равна сумме дельта-функций, смещенных по оси ω на величину .1ωk±  
Спектральная характеристика синусоиды 
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                                                  tAtf 11 sin)( ω=                                            (5.71) 
есть 

                                [ ])()()( 11
1 ωωδωωδ
π

ω +−−=
j

AjF ,                          (5.72) 

ее модуль 
                                [ ])()()( 111 ωωδωωδπω +−−= AjF .                          (5.73) 
Спектральная характеристика периодической функции 

                                              ∑
∞

=
=

1
1sin)(

k
k tkAtf ω                                        (5.74) 

определяется равенством 

                            [ ]∑
∞

=
+−−=

1
11 .)()()(

k
k kkA

j
jF ωωδωωδπω                      (5.75) 

 
5.3 Спектральные характеристики, зависящие от времени 

Введем понятие текущей спектральной характеристики, которую 
определим следующим образом: 

                                                            .)()(
0
∫ −=
t

t dtetfjF j
t

ωω                               (5.76) 

Текущая спектральная характеристика позволяет со спектральной точки 
зрения описать свойства и историю развития реально существующего и 
наблюдаемого физического процесса. В самом деле, если функция f(t) ха-
рактеризует некоторый процесс, начинающийся в известный момент вре-
мени, который может быть принят за нулевой, то в формуле преобразова-
ния Фурье 

∫
∞

∞−

−= dtetfjF tjωω )()(  

необходимо положить f(t)=0 при -∞<t<0, другими словами, следует пере-
нести нижний предел интегрирования из -∞ в 0. Вид функции f(t) может 
быть точно установлен лишь в интервале наблюдения (0, t), поэтому ин-
тегрирование надо производить в пределах от 0 до t, а не от 0 до ∞, так как 
после окончания наблюдения за процессом вид функции f(t) в общем неиз-
вестен. Подобные соображения приводят к формуле (5.76). 

Из формулы (5.76) видно, что текущая спектральная характеристика 
зависит не только от частоты ω, но и от времени окончания наблюдения t. 
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Значение времени t может соответствовать также моменту окончания са-
мого физического процесса. Факт зависимости )(ωtF  как от ω, так и от t 
позволяет наглядно устанавливать связь между изменением во времени 
физического процесса и ему соответствующим изменением характера раз-
ложения этого процесса на сумму гармонических составляющих. 

Пример 5.6. Определить текущую спектральную характеристику си-
нусоиды tAtf 11 sin)( ω=  

Имеем 

.sin)(
0

11∫ −=
t

t dtteAjF j
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ωωω  

Проинтегрируем правую часть этого равенства по частям; тогда 
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и искомая текущая спектральная характеристика 

                 .sincos1)( 1
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ω ω             (5.77) 

Обозначим через n число полу периодов синусоиды, считая их с мо-
мента возникновения процесса, и рассмотрим )(ωtF  для дискретных мо-
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ментов времени 
12 ω
πnTnt == , причем 

1

2
ω
π

=T  - период синусоиды. Так 

как 0sin =πn  при n = 0, 1, 2,…, то для дискретных моментов времени вме-
сто (5.77) получим 
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t eAjF                      (5.78) 

Найдем модуль текущей спектральной характеристики: 
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Известно, что 
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поэтому 
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если n - четное, и 
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                                           ,
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если n - нечетное. 
При 1ωω =  значение )( ωjFt  становится неопределенным. Раскроем 

неопределенность по правилу Лопиталя. Если n - четное, то 
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Аналогично для n  нечетного: 
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Следовательно, модуль текущей спектральной характеристики 
)( ωjFt  при 1ωω =  возрастает при увеличении числа полупериодов n по 

линейному закону. С увеличением числа n все более увеличивается макси-
мум модуля спектральной характеристики на частоте 1ωω = . 

При n = ∞ периодичность функции f(t) проявляется наиболее полно; в 
этом случае график )( ωjFt  представляет собой смещенную дельта-

функцию .1
1









−

ω
ωδ  При n=1 недостаточно признаков, свидетельствующих 

о возможной периодичности функции f(t), следствием этого является от-
сутствие на графике )( ωjFt  максимумов, в том числе и на частоте 1ωω = . 

Таким образом, по характеру текущей спектральной характеристики 
)( ωjFt  можно сделать Суждения о поведении функции f(t) при изменении 

времени t. 
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Рассмотрим еще один вид спектральной характеристики, зависящей 
от времени - мгновенную спектральную характеристику, которую опреде-
лим с помощью формулы 

                                           ∫
−

−=
t

Tt

t dtetftjF j
T

ωω )(),(     (T>0).                        (5.81) 

В этой формуле интегрирование производится в отличие от формулы 
(5.76) не во всем интервале наблюдения за процессом (0, t), а лишь начиная 
с момента времени t - Т. Этот момент времени предшествует текущему 
моменту времени t и удален от него на время Т. Необходимость введения 
понятия мгновенной спектральной характеристики связана с целесообраз-
ностью иметь спектральную характеристику, которая отражала бы не всю 
историю процесса f(t) начиная с момента его возникновения, а учитывала 
бы лишь свойства этого процесса во временном интервале, непосредствен-
но примыкающем к данному моменту наблюдения за процессом. Так как 
значение Т может быть выбрано сколь угодно малым, то мгновенная спек-
тральная характеристика позволяет выявить особенности процесса в дан-
ный момент времени t. 

Найдем связь между спектральными характеристиками )( ωjFt  и 
),( tjFT ω . Формулу (5.81) перепишем в виде 

.)()(),(
0 0
∫ ∫
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−− −=

t Tt
tt dtetfdtetftjF jj

T
ωωω  

Правая часть этого равенства представляет собой разность двух текущих 
спектральных характеристик для функции f(t). Обозначим эту разность че-
рез ),( ωjFt∆  тогда 

),(),( ωω jFtjF tT ∆=   или  .
)(),(

T
jF

T
tjF tT ωω ∆
=  

Если выбрано значение Т достаточно малым, то будет справедлива 
приближенная формула 

                                         .
)(

),(
t
jF

TtjF t
T ∂

∂
≈

ω
ω                                         (5.82) 

5.4 Связь преобразований Фурье и Лапласа. 
Формула (4.1) прямого преобразования Лапласа может рассматриваться 
как результат определенным образом построенного обобщения одно-
стороннего преобразования Фурье. Пусть, например, функция f (t) удов-



 105

летворяет условиям Дирихле в интервале ∞<≤ t0 , причем  f(t) = 0 при  
t<0. 

Как известно, преобразование Фурье может быть применено к функ-

циям  f(t), для которых интеграл ∫
∞

0
)( dttf  существует (условие абсолютной 

интегрируемости). Этому условию не удовлетворяют многие функции, ис-
пользуемые при анализе процессов в автоматических системах, например 
функции 1(t). tA ωsin , tA ωcos , teα  (при действительном α>0), t и др. Для 
того чтобы иметь возможность подобную функцию f(t) преобразовать по 
Фурье, предварительно ее надо умножить на множитель tce− , где вещест-
венное число с>с0 выбрано таким образом, чтобы интеграл 

∫
∞

−

0
)( dtetf tc             (5.83) 

был сходящимся. Значение с0 для каждой функции f(t) является вполне оп-
ределенным. Используя формулу прямого одностороннего преобразования 

Фурье ∫
∞

−=
0

)()( dtetfjF tjωω , будем преобразовывать по Фурье не функ-

цию f(t), а функцию ,)( tcetf −  удовлетворяющую условиям применения 
этого преобразования: 

∫
∞

−−=
0

.)(),( dteetfjcF tjtc ωω         (5.84) 

Введя новую комплексную переменную ωjcs += , получаем 

∫
∞

−=
0

.)()( dtetftF ts  Это выражение представляет собой формулу (4.1) пря-

мого преобразования Лапласа. 
Таким образом, преобразование Лапласа является результатом рас-

пространения преобразования Фурье на функции, которые, удовлетворяя 
условиям Дирихле в интервале ∞<≤ t0 , не удовлетворяют в этом интерва-
ле условию абсолютной интегрируемости.  

Функция )( ωjF  частоты ω  названа спектральной характеристикой 
функции f(t). Аналогичным образом функция F (s) комплексной перемен-
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ной s является спектральной характеристикой убывающей функции време-
ни tcetf −)( . 
Рассмотрим теперь формулу обратного преобразования Фурье 

∫ ∫
∞

∞−

∞
−











= .)(

2
1)(

0
dtdtetfetf tjtj ωω

π
 

Заменив в левой и правой частях этого равенства f(t) на tcetf −)( ,получим 

∫ ∫
∞

∞−

−−
∞

−










= ω

π
ωω ddteetfeetf tjtctjtc

0
)(

2
1)( .Учитывая, что ,ωjcs +=  

jdsd =ω ,  найдем ∫
∞+

∞−
=

jc

jc

ts dsesF
j

tf .)(
2
1)(
π

 Это равенство, как видно из 

(4.9), является формулой обратного преобразования Лапласа. 
Таким образом, обратное преобразование Лапласа может рассматри-

ваться как развитие обратного преобразования Фурье. 
Представление функции в виде интеграла Фурье соответствует пред-

ставлению функции в виде суммы бесконечно большого числа гармоник с 
бесконечно малыми амплитудами, причем частоты гармоник отличаются 
друг от друга бесконечно мало. Аналогично этому, представление функции 
f(t) в виде интеграла (4.10) соответствует представлению этой функции в 
виде бесконечно большого числа бесконечно малых составляющих, яв-
ляющихся колебаниями с бесконечно малыми амплитудами, затухающими 
по экспоненциальному закону. 
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