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ПРЕДИСЛОВИЕ 
 

Изучение курса теоретической механики закладывает основы для 
решения многих научных и конструкторских вопросов в машиностроении, 
приборостроении, освоении космоса и других областях техники. 

Знание теоретической механики позволяет инженеру исследовать и 
создавать оптимальные конструкции машин, приборов, сооружений, а 
также разрабатывать технологические процессы их изготовления. 

Основная задача подготовки будущего инженера – научить его само-
стоятельной работе и творческому подходу при выполнении поставленной 
проблемы. Поэтому наряду с освоением теоретического курса студент 
должен на лабораторных занятиях ознакомиться с некоторыми механиче-
скими системами, конструкциями, к которым относятся макеты плоских 
механизмов, составных балок, плоских ферм, редукторы, планетарные ме-
ханизмы и др. Решая конкретно поставленный вопрос на базе перечислен-
ных механизмов и конструкций, студент получает навыки практического 
применения основных закономерностей механики для анализа и решения 
конкретных задач. 

Выражаем большую благодарность инженеру кафедры М.В. Смолья-
ниновой, студентам группы АС-107 С.П. Буднику, П.А. Смирнову,          
К.А. Царевой, А.С. Шешину, за большую работу, проделанную при подго-
товке и оформлении методических указаний. 
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Лабораторная работа № 1 
 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ И ИССЛЕДОВАНИЕ РЕАКЦИЙ ОПОР  
СОСТАВНЫХ КОНСТРУКЦИЙ 

 
Цель работы. Изучить способы решения задач по определению ре-

акций связей составной конструкции. 
Содержание работы: 

1. Краткая теория. 
2. Способы определения реакций связей составной конструкции. 
3. Исследование изменения реакции заданной опоры в зависимо-

сти от параметров действия сил. 
4. Последовательность выполнения лабораторной работы. 
5. Контрольные вопросы. 

Приборы и принадлежности. Макет конструкции, линейка, транс-
портир. 

 
1. Краткая теория 

 
Плоская система сил. Связи и реакции 

 
Если твердое тело соприкасается с другими телами, которые тем или 

иным образом ограничивают свободу его перемещения, то такие тела по 
отношению к рассматриваемому называются связями, а само рассматри-
ваемое тело называется несвободным. Действие связей на несвободные те-
ла характеризуется силами, которые называются реакциями связей. Основ-
ные их виды представлены на рис. 1.1. 

 
Проекция силы на ось 

Проекция вектора силы на ось – алгебраическая величина, равная 
произведению модуля силы на косинус угла между направлением силы и 
положительным направлением оси (рис. 1.2). 

Fx = ab =AB1 = Fcosα . 
1. Проекция положительна, если 0 ≤ α < 90 °. 
2. Проекция отрицательна, если 90 °< α ≤ 180 °. 
3. Проекция равна нулю, если α = 90 °. 
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Гладкая поверхность 

 

Невесомый стержень 
(прямолинейный и криволинейный) 

 

 
 

Нить, трос 

 

 
 

 
 
 

Неподвижный шарнир 

 
 

Подвижный шарнир 

 

Жесткая заделка 

 
Рис. 1.1 

 

 
Рис. 1.2 
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Момент силы относительно точки 
 

Момент силы F  относительно точки 0 для плоской системы сил – 
это алгебраическая величина, равная произведению модуля силы F  на 

кратчайшее расстояние h  от точки 0 до линии 
действия силы F , которое называется плечом си-
лы (рис. 1.3) 

m0 ( F ) = Fh. 
Момент силы относительно точки равен 

нулю, если линия действия силы проходит через 
эту точку, при этом h = 0. 

Если сила F  стремится повернуть тело во-
круг точки 0 против хода часовой стрелки, то момент силы положитель-
ный, если же по ходу часовой стрелки, то момент силы отрицательный. 

 
 Пара сил 
 

Система двух равных по модулю параллельных и противоположно 
направленных сил F  и /

F  называется парой сил (рис. 1.4). 
Момент пары сил – это алгеб-

раическая величина, равная произ-
ведению модуля одной из сил пары 
на кратчайшее расстояние между 
линиями действия сил h, которое 
называется плечом 

М = Fh. 
Момент пары сил положи-

тельный, если она стремится повер-
нуть тело против хода часовой стрелки, и отрицательный, если по ходу ча-
совой стрелки. 

 
Свойства пар сил 

 
1.  Алгебраическая сумма проекций пары сил на любую ось равна нулю. 
2.  Алгебраическая сумма моментов сил, составляющих пару относи-
тельно произвольной точки плоскости, не зависит от выбора этой 
точки и равна моменту пары. 

 
Рис. 1.3 

 
              Рис. 1.4 
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Распределенные силы 
 

В статике рассматривают силы, приложенные к твердому телу в ка-
кой-либо его точке, которые называются сосредоточенными. 

В действительности обычно силы бывают приложены к какой-либо 
части объема тела или его поверхности, а иногда к некоторой части линии. 
Такую нагрузку называют распределенной. Она характеризуется интен-
сивностью q (рис. 1.5, 1.6). 

При решении задач распределенную нагрузку заменяют сосредото-
ченной силой – равнодействующей Q. 

а) Равномерно распределенная нагрузка (рис. 1.5). 

 
Q = ql 

Рис. 1.5 

 
б) Распределенная нагрузка, изменяющаяся по линейному закону 

(рис. 1.6). 
 

Q

 
Q = 

2
1 qmaxl 

 
Рис. 1.6 

 
2. Способы определения реакций связей составной  

конструкции 
 
Дана конструкция (рис. 1.7), состоящая из двух балок АС и CD, со-

единенных в точке С с помощью шарнира. Вся эта система соединена с 
неподвижной опорой с помощью неподвижного шарнира в точке А и двух 
шарнирно-подвижных опор в точках В и D. 
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Требуется определить реакции связей в точках A, B, D, C.  

 
 

Рис. 1.7 
 

I способ 
Заданную конструкцию разделяем на два тела АС и СD, нарушая 

внутреннюю связь в точке С и внешние связи в точках А, В, D. Кроме за-
данных сил, прикладываем к каждому телу реакции отброшенных связей: 
внутренних в точке С и внешних в точках А, В, D.  

Реакции шарнирно-неподвижной опоры А и цилиндрического шар-
нира С по направлению неизвестны, поэтому их раскладываем на две со-
ставляющие вдоль положительных направлений осей: AA YX , – в точке А; 

CC YX ,  – в точке С. Реакции шарнирно-подвижных опор В и D направлены 
перпендикулярно к опорной плоскости и обозначены R В и R D. Получаем 
два объекта равновесия: балку АC и балку СD (рис.1.8, 1.9). 

 
 

Рис. 1.8 

 
 

Рис. 1.9 
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При составлении расчетной схемы нужно учесть, что распределен-

ную нагрузку заменяем сосредоточенной силой Q = q · l. Прикладываем 
этот вектор в середине отрезка действия распределенной нагрузки.  

Таким образом, вся конструкция содержит шесть неизвестных - 
CCDBAA YXRRYX  , , , ,  , , для определения которых необходимо иметь 

шесть уравнений равновесия. 
Так как каждый объект находится в равновесии под действием про-

извольной плоской системы сил, то для них можно составить по три урав-
нения равновесия. 

При составлении уравнений равновесия можно использовать одну из 
систем уравнений равновесия: 

     

1)   ΣFix = 0; 2)   ΣMA = 0; 3)   ΣMA = 0;
ΣFiy = 0; ΣMB = 0; ΣMB = 0;
ΣMA = 0; ΣFix = 0; ΣMС  = 0.

Уравнения (1) называются основными уравнениями равновесия пло-
ской системы сил. Центр моментов и направление координатных осей для 
этой системы уравнений можно выбрать произвольно без каких-либо огра-
ничений. 

При составлении уравнений (2) нужно учесть, что ось х, на которую 
проектируются силы, не должна быть перпендикулярна к прямой, соеди-
няющей точки А и В. 

 В системе уравнений равновесия (3) точки А, В, С не должны лежать 
на одной прямой. Для данной конструкции такая система не подходит. 

В результате для объектов АВ и СD получаем систему, состоящую из  
шести уравнений равновесия, что соответствует шести неизвестным. Зада-
ча статически определена. Решаем полученную систему уравнений и опре-
деляем неизвестные CCDBAA YXRRYX  , , , , , . 

 
II способ 

Рассматриваем вначале равновесие всей конструкции, нарушая 
внешние связи (опоры А, В, D), заменяя их действие реакциями 

DBAA RRYX  , , ,  и не нарушая шарнир С (внутренняя связь). Составляем 
расчетную схему, которая показана на рис. 1.10.  

Полученный объект содержит четыре неизвестных реакции связей и 
находится в равновесии под действием произвольной плоской системы 
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сил, для которой можно составить только три уравнения равновесия. Этих 
уравнений недостаточно для определения четырёх неизвестных. 

 
 

Рис. 1.10 
 

Для их определения разъединим конструкцию на две балки, нарушая 
цилиндрический шарнир С. Рассмотрим равновесие менее нагруженной 
балки, прикладывая все заданные силы, а также составляющие реакции 

CC YX  , цилиндрического шарнира (рис. 1.11). 

 
 

Рис. 1.11 
 

Для вновь полученной расчетной схемы тоже составили три уравне-
ния равновесия. Таким образом, окончательно получаем систему из шести 
уравнений равновесия, решая которую, определим все шесть неизвестных 

А, А, В, D, С, С. 
 
3. Исследование изменения реакции заданной опоры 

в зависимости от параметров действия сил 
 
Допустим, надо проанализировать изменение реакции шарнира С при 

варьировании угла α (см. рис. 1.10) в пределах 0 ≤ α < π с интервалом o30 . 
Для этого решаем систему из шести составленных уравнений равно-

весия, из которых для заданного варианта получаем выражения состав-
ляющих CC YX  ,  реакции шарнира С 

с
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XС = 0,5 sin α - 0,868; 
YC = -1,6 sin α + 0,2612. 

 Давая параметру α последовательные значения 0, 30,…,180, находим 
соответствующие им значения реакций CC YX  ,  и полную реакцию шарнира 

RC = .22
CC YX +  

 График изменения величин CC YX  ,  и RC приведен на рис.1.12. 
 Анализируя графики, можно отметить, что реакция YС достигает 
максимального значения α = 0 и α = o180 , а минимального – при α = o90 . 
Реакция XC достигает максимального значения при α = o90 . Максимальное 
значение полной реакции RC шарнира С в расчетном диапазоне 0 ≤ α ≤ o180  
достигается при α = o90 , а минимальное значение – при α = 0 и α = o180 . 
 

4. Последовательность выполнения лабораторной работы 
 

4.1. Построить в масштабе заданную схему (рис. 1.13) конструкции по ма-
кету с указанием внешней нагрузки, которую следует взять из таблицы 
по варианту, выданному преподавателем. 

 

 

Рис. 1.12 
 

4.2. Определить реакции всех связей по первому способу. 
4.3. Определить реакции всех связей по второму способу. 
4.4. Результаты вычислений занести в таблицу. 
4.5 . Сделать вывод: какой из способов оказался более простым. 
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4.6 . Проанализировать изменение реакции опоры, заданной преподавате-
лем, при варьировании параметра α и β в пределах    0 ≤ α ≤ o180  с ин-
тервалом o30 . 

4.7 . По результатам расчета построить графики изменения составляющих  
заданной реакции Х, Y и полной реакции R в функции углов α и β. 

4.8 . Выполнить внеаудиторное задание по варианту, выданному препода-
вателем. Схемы конструкций представлены на рис. 1.1 а – 1.30 а.  

 

 
 

Рис. 1.13 
 

Дано  Определить (Н) 
Номер 
варианта 

P1 
H 

P2 
H 

m 
Н·м 

α 
град 

β 
град

а 
м 

в 
м 

с 
м

l 
м 

q 
Н/м RВ RD XC YC XA YA

1 2 3 2 30 45 0,8 0,5 0,6 0,30 2       
2 4 4 4 45 30 0,6 0,7 0,7 0,20 4       
3 6 5 1 60 135 0,4 0,8 0,5 0,25 3       
4 8 6 3 180 90 0,2 0,8 0,4 0,20 5       
5 5 7 5 135 60 0,1 0,7 0,3 0,15 4       
6 3 8 2 90 135 0,7 0,3 0,2 0,10 3       
7 7 9 4 60 180 0,3 0,7 0,5 0,25 6       
8 9 3 1 45 30 0,5 0,4 0,8 0,40 5       
9 5 2 3 30 45 0,5 0,3 0,7 0,30 2       
10 3 5 2 135 60 0,8 0,2 0,6 0,20 4       

 
5. Контрольные вопросы 

5.1. Что называется связью? Перечислите основные типы связей. 
5.2. Дайте определение реакции связи. 
5.3. Дайте понятие проекции силы на ось. 
5.4. Что называется моментом силы относительно точки? 
5.5. Каковы условия и уравнения равновесия произвольной плоской 

системы сил?         
5.6. Что такое пара сил и чему равен её момент? 
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Схемы конструкций к внеаудиторному заданию 

 
                        

Рис. 1.1а                                                      Рис. 1.2а 
 

                             
 

Рис. 1.3а                                                      Рис. 1.4а 
 

 
 

Рис. 1.5а                                                        Рис. 1.6а 
 

 
 

     Рис. 1.7а                                                       Рис. 1.8а 
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Рис. 1.9а                                                   Рис. 1.10а 
 

 
  

Рис. 1.11а                                          Рис. 1.12а 
 

                    
 

Рис. 1.13а                                           Рис. 1.14а 
 

 
 

     Рис. 1.15а                                                  Рис. 1.16а 
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 Рис. 1.17а                                                        Рис. 1.18а 

 
 
 Рис. 1.19а    Рис. 1.20а 
 

 

                     
Рис. 1.21а                                                          Рис. 1.22а 

 

 
 

Рис. 1.23а                                                  Рис. 1.24а 
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Рис. 1.25а                                                 Рис. 1.26а 
 
 

         
 

Рис. 1.27а                                            Рис. 1.28а 
 

 

 
 

Рис. 1.29а                                              Рис. 1.30а 
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Лабораторная работа № 2 
 

ИССЛЕДОВАНИЕ РАВНОВЕСИЯ СИЛ КОМБИНИРОВАННОЙ 
ПЛОСКОЙ СИСТЕМЫ СВЯЗАННЫХ ТЕЛ 

 
Цель работы. Научиться определять опорные реакции и усилия в 

стержнях комбинированной плоской системы связанных тел. 
Содержание работы: 
1. Краткая теория. 
2. Исследования реакций опор и усилий в стержнях комбини-

рованной плоской системы связанных тел при различных вариантах на-
грузки. 

3. Контрольные вопросы. 
Приборы и принадлежности. Макет плоской фермы, линейка, цир-

куль, транспортир 
 

1. Краткая теория 
 

Для выполнения данной работы необходимо уметь определять про-
екцию силы на ось, момент силы относительно точки, а также иметь пред-
ставление о паре сил, ее моменте и свойствах пар сил, о распределенных 
нагрузках и их равнодействующих. Эти вопросы подробно рассмотрены в 
лабораторной работе № 1. Там же можно ознакомиться с методами опре-
деления реакций связей составных конструкций и с различными системами 
уравнений равновесия произвольной плоской системы сил. Дополнитель-
ные теоретические вопросы, связанные с определением реакций стержней 
плоских ферм разными способами, будут освещены по ходу выполнения 
лабораторной работы. 

 
2. Исследование реакций опор и усилий в стержнях комбинированной 
плоской системы связанных тел при различных вариантах нагрузки 
 

2.1. Схема конструкции и исходные данные 
 

Макет конструкции, подлежащий анализу, представляет собой ком-
бинированную систему (рис. 2.1), состоящую из тела весом G и фермы, 
связанных при помощи соединительного цилиндрического шарнира C. 
Ферма состоит из 9 идеальных стержней, связанных в узлах цилиндриче-
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скими шарнирами. Конструкция прикреплена к земле при помощи шар-
нирно-неподвижных опор А и В. Исходные данные приведены в табл. 2.1. 
Исходные данные a и h получили путём замера их на макете и увеличени-
ем до действительной величины. 

 
 

Рис. 2.1 
Таблица 2.1 

 

P1, 

кН 
Р2, 
кН 

Р3, 
кН 

G, 
кН 

   q, 
кН/м 

m, 
кН•м 

a, 
  м 

h, 
  м 

 α1, 
град 

  α2, 
град 

  α3, 
град 

 2,0  2,0 3,0  2,0 1,0  1,5  2,5  4,0  45  30  60 
 

2.2. Проверка статической определимости конструкции 
 

Задача исследования заданной конструкции – определение реакций 
(усилий) в стержнях и реакций опор (опорах связи). Тогда число неизвест-
ных находится по формуле 

N = n0+n1,                                                (2.1) 
где n0 – число опорных связей;               

   n1 – число стержней. 
Число уравнений равновесия, которые можно составить для опреде-

ления неизвестных, определяется по формуле  
        K = 2n+3T,                                            (2.2) 

где n – число узлов фермы, в которых сходятся стержни конструкции; 
  Т – число жёстких плоских тел, входящих в состав конструкции. 
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Условием статической определимости комбинированной конструкции 
будет равенство числа уравнений равновесия числу неизвестных реакций. 

Имеем: n0= ( CCBBAA Y;X;Y;X;Y;X ) = 6; n1= 9;  
Тогда из уравнения (2.1) найдем   

N = n0 + n1 = 6+9 = 15. 
Далее n= (F, A, B, E, D, K, C) = 6; Т =1 и, подставив в уравнение (2.2), 

получим  
К = 2·6 + 3·1 = 15. 

   Следовательно, система статически определима, так как К=N. 
 

2.3. Определение реакций шарнирно-неподвижных цилиндрических 
опор и соединительного цилиндрического шарнира при постоянных 

значениях расчётных параметров 
В качестве объекта равновесия принимаем всю конструкцию в це-

лом, рассматривая её как геометрически неизменную систему. Составляем 
расчётную схему (рис. 2.2): 

 – показываем заданные (активные) силы; 
 – используя принцип освобождаемости от связей, отбрасываем свя-

зи, заменяем их действие на объект равновесия реакциями; 
 – вводим систему отсчета.      

 
Рис. 2.2 
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Уравнения равновесия соответствующей расчетной схемы на рис. 2.2 
имеют вид: 
ΣFix=0;   ХA+ ХB – P1 ·cos45º – P3 · sin28º – P2 · sin2º =0; 
ΣFiy=0;   УA + УB + P1 · sin45º + P3 · cos28º – P2·cos2º – Q – G =0;      (2.3) 
ΣMA(Fi)=0;  –P1 ·sin45º·а + P3·sin28º ·h + P2·sin2º ·h – P2·cos2º·a –   
–Q(2a + +0,5a) – G·8/3·a + m + УB·3a=0; 

В уравнениях (2.3) число неизвестных ХА, УА, ХВ, УВ больше числа 
заданных уравнений равновесия. Для определения реакций опор расчленя-
ем конструкцию по соединительному шарниру С.  Две расчетные схемы, 
соответствующие исходным данным, приведены ниже (рис. 2.3 и 2.4). Со-
ставим для каждой из них уравнения равновесия. 

                         
         Рис. 2.3                                                            Рис. 2.4 

 
Для расчетной схемы на рис. 2.3 будем иметь 
ΣFix=0;   –P1· cos45º – P2 · sin2º-P3 · sin28º + ХА+ХС =0; 
ΣFiy=0;    P1· sin45º – P2 · cos2º + P3 · cos28º + УА + УС=0;            (2.4) 
ΣMA(Fi)=0;  –P1·sin45º·а +P2·sin2º·h–P2·cos2º·a+P3·sin28º·h+ 
                    +УC·2a – ХC·2h=0. 
Для расчетной схемы на рис. 2.4 будем иметь 
ΣFix=0;   –ХC + ХB=0; 
ΣFiy=0;   УB – УC – Q – G = 0;             (2.5) 
ΣMB(Fi) =0;  Q·0,5a + УC·a + ХC·2h + G·1/3·a +m = 0. 
Далее, решая системы уравнений (2.4) и (2.5) и учитывая, что  
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Q =q·a=1,0 · 2,5=2,5 (кН), находим: 
ХA=3,524 кН;                  ХB = –0,633 кН;                   ХC = –0,633 кН; 
УA = –1,576 кН;              УB = 4,011 кН;                     УC = –0,489 кН. 

Знак минус означает, что реакции УA , ХB ,ХC , УC  направлены проти-
воположно указанным на рисунках. 

Для проверки правильности решения рассмотрим, имеет ли место 
равновесие всей системы при действии заданных сил и найденных реакций 
опор. Если реакции опор найдены правильно, то уравнения (2.3) должны 
обратиться в тождество. 

Подставим численные значения в уравнения (2.3): 
P1 = 2 кН;  P2 = 2 кН;  P3 = 3 кН;  Q =2,5 кН;  G = 2 кН;  m = 1,5 кН·м;   
cos45º =0,707;  sin45º = 0,707; sin28º = 0,469;  cos28º=0,883;  sin2º = 0,035;  

cos2º = 0,999;  h = 4 м;  a = 2,5 м. 
Тогда будем иметь 

3,524 – 0,633 – 2·0,707 – 3·0,469 – 2·0,035=0; 
0 = 0; 

–1,576 + 4,011 + 2·0,707 + 3·0,883 – 2·0,999 – 2,5 – 2 = 0; 
0 = 0; 

–2·0,707·2,5 + 3·0,469·4 + 2·0,035·4 – 2·0,999·2,5 – 2,5·6,25 – 
– 2·6,667 + 1,5 + 4,011·3·2,5=0; 

0,0015 = 0. 
В соответствии с полученными знаками минус реакций УA , ХB пока-

жем схему действительных направлений этих реакций (рис. 2.5) 

 
Рис. 2.5 
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2.4. Определение усилий в стержнях фермы при постоянных  
значениях расчётных параметров 

Определим усилия в стержнях конструкции способом вырезания уз-
лов. К каждому узлу прикладываем внешние силы и усилия в стержнях, 
которые образуют уравновешенную плоскую сходящуюся систему сил. 
Для такой системы можно составить два уравнения равновесия. Поэтому 
вырезание узлов надо проводить в такой последовательности, чтобы число 
неизвестных сил в узле не превышало двух. Логично начать с того узла, в 
котором сходятся не более двух стержней. Для данной конструкции таким 
узлом является узел F. 

Составим последовательно расчётные схемы и уравнения равновесия 
для всех узлов. Условно предполагаем, что все стержни растянуты, то есть 
усилия направляем от узлов. 

Узел F 

 

Уравнения равновесия: 
∑Fix=0: -P1cos45º+S1cos58º+S2=0; 
∑Fiy=0: P1sin45º+S1sin58º=0. 
Решая записанные уравнения, получа-
ем:  
S1=-1,667 кН,  S2=2,298 кН. 

 
Узел A 

 

Уравнения равновесия: 
∑Fix=0: Xa-S2+S6cos58º=0; 
∑Fiy=0: -Ya+S3+S6sin58º=0. 
После решения найдём 
S6=-2,313 кН,  S3=0,385 кН. 

 
Узел E 

 

Уравнения равновесия: 
∑Fix=0: -S1sin32º-P3sin28º+S4cos58º+S5=0; 
∑Fiy=0: -S1cos32º+S3cos28º+S4sin58º-S3=0. 
Отсюда находим 
S4=-4,337 кН,  S5=2,822 кН. 
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Узел D 

Уравнения равновесия: 
∑Fix=0: -S5+S9cos58º-S6cos58º-P2sin2º =0; 
∑Fiy=0: S7+S9sin58º-S6sin58º-P2cos2º =0. 
Решая систему из двух уравнений, найдём: 
S9=7,637 кН,  S7=-3,677 кН. 

 

 
Узел K 

          Уравнения равновесия: 
∑Fix=0: S8-S4sin32º=0; 
∑Fiy=0: -S7-S4cos32º=0. 
Из этих уравнений определим 
S8=-2,299 кН и проверим правильность реше-
ний, подставив в последнее уравнение найден-
ные величины. 

 
 

3,677-4,337.0,848=0, то есть 3,677-3,678=0, откуда 0=0. 
Таким образом, получено тождество, а значит, усилия в стержнях 

найдены верно. Все значения найденных усилий в стержнях занесем в 
табл. 2.2. 

Таблица 2.2 
S1, кН S2, кН S3, кН S4, кН S5, кН S6, кН S7, кН S8, кН S9, кН 
1,667 2,298 0,385 4,337 2,822 2,313 3,677 2,299 7,637 

- + + - + - - - + 
 

Из таблицы следует, что усилия в стержнях S2, S3, S5, S9 будут растягиваю-
щими, а усилия S1, S4, S6, S7, S8 будут сжимающимися. 

 

2.5. Анализ изменения реакций опоры C при варьировании параметра α3 
в пределах 0 ≤ α ≤ π с интервалом 30º 

Для решения поставленной задачи воспользуемся третьими уравне-
ниями систем уравнений равновесия (2.4) и (2.5). 
Вводя численные значения параметров P1=2 кН; P2=2 кН; P3=3 кН; G=2 
кН; m=1,5 кН.м и значения тригонометрических функций постоянных уг-
лов: α1=45º; α2=30º. 

sin45º=0,707; sin30º=0,5; 
cos45º=0,707;cos30º=0,866, 
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получим, считая α3=α переменным: 
                                        -8,25+12sinα+5Yc-8Xc=0                       (2.6) 
                                             6,291+2,5Yc+8Xc=0. 
Решая систему уравнений (2.6), находим: 

Yc=0,2612-1,6 sinα 
                                                    Xc=0,5sinα-0,868.                                        (2.7) 

Для проверки расчётных формул (2.7) найдём значения Xc и Yc при 
α=30º. При этом получим 

Xc=-0,618 кН; Yc=0,539 кН. 
Поскольку такие же значения реакций были определены ранее, то 

расчёты проведены правильно. 
Теперь, давая параметру α последовательные значения: 0º, 30º, …, 

180º, находим значения реакций Xc, Yc и Rc .YX CC
22 +=  

График изменения величин опорной реакции Rc приведен на рис. 2.6. 
Анализируя график, можно отметить, что максимальное значение опорной 
реакции Rc в расчётном диаметре 0≤α≤180º достигается при α=90º, а мини-
мальное при α=30º и α=150º. 
 
2.6. Анализ изменения усилия в стержне 6 при изменении параметра α 

в пределах 0≤α≤180º с интервалом 30º 
Для решения проблемы применяем способ Риттера (метод сечений). 

Отсекая ферму по 4, 5 и 6-му стержням, и рассматривая левую часть отсе-
ченной части конструкции, получаем расчётную схему (рис. 2.7). 

Исходя из расчётной схемы для определения усилия S6 составим 
уравнение моментов относительно точки E 

∑ME( i)=0: XA
.h+S6 cos 58º.h-P1 cos 45º.h-P1 sin 45º.a=0.     (2.8)

Воспользуемся уравнением 
XA=(0,5sinα-0,868)+1,484+3sinα , 

которое было найдено ранее, где положили α3=α . 
Решая это уравнение, получаем: 
                                                 XA=2,5sinα+2,352.                                         (2.9) 

Учитывая уравнение (2.9) и численные значения h=4 см, a=2,5 м,            
cos 58º = 0,530, cos 45º = sin 45º = 0,707, из уравнения (2.8) найдём: 
                           S6=-(2,5sinα+2,342).4+9,191=-4,717sinα-0,102.               (2.10) 

Для проверки полученного результата, подставим в формулу значе-
ние α3=α=30º. Получим S6=-2,461 кН. Приблизительно такое же значение 
было найдено ранее, что свидетельствует о правильности формулы (2.10). 



25 
 

По найденным значениям усилия в стержне 6 при изменении пара-
метра α=0º; 30º; 60º; 90º; 120º; 150º; 180º построен график, который приве-
ден на рис. 2.6. 

 
 

Рис. 2.6                                                                  Рис.2. 7 
 
График изменений усилий в стержне 6 показывает, что максималь-

ное растягивающее усилие достигается при α=90º. При дальнейшем увели-
чении угла αº растягивающее усилие в стержне 6 уменьшается. 
 Для закрепления данной темы необходимо выполнить внеаудиторное 
задание согласно варианту схемы фермы (рис. 2.1 а - 2.30 а), выданному 
преподавателем. 
 

3. Контрольные вопросы 
 

3.1. Как определяется проекция силы на ось? 
3.2. Что называется парой сил? 
3.3. Чему равен момент пары? 
3.4. Как определяется момент силы относительно точки? 
3.5. В чём заключается способ вырезания узлов фермы? 
3.6. Когда применяется метод Риттера? 
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Схемы ферм к внеаудиторному заданию 
 

 

Рис. 2.1а Рис. 2.2а 

 

Рис. 2.3а Рис. 2.4а 

 

Рис. 2.5а Рис. 2.6а 
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Рис. 2.7а 
 

Рис. 2.8а 
 

  

Рис. 2.9а 
 

Рис. 2.10а 
 

 
 

Рис. 2.11а Рис. 2.12а 
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Рис. 2.13а 

 

 
Рис. 2.14а 

 

 
 

Рис. 2.15а 
 

 
Рис. 2.16а 

 

 

 
Рис. 2.17а 

 
Рис. 2.18а 
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Рис. 2.19а 
 

 
Рис. 2.20а 

 

 

 
Рис. 2.21а 

 

Рис. 2.22а 
 

  

Рис. 2.23а Рис. 2.24а 
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Рис. 2.25а Рис. 2.26а 

  

Рис. 2.27а Рис. 2.28а 

  

Рис. 2.29а Рис. 2.30а 
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Лабораторная работа № 3 
 
КИНЕМАТИЧЕСКОЕ ИССЛЕДОВАНИЕ ПЛОСКОГО МЕХАНИЗМА 

АНАЛИТИЧЕСКИМ И ГРАФИЧЕСКИМ МЕТОДАМИ 
 

Цель работы. Изучить аналитические и графические способы опре-
деления кинематических характеристик плоского механизма. 

Содержание работы: 
1. Краткая теория. 
2. Методы определения скоростей и ускорений точек плоского ме-

ханизма. 
3. Последовательность выполнения лабораторной работы. 
4. Контрольные вопросы. 
Приборы и принадлежности. Макет механизма, линейка, циркуль, 

транспортир. 
1. Краткая теория 

Плоскопараллельным движением твердого тела называется такое 
движение, при котором все точки тела перемещаются в плоскостях, парал-
лельных некоторой неподвижной плоскости, называемой плоскостью дви-
жения. Изучение плоскопараллельного движения твердого тела сводится к 
изучению движения плоской фигуры тела в её плоскости. 

Плоскопараллельное движение тела можно рассматривать как сумму 
двух движений: поступательного движения плоской фигуры вместе с про-
извольной точкой, принятой за полюс, и вращения вокруг полюса. 

Другие теоретические вопросы будут рассмотрены по ходу выполне-
ния лабораторной работы. 

 
2. Методы определения скоростей и ускорений точек плоского  

механизма 
 В кинематике плоскопараллельного движения скорости и ускорения 
точек плоского механизма определяются разными способами. 
 

2.1. Определение скоростей точек 
а) Методом выбора полюса. 
б) С помощью мгновенного центра скоростей. 
в) По теореме о проекции скоростей на ось, соединяющую две точки 

плоской фигуры. 
г) С помощью плана скоростей. 
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а) Определение скоростей точек методом выбора полюса 
Рассмотрим движение плоской фигуры (рис. 3.1).  

 

 

V    A    

V    A    

V    B    A    

B    
V    B    

w

A    

 

      Рис. 3.1 
 

По теореме о скоростях точек плоской фигуры найдём 
BAAB VVV += , 

где  BV  - искомая скорость точки В; AV  - известная скорость точки А, при-

нятой за полюс; BAV  - вращательная скорость точки В вокруг полюса А, 
равная по модулю произведению угловой скорости плоской фигуры на 
расстояние от точки до полюса и направленная перпендикулярно к отрезку 
прямой ВА в сторону мгновенного вращения фигуры, т.е.  

VBA=ω⋅BA, BAVBA ⊥ . 
Скорость точки B изображается диагональю параллелограмма, по-

строенного при точке B на скорости AV , перенесенной в точку B и скоро-

сти BAV (см. рис. 3.1). 
 

б) Метод определения скоростей точек с помощью  
мгновенного центра скоростей 

 
 При движении плоской фигуры в каждый момент времени существу-
ет точка тела, скорость которой равна нулю. Эта точка называется мгно-
венным центром скоростей и обозначается символом CV. 
 Мгновенный центр скоростей находится на пересечении перпенди-
куляров, восстановленных к векторам скоростей точек тела. На рис. 3.2 и 
3.3 представлены схемы плоских механизмов, для которых дано: 
ω1 – угловая скорость вращения кривошипа ОА, 
ω3 – угловая скорость вращения звеньев O1A=l1, O2B=l3. 

ω
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Определяем скорость точки А по известной формуле VA=ω1
.O1A= 

=ω1
.l1. Проводим AOVA 1⊥  в направлении ω1. Затем показываем прямые 

направления скоростей точек B: на рис. 3.2 – вдоль направляющих ползуна 
B, на рис. 3.3 - перпендикулярно звену O2B. На пересечении перпендику-
ляров к векторам AV  и BV  найдём положение мгновенного центра скоро-

стей CV звена AB, совершающего плоскопараллельное движение. 

         

   Рис. 3.2                                                            Рис. 3.3         
 

Потом определяем 

ω2
V

A

AC
V= ; VB=ω2 ⋅BCV ;  ω3

32 l
V

BO
V BB == . 

 
в) Определение скоростей точек по теореме о проекции скоростей 

 
Согласно теореме о равенстве проекций скоростей точек A и B на 

прямую AB можно записать VA ⋅cosα=VB ⋅cosβ, откуда VB=VA .
βcos
αcos

 

 
г) Определение скоростей точек плоской фигуры с помощью плана 

скоростей 
 
Рассмотрим механизм на рис. 3.3 для точки B, запишем формулу 

BAAB VVV += . Строим из произвольно выбранного центра O в масштабе 

вектор Oa , по величине и направлению равный AV (рис. 3.4). Из точки O 

проводим прямую направления BV  перпендикулярно звену О2В. 
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Из точки а проводим прямую направления вектора BAV  перпендику-
лярно звену АВ. В точке пересечения прямых получим точку в.  

 
    Рис.3.4 

 

Отрезок Oв   соответствует на плане скорости точки В, а aв  - скоро-
сти точки В во вращении вокруг полюса А ( BAV ). 

Измеряя отрезки Oв  и aв  и умножая на масштаб скорости μV, нахо-

дим: VB=μV
.Ob; VBA=μV

.ab. Зная, что VBA=ω2
.AB, определим ω2 AB

VBA= . 

2.2 Определение ускорений 
 а) Методом выбора полюса (аналитический и графический способы). 
 б) С помощью мгновенного центра ускорений. 

Рис. 3.5 
 

 
Рис. 3.6 

 

а) Определение ускорений точек методом выбора полюса 
 Рассмотрим плоские механизмы на рис. 3.5, 3.6, для которых данные 
взять из рис. 3.2, 3.3 и дополнительно ε1 - угловое ускорение кривошипа 
O1A.  За полюс выбираем точку А. 

Для точки B на рис. 3.5 по теореме об ускорениях запишем                                    

BAAB WWW += ; 
ττ

+++= BA
n
BAA

n
AB WWWWW  .             (3.1) 

Модули ускорений равны 1
2
1 lW

n
A ⋅ω= ; 11 lW A ⋅ε=

τ
; 2

2
2 lW

n
BA ⋅ω= ; 

22 lW BA ⋅ε=
τ

. 
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Для точки B на рис. 3.5 также по теореме об ускорениях будем иметь 
ττ
BA

n
BAA

n
AB WWWWW +++= . 

 Так как 
τ

+= B
n

BB WWW , то получим 
ττ

+++=+ BA
n
BA

n
A

n
AA

n
A WWWWWW .                         (3.2) 

Найдём модули ускорений 

3
2
3 lW n

B ⋅ω= ; 33 lWB ⋅ε=τ ; .)W()W(W B
n

BB
22 τ+=  

Уравнения (3.1) и (3.2) можно решить аналитически, проектируя их на 
оси x и y (см. рис. 3.5, 3.6), показав при точках A и B векторы ускорений без 
масштаба. При этом AOW A 1⊥

τ
 и направлен в сторону ε1, 

n
AW  направлен 

вдоль AO1 к оси O1, BAW BA ⊥
τ

 предположительно направлено в любую сто-
рону, 

n
BAW  направлено вдоль звена AB к полюсу A, BOW B 2⊥

τ
и предположи-

тельно направлено в любую сторону, 
n
BW  направлено вдоль O2B к оси O2. 

Из полученных уравнений сможем определить в первом случае BW , 

τ
BAW  и затем εAB

AB
WBA

τ

= , а во втором - τ
BW , τ

BAW  и потом 

22 )W()W(W B
n

BB
τ+= ,  εAB

AB
WBA

τ

= . 

Решим уравнение (3.1) графическим способом построением плана 
ускорений (рис. 3.7).  
 Строим при точке В в масштабе известные по модулю векторы 

n
BAA

n
A WWW    ,   ,

τ
, откладывая их последовательно. Затем проводим прямые 

направления ускорений BW  вдоль направляющих ползуна В и 
τ
BAW  пер-

пендикулярно АВ из конца вектора .n
BAW  

 
Рис. 3.7     

 
В точке пересечения этих прямых получим BW . Измеряя длину вектора BW  и 
умножая на масштаб μW, найдём модуль ускорения точки B, т.е. WB=μW

.Bb. 
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Аналогично решим графически уравнение (3.2) (рис. 3.8). 

 
      Рис. 3.8 
 

Строим в масштабе известные по величине векторы ускорений пра-
вой части уравнения (3.2) 

n
BAA

n
A WWW    ,   ,

τ
  и прямую направления вектора 

BAW BA ⊥
τ

, а также известный по величине вектор n
BW  левой части уравне-

ния и прямую направления τ
BW . Точку пересечения прямых соединим с 

точкой В и получим вектор BW . Измерив его и умножив на масштаб μW, 
определим модуль ускорения точки В. 
б) Определение ускорений точек с помощью мгновенного центра ускорений 

 Мгновенным центром ускорений называется точка плоской фигуры, ус-
корение которой в данный момент равно нулю. Он обозначается символом CW. 

 Положение мгновенного центра ус-
корений определяется формулами по за-
данным AW , ε  и ω  

2ω
ε

=αtg ;     
42 ω+ε

= A
W

WAC . 

 Откладывая угол α  от вектора уско-
рения AW  в сторону углового ускорения ε , 
проводим полупрямую, на которой на рас-

стоянии АСW  находится мгновенный центр ускорений WС  (рис. 3.9). 
Ускорение произвольной точки В определяется из пропорции 

W

W

B

A

BC
AC

W
W = , откуда 

W

W
AB AC

BC
WW = . 

Вектор BW  проводим под углом α , отложенным от отрезка WBC  
противоположно направлению углового ускорения ε .  

Рис. 3.9 
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3. Последовательность выполнения 
лабораторной работы 

 
3.1. Построение механизма. Для этого взять из сложного механизма 

три первых звена, начиная с ведущего, для которого заданы кине-
матические характеристики, замерить длины звеньев 321   ,  , lll , от-

ложив угол 0α  по своему варианту. Выбрав соответствующий 
масштаб, построить механизм. 

3.2. Определить скорость точки, принадлежащей одновременно пер-
вому и второму звеньям. Затем определить скорость точки, при-
надлежащей одновременно звеньям 2 и 3, и угловые скорости 

32 ω  ,ω  теми методами, которые приведены в теоретической час-
ти лабораторной работы. 

3.3. Определить ускорения тех же точек, которые указаны во 2-м 
пункте, и угловые ускорения 2-го и 3-го звеньев методами,             
перечисленными выше. Результаты вычислений занести в                
табл. 3.1. 

3.4. Выполнить внеаудиторное задание по варианту схемы плоского ме-
ханизма (рис. 3.1а - 3.30а), выданному преподавателем, и табл. 3.2. 

     Таблица 3.1 
Значения α , 

град 
1l , 
см 

2l , 
см 

3l , 

см 
1ω , 

с-1 
1ε , 
с-2 

AV
см/c 

BV
см/c 

2ω  
с-1 

3ω , 

с-1 
AW , 

см/с2 
BW , 

см/с2 
2ε , 

с-2 
3ε ,

с-2 

Мгновен-
ный центр 
скорости 

              

Теорема о  
проекции 
скорости 

              

План  
скоростей 

              

Аналитич. 
определе-
ние уско-
рения 

              

Графиче-
ское опре-
деление 
ускорения 

              

Мгновен-
ный центр 
ускорений 
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Таблица 3.2 

a b c d
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4. Контрольные вопросы 
4.1. Какое движение тела называется плоскопараллельным? 
4.2. Определение скоростей точек тела при плоскопараллельном 

движении. 
4.3. Что такое мгновенный центр скоростей, способы его определе-

ния? 
4.4. Определение скоростей точек тела с помощью мгновенного цен-

тра скоростей. 
4.5. Определение ускорений точек тела при плоскопараллельном 

движении. 
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Схемы плоских механизмов к внеаудиторному заданию 

A

ϕ

a

C

O2

B
D

O3

c

b
O1

E

O2

a

B

F

O3
D

E

C

A

O1

b

cϕ

b

a

A
ϕ

O1

CE

D

B
O2

F

Рис. К2.0а Рис. К2.1а

C
A

a

ϕ

D

O2

E

F

B
O1

Рис. К2.2а Рис. К2.3а

ϕ
A

O1

F

E

a

cb

C

D

O3

O
2

B

c b

a

ϕB
A

D

C

O2
F

E

O1

Рис. К2.5аРис. К2.4а
 

                        Рис. 3.1 а                                                       Рис. 3.2 а 

                               Рис. 3.3 а                                                       Рис. 3.4 а 

                              Рис. 3.5 а                                                       Рис. 3.6 а  
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ϕ
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b

c

b

ϕ

b
a

c

ϕ

d

                              Рис. 3.7 а                                                               Рис. 3.8 а 

                            Рис. 3.9 а                                                             Рис. 3.10 а 

                            Рис. 3.11 а                                                        Рис. 3.12 а 
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a
c
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b

ϕ
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                                Рис. 3.13 а                                                    Рис. 3.14 а 

                             Рис. 3.15 а                                                       Рис. 3.16 а 

                                 Рис. 3.17 а                                                     Рис. 3.18 а 
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                    Рис. 3.19 а                                                         Рис. 3.20 а 

                          Рис. 3.21 а                                                       Рис. 3.22 а 

                          Рис. 3.23 а                                                     Рис. 3.24 а 
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                        Рис. 3.25 а                                                       Рис. 3.26 а 

                         Рис. 3.27 а                                                       Рис. 3.28 а 

                           Рис. 3.29 а                                                      Рис. 3.30 а 
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Лабораторная работа № 4 
 

ПРИМЕНЕНИЕ ПРИНЦИПА ДАЛАМБЕРА ДЛЯ ОПРЕДЕЛЕНИЯ 
РЕАКЦИЙ СВЯЗЕЙ ПЛОСКОГО МЕХАНИЗМА 

 
Цель работы. Изучение теоретического материала и применение 

принципа Даламбера для решения задач динамики. 
Содержание работы:  

1. Краткая теория. 
2. Определение реакций связей плоского механизма с помощью      
принципа Даламбера. 

3. Последовательность выполнения лабораторной работы. 
4. Контрольные вопросы. 

Приборы и принадлежности. Макет механизма, линейка, циркуль, 
транспортир. 

 
1. Краткая теория 

 
1.1. Принцип Даламбера для механической системы 

 
Принцип Даламбера позволяет решать задачи исследования динами-

ки материальной системы методами статики, составлением уравнений рав-
новесия, учитывая силы инерции точек системы. 

Согласно принципу Даламбера главный вектор всех сил (внешних, 
внутренних, условно приложенных сил инерции точек) и главный момент 
их относительно любого неподвижного центра будут равны нулю 

∑∑∑

∑∑∑

⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛+⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛+⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛=

=++=
)()()(

)()()( ,0'
ин

iO
i

iO
e

iOO

ин
i

i
i

e
i

FMFMFMM

FFFR

. 

Учитывая, что 0
)(

=∑
i

iF  и ( ) 0
)(

=∑
i

iO FM , окончательно получим: 

( ) ( ) 0

,0'
)()(

)()(

=+=

=+=

∑∑
∑∑

ин
iO

e
iOO

ин
i

e
i

FMFMM

FFR

.
 

Таким образом, принцип Даламбера исключает внутренние силы и 
упрощает решение задач. Следует научиться находить главный вектор инR'  

и главный момент 
ин
OM сил инерции.  
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1.2. Приведение сил инерции точек твердого тела к простейшему виду 
 
а) Твердое тело совершает поступательное движение (рис. 4.1). 
Силы инерции приводятся к равнодействующей инR , приложенной к 

центру масс «С» твердого тела.  Равнодействующая равна по модулю про-
изведению массы твердого тела М на ускорение W любой его точки и на-
правлена противоположно этому ускорению. 

 
 

Рис. 4.1 
 

б) Твердое тело совершает вращение вокруг неподвижной оси, пер-
пендикулярной к плоскости материальной симметрии (рис. 4.2). 

При приведении сил инерции точек тела к центру ее вращения «О» 
получим силу, приложенную в этом центре, и пару сил, лежащую в плос-
кости симметрии. 

Сила равна главному вектору, направленному противоположно ус-
корению центра масс 

Син WMR −=' , 
где СW  - ускорение центра масс. 

Модуль главного вектора равен инR' = MWC. 
Момент пары сил равен главному моменту сил инерции относитель-

но оси вращения, перпендикулярной к плоскости симметрии и по модулю 
равной 

Z
ин
Z JM = ε, 

где ZJ  - момент инерции относительно оси вращения, 
ε - угловое ускорение твердого тела. 

ин
ZM  направлен противоположно угловому ускорению ε. 

Если твердое тело совершает вращение вокруг неподвижной оси, ко-
торая является главной центральной осью инерции (рис. 4.3), то R’ин= 0, 
так как WC = 0, и силы инерции точек тела приводятся к паре сил, лежащей 
в плоскости материальной симметрии тела, момент которой равен по мо-

дулю CZCZ JM = ε и направлен противоположно угловому ускорению ε. 
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в) Тело совершает плоскопараллельное движение (рис. 4.4). 
Если твердое тело, имеющее плоскость материальной симметрии, 

движется параллельно этой плоскости, то силы инерции точек тела приво-
дятся к силе, приложенной в центре масс и равной главному вектору сил 

инерции инR' , и к паре сил, лежащей в плоскости симметрии, величина 
момента которой определяется формулой 

С
ин
С JМ = ε. 

       
 
  Рис. 4.2                                 Рис. 4.3                               Рис. 4.4 
 

ин
CM  направлен противоположно угловому ускорению ε . 

Син WMR −=' . 

инR'  направлен противоположно ускорению центра масс и по моду-
лю равен R’ин = MWC. 

 
2. Определение реакций связей плоского механизма  

с помощью принципа Даламбера 
Пример 1 
 
Рассмотрим макет плоского механизма (рис. 4.5), для которого известно: 
ωОА= ωО – угловая скорость кривошипа (ведущего звена); 
εОА=εО – угловое ускорение ведущего звена; 

1lОА= ; 2lАB = ; 
Р1 – вес ведущего звена; 
Р2  – вес ползуна.  
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Весом шатуна АВ пренебречь. Ведущее звено ОА считать однород-
ным стержнем. Требуется определить реакции оси О и направляющих пол-
зуна В. 

В начале выполнения работы, если ранее в предыдущих разделах не 
определялись кинематические характеристики механизма, требуется опреде-
лить ускорение точки С (центра масс ведущего звена) и точки В (ползуна). 

Для точек А и С ускорения найдем по известным формулам 
τ
A

n
AA WWW += ; 1

2 lW O
n
A ω= ; 1lW OA ετ = . 

τ
C

n
CC WWW += ; 

2
12 lW O

n
C ⋅= ω ; 

2
1lW OC ετ = . 

 
 

Рис. 4.5 
 

Ускорение точки В найдем, принимая точку А за полюс, по теореме 
об ускорениях точек тела при плоском движении 

ττ
BA

n
BAA

n
AB WWWWW +++= ;                           (4.1) 

BAW AB
n

BA ⋅= 2ω ; BAW ABBA ⋅= ετ ; 
V

A
AB AC

V
=ω ; 1ω lV OA = . 

Проектируя равенство (4.1) на ось х (см. рис. 4.5), получим: 
n

BA
n

AAB WWWW ++= αsinαcosβcos τ , откуда находим 

βcos
αsinαcos n

BA
n

AA
B

WWW
W

++
=

τ

. 

Так как механизм строили в масштабе, все размеры β  α,  ,VAC  заме-
ряем с чертежа. После определения ускорений можно перейти к непосред-
ственному решению задач. 
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На данную систему (плоский механизм) (рис. 4.6) действуют силы 

тяжести ведущего звена 1P , ползуна 2P , реакции оси OY , OX , реакции 

направляющих 2N . Добавляем силы инерции. Ведущее звено совершает 
вращательное движение. Силы инерции приводим к точке О на оси враще-
ния. Главный вектор сил инерции ведущего звена состоит из двух векто-

ров, равных по модулю: 
2

ω' 121
11

l
g
PWmR O

n
C

n
ин == ; 

2
ε' 11

11
l

g
P

WmR OСин ⋅== ττ . 

 
Рис. 4.6 

 
Эти составляющие направлены в противоположные стороны соот-

ветствующим ускорениям центра масс звена. Главный момент сил инерции 
относительно оси вращения О равен 

OO
ин
О JМ ε= ; 

g
lPJO 3

2
11= ; 0

2
11

0 ε
3g

lP
М ин = . 

Направляем его в сторону, противоположную направлению углового ус-
корения. Ползун В совершает поступательное движение. Силы инерции 
этого тела приводятся к равнодействующей, равной по модулю 

BинB WmR 2= . Вектор инBR  направлен в противоположную сторону вектору 
ускорения точки В. 

Для полученной системы сил (см. рис. 4.6) составляем уравнения 
равновесия. 

∑ = 0Fix : инBин
n
инO RRRX +++ γsin'γcos' 11

τ = 0;                                     (4.2) 

∑ = 0Fiy : 0γcos'γsin' 22111 =+−−−+ NPPRRY ин
n
инO

τ ;                (4.3) 

∑ = 0OM : 0γcos
2 211 =⋅+⋅−−− OBNOBPMlP ин .                             (4.4) 

Решая систему уравнений, найдем из уравнения (4.2) OX , из уравне-
ния (4.4) – N , из уравнения (4.3) – OY . 
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Пример 2 
В данном примере плоский механизм (рис. 4.7) включает в себя зве-

нья, которые совершают вращательное движение (О1 А; О2 В) и плоскопа-
раллельное (АВ). 

В этом случае изменяется определение ускорений точек механизма. 
Дано: ωО; εО; O1A= l1;  O2B= l2 ;  AB= l3 ,  Р1 – вес звена O1A , Р2 –вес 

звена О2В. Весом звена АВ пренебречь. Все звенья – однородные стержни. 
Размеры звеньев замеряем на макете механизма. 
Требуется определить реакции в осях О1 и О2. 

Сначала определим ускорения τττ
2211 ,,,,, C

n
CB

n
BC

n
C WWWWWW  (см. рис. 4.7). 

По изученным ранее методам определения кинематических характе-
ристик точек тел при различных видах движения определяем: 

1ω lV OA = ; 
V

A
AB AC

V
=ω ; 

V

VA
VABB AC

BCV
BCV

⋅
=⋅= ω ; 

2
2

ω
l
VB

ВO = . 

Переходим к определению ускорений: 
τ
A

n
AA WWW += ; 1

2ω lW O
n

A = ; 1ε lW OA =τ . 

τ
111 C

n
CC WWW += ; 2

ω 12
1

l
W O

n
C ⋅= ; 

2
ε 1

1
lW OC =τ . 

τ
B

n
BB WWW += ; 2

2
2ω lW ВO

n
B ⋅= ; 22ε lW ВOB =τ

; 
ττ
BA

n
BAA

n
AB WWWWW +++=  или 

                               τττ
BA

n
BAA

n
AB

n
B WWWWWW +++=+                          (4.5) 

3
2ω lW AB

n
BA ⋅= ; 3ε lW ABBA =τ . 

 

 
 

Рис. 4.7 
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Проектируем равенство (4.5) на ось х для определения τ
BW , имеем 

n
BAA

n
AB

n
B WWWWW ++=+− αcosαsinβcosβsin ττ  , 

откуда определяем τ
BW , а затем ВО2ε . 

βcos
βsinαcosαsin n

B
n

BAA
n

A
B

WWWW
W

+++
=

τ
τ ,   

2
2ε

l
WB

BO

τ

= . 

Теперь найдем ускорение центра масс С2 

τ
222 C

n
CC WWW += ; 2

ω 22
22

lW ВO
n

C ⋅= ; 2
ε 2

22
lW ВOC =τ . 

Таким образом, определили необходимые ускорения, которые потре-
буются для определения приведенных сил инерции. Все размеры и углы 
берем с чертежа методом замера, так как механизм строится в масштабе. 

Переходим к определению реакций в осях О1 и О2 с помощью прин-
ципа Даламбера (рис. 4.8, 4.9, 4.10). Чертежи рисуем в более крупном 
масштабе. 

 
Рис. 4.8 

 

На данную систему (см. рис. 4.8) действуют силы тяжести 1P  и 2P , 
приложенные в центрах тяжести первого и второго звеньев, реакции в осях 

22,11 ,, OOOO XYXY . Добавляем приведенные силы инерции. Первое и второе 

звенья совершают вращательное движение. Силы инерции приводим к 
точкам О1 и О2. Для первого звена главный вектор сил инерции состоит из 

двух векторов n
инR 1' , τ

1'инR , равных по модулю 2
ω' 121

111
l

g
PWmR O

n
C

n
ин ⋅== ; 
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2
ε' 11

111
l

g
PWmR OCин ⋅== ττ

 и направленных в противоположные стороны со-

ответствующим ускорениям. 
Главный момент сил инерции относительно оси вращения О1  равен 

по модулю 

OO
ин
O JМ ε11 = ; 

g
lPJO 3

2
11

1 = ; O
ин
O g

lPМ ε
3

2
11

1 = . 

Для второго звена соответственно имеем векторы n
инR 1' и τ

1'инR , рав-
ные по модулю 

2
ω' 22

2
2

222
l

g
PWmR BO

n
C

n
ин ⋅== ; 2

ε' 2
2

2
222

l
g
PWmR BOCин ⋅== ττ  

и направленные противоположно соответствующим ускорениям. 
Главный момент сил инерции находим относительно оси О2 

BOO
ин
O JМ 222 ε= ; 

g
lPJO 3

2
22

2 = ; BO
ин
O g

lP
М 2

2
22

2 ε
3

= . 

Главные моменты сил инерции направлены в сторону, противопо-
ложную соответствующим угловым ускорениям (рис. 4.8). В результате 
получим расчетную схему произвольной плоской системы сил, содержа-
щую четыре неизвестные реакции 22,11 ,, OOOO YXYX . 

Одной расчетной схемы недостаточно, так как для произвольной 
плоской системы можно составить лишь три уравнения равновесия. По-
этому, используя методику решения таких задач в статике, мы  разъединя-
ем систему на объекты равновесия и строим еще дополнительно две рас-
четные схемы (рис. 4.9, 4.10). 

    
                                Рис. 4.9                                                      Рис. 4.10           
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Для определения четырех неизвестных 22,11 ,, OOOO YXYX  использу-
ем три объекта равновесия и составляем только четыре уравнения рав-
новесия. 

Для объекта на рис. 4.8 составим два уравнения равновесия 

;0sin'coscos'                  

sin';0

423242

324232220201111

=⋅−⋅+⋅+

+⋅+⋅−⋅+−−−−=∑
hRhR'hR

hRhXhYhPMMhPM

ин
τ
ин

n
ин

n
инOO

инин
O

ϕϕϕ

ϕ
τ    

(4.6) 

∑ =0Fix ; ϕϕ ττ sin'cos'sinγ'cosγ' 221121 ин
n
инин

n
инOO RRRRXX +−+++ =0. (4.7) 

Для объекта на рис. 4.9 составляем уравнение моментов всех сил от-
носительно точки А 

0';0 711115161 =⋅+⋅+−+⋅−=∑ hXlRMhPhYM Oин
ин

OA
τ .          (4.8) 

Для объекта на рис. 4.10 составляем уравнение моментов всех сил 
относительно точки В 

0';0 02221029282 =−⋅+⋅+⋅+−=∑ ин
инOOB MlRhXhYhPM τ .           (4.9) 

Решаем систему четырех уравнений. Из уравнения (4.9) выразим 2OY  
и подставим в уравнение (4.6), из которого определим 2OX . Значение 2OX   
подставим в уравнение (4.7), из которого найдем 1OX . Найденное значение  

1OX  подставим в уравнение (4.8) и определим 1OY . Таким образом, задача 
будет решена. 

 
Пример 3 
На рис. 4.11 представлен плоский механизм, построенный в мас-

штабе по макету, в котором к шатуну АВ подсоединен ролик, представ-
ляющий собой сплошной однородный цилиндр радиусом r2. Ролик ка-

тится по плоскости без скольжения. Для механизма дано: ;ωО  ;εО                
OA= l1; AB= l3; r2; Р1– вес звена ОА; Р2– вес ролика. Весом шатуна АВ 
пренебречь. Требуется определить реакции в оси О, реакцию плоскости 
и силу сцепления. 

Найдем кинематические характеристики данного механизма: 

1ω lV OA = ; 1
2ω lW O

n
A = ; 1ε lW OA =τ ; 

2
ω 12 l

W O
n

C ⋅= ; 
2

ε 1lW OC =τ ; 

1
ω

V

A
AB AC

V
= ; 1ω VABB BCV ⋅= ; ;ω

22
2 r

V
BC
V B

V

B ==  



54 
 

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛⋅==
dt

dV
rdt

d B

2

2
2

1ω
ε ; B

B W
dt

dV
= ; 

2
2ε r

WB= . 

 

 
 

Рис. 4.11 
 
Принимая точку А за полюс, найдем: 

        ττ
BA

n
BAA

n
AB WWWWW +++= ;                         (4.10) 

ABW AB
n
BA ⋅= 2ω ; ABW ABBA ⋅= ετ . 

Проектируя равенство (4.10) на ось х, определим ускорение точки В: 
n
BAA

n
AB WWWW ++= cosαsinαcosβ τ , 

cosβ
cosαsinα n

BAA
n
A

B
WWW

W
++

=
τ

. 

Все размеры берем с чертежа (см. рис. 4.11). Далее показываем все 
силы (рис. 4.12), действующие на механизм: силы тяжести 1P , 2P , реакции 

связей 2,, NYX OO  и силу сцепления сцF . Добавляем приведенные силы 

инерции n
инR 1' , τ

1'инR , ин
OМ , инВR' , ин

ВМ , которые определяем по модулю и 
направлению аналогично примерам 1 и 2. 
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Рассмотрев два объекта равновесия (рис. 4.12; рис. 4.13), составим 
необходимые уравнения равновесия. 

 

     
 
                                Рис. 4.12                                                       Рис. 4.13 

 
Для объекта на рис. 4.13 составим одно уравнение равновесия 

∑ = 0BM ; 02 =⋅+− rFM сц
ин
В .                                                           (4.11) 

Для объекта на рис. 4.12 составим три уравнения равновесия: 
∑ = 0Fix ; сцинB1ин

n
1инO F'Rγsin'Rγcos'RX ++++ τ = 0;                           (4.12) 

∑ = 0Fiy ; 0NPPγcos'Rγsin'RY 2211ин
n

1инO =+−−−+ τ ;                      (4.13) 

∑ = 0OM ; 0' 43222211 =⋅−⋅−⋅+⋅−−−− hFhRhNhPMMhP сцинB
ин
В

ин
О .  (4.14)  

Для ролика отдельно найдем 2εВ
ин
В JМ = , где 2

2
22

22 2
1

2
1 r

g
P

rМJ В == . 

Решая систему четырех уравнений, находим из уравнения (4.11) силу 
сцепления Fсц, из уравнения (4.14) – N2 , из уравнения (4.12) – XO, из урав-
нения (4.13) – YO. 

 
3. Последовательность выполнения лабораторной работы 

 
3.1. Построить механизм в заданном положении по макету механиз-

ма. Для этого замеряем длины звеньев  l1, l2, l3 и базовые размеры. 
3.2. Если ранее не были определены кинематические характеристики 

механизма, найти их, пользуясь примерами, приведенными в лабораторной 
работе № 3. 

3.3. Определить с помощью принципа Даламбера реакции OO YX ,  в оси 
О и в зависимости от рассматриваемого механизма реакции N2, Fсц, YO2, XO2.  
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Данные согласно варианту, выданному преподавателем, приведены в 
табл. 4.1. 

Таблица 4.1 

 
Результаты вычислений занести в табл. 4.2. 

 
Таблица 4.2 

YO XO YO2 XO2 N2 Fсц 
      

 
4. Контрольные вопросы 

 
4.1 Что называется моментом инерции твердого тела относительно 

оси? 
4.2 Сформулируйте принцип Даламбера для материальной точки и 

механической системы. 
4.3 Как вычисляются равнодействующая, главный вектор и главный 

момент сил инерции при различных случаях движения твердого тела? 
4.4 Расскажите о направлении равнодействующей, главного вектора 

и главного момента сил инерции. 

Номер 
варианта 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

Оω , c 1 2 3 4 2 3 2 1 2 3 

Оε , с 2 1 2 2 3 1 4 2 2 2 
r2, м 0,1 0,2 0,3 0,5 0,2 0,3 0,2 0,2 0,4 0,5 
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Лабораторная работа № 5 
 

ИССЛЕДОВАНИЕ РАВНОВЕСИЯ ПЛОСКИХ МЕХАНИЗМОВ  
С ОДНОЙ СТЕПЕНЬЮ СВОБОДЫ С ПОМОЩЬЮ ПРИНЦИПА 

ВОЗМОЖНЫХ ПЕРЕМЕЩЕНИЙ 
 

Цель работы. Научиться составлять уравнение работ при исследо-
вании равновесия плоских механизмов. 

Содержание работы:  
1. Краткая теория. 
2. Исследование равновесия плоских механизмов с помощью прин-

ципа возможных перемещений. 
3. Контрольные вопросы. 
Приборы и принадлежности. Макет механизма, линейка, циркуль, 

транспортир, калькулятор. 
 

1. Краткая теория 
Возможными, или виртуальными, перемещениями несвободной меха-

нической системы называются воображаемые бесконечно малые перемеще-
ния, допускаемые в данный момент наложенными на систему связями. 

Возможные перемещения точек механической системы рассматрива-
ют как величины первого порядка малости, пренебрегая при этом величи-
нами высших порядков малости. Поэтому криволинейные перемещения то-
чек заменяют прямолинейными отрезками, отложенными по касательным к 
траекториям точек, и обозначают δS. 

Число независимых между собой возможных перемещений системы 
называется числом степеней свободы этой системы. 

Возможное перемещение является воображаемым перемещением в 
данный момент времени. В отличие от этого действительное перемещение 
точки происходит в определённом направлении под действием системы 
приложенных сил при непрерывном изменении аргумента – времени. Дей-
ствительное перемещение точки является одним из числа возможных пе-
ремещений этой точки (для стационарных связей). 

Если в некотором положении механической системы с двусторонни-
ми идеальными связями приложенные к ней силы уравновешиваются, то 
на любом возможном перемещении системы из этого положения сумма 
работ задаваемых сил равна нулю 

( ) 0,cos =δδ∑ ∧
iiii SFSF .             (5.1) 
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Уравнение (5.1), называемое уравнением работ, выражает одно из 
важнейших положений механики – принцип возможных перемещений, где 

iSδ  – возможное перемещение точек системы. 
Достоинством принципа возможных перемещений является отсутст-

вие в его формулировке реакции идеальных связей. Идеальными называ-
ются связи, сумма работ реакций которых на любом возможном переме-
щении системы равна нулю. 

( ) 0,cos =δδ∑ ∧
iiii SRSR .                               (5.2) 

 
2. Исследование равновесия плоских механизмов с помощью  

принципа возможных перемещений 
В данной работе рассматриваются плоские механизмы, находя-

щиеся в равновесии под действием сил или сил и пар сил. Исследования 
равновесного состояния механизма сводятся к определению зависимости 
между ними. Применяя принцип возможных перемещений и пренебре-
гая силами сопротивления, требуется определить величину, указанную в 
табл. 5.1. 

 

Таблица 5.1 
Номер 
вари-
анта 

Номер 
рисун-
ка 

М, 
кН·м 

FВ, 
кН 

Опреде-
лить 

Номер 
вариан-

та 

Номер 
рисун-
ка 

М, 
кН·м 

FВ, 
кН 

Опреде-
лить 

1 5.1 10  FВ 16 5.4  15 FА 
2 5.2  6 FА 17 5.1 5  FВ 
3 5.3 5  FВ 18 5.2  3 FА 
4 5.4  14 FА 19 5.3 7  FВ 
5 5.1 12  FВ 20 5.4  8 FА 
6 5.2  4 FА 21 5.1 2  FВ 
7 5.3 4  FВ 22 5.2  10 FА 
8 5.4  7 FА 23 5.3 8  FВ 
9 5.1 8  FВ 24 5.4  3 FА 
10 5.2  9 FА 25 5.1 7  FВ 
11 5.3 9  FВ 26 5.2  16 FА 
12 5.4  12 FА 27 5.3 10  FВ 
13 5.1 14  FВ 28 5.4  11 FА 
14 5.2  8 FА 29 5.1 16  FВ 
15 5.3 11  FВ 30 5.2  13 FА 
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2.1. Последовательность выполнения лабораторной работы 
1. Построить механизм в масштабе, взяв с предложенного макета 

три первых звена. Положение механизма задано углом поворота веду-
щего звена (угол задается преподавателем). Если выполнялась работа 
по кинематике плоского механизма, то данные зависимости скоростей 
точек A и B нужно взять из той работы. Если нет, то на вновь постро-
енном механизме надо определить эту зависимость, используя теорему 
о проекции скоростей на ось, соединяющую эти точки. Углы α  и β  
замеряем на построенном в масштабе чертеже с помощью транспорти-
ра. 

2. Изобразить на рисунке задаваемые силы ( AF , BF  или M) согласно 
своему варианту. Вариант выдаётся преподавателем. 

3. Сообщить системе любое возможное перемещение и выразить 
возможные перемещения точек приложения сил в зависимости от заданно-
го возможного перемещения. 

4. Записать уравнение работ согласно формуле (5.1) всех указанных 
сил на возможных перемещениях точек их приложения. 

5. Решить составленное уравнение равновесия и определить величи-
ну, указанную в табл. 5.1 согласно варианту. 
 

2.2. Примеры выполнения работы 
Пример №1 
На рис. 5.1 представлен плоский механизм, находящийся в равнове-

сии в данном положении под действием силы BF , приложенный к ползуну, 
и пары сил с моментом М. 

Определить модуль  силы BF , если известно М = 10 кН·м (вращаю-

щий момент); o30=α ; o45=β ; ОА = 0,6м. 
Последовательность выполнения работы:  

1. Изобразим на рис. 5.1 момент пары сил М, приложенный к ведущему 
звену ОА, и силу BF , действующую на ползун В. Сила BF  препятст-
вует движению ползуна В. 

2. Задаем возможное перемещение δϕ  звену ОА и выразим возможное 
перемещение BSδ  через δϕ . 
При плоскопараллельном движении возможные скорости обладают 

теми же свойствами, что и скорости движения. 



60 
 

По теореме о проекции возможных скоростей на ось x, проходящую 
через АВ, получим β= cos15cos BA VV o , где 97,015cos =o ; 

707,045coscos ==β o . Тогда 

o

o

45cos
15cosA

B
VV = ; AB VV ⋅= 37,1 . 

 
 

Рис. 5.1 
 

Умножим последнее равенство на ничтожно малый промежуток вре-
мени τ , получим соотношение возможных перемещений точек А и В 

AB SS δ⋅=δ 37,1 . 
Так как OAS A ⋅δϕ=δ , то получим 

OAS B ⋅δϕ⋅=δ 37,1 ; δϕ⋅=δϕ⋅⋅=δ 822,06,037,1BS . 
3. Вычислим сумму работ момента М и силы BF  на заданном воз-

можном перемещении 
0=δ⋅−δϕ⋅ BB SFM . 

Подставим значение BSδ , выраженное через δϕ . Тогда получим 
0822,0 =δϕ⋅⋅−δϕ⋅ BFM . Сократив на δϕ , найдём: BFM ⋅= 822,0 , откуда                      

2,12
822,0
10

822,0
≈== MFB кН; 

Ответ: BF = 12,2 кН. 
Пример №2 
На плоский механизм (рис. 5.2) действуют силы AF ⊥ОА и BF  вдоль 

направляющих, которые взаимно уравновешиваются в данном положении 
механизма. 
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Дано: o30=α ; o45=β ; BF = 7,3 кН. Определить модуль силы AF . 
 

 
 

Рис. 5.2 
 

Последовательность выполнения работы: 
1. Изобразим на рис. 5.2 силу AF , направленную ⊥ОА в сторону, 

противоположную возможному повороту этого звена, и вектор BF . 
2. Задаем возможное перемещение BSδ . Тогда по аналогии с преды-

дущим примером (рассматривается тот же механизм), имеем 

AB SS δ⋅=δ 37,1 ; 
37,1

B
A

SS δ=δ . 

3. Вычислим сумму работ сил BF  и AF  на возможном перемещении 

0=δ⋅−δ⋅ AABB SFSF ; 0
37,1

=δ⋅−δ⋅ B
ABB

SFSF . 

Сокращая на 0≠δ BS , получим: 37,1⋅= BA FF , 1037,13,7 ≈⋅=AF кН. 
Ответ: 10≈AF кН. 

 
Пример №3 
Плоский механизм (рис. 5.3) находится в равновесии в данном поло-

жении под действием пары сил с моментом М, приложенной к звену ОА, и 
силы BF , приложенной к точке В перпендикулярно звену О1В. 

Дано: М = 4 кН·м; ОА = 0,2 м. 
Определить модуль силы BF . 
Последовательность выполнения работы: 
1. Изобразим на рис. 5.3 момент пары сил М, приложенный к ве-

дущему звену ОА, и силу BF , действующую на шарнир В звена О1В пер-
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пендикулярно этому звену в сторону, противоположную возможному 
повороту звена О1В. 
 

 
 
                                  Рис. 5.3                                                           Рис. 5.4 
 

2. Задаем возможное перемещение δϕ  звену ОА и выразим BSδ  че-
рез δϕ . По теореме о проекции возможных скоростей на ось, проходящую 
через АВ, получим:  

BA VV =⋅ o60cos , значит o60cos⋅δ=δ AB SS , AB SS δ⋅=δ 5,0 . 
Так как δϕ⋅=⋅δϕ=δ 2,0OAS A , то δϕ⋅⋅=δ 2,05,0BS , δϕ⋅=δ 1,0BS . 
3. Вычислим сумму работ М и BF  на заданном возможном переме-

щении 
0=δ⋅−δϕ⋅ BB SFM . 

Подставляя δϕ⋅=δ 1,0BS , получим: 01,0 =δϕ⋅⋅−δϕ⋅ BFM . 
Сократив на δϕ , запишем: 01,0 =⋅− BFM , откуда  

40
1,0

4
1,0

=== MFB кН. 

Ответ: BF = 40 кН. 
 
Пример №4 
Плоский механизм (рис. 5.4) находится в равновесии в данном 

положении под действием силы AF , приложенной к точке А перпенди-
кулярно звену ОА, и силы BF , приложенной к точке В перпендикуляр-
но звену О1В.  

Дано: BF  = 10 кН; 2,0=OAl м. Определить модуль силы AF . 
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Последовательность выполнения работы: 
1. Изобразим на рис. 5.4 силы AF , и  BF . 
2. Зададим возможное перемещение BSδ  точки В и выразим возмож-

ное перемещение ASδ  точки через BSδ , используя расчеты в предыдущем 
примере. 

o60cos⋅δ=δ AB SS ; 
5,060cos
BB

A
SSS δ=δ=δ

o
; BA SS δ=δ 2 . 

3. Вычислим сумму работ сил BF  и AF  на возможном перемещении  
0=δ⋅−δ⋅ AABB SFSF . 

С учетом 
5,0
B

A
SS δ=δ  получим 0

5,0
=−⋅ B

ABB
S

FSF
δδ . 

Сократив на BSδ , найдем AF :  

BA FF ⋅= 5,0 ; 5105,0 =⋅=AF кН. 
Ответ: 5=AF кН. 
Результаты расчета занести в табл. 5.2. 

 

Таблица 5.2 
 

OAl , м ABl , м BOl 1 , м OAδϕ  ASδ  BSδ  М, 
кН·м 

AF ,  
кН 

BF ,  
кН 

0,2    2 BSδ    5  10 
 

3. Контрольные вопросы 
3.1. Запишите формулу определения работы постоянной силы. 
3.2. Как определяется работа постоянного момента? 
3.3. Что называется возможным перемещением механической системы? 
3.4. Сформулируйте принцип возможных перемещений. 
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Лабораторная работа № 6 
 

ПРИМЕНЕНИЕ ПРИНЦИПА ВОЗМОЖНЫХ ПЕРЕМЕЩЕНИЙ 
ДЛЯ ОПРЕДЕЛЕНИЯ РЕАКЦИЙ СВЯЗЕЙ СОСТАВНОЙ 

КОНСТРУКЦИИ 
 

Цель работы. Приобрести навыки использования принципа возмож-
ных перемещений для определения реакций связей составных конструкций. 

Содержание работы: 
1. Краткая теория. 
2. Определение реакций связей составной конструкции. 
3. Контрольные вопросы. 
Приборы и принадлежности. Макет конструкции, линейка, транс-

портир, калькулятор. 
 

1. Краткая теория 
При исследовании равновесия сложных несвободных систем необ-

ходимо определить реакции связей, действующие на системы, не обла-
дающие ни одной степенью свободы. К таким системам относятся соору-
жения, несущие нагрузку, так как они должны быть неизменяемыми и не-
подвижно прикрепленными к земле. 

Применение уравнений равновесия усложняет задачу. Для расчета 
реакций связей в этом случае используется принцип возможных переме-
щений, который устанавливает общее условие равновесия механической 
системы и выражается уравнением 

0),cos( =∑ iiii SFSF δδ . (6.1)
Это уравнение называют уравнением работ. При расчете реакций 

связей отбрасывают ту связь, реакцию которой требуется определить. Дей-
ствие связи заменяют ее реакцией, которая переходит в число задаваемых 
сил. При этом система, освобожденная от одной связи (если она статистиче-
ски определима), получает одну степень свободы. 

Затем системе сообщают возможное перемещение, соответствующее 
этой степени свободы. Составляют уравнение работ согласно уравнению 
(6.1), в которое входят не только задаваемые силы, но и реакция отбро-
шенной связи. Из этого уравнения сразу определяют искомую реакцию. 
Для определения других связей поступают так же, отбрасывая снова толь-
ко одну связь, сообщая системе одну степень свободы. 
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2. Определение реакций связей составной конструкции 
В данной работе предлагается макет конструкции и требуется опре-

делить реакции связей. Виды связей приведены студенту в табл. 6.1, там 
же указана нагрузка, действующая на данную систему. Вариант задания 
выдается преподавателем. 

2.1. Последовательность выполнения работы 
а) Построить заданную схему по макету с указанием вида опор и 

внешней нагрузки. Эти данные следует взять из табл. 6.1 по варианту, вы-
данному преподавателем. 

б) Используя принцип возможных перемещений, определить реак-
ции в опорах и результат вычислений занести в табл. 6.2. 

в) Выполнить внеаудиторное задание согласно выданному варианту 
конструкции. Схемы конструкций представлены на рис. 6.1 а – 6.30 а. 

2.2. Пример выполнения работы 
Дана конструкция, состоящая из двух балок АС и СD, соединенных в 

точке С с помощью цилиндрического шарнира (рис. 6.1). В точке А систе-
ма имеет шарнирно-неподвижную опору, а в точках В и D шарнирно-
подвижные опоры. 

Конструкция нагружена двумя сосредоточенными силами Р1 = 20 кН;            
Р2 = 10 кН, парой сил с моментом М = 100 кН·м и равномерно распределен-
ной нагрузкой интенсивностью q = 25 кН/м. Длина балки АС= 3 l , CD= 2 l , 
где l = 2 м. 

Определить при помощи принципа возможных перемещений реак-
ции неподвижной шарнирной опоры А и реакции подвижно-шарнирных 
опор В и D. 

Реакцию неподвижной шарнирной опоры А определим по горизон-
тальной и вертикальной составляющим. 

Для определения составляющей AX  мысленно отбросим связь, пре-
пятствующую горизонтальному перемещению балки, т.е. заменим непод-
вижную шарнирную опору А шарнирной опорой на катках, приложив при 
этом к балке горизонтальную реакцию AX  (см. рис. 6.2). Получим состав-
ную балку, которая имеет все опоры на катках. 
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Таблица 6.1 
Н
ом

ер
 

ва
ри
ан
та

 Вид опор Значение сил    

A B D 
Р1, 
кН 

Р2, 
кН

q, 
кН/м 

М, 
кНм 

l , 
м 

α, 
град

β, 
град

1  

 
 

— 

 

 

40 60 10 20 2 30 60

2  

 

— 

 

 

40 30 5 30 4 60 30

3  

 

  

30 10 4 60 2 30 60

4  

 

 

 

 

 

30 20 10 80 4 60 30

5  

 

 

 

 

40 10 5 5 2 30 60

 
                 Таблица 6.2 

 

AX  AY  BY  DY  
1,5 кН -21,34 кН 48,66 кН 35 кН 
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Рис. 6.1 
 

 
 

Рис. 6.2 
 

Сообщим этой балке возможное перемещение (горизонтальное) δSA 
, направленное вправо. Работа всех вертикальных сил на горизонтальном 
перемещении δSA равна нулю. Работа пары сил, определяемая формулой 
A=±Mδ, равна нулю, так как балка, к которой приложена пара, не получи-
ла поворота. На возможном перемещении работу совершают только силы 

1 2, , AP P X . Уравнение работ при этом запишется 

0δcosβδcosδ 2211 =+− SPSPSX AA α , (6.2)

где δSA =δS1=δS2 
Тогда уравнение (6.2) примет вид 

XA-P1cosβ+P2cosα = 0, 

откуда XA=P1cosβ-P2cosα. Подставив численные значения, получим: 
1,5 AX кН= . 
Чтобы определить вертикальную составляющую AY  реакции опоры 

А, мысленно отбросим связь, препятствующую вертикальному перемеще-
нию конца А, приложив при этом к балке реакцию AY  (рис. 6.3). Устано-
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вим, какое перемещение можно сообщить полученной системе, не нару-
шая имеющихся связей. 

 

 
 

Рис. 6.3 
 
Поступательному перемещению по горизонтальному направлению 

балки CD препятствует опора А, по вертикальному – опоры В и D. Поворот 
балки CD, лежащей на опоре D, возможен на малый угол δφ2 вокруг не-
подвижной точки D, а балка АС повернется на угол δφ1, шарнир С пере-
местится по вертикали. Отметим возможные перемещения тех точек, где 
приложены силы, т.е. δS1, δSВ, δS2, δS3. Причем равномерно распределен-
ную нагрузку заменим сосредоточенной силой 50Q q l кН= ⋅ = , приложен-

ной на расстоянии 
2
l  от опоры D. 

При составлении уравнения работ определим работу пары сил по 
формуле A=±Mδφ1  Поворот балки АС произведен по движению часовой 
стрелки и пара стремится вращать плоскость в том же направлении, зна-
чит, знак работы пары сил будет положительным. 

Уравнение работ для определения реакции AY  имеет вид 
             YAδSA-P1sinβδS1+Mδφ1-P2sinαδS2+QδS3=0.                       (6.3) 

Выразим возможные перемещения всех точек через одну и ту же ве-
личину, например через δφ1. Тогда перемещение каждой точки определя-
ется произведением угла поворота на расстояние от точки до соответст-
вующего центра вращения. В результате получим 

δS1=lδφ1; δSA=2lδφ1; δSC=lδφ1=2lδφ2 ; 

2
1

2
δϕ=δϕ ; 

2
1

22
δϕ=δϕ=δ llS ;

42
1

23
δϕ=δϕ=δ llS . 

 
Подставим эти значения в уравнение (6.3) 

0
42

2 11
21111 =δϕ+δϕα−δϕ+δϕβ−δϕ lQlsinPMlsinPlYA . 
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Сократив на δφ1 и подставив числовые значения, найдем: 
YA=–21,34 кН. 
Знак минус означает, что реакция AY  направлена противоположно 

направлению, указанному на чертеже. Для определения реакции в опоре В 
мысленно отбросим эту опору, приложив к балке ее реакцию ВY . 

Сообщим полученной системе возможное перемещение, повернув 
балку АС вокруг неподвижной опоры А, тогда балка CD повернется вокруг 
опоры D (рис. 6.4). Составим уравнение работ 

                -P1sinβδS1+YBδSB-Mδφ1+P2sinαδS2-QδS3=0.                 (6.4) 

 
 

Рис. 6.4 
 

Выразим возможные перемещения через δφ1 
δS1=lδφ1; δSB=2lδφ1; δSC=3lδφ1=2lc ; 

12
2
3 δϕ=δϕ ; 122

2
3 δϕ=δϕ=δ llS ; 12

22
3

2
3 δϕ=δϕ=δ llS . 

Подставим эти значения в уравнение работ (6.4). 

0
4
3

2
32 1121111 =δϕ−δϕα+δϕ−δϕ+δϕβ− lQlsinPMlYlsinP B . 

Сократив на δφ1 и подставив численные значения, найдем: 
YВ=–481,66 кН. 
Чтобы определить реакцию в опоре D, мысленно отбросим опору, 

заменив ее действие реакцией DY . 
Сообщим полученной системе возможное перемещение повернув балку 

DC вокруг шарнира С, причем балка АС при этом будет неподвижна (рис. 6.5). 

 
 

Рис. 6.5 
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Составим уравнение работ 
      P2sinαδS2-QδS3+YDδSD=0.                                   (6.5) 

Выразим возможные перемещения через δφ1 

112
2
3 δϕ=δϕ=δ llS ; 12 δϕ=δ lSD .

 
Подставив эти значения в уравнение (6.5), получим: 

02
2
3

1112 =δϕ+δϕδϕα − lYlQlsinP D . 

После сокращения на δφ1 и вычислений найдем YD YD=35 кН. 
. 
Результаты вычислений занесем в табл. 6.2. 
 
 

4. Контрольные вопросы 
 

4.1. Что называется возможным перемещением системы? 
4.2. Сформулируйте принцип возможных перемещений (уравнение 

работ). 
4.3. Какие силы входят в уравнение работ? 
4.4. Что такое идеальные связи? 
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Схемы конструкций к внеаудиторному заданию 

 
 

Рис. 6.1а                                            Рис. 6.2а 

Рис. 6.3а                                            Рис. 6.4а 

Рис. 6.5а                                            Рис. 6.6а 

Рис. 6.7а                                            Рис. 6.8а 

Рис. 6.9а                                            Рис. 6.10а 
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Рис. 6.11а                                              Рис. 6.12а 

Рис. 6.13а                                              Рис. 6.14а 

Рис. 6.15а                                              Рис. 6.16а 

Рис. 6.17а                                              Рис. 6.18а 

Рис. 6.19а                                              Рис. 6.20а 
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Рис. 6.21а                                              Рис. 6.22а 

Рис. 6.23а                                              Рис. 6.24а 

Рис. 6.25а                                              Рис. 6.26а 

Рис. 6.27а                                              Рис. 6.28а 

Рис. 6.29а                                              Рис. 6.30а 
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Лабораторная работа № 7 
 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ КИНЕТИЧЕСКОЙ ЭНЕРГИИ ПЛОСКОГО  
МЕХАНИЗМА В ЗАДАННОМ ПОЛОЖЕНИИ 

 
Цель работы. Научиться определять кинетическую энергию систе-

мы, состоящей из нескольких тел. 
Содержание работы:  
1. Краткая теория. 
2. Примеры определения кинетической энергии кривошипно-

шатунных механизмов. 
3. Последовательность выполнения лабораторной работы. 
4. Контрольные вопросы. 
Приборы и принадлежности. Макет механизма, линейка, циркуль, 

транспортир. 
1. Краткая теория 

Кинетическая энергия – это скалярная мера механического движения 
материальной точки или механической системы. Она является важным 
фактором при исследовании движения материальной точки и механиче-
ской системы. Поэтому надо уметь определять кинетическую энергию ме-
ханической системы. 

Кинетическая энергия системы, состоящей из нескольких твердых 
тел, равна сумме кинетических энергий тел, входящих в данную систе-
му: 

nTTTT +++= ...21 ;        т.е.   ∑
=

=
n

i
iTT

1
. 

Кинетическая энергия твердого тела вычисляется по формулам 
а) при  поступательном движении 

2
2
1 MVT = , 

где М – масса твердого тела, а V – скорость  любой точки; 
б) при вращении вокруг неподвижной оси 

2
2
1 ω= zJT , 

где zJ –момент инерции твердого тела относительно оси вращения z,  
ω  – угловая скорость вращения; 
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в) при плоскопараллельном движении 
22

2
1

2
1 ω+= cc JMVT ,  

где М – масса твердого тела,  
сV – скорость центра масс тела, 

cJ – момент инерции твердого тела относительно оси cz , проходя-
щей через центр масс перпендикулярно плоскости движения,  

ω – величина мгновенной угловой скорости вращения. 
 

2. Примеры определения кинетической энергии кривошипно-
шатунных механизмов 

 
Пример 2.1 
Вычислить кинетическую энергию кривошипно-шатунного меха-

низма, представленного на рис. 7.1 
Дано:  l1 – длина кривошипа OA,  l2 – 

длина шатуна АВ, P1 – вес кривошипа ОА;  P2 – 
вес ползуна В, весом шатуна АВ пренебречь. 
ω0 – угловая скорость вращения кривошипа 
ОА. Кривошип считать тонким однородным 
стержнем. Кинетическая энергия заданной 
системы  

  BOA TTT += .                           (7.1) 
Так как по условию задачи массой шату-

на пренебрегаем, то и кинетическую энергию 
его не учитываем. 

Кривошип ОА совершает вращательное 
движение. Его кинетическая энергия определяется по формуле 

2
2
1

OAOOA JT ω=  , 

где 
3

2
11lmJO = , 

g
Pm 1

1 = , 
g
lPJO 3

2
11= , OOA ω=ω . 

Окончательно получим 

            
g

lPT O
OA 6

22
11 ω= .                                            (7.2) 

 

 
Рис. 7.1 
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Ползун В совершает поступательное движение. Кинетическая энер-
гия ползуна определяется по формуле 

2
22

1
BB VmT = . Так как   

g
Pm 2

2 = , то 

                     21
2
1

BOA V
g
PT ⋅= .                                           (7.3) 

Скорость ползуна B нужно выразить через угловую скорость ω0 кри-
вошипа ОА. Это проделаем двумя способами: 

а) используя положение мгновенного центра скоростей звена АВ; 
б) используя теорему о проекции скоростей на прямую, соединяю-

щую две точки данного звена. 
По способу (а) находим сначала скорость точки А звена ОА 

OAV OAA ⋅ω= , 1lV OA ⋅ω= . 

Вектор AV  направляем  ⊥  ОА в сторону угловой скорости ω0. Затем 
находим положение мгновенного центра скоростей CV звена АВ и угловую 

скорость звена АВ, 
V

A
AB AC

V=ω , а также VABB BCV ⋅ω= . 

ACV  и BCV  определим из рис.7.1 

360tg 2lABAC
V

=⋅= o , 22
30sin

lABBCV ==
o

 . 

Тогда окончательно определим 

2

1

2

1
3

3
3 l

l
l

l OO
AB

ω=ω=ω ,  
3

32
2

3
3 1

2
2

1 l
l

l
l

V OO
B

ωω
== . 

По способу (б) спроектируем векторы AV  и BV  на прямую AB  

β=α coscos 1 BA VV , где 01 =α ;  o30β = . 

Тогда o30cosBA VV = , откуда 

   
3

32
33
32

30cos
11 llVV OOA

B
ω=

⋅
ω==

o
.                           (7.4) 

Результаты определения скорости  точки В по способам (а) и (б) сов-
падают. Подставив уравнение (7.4) в уравнение (7.3), найдем: 

      2
1

22
2
1

2
2

3
2

9
34

2
1 l

g
Pl

g
PT O

O
B ω=⋅ω⋅= .                               (7.5) 
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С учетом уравнений (7.2) и (7.5) по уравнению (7.1) определим кине-
тическую энергию системы  

2
1

22
2
1

2
1

3
2

6
l

g
P

g
lPT O

O ω+ω= ,  ( )21

2
1

2
4

6
PP

g
lT O +ω= . 

 
Пример 2.2 
На рис. 7.2 изображен кривошипно-шатунный механизм. 
Дано: l1 – длина кривошипа ОА, l2 – длина шатуна АВ, l3 – длина зве-

на О1В, P1  – вес кривошипа ОА,  P3 – вес звена О1В. Весом шатуна АВ пре-
небречь.  Oω – угловая скорость вращения кривошипа ОА.  

Определить кинетическую энергию механизма. 
Аналогично предыдущему примеру записываем кинетическую энер-

гию системы 
         BOOA TTT

1
+= .                                          (7.6) 

В данном механизме звенья OA и O1B совершают вращение вокруг 
неподвижных осей. Кинетическую энергию их определим по известным 
формулам 

 2
2
1

OAOOA JT ω= .  

 
 

      Рис. 7.2 
 

Кинетическая энергия звена OA данного механизма равна кинетиче-
ской энергии звена OA механизма в примере 2.1. Тогда из уравнения (7.2) 
следует 

               
g

lPT O
OA 6

22
11 ω= .                                            (7.7) 
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2
111 2

1
BOOBO JT ω= . Так как  

3

2
33

1

lmJO = , поэтому 

                22
33 11 6

1
BOBO lmT ω= .                                        (7.8) 

Выразим угловую скорость звена О1В через заданную угловую ско-
рость кривошипа ОА двумя способами: 

а) с помощью мгновенного центра скоростей. 
Находим 1lV OA ω= . Проводим  вектор AV ⊥  ОА. Определим поло-

жение мгновенного центра скоростей звена АВ на пересечении перпенди-
куляров к вектору скорости AV  и BV , причем BV ⊥  О1B. 

Затем определяем 
V

A
AB AC

V=ω , где 
3

2
30cos

2lABACV ==
o

.  

Тогда получим 
2

1
2

3
l
lO

AB
ω=ω .  

Теперь найдем VABB BCV ⋅ω= , где 
3

330tg 2lABBCV == o . 

Окончательно определим  
23

3
2

3 12

2

1 ll
l
lV OO

B
ω=⋅ω= .    

А так как BOV BOB 11
⋅ω= , откуда  

3

1

1 21 l
l

BO
V OB

BO
ω

==ω .                 (7.9) 

б) С помощью теоремы о проекции скоростей на прямую, соеди-
няющую две точки 

β=α coscos 1 BA VV , где 601 =α ;  o0=β . 

Тогда oo 0cos60cos BA VV = ; o60cosAB VV = . С учетом известного 

1lV OA ω=  найдем 
22

1 1
1

l
lV O

OB
ωω == . 

Окончательно получим  

             
3

1

1 21 l
l

BO
V OB

BO
ω

==ω .                                  (7.10) 

Согласно уравнениям (7.9) и (7.10) получили одинаковые значения 
угловой скорости звена О1В. 

Тогда кинетическую энергию звена О1В найдем, подставив уравне-
ние (7.10) в (7.8) 
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g
lPlm

l
l

lmT OOO
BO 242446

1 2
1

2
3

2
1

2
3

2
3

2
1

2
2
331

ωωω
=== .                   (7.11) 

С учетом уравнений (7.7) и (7.11) из уравнения (7.6) найдем кинети-
ческую энергию системы 

( )31

2
1

22
1

2
3

2
1

2
1 4

24246
PP

g
l

g
lP

g
lPT OOO +ω=ω+ω= . 

Пример 2.3 
На схемах (см. рис. 7.1, 7.2) заменить ползун В и звено О1B роликом 

весом Р3 и радиусом r3. Считать ролик сплошным однородным. Опреде-
лить кинетическую энергию полученных систем (рис.7.3, 7.4). 

 

     
 

Рис. 7.3                                  Рис. 7.4 
 

Кинетическую энергию систем на рис.7.3 и рис.7.4 будем определять 
по формуле 

          31 TTT += .                                            (7.12) 
 Кинетическую энергию первого тела кривошипа OA возьмем из рас-

четов примеров 2.1 и 2.2 согласно уравнениям (7.2) или (7.7) 

              
g

lPT O
6

2
1

2
1

1
ω= .                                          (7.13) 

Кинетическую энергию третьего тела, которое совершает плоско-
параллельное движение, определим по формуле 

2
3

2
33 2

1
2
1 ω+= BB JVMT , где 

g
PM 3

3 = , 
g
rPrMJ B 22

2
33

2
33 == , 

а угловую скорость ролика – с помощью мгновенного центра скоростей    

3
3 r

V
BC
V B

v

B ==ω . 
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Тогда получим   2
3

22
3323

3 222 r
V

g
rPV

g
PT B

B ⋅
⋅

+=   

                  или 
 

23
3 4

3
BV

g
PT = .                                          (7.14) 

Скорость центра масс В ролика 3 системы на рис. 7.3 будет равна 
скорости ползуна В в примере 2.1 согласно уравнению (7.5) 

3
32 1lV O

B
ω= . 

Тогда из уравнения (7.14) найдем кинетическую энергию ролика 
системы на рис. 7.3. 

9
34

4
3 2

1
2

3
3

l
g
PT Oω⋅=   

                или
  g

lPT O
2
1

2
3

3
ω= .                                       (7.15) 

С учетом уравнений (7.13) и (7.15) из уравнения (7.12) найдем кине-
тическую энергию системы на рис. 7.3. 

( )31

2
1

22
1

2
3

2
1

2
1 6

6
   ;

6
PP

g
lT

g
lP

g
lPT OOO +ω=ω+ω= . 

Скорость центра масс В ролика 3 системы на рис. 7.4 необходимо 
определить. Для этого воспользуемся теоремой о проекции скоростей то-
чек на прямую, соединяющую точки данного звена. 

°=° 30cos60cos BA VV , откуда  
°
°=

30cos
60cos

AB VV , где 10lVA ω= ,  

      тогда
  3

3
332

321 10
10

l
lVB

ωω =
⋅⋅

⋅⋅=                            (7.16) 

Подставим уравнение (7.16) в уравнение (7.14) и найдем кинетиче-
скую энергию ролика 3 системы на рис. 7. 4  

9
3

4
3 2

1
2

3
3

l
g
PT Oω⋅= , т.е. 

               
g

lPT O
4

2
1

2
3

3
ω= .                                           (7.17) 

Подставляя уравнения (7.13) и (7.17) в уравнение (7.12), получим ки-
нетическую энергию системы на рис. 7.4: 
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g
lP

g
lPT OO

46

2
1

2
3

2
1

2
1 ω+ω= . 

Преобразуя, найдем  ( )31

2
1

2
32

12
 PP

g
lT O +ω= . 

 

3. Последовательность выполнения лабораторной работы 
3.1. Из планшета плоского механизма взять три первых звена. Заме-

рить длины звеньев l1, l2, l3 . По заданному углу α в соответствующем мас-
штабе начертить механизм. 

3.2. Выразить скорость ползуна В или угловую скорость звена O1B 
через заданную угловую скорость первого звена. При этом использовать 
два способа: мгновенный центр скоростей и теорему о проекции скоростей 
на прямую, соединяющую две точки. 

3.3. Определить кинетическую энергию системы, пренебрегая весом 
шатуна. 

3.4. Заменить в первом случае ползун В, во втором случае звено O1B 
роликом 3, вес которого P3 и радиус r3, и определить кинетическую энергию 
систем. При расчете скоростей данные (необходимый угол, расстояния до 
мгновенного центра скоростей) взять из чертежа с учетом масштаба. 

Результаты вычислений занести в таблицу. Угловую скорость и угол 
α задает преподаватель. 

 

r3, м ωО, с-1 Р1, Н Р2, Н Р3, Н α 0 VA, м/с VB, м/с J0, кг·м2
 J01, кг·м2 T, Н·м

0,05  20 60 30       
0,1  30 40 25       
0,15  25 55 40       
0,2  10 45 35       
0,25  15 30 40       
 

3.5. Выполнить внеаудиторное задание по варианту схемы плоского 
механизма (рис.3.1а - 3.30а), выданному преподавателем. 

 

4. Контрольные вопросы 
4.1. Запишите формулу определения кинетической энергии враща-

тельного движения тела. 
4.2. Как определяется кинетическая энергия плоскопараллельного 

движения твердого тела? 
4.3. Как определить скорость точки с помощью мгновенного центра 

скоростей? 
4.4. Запишите формулу определения кинетической энергии поступа-

тельного движения тел. 
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Лабораторная работа № 8 
 

ИССЛЕДОВАНИЕ ДВИЖЕНИЯ РЕДУКТОРА СКОРОСТЕЙ  
С ПОМОЩЬЮ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ  

ЛАГРАНЖА II РОДА 
 
Цель работы. Изучить методику применения дифференциальных 

уравнений Лагранжа II рода для определения заданных параметров движе-
ния редуктора скоростей. 

Содержание работы: 
1. Краткая теория. 
2. Определение угловых ускорений ведущего и ведомого валов ре-

дуктора скоростей. 
3. Контрольные вопросы. 
Приборы и принадлежности. Макет редуктора, линейка, циркуль, 

транспортир. 
 

1. Краткая теория 
Движение механической системы характеризуется некоторыми по-

нятиями и определениями. 
Обобщенные координаты – это независимые параметры, заданием 

которых однозначно определяется положение всех точек механической 
системы в любой момент времени. У механических систем с голономными 
(геометрическими) связями число обобщенных координат равно числу 
степеней свободы. Обобщенные координаты обозначаются буквами 

qj, j = (1,2,…,s), 
где s – число степеней свободы системы. 
 Обобщенные координаты могут иметь любой физический смысл и 
любую размерность. В механике они могут иметь размерность длины, уг-
ла, площади, объема и т. д. 
 Малые положительные приращения обобщенных координат называ-
ются обобщенными возможными перемещениями и обозначаются сим-
волами 

δqj, j = (1,2,…,s). 
 Производные от обобщенных координат по времени называются 
обобщенными скоростями системы. Их будем обозначать символами 

•
q j, j = (1,2,…,s). 
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Размерность зависит от размерности соответствующей обобщенной 
координаты. Каждой обобщенной координате соответствует обобщенная 
сила, которая обозначается буквами  

Qj, j = (1,2,…,s). 
 Обобщенная сила определяется по формуле 

Qj = 
j

j

q
Aq
δ

δ
, j = (1,2,…,s), 

где δАqj – элементарная работа действующих сил на перемещении механи-
ческой системы, вызванном элементарным приращением δqj обобщенной 
координаты qj. 
  Размерность обобщенной силы зависит от размерности соответст-
вующей обобщенной координаты. 
 Для исследования движения механической системы используют 
дифференциальные уравнения Лагранжа II рода, которые имеют вид 

j
j

j

Q
q
T

q

T
dt
d =

∂
∂−

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

∂

∂
• , j = (1,2,…,s). 

 Количество уравнений Лагранжа равно числу степеней свободы ме-
ханической системы. Уравнения Лагранжа представляют общий метод ис-
следования движения различных физических систем. 
 

2. Определение угловых ускорений ведущего и ведомого валов  
редуктора скоростей 

 
2.1. Условие и постановка задачи 

Рассмотрим редуктор скоростей (рис. 8.1), в котором к ведущему ва-
лу I приложена пара сил, момент которой (вращающий момент) постоянен 
и равен МI. К ведомому валу II приложены силы сопротивления, создаю-
щие относительно оси II постоянный момент МII (момент сопротивления). 

Определить угловые ускорения ведущего и ведомого валов редуктора.  
В задании приняты следующие обозначения: 
m2-3 – масса каждого сателлита 2-3, состоящего из колес 2 и 3; 
J2-3 – момент инерции сателлита 2-3 относительно собственной оси; 
JI – момент инерции частей редуктора, жестко связанных с ведущим 

валом I, относительно его оси; 
JII – момент инерции частей редуктора, жестко связанных с ведущим 

валом II, относительно его оси; 
r1, r2, r3, r4 – радиусы колес 1-4. 
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Схемы редукторов к внеаудиторному заданию показаны на                    
рис. 8.1 а - 8.24 а, а необходимые для решения данные приведены в таблице. 

 

2.2. Пример выполнения задания 
Дано: МI = 100, МII = 320 Н·м; JI = 4 кг·м2; m2-3 = 100 кг; J2-3 = 2 кг·м2; 

JII = 12 кг·м2; r1 = 60; r2 = 25; r3 = 5; r4 = 30 см (см. рисунок). 
Определить угловые ускорения εI и εII. 

Номер 
варианта 

r1 r2 r3 r4 r5 m2-3, 
кг 

J2-3 JI JII MI MII 

см кг·м2 Н·м 
1 30 8 14 - 14 4,5 0,001 2 18 72 6 
2 15 10 12 37 - 60 0,9 4 16 90 220 
3 15 20 - - - 7 0,002 6 12 85 350 
4 10 15 12 37 - 55 0,92 4,8 22 200 225 
5 10 12 - - - 70 1,0 4 16 190 726 
6 35 10 15 40 - 95 1,2 12 6 75 160 
7 10 15 10 15 12 65 0,96 5,5 6,0 70 8 
8 10 10 - - - 80 1,1 4,5 18 110 400 
9 10 15 12 - - 55 0,91 18 5,7 120 450 
10 20 15 - - - 72 1,2 0,2 5 240 280 
11 15 10 - - - 62 0,95 5,5 18 170 105 
12 30 10 5 - - 70 1,0 9 22 190 100 
13 10 10 - - - 8 0,002 6,5 20 130 380 
14 27 12 5 10 - 82 1,1 5 12 60 102 
15 20 10 - - - 75 1,05 20 7 175 55 
16 10 - 15 - - 50 0,9 12 6 220 80 
17 15 10 12 - - 95 1,2 4 6 120 74 
18 20 25 15 30 - 50 0,92 2,7 19 110 54 
19 20 15 10 25 - 82 1,1 2,5 20 75 150 
20 20 5 10 15 - 45 0,8 12 2,0 170 90 
21 25 15 10 30 16 58 1,0 2,0 3,0 75 18 
22 40 10 18 12 - 80 1,2 3,0 15 100 91 
23 15 10 15 10 - 70 1,0 4,2 21 80 35 
24 50 10 15 25 - 72 1,02 1,5 12 120 30 
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Воспользуемся дифференциальным уравнением Лагранжа ΙΙ рода. 
Данная система имеет одну степень свободы. Приняв за обобщенную ко-
ординату системы угол поворота φI ведущего вала, запишем соответст-
вующее уравнение Лагранжа (8.1). 

⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛

ϕ∂
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Найдем кинетическую энергию системы Т как функцию обобщенной 

скорости 
•

ϕI , равной угловой скорости ведущего вала ω1. Для вычисления 
кинетической энергии рассматриваемой системы необходимо знать угло-
вые скорости всех звеньев редуктора: ведущего вала (колеса 1) ωI, ведомо-
го вала (водила) ωII, сателлитов ω2-3. 

Определим эти угловые скорости способом Виллиса. Относительные 
угловые скорости колес редуктора: 

ω1r = ω1 − ω0; 
ω2r = ω2 − ω0; 
ω3r = ω3 − ω0; 
ω4r = ω4 − ω0, 

где ω1 = ωI (колесо 1 жестко связано с ведущим валом I); ω2 = ω3 = ω2-3, а 
угловая скорость водила ω0 = ωII, так как водило жестко связано с ведомым 
валом II. 
 Приведем формулы, устанавливающие зависимость между относи-
тельными угловыми скоростями колес 1 и 2, а также 3 и 4: 
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 Перемножая левые и правые части равенств (8.2) и (8.3), а также 
учитывая, что ω2 = ω3, получаем: 

             
II4

III
ω−ω
ω−ω

= − 
31

42

rr
rr

.   

 Так как колесо 4 неподвижно, т.е. ω4 = 0, то 
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III
ω−

ω−ω
= − 

31

42

rr
rr

. 

 Из этого равенства 

ωII = ωI 
3142 /1

1
rrrr+

.    (8.4) 

 Из (8.2) и (8.4) 

           ω2 = ωI 
4231

341 )(
rrrr

rrr
+
+

. 

 Полученные значения ωII и ω2 показывают, что вал II и сателлиты 
вращаются в одном направлении с валом I. 
 Составим выражение кинетической энергии всех движущихся частей 
редуктора 
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 Выразив все линейные и угловые скорости через угловую скорость 

ведущего вала ωI = I

•
ϕ , получим: 
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 Из выражения кинетической энергии редуктора находим приведен-
ный к оси ведущего вала момент инерции редуктора 

Jпр = JI + 2
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 Таким образом, c учетом (8.6) уравнение (8.5) запишется 

         Т = 
2
1 Jпр

2

I

•
ϕ .      (8.7) 

 Найдем обобщенную силу 
I

Qϕ . Сообщим углу φI приращение δφI и 
составим сумму элементарных работ задаваемых сил на этом возможном 
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перемещении. В эту сумму войдет работа вращающего момента МI и рабо-
та момента сил сопротивления МII, которая отрицательна,  

δ
I

Аϕ = МIδφI − МIIδφII. 
 Работа сил тяжести равна нулю, так как центр тяжести всех движу-
щихся частей редуктора неизменно находится на оси его материальной 
симметрии – прямой, совпадающей с осями валов I и  II. Зависимость меж-
ду угловыми перемещениями ведущего и ведомого валов такая же, как и 
зависимость между абсолютными значениями угловых скоростей 

δφII = 
3142 /1

1
rrrr+

 δφI. 

 Тогда 

δ
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 Обобщенная сила 

I
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rrrr
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A
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 Продифференцируем уравнение (8.7) согласно уравнению (8.1): 
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 Уравнение (8.1) примет вид 
Jпр
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 Из уравнения (8.8), учитывая выражение (8.6), получим: 
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 Зависимость между угловыми ускорениями ведущего и ведомого ва-
лов такая же, как и зависимость (8.4) между их угловыми скоростями 

εII = εI
3142 /1

1
rrrr+

. 

 Подставив в эти формулы заданные числовые значения всех вели-
чин, находим: 

εI = 0,37 с-2  и    εII = 0,106 с-2. 
 

3. Контрольные вопросы 
3.1. Что такое обобщенные координаты? 
3.2. Дайте определение обобщенной скорости. 
3.3. Запишите формулу определения обобщенной силы. 
3.4. Запишите дифференциальные уравнения Лагранжа II рода. 
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Схемы редукторов к  внеаудиторному заданию 

                      
 

Рис. 8.1а          Рис. 8.2а 
 

 

            
   

Рис. 8.3а          Рис. 8.4а 
 

 

 
 Рис. 8.5а                                 Рис. 8.6а 
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Рис. 8.7а          Рис. 8.8а 
 

 

                 
   

Рис. 8.9а          Рис. 8.10а 
 

 

                          
 
  Рис. 8.11а        Рис. 8.12а 
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Рис. 8.13а         Рис. 8.14а 
 

           
   

Рис. 8.15а         Рис. 8.16а 
 

       
   

Рис. 8.17а         Рис. 8.18а 
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Рис. 8.19а         Рис. 8.20а 
 

 
   

Рис. 8.21а         Рис. 8.22а 
 

   
   

Рис. 8.23а           Рис. 8.24а 
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ПОРЯДОК ОФОРМЛЕНИЯ ЛАБОРАТОРНЫХ РАБОТ 
 

 Каждая лабораторная работа оформляется на одной стороне листа 
формата А4 и подшивается под титульный лист, надписи на котором 
оформляют чертежным шрифтом или на компьютере. 

 Отчет о лабораторной работе должен включать в себя: 

1. Цель работы. 
2. Рисунки макетов заданных механизмов или конструкций в вы-

бранном масштабе. 
3. Расчетные схемы механизмов, конструкций, отдельных узлов 

конструкций. 
4. Подробный расчет поставленной задачи. 
5. Анализ отдельных параметров, указанных в лабораторной работе. 
6. Графики изменения параметров расчета. 
7. Сводную таблицу результатов расчета. 
8. Вывод. 
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