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ВВЕДЕНИЕ 
 
В современном мире развитие экономики зачастую связано с 

наличием нелинейных тенденций, что существенно усложняет процесс 
планирования и прогнозирования экономических процессов и явлений. 

Лицам, ответственным за управление экономикой на микро-, 
мезо- и макроуровнях, приходится принимать решения в условиях вы-
сокой неопределенности, влияющей на производство, распределение, 
обмен и потребление. Невозможно оценить эффективность таких про-
ектов и процессов без соответствующих расчетов.  

Экономико-математические методы и модели позволяют гра-
мотно описать сложные социально-экономические процессы и явле-
ния. Применение пакетов общего назначения и специализированных 
программных продуктов позволило упростить задачу их использова-
ния в различных сферах народнохозяйственной деятельности. 

Рассмотренные в учебном пособии способы и приемы эконо-
мико-математического моделирования могут быть использованы при 
анализе экономических процессов и явлений на основе применения ма-
тематических методов и моделей. 

Цель изучения дисциплины состоит в формировании у студен-
тов теоретических знаний в области экономико-математического мо-
делирования, а также развитии практических навыков решения кон-
кретных экономических задач на основе применения математических 
методов и моделей. 

Книга содержит пять глав, в которых рассматриваются теорети-
ческие и практические основы курса. Отдельное внимание уделено 
конкретным примерам, позволяющим рассмотреть особенности при-
менения различных методов и моделей при решении профессиональ-
ных задач. Дидактический материал пособия включает контрольные 
вопросы, примеры решения задач, тематику рефератов по дисциплине.  
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В случае успешного изучения курса предполагается формирова-
ние результатов, благодаря которым обучающийся:  

– знает методы работы с данными, необходимыми для построе-
ния экономико-математических моделей; 

–  умеет строить экономико-математические модели на основе 
оценки, анализа и обобщения данных в области экономической без-
опасности; 

– владеет навыками применения экономико-математических 
методов в практической деятельности на основе количественно-каче-
ственного анализа экономико-статистических данных. 
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Глава 1. МЕТОДЫ МАТЕМАТИЧЕСКОГО 
ПРОГРАММИРОВАНИЯ  

 
1.1. Сущность задачи линейного программирования 
Задачи линейного программирования связаны с поиском опти-

мума определенной целевой функции при системе ограничений, задан-
ных в виде линейных уравнений или линейных неравенств.  

Линейное программирование – один из наиболее разработанных 
и широко применяемых разделов математического программирования, 
что обусловлено целым рядом причин. 

Во-первых, большинство математических моделей для конкрет-
ных экономических задач линейны относительно искомых переменных.  

Во-вторых, линейные модели в настоящее время наиболее изу-
чены и для них разработы специальные методы, с помощью которых 
прикладные задачи могут быть решены с использованием програм-
мных продуктов в кратчайшее время. 

В-третьих, применение линейных методов возможно и по отно-
шению к нелинейным задачам, которые после ряда дополнительных 
ограничений и допущений могут стать линейными либо быть приве-
денными к такой форме, что их можно решать методами линейного 
программирования. 

Необходимым условием постановки задачи линейного програм-
мирования являются ограничения на наличие ресурсов, величину 
спроса, производственную мощность предприятия и другие производ-
ственные факторы [1].  

Сущность линейного программирования состоит в нахождении 
точек наибольшего или наименьшего значения некоторой функции при 
определенном наборе ограничений, налагаемых на аргументы и обра-
зующих систему ограничений, которая имеет, как правило, бесконеч-
ное множество решений.  

Каждая совокупность значений переменных (аргументов функ-
ции F), которые удовлетворяют системе ограничений, называется до-
пустимым планом задачи линейного программирования. Функция F, 
максимум или минимум которой определяется, называется целевой 
функцией задачи.  

Допустимый план, на котором достигается максимум или мини-
мум функции F, называется оптимальным планом задачи [2].  
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Система ограничений, определяющая множество планов, дикту-
ется условиями производства. Задачей линейного программирования 
(ЗЛП) является выбор из множества допустимых планов наиболее вы-
годного (оптимального) [3]. 

Математическая модель любой задачи линейного программирова-
ния обязательно включает в себя три основные составляющие (рис. 1.1). 

 

 
 

Рис. 1.1. Основные элементы математической модели задачи 
линейного программирования 

 
Задача линейного программирования может быть представлена 

и сформулирована в различных эквивалентных формах: канонической 
и стандартной [4].  

В канонической форме ЗЛП является задачей на максимум (ми-
нимум) некоторой линейной функции F, ее система ограничений со-
стоит только из равенств (уравнений). При этом переменные задачи 
считаются неотрицательными (1.1 – 1.3): 

�

𝑎𝑎11𝑥𝑥11 + 𝑎𝑎12𝑥𝑥2 +  … + 𝑎𝑎1𝑛𝑛𝑥𝑥11 = 𝑏𝑏1,   
𝑎𝑎21𝑥𝑥1 + 𝑎𝑎22𝑥𝑥2[ +  … +  𝑎𝑎2𝑛𝑛𝑥𝑥𝑛𝑛 = 𝑏𝑏2,    
…                                                                    
𝑎𝑎𝑚𝑚1𝑥𝑥1 + 𝑎𝑎𝑚𝑚2𝑥𝑥2[ +  … + 𝑎𝑎𝑚𝑚𝑛𝑛𝑥𝑥𝑛𝑛 = 𝑏𝑏𝑏𝑏.

 (1.1) 

𝑥𝑥1 ≥ 0, 𝑥𝑥2 ≥ 0, … , 𝑥𝑥𝑛𝑛 ≥ 0. (1.2) 
𝐹𝐹(𝑥𝑥) = 𝑐𝑐1𝑥𝑥1 + 𝑐𝑐2𝑥𝑥2 + … 𝑐𝑐𝑛𝑛𝑥𝑥𝑛𝑛 → max(min). (1.3) 

Для того чтобы привести задачу ЗЛП к каноническому виду, 
необходимо руководствоваться следующими правилами. 

1. Если в исходной задаче некоторое ограничение было неравен-
ством, то оно преобразуется в равенство путем ввода в левую часть не-
которой неотрицательной переменной, причем для неравенства «≤» 
вводится дополнительная неотрицательная переменная со знаком «+»; 
в случае неравенства « ≥ » – со знаком «–». 

критерий 
оптимальности 
(максимум или 

минимум целевой 
функции)

система ограничений, 
заданных линейными 

уравнениями или 
неравенствами

требование 
неотрицательности 
рассматриваемых 

переменных
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В каждое из неравенств вводится своя переменная, после чего 
система ограничений становится системой уравнений. Число вводи-
мых дополнительных неотрицательных переменных при преобразова-
нии ограничений-неравенств в ограничения-равенства равно числу 
преобразуемых неравенств.  

Вводимые дополнительные переменные имеют вполне опреде-
ленный экономический смысл. Так, если в ограничениях исходной за-
дачи линейного программирования отражаются расход и наличие про-
изводственных ресурсов, то числовое значение дополнительной пере-
менной в плане задачи, записанной в основной форме, равно объему 
неиспользуемого соответствующего ресурса. 

2. Если исходная задача предполагает наличие отрицательной 
переменной, ее заменяют (в целевой функции и во всех ограничениях) 
разностью неотрицательных переменных. 

3. Если в ограничениях правая часть отрицательна, то следует 
домножить данное ограничение на (-1). 

4. Если задачу на минимум требуется свести к задаче на макси-
мум, вводится новая целевая функция F' = F. 

В стандартной форме ЗЛП является задачей на максимум (мини-
мум) линейной целевой функции. Система ее ограничений состоит из 

одних линейных неравенств типа «≤»  или «≥». Все переменные задачи 
неотрицательны. 

Всякую задачу линейного программирования можно сформули-
ровать в стандартной форме. Приведение к стандартной форме необ-
ходимо, так как большинство методов решения задач линейного про-
граммирования разработано именно для данной формы [5]. 

Для приведения к стандартной форме задачи линейного про-
граммирования необходимо выполнить целый ряд действий (рис. 1.2). 
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Рис. 1.2. Этапы приведения ЗЛП к стандартной форме 
 
Таким образом, общая задача линейного программирования со-

стоит в определении минимального (максимального) значения функ-
ции. Одним из способов решения ЗЛП следует назвать графический 
метод, который основан на геометрической интерпретации решений. 
Как правило, он применяется при решении задач двумерного простран-
ства и только некоторых задач трёхмерного пространства, так как до-
вольно трудно построить многогранник решений, который образуется 
в результате пересечения полупространств. 

 
1.2. Транспортная задача 

Транспортная задача (ТЗ) является частным случаем ЗЛП. Об-
щий вид ТЗ состоит в определении оптимального плана перевозок не-
которого однородного груза из m пунктов отправления А1 , А2 , ..., Аm 
в n пункты назначения B1 , B2 , ..., Bn. В качестве критерия оптималь-
ности можно взять минимальную стоимость перевозок всего груза 
либо минимальное время его доставки.  

Рассмотрим задачу с первым критерием, обозначив через cn та-
рифы перевозок единицы груза из i-го пункта отправления в j-й пункт 
назначения, через ai – запасы груза в пункте Аi, через bj – потребности 
в грузе пункта Bj, xij – количество единиц груза, перевозимого из i-го 
пункта в j-й пункт. Математическая модель задачи будет сведена к сле-
дующему: от i-гo поставщика к j-му потребителю запланировано к пе-
ревозке xij единиц груза (табл. 1.1). 

Перейти от максимизирующей к минимизирующей функции

Изменить знаки правых частей ограничений

Перейти от ограничений-равенств к неравенствам

Избавиться от переменных, у которых нет ограничений на знак



11 

Транспортная задача 

Поставщики 
Потребители 

Запасы 
B1 B2 … Bn 

А1 
C11 

Х11 
C12 

Х12 
… C1n 

Х1n 
a1 

А2 
C21 

Х21 
C22 

Х22 
… C2n 

Х2n 
a2 

… … … … … … 

Аm Cm1 

Хm1 
Cm2 

Хm2 
… Cmn 

Хmn 
am 

Потребности b1 b2 … bn ∑ ai = ∑ bj 
 

Для разрешимости транспортной задачи необходимо и доста-
точно, чтобы сумма запасов была равна сумме потребностей всех пунк-

тов, т. е. ∑ ∑
= =

=
m

1i

n

1j
ji ba .  

Транспортная задача, в которой выполнено это условие, называ-
ется закрытой. Если данное условие не выполняется, ТЗ считается от-
крытой и для ее решения требуется введение фиктивных переменнных. 

После определения типа ТЗ (открытая или закрытая) требуется 
найти опорное решение. Для этого могут быть использованы методы 
вычеркивания (двойного предпочтения), северо-западного угла, мини-
мального элемента и аппроксимации Фогеля. 

Опорным решением транспортной задачи называется любое до-
пустимое решение, для которого векторы условий, соответствующие 
положительным координатам, линейно независимы. Проверка условия 
независимости осуществляется с использованием циклов [6].  

Цикл представляет собой последовательность клеток таблицы 
транспортной задачи, в которой две и только соседние клетки располо-
жены в одной строке или столбце, причем первая и последняя также 
находятся в одной строке или столбце. Система векторов условий 
транспортной задачи линейно независима тогда и только тогда, когда 
из соответствующих им клеток таблицы нельзя образовать ни одного 
цикла. Следовательно, допустимое решение транспортной задачи яв-
ляется опорным только в том случае, когда из занятых им клеток таб-
лицы нельзя образовать ни одного цикла. 
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Метод вычеркивания (метод двойного предпочтения). Если 
в строке или столбце таблицы одна занятая клетка, то она не может 
входить в какой-либо цикл, так как цикл имеет две и только две клетки 
в каждом столбце. Следовательно, можно вычеркнуть все строки таб-
лицы, содержащие по одной занятой клетке, затем вычеркнуть все 
столбцы, содержащие по одной занятой клетке, далее вернуться к стро-
кам и продолжить вычеркивание строк и столбцов. Если в результате 
вычеркивания все строки и столбцы будут вычеркнуты, значит из за-
нятых клеток таблицы нельзя выделить часть, образующую цикл, и си-
стема соответствующих векторов условий будет линейно независимой, 
а решение опорным. Если же после вычеркиваний останется часть кле-
ток, то эти клетки образуют цикл, система соответствующих векторов 
условий линейно зависима, а решение не является опорным. 

Метод северо-западного угла состоит в последовательном пе-
реборе строк и столбцов транспортной таблицы, начиная с левого 
столбца и верхней строки, и выписывании максимально возможных от-
грузок в соответствующие ячейки таблицы так, чтобы не были превы-
шены заявленные в задаче возможности поставщика или потребности 
потребителя. На цены доставки в этом методе не обращают внимание, 
поскольку предполагается дальнейшая оптимизация отгрузок. 

Метод минимального элемента состоит в том, что в транспорт-
ной таблице сначала заполняются ячейки с наименьшими тарифами, а 
потом уже ячейки с бо́льшими тарифами.  

При методе аппроксимации Фогеля на каждой итерации по 
всем столбцам и по всем строкам находят разность между двумя запи-
санными в них минимальными тарифами. Эти разности записывают в 
специально отведенных для этого строке и столбце в таблице условий 
задачи. Среди указанных разностей выбирают минимальную. В строке 
(или в столбце), которой данная разность соответствует, определяют 
минимальный тариф. Клетку, в которой он записан, заполняют на дан-
ной итерации [7]. 

Метод потенциалов – это один из методов решения транспорт-
ной задачи, позволяющий найти оптимальный план перевозок и опре-
делить минимальные затраты на транспортировку грузов или макси-
мальную прибыль. 

Основная идея метода потенциалов заключается в том, что каж-
дой ячейке таблицы транспортной задачи присваивается определенное 
значение, называемое потенциалом. 
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Основой вычислительного процесса при улучшении опорного 
плана следует считать определение критерия оптимальности dij (1.4): 

dij = сij* – сij, (1.4) 
где сij – затраты (истинные тарифы), связанные с доставкой одной еди-
ницы груза из i-го пункта отправления в j-й пункт назначения; сij* – 
расчётные затраты (косвенные тарифы), связанные с доставкой одной 
единицы груза из i-го пункта отправления в j-й пункт назначения, опре-
деляемые для тех клеток опорного плана, ресурсы в которые не распре-
делены (для незаполненных клеток). 

 
1.3. Двойственная задача 

С каждой задачей линейного программирования тесно связана 
другая линейная задача, называемая двойственной. В таком случае пер-
воначальная задача называется исходной (прямой). Правила построе-
ния двойственной задачи представлены на рис. 1.3. 

 
Рис. 1.3. Основные правила построения двойственной задачи 

Количество переменных в двойственной задаче равно количеству неравенств
в исходной задаче

Матрица коэффициентов двойственной задачи является транспонированной
к матрице коэффициентов исходной задачи

Столбец свободных членов исходной задачи является строкой коэффициентов
для целевой функции двойственной задачи

Целевая функция в одной задаче максимизируется, в другой – минимизируется

Условиям неотрицательности переменных исходной задачи соответствуют 
неравенства-ограничения в двойственной задаче, направленные в другую сторону.
И наоборот, неравенствам-ограничениям в исходной задаче соответствуют условия 

неотрицательности в двойственной задаче
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Двойственные пары задач обычно подразделяют на симметрич-
ные и несимметричные.  

В симметричной паре двойственных задач ограничения прямой 
задачи и соотношения двойственной задачи являются неравенствами 
вида «≤». Таким образом, переменные обеих задач могут принимать 
только лишь неотрицательные значения.  

Несимметричные пары задач отличаются от симметричных 
двумя основными особенностями. Во-первых, в таких задачах ограни-
чения выражаются уравнениями, а не неравенствами. Во-вторых, в за-
даче отсутствуют условия неотрицательности уi [8]. 

Каждая из пары двойственных задач может быть решена само-
стоятельно, однако из решения одной можно получить решение другой. 

 
1.4. Симплекс-метод 

Симплекс-метод был разработан Г. Данцигом в 1947 году. Его 
сущность состоит в том, что происходит последовательный перебор уг-
ловых точек области допустимых решений, а алгоритмы позволяют 
установить, является ли данная ЗЛП разрешимой. 

Для того чтобы построить опорный план задачи линейного про-
граммирования при помощи симплексного метода, необходимо приве-
сти ЗЛП к предпочтительному виду (задача должна иметь канониче-
ский вид и в каждом ограничении системы должна быть переменная, 
входящая в него с коэффициентом 1 и с коэффициентом 0 во все 
остальные ограничения, именно эти переменные выбирают в качестве 
базиса). 

Приведение ЗЛП к предпочтительному виду возможно за счет 
использования нескольких методов. В том случае, если ЗЛП задана в 
каноническом виде, можно выразить часть переменных через осталь-
ные, например с использованием метода Гаусса. Также возможно до-
бавление балансовых переменных, которые бы удовлетворяли описан-
ному выше условию и входили в целевую функцию с нулевым коэф-
фициентом. При этом важно соблюдение критерия неотрицательности.  

Данное правило применяется для задач, содержащих в системе 
ограничений неравенства типа «≤». При этом вводимые в систему огра-
ничений переменные принимаются в качестве базисных [9]. Построе-
ние оптимального плана с использованием симплекс-метода возможно 
в три этапа (рис. 1.4). 
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Рис. 1.4. Этапы построения плана с использованием симплекс-метода 

 
Таким образом, сущность метода сводится к построению базис-

ных решений, на которых монотонно убывает линейный функционал 
до ситуации, когда выполняются необходимые условия локальной оп-
тимальности. 

 
1.5. Методы целочисленного программирования 

Целочисленное линейное программирование (ЦЛП) ориентиро-
вано на решение задач линейного программирования, в которых на все 
или часть переменных наложены условия целочисленности.  

Различают полностью и частично целочисленные задачи. Харак-
терными источниками целочисленности (дискретности) являются:  

1) неделимость объектов, представляемых переменными;  
2) вариантность типа “да – нет”;  
3) заданность возможных значений нормативными документами;  
4) комбинаторность;  
5) логические условия. 
Любой ряд дискретных значений может быть представлен ли-

нейной комбинацией целочисленных переменных, поэтому дискретная 
задача легко сводится к целочисленной за счет значительного увеличе-
ния числа переменных. 

Несмотря на линейность модели, допустимое множество цело-
численной задачи не является выпуклым. Так, в полностью целочис-
ленной задаче оно представляет собой множество отдельных точек, 
имеющих целочисленные координаты.  

При особых свойствах целочисленной задачи решение ее как не-
прерывной всегда дает целочисленный результат. Такой исход имеет 
место, если все вершины допустимого множества целочисленные. 
Многогранное множество, обладающее этим свойством, называется 
целочисленным. Определим условия, при которых множество оказы-
вается целочисленным [10]. 

Построение 
начального 

опорного плана

Осуществление 
проверки плана на 

оптимальность

Переход к 
опорному плану, 

который бы являлся 
не хуже текущего
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В настоящее время одним из наиболее популярных методов це-
лочисленного программирования следует назвать метод отсекающих 
плоскостей. Необходимым условием применения данного метода вы-
ступает целочисленность всех коэффициентов и правых частей ограни-
чений исходной задачи. 

Нахождение решения задачи начинают с определения опти-
мального решения задачи без учёта требования целочисленности пе-
ременных. 

После того как это решение найдено, анализируются компо-
ненты. Если среди них нет дробных чисел, то найденное решение будет 
оптимальным решением задачи целочисленного программирования. 

Если же некоторая переменная xj принимает дробное значение, 
то к системе уравнений необходимо добавить дополнительное ограни-
чение. Если дробные значения принимают несколько переменных, то 
дополнительное неравенство составляют для переменной, имеющей 
максимальную дробную часть (дополнительное ограничение может со-
ставляться и для целевой функции). 

Используя двойственный симплекс-метод, находят решение за-
дачи, полученной в результате присоединения дополнительного огра-
ничения. Если в найденном решении задачи переменные опять прини-
мают дробные значения, то снова добавляют одно дополнительное 
ограничение и процесс вычислений повторяют. 

В случае если на некотором шаге обнаруживается отсутствие 
допустимого решения, то рассматриваемая задача не имеет допусти-
мого целочисленного решения [11]. 

 
1.6. Динамическое программирование 

Динамическое программирование (ДП) применяется при реше-
нии оптимизационных задач, в которых процесс принятия решений мо-
жет быть разбит на этапы (шаги). 

Общая постановка задачи ДП состоит в следующем. Рассмат-
ривается некоторый управляемый процесс, в результате которого си-
стема (объект управления) S переводится из начального состояния S0 в 
состояние Ŝ. Предполагается, что управление можно разбить на n ша-
гов, т. е. решение принимается последовательно на каждом шаге, а 
управление, переводящее систему из S0 в Ŝ, можно представить в виде 
последовательности n пошаговых управлений [12]. 
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Обозначим через xk управление на k-м шаге (k = 1, 2,…, n). Пе-
ременные xk удовлетворяют некоторым ограничениям и в этом смысле 
называются допустимыми. 

Пусть X(x1, x2,…, xn) – управление, переводящее систему S из со-
стояния S0 в состояние Ŝ, а Sk – состояние системы после k-го шага 
управления (рис. 1.5). 

 
Рис. 1.5. Последовательность состояний системы при реализации 

задачи динамического программирования 

Показатель эффективности F управляемой операции (целевая 
функция) зависит от начального состояния и управления. 

Особенности модели динамического программирования состоят 
в следующем. 

1. Задача оптимизации интерпретируется как n-шаговый про-
цесс управления. 

2. Целевая функция представляет собой сумму целевых функ-
ций на каждом шаге. 

3. Выбор управления на каждом шаге зависит только от состоя-
ния системы к этому шагу и не влияет на предшествующие шаги (нет 
обратной связи). 

4. Состояние системы после каждого шага управления зависит 
от предшествующего состояния и управления. 

5. На каждом шаге управление xk зависит от конечного числа 
управляющих переменных, а состояние Sk – от конечного числа пара-
метров [13]. 

 
1.7. Нелинейное программирование 

Нелинейное программирование применяют для решения опти-
мальных задач с нелинейными функциями цели. На независимые пере-
менные также могут быть наложены ограничения в виде нелинейных 
соотношений, имеющих вид равенств или неравенств. 

Общих способов решения задач нелинейного программирова-
ния не существует, способ решения выбирается в каждом конкретном 
случае в зависимости от вида целевой функции и накладываемых на 
элементы решения ограничений.  
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Задачи нелинейного программирования принадлежат к трудным 
вычислительным задачам. Они включают в себя широкую группу чис-
ленных методов, многие из которых приспособлены для решения оп-
тимальных задач соответствующего класса. 

Выбор конкретного метода обусловлен сложностью вычисления 
критерия оптимальности и сложностью ограничивающих условий, не-
обходимой точностью решения, мощностью имеющейся вычислитель-
ной техники и т. д. [14]  

Все известные численные методы отыскания экстремума нели-
нейных функций в зависимости от используемой информации для по-
лучения следующей точки можно разделить на три основные группы 
(рис. 1.6). 

 
 

Рис. 1.6. Группы численных методов 

Задачи нелинейного программирования можно разделить на две 
группы в зависимости от способа их решения (рис. 1.7). 

 
Рис. 1.7. Способы решения задач в зависимости от наличия 

дополнительных ограничений 

В области нелинейного программирования с ограничениями 
(условная оптимизация) методы решения задач менее разработаны по 
сравнению с областью нелинейного программирования без ограниче-
ний (безусловная оптимизация).  

Прямые методы 

Используют только 
текущие значения 
оптимизируемой 

функции 

Методы первого 
порядка 

Используют 
дополнительно 

и значения первой 
производной 

функции  

Методы второго 
порядка 

Используют 
дополнительно 

и значения второй 
производной 

функции  

решаются с помощью методов условной 
оптимизации 

Задачи, в которых 
на независимые переменные 
накладываются некоторые 

ограничения 

решаются с помощью методов безусловной 
оптимизации 

Задачи, в которых поиск 
максимума или минимума 

нелинейной целевой функции не 
содержит дополнительных 

ограничений 
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Многие алгоритмы решения задачи с ограничениями предпола-
гают сведе́ние ее к последовательности задач безусловной оптимизации.  

Другой класс методов основан на поиске подходящего направ-
ления и последующей минимизации вдоль данного направления. Обос-
нование методов безусловной оптимизации может быть естественным 
образом распространено на обоснование процедур решения задач с 
ограничениями.  

В свою очередь, методы безусловной оптимизации делятся на 
методы одномерной и многомерной оптимизации. Несмотря на то что 
безусловная оптимизация функции одной переменной является наибо-
лее простым типом задач, она занимает центральное место как с теоре-
тической, так и с практической точки зрения. Это связано с тем, что 
задачи однопараметрической оптимизации достаточно часто встреча-
ются на практике и, кроме того, находят свое применение при реализа-
ции более сложных итеративных процедур многопараметрической оп-
тимизации [3]. 

 
Контрольные вопросы 

1. В чем состоит сущность задачи линейного программирования? 
2. Чем обусловлено широкое распространение методов линей-

ного программирования? 
3. Назовите необходимые условия постановки задачи линей-

ного программирования. 
4. Что называется задачей линейного программирования? 
5. Перечислите основные элементы математической модели за-

дачи линейного программирования. 
6. Назовите основные формы формулировки задачи линейного 

программирования. 
7. Охарактеризуйте каноническую форму задачи линейного 

программирования. 
8. Какие основные правила приведения задачи линейного про-

граммирования к каноническому виду вам известны? 
9. Для чего требуется приведение задачи линейного програм-

мирования к стандартной форме? 
10. Перечислите основные этапы приведения ЗЛП к стандартной 

форме. 
11. В чем состоит сущность решения задачи линейного програм-

мирования графическим методом? 
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Примеры решения задач 
Задача 1.1 
В городе имеется три основных склада, на которых хранится про-

дукция в объеме 330, 290 и 260 т соответственно. Продукцию требуется 
доставить в пять магазинов в количестве 150, 160, 120, 230, 220 т. Сто-
имость перевозки тонны продукции со складов задана матрицей С: 
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С . 

Решить транспортную задачу методом наименьшей стоимости. 
Проверить оптимальность плана с применением метода потенциалов. 

Решение 
На предварительном этапе необходимо определить принадлеж-

ность задачи к открытому или закрытому типу. Для этого проверим ра-
венство запасов и потребностей. Запасы составляют 330 + 290 + 260 = 
= 880 т, потребности в продукции составляют 150 + 160 + 120 + 230 + 
+ 220 = 880 т.  

Таким образом, можно сделать вывод о том, что представленная 
транспортная задача является закрытой, введение фиктивных перемен-
ных не требуется. Для упрощения процедуры решения задачи составим 
распределительную таблицу. 

 
 В1 В2 В3 В4 В5 Запасы 
А1 20 22 18 16 24 330 
А2 28 16 15 20 29 290 
А3 7 12 9 8 8 260 
Потреб-
ности 

150 160 120 230 220  

 
Поскольку метод наименьшей стоимости предполагает заполне-

ние таблицы с клетки, в которой указана наименьшая стоимость, ис-
комый элемент с31 = 7. 

 Для этого элемента запасы равны 260, потребности 150. Вычи-
таем наименьшее число (150). 

x31 = min(260, 150) = 150. 
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Таким образом, 
20 22 18 16 24 330 
28 16 15 20 29 290 
7 [150] 12 9 8 8 260 – 150 = 110 
150 – 150 = 0 160 120 230 220  

 
На следующем этапе искомый элемент с34 = 8.  Для этого эле-

мента запасы равны 110, потребности 230. Вычитаем наименьшее 
число (110). 

x34 = min(110, 230) = 110. 
Таким образом, 

Х 22 18 16 24 330 
Х 16 15 20 29 290 
7 [150] Х Х 8 [110] Х 110 – 110 = 0 
0 160 120 230 – 110 = 120 220  

 
На следующем этапе искомый элемент с23 = 15. Для этого эле-

мента запасы равны 290, потребности 120. Вычитаем наименьшее 
число (120). 

x23 = min(290, 120) = 120. 
Таким образом, 

Х 22 Х 16 24 330 
Х 16 15 [120] 20 29 290 – 120 = 170 
7 [150] Х Х 8 [110] Х 0 
0 160 120 – 120 = 0 120 220  

 
На следующем этапе искомый элемент с14 = 16. Для этого эле-

мента запасы равны 330, потребности 120. Вычитаем наименьшее 
число (120). 

x14 = min(330, 120) = 120. 
Таким образом, 

Х 22 Х 16 [120] 24 330 – 120 = 210 
Х 16 15 [120] Х 29 170 
7 [150] Х Х 8 [110] Х 0 
0 160 0 120 – 120 = 0 220  

 
На следующем этапе искомый элемент с22 = 16. Для этого эле-

мента запасы равны 170, потребности 160. Вычитаем наименьшее 
число (160). 

pustovoitova
Комментарий текста
добавить нижнюю границу таблицы

pustovoitova
Записка
Добавить нижнюю черту таблицы
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x22 = min(170, 160) = 160. 
Таким образом, 

Х Х Х 16 [120] 24 210 
Х 16 [160] 15 [120] Х 29 170 – 160 = 10 
7 [150] Х Х 8 [110] Х 0 
0 160 – 160 = 0 0 0 220  

 
На следующем этапе искомый элемент с15 = 24. Для этого эле-

мента запасы равны 210, потребности 220. Вычитаем наименьшее 
число (210). 

x15 = min(210, 220) = 210. 
Таким образом, 

Х Х Х 16 [120] 24 [210] 210 – 210 = 0 
Х 16 [160] 15 [120] Х 29 10 
7 [150] Х Х 8 [110] Х 0 
0 0 0 0 220 – 210 = 10  

 

На следующем этапе искомый элемент с25 = 29. Для этого эле-
мента запасы равны 10, потребности 10. Вычитаем 10. 

x25 = min(10, 10) = 10. 
Таким образом, 

Х Х Х 16 [120] 24 [210] 0 
Х 16 [160] 15 [120] Х 29 [10] 10 – 10 = 0 
7 [150] Х Х 8 [110] Х 0 
0 0 0 0 10 – 10 = 0  

Первый опорный план примет вид: 
 В1 В2 В3 В4 В5 Запасы 
А1 20 22 18 16 [120] 24 [210] 330 
А2 28 16 [160] 15 [120] 20 29 [10] 290 
А3 7 [150] 12 9 8 [110] 8 260 
Потреб-
ности 

150 160 120 230 220  

 
При реализации такого плана все товары со складов будут выве-

зены, а потребности магазинов В1, В2, В3, В4 и В5 в продукции удо-
влетворены. Таким образом, полученный план является допустимым, 
поскольку удовлетворяет исходным ограничениям задачи. 
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Для данного опорного плана значение целевой функции соста-
вит 7 ∙ 150 + 16 ∙ 160 + 15 ∙ 120 + 16 ∙ 120 + 8 ∙ 110 + 24 ∙ 210 + 29 ∙ 10 = 
= 13540 ден. ед. 

Для проверки оптимальности полученного решения воспользу-
емся методом потенциалов, предполагая, что u1 = 0, ui + vj = cij. 

В таком случае: 
u1 + v4 = 16; 0 + v4 = 16; v4 = 16 
u3 + v4 = 8; 16 + u3 = 8; u3 = – 8 
u3 + v1 = 7; – 8 + v1 = 7; v1 = 15 
u1 + v5 = 24; 0 + v5 = 24; v5 = 24 
u2 + v5 = 29; 24 + u2 = 29; u2 = 5 
u2 + v2 = 16; 5 + v2 = 16; v2 = 11 
u2 + v3 = 15; 5 + v3 = 15; v3 = 10 

То есть: 
 v1 = 15 v2 = 11 v3 = 10 v4 = 16 v5 = 24 
u1 = 0 20 22 18 16 [120] 24 [210] 
u2 = 5 28 16 [160] 15 [120] 20 29 [10] 
u3 = -8 7 [150] 12 9 8 [110] 8 

Найденный план неоптимален, поскольку имеют место такие 
оценки свободных клеток, для которых ui + vj > cij. 
 v1 = 15 v2 = 11 v3 = 10 v4 = 16 v5 = 24 
u1 = 0 20 22 18 16 [120] 24 [210] 
u2 = 5 28 16 [160] 15 [120] 20 29 [10] 
u3 = -8 7 [150] 12 9 8 [110] 8 

Оценки данных клеток: 
(2;4): 5 + 16 > 20; ∆24 = 5 + 16 – 20 = 1 > 0; 
(3;5): -8 + 24 > 8; ∆35 = –8 + 24 – 8 = 8 > 0. 
Выбираем максимальную оценку среди найденных (т. е. 8). 
В перспективную клетку (3;5) ставится знак «+», а в остальных 

вершинах прямоугольника – чередующиеся знаки « – », « + », « – ». 

 В1 В2 В3 В4 В5 Запасы 
А1 20 22 18 16 [120] [+] 24 [210] [–] 330 
А2 28 16 

[160] 
15 [120] 20 29 [10] 290 

А3 7 [150] 12 9 8 [110] [–] 8 [+] 260 
Потреб-
ности 

150 160 120 230 220  
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Из грузов хij, стоящих в минусовых клетках, выбирается 
наименьшее число (т. е. 110), а затем данное число прибавляется к зна-
чениям в плюсовых клетках и вычитается из минусовых клеток, т. е. 
новый опорный план примет вид: 

 В1 В2 В3 В4 В5 Запасы 
А1 20 22 18 16 [230]  24 [100]  330 
А2 28 16 [160] 15 [120] 20 29 [10] 290 
А3 7 [150] 12 9 8  8 [110] 260 
Потребно-
сти 

150 160 120 230 220  

 
Для проверки оптимальности полученного решения воспользу-

емся методом потенциалов, предполагая, что u1 = 0, ui + vj = cij. 
В таком случае: 
u1 + v4 = 16; 0 + v4 = 16; v4 = 16 
u1 + v5 = 24; 0 + v5 = 24; v5 = 24 
u2 + v5 = 29; 24 + u2 = 29; u2 = 5 
u2 + v2 = 16; 5 + v2 = 16; v2 = 11 
u2 + v3 = 15; 5 + v3 = 15; v3 = 10 
u3 + v5 = 8; 24 + u3 = 8; u3 = –16 
u3 + v1 = 7; -16 + v1 = 7; v1 = 23 
 
То есть: 

 v1 = 23 v2 = 11 v3 = 10 v4 = 16 v5 = 24 
u1 = 0 20 22 18 16 [230] 24 [100] 
u2 = 5 28 16 [160] 15 [120] 20 29 [10] 
u3 = 16 7 [150] 12 9 8  8 [110] 

 
Найденный план неоптимален, поскольку имеют место такие 

оценки свободных клеток, для которых ui + vj > cij. 
 

 v1 = 23 v2 = 11 v3 = 10 v4 = 16 v5 = 24 
u1 = 0 20 22 18 16 [230] 24 [100] 
u2 = 5 28 16 [160] 15 [120] 20 29 [10] 
u3 = 16 7 [150] 12 9 8  8 [110] 
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Оценки данных клеток: 
(1; 1): 0 + 23 > 20; ∆11 = 0 + 23 – 20 = 3 > 0; 
(2; 4): 5 + 16 > 20; ∆24 = 5 + 16 – 20 = 1 > 0. 
Выбираем максимальную оценку среди найденных (т. е. 3). 

В перспективную клетку (1;1) ставится знак « + », а в остальных вер-
шинах прямоугольника – чередующиеся знаки « – », « + », « – »: 
 В1 В2 В3 В4 В5 Запасы 
А1 20 [+] 22 18 16 [230]  24 [100] [–] 330 
А2 28 16 [160] 15 [120] 20 29 [10] 290 
А3 7 [150][–] 12 9 8 8 [110] [+] 260 
Потреб-
ности 

150 160 120 230 220  

Из грузов хij, стоящих в минусовых клетках, выбирается 
наименьшее число (т. е. 100), а затем данное число прибавляется к зна-
чениям в плюсовых клетках и вычитается из минусовых клеток, т. е. 
новый опорный план примет вид: 
 В1 В2 В3 В4 В5 Запасы 
А1 20 [100] 22 18 16 [230]  24  330 
А2 28 16 [160] 15 [120] 20 29 [10] 290 
А3 7 [50] 12 9 8 8 [210] 260 
Потреб-
ности 

150 160 120 230 220  

Для проверки оптимальности полученного решения воспользу-
емся методом потенциалов, предполагая, что u1 = 0, ui + vj = cij. 

В таком случае: 
u1 + v1 = 20; 0 + v1 = 20; v1 = 20 
u3 + v1 = 7; 20 + u3 = 7; u3 = –13 
u3 + v5 = 8; –13 + v5 = 8; v5 = 21 
u2 + v5 = 29; 21 + u2 = 29; u2 = 8 
u2 + v2 = 16; 8 + v2 = 16; v2 = 8 
u2 + v3 = 15; 8 + v3 = 15; v3 = 7 
u1 + v4 = 16; 0 + v4 = 16; v4 = 16 

То есть: 
 v1 = 20 v2 = 8 v3 = 7 v4 = 16 v5 = 21 
u1 = 0 20 [100] 22 18 16 [230]  24  
u2 = 8 28 16 [160] 15 [120] 20 29 [10] 
u3 = –13 7 [50] 12 9 8 8 [210]   
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Найденный план неоптимален, поскольку имеют место такие 
оценки свободных клеток, для которых ui + vj > cij. 
 v1 = 20 v2 = 8 v3 = 7 v4 = 16 v5 = 21 
u1 = 0 20 [100] 22 18 16 [230]  24  
u2 = 8 28 16 [160] 15 [120] 20 29 [10] 
u3 = –13 7 [50] 12 9 8 8 [210]   

 
Оценка данной клетки: 
(2; 4): 8 + 16 > 20; ∆24 = 8 + 16 – 20 = 4 > 0. 
В перспективную клетку (2; 4) ставится знак « + », а в остальных 

вершинах многоугольника – чередующиеся знаки « – », « + », « – ». 
 v1 = 20 v2 = 8 v3 = 7 v4 = 16 v5 = 21 
u1 = 0 20 [100] [+] 22 18 16 [230] [–] 24  
u2 = 8 28 16 [160] 15 [120] 20 [+] 29 [10] [–] 
u3 = –13 7 [50] [–] 12 9 8 8 [210] [+] 

 
Из грузов хij, стоящих в минусовых клетках, выбирается 

наименьшее число (т. е. 10), а затем данное число прибавляется к зна-
чениям в плюсовых клетках и вычитается из минусовых клеток. 

 
То есть новый опорный план примет вид: 

 В1 В2 В3 В4 В5 Запасы 
А1 20 [110]  22 18 16 [220]   24  330 
А2 28 16 [160] 15 [120] 20 [10]  29  290 
А3 7 [40]  12 9 8 8 [220]   260 
Потреб-
ности 

20 [100] [+] 22 18 16 [230] [–] 24   

Для проверки оптимальности полученного решения воспользу-
емся методом потенциалов, предполагая, что u1 = 0, ui + vj = cij. 

В таком случае: 
u1 + v1 = 20; 0 + v1 = 20; v1 = 20 
u3 + v1 = 7; 20 + u3 = 7; u3 = –13 
u3 + v5 = 8; -13 + v5 = 8; v5 = 21 
u1 + v4 = 16; 0 + v4 = 16; v4 = 16 
u2 + v4 = 20; 16 + u2 = 20; u2 = 4 
u2 + v2 = 16; 4 + v2 = 16; v2 = 12 
u2 + v3 = 15; 4 + v3 = 15; v3 = 11 
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То есть: 
 v1 = 20 v2 = 12 v3 = 11 v4 = 16 v5 = 21 
u1 = 0 20 [110]  22 18 16 [220] 24  
u2 = 4 28 16 [160] 15 [120] 20 [10] 29  
u3 = –13 7 [40]  12 9 8 8 [220] 

 
Найденный план оптимален, поскольку отсутствуют такие 

оценки свободных клеток, для которых ui + vj > cij. 
Таким образом, минимальные затраты на перевозку товаров со 

складов в магазины составят 
110 ∙ 20 + 7 ∙ 40 + 16 ∙ 160 + 15 ∙ 12 + 16 ∙ 220 + 20 ∙ 10 + 8 ∙ 220 = 
= 12320 ден. ед. 

Реализация оптимального плана предполагает поставку с первого 
склада А1 110 т товара в магазин В1 и 220 т товара в магазин В4; со 
второго склада А2 160 т в магазин В2, 120 т в магазин В3 и 10 т в магазин 
В4; из третьего склада А3 40 т в магазин В1 и 220 т в магазин В5. 

Сравнивая полученные результаты вычислений, можно отме-
тить, что перевозка грузов по оптимальному плану выгоднее на 13540 – 
12320 = 1220 ден. ед. 

 
Задача 1.2 
Из четырех складов, на которых хранится продукция в объеме 80, 

70, 40 и 60 упаковок соответственно, требуется доставить продукцию в 
шесть магазинов в количестве 10, 20, 30, 40, 50, 60 упаковок. Стоимость 
перевозки одной упаковки продукции со складов задана матрицей С. 
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С . 

Решить транспортную задачу методом северо-западного угла. 
Проверить оптимальность плана с применением метода потенциалов. 

Решение 
На предварительном этапе необходимо определить принадлеж-

ность задачи к открытому или закрытому типу. Для этого проверим равен-
ство запасов и потребностей. Запасы составляют 80 + 70 + 40 + 60 = 250 
упаковок, потребности в продукции составляют 10 + 20 + 30 + 40 + 50 + 
+ 60 = 210 упаковок. 

pustovoitova
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убрать точку
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Таким образом, можно сделать вывод о том, что представленная 
транспортная задача является открытой, требуется введение фиктив-
ных переменных. Введем магазин В7 с фиктивной потребностью в 
250 – 210 = 40 упаковок. Тарифы перевозки единицы груза к нему пред-
полагаются нулевыми. 

Таким образом, распределительная таблица примет вид:  
 В1 В2 В3 В4 В5 В6 В7 Запасы 
А1 3 20 15 22 4 3 0 80 
А2 6 12 11 12 3 2 0 70 
А3 9 11 6 17 6 6 0 40 
А4 5 17 8 4 1 7 0 60 
Потребности 10 20 30 40 50 60 40  

 
Согласно условиям построение опорного плана должно осу-

ществляться методом северо-западного угла, т. е. заполнение должно 
начинаться с левого верхнего угла (ячейка c11). 

 Для этого элемента запасы равны 80, потребности 10. Вычитаем 
наименьшее число (10). 

x11 = min(80, 10) = 10. 
Таким образом, 

 В1 В2 В3 В4 В5 В6 В7 Запасы 
А1 3 [10] 20 15 22 4 3 0 80 – 10 = 70 
А2 6 12 11 12 3 2 0 70 
А3 9 11 6 17 6 6 0 40 
А4 5 17 8 4 1 7 0 60 
Потребности 10 – 10 = 0 20 30 40 50 60 40  

 
На следующем этапе искомый элемент с12 = 20.  Для этого эле-

мента запасы равны 70, потребности 20. Вычитаем наименьшее 
число (20). 

X12 = min(20, 70) = 20. 
Таким образом, 

 В1 В2 В3 В4 В5 В6 В7 Запасы 
А1 3 [10] 20 [20] 15 22 4 3 0 70 – 20 = 50 
А2 X 12 11 12 3 2 0 70 
А3 X 11 6 17 6 6 0 40 
А4 X 17 8 4 1 7 0 60 
Потребности 0 20 – 20 = 0 30 40 50 60 40  
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На следующем этапе искомый элемент с13 = 15.  Для этого элемента 
запасы равны 50, потребности 30. Вычитаем наименьшее число (30). 

X13 = min(50, 30) = 30. 
Таким образом, 

 В1 В2 В3 В4 В5 В6 В7 Запасы 
А1 3 [10] 20 [20] 15 [30] 22 4 3 0 50 – 30 = 20 
А2 X X 11 12 3 2 0 70 
А3 X X 6 17 6 6 0 40 
А4 X X 8 4 1 7 0 60 
Потребности 0 0 30 – 30 = 0 40 50 60 40  

 
На следующем этапе искомый элемент с14 = 22.  Для этого элемента 

запасы равны 20, потребности 40. Вычитаем наименьшее число (20). 
X14 = min(40, 20) = 20. 
 
Таким образом, 

 В1 В2 В3 В4 В5 В6 В7 Запасы 
А1 3 

[10] 
20 
[20] 

15 [30] 22 [20] 4 3 0 20 – 20 = 0 

А2 X X X 12 3 2 0 70 
А3 X X X 17 6 6 0 40 
А4 X X X 4 1 7 0 60 
Потребности 0 0 0 40 – 20 = 20 50 60 40  

 
На следующем этапе искомый элемент с24 = 12.  Для этого элемента 

запасы равны 70, потребности 20. Вычитаем наименьшее число (20). 
X24 = min(70, 20) = 20. 
Таким образом, 

 В1 В2 В3 В4 В5 В6 В7 Запасы 
А1 3 [10] 20 [20] 15 [30] 22 [20] X X X 0 
А2 X X X 12 [20] 3 2 0 70 – 20 = 50 
А3 X X X 17 6 6 0 40 
А4 X X X 4 1 7 0 60 
Потребности 0 0 0 20 – 20 = 0 50 60 40  

 
На следующем этапе искомый элемент с25 = 3. Для этого эле-

мента запасы равны 50, потребности 50. 
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Таким образом, 
 В1 В2 В3 В4 В5 В6 В7 Запасы 
А1 3 [10] 20 [20] 15 [30] 22 [20] X X X 0 
А2 X X X 12 [20] 3 [50] 2 0 50 – 50 = 0 
А3 X X X X 6 6 0 40 
А4 X X X X 1 7 0 60 
Потребности 0 0 0 0 50 – 50 = 0 60 40  

 
На следующем этапе искомый элемент с36 = 6.  Для этого элемента 

запасы равны 40, потребности 60. Вычитаем наименьшее число (40). 
X36 = min(40, 60) = 40. 
Таким образом, 

 В1 В2 В3 В4 В5 В6 В7 Запасы 
А1 3 

[10] 
20 
[20] 

15 [30] 22 [20] X X X 0 

А2 X X X 12 [20] 3 [50] X X 0 
А3 X X X X X 6 [40] 0 40 – 40 = 0 
А4 X X X X X 7 0 60 
Потребности 0 0 0 0 0 60 – 40 = 20 40  

 
На следующем этапе искомый элемент с46 = 7.  Для этого элемента 

запасы равны 60, потребности 20. Вычитаем наименьшее число (20). 
X46 = min(60, 20) = 20. 
Таким образом, 

 В1 В2 В3 В4 В5 В6 В7 Запасы 
А1 3 [10] 20 [20] 15 [30] 22 [20] X X X 0 
А2 X X X 12 [20] 3 [50] X X 0 
А3 X X X X X 6 [40] X 0 
А4 X X X X X 7 [20] 0 60 – 20 =  40 
Потреб-
ности 

0 0 0 0 0 20 – 20 = 0 40  

 
На следующем этапе искомый элемент с47 = 0.  Для этого эле-

мента запасы равны 40, потребности 40. 
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Таким образом, 
 В1 В2 В3 В4 В5 В6 В7 Запасы 
А1 3 [10] 20 [20] 15 [30] 22 [20] X X X 0 
А2 X X X 12 [20] 3 [50] X X 0 
А3 X X X X X 6 [40] X 0 
А4 X X X X X 7 [20] 0 [40] 40 – 40 = 0 
Потреб-
ности 

0 0 0 0 0 0 40 – 40 = 0  

 
Полученный план является допустимым, поскольку удовлетво-

ряет исходным ограничениям задачи. 
Для данного опорного плана значение целевой функции соста-

вит: 3 ∙ 10 + 20 ∙ 20 + 15 ∙ 30 + 22 ∙ 20 + 12 ∙ 20 + 3 ∙ 50 + 6 ∙ 40 + 7 ∙ 20 + 
+ 0 ∙ 40 = 2090 ден. ед. 

 
Для проверки оптимальности полученного решения воспользу-

емся методом потенциалов, предполагая, что u1 = 0, ui + vj = cij. 
В таком случае: 
u1 + v1 = 3; 0 + v1 = 3; v1 = 3 
u1 + v2 = 20; 0 + v2 = 20; v2 = 20 
u1 + v3 = 15; 0 + v3 = 15; v3 = 15 
u1 + v4 = 22; 0 + v4 = 22; v4 = 22 
u2 + v4 = 12; 22 + u2 = 12; u2 = –10 
u2 + v5 = 3; -10 + v5 = 3; v5 = 13 
 
Получаем ситуацию, при которой для оставшихся занятых кле-

ток неизвестно ни одного из потенциалов. Для решения проблемы вы-
рожденности внесем нулевую поставку для того, чтобы клетка счита-
лась условно занятой. 

Для потенциала u3 нулевую поставку можно разместить в сле-
дующих клетках: 

(3; 1), v1 = 3 
(3; 2), v2 = 20 
(3; 3), v3 = 15 
(3; 4), v4 = 22 
(3; 5), v5 = 13 

pustovoitova
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Для потенциала u4 нулевую поставку можно разместить в следу-
ющих клетках:  

(4; 1), v1 = 3 
(4; 2), v2 = 20 
(4; 3), v3 = 15 
(4; 4), v4 = 22 
(4; 5), v5 = 13 
Для потенциала v6 нулевую поставку можно разместить в следу-

ющих клетках:  
(1; 6), u1 = 0 
(2; 6), u2 = –10 
Для потенциала v7 нулевую поставку можно разместить в следу-

ющих клетках:  
(1; 7), u1 = 0 
(2; 7), u2 = –10 
 
Наименьший тариф среди занятых клеток c27 . Таким образом, 

нулевая поставка размещается в данной клетке, и она считается 
условно занятой. 

u2 + v7 = 0; –10 + v7 = 0; v7 = 10. 
 
Ранее поставленный псевдоноль из ячейки (1; 5) убираем. 
u4 + v7 = 0; 10 + u4 = 0; u4 = –10 
u4 + v6 = 7; –10 + v6 = 7; v6 = 17 
u3 + v6 = 6; 17 + u3 = 6; u3 = –11 
 
То есть: 

 v1 = 3 v2 = 20 v3 = 15 v4 = 22 v5 = 13 v6 = 17 v7 = 10 
u1 = 0 3 [10] 20 [20] 15 [30] 22 [20] 4 3 0 
u2 = –10 6 12 11 12 [20] 3 [50] 2 0 [0] 
u3 = –11 9 11 6 17 6 6 [40] 0 
u4 = –10 5 17 8 4 1 7 [20] 0 [40] 

 
Найденный план неоптимален, поскольку имеют место такие 

оценки свободных клеток, для которых ui + vj > cij. 
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 v1 = 3 v2 = 20 v3 = 15 v4 = 22 v5 = 13 v6 = 17 v7 = 10 
u1 = 0 3 [10] 20 [20] 15 [30] 22 [20] 4 3 0 
u2 = –10 6 12 11 12 [20] 3 [50] 2 0 [0] 
u3 = –11 9 11 6 17 6 6[40] 0 
u4 = –10 5 17 8 4 1 7 [20] 0 [40] 

 
Оценки данных клеток: 
(1; 5): 0 + 13 > 4; ∆15 = 0 + 13 – 4 = 9 > 0 
(1; 6): 0 + 17 > 3; ∆16 = 0 + 17 – 3 = 14 > 0 
(1; 7): 0 + 10 > 0; ∆17 = 0 + 10 – 0 = 10 > 0 
(2; 6): –10 + 17 > 2; ∆26 = –10 + 17 – 2 = 5 > 0 
(4; 4): –10 + 22 > 4; ∆44 = –10 + 22 – 4 = 8 > 0 
(4; 5): –10 + 13 > 1; ∆45 = –10 + 13 – 1 = 2 > 0 
 
Выбираем максимальную оценку среди найденных (т. е. 14). 

В перспективную клетку (1; 6) ставится знак «+», а в остальных верши-
нах многоугольника – чередующиеся знаки « – », « + », « – ». 

 
 В1 В2 В3 В4 В5 B6 B7 Запасы 
A1 3 [10] 20 [20] 15 [30] 22 [20] [–] 4 3 [+] 0 80 
A2 6 12 11 12 [20] [+] 3 

[50] 
2 0 [0] 

[–] 
70 

A3 9 11 6 17 6 6[40] 0 40 
A4 5 17 8 4 1 7 [20] [–] 0 [40] 

[+] 
60 

Потреб-
ности 

10 20 30 40 50 60 40  

 
Из грузов хij, стоящих в минусовых клетках, выбирается 

наименьшее число (т. е. 0), таким образом, опорный план не меняется: 
 

 В1 В2 В3 В4 В5 B6 B7 Запасы 
A1 3 [10] 20 [20] 15 [30] 22 [20]  4 3 0 80 
A2 6 12 11 12 [20]  3 [50] 2 0 [0] 70 
A3 9 11 6 17 6 6[40] 0 40 
A4 5 17 8 4 1 7 [20] 0 [40] 60 
Потребности 10 20 30 40 50 60 40  
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Для проверки оптимальности полученного решения воспользу-
емся методом потенциалов, предполагая, что u1 = 0, ui + vj = cij. 

В таком случае: 
u1 + v1 = 3; 0 + v1 = 3; v1 = 3 
u1 + v2 = 20; 0 + v2 = 20; v2 = 20 
u1 + v3 = 15; 0 + v3 = 15; v3 = 15 
u1 + v4 = 22; 0 + v4 = 22; v4 = 22 
u2 + v4 = 12; 22 + u2 = 12; u2 = –10 
u2 + v5 = 3; –10 + v5 = 3; v5 = 13 
u1 + v6 = 3; 0 + v6 = 3; v6 = 3 
u3 + v6 = 6; 3 + u3 = 6; u3 = 3 
u4 + v6 = 7; 3 + u4 = 7; u4 = 4 
u4 + v7 = 0; 4 + v7 = 0; v7 = –4 
 
То есть: 

 v1 = 3 v2 = 20 v3 = 15 v4 = 22 v5 = 13 v6 = 3 v7 = –4 
u1 = 0 3 [10] 20 [20] 15 [30] 22 [20] 4 3 0 
u2 = –10 6 12 11 12 [20] 3 [50] 2 0 [0] 
u3 = 3 9 11 6 17 6 6 [40] 0 
u4 = 4 5 17 8 4 1 7 [20] 0 [40] 

 
Найденный план неоптимален, поскольку имеют место такие 

оценки свободных клеток, для которых ui + vj > cij. 
 v1 = 3 v2 = 20 v3 = 15 v4 = 22 v5 = 13 v6 = 3 v7 = –4 
u1 = 0 3 [10] 20 [20] 15 [30] 22 [20] 4 3 0 
u2 = –10 6 12 11 12 [20] 3 [50] 2 0 [0] 
u3 = 3 9 11 6 17 6 6[40] 0 
u4 = 4 5 17 8 4 1 7 [20] 0 [40] 

 
Оценки данных клеток: 
(1; 5): 0 + 13 > 4; ∆15 = 0 + 13 – 4 = 9 > 0 
(3; 2): 3 + 20 > 11; ∆32 = 3 + 20 – 11 = 12 > 0 
(3; 3): 3 + 15 > 6; ∆33 = 3 + 15 – 6 = 12 > 0 
(3; 4): 3 + 22 > 17; ∆34 = 3 + 22 – 17 = 8 > 0 
(3; 5): 3 + 13 > 6; ∆35 = 3 + 13 – 6 = 10 > 0 
(4; 1): 4 + 3 > 5; ∆41 = 4 + 3 – 5 = 2 > 0 
(4; 2): 4 + 20 > 17; ∆42 = 4 + 20 – 17 = 7 > 0 
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(4; 3): 4 + 15 > 8; ∆43 = 4 + 15 – 8 = 11 > 0 
(4; 4): 4 + 22 > 4; ∆44 = 4 + 22 – 4 = 22 > 0 
(4; 5): 4 + 13 > 1; ∆45 = 4 + 13 – 1 = 16 > 0 
 
Выбираем максимальную оценку среди найденных (т. е. 22). 
В перспективную клетку (4; 4) ставится знак « + », а в остальных 

вершинах прямоугольника – чередующиеся знаки « – », « + », « – ». 
 

 В1 В2 В3 В4 В5 B6 B7 Запасы 
A1 3 [10] 20 [20] 15 

[30] 
22 [20] 
[–] 

4 3 [0] [+] 0 80 

A2 6 12 11 12 [20] 3 [50] 2 0 70 
A3 9 11 6 17 6 6 [40] 0 40 
A4 5 17 8 4 [+] 1 7 [20] [–] 0 [40] 60 
Потребно-
сти 

10 20 30 40 50 60 40  

 
Из грузов хij, стоящих в минусовых клетках, выбирается 

наименьшее число (т. е. 20), а затем данное число прибавляется к зна-
чениям в плюсовых клетках и вычитается из минусовых клеток. 

То есть новый опорный план примет вид: 
 В1 В2 В3 В4 В5 B6 B7 Запасы 
A1 3 [10] 20 [20] 15 [30] 22 4 3 [20] 0 80 
A2 6 12 11 12 [20] 3 [50] 2 0 70 
A3 9 11 6 17 6 6 [40] 0 40 
A4 5 17 8 4 [20] 1 7  0 

[40] 
60 

Потребности 10 20 30 40 50 60 40  
 
Для проверки оптимальности полученного решения воспользу-

емся методом потенциалов, предполагая, что u1 = 0, ui + vj = cij. 
В таком случае: 
u1 + v1 = 3; 0 + v1 = 3; v1 = 3 
u1 + v2 = 20; 0 + v2 = 20; v2 = 20 
u1 + v3 = 15; 0 + v3 = 15; v3 = 15 
u1 + v4 = 22; 0 + v4 = 22; v4 = 22 
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u2 + v4 = 12; 22 + u2 = 12; u2 = –10 
u2 + v5 = 3; -10 + v5 = 3; v5 = 13 
u4 + v4 = 4; 22 + u4 = 4; u4 = –18 
u4 + v7 = 0; –18 + v7 = 0; v7 = 18 
u1 + v6 = 3; 0 + v6 = 3; v6 = 3 
u3 + v6 = 6; 3 + u3 = 6; u3 = 3 
 
То есть: 

 v1 = 3 v2 = 20 v3 = 15 v4 = 22 v5 = 13 v6 = 3 v7 = 18 
u1 = 0 3 [10] 20 [20] 15 [30] 22 [0] 4 3 [20] 0 
u2 = –10 6 12 11 12 [20] 3 [50] 2 0 
u3 = 3 9 11 6 17 6 6 [40] 0 
u4 = 18 5 17 8 4 [20] 1 7  0 [40] 

 
Найденный план неоптимален, поскольку имеют место такие 

оценки свободных клеток, для которых ui + vj > cij. 
 v1 = 3 v2 = 20 v3 = 15 v4 = 22 v5 = 13 v6 = 3 v7 = 18 
u1 = 0 3 [10] 20 [20] 15 [30] 22 [0] 4 3 [20] 0 
u2 = –10 6 12 11 12 [20] 3 [50] 2 0 
u3 = 3 9 11 6 17 6 6[40] 0 
u4 = 18 5 17 8 4 [20] 1 7  0 [40] 

 
Оценки данных клеток: 
(1; 5): 0 + 13 > 4; ∆15 = 0 + 13 – 4 = 9 > 0 
(1; 7): 0 + 18 > 0; ∆17 = 0 + 18 – 0 = 18 > 0 
(2; 7): –10 + 18 > 0; ∆27 = –10 + 18 – 0 = 8 > 0 
(3; 2): 3 + 20 > 11; ∆32 = 3 + 20 – 11 = 12 > 0 
(3; 3): 3 + 15 > 6; ∆33 = 3 + 15 – 6 = 12 > 0 
(3; 4): 3 + 22 > 17; ∆34 = 3 + 22 – 17 = 8 > 0 
(3; 5): 3 + 13 > 6; ∆35 = 3 + 13 – 6 = 10 > 0 
(3; 7): 3 + 18 > 0; ∆37 = 3 + 18 – 0 = 21 > 0 
 
Выбираем максимальную оценку среди найденных (т. е. 21). 
В перспективную клетку (3; 7) ставится знак « + », а в остальных 

вершинах многоугольника – чередующиеся знаки « – », « + », « – ». 

pustovoitova
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 В1 В2 В3 В4 В5 B6 B7 Запасы 
A1 3 [10] 20 [20] 15 [30] 22 [0] 

[–] 
4 3 [20] 

[+] 
0 80 

A2 6 12 11 12 
[20] 

3 
[50] 

2 0 70 

A3 9 11 6 17 6 6[40] 
[–] 

0 [+] 40 

A4 5 17 8 4 [20] 
[+] 

1 7 0 [40] 
[–] 

60 

Потребности 10 20 30 40 50 60 40  
 
Из грузов хij, стоящих в минусовых клетках, выбирается 

наименьшее число (т. е. 0). 
Таким образом, новый опорный план примет вид: 

 В1 В2 В3 В4 В5 B6 B7 Запасы 
A1 3 [10] 20 [20] 15 [30] 22 4 3 [20]  0 80 
A2 6 12 11 12 [20] 3 [50] 2 0 70 
A3 9 11 6 17 6 6[40]  0 [0] 40 
A4 5 17 8 4 [20]  1 7 0 [40] 60 
Потребности 10 20 30 40 50 60 40  

 
Для проверки оптимальности полученного решения воспользу-

емся методом потенциалов, предполагая, что u1 = 0, ui + vj = cij. 
В таком случае: 
u1 + v1 = 3; 0 + v1 = 3; v1 = 3 
u1 + v2 = 20; 0 + v2 = 20; v2 = 20 
u1 + v3 = 15; 0 + v3 = 15; v3 = 15 
u1 + v6 = 3; 0 + v6 = 3; v6 = 3 
u3 + v6 = 6; 3 + u3 = 6; u3 = 3 
u3 + v7 = 0; 3 + v7 = 0; v7 = –3 
u4 + v7 = 0; -3 + u4 = 0; u4 = 3 
u4 + v4 = 4; 3 + v4 = 4; v4 = 1 
u2 + v4 = 12; 1 + u2 = 12; u2 = 11 
u2 + v5 = 3; 11 + v5 = 3; v5 = –8 
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То есть: 
 v1 = 3 v2 = 20 v3 = 15 v4 = 1 v5 = –8 v6 = 3 v7 = –3 
u1 = 0 3 [10] 20 [20] 15 [30] 22 4 3 [20]  0 
u2 = –11 6 12 11 12 [20] 3 [50] 2 0 
u3 = 3 9 11 6 17 6 6 [40]  0 [0] 
u4 = 3 5 17 8 4 [20]  1 7 0 [40] 

 
Найденный план неоптимален, поскольку имеют место такие 

оценки свободных клеток, для которых ui + vj > cij. 
 v1 = 3 v2 = 20 v3 = 15 v4 = 1 v5 = –8 v6 = 3 v7 = –3 
u1 = 0 3 [10] 20 [20] 15 [30] 22 4 3 [20]  0 
u2 = –11 6 12 11 12 [20] 3 [50] 2 0 
u3 = 3 9 11 6 17 6 6 [40]  0 [0] 
u4 = 3 5 17 8 4 [20]  1 7 0 [40] 

Оценки данных клеток: 
(2; 1): 11 + 3 > 6; ∆21 = 11 + 3 – 6 = 8 > 0 
(2; 2): 11 + 20 > 12; ∆22 = 11 + 20 – 12 = 19 > 0 
(2; 3): 11 + 15 > 11; ∆23 = 11 + 15 – 11 = 15 > 0 
(2; 6): 11 + 3 > 2; ∆26 = 11 + 3 – 2 = 12 > 0 
(2; 7): 11 –3 > 0; ∆27 = 11 – 3 – 0 = 8 > 0 
(3; 2): 3 + 20 > 11; ∆32 = 3 + 20 – 11 = 12 > 0 
(3; 3): 3 + 15 > 6; ∆33 = 3 + 15 – 6 = 12 > 0 
(4; 1): 3 + 3 > 5; ∆41 = 3 + 3 – 5 = 1 > 0 
(4;2): 3 + 20 > 17; ∆42 = 3 + 20 – 17 = 6 > 0 
(4; 3): 3 + 15 > 8; ∆43 = 3 + 15 – 8 = 10 > 0 
 
Выбираем максимальную оценку среди найденных (т. е. 19). 

В перспективную клетку (2; 2) ставится знак «+», а в остальных верши-
нах многоугольника – чередующиеся знаки « – », « + », « – ». 
 В1 В2 В3 В4 В5 B6 B7 Запасы 
A1 3 [10] 20 [20] 

[–] 
15 [30] 22 4 3 [20] 

[+] 
0 80 

A2 6 12 [+] 11 12 [20] [–] 3 [50] 2 0 70 
A3 9 11 6 17 6 6[40] 

[–] 
0 [0] [+] 40 

A4 5 17 8 4 [20] [+]  1 7 0 [40] [–] 60 
Потреб-
ности 

10 20 30 40 50 60 40  

pustovoitova
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Из грузов хij, стоящих в минусовых клетках, выбирается 
наименьшее число (т. е. 20), а затем данное число прибавляется к зна-
чениям в плюсовых клетках и вычитается из минусовых клеток, т. е. 
новый опорный план примет вид: 
 В1 В2 В3 В4 В5 B6 B7 Запасы 
A1 3 [10] 20 [0]  15 [30] 22 4 3 [40]   0 80 
A2 6 12 [20] 11 12 [0]  3 [50] 2 0 70 
A3 9 11 6 17 6 6[20]   0 [20]  40 
A4 5 17 8 4 [40]  1 7 0 [20]  60 
Потребности 10 20 30 40 50 60 40  

 
Для проверки оптимальности полученного решения воспользу-

емся методом потенциалов, предполагая, что u1 = 0, ui + vj = cij. 
В таком случае: 
u1 + v1 = 3; 0 + v1 = 3; v1 = 3 
u1 + v2 = 20; 0 + v2 = 20; v2 = 20 
u2 + v2 = 12; 20 + u2 = 12; u2 = –8 
u2 + v5 = 3; –8 + v5 = 3; v5 = 11 
u1 + v3 = 15; 0 + v3 = 15; v3 = 15 
u1 + v6 = 3; 0 + v6 = 3; v6 = 3 
u3 + v6 = 6; 3 + u3 = 6; u3 = 3 
u3 + v7 = 0; 3 + v7 = 0; v7 = –3 
u4 + v7 = 0; –3 + u4 = 0; u4 = 3 
u4 + v4 = 4; 3 + v4 = 4; v4 = 1 
 
То есть: 

 v1 = 3 v2 = 20 v3 = 15 v4 = 1 v5 = –11 v6 = 3 v7 = –3 
u1 = 0 3 [10] 20 [0]  15 [30] 22 4 3 [40]   0 
u2 = –8 6 12 [20] 11 12 [0]  3 [50] 2 0 
u3 = 3 9 11 6 17 6 6 [20] 0 [20]  
u4 = 3 5 17 8 4 [40]  1 7 0 [20]  

 
Найденный план неоптимален, поскольку имеют место такие 

оценки свободных клеток, для которых ui + vj > cij. 
 v1 = 3 v2 = 20 v3 = 15 v4 = 1 v5 = –11 v6 = 3 v7 = –3 
u1 = 0 3 [10] 20 [0]  15 [30] 22 4 3 [40]   0 
u2= –8 6 12 [20] 11 12 [0]  3 [50] 2 0 
u3 = 3 9 11 6 17 6 6[20]   0 [20]  
u4 = 3 5 17 8 4 [40]  1 7 0 [20]  
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Оценки данных клеток: 
(1; 5): 0 + 11 > 4; ∆15 = 0 + 11 – 4 = 7 > 0 
(3; 2): 3 + 20 > 11; ∆32 = 3 + 20 – 11 = 12 > 0 
(3; 3): 3 + 15 > 6; ∆33 = 3 + 15 – 6 = 12 > 0 
(3; 5): 3 + 11 > 6; ∆35 = 3 + 11 – 6 = 8 > 0 
(4; 1): 3 + 3 > 5; ∆41 = 3 + 3 – 5 = 1 > 0 
(4; 2): 3 + 20 > 17; ∆42 = 3 + 20 – 17 = 6 > 0 
(4; 3): 3 + 15 > 8; ∆43 = 3 + 15 – 8 = 10 > 0 
(4; 5): 3 + 11 > 1; ∆45 = 3 + 11 – 1 = 13 > 0 
 
Выбираем максимальную оценку среди найденных (т. е. 13). 

В перспективную клетку (4; 5) ставится знак «+», а в остальных верши-
нах многоугольника – чередующиеся знаки « – », « + », « – ». 

 
 В1 В2 В3 В4 В5 B6 B7 Запасы 
A1 3 [10] 20 [0]  

[–] 
15 
[30] 

22 4 3 [40] 
[+]   

0 80 

A2 6 12 
[20] 
[+] 

11 12 [0]  3 [50] 
[–] 

2 0 70 

A3 9 11 6 17 6 6[20] [–]   0 [20] [+] 40 
A4 5 17 8 4 [40]  1 [+] 7 0 [20] [–] 60 
Потребности 10 20 30 40 50 60 40  

 
Из грузов хij, стоящих в минусовых клетках, выбирается 

наименьшее число (т. е. 0), т. е. новый опорный план примет вид: 
 В1 В2 В3 В4 В5 B6 B7 Запасы 
A1 3 [10] 20 [0]  15 [30] 22 4 3 [40]  0 80 
A2 6 12 

[20] 
11 12 [0]  3 [50]  2 0 70 

A3 9 11 6 17 6 6[20]  0 [20]  40 
A4 5 17 8 4 [40]  1  7 0 [20]   60 
Потребности 10 20 30 40 50 60 40  

 
Для проверки оптимальности полученного решения воспользу-

емся методом потенциалов, предполагая, что u1 = 0, ui + vj = cij. 
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В таком случае: 
u1 + v1 = 3; 0 + v1 = 3; v1 = 3 
u1 + v3 = 15; 0 + v3 = 15; v3 = 15 
u1 + v6 = 3; 0 + v6 = 3; v6 = 3 
u3 + v6 = 6; 3 + u3 = 6; u3 = 3 
u3 + v7 = 0; 3 + v7 = 0; v7 = –3 
u4 + v7 = 0; –3 + u4 = 0; u4 = 3 
u4 + v4 = 4; 3 + v4 = 4; v4 = 1 
u4 + v5 = 1; 3 + v5 = 1; v5 = –2 
u2 + v5 = 3; –2 + u2 = 3; u2 = 5 
u2 + v2 = 12; 5 + v2 = 12; v2 = 7 
 
То есть: 

 v1 = 3 v2 = 7 v3 = 15 v4 = 1 v5 = –2 v6 = 3 v7 = –3 
u1 = 0 3 [10] 20 [0]  15 [30] 22 4 3 [40]  0 
u2 = 5 6 12 [20] 11 12 [0]  3 [50]  2 0 
u3 = 3 9 11 6 17 6 6[20]  0 [20]  
u4 = 3 5 17 8 4 [40]  1  7 0 [20]   

 
Найденный план неоптимален, поскольку имеют место такие 

оценки свободных клеток, для которых ui + vj > cij. 
 v1 = 3 v2 = 7 v3 = 15 v4 = 1 v5 = –2 v6 = 3 v7 = –3 
u1 = 0 3 [10] 20 [0]  15 [30] 22 4 3 [40]  0 
u2 = 5 6 12 [20] 11 12 [0]  3 [50]  2 0 
u3 = 3 9 11 6 17 6 6[20]  0 [20]  
u4 = 3 5 17 8 4 [40]  1  7 0 [20]   

 
Оценки данных клеток: 
(2; 1): 5 + 3 > 6; ∆21 = 5 + 3 – 6 = 2 > 0 
(2; 3): 5 + 15 > 11; ∆23 = 5 + 15 – 11 = 9 > 0 
(2; 6): 5 + 3 > 2; ∆26 = 5 + 3 – 2 = 6 > 0 
(2; 7): 5 – 3 > 0; ∆27 = 5 –3 – 0 = 2 > 0 
(3; 3): 3 + 15 > 6; ∆33 = 3 + 15 - 6 = 12 > 0 
(4; 1): 3 + 3 > 5; ∆41 = 3 + 3 – 5 = 1 > 0 
(4; 3): 3 + 15 > 8; ∆43 = 3 + 15 – 8 = 10 > 0 
Выбираем максимальную оценку среди найденных (т. е. 12). 

pustovoitova
Комментарий текста
минус
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В перспективную клетку (3; 3) ставится знак «+», а в остальных 
вершинах многоугольника – чередующиеся знаки « – », « + », « – ». 
 В1 В2 В3 В4 В5 B6 B7 Запасы 
A1 3 [10] 20 [0]  15 [30] 

[–] 
22 4 3 [40] [+]  0 80 

A2 6 12 
[20] 

11 12 [0]  3 [50]  2 0 70 

A3 9 11 6 [+] 17 6 6[20] [–] 0 [20]  40 
A4 5 17 8 4 [40]  1  7 0 [20]   60 
Потребности 10 20 30 40 50 60 40  

 
Из грузов хij, стоящих в минусовых клетках, выбирается 

наименьшее число (т. е. 20), а затем данное число прибавляется к зна-
чениям в плюсовых клетках и вычитается из минусовых клеток, т. е. 
новый опорный план примет вид: 
 В1 В2 В3 В4 В5 B6 B7 Запасы 
A1 3 [10] 20 [0]  15 [10]  22 4 3 [60]   0 80 
A2 6 12 [20] 11 12 [0]  3 [50]  2 0 70 
A3 9 11 6 [20] 17 6 6 0 [20]  40 
A4 5 17 8 4 [40]  1  7 0 [20]   60 
Потребности 10 20 30 40 50 60 40  

 
Для проверки оптимальности полученного решения воспользу-

емся методом потенциалов, предполагая, что u1 = 0, ui + vj = cij. 
 
В таком случае: 
u1 + v1 = 3; 0 + v1 = 3; v1 = 3 
u1 + v3 = 15; 0 + v3 = 15; v3 = 15 
u3 + v3 = 6; 15 + u3 = 6; u3 = –9 
u3 + v7 = 0; –9 + v7 = 0; v7 = 9 
u4 + v7 = 0; 9 + u4 = 0; u4 = –9 
u4 + v4 = 4; –9 + v4 = 4; v4 = 13 
u4 + v5 = 1; –9 + v5 = 1; v5 = 10 
u2 + v5 = 3; 10 + u2 = 3; u2 = –7 
u2 + v2 = 12; –7 + v2 = 12; v2 = 19 
u1 + v6 = 3; 0 + v6 = 3; v6 = 3 
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То есть: 
 v1 = 3 v2 = 19 v3 = 15 v4 = 13 v5 = 10 v6 = 3 v7 = 9 
u1 = 0 3 [10] 20 [0]  15 [10]  22 4 3 [60]   0 
u2 = –7 6 12 [20] 11 12 [0]  3 [50]  2 0 
u3 = –9 9 11 6 [20] 17 6 6 0 [20]  
u4 = –9 5 17 8 4 [40]  1  7 0 [20]   

 
Найденный план неоптимален, поскольку имеют место такие 

оценки свободных клеток, для которых ui + vj > cij. 
 v1 = 3 v2 = 19 v3 = 15 v4 = 13 v5 = 10 v6 = 3 v7 = 9 
u1 = 0 3 [10] 20 [0]  15 [10]  22 4 3 [60]   0 
u2 = –7 6 12 [20] 11 12 [0]  3 [50]  2 0 
u3 = –9 9 11 6 [20] 17 6 6 0 [20]  
u4 = –9 5 17 8 4 [40]  1  7 0 [20]   

 

Оценки данных клеток: 
(1; 5): 0 + 10 > 4; ∆15 = 0 + 10 – 4 = 6 > 0 
(1; 7): 0 + 9 > 0; ∆17 = 0 + 9 – 0 = 9 > 0 
(2; 7): –7 + 9 > 0; ∆27 = –7 + 9 – 0 = 2 > 0 
 
Выбираем максимальную оценку среди найденных (т. е. 9). 

В перспективную клетку (1; 7) ставится знак «+», а в остальных верши-
нах многоугольника – чередующиеся знаки « – », « + », « – ». 
 В1 В2 В3 В4 В5 B6 B7 Запасы 
A1 3 [10] 20 [0]  15 [10]  

[–] 
22 4 3 [60]   0 [+] 80 

A2 6 12 [20] 11 12 [0]  3 [50]  2 0 70 
A3 9 11 6 [20] 

[+] 
17 6 6 0 [20] 

[–] 
40 

A4 5 17 8 4 [40]  1  7 0 [20]   60 
Потребности 10 20 30 40 50 60 40  

 
Из грузов хij, стоящих в минусовых клетках, выбирается 

наименьшее число (т. е. 10), а затем данное число прибавляется к зна-
чениям в плюсовых клетках и вычитается из минусовых клеток, т. е. 
новый опорный план примет вид: 
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 В1 В2 В3 В4 В5 B6 B7 Запасы 
A1 3 [10] 20 [0]  15  22 4 3 [60]   0 [10] 80 
A2 6 12 [20] 11 12 [0]  3 [50]  2 0 70 
A3 9 11 6 [30] 17 6 6 0 [10]  40 
A4 5 17 8 4 [40]  1  7 0 [20]   60 
Потребности 10 20 30 40 50 60 40  

 
Для проверки оптимальности полученного решения воспользу-

емся методом потенциалов, предполагая, что u1 = 0, ui + vj = cij. 
В таком случае: 
u1 + v1 = 3; 0 + v1 = 3; v1 = 3 
u1 + v6 = 3; 0 + v6 = 3; v6 = 3 
u1 + v7 = 0; 0 + v7 = 0; v7 = 0 
u3 + v7 = 0; 0 + u3 = 0; u3 = 0 
u3 + v3 = 6; 0 + v3 = 6; v3 = 6 
u4 + v7 = 0; 0 + u4 = 0; u4 = 0 
u4 + v4 = 4; 0 + v4 = 4; v4 = 4 
u4 + v5 = 1; 0 + v5 = 1; v5 = 1 
u2 + v5 = 3; 1 + u2 = 3; u2 = 2 
u2 + v2 = 12; 2 + v2 = 12; v2 = 10 
 
То есть: 

 v1 = 3 v2 = 10 v3 = 6 v4 = 4 v5 = 1 v6 = 3 v7 = 0 
u1 = 0 3 [10] 20 [0]  15  22 4 3 [60]   0 [10] 
u2 = 2 6 12 [20] 11 12 [0]  3 [50]  2 0 
u3 = 0 9 11 6 [30] 17 6 6 0 [10]  
u4 = 0 5 17 8 4 [40]  1  7 0 [20]   

 
Найденный план неоптимален, поскольку имеют место такие 

оценки свободных клеток, для которых ui + vj > cij. 
 v1 = 3 v2 = 10 v3 = 6 v4 = 4 v5 = 1 v6 = 3 v7 = 0 
u1 = 0 3 [10] 20 [0]  15  22 4 3 [60] 0 [10] 
u2 = 2 6 12 [20] 11 12 [0]  3 [50]  2 0 
u3 = 0 9 11 6 [30] 17 6 6 0 [10]  
u4 = 0 5 17 8 4 [40]  1  7 0 [20]   
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Оценки данных клеток: 
(2;6): 2 + 3 > 2; ∆26 = 2 + 3 – 2 = 3 > 0 
 (2;7): 2 + 0 > 0; ∆27 = 2 + 0 – 0 = 2 > 0 
 
Выбираем максимальную оценку среди найденных (т. е. 3). 

В перспективную клетку (2;6) ставится знак «+», а в остальных верши-
нах многоугольника – чередующиеся знаки « – », « + », « – ». 
 В1 В2 В3 В4 В5 B6 B7 Запасы 
A1 3 [10] 20 [0]  15  22 4 3 [60] 

[–]  
0 [10] 
[+] 

80 

A2 6 12 [20] 11 12 [0]  3 [50] 
[–] 

2 [+] 0 70 

A3 9 11 6 [30] 17 6 6 0 [10]  40 
A4 5 17 8 4 [40]  1 [+] 7 0 [20] 

[–]   
60 

Потребности 10 20 30 40 50 60 40  
 
Из грузов хij, стоящих в минусовых клетках, выбирается 

наименьшее число (т. е. 20), а затем данное число прибавляется к зна-
чениям в плюсовых клетках и вычитается из минусовых клеток, т. е. 
новый опорный план примет вид: 
 В1 В2 В3 В4 В5 B6 B7 Запасы 
A1 3 [10] 20 [0]  15  22 4 3 [40]  0 [30] 80 
A2 6 12 [20] 11 12 [0]  3 [30]   2 [20] 0 70 
A3 9 11 6 [30] 17 6 6 0 [10]  40 
A4 5 17 8 4 [40]  1 [20] 7 0  60 
Потребности 10 20 30 40 50 60 40  

 
Для проверки оптимальности полученного решения воспользу-

емся методом потенциалов, предполагая, что u1 = 0, ui + vj = cij. 
В таком случае: 
u1 + v1 = 3; 0 + v1 = 3; v1 = 3 
u1 + v6 = 3; 0 + v6 = 3; v6 = 3 
u2 + v6 = 2; 3 + u2 = 2; u2 = –1 
u2 + v2 = 12; –1 + v2 = 12; v2 = 13 
u2 + v5 = 3; –1 + v5 = 3; v5 = 4 
u4 + v5 = 1; 4 + u4 = 1; u4 = –3 
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u4 + v4 = 4; –3 + v4 = 4; v4 = 7 
u1 + v7 = 0; 0 + v7 = 0; v7 = 0 
u3 + v7 = 0; 0 + u3 = 0; u3 = 0 
u3 + v3 = 6; 0 + v3 = 6; v3 = 6 
 
То есть: 

 v1 = 3 v2 = 13 v3 = 6 v4 = 7 v5 = 4 v6 = 3 v7 = 0 
u1 = 0 3 [10] 20 [0]  15  22 4 3 [40]  0 [30] 
u2 = –1 6 12 [20] 11 12 [0]  3 [30]   2 [20] 0 
u3 = 0 9 11 6 [30] 17 6 6 0 [10]  
u4 = –3 5 17 8 4 [40]  1 [20] 7 0  

 
Найденный план неоптимален, поскольку имеет место такая 

оценка свободных клеток, для которой ui + vj > cij. 
 v1 = 3 v2 = 13 v3 = 6 v4 = 7 v5 = 4 v6 = 3 v7 = 0 
u1 = 0 3 [10] 20 [0]  15  22 4 3 [40]  0 [30] 
u2 = –1 6 12 [20] 11 12 [0]  3 [30] 2 [20] 0 
u3 = 0 9 11 6 [30] 17 6 6 0 [10]  
u4 = –3 5 17 8 4 [40]  1 [20] 7 0  

 

Оценка данной клетки: 
(3; 2): 0 + 13 > 11; ∆32 = 0 + 13 – 11 = 2 > 0. 
В перспективную клетку (3; 2) ставится знак « + », а в остальных 

вершинах многоугольника – чередующиеся знаки « – », « + », « – ». 
 

 В1 В2 В3 В4 В5 B6 B7 Запасы 
A1 3 [10] 20 [0]  15  22 4 3 [40]  0 [30] [+] 80 
A2 6 12 [20] [–] 11 12 [0]  3 [30]   2 [20] [+] 0 70 
A3 9 11 [+] 6 [30] 17 6 6 0 [10] [–] 40 
A4 5 17 8 4 [40]  1 [20] 7 0  60 
Потребности 10 20 30 40 50 60 40  

 
Из грузов хij, стоящих в минусовых клетках, выбирается 

наименьшее (т. е. 10), затем данное число прибавляется к значениям в 
плюсовых клетках и вычитается из минусовых клеток, т. е. новый 
опорный план примет вид: 
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 В1 В2 В3 В4 В5 B6 B7 Запасы 
A1 3 [10] 20 [0]  15  22 4 3 [40]  0 [40]  80 
A2 6 12 [10] 11 12 [0]  3 [30]   2 [30]  0 70 
A3 9 11 [10] 6 [30] 17 6 6 0   40 
A4 5 17 8 4 [40]  1 [20] 7 0  60 
Потребности 10 20 30 40 50 60 40  

 
Для проверки оптимальности полученного решения воспользу-

емся методом потенциалов, предполагая, что u1 = 0, ui + vj = cij. 
В таком случае: 
u1 + v1 = 3; 0 + v1 = 3; v1 = 3 
u1 + v6 = 3; 0 + v6 = 3; v6 = 3 
u2 + v6 = 2; 3 + u2 = 2; u2 = –1 
u2 + v2 = 12; –1 + v2 = 12; v2 = 13 
u3 + v2 = 11; 13 + u3 = 11; u3 = –2 
u3 + v3 = 6; –2 + v3 = 6; v3 = 8 
u2 + v5 = 3; –1 + v5 = 3; v5 = 4 
u4 + v5 = 1; 4 + u4 = 1; u4 = –3 
u4 + v4 = 4; –3 + v4 = 4; v4 = 7 
u1 + v7 = 0; 0 + v7 = 0; v7 = 0 
 
То есть: 

 v1 = 3 v2 = 13 v3 = 8 v4 = 7 v5 = 4 v6 = 3 v7 = 0 
u1 = 0 3 [10] 20 [0]  15  22 4 3 [40]  0 [40]  
u2 = –1 6 12 [10] 11 12 [0]  3 [30]   2 [30]  0 
u3 = –2 9 11 [10] 6 [30] 17 6 6 0   
u4 = –3 5 17 8 4 [40]  1 [20] 7 0  

 
Найденный план оптимален, поскольку отсутствуют такие  

оценки свободных клеток, для которых ui + vj > cij. 
Таким образом, минимальные затраты на перевозку товаров со 

складов в магазины составят: 
3 ∙ 10 + 3 ∙ 30 + 0 ∙ 40 + 12 ∙ 10 + 3 ∙ 30 + 2 ∙ 30 + 11 ∙ 10 + 6 ∙ 30 + 4 ∙ 40 + 
+ 1 ∙ 20 = 860 ден. ед.  

pustovoitova
Комментарий текста
светлым
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Глава 2.  ЭЛЕМЕНТЫ ТЕОРИИ ИГР И ТЕОРИИ 
СТАТИСТИЧЕСКИХ РЕШЕНИЙ 

 
2.1. Основные определения теории игр 

Предметом теории игр является математический анализ кон-
фликтных ситуаций, формализованное описание которых представлено 
в виде математической модели, определяющей некоторую игру [15]. 

Под конфликтной ситуацией в теории игр понимается такое состо-
яние, при котором сталкиваются интересы двух (и более) противодей-
ствующих сторон, преследующих различные цели. Следует отметить, 
что несовпадение в целях может быть как полным, так и частичным. 

Конфликтующие стороны стремятся предпринять такие дей-
ствия, которые бы позволили им достичь наибольшего для себя успеха 
в данных условиях. Если цели сторон противоположны, выигрыш од-
ной стороны предполагает проигрыш другой. Логично, что конфлик-
тующие стороны стремятся найти наиболее приемлемые для себя ре-
шения (причем эта приемлемость должна быть для каждой из сторон). 
Если каждая из сторон (в результате собственной оценки текущей си-
туации) примет какое-то определенное решение, то последующая реа-
лизация принятых решений приведет к конкретному результату – рас-
пределению выигрышей сторон. 

Теория игр занимается исследованием математических моделей 
конфликтных ситуаций (игр) и их формальным решением. Грамотное 
применение элементов теории игр позволяет смоделировать процесс 
игры и ее возможные результаты до ее фактического начала. Таким об-
разом, появляется возможность получения математического прогноза 
в конфликте (с учетом степени адекватности используемой модели 
конфликта) [16]. 

Теория игр представляет собой науку об использовании матема-
тических моделей в рамках принятия решений в условиях неопредел-
ленности, когда субъект (игрок) располагает информацией лишь о мно-
жестве возможных ситуаций, в одной из которых он в действительно-
сти находится, о множестве решений (стратегий), которые он может 
принять, и о количественной мере того выигрыша, который он мог бы 
получить, выбрав в данной ситуации данную стратегию. 
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В теории игр решаются задачи определения принципов опти-
мального поведения в условиях неопределенности, доказывается суще-
ствование решений, которые бы соответствовали данным принципам, 
а также рассматриваются алгоритмы нахождения решений и способы 
их реализации. 

Неопределенность в теории игр может иметь различное содер-
жание и происхождение (рис. 2.1). 

 

 
 

Рис. 2.1. Типы неопределенности в теории игр 

• На принимаемые игроками решения может 
оказывать существенное влияние доступная им 
информация о намерениях других игроков (какие 
они выберут стратегии, одновременно или в 
какой-то последовательности делают ходы), их 
возможностях (могут ли они договариваться, 
действовать сообща против других игроков)

Неопределенность как 
следствие сознательной 
деятельности другого 

лица, отстаивающего свои 
интересы

• Предполагает сознательные действия игроков 
(субъектов игровой ситуации), осуществляющих 
выбор своих стратегий на основе рандомизации 
множества допустимых альтернатив (частотного 
или вероятностного распределения исходных или 
чистых стратегий). Моделирование механизма 
такого выбора (симуляция случайного процесса) 
выполняется в форме физического эксперимента 
(например, бросание монеты, игрального кубика, 
использование рулетки и др.) или компьютерным 
способом (на основе получения псевдослучайных 
чисел

Неопределенность 
вследствие появления 
случайности в игровой 

ситуации

• К таким обстоятельствам можно отнести условия 
внешней среды, в которых принимаются решения: 
состояние погоды, рыночная конъюнктура, выход
из строя техники и др. 

Случайность в игровой 
ситуации как следствие 

действия так называемой 
«природы», 

характеризуемой 
обстоятельствами, не 

зависящими от субъектов 
игровой ситуации
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С помощью моделей в теории игр могут описываться экономи-
ческие и правовые конфликты, взаимодействие человека с природой 
и т. д. 

В экономической деятельности конфликтные ситуации встреча-
ются часто и имеют многообразный характер (взаимоотношения между 
поставщиками и потребителями, покупателями и продавцами, конку-
рентами и т. д.). Конфликтная ситуация порождается различием интере-
сов партнеров и стремлением каждого из них принимать решения, кото-
рые в наибольшей степепни позволяют добиться реализации поставлен-
ных целей. При этом каждому приходится считаться не только со сво-
ими целями, но и с целями партнера и учитывать неизвестные заранее 
решения, которые эти игроки будут принимать [16, 17]. 

Первые математические аспекты и приложения теории игр были 
изложены в классической книге Джона фон Неймана и Оскара Морген-
штерна «Теория игр и экономическое поведение» в 1944 году. Нейман 
и Моргенштерн занимались играми с нулевой суммой, в которых вы-
игрыш одной стороны равен проигрышу другой.  

Важным в теории игр является феномен равновесной ситуации. 
Ее математическое определение было предложено американским мате-
матиком и экономистом Джоном Нэшем в 1951 году. Равновесная си-
туация предполагает такое положение дел, при котором обе стороны 
используют соответствующие (оптимальные) стратегии, приводящие к 
созданию устойчивого равновесия. Игрокам выгодно сохранять это 
равновесие, так как любое отклонение от такой равновесной стратегии 
одной из сторон приведет к ухудшению ее положения. 

Формализация игровых ситуаций и поиск методов выбора при-
емлемых стратегий приводит к выделению отдельных типов игр, груп-
пировке их в классы, определению общих средств исследования.  

В современной теории игр существует множество классов игр с 
внутренним делением на подклассы (отдельные группы), для которых 
получены теоретические основы, определяющие существование опти-
мальных стратегий, разработаны алгоритмы поиска этих стратегий [18]. 

На рис. 2.2 представлены основные признаки классификации 
игр в зависимости от рассматриваемого признака. 
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Рис. 2.2. Критерии классификации игр 
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Таким образом, элементы теории игр активно применяются в 
процессе экономико-математического моделирования. Понимание 
сущности процессов и особенностей действий игроков в определенных 
условиях позволяет решить широкий круг экономических задач с при-
менением возможностей моделирования и прогнозирования. 

 
2.2. Матричные игры 

Наиболее простым, но в то же время распространенным типом 
игр, использующимся в экономической практике, являются парные 
игры, предполагающие действия двух игроков [19]. 

Развитие игры во времени представляется состоящим из ряда 
последовательных ходов. Под ходом в теории игр принято понимать 
выбор и осуществление игроком одного из действий, заранее оговорен-
ных правилами.  

Ходы бывают личные и случайные. Личным ходом называется 
сознательный выбор игроком одного из возможных вариантов дей-
ствий и его осуществление. Случайным ходом называется выбор из 
ряда возможных альтернатив, осуществляемый некоторой незаинтере-
сованной средой, которая в теории игр условно называется «природа».  

Для каждого случайного хода правила игры определяют распре-
деление вероятностей возможных исходов. Задача теории игр – реко-
мендовать игрокам определенные «стратегии» при выборе их личных 
ходов.  

В том случае, когда цели двух конкурирующих сторон прямо 
противоположны, для них можно определить единый критерий: одна 
из сторон будет заинтересована в увеличении значения этого критерия, 
а другая – в его уменьшении. 

Рассмотрим пример игры двух игроков А и В, каждый из кото-
рых имеет ограниченное число стратегий. Предположим, что А может 
осуществить m стратегий (А1, А2, А3,…,Аm), а игрок В – n стратегий (В1, 
В2, В3,…,Вn). Для каждой пары стратегий (Аi; Вj) отмечается число аij, 
которое описывает выигрыш игрока А (в том случае, если аij > 0), либо 
выигрыш игрока В (аij < 0). Условная ничья при реализации хода пред-
полагает аij = 0 [20]. 

Данная игра может быть описана матрицей с m строк и n столб-
цов и может быть названа платежной матрицей, или матрицей игры 
(2.1): 
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Реализация такой стратегии описывает игру с нулевой суммой, 
поскольку игрок А выигрывает ровно столько, сколько проигрывает 
игрок В. Ценой игры для данного типа задач является выигрыш игрока 
А (проигрыш игрока В). 

Наиболее простым случаем игры считается игра, при которой у 
каждого из игроков имеются две стратегии, т. е. платежная матрица 
примет вид (2.2) 
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Если предположить, что у платежной матрицы нет седловой 
точки, можно сделать вывод о том, что решение такой игры должно 
реализовываться в смешанных стратегиях. Тогда решение данной за-
дачи сводится к поиску пары оптимальных смешанных стратегий 

)x;x(х *
2

*
1

T* = , )у;у(у *
2

*
1

T* =  и цены игры *ν  [21]. 
Согласно теореме об активных стратегиях, если один из игроков 

придерживается своей оптимальной стратегии, то его выигрыш остается 
неизменным и равным цене игры ν, независимо от образа действий про-
тивника, если только тот не выходит за пределы своих активных страте-
гий. В игре 2×2 обе стратегии противника являются активными (в про-
тивном случае игра имела бы седловую точку). Значит, если первый иг-
рок придерживается своей оптимальной стратегии, его противник может, 
не меняя выигрыша, применять любую из своих чистых стратегий. 

Цена игры представляет собой математическое ожидание выиг-
рыша при оптимальных стратегиях. Предположим, что игрок B приме-
няет свою стратегию В1, а игрок А реализует смешанную стратегию 

)x;x(х *
2

*
1

T* = . С вероятностью *
1x  выигрыш первого игрока составит а11, 

с вероятностью *
2x  – величина выигрыша а21 [22]. В таком случае цена 

игры представляет собой соответствующий решению средний выигрыш.  
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Она может быть вычислена по формуле (2.3) 
**

221
*
111 xaxa ν=+ . (2.3) 

Аналогично составляется уравнение для стратегии B2. Следова-
тельно, получается система уравнений (2.4) 
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из которой с учетом условия нормировки 1xx *
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*
1 =+  получаются фор-

мулы для расчета оптимальной стратегии первого игрока и цены игры 
(2.5): 
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Аналогичным образом определяются формулы для расчета оп-
тимальной стратегии второго игрока и цены игры (2.6) 
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Таким образом, оптимальные смешанные стратегии могут быть 
найдены из соответствующих систем линейных уравнений.  

 
2.3. Основы принятия решений в условиях неопределенности 

Теория статистических решений (ТСР) отличается от теории игр 
тем, что рассматривает неопределенность ситуации без конфликтной 
сиутации. При решении данного типа задач не предполагается созна-
тельное противодействие сторон. 

, 

, 

, 

, 
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В задачах ТСР неизвестные условия операции зависят не от со-
знательно действующего противника, а от объективной незаинтересо-
ванной действительности, которую в ТСР принято называть природой, 
поведение которой неизвестно, но во всяком случае незлонамеренно.  

Например, могут быть заранее неизвестны погода в некотором 
районе, покупательский спрос на определенный вид продукции, объем 
перевозок, который придется выполнять по железной дороге, экономи-
ческая и финансовая политика государства, реформы в системе нало-
гообложения, курс валют, инфляция и т. д.  

Действия игрока в таких ситуациях представляют собой игру с 
природой. Отсутствие сознательного противодействия со стороны при-
роды на первый взгляд упрощает задачу выбора решения: лицу, при-
нимающему решения (ЛПР), в игре с природой легче добиться успеха, 
ведь ему никто не мешает. Но ему труднее обосновать свой выбор [23].  

Частичное устранение элемента неопределенности в игре про-
тив сознательного противника происходит за счет того, что противник 
такой же, как ЛПР, он думает за противника теми же категориями, при-
нимает за него решение на основе одинаковой логики и правил.  

В игре с природой такая концепция не подходит: никто не знает, 
какое сопротивление будет оказано принятому решению и каковы 
окончательные правила игры. Игры с природой являются вырожден-
ным случаем антагонистической игры двух лиц, когда одна сторона 
(ЛПР) имеет возможность строить осмысленные стратегии поведения, 
а вторая сторона (природа) лишена такой возможности. 

Предположим, что у стороны A есть m возможных стратегий А1, 
А2, …, Аm. О внешней среде можно сделать n предположений П1, 
П2, …, Пn. Данные предположения являются стратегиями природы. 
Выигрыш аij при каждой паре стратегий Ai Πj задан матрицей (2.7). 



















mn2m1m

n22221

n11211

m

2

1

n21

a...aa
............

a...aa
a...aa

A
...
A
A

П...ПП

, (2.7) 

Требуется выбрать чистую или смешанную стратегию игрока A, 
которая будет более предпочтительной (выгодной) по сравнению с 
иными.  

pustovoitova
Комментарий текста
убрать запятую
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Комментарий текста
заменить на точку
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Наиболее простым случаем выбора решений в условиях неопре-
деленности является случай, когда какая-то из стратегий игрока A ока-
зывается доминирующей над всеми остальными. В таком случае реко-
мендуется выбрать ее [24].  

Если же такая стратегия отсутствует, нужно перед поиском ре-
шения удалить заведомо невыгодные или дублирующие стратегии иг-
рока A. Относительно стратегий природы заведомо невыгодные ком-
бинации удалить нельзя, поскольку выбор стратегий природой не осу-
ществляется. 

Игроку A следует определять стратегию поведения исходя их 
принципа крайнего оптимизма или крайнего пессимизма. В первом 
случае из его стратегий выбирается та, которая соответствует наиболь-
шему выигрышу, во втором – наименьшему выигрышу. 

Очевидно, что такое поведение нерационально. В ТСР жела-
тельно ввести такие показатели, которые не просто давали бы выигрыш 
в каждой ситуации, а описывали бы степень адекватности применения 
конкретной стратегии в конкретной ситуации с учетом того, насколько 
данная ситуация благоприятна. 

 
2.4. Критерии принятия решений в играх с природой 
Для выбора стратегии, которая бы являлась оптимальной в кон-

кретной ситуации, применяется ряд критериев. 
При максиминном критерии Вальда оптимальной считается та 

стратегия, которая бы обеспечивала максимальную величину мини-
мального выигрыша (2.8): 

ijnj1mi1
aminmaxW

≤≤≤≤
= , (2.8) 

Данный критерий отражает принцип гарантированного резуль-
тата, т. е. лицо, принимающее решение, выбирает такую стратегию, ко-
торая максимизировала бы его выигрыш в самой неблагоприятной си-
туации. Применение критерия Вальда обусловлено необходимостью 
обеспечения успеха при всех рассматриваемых условиях [25]. 

Критерий минимаксного риска Сэвиджа подразумевает опти-
мальной такую стратегию, при которой величина риска в наихудшем 
случае минимальна. Данный критерий также носит название критерия 
минимального риска. Если ЛПР принимает решение по критерию 

pustovoitova
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заменить на точку



57 

Сэвиджа, величина риска при принятии решения предполагается 
наименьшей в самой неблагоприятной ситуации (2.9) 

ijnj1mi1
rminmaxW

≤≤≤≤
= . (2.9) 

Как и критерий Вальда, критерий Сэвиджа относится к крите-
риям крайнего пессимизма [26]. 

Критерий пессимизма-оптимизма Гурвица предполагает отсут-
ствие крайнего пессимизма и крайнего оптимизма при принятии реше-
ний об оптимальности [16]. Критерий Гурвица рассчитывается по фор-
муле (2.10) 

[ ],amax)1(aminmaxW ij
nj1

ijnj1mi1 ≤≤≤≤≤≤
α−+α=  (2.10) 

где α ϵ [0; 1] – степень пессимизма. 
Если степень пессимизма принимает нулевое значение, имеет 

место максимаксный критерий крайнего оптимизма. При α = 1 имеет 
место пессимистический максиминный критерий Вальда. Выбор кон-
кретного значения параметра определяется субъективными факто-
рами: чем опаснее ситуация, тем ближе к единице будет стремиться 
значение α. При отсутствии каких-либо явных предпочтений вполне 
логично выбрать α = 0,5 [27]. 

При неизвестных вероятностях состояний природы можно при-
нять, что все они равновероятны. В таком случае можно воспользоваться 
критерием Лапласа, при котором ЛПР выбирает стратегию Ai (2.11) 

.a
n
1maxW

n

1j
ij

mi1 







= ∑

=≤≤
 (2.11) 

Таким образом, определение критерия принятия решения явля-
ется сложным и ответственным этапом. Если рекомендации, вытекаю-
щие из различных критериев, совпадают, выбор решения из альтерна-
тив является очевидным. Если имеет место противоречие выводов об 
оптимальности на основе анализа результатов расчетов различных 
критериев, следует руководствоваться достоинствами и недостатками 
каждого из решений. 
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Контрольные вопросы 
1. Что является предметом теории игр? 
2. Что принято понимать под конфликтной ситуацией? 
3. Каково практическое значение применения теории игр? 
4. Что представляет собой теория игр как наука? 
5. Какова роль неопределенности при решении задачи с исполь-

зованием элементов теории игр? 
6. В чем состоит сущность неопределенности вследствие прояв-

ления случайности в игровой ситуации? 
7. Приведите примеры конфликтных ситуаций в экономической 

деятельности. 
8. Кто является основоположником теории игр? 
9. В чем состоит сущность равновесной ситуации? 

10. Какие виды игр можно выделить по количеству используемых 
стратегий? 

11. Какие виды игр можно выделить по степени инфомированно-
сти участников? 

12. Что представляют собой игры с нулевой суммой? 
13. Что принято понимать под ходом игры? 
14. Опишите особенности построения платежной матрицы. 
15. В чем принципиальное отличие теории статистических реше-

ний от теории игр? 
16. Назовите основные особенности игр с природой. 
17. Перечислите основные критериии принятия решений в играх 

с природой. 
 

Примеры решения задач 
Задача 2.1 
Ниже приведена платежная матрица для двух игроков 
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Решить задачу с использованием метода минимакса. 
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Решение 
На первом этапе необходимо проверить наличие седловой точки. 
Предположим, что выбор стратегии одним игроком осуществля-

ется исходя из ожидания максимизации своего выигрыша, а второй иг-
рок выбирает свою стратегию так, чтобы минимизировать выигрыш 
первого игрока. 

 
Игроки В1 В2 В3 В4 а = min (Ai) 
А1 4 5 5 9 4 
А2 3 4 4 6 3 
А3 7 8 7 10 7 
А4 9 6 4 5 5 
b = max (Bj) 9 8 7 10  

 
В таком случае гарантированная величина выигрыша определя-

ется нижней ценой игры и составляет 7 (максимальное значение среди 
чисел 4, 3, 7, 5). Нижняя цена игры показывает на максимальную чи-
стую стратегию A3. 

Верхняя цена игры составляет 7 (минимальное значение среди чи-
сел 9, 8, 7 и 10). Таким образом, седловая точка существует, оптималь-
ными являются стратегии А3 и В3, цена игры при этом составляет 7. 

 
Задача 2.2 
Ниже приведены данные в виде таблицы эффективностей. 
 

Игроки П1 П2 П3 П4 
А1 11 9 4 5 
А2 8 7 4 10 
А3 9 6 8 9 
А4 7 10 6 12 

 
Используя критерий Лапласа, определите наиболее предпочти-

тельную стратегию игрока А. 
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Решение 
Поскольку вероятности состояний природы неизвестны, прини-

мается предположение об их равновероятности. 
Таким образом, 
К (А1) = 0,25 (11 + 9 + 4 + 5) = 7,25 
К (А2) = 0,25 (8 + 7 + 4 + 10) = 7,25 
К (А3) = 0,25 (9 + 6 + 8 + 9) = 8 
К (А4) = 0,25 (7 + 10 + 6 + 12) = 8, 75 
 
Следовательно, лучшая стратегия по данному критерию А4. 
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Глава 3. ОБЩИЕ ЭКОНОМИЧЕСКИЕ МОДЕЛИ 
 

3.1. Модель межотраслевого баланса Леонтьева 

Для того чтобы обеспечить эффективное функционирование 
многоотраслевого хозйства, требуется достижение баланса между про-
изводством в различных видах экономической деятельности. Каждая 
отрасль производит продукт для других отраслей и одновременно с 
этим является потребителем их продукции. 

Впервые задача взаимосвязи производства и потребления была 
сформулирована в 1936 году американским экономистом российского 
происхождения В. Леонтьевым. Модель межотраслевого баланса осно-
вывается на алгебре матриц и предполагает применение инструментов 
матричного анализа [28]. 

Предполагается, что производственная сфера состоит из n отрас-
лей, каждая из которых производит собственный продукт. Также имеет 
место производственное потребление – процесс, обусловленный необ-
ходимостью применения в производстве продукции других отраслей. 

Балансовый принцип связи различных отраслей промышленно-
сти предусматривает, что валовой выпуск i-й отрасли должен быть рав-
ным сумме объемов потребления в производственной и непроизвод-
ственной сферах. В самой простой форме (гипотеза линейности, или 
простого сложения) балансовые соотношения имеют вид (3.1) 

𝑥𝑥𝑗𝑗 = 𝑥𝑥𝑖𝑖1 + 𝑥𝑥𝑖𝑖2 + … + 𝑥𝑥𝑖𝑖𝑛𝑛 + 𝑦𝑦𝑖𝑖, (3.1) 

где хi – валовый объем продукции (объем продукции, производимый 
i-й отраслью); 

хij – объем продукции i-й отрасли, который потребляется j-й от-
раслью при производстве хj; 

yi – объем конечного потребления, характеризующий величину 
реализации в непроизводственной сфере. Включает в себя личное по-
требление граждан, содержание государственных институтов и т. д. 

Поскольку продукция различных отраслей предполагает приме-
нение различных мер ее учета, для обеспечения сопоставимости в рам-
ках построения модели межотраслевого баланса рассматривается сто-
имостной баланс [29].  
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Основной вывод, полученный В. Леонтьевым в ходе анализа 
экономики США периода экономической депрессии, состоит в следу-
ющем: в течение длительного времени изменение величин 𝑎𝑎𝑖𝑖𝑗𝑗 =

𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖
𝑥𝑥𝑖𝑖

 

происходит крайне медленно, поэтому в рамках расчетов они могут 
рассматриваться как условно постоянные коэффициенты. Технологии 
производства меняются относительно медленно, поэтому отношение 
объема продукции i отрасли, который потребляется j отраслью при 
производстве хj, к величине производства хj представляет собой техно-
логическую константу [30].  

С учетом вышесказанного можно сделать следующие допущения: 
для производства продукции i-й отрасли объемом хi нужно использовать 
продукцию j-й отрасли объемом aijхj, где aij – постоянная величина. 

При таком допущении технология производства принимается 
линейной, а само это допущение называется гипотезой линейности. 
При этом числа aij называются коэффициентами прямых затрат. 

В таком случае балансовое соотношение может быть задано си-
стемой (3.2) 
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При этом вектор-столбец объемов произведенной продукции 
может быть определен как (3.3) 
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Вектор конечного потребления (3.4) 
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Матрица коэффициентов прямых затрат (3.5) 
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Таким образом, в матричном виде система уравнений примет 
вид (3.6) 

X = AX + Y. (3.6) 

Данное соотношение является уравнением линейного межотрас-
левого баланса (моделью Леонтьева). Как правило, оно применяется 
для решения двух основных задач: нахождения X при заданном век-
торе конечного выпуска и в целях планирования, когда для некоторого 
периода времени известен Y и требуется определить X. 

С учетом прикладного характера матрицы А важно, чтобы ее 
элементы были неотрицательны. 

Матрица А будет продуктивной в том случае, если для любого 
вектора Y с неотрицательными компонентами существует решение 
уравнения X = AX + Y, все элементы которого неотрицательны. В та-
ком случае и сама модель Леонтьева является продуктивной [31]. 

Основные критерии продуктивности матрицы А приведены на 
рисунке. 

 
Критерии продуктивности матрицы технологических коэффициентов 

 
Вектор валового выпуска может быть найден по формуле (3.7) 

X = (E – A)-1Y. (3.7) 

Матрица (E – A) – 1 носит название матрицы полных затрат. 

Матрица A продуктивна тогда и 
только тогда, когда существует 
матрица (E – A)-1 и ее элементы 

неотрицательны.

Матрица А с неотрицательными 
элементами продуктивна, если 
сумма элементов по любому ее 

столбцу не превосходит 
единицы, причем хотя бы для 

одного столбца эта сумма
строго меньше единицы.
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Таким образом, каждый элемент матрицы полных затрат есть ве-
личина валового выпуска продукции i-й отрасли, необходимого для 
обеспечения выпуска единицы конечного продукта j-й отрасли. 

 
3.2. Линейная модель международной торговли 

Пусть рассматривается n стран S1, S2, …,Sn, национальный доход 
которых, выраженный в одной и той же валюте, равен x1, x2,…,xn де-
нежных единиц соответственно. Предполагается, что весь националь-
ный доход каждой из стран расходуется на закупки товаров как внутри 
страны, так и у других стран [32]. 

Известна структурная матрица международной торговли, каж-
дый элемент которой равен доле национального дохода, которую 
страна Sj расходует на закупку товаров у страны Si (3.8) 



















=

nm2n1n

n22221

n11211
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A . (3.8) 

При этом считается, что для каждой страны выполнено условие 
бездефицитной торговли, заключающееся в том, что выручка от внеш-
ней и внутренней торговли оказывается не меньшей, чем национальный 
доход страны. Также определен суммарный национальный доход D всех 
n стран. Решение линейной модели международной торговли сводится 
к тому, чтобы найти вектор национальных доходов всех стран (3.9) 
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=  (3.9) 

Линейная модель международной торговли может активно при-
меняться в различных экономико-математических вычислениях. В 
частности, с ее помощью становится возможным расчет соотношения 
национальных доходов стран для сбалансированной торговли. Однако 
следует помнить о том, что существует ряд ограничений для ее реали-
зации на практике: например, в условиях рыночной экономики трудно 
достичь всех необходимых допущений для решения данной задачи. 
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Контрольные вопросы 
1. В чем сущность модели межотраслевого баланса Леонтьева? 
2. На чем основывается модель межотраслевого баланса? 
3. Опишите сущность балансового принципа связи различных 

отраслей промышленности. 
4. Что описывает в модели Леонтьева вектор конечного потреб-

ления? 
5. Из каких компонентов складывается вектор валового выпуска? 
6. Каким образом осуществляется нахождение элементов мат-

рицы прямых технологических коэффициентов? 
7. Перечислите основные критерии продуктивности матрицы 

прямых технологических коэффициентов. 
8. Что представляет собой матрица полных затрат? 
9. Какие основные типы задач можно решить с применением мо-

дели межотраслевого баланса Леонтьева? 
10. В чем состоит суть линейной модели международной торговли? 
11. Что представляет собой структурная матрица международной 

торговли? 
12. В чем сущность условия бездефицитности при построении ли-

нейной модели международной торговли? 
13. Каковы основные ограничения применения линейной модели 

международной торговли на практике? 
 

Примеры решения задач 
Задача 
Ниже приведены данные баланса трех отраслей промышленно-

сти за 2024 год: 
№ 
п/п Отрасль Потребление Конечный 

продукт 
Валовый 
выпуск 1 2 3 

1 Станкостроение 6 34 18 40 98 
2 Машиностроение 10 11 21 58 100 
3 Энергетика 19 10 10 10 49 

 
Необходимо найти объем валового выпуска каждого вида про-

дукции в случае, если конечное потребление по отраслям увеличить 
соответственно до 62, 71 и 34 условных денежных единиц. 
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Решение 
Для данной задачи вектор валового выпуска составит 
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Вектор конечного потребления 
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Принимая во внимание условное постоянство коэффициентов 
прямых затрат, найдем матрицу А: 
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Проанализируем матрицу прямых технологических коэффициен-
тов. Поскольку все ее элемены неотрицательны и сумма элементов в лю-
бой строке/столбце не превышает единицу, причем есть хотя бы одна 
строка/столбец, сумма элементов которой строго меньше 1, можно сде-
лать вывод о том, что полученная матрица является продуктивной. 

По условиям задачи новый вектор конечного потребления имеет 
вид 
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Тогда задача сводится к необходимости нахождения нового век-
тора валового выпуска при допущении, что матрица прямых техноло-
гических коэффициентов неизменна. 

Вектор валового выпуска может быть найден по формуле: 
_

1
__

у)АЕ(х −−= . 
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Для нахождения обратной матрицы на первом этапе необходимо 
найти разность единичной матрицы и матрицы прямых технологиче-
ских коэффициентов 
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367,034,0939,0

0,2041,0194,0
0,42911,0102,0
0.36734,00,061

100
010
001

АЕ . 

Найдем определитель полученной матрицы 

∆ = 0,94 (0,89 ∙ 0,8 – (–0.1 (–0,43))) – (–0,1 (–0,34 ∙ 0,8 – 
– (–0,1 (0,37)))) + (–0,19 (–0,34 (–0,43) – 0,89 (–0,37))) ≈ 0,5. 

Поскольку найденное значение отлично от нуля, можно сделать 
вывод о невырожденности матрицы и возможности нахождения для 
нее обратной матрицы. 

Транспонированная матрица для найденной матрицы 

















−−
−−
−−

=−=
796,0429,0367,0

1,089,034,0
194,0102,0939,0

)АЕ(В ТТ . 

Найдем алгебраические дополнения матрицы: 
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Таким образом, обратная матрица 
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Вектор валового выпуска может быть найден по формуле 
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Таким образом, при заданной величине конечного потребления 
объем валового выпуска станкостроения составит 157,69 ден. ед., 
объем валового выпуска машиностроения составит 145,79 ден. ед., 
объем валового выпуска энергетики – 99,461 ден. ед. 
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Глава 4. МЕТОДЫ РАБОТЫ С МНОГОМЕРНЫМИ ДАННЫМИ 
 

4.1. Корреляционно-регрессионное моделирование связанных 
временных рядов 

Многомерные временные ряды, показывающие зависимость ре-
зультативного признака от одного или нескольких факторных призна-
ков, называют связными рядами динамики. Применение методов 
наименьших квадратов для обработки рядов динамики не требует вы-
движения никаких предположений о законах распределения исходных 
данных.  

Однако при использовании метода наименьших квадратов для 
обработки связных рядов следует учитывать наличие автокорреляции 
(авторегрессии), которая не учитывалась при обработке одномерных 
рядов динамики, поскольку ее наличие способствовало более плот-
ному и четкому выявлению тенденции развития рассматриваемого со-
циально-экономического явления во времени. 

Выявление автокорреляции в уровнях ряда динамики. В рядах 
динамики экономических процессов между уровнями, особенно 
близко расположенными, существует взаимосвязь. Ее удобно предста-
вить в виде корреляционной зависимости между рядами 1y , 2y , 3y , …, 

ny  и этими же рядами, сдвинутыми относительно первоначального по-
ложения на k моментов времени h1y + , h2y + , h3y + , …, hny + . Временное 
смещение L  называется сдвигом, а само явление взаимосвязи – авто-
корреляцией. 

Автокорреляционная зависимость особенно существенна между 
последующими и предшествующими уровнями ряда динамики. По-
скольку классические методы математической статистики применимы 
лишь в случае независимости отдельных членов ряда между собой, то 
при анализе нескольких взаимосвязанных рядов динамики важно уста-
новить наличие и степень их автокорреляции (рис. 4.1). 

 
Рис. 4.1. Виды автокорреляции 

Виды автокорреляции

автокорреляция в наблюдениях за 
одной или более переменными

автокорреляция ошибок или 
автокорреляция в отклонениях

от тренда
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Наличие автокорреляции приводит к искажению величин сред-
них квадратических ошибок коэффициентов регрессии, что затрудняет 
построение доверительных интервалов для коэффициентов регрессии, 
а также проверку их значимости. 

Автокорреляцию измеряют при помощи нециклического коэф-
фициента автокорреляции, который может рассчитываться не только 
между соседними уровнями, т. е. сдвинутыми на один период, но и 
между сдвинутыми на любое число единиц времени (L). Этот сдвиг, 
именуемый временным лагом, определяет и порядок коэффициентов 
автокорреляции: первого порядка при 1L = , второго порядка при 

2L =  и т. д. 
Однако наибольший интерес для исследования представляет вы-

числение нециклического коэффициента (первого порядка), так как 
наиболее сильные искажения результатов анализа возникают при кор-
реляции между исходными уровнями ряда ( 1ty ) и теми же уровнями, 
сдвинутыми на одну единицу времени, т. е. 1ty −  (или 1ty + ). 

Тогда формулу коэффициента автокорреляции можно записать 
следующим образом (4.1): 

𝑟𝑟𝑎𝑎 = 𝑦𝑦𝑡𝑡𝑦𝑦𝑡𝑡+1����������−𝑦𝑦�𝑡𝑡𝑦𝑦�𝑡𝑡+1
σ𝑦𝑦𝑡𝑡σ𝑦𝑦𝑡𝑡+1

. (4.1) 

Если значение последнего уровня ( ny ) ряда мало отличается от 
первого ( 1y ), то сдвинутый ряд не укорачивается, его можно условно 

дополнить, приняв 1n yy = . Тогда 1tt yy +=  и 
1tt yy +

σ=σ , поскольку 

рассчитываются они для одного и того же ряда. При такой замене, т. е. 
если 1tt yy +=  и 

1tt yy +
σ=σ , формула коэффициента автокорреляции 

примет вид (4.2) или (4.3) 

( )
2
y

2
t1tt

a
t

yyyr
σ
−⋅

= + ; (4.2) 

( )
( )2t

2
t

2
t1tt

a yny
ynyyr

⋅−∑

⋅−∑ ⋅
= + . (4.3) 
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Если ряд динамики состоит из уровней, среднее значение которых 
равно нулю ( 0y = ), то выражение (4.3) значительно упрощается (4.4) 

𝑟𝑟𝑎𝑎 = ∑ 𝑦𝑦𝑡𝑡𝑦𝑦𝑡𝑡+1𝑛𝑛−1
𝑡𝑡=1
∑ 𝑦𝑦𝑡𝑡

2𝑛𝑛
𝑡𝑡=1

. (4.4) 

Для суждения о наличии или отсутствии автокорреляции в ис-
следуемом ряду фактическое значение коэффициентов автокорреля-
ции сопоставляется с табличным (критическим) для 5%-го или 1%-го 
уровня значимости (вероятность допустить ошибку при принятии ну-
левой гипотезы о независимости уровней ряда). 

Одна из специальных таблиц, в которой определена критическая 
область проверяемой гипотезы (об отсутствии автокорреляции), со-
ставленная Р. Андерсеном в 1942 году, приведена в прил. 1. 

Если фактическое значение коэффициента автокорреляции 
меньше табличного, то гипотеза об отсутствии автокорреляции в ряду 
может быть принята. Когда же фактическое значение больше таблич-
ного, можно сделать вывод о наличии автокорреляции в ряду динамики. 

Одним из способов выявления автокорреляции в отклонениях от 
тренда или от регрессионной модели является использование критерия 
Дарбина – Уотсона, который рассчитывается по формуле (4.5): 

( )

∑

∑ −
=

=

=
+

n

1t

2
t

n

1t

2
t1t

l

ll
d . (4.5) 

Теоретическое основание применения этого критерия обуслов-
лено тем, что в динамических рядах как сами наблюдения, так и откло-
нения от них распределяются в хронологическом порядке. 

При условии, что отклонения уровней от тенденции (так назы-
ваемые остатки) случайны, значения D, лежащие в интервале 0 – 4, все-
гда будут находиться ближе к 2. Если автокорреляция положительная, 
то D < 2; отрицательная – 2 ≤ D ≤ 4. Следовательно, оценки, получае-
мые по критерию, являются не точечными, а интервальными. Их зна-
чения для трех уровней значимости ( 01,0=α , 025,0=α  и 05,0=α ) с 
учетом числа наблюдений даны в специальных таблицах (прил. 2). 

Способы исключения или уменьшения автокорреляции (авторе-
грессии) в рядах динамики приведены на рис. 4.2. 

pustovoitova
Комментарий текста
пробел между тире и цифрой 2
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Рис. 4.2. Способы исключения или уменьшения авторегрессии 
 
Рассмотрим суть метода включения времени в качестве до-

полнительного фактора. В соответствии с теоремой, доказанной 
Фришем и Воу, время вводится в систему связных динамических рядов 
в явной форме в качестве дополнительного фактора, и эта процедура 
называется введением фактора времени в уравнение регрессии. Уровни 
исходных динамических рядов могут быть представлены показателями 
в любой форме, в том числе логарифмической, а время всегда вводится 
в линейной форме. Считается, что введение фактора времени исклю-
чает основную тенденцию развития всех явлений, представленных ис-
следуемыми рядами динамики. Доказано, что введение времени анало-
гично использованию отклонения фактических данных от трендов. 

Применение метода наименьших квадратов к обработке много-
мерных временных рядов не отличается от методологии применения 
его к обычным статистическим рядам. В рассматриваемом случае ми-
нимизируется следующее выражение (4.6): 

( )[ ] mint,x,...,x,xfyS 2
n21i →∑ −= . (4.6) 

При исключении автокорреляции методом последовательных 
разностей подвергаются обработке методом наименьших квадратов не 
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сами уровни исходных рядов nt1tt y,...,y,y ++  и nt1tt x,...,x,x ++ , а после-
довательные разности между ними: 

;11 −−=∆ tt yyy  ;11 −−=∆ tt xxx  
;212 −− −=∆ tt yyy  ;212 −− −=∆ tt xxx  

.......................  .......................  

.......................  .......................  
;1−−− −=∆ ktktk yyy  .1−−− −=∆ ktktk xxx  

При использовании этого метода исходят из предположения, что 
все разности между уровнями динамических рядов, начиная с первой, 
будут содержать только случайную компоненту. Причем первые разно-
сти содержат случайную компоненту в линейной форме, вторые – опи-
сываемую параболой 2-го порядка, третьи – показательной функцией. 

Метод авторегрессионных преобразований заключается в 
том, что определяют уравнение связи между отклонениями от тенден-
ций двух связных рядов динамики: 

;11 tyy −  ;11 txx −  
;22 tyy −  ;22 txx −  

.......................  .......................  

.......................  .......................  
;tnn yy −  .tnn xx −  

В этом случае также получают уравнения регрессии, не иска-
женные влиянием автокорреляции. 

Введение времени в качестве дополнительной переменной – 
наиболее действенный способ обработки связных рядов динамики. Во 
всяком случае при линейной связи между исследуемыми рядами этот 
способ более точен, чем использование последовательных разностей 
или отклонений от трендов. 

При обработке методом наименьших квадратов последователь-
ных разностей или отклонений от трендов исследователь имеет дело с 
чисто случайными величинами, взаимосвязь между которыми бывает 
часто весьма сомнительной, так как исключение в обоих случаях тен-
денций нарушает существование причинно-следственной связи между 
явлениями. 

При изучении развития явления во времени часто возникает 
необходимость оценить степень взаимосвязи в изменениях уровней 
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двух или более рядов динамики различного содержания, но связанных 
между собой. 

Эта задача решается методами коррелирования (рис. 4.3). 

 
Рис. 4.3. Методы коррелирования 

 
Расчет парного коэффициента корреляции по уровням ряда 

динамики. Этот расчет правильно показывает тесноту связи между ря-
дами динамики лишь в том случае, если в каждом из них отсутствует 
автокорреляция. В этом случае величину коэффициента корреляции 
находят по формуле (4.7) 

𝑟𝑟 = 𝑥𝑥𝑦𝑦����−�̅�𝑥𝑦𝑦�
σ𝑥𝑥σ𝑦𝑦

, (4.7) 

где xi – уровни факторного ряда динамики; yi – уровни результативного 
ряда динамики. 

Следовательно, прежде чем коррелировать ряды динамики (по 
уровням), необходимо проверить каждый из рядов на наличие или от-
сутствие в них автокорреляции (при помощи коэффициента автокорре-
ляции). В случае наличия автокорреляции между уровнями ряда по-
следняя должна быть устранена. 

Расчет парного коэффициента корреляции по отклонениям 
фактических уровней от выравненных по уравнению (тренду). 
Этот способ состоит в том, что коррелируют не сами уровни, а откло-
нения фактических уровней от выравненных, отражающих тренд, т. е. 
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коррелируют остаточные величины. Для этого каждый ряд динамики 
выравнивают по определенной, характерной для него аналитической 
формуле, затем из эмпирических уровней вычитают выравненные (т. е. 
находят ttx xxd −= ; tty yyd −= ) и определяют тесноту связи между 
рассчитанными отклонениями ( xd  и yd ) по формуле (4.8) 

𝑟𝑟𝑑𝑑𝑥𝑥𝑑𝑑𝑦𝑦 =
∑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑑𝑑𝑦𝑦

�∑𝑑𝑑𝑥𝑥2 ∑𝑑𝑑𝑦𝑦2
. (4.8) 

Расчет парного коэффициента корреляции по абсолютным 
отклонениям уровней ряда динамики. Исключить влияние автокор-
реляции можно путем вычитания из каждого уровня, предшествую-
щего ему, разности уровней ( 1ii yy −− ). Алгебраически легко показать, 
что при переходе от уровней к их разностям исключается влияние об-
щей тенденции на колеблемость. При этом при изменении уровней по 
прямой можно коррелировать первые разности, при изменении по па-
раболе n-го порядка – n-е разности. Формула коэффициента разностей, 
используемая для измерения тесноты связи между исследуемыми ря-
дами, имеет вид (4.9) 

𝑟𝑟∆𝑥𝑥∆𝑦𝑦 =
∑∆𝑥𝑥∆𝑦𝑦

�∑∆𝑥𝑥2 ∑∆𝑦𝑦2
. (4.9) 

Коэффициент корреляции, рассчитанный для измерения тес-
ноты зависимости изменения уровней двух рядов, является своего рода 
средним обобщающим показателем. Однако для длительного периода 
эта зависимость не является постоянной, она может меняться во вре-
мени. Поэтому чтобы судить о том, в какие периоды зависимость 
между изменениями уровней двух рядов слабая, а в какие – сильная, 
рекомендуется рассчитывать серию скользящих коэффициентов кор-
реляции для определенного интервала времени. 

 
4.2. Моделирование с использованием факторного анализа 

Деятельность фирмы в современных условиях сопряжена с 
огромным количеством внутренних и внешних факторов, оказывающих 
влияние на вектор ее развития. Принятие управленческих решений в 
условиях неполной и стохастической информации обусловливает 
необходимость применения инструментов многомерного анализа, в 
частности кластеризации. 
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Сущность многомерных статистических методов в деятельно-
сти фирмы состоит в том, чтобы выбрать такую вероятностную модель, 
которая бы наилучшим образом описывала реальное изменение пока-
зателей деятельности организации. 

По своей сути кластерный анализ представляет собой процесс 
исследования, с помощью которого набор каких-либо объектов (иссле-
дуемых параметров) объединяется или группируется в относительно 
небольшие группы, именуемые кластерами, которые имеют черты 
внутригруппового сходства и набор четко выраженных отличий от 
других кластеров. 

Применение для решения задач кластерного анализа пакетов 
прикладных статистических программ значительно упрощает исследо-
вание, поскольку перегруппировка кластеров при изменении, добавле-
нии или исключении какого-либо признака осуществляется без необхо-
димости проводить дополнительные массивные вычисления вручную. 

Наиболее распространенными узкоспециализированными паке-
тами для проведения различных видов статистического анализа явля-
ются STADIA, STATGRAPHICS, SPSS, STATISTICA. Все перечислен-
ные программные продукты обладают широким набором статистиче-
ских функций, которые применяются для решения самого широкого 
спектра исследовательских задач. Более того, применение вышеназван-
ных пакетов возможно не только в экономических, но и в различных 
социологических, географических, биологических и других исследова-
ниях. Все это еще раз доказывает высокую значимость статистических 
методов в различных областях профессиональной деятельности. 

При выборе статистического пакета для решения конкретной при-
кладной задачи следует руководствоваться следующими положениями. 

Во-первых, программный продукт должен обладать статистиче-
ским разнообразием для эффективной работы с нужным массивом ис-
ходных данных. Для работы с информацией в зависимости от целей 
исследования используются различные статистические инструменты, 
грамотный выбор которых служит необходимым условием решения 
конкретной задачи пользователя. 

Во-вторых, статистический пакет должен обладать широкими 
графическими возможностями. В частности, в ряде программ имеют 
место встроенные графические редакторы, существует опция демон-
страции отдельных элементов графика. Также имеется возможность 
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экспорта полученных графических материалов в текстовые доку-
менты, презентации и т. д., что создает дополнительные условия пред-
ставления полученных результатов исследования не только пользова-
телям, осуществляющим работу в узкоспециализированных програм-
мах, но и широкому кругу лиц, заинтересованных в доступном и по-
нятном представлении результатов статистических исследований. 

В-третьих, важно, чтобы каждому конкретному пользователю 
было удобно работать в выбранном статистическом пакете, осуществ-
лять экспорт/импорт данных, а также их реструктуризацию. Вопрос эр-
гономичности интерфейса является достаточно субъективным, по-
этому человеку, осуществляющему обработку статистической инфор-
мации, необходимо руководствоваться собственными предпочтениями 
и взглядами, а не популярностью или распространенностью продукта 
в широком доступе. 

Впервые кластерный анализ как метод исследования нашел свое 
применение в социологии. Само слово «cluster» происходит от англий-
ского определения понятий «скопление» и «гроздь». Родоначальником 
кластерного исследования можно назвать Роберта Триона, который в 
1939 году выпустил труд, систематизирующий представления о пред-
мете, сущности и базовых методах кластеризации. Сущность кластер-
ного анализа вне зависимости от области его применения можно опре-
делить следующим образом: имеет место некоторое число объектов, 
которое требуется разбить на подмножества, отличающиеся макси-
мальным сходством внутри исследуемых групп (кластеров) и суще-
ственными различиями между самими кластерами. По сути, кластер-
ный анализ представляет собой метод классификации, предполагаю-
щий исследование структуры образованных групп. 

Основное преимущество кластеризации как метода состоит в 
том, что выявление групп происходит не по какому-либо одному при-
знаку, а по их совокупности, что позволяет проводить всестороннее 
изучение анализируемых объектов. 

Также стоит отметить, что данный математико-статистический 
метод никак не ограничивает область рассматриваемых объектов, по-
скольку применим для данных практически любой природы. Подобное 
свойство является наиболее ценным, когда анализируются и исследу-
ются разнообразные признаки. Применение иных эконометрических 
методов и приемов в таком случае может быть крайне затруднительным. 
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Применение кластерного анализа позволяет существенно сокра-
тить объем данных, сохраняя при этом существенные свойства и при-
знаки выделенных массивов данных. Кроме того, использование дан-
ного метода возможно в сочетании с другими качественными мето-
дами эконометрики. 

Использование кластеризации активно применяется при анализе 
рядов динамики, позволяя выделять временные интервалы с общими 
характеристиками. 

При проведении кластерного анализа есть возможность приме-
нять данный метод циклически, дополняя каждый цикл анализа уточ-
няющей информацией. 

Следует отметить, что кластерный анализ имеет также ряд недо-
статков и ограничений. В частности, качество кластерного анализа во 
многом обусловлено тщательностью отбора критериев разбиения. Све-
дение массива исходных данных к объединениям внутри кластерных 
групп приводит к некоторым искажениям и отсутствию учета индиви-
дуальных признаков. При кластеризации важно, чтобы соблюдался це-
лый ряд условий, основные из которых представлены на рис. 4.4. 

 
Рис. 4.4. Условия эффективного кластерного анализа 

 
Выбор масштаба считается крайне значимым этапом проведе-

ния кластеризации. Как правило, на предварительном этапе исходные 
данные, характеризующие признак, нормализуются путем вычитания 
среднего и делением на стандартное отклонение. При такой операции 
дисперсия равна единице.  

• выбранные 
характеристики 

допускают желательное 
разбиение на кластеры
• единицы измерения 

(масштаб) выбраны 
правильно

Условия  
эффективного 
кластерного 

анализа
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Основная задача проведения кластерного анализа состоит в том, 
чтобы разбить на основании данных, содержащихся в множестве Х, 
множество объектов G на m кластеров таким образом, чтобы каждый 
из анализируемых объектов Gi принадлежал только одному из опреде-
ленных подмножеств разбиения. Важны обеспечение сходства между 
объектами, принадлежащими одному кластеру, и наличие существен-
ных межкластерных различий.  

По сути, решение задачи кластерного анализа сводится к разби-
ению совокупности, которая удовлетворяет условию оптимальности в 
рамках конкретной исследовательской задачи. Критерий оптимально-
сти может представлять собой некоторый функционал, выражающий 
уровни желательности различных разбиений и группировок, который 
называют целевой функцией. В роли целевой функции может быть ис-
пользована внутригрупповая сумма квадратов отклонений. 

Важнейшими характеристиками кластера являются его размер, 
центр, радиус, среднеквадратическое отклонение (рис. 4.5). 

 

Рис. 4.5. Основные характеристики кластера 

При возникновении проблемы неопределенности она может 
быть решена аналитиком или экспертом. 

• среднее геометрическое место точек
в пространстве переменныхЦентр кластера

• максимальное расстояние точек от центра
кластера. Кластеры могут быть
перекрывающимися. Такая ситуация
возникает, когда обнаруживается перекрытие
кластеров. В этом случае невозможно при
помощи математических процедур
однозначно отнести объект к одному из двух
кластеров. Такие объекты называют
спорными ( по мере сходства могут быть
отнесены к нескольким кластерам)

Радиус кластера

• может быть определен либо по радиусу
кластера, либо по среднеквадратическому
отклонению объектов для этого кластера.
Объект относится к кластеру, если
расстояние от объекта до центра кластера
меньше радиуса кластера. Если это условие
выполняется для двух и более кластеров,
объект является спорным

Размер кластера
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Как уже было отмечено выше, проблема масштаба является зна-
чимой при проведении кластерного исследования. Предположим, что 
набор данных содержит сведения о двух признаках х и у. При этом х 
принадлежит диапазону от 100 до 700, а у – от 0 до 1. В таком случае 
корректный расчет расстояний между точками, характеризующими по-
ложение объектов, становится невозможным, поскольку переменная, 
имеющая большие значения, т. е. переменная х, будет практически 
полностью доминировать над переменной с малыми значениями, т. е. 
переменной у.  

Для устранения данной проблемы используется процедура пред-
варительной стандартизации данных.  

Стандартизация (standardization), или нормирование 
(normalization), приводит значения всех преобразованных переменных 
к единому диапазону значений путем выражения через отношение этих 
значений к некой величине, отражающей определенные свойства кон-
кретного признака. В статистике фирмы применяются различные спо-
собы проведения данной процедуры, например по формулам 
(4.10) – (4.13) 

σ
−

=

__
xxz ; (4.10) 

__
x

xz = ; (4.11) 

maxx
xz = ; (4.12) 

minmax

__

xx
xxz

−
−

= , (4.13) 

где 
__
x  – среднее значение признака; σ – среднеквадратическое откло-

нение x; хmax – наибольшее значение признака; хmin – наименьшее зна-
чение признака. 
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Среднеквадратическое отклонение σ определяется исходя из 
числа наблюдений и может быть определено по формуле (4.14): 

∑ −
−

=σ
n 2

__

i )xx(
1n

1
. (4.14) 

Основные виды стандартизации в кластерном анализе представ-
лены в табл. 4.1. 

 
Таблица 4.1. Основные виды стандартизации в кластерном анализе 

Стандартизация Расчет 
Z-шкалы (Z-Scores) Из значений переменных вычитается их сред-

нее, и эти значения делятся на стандартное 
отклонение 

Разброс от –1 до 1 Линейным преобразованием переменных 
добиваются разброса значений от –1 до 1 

Разброс от 0 до 1 Линейным преобразованием переменных 
добиваются разброса значений от 0 до 1 

Максимум 1 Значения переменных делятся на их максимум 
Среднее 1 Значения переменных делятся на их среднее 
Стандартное 
отклонение 1 

Значения переменных делятся на стандартное 
отклонение 

 
Помимо процедуры стандартизации на практике применяется 

также вариант решения существующей проблемы путем корректировки 
параметров с учетом коэффициента важности, который представляет 
собой весовую характеристику, отражающую значимость конкретной 
переменной.  При определении данного коэффициента может использо-
ваться метод экспертных оценок, предусматривающий проведение экс-
пертного опроса специалистом конкретной предметной области.  

Полученные произведения нормированных переменных на со-
ответствующие веса дают возможность адекватной оценки расстояний 
между точками в многомерном пространстве с учетом неодинакового 
веса переменных.  

Вне зависимости от используемого метода классификации и 
подходов к определению кластеров проблема измерения близости объ-
ектов является неизбежной. При этом основу данного вопроса состав-
ляют два основных положения: неоднозначность выбора способа нор-
мировки и определение расстояния между объектами.  

pustovoitova
Комментарий текста
убрать двоеточие
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Допустим, имеются данные о размере выручки предприятий и 
численности персонала, по ним оформляется корреляционное поле. 
Масштабы по осям выбираются произвольно (рис.4.6). 

 

 
 

Рис. 4.6. Корреляционное поле 
 
На рис. 4.6, а выделяются классы A – более мелкие предприятия, 

В – более крупные предприятия. На рис. 4.6, б выделяются классы A1 
(включает А и В) и B1 (часть В). Класс предприятий C (пунктирная ли-
ния) на рис. 4.6, б не выделен, так как расстояния между ближайшими 
объектами классов A1 и B1 существенно больше, чем внутренние рас-
стояния в A1, предприятия A почти никакими алгоритмами к группе B1 
не присоединяются. 

В данном примере определение расстояний между объектами 
невозможно, поскольку признаки (численность персонала и объем вы-
ручки) представлены в различных единицах измерения. Требуется 
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нормировка показателей, переводящая их в безразмерные величины. 
Только после этого измерение близости объектов становится возможным. 

В кластерном анализе для количественной оценки сходства вво-
дится понятие метрики. Сходство или различие между классифициру-
емыми объектами устанавливается в зависимости от метрического рас-
стояния между ними. Если каждый объект описывается k признаками, 
то он может быть представлен как точка в k-мерном пространстве, и 
сходство с другими объектами будет определяться как соответствую-
щее расстояние. 

Метрикой между анализируемыми объектами в пространстве 
принято называть такую величину dab, которая бы удовлетворяла акси-
омам, приведенным на рис. 4.7. 

 
 

Рис. 4.7. Аксиомы метрики 
 

В качестве меры близости, характеризующей степень сходства, 
применяется величина µаb, для которой существует конкретный предел 
и которая возрастает с усилением степени близости объектов (рис. 4.8). 

А1: dab > 0, 

A2: daa = 0

A3: dbа= dab

А4: dab + dbc ≥ dac
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Рис. 4.8. Условия меры близости (сходства) объектов 

 
Для перехода от метрики к расстоянию близости объектов при-

меняют формулу (4.15) 

d1
1
+

=µ . (4.15) 

Объединение, или метод древовидной кластеризации, использу-
ется при формировании кластеров несходства или расстояния между 
объектами. Эти расстояния могут определяться в одномерном или мно-
гомерном пространстве. Например, если требуется кластеризовать ор-
ганизации или фирмы, то можно принять во внимание количество ра-
ботников предприятия, годовой объем выручки, рентабельность и т. д. 
Наиболее прямой путь вычисления расстояний между объектами в 
многомерном пространстве состоит в вычислении евклидовых рассто-
яний. Если имеется двух- или трехмерное пространство, то данная мера 
представляет собой реальное геометрическое расстояние между объек-
тами в пространстве. 

Данный метод считается самым простым с точки зрения вычис-
лений, однако применение такого алгоритма не дает возможности 
оценки реальности такого расстояния или его производного характера. 

μ ab – непрерывна, т. е. малому изменению 
положения точек в пространстве отвечает 
малое изменение меры

μ ab = μ ba

0 ≤ μ ab ≤ 1; μ ab = 1 ↔ a = b (если a = b)
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В зависимости от задач исследования могут применяться различные 
характеристики объектов, что требует подбора адекватных методов 
оценки. 

Евклидово расстояние наиболее часто используется в качестве 
метрики кластерного анализа и представляет собой простое геометри-
ческое расстояние, определяемое в многомерном пространстве. 
С точки зрения геометрии применение данного метода целесообразно 
в том случае, если для объектов характерно шарообразное скопление. 

Квадрат евклидова расстояния.  Возведение в квадрат стан-
дартного евклидова расстояния позволяет придать больший вес более 
отдаленным друг от друга объектам.  

Обобщенное степенное расстояние является универсальной 
метрикой и значимой характеристикой только с математической точки 
зрения. 

Расстояние Чебышева следует применять, когда необходимо 
идентифицировать два объекта как различные в том случае, если они 
отличаются только по определенному критерию.  

Манхэттенское расстояние («расстояние городских кварта-
лов», «хэмминговое» расстояние, «сити-блок» расстояние) рассчиты-
вается как среднее разностей по координатам. В большинстве случаев 
данная мера расстояния приводит к результатам, аналогичным расче-
там евклидова расстояния. Однако для этой меры влияние отдельных 
выбросов меньше, чем при использовании евклидова расстояния, по-
скольку здесь координаты не возводятся в квадрат.  

Процент несогласия рассчитывается в том случае, если анали-
зируются категориальные данные. 

Основные способы определения близости между объектами 
представлены в табл. 4.2. 

 
Таблица 4.2. Основные способы определения меры близости 

при проведении кластерного анализа 
Метрика кластерного анализа Формула для расчета метрики 
Линейное расстояние 

∑ −=
=

m

1l

l
j

l
iLij xxd  

Евклидово расстояние ( )∑ −=
=

m

1l

2
1

2l
j

l
iEij )xx(d  
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Окончание табл. 4.2 

Метрика кластерного анализа Формула для расчета метрики 
Квадрат евклидова расстояния ( )∑ −=

=

m

1l

2l
j

l
iEij

2 xxd  

Обобщенное степенное расстояние 
( )∑ −=

=

m

1l

p
1

pl
j

l
iPij )xx(d  

Расстояние Чебышева jilj,i1ij xxmaxd −=
≤≤

 

Манхэттенское расстояние 
∑ −=
=

k

1l

l
j

l
ijiH xx)x,x(d  

 
При осуществлении кластерного анализа важно понимать, что со-

временные методы кластеризации могут основываться на работе как с 
количественными, так и с неколичественными данными. На формальном 
уровне единицей анализа является поименованная сущность (объект дан-
ных), описываемая произвольным набором элементарных свойств (ка-
честв). Другими словами, сущность определяется как подмножество во 
множестве свойств/качеств. Свойство, в свою очередь, посредством 
своей встречаемости определяет группу сущностей и, следовательно, мо-
жет рассматриваться как подмножество во множестве сущностей. 

На практике набор данных существует как последовательность 
записей, каждая из которых описывает один объект. Качества могут 
принадлежать к различным группам. Эти группы могут служить ана-
логами переменных («полей» – в терминах баз данных), а качества, им 
принадлежащие, – значениям переменных. Но группы, с одной сто-
роны, могут иметь более одного значения для каждой записи, а с дру-
гой – их существование в общем случае необязательно. Более того, 
группы качеств могут существовать динамически и приобретать раз-
личный смысл в процессе анализа. 

Существуют различные методы кластерного анализа, применя-
емые на практике (рис. 4.9). 

Иерархические и неиерархические методы кластеризации отли-
чаются применяемыми алгоритмами и подходами. Используя различ-
ные методы кластерного анализа, исследовател получать различные 
результаты при одинаковом наборе статистических данных. 

pustovoitova
Комментарий текста
ль

pustovoitova
Комментарий текста
может получать
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Рис. 4.9. Методы кластерного анализа 
 
Сущность иерархической кластеризации состоит в том, что 

меньшие кластеры объединяются в группы больших размеров после-
довательно либо происходит обратный процесс разбиения больших 
кластеров на меньшие группы. 

Для иерархических агломеративных методов (Agglomerative 
Nesting, AGNES) характерно поэтапное объединение исходных эле-
ментов в кластеры. При таком подходе происходит поэтапное сокра-
щение общего числа групп. Алгоритм объединения при использовании 
данного метода предполагает соединение объектов в кластеры до тех 
пор, пока все они не будут составлять одну группу (рис. 4.10). 

 
 

Рис. 4.10. Алгоритм реализации агломеративных методов 

Методы кластерного 
анализа

Иерархические методы

Агломера-
тивные Дивизимные

Неиерархические методы

Четкие Нечеткие
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Принцип работы иерархических дивизимных методов 
(DIvisive ANAlysis, DIANA) логически противоположен принципам 
кластеризации с опорой на агломеративные методы. При использова-
нии дивизимных методов процесс формируется от обратного: предпо-
лагается, что изначально объекты принадлежат одному кластеру, затем 
с каждым последующим шагом производят разбиение на меньшие 
группы (рис. 4.11). 

 
 

Рис. 4.11. Алгоритм реализации дивизимных методов 
 
Применение иерархических методов кластеризации целесооб-

разно в том случае, если исходный объем характеристик для описания 
кластеров следует назвать относительно небольшим. Очевидным пре-
имуществом данных методов следует назвать их наглядность, что осо-
бенно удобно при необходимости представления результатов исследо-
вания в графическом виде. 

В результате реализации иерархических алгоритмов становится 
возможным построение дендрограмм. Само слово в переводе с грече-
ского означает «дерево». С помощью данного инструмента в древовид-
ной форме отражаются результаты кластеризации. 

Дендрограммы (древовидные схемы, деревья объединения, де-
ревья иерархической структуры групп) применяются для характери-
стики отдельных точек и кластеров по отношению друг к другу и де-
монстрируют в виде особого графика последовательность осуществле-
ния объединений в результате кластеризации. Каждый уровень денд-
рограммы соответствует конкретному шагу поэтапного укрупнения 
числа кластерных групп.  
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Дендрограммы могут быть представлены в вертикальном 
(рис. 4.12) и горизонтальном видах (рис. 4.13). 

 
Рис. 4.12. Пример вертикальной дендрограммы 

 
 

Рис. 4.13. Пример горизонтальной дендрограммы 
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При осуществлении кластеризации важно понимать, каким спо-
собом определяется расстояние между объектами и каким образом 
происходит объединение элементов в группу. 

Метод одиночной связи (ближайшего соседа) предполагает 
наиболее близкое расположение друг к другу объектов в кластерах по 
сравнению с соответствующим расстоянием связи (4.16) 

)jiKx,Kxjimin x,x(min)K,K(
jijii

ρ=ρ
∈∈

. (4.16) 

Метод ближайшего соседа применяется при построении класте-
ров, которые, как правило, связаны между собой не системными свя-
зями, а отдельными элементами, оказавшимися на минимальном рас-
стоянии друг от друга.  

Методом, противоположным данному, является метод полной 
связи (дальнего соседа). Его реализация предполагает оценку межкла-
стерных расстояний по величине, характеризующей наиболее отдален-
ное положение всех остальных пар объектов друг от друга (4.17) 

)jiKx,Kxjimаа x,x(mаа)K,K(
jijii

ρ=ρ
∈∈

. (4.17) 

Метод Варда был открыт в 1963 году. В качестве расстояния 
между кластерами берется прирост суммы квадратов расстояний объ-
ектов до центров кластеров, получаемый в результате их объединения. 
В отличие от других методов кластерного анализа для оценки расстоя-
ний между кластерами здесь используются методы дисперсионного 
анализа. 

Каждый шаг реализации кластерного алгоритма предполагает 
объединять такие два кластера, которые приводят к минимальному 
увеличению целевой функции, т. е. внутригрупповой суммы квадратов. 
В результате реализации данного метода происходит создание малых 
групп, а основой реализации способа является объединение близко рас-
положенных кластеров. 

Метод невзвешенного попарного среднего (метод невзве-
шенного попарного арифметического среднего) предполагает, что в 
качестве расстояния между двумя кластерами берется среднее рассто-
яние между всеми парами объектов в них. Этот метод следует исполь-
зовать, если объекты существенно отличаются друг от друга, в случаях 
присутствия кластеров «цепочного» типа, а также при предположении 
неравных размеров кластеров. 
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Метод взвешенного попарного среднего (метод взвешенного 
попарного арифметического среднего) отличается от предыдущего 
метода тем, что численность объектов кластера в нем выступает весо-
вой характеристикой. В остальном алгоритм реализации метода анало-
гичен. Способ взвешенного попарного арифметического среднего сле-
дует использовать в том случае, если выдвинута гипотеза о различном 
размере предполагаемых кластерных групп. 

Невзвешенный центроидный метод (метод невзвешенного 
попарного центроидного усреднения) предполагает использование в 
качестве расстояния между двумя кластерами расстояния между цен-
трами тяжести соответствующих групп. 

Взвешенный центроидный метод (метод взвешенного по-
парного центроидного усреднения) похож на предыдущий, разница 
состоит лишь в том, что для учета разницы между размерами класте-
ров (число объектов в них) используются веса. Метод следует приме-
нять в том случае, если выдвинута гипотеза о существенных различиях 
в размере предполагаемых кластерных групп. 

Помимо иерархических методов на практике часто использу-
ются итерационные приемы кластеризации.  

Наиболее популярным из них является метод k-средних. Впер-
вые полный алгоритм быстрой кластеризации был рассмотрен в работе 
Хартигана и Вонга (Hartigan and Wong) в 1978 году. Отличие метода 
k-средних от иных иерархических методов состоит в необходимости вы-
движения гипотезы о числе кластеров до начала проведения анализа. 
Метод k-средних имеет свои преимущества и недостатки (рис. 4.14). 

 
 

Рис. 4.14. Преимущества и недостатки метода k-средних 

-простота использования;
-быстрота использования;
-понятность и прозрачность 
алгоритма

-алгоритм слишком чувствителен 
к выбросам, которые могут 
искажать среднее. Возможным 
решением этой проблемы 
является использование 
модификации алгоритма –
алгоритма k-медианы; 
-алгоритм может медленно 
работать на больших базах 
данных. Возможным решением 
данной проблемы является 
использование выборки данных



92 

Алгоритм реализации метода представлен на рис. 4.15. 

 
 

Рис. 4.15. Алгоритм реализации метода k-средних 

Суть принципа реализации алгоритма k-средних состоит в сле-
дующем: происходит построение кластеров, расстояние между кото-
рыми является наибольшим. Выбор числа кластерных групп k может 
опираться на предыдущие результаты анализа, теоретические положе-
ния в конкретной предметной области и т. д. 

Процесс итерации прекращается, когда границы кластеров пере-
станут изменяться от итерации к итерации, т. е. на каждой итерации в 
каждом кластере будет оставаться один и тот же набор записей. 

После получения результатов кластерного анализа методом 
k-средних необходимо проверить адекватность проведенной проце-
дуры. Суть такой проверки состоит в оценке значимости различий вы-
численных кластерных групп. Анализ различий основывается на рас-
чете средних значений групп. Если процедура дала качественные ре-
зультаты, средние характеристики каждого из выявленных кластеров 
должны существенно отличаться друг от друга [33]. 

Выбирается число кластеров k

Из исходного множества данных случайным образом 
выбираются k записей, которые будут служить начальными 

центрами кластеров

Для каждой записи исходной выборки определяется 
ближайший к ней центр кластера. При этом записи, 

«притянутые» определенным центром, образуют начальные 
кластеры

Вычисляются центроиды – центры тяжести кластеров. 
Каждый центроид – это вектор, элементы которого 
представляют собой средние значения признаков, 

вычисленные по всем записям кластера. Затем центр 
кластера смещается в его центроид
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4.3. Дискриминантный анализ 
Задача дискриминантного анализа опирается на следующий 

набор данных. Допустим, что имеются сведения о n наблюдениях, каж-
дое из которых можно охарактеризовать по k признакам. В таком слу-
чае каждое конкретное наблюдение может быть описано с помощью 
вектора X, характеристики которого являются набором случайных ве-
личин (4.18): 

Х = (Х1, X2,…Хk)T. (4.18) 
Суть задачи дискриминации состоит в том, чтобы разбить все 

множество реализации анализируемой величины на определенное ко-
личество областей Ri, затем каждое из новых анализируемых наблюде-
ний отнести к какой-либо области, опираясь на правило, которое при-
знано в рамках решения конкретной исследовательской задачи решаю-
щим. Предполагается, что заранее информация о принадлежности объ-
екта к области недоступна либо требует значительных затрат ресурсов 
на ее получение. 

Выбор правила осуществления дискриминантного анализа дол-
жен базироваться на принципе оптимальности, который представляет 
собой минимизацию средних потерь от неправильной классификации, 
исходя из априорных вероятностей рi извлечения объекта из группы Ri. 
Решающее правило считается наилучшим в определенном смысле 
слова, если никакое другое правило не может дать меньшей величины 
функции потерь. 

Значения априорных вероятностей могут быть известны заранее 
и определены пользователями заблаговременно (по результатам пред-
варительного анализа) либо заданы в процессе ввода данных в модуль. 
В качестве средних потерь чаще всего принимают вероятность ложной 
классификации наблюдения. 

Построение решающего правила также можно рассматривать 
как задачу поиска областей R, которые не пересекаются между собой. 
Дискриминантные функции в этом случае дают определение этих об-
ластей путем задания их границ в многомерном пространстве.  

В процессе дискриминантного анализа автоматически вычисля-
ются функции классификации, предназначенные для определения той 
группы, к которой наиболее вероятно принадлежит новый объект. При 
этом важно равенство количества функций классификации заданной 
величине кластерных групп.  
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Считается, что принадлежность наблюдения в определенной 
группе будет объясненной в том случае, если функция классифика-
ции максимальна либо значение апостериорной функции является 
наибольшим. 

Дискриминантный анализ используется для исследования раз-
личий заранее заданных групп объектов исследования (фирм, катего-
рий товаров и т. д.). Переменная считается группирующей в том слу-
чае, если она делит совокупность объектов исследования на конкрет-
ные классы или категории. Дискриминантный анализ используется для 
того, чтобы оценить межгрупповые развития по определенным призна-
кам. Если признак применяется для выявления различий между груп-
пами, они именуются дискриминационными переменными.  

Важно грамотное использование шкалирования при анализе: 
группирующая переменная должна принадлежать номинальной шкале, 
а зависимые характеристики быть метрическими. Соблюдение данного 
условия необходимо для обеспечения высокой точности производимых 
расчетов. В практической деятельности возможно, чтобы группирую-
щая переменная принадлежала также к порядковой шкале, а дискрими-
национная – к шкале любого типа, однако надо четко понимать конкрет-
ные исследовательские задачи и объекты аналитической практики. 

В результате проведения дискриминантного анализа осуществ-
ляется построение модели (дискриминантной функции), общий вид ко-
торой (4.19) 

kk221i0 Xb...XbXbbD ++++= , (4.19) 

где D – группирующая (зависимая) переменная; 
bk – коэффициенты дискриминантной функции; 
bo – свободный член (константа); 
хn – дискриминационные (независимые) переменные. 
Данная модель позволяет определять принадлежность каждого 

конкретного объекта к группе, опираясь на базовые характеристики ис-
следования, признанные исследователем как значимые. 

Основные цели дискриминантного анализа отражены на рис. 4.16. 
Целесообразность дискриминантного анализа определяется на 

основе исследовательских задач. 
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Рис. 4.16. Основные виды дискриминантного анализа 
 
К статистикам, используемым в дискриминантном анализе, от-

носятся следующие коэффициенты и показатели. 
Каноническая корреляция используется для измерения сте-

пени связи между дискриминантными показателями и группами. Это 
мера связи между единственной дискриминирующей функцией и набо-
ром фиктивных переменных, которые определяют принадлежность к 
данной группе. 

Центроид (средняя точка) – это средние значения для дискри-
минантных показателей конкретной группы. Центроидов столько, 
сколько групп, т. е. один центроид для каждой группы. Средние 
группы для всех функций – это групповые центроиды. 

Классификационная матрица. Иногда ее называют смешан-
ной матрицей, или матрицей предсказания. Классификационная мат-
рица содержит ряд правильно классифицированных и ошибочно клас-
сифицированных случаев. Верно классифицированные случаи лежат 
на диагонали матрицы, поскольку предсказанные и фактические 

1. Определение дискриминантных функций или линейных 
комбинаций независимых переменных, которые наилучшим образом 
различают (дискриминируют) категории (группы) зависимой 
переменной

2. Проверка существования между группами значимых 
различий с точки зрения независимых переменных

3. Определение предикторов, вносящих наибольший вклад
в межгрупповые различия 

4. Отнесение случаев к одной из групп (классификация) исходя 
из значений предикторов 

5. Оценка точности классификации данных на группы
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группы одни и те же. Элементы, не лежащие по диагонали матрицы, 
представляют случаи, классифицированные ошибочно. Сумма элемен-
тов, лежащих на диагонали, деленная на общее количество случаев, 
дает коэффициент результативности. 

Ненормированные коэффициенты дискриминантной функ-
ции – это коэффициенты переменных, когда они измерены в первона-
чальных единицах. 

Дискриминантные показатели. Сумма произведений ненор-
мированных коэффициентов дискриминантной функции на значения 
переменных, добавленная к постоянному члену. 

Собственное (характеристическое) значение. Для каждой дис-
криминантной функции собственное значение – это отношение межгруп-
повой суммы квадратов к внутригрупповой сумме квадратов. Большие 
собственные значения указывают на функции более высокого порядка. 

F-статистика и ее значимость. Значения F-статистики вычис-
ляют однофакторный дисперсионный анализ, разбивая на группы не-
зависимую переменную. Каждый предиктор, в свою очередь, служит в 
ANOVA метрической зависимой переменной. 

Средние группы и групповые стандартные отклонения. Эти 
показатели вычисляют для каждого предиктора каждой группы. 

Объединенная межгрупповая корреляционная матрица. Ее 
вычисляют усреднением отдельных ковариационных матриц для всех 
групп. 

Нормированные коэффициенты дискриминантных функ-
ций. Коэффициенты дискриминантных функций используют как мно-
жители для нормированных переменных, т. е. переменных с нулевым 
средним и дисперсией, равной единице. 

Структурные коэффициенты корреляции известны как дис-
криминантные нагрузки; представляют собой линейные коэффици-
енты корреляции между предикторами и дискриминантной функцией. 

Общая корреляционная матрица. Если при вычислении кор-
реляций наблюдения обрабатывают так, как будто они взяты из одной 
выборки, то в результате получают общую корреляционную матрицу. 

Коэффициент λ Уилкса. Иногда называемый U-статистикой, 
коэффициент λ Уилкса для каждого предиктора – это отношение внут-
ригрупповой суммы квадратов к общей сумме квадратов. Его значение 
варьируется от 0 до 1. Большое значение λ (около 1) указывает на то, 
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что средние группы не должны различаться. Малые значения λ 
(около 0) указывают на то, что средние группы различаются. 

Процедура выполнения дискриминантного анализа состоит из 
шести основных шагов (рис. 4.17). 

 

Рис. 4.17. Этапы процедуры дискриминантного анализа 

На первом этапе анализа определяется, что является зависимой пе-
ременной, а что результирующим фактором. Зависимая переменная 
должна состоять из двух или больше взаимоисключающих и взаимно ис-
черпывающих категорий. Если зависимая переменная измерена с помо-
щью интервальной или относительной шкалы, то ее следует в первую 
очередь перевести к статусу категориальной. Например, отношение к 
фирме, измеренное по девятибалльной шкале, можно категоризировать 
как неблагоприятное (1, 2, 3, 4), нейтральное (5) и благоприятное (6, 7, 
8, 9). Также возможно формирование одинаковых групп точками отсечек 
по результатам графического анализа графика распределения значений 
зависимой переменной. Предикторы следует выбирать исходя из теоре-
тической модели или ранее проверенного исследования, или (в случае 
поискового исследования) из интуиции и опыта исследователя. 

Далее выборку делят на две части. Одна из них – анализируемая 
выборка – для вычисления дискриминантной функции. Другая часть – 
проверочная выборка – используется для проверки результатов дис-
криминантного моделирования. 

1.  Определение зависимой и независимой переменной 
(переменных)

2. Выбор метода дискриминантного анализа

3. Определение коэффициентов дискриминантной функции

4. Определение значимости дискриминантной функции

5. Интерпретация полученных результатов

6. Оценка достоверности дискриминантного анализа
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Если исследователь сталкивается с необходимостью работы с 
большой по объему выборкой, ее можно разбить на две меньшие рав-
ные совокупности, первая из которых будет анализируемой, а вторая 
проверочной. Затем анализ повторяется, однако выполняемые выбор-
ками функции меняются: анализируемая становится проверочной, а 
проверочная – анализируемой. Таким образом, осуществляется двой-
ная перекрестная проверка результатов моделирования. 

Часто распределение количества случаев в анализируемой и 
проверочной выборках явствует из распределения в общей выборке. 
Рассмотрим конкретный пример. Предположим, что 50 % фирм вы-
борки развиваются стабильно, а в деятельности другой половины орга-
низаций часто возникают проблемы под влиянием внешних факторов. 
Таким образом, ½ анализируемых фирм более подвержены риску, а 
другая половина – менее. Или предположим, что четверть организации 
менее подвержены внешним рискам и угрозам. В таком случае выбор 
проверочной и анализируемой выборки должен руководствоваться 
теми же соотношениями (25 : 75 %). 

Для выбора предикторов в дискриминантной функции можно ис-
пользовать два метода (рис. 4.18). 

 

Рис. 4.18. Методы выбора предикторов в дискриминантной функции 

Методы выбора предикторов

Прямой метод

Предполагает вычисление 
дискриминантной функции при 
одновременном введении всех 

предикторов. В этом случае 
учитывается каждая зависимая 

переменная. При этом ее 
дискриминирующая сила не 

принимается во внимание. Этот 
метод больше подходит к ситуации, 

когда аналитик, исходя из 
результатов предыдущего 

исследования или теоретической 
модели, хочет, чтобы в основе 

различения лежали все предикторы

Пошаговый метод

При пошаговом 
дискриминантном анализе 

предикторы вводят 
последовательно, исходя из их 

способности различить 
(дискриминировать) группы. 
Этот метод лучше применять

в ситуации, когда исследователь 
хочет отобрать подмножество 

предикторов для включения их
в дискриминатную функцию
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На втором этапе осуществляется выбор метода дискриминантного 
анализа, который описывается числом категорий, имеющихся у зависи-
мой переменной. Выделяют дискриминантный анализ для двух групп и 
множественный анализ: при осуществлении первого анализируются две 
категории, второй базируется на анализе трех и более категорий. 

Главное отличие между ними заключается в том, что при нали-
чии двух групп возможно вывести только одну дискриминантную функ-
цию. Используя множественный дискриминантный анализ, можно вы-
числить несколько функций. 

Рассмотрим случай для двух дискриминантных переменных.  
Тогда определение коэффициентов дискриминантной функции будет 
сведено к следующему. 

Функция f(X) называется канонической дискриминантной функ-
цией, а величины x1 и x2 – дискриминантными переменными (4.20) 

f(x) = а]Х1 + а2Х2. (4.20) 

Дискриминантная функция может быть как линейной, так и не-
линейной. Выбор вида этой функции зависит от геометрического рас-
положения разделяемых классов в пространстве дискриминантных пе-
ременных. 

Коэффициенты дискриминантной функции (аi) определяются 
таким образом, чтобы 1f (X) и 2f (Х) как можно больше различались 
между собой. 

Вектор коэффициентов дискриминантной функции (А) опреде-
ляется по формуле (4.21) 

)XX(SA 21
1

* −= − . (4.21) 

Полученные значения коэффициентов подставляют в формулу и 
для каждого объекта в обоих множествах вычисляют дискриминантные 
функции f(X), затем находят среднее значение для каждой группы ( kf ).  

Таким образом, каждому i-му наблюдению, которое первона-
чально описывалось m-переменными, будет соответствовать одно зна-
чение дискриминантной функции, и размерность признакового про-
странства снижается. 

Перед тем как непосредственно приступить к процедуре класси-
фикации, нужно определить границу, разделяющую два множества. 
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Такой величиной может быть значение функции, равноудаленное от 1f  
и 2f  (4.22): 

)ff(
2
1c 21 += . (4.22) 

Величина с называется константой дискриминации. 
Объекты, расположенные над разделяющей поверхностью f(x) = 

= a1x1 + а2х2 +…+ архр = с находятся ближе к центру множества М1, 
следовательно, могут быть отнесены к первой группе, а объекты, рас-
положенные ниже этой поверхности, ближе к центру второго множе-
ства, относятся ко второй группе.  

Если граница между группами будет выбрана как сказано выше, 
то в этом случае суммарная вероятность ошибочной классификации 
будет минимальной. 

Важнейшим этапом дискриминантного исследования является 
анализ значимости результатов моделирования. 

Бессмысленно интерпретировать результаты анализа, если опре-
деленные дискриминантные функции не являются статистически зна-
чимыми, поэтому следует выполнить статистическую проверку нуле-
вой гипотезы о равенстве средних всех дискриминантных функций во 
всех группах генеральной совокупности. В программе SPSS эта про-
верка базируется на коэффициенте лямбда (λ) Уилкса. Если одновре-
менно проверяют несколько функций, как в случае множественного 
дискриминантного анализа, то коэффициент λ является суммой одно-
мерных λ для каждой функции. Уровень значимости оценивают исходя 
из преобразования λ-статистики в статистику Хи-квадрата (исходя из 
распределения Хи-квадрата, которому подчиняется λ-статистика). Если 
нулевую гипотезу отклоняют, что указывает на значимую дискримина-
цию, то можно продолжать интерпретировать результаты. 

Для интерпретации дискриминантных весов используется про-
цедура, аналогичная множественному регрессионному анализу. 

Значение коэффициента для конкретного предиктора зависит от 
других предикторов, включенных в дискриминантную функцию. 
Знаки коэффициентов условны, но они указывают, какие значения пе-
ременной приводят к большим и маленьким значениям функции и свя-
зывают их с конкретными группами. 
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При наличии мультиколлинеарности между независимыми пе-
ременными не существует однозначной меры относительной важности 
предикторов для дискриминации между группами. Помня об этом 
предостережении, можно получить некоторое представление об отно-
сительной важности переменных, изучив абсолютные значения норми-
рованных коэффициентов дискриминантной функции. Как правило, 
предикторы с относительно большими нормированными коэффициен-
тами вносят больший вклад в дискриминирующую мощность функции 
по сравнению с предикторами, имеющими меньшие коэффициенты. 

Некоторое представление об относительной важности предик-
торов можно также получить, изучив структурные коэффициенты кор-
реляции, которые также называют каноническими, или дискриминант-
ными, нагрузками. Эти линейные коэффициенты корреляции между 
каждым из предикторов и дискриминантной функцией представляют 
дисперсию, которую предиктор делит вместе с функцией. Как и нор-
мированные коэффициенты, эти коэффициенты корреляции следует 
использовать осторожно. 

При интерпретации результатов дискриминантного анализа 
также может помочь разработка характеристической структуры для 
каждой группы посредством описания каждой группы через групповые 
средние для предикторов. 

Оценка достоверности дискриминантного анализа является за-
ключительным этапом исследования. Как уже говорилось, данные раз-
бивают случайным образом на две подвыборки. Анализируемую часть 
выборки используют для вычисления дискриминантной функции, а 
проверочную – для построения классификационной матрицы.  

Дискриминантные веса, определенные анализируемой выбор-
кой, умножают на значения независимых переменных в проверочной 
выборке, чтобы получить дискриминантные показатели для случаев в 
этой выборке. Затем случаи распределяют по группам, исходя из дис-
криминантных показателей и соответствующего правила принятия ре-
шения. Например, при дискриминантном анализе двух групп случай 
может быть отнесен к группе с самым близким по значению центрои-
дом. Затем, сложив элементы, лежащие на диагонали матрицы, и раз-
делив полученную сумму на общее количество случаев, можно опре-
делить коэффициент результативности, или процент верно классифи-
цированных случаев. Полезно сравнить процент случаев, верно клас-
сифицированных с помощью дискриминантного анализа, с процентом 
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случаев, который можно получить случайным образом. Для равных по 
размеру групп процент случайной классификации равен частному от 
деления единицы на количество групп. Превысит ли и насколько коли-
чество верно классифицированных случаев их случайное количество? 
Здесь нет общепринятого подхода, хотя некоторые авторы считают, 
что точность классификации, достигнутая с помощью дискриминант-
ного анализа, должна быть по крайней мере на 25 % выше, чем точ-
ность, которую можно достичь случайным образом. 

Большинство программ для выполнения дискриминантного ана-
лиза также определяют классификационную матрицу исходя из анали-
зируемой выборки. Поскольку программы учитывают даже случайные 
вариации в данных, то полученные результаты всегда точнее, чем клас-
сификация данных на основе проверочной выборки. 

 
4.4. Сущность дисперсионного анализа в статистике фирмы 

Дисперсионный анализ представляет собой статистический 
метод, с помощью которого осуществляется  анализ степени влияния 
факторов на результаты эксперимента путем исследования значимости 
различий в средних значениях.  

Сущность дисперсионного анализа (analysis of variance, ANOVA) 
заключается в том, чтобы разбить дисперсию измеряемого признака на 
отдельные элементы, описывающие влияние каждого отдельного фак-
тора, а также их взаимодействия. 

Последующее сравнение данных элементов позволяет выявить 
долю вариации исходных данных, обусловленную факторным влия-
нием и влиянием случайных отклонений.  

Соответственно, становится возможной оценка значимости каж-
дого из рассматриваемых факторов, а также их вариантов комбинаций. 

Фактором при осуществлении дисперсионного анализа называ-
ется переменная, которая предположительно может оказывать значи-
мый вклад в формирование конечного результата. 

Дисперсионный анализ называется однофакторным, если рас-
сматривается зависимость только от одного фактора, и многофакторным, 
если анализируется влияние двух или более признаков на результат. 

Применительно к статистике фирмы могут быть рассмотрены 
следующие ситуации: предположим, что требуется построение модели 
объяснения выручки фирм тем, что они расположены в различных го-
родах страны.  
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В данном случае переменная «месторасположение фирмы» бу-
дет выполнять роль анализируемого фактора. Уровнем фактора явля-
ется конкретное его значение (например, наименование населенного 
пункта расположения фирмы).  

Откликом в дисперсионном анализе принято называть значение 
измеряемого признака (в рамках рассматриваемого примера откликом 
выступают конкретные значения выручки фирм). 

Для однофакторного дисперсионного анализа модель выглядит 
следующим образом (4.23): 

k,1j,n,1i,y jijjijjij ==ε+α+µ=ε+µ= , (4.23) 

где ijy  – i-е наблюдаемое значение отклика в j-ой группе (для j-го 
уровня фактора); 

µ  – среднее значение отклика по всем уровням фактора (среднее 
по всей совокупности); 

jµ  – среднее значение отклика для j-го уровня фактора; 
µ−µ=α jj  – дифференциальный эффект среднего, который со-

ответствует j-му уровню фактора; 
ijε  – независимые случайные величины с математическим ожи-

данием, равным нулю, и одинаковой дисперсией 2σ . 
Очевидно, что при заданных величинах jµ  величины jα  и µ  

определяются неоднозначно, поэтому необходимо наложить дополни-
тельное условие, устанавливающие связь между этими величинами. 
Обычно используют одно из следующих условий (4.24 или 4.25): 

0
1

=∑
=

k

i
iα , (4.24) 

0
1

=α∑
=

k

i
iin , 0=αk . (4.25) 

Выражение ijjijy ε+α+µ=  можно представить в виде (4.26)  

)()( jijjij yy µ−+µ−µ+µ=  (4.26) 

или (4.27) 
)y()(y jijjij µ−+µ−µ=µ− . (4.27) 
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Математический смысл данного выражения заключается в сле-
дующем: отклонение наблюдаемого значения отклика для j-й группы 
складывается из суммы двух слагаемых. Одним из них выступает от-
клонение отклика от среднего значения j-й группы )( jijy µ− , а вторым – 
отклонение среднего значения j-й группы от среднего значения всей 
совокупности )( j µ−µ .  

Как правило, разложение общей дисперсии для выборочных 
данных представляется в виде равенства сумм квадратов соответству-
ющих отклонений (4.28) 

RBT SSSSSS += . (4.28) 

Общая сумма квадратов отклонений (4.29) 

∑∑ −=
= =

k

1i

in

1j

2
ijT )yy(SS . (4.29) 

Сумма квадратов отклонений групповых средних от общего 
среднего (4.30) 

∑ ∑∑
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2 )()( . (4.30) 

Выражение (4.30) также называется эффектом фактора (суммой 
квадратов эффекта). 

Внутригрупповая (остаточная) сумма квадратов отклонений 
определяется по формуле (4.31). 

∑∑
= =

−=
k

i

n

j
iijR

i
yySS

1 1

2)( . (4.31) 

Выражение (4.31) называется также остаточным эффектом (эф-
фектом ошибок). 

Таким образом, в разложении дисперсии на составляющие за-
ключена основная идея дисперсионного анализа: общая вариация пере-
менной, обусловленная влиянием фактора и измеренная суммой TSS , 
складывается из двух компонент BSS  и RSS , которые используются для 
описания изменчивости переменной между уровнями фактора ( BSS ) и 
внутри уровней фактора ( RSS ). 

При осуществлении дисперсионного анализа анализируются не 
сами значения суммы квадратов отклонений, а средние квадраты. Они 
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получаются путем деления сумм квадратов отклонений на соответ-
ствующее число степеней свободы.  

Число степеней свободы для суммы квадратов случайных вели-
чин определяется как общее число линейно независимых слагаемых. 

Для полной суммы квадратов ∑∑
= =

−=
k

i

n

j
ijT

i
yySS

1 1

2)(  число степеней 

свободы 1−=ν nT , так как при ее расчете используются n наблюдений, 
которые связаны между собой единственным уравнением для общего 
выборочного среднего всей совокупности. 

Для суммы квадратов эффекта фактора ∑ −=
=

k

1i

2
iiВ )yy(nSS  число 

степеней свободы 1−=ν kB , так как при ее расчете используются k 
групповых средних, связанных между собой также одним уравнением 
для общего выборочного среднего всей совокупности. 

Для суммы квадратов ошибок ∑∑
= =

−=
k

i
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j
iijR

i
yySS

1 1

2)(  число степе-

ней свободы knR −=ν , ибо при ее расчете используются n  наблюде-
ний, связанных между собой k уравнениями для выборочных средних 
k групп. 

Соответственно выражения для средних квадратов отклонений, 
которые являются оценками соответствующих дисперсий, имеют вид 
(4.32) – (4.34). 

Оценка общей дисперсии 
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Оценка межгрупповой дисперсии 

∑ −
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iiВ )yy(n
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1MS . (4.33) 

Оценка остаточной дисперсии 
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iijR )yy(

kn
1MS . (4.34) 

При условии истинности нулевой гипотезы kH µ==µ=µ 210 :
статистики MSB и MSR являются несмещенными оценками одной и той 
же дисперсии 2σ . 

pustovoitova
Комментарий текста
курсив

pustovoitova
Комментарий текста
пробел
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В таких условиях сущность проверки нулевой гипотезы состоит 
в анализе равенства дисперсий на основе F-отношения (4.35) 

R

B

R

B

SS
SS

1k
kn

MS
MS

F
−
−

== . (4.35) 

Если нулевая гипотеза верна, статистика F в случае нормального 
распределения величин ijε  обладает распределением Фишера с v1 = k– 1 
и v2 = n – k числом степеней свободы.  

В случае, если наблюдаемое значение больше или равно крити-
ческому значению распределения Фишера с уровнем α и с числом сте-
пеней свободы v1 = k– 1 и v2 = n – k (т. е. Fнабл ≥ Fкр), нулевая гипотеза 
отклоняется и считается, что средние для различных уровней фактора 
значимо различаются. 

Если применяются порядковые данные, непараметрической аль-
тернативой однофакторного дисперсионного анализа будет ранговый 
дисперсионный анализ Краскела – Уоллиса. 

Его основой является однофакторный дисперсионный анализ, 
однако вместо исходных значений переменных анализируются их ран-
говые характеристики. 

Если обозначить через Rij ранг элемента xij в общем вариацион-

ном ряду значений отклика, то величины ∑=
=

jn

1i
ij

j
j R

n
1R  будут опреде-

лять средние ранги для элементов j-й группы, а величина 

2
1nR

n
1R

jn

1i

k

1j
ij

+
=∑∑=

= =
 – средний ранг всей совокупности. Таким образом, 

величина ∑
=

−
k

j
jj RRn

1

2)(  будет использоваться для характеристики меж-

группового разброса рангов. 
Если нулевая гипотеза о равенстве средних рангов верна, стати-

стика примет вид (4.36) 

∑
=

−
+

=
k

j
jj RRn

nn
H

1

2)(
)1(

12 . (4.36) 

Приближенно она будет равна распределению хи-квадрата с k – 1 
степенью свободы. 
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В случае, если соблюдается неравенство Hнабл ≥ Hкр, нулевая ги-
потеза отклоняется и считается, что средние ранги для различных уров-
ней фактора значимо различаются. 

Если производится анализ двух и более различных факторов по 
результатам наблюдений, имеет место многофакторный дисперсион-
ный анализ.  

Примером двухфакторной модели в статистике фирмы может 
служить следующая модель. Например, двухфакторная модель будет 
применяться при построении объяснения различий в доходах фирм, 
обусловленных как месторасположением организаций, так и специфи-
кой их вида деятельности. 

Рассмотрим подробнее влияние на величину Х фактора А, име-
ющего k-уровней, и фактора B, имеющего m уровней. 

Построение двухфакторной модели опирается на выражение (4.37) 

m,1j,k,1i,n,1l,y ijijlijjiijlijijl ===ε+γ+β+α+µ=ε+µ= , (4.37) 
где ijly  – l-е наблюдаемое значение отклика для i-го уровня фактора A 
и j-го уровня фактора B; 

µ  – среднее значение отклика по всей совокупности (генераль-
ное среднее); 

µij – среднее значение отклика для i-го уровня фактора A и j-го 
уровня фактора B; 

µ−µ=α *ii  – главный эффект i-го уровня фактора A ( *iµ  – сред-
нее значение отклика для i-го уровня фактора A); 

µ−µ=β j*j  – главный эффект j-го уровня фактора B (µ*j – сред-
нее значение отклика для j-го уровня фактора B); 

µ+µ−µ−µ=γ j**iijij  – эффект взаимодействия i-го уровня фак-
тора A и j-го уровня фактора B; 

ijlε  – независимые случайные величины с математическим ожи-
данием, равным нулю, и одинаковой дисперсией 2σ . 

Средние могут определяться через величины ijµ , например, как 
взвешенные средние: 
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Возможны и другие варианты определения средних величин. 
Выражение ijlijjiijly ε+γ+β+α+µ=  можно представить в виде 

(4.38) 
)()()()( **** ijijljiijjiijl xy µ−+µ+µ−µ−µ+µ−µ+µ−µ=µ− . (4.38) 

Данное соотношение говорит о том, что отклонение наблюдае-
мого значения отклика складывается из суммы четырех слагаемых: от-
клонения отклика от среднего значения для i, j-го набора уровней фак-
торов A и B )( ijijly µ− , главных эффектов i-го уровня фактора A и j-го 
уровня фактора B и эффекта взаимодействия.   

Таким образом, дисперсия отклика может быть представлена в 
виде суммы четырех дисперсий, одна из которых характеризует внут-
ригрупповую изменчивость для i, j-го набора уровней факторов A и B, 
а остальные – соответствующие эффекты. 

Метод наименьших квадратов (МНК) оценки параметров модели 
двухфакторного дисперсионного анализа достаточно просто получить 
только в случае пропорциональных частот, т. е. при условии (4.39): 

𝑛𝑛𝑦𝑦
𝑛𝑛

= 𝑛𝑛𝑦𝑦∗
𝑛𝑛

𝑛𝑛∗𝑖𝑖
𝑛𝑛

      ∀𝑖𝑖 = 1, 𝑘𝑘�����, 𝑗𝑗 = 1,𝑏𝑏������. (4.39) 

Данные условия выполняются, например, если количества 
наблюдений nij для каждого сочетания уровней факторов совпадают. 
Если соблюдается данное условие, эксперимент принято считать сба-
лансированным. 

В случае пропорциональных частот исследователь получает по-
нятные МНК-оценки для параметров модели вне зависимости от усло-
вий, накладываемых на параметры модели: 
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yˆ =µ ; 
yyˆ *ii −=α ; 
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В случае пропорциональных частот также справедливо следую-
щее разложение общей суммы квадратов отклонений на составляющие 
(4.40): 

RABBAT SSSSSSSSSS +++= , (4.40) 
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клонений; 
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* )()(  – сумма квадратов откло-

нений средних по уровням фактора A от общего среднего или сумма 
квадратов главных эффектов A (можно и так: сумма квадратов, соот-
ветствующих эффекту фактора A); 
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нений средних по уровням фактора B от общего среднего или сумма 
квадратов главных эффектов B; 
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сумма квадратов взаимодействия эффектов A и B; 
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∑∑∑
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2)( – остаточная сумма квадратов отклоне-

ний. 
Число степеней свободы для сумм квадратов ASS  и ВSS  равно со-

ответственно 1−=ν kA  и 1−=ν mB . Число степеней свободы для суммы 
квадратов взаимодействия эффектов АВSS  равно )1)(1( −−=ν mкАB . 
Число степеней свободы суммы квадратов остатков RSS  равно 

kmnR −=ν . Соответственно, средние суммы квадратов будут равны: 
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Так как в рамках построения двухфакторной модели рассматри-
ваются различные эффекты от влияния факторов, необходимо осу-
ществлять проверку гипотез значимости различных выявленных эф-
фектов с помощью инструментов статистического анализа.  

При условии истинности :0H «эффект незначим» средний квад-
рат эффекта является несмещенной оценкой дисперсии 2σ , так же как 
и величина RMS . Поэтому в качестве статистики критериев проверки 
гипотез о значимости соответствующих эффектов можно использовать 
отношения средней суммы квадратов эффектов к средней сумме квад-
ратов остатков.  

При нормальном распределении остатков данные статистики 
имеют распределение Фишера с параметрами, определяемыми числами 
степеней свободы соответствующих сумм, участвующих в отношении.  

В том случае, если наблюдаемое значение статистики крнабл FF ≥ , 
где крF  – критическая точка распределения Фишера уровня α  (или 
квантиль уровня α−1 ) с числом степеней свободы 1ν  и 2ν , то нулевая 
гипотеза  отклоняется и считается, что средние для различных уровней 
фактора значимо различаются. 
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В случае непропорциональных частот оценки МНК-параметров 
модели при заданных 1−+ mk  условиях параметры модели могут быть 
получены численно, однако в этом случае нарушается условие ортого-
нальности сумм квадратов эффектов.  

Соответственно, независимая одновременная проверка всех ги-
потез двухфакторного анализа не представляется возможной. Однако 
всегда существует возможность проверки значимости любого из выяв-
ленных эффектов (либо линейной комбинации эффектов), рассматри-
вая соответствующую однофакторную модель и выделив соответству-
ющую сумму квадратов.  Затем можно исключить данную сумму квад-
ратов из общей суммы квадратов и проверить значимость другого эф-
фекта и т. д.  

Таким образом, происходит последовательное разложение 
суммы квадратов на составляющие.  

Можно использовать и другой подход, выделив на основе одно-
факторной модели сумму квадратов всех эффектов за исключением од-
ного, а затем уже исследовать значимость этого эффекта на основе 
оставшейся суммы квадратов.  

В зависимости от того, как формируется разложение суммы 
квадратов на составляющие, различаются и статистики критериев для 
проверки гипотез о значимости эффектов в несбалансированной мно-
гофакторной модели дисперсионного анализа, при этом общий прин-
цип формирования статистики критерия на основе F-отношения сумм 
квадратов эффекта и остатков остается прежним.  

В многофакторной несбалансированной модели принято рас-
сматривать три основных типа разложения суммы квадратов. 

При этом в анализе будут рассматриваться следующие обозна-
чения:  

)(µR  – остаточная сумма квадратов для модели, содержащей 
только параметр µ  – общее среднее; 

),( AR µ  – остаточная сумма квадратов для модели, учитываю-
щей эффект фактора A, т. е. для модели, содержащей параметр µ  и па-
раметры kii ,1, =α ; 

),( BR µ  – остаточная сумма квадратов для модели, учитываю-
щей эффект фактора B, т. е. для модели, содержащей параметр µ  и па-
раметры mjj ,1, =β ; 



112 

),,( BAR µ  – остаточная сумма квадратов для модели, учитываю-
щей эффекты факторов А и B, без учета взаимодействия факторов; 

),,,( ABBAR µ  – остаточная сумма квадратов для полной модели, 
учитывающей как эффекты факторов А и B, так и эффект взаимодей-
ствия факторов АВ. 

Следует отметить, что записи вида ),( AR µ , ),,( BAR µ , 
),,,( ABBAR µ  однозначно характеризуют не только остаточную сумму 

квадратов, но и саму модель, поэтому в дальнейшем под этой записью 
будем понимать как остаточную сумму квадратов, так и модель в зави-
симости от контекста. 

Под записью )|( BASS  будем понимать сумму квадратов, соот-
ветствующих эффекту фактора A, после того как из разложения была 
удалена сумма квадратов, соответствующая эффекту фактора В. 

Тип I называют также последовательной суммой квадратов. 
Разложение зависит от порядка эффектов в модели. Каждый последу-
ющий эффект скорректирован на предыдущие эффекты, эффекты вза-
имодействия оцениваются после эффектов факторов. Разложение явля-
ется аддитивным по отношению к общей сумме квадратов. 

Формирование сумм квадратов на примере двухфакторной мо-
дели (в качестве первого фактора выбирается фактор А) приведено 
ниже. 

Суммы квадратов I типа для эффектов модели, где в качестве 
первого выбран фактор A, будут иметь вид: 

эффект A:    ),()()( ARRASS µµ −= ;  
эффект B:    ),,(),()|( BARARABSS µµ −= ; 
эффект AB: ),,,(),,(),|( ABBARBARBAABSS µµ −= . 
Все суммы определяются однозначно независимо от условий, 

накладываемых на параметры модели. Таким образом, чтобы получить 
данные суммы, потребуется построить четыре различные модели (хотя 
можно сократить число моделей, используя для построения сумм соот-
ветствующие оценочные функции).  

В типе II суммы квадратов каждого эффекта в модели коррек-
тируются по всем остальным «подходящим» эффектам, т. е. вычисля-
ются после удаления из общей суммы квадратов сумм квадратов «под-
ходящих» эффектов. Под «подходящим» понимается любой эффект, 
который не содержит исследуемый эффект. Разложение не зависит от 
порядка эффектов в модели и не является аддитивным по отношению 
к общей сумме квадратов.  
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Суммы квадратов II типа для эффектов двухфакторной модели 
будут иметь вид: 

эффект A: ),,(),()|( BARBRBASS µµ −= ;  
эффект B: ),,(),()|( BARARABSS µµ −= ; 
эффект AB: ),,,(),,(),|( ABBARBARBAABSS µµ −= .  
Все суммы определяются однозначно независимо от условий, 

накладываемых на параметры модели. Так же как и в предыдущем слу-
чае, чтобы получить данные суммы, потребуется построить четыре раз-
личные модели. 

При использовании III типа суммы квадратов каждого эффекта 
в модели корректируются по всем остальным эффектам и являются ор-
тогональными к суммам квадратов, содержащих исследуемый эф-
фект.  Разложение не зависит от порядка эффектов в модели и не явля-
ется аддитивным по отношению к общей сумме квадратов.   

Суммы квадратов III типа для эффектов двухфакторной модели 
будут иметь вид: 

эффект A: ),,,(),,(),|( ABBARABBRABBASS µµ −= ;  
эффект B: ),,,(),,(),|( ABBARABARABABSS µµ −= ; 
эффект AB: ),,,(),,(),|( ABBARBARBAABSS µµ −= . 
Суммы квадратов ),,( ABAR µ  и ),,( ABBR µ  зависят от условий, 

накладываемых на параметры модели. Для выполнения условий орто-
гональности параметры модели должны удовлетворять следующим 
выражениям: 
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Так же как и в предыдущих случаях, чтобы получить данные 
суммы, потребуется построить четыре различные модели. 

На практике часто исследователи сталкиваются с проблемой со-
ответствия различным уровням фактора одних и тех же объектов.  

Метод дисперсионного анализа может быть применен для ана-
лиза чистой прибыли фирм за различные периоды времени. Однако 
сделать вывод о том, что исходные данные не являются взаимокорре-
лируемыми величинами, однозначно нельзя.  

В такой ситуации анализ эффектов фактора опирается на диспер-
сионный анализ, предполагающий исключение влияния зависимостей 
выборок, которые связаны с повторным рассмотрением одних и тех же 
объектов. Это метод дисперсионного анализа зависимых выборок (по-
вторных наблюдений). С его помощью возможно уменьшение общей 
дисперсии данных за счет исключения составляющей индивидуальных 
различий из остаточной дисперсии. Таким образом повышается мощ-
ность критерия, что оказывает положительное влияние на модель. 

Предполагается, что j-е наблюдаемое значение отклика в каждой 
группе соответствует одному и тому же объекту наблюдения. В про-
стейшей однофакторной модели дисперсионного анализа повторных из-
мерений исходят из следующей модели порождения данных (4.41): 

njkiwy ijjiijijij ,1,,1 ==+++=+= ετµεµ , (4.41) 

где ijy  – j-е наблюдаемое значение отклика в i-й группе; 

ijµ  – среднее значение отклика для i-го наблюдения в j-й группе; 

ijε  – независимые случайные величины с математическим ожи-
данием, равным нулю, и одинаковой дисперсией 2σ ; 

µ  – среднее значение отклика; 

µµ −= *iiw  –  эффект i-го уровня фактора W, ∑
=

=
n

j
iji n 1

*
1 µµ  – 

среднее для i-го уровня фактора; 
µµτ −= jj *  – эффект индивидуальности j-го наблюдения, 

∑
=

=
k

i
ijj k 1

*
1 µµ  – среднее для  j-го объекта наблюдения; 

ijε  – независимые случайные величины с математическим ожи-
данием, равным нулю, и одинаковой дисперсией 2σ . 
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Уравнение (4.41) можно рассматривать как соответствующее 
классической модели двухфакторного дисперсионного анализа без 
компоненты, учитывающей взаимодействие факторов, и числом 
наблюдений для каждой ячейки 1=ijn  (что соответствует сбалансиро-
ванному плану). 

Таким образом, его можно записать в виде (4.42) 

njkiwy ijiijijij ,1,,1,)( ** ==+=+−=− εεµµµ . (4.42) 

Для того чтобы исключить эффект индивидуальности наблюде-
ний и анализировать только влияние фактора W на результаты наблю-
дений, мы должны перейти к рассмотрению величин  jijy *µ− . 
МНК-оценкой параметра j*µ  является выборочное среднее 

∑
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i
ijj y

k
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1
*

1 . Сумма квадратов наблюдений за вычетом суммы квадра-

тов, соответствующих индивидуальным различиям, будет равна 
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* )( .  

Если обозначить jijij yyz *−= , то разложение для суммы квадра-

тов ∑∑
= =

k

i

n

j
ijz

1 1

2  будет иметь вид (4.43) 
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Число степеней свободы для суммы ∑∑
= =

=
k

i

n

j
ijT zSS
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2  равно nnk − , 

для суммы ∑∑
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iW znzznSS
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2)(  равно 1−k , для суммы 
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j
iijR zzSS

1 1

2)( равно )1)(1(1 −−=+−− knknnk . Соответственно, 

средние суммы квадратов отклонений будут равны (4.44) и (4.45): 
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F-статистика для проверки гипотезы 0: 210 ==== kwwwH   

будет иметь вид 
R

W

MS
MSF = . Если наблюдаемое значение статистики 

крнабл FF ≥ , где крF  – критическая точка распределения Фишера уровня 
α  (или квантиль уровня α−1 ) с числом степеней свободы 11 −=ν k  и 

)1)(1(2 −−= knν , то нулевая гипотеза отклоняется и считается, что 
средние для различных уровней фактора W значимо различаются. 

Данный критерий можно получить и как критерий для проверки 
соответствующей гипотезы в модели двухфакторного дисперсионного 
анализа.  

Для модели справедливо следующее разложение для суммы 
квадратов отклонений: 

∑∑∑∑∑∑
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1 1

2 )()()()( . 

При данном разложении сумма квадратов, которая раньше в двух-
факторной модели являлась суммой квадратов взаимодействий, стала 
остаточной суммой квадратов отклонений, а сумма квадратов, которая 
была остаточной суммой в двухфакторной модели, обратилась в ноль. 

Сумма квадратов ∑
=

−
k

i
i yyn

1

2
* )(  соответствует эффекту фактора 

W, а сумма квадратов ∑
=

−
n

j
j yyk

1

2
* )(  соответствует эффекту индивиду-

альных различий. Таким образом, имеем (4.46) и (4.47) 
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2
** )( , )1)(1( −−= knWν . (4.47) 

Следовательно, для расчета статистики можно не осуществлять 
переход к центрированным по наблюдениям данным, однако необхо-
димо грамотно определить вид рассчитываемой остаточной суммы 
квадратов. 

Если предположить, что дополнительно все n объектов разбиты 

на m групп по jp  объектов в каждой, mj ,1=  ( np
m

j
j =∑

=1
), соответству-

ющих различным уровням фактора A, то на результаты наблюдений 
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могут оказывать влияние фактор W повторных наблюдений, фактор A, 
воздействующий на слои объектов, и фактор индивидуальных разли-
чий каждого объекта. Соответственно, модель порождения данных 
принимает вид (4.48) 

jijlijjljiijlijlijl plmjkiwy ,1,,1,,1 ===ε+β+τ+α++µ=ε+µ= , (4.48) 
где ijly  – l-е наблюдаемое значение отклика в i-й группе в j-м слое; 

ijjljiijl w βταµµ ++++=  – среднее для l-го наблюдаемого зна-
чения отклика в i-й группе в j-м слое; 

µ  – среднее значение отклика; 
iw  –  эффект i-го уровня фактора W; 
jα  –  эффект j-го уровня фактора A; 

jlτ  –  эффект индивидуальности l-го наблюдения в j-м слое; 

ijβ  – эффект взаимодействия  i-го уровня фактора W и j-го 
уровня фактора A; 

ijlε  – независимые случайные величины с математическим ожи-
данием, равным нулю, и одинаковой дисперсией 2σ . 

Для того чтобы существовала возможность однозначно опреде-
лять параметры модели, необходимо на параметры модели наложить 
дополнительные условия. В качестве этих условий примем: 
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Обозначим jlj

k

i
ijljl k

ταµµµ ++== ∑
=1

*
1  – среднее для l-го объекта 

наблюдения в j-м слое. Таким образом, уравнение примет вид (4.49) 

jijlijijlijl plnjkiwy ,1,,1,,1* ===ε+β+=µ− . (4.49) 
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Следовательно, на величину jlijly *µ−  могут оказывать влияние 
только главный эффект фактора W и эффект взаимодействия факторов 
W и A. Соответствующее разложение суммы квадратов в случае рав-
ного числа наблюдений jp  для каждого слоя имеет вид (4.50) 
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(4.50)
 

Сумма квадратов ∑
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фактора W, сумма квадратов ∑∑
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ветствует эффекту взаимодействия факторов W и A, а сумма квадратов 
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**** ))((  является остаточной суммой квад-

ратов. Числа степеней свободы соответствующих сумм квадратов 
равны: 

1−=ν kW ; 
);1)(1( −−=ν mkWA  

))(1()()( mnkmmkmmnknR −−=−−−−−=ν  
(если заданы средние mjy j ,1,** = , то независимо можно определить 
только mkm −  величин *ijy  и mn −  величин jly* ), 1−= kWν , 

)1)(1( −−= mkWAν . 
Соответственно, средние суммы квадратов отклонений будут 

равны (4.51) 
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SSMS W
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SSMS WA
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))(1( mnk
SSMS R
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= . (4.51) 

F-статистика для проверки гипотезы 0: 210 ==== kwwwH   

будет иметь вид 
R

W

MS
MSF = . Если наблюдаемое значение статистики 

крнабл FF ≥ , где крF  – критическая точка распределения Фишера уровня 

. 
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α  (или квантиль уровня α−1 ) с числом степеней свободы 11 −=ν k  и 
)1)(1(2 −−= pkmν , то нулевая гипотеза  отклоняется и считается, что 

эффект фактора W значим. 
F-статистика для проверки гипотезы 0: 12110 ==== kmH βββ   

соответственно будет иметь вид 
R

WA

MS
MSF = . Если наблюдаемое значе-

ние статистики крнабл FF ≥ , где крF  – критическая точка распределения 
Фишера уровня α  (или квантиль уровня α−1 ) с числом степеней сво-
боды )1)(1(1 −−= mkν  и ))(1(2 mnk −−=ν , то нулевая гипотеза  откло-
няется и считается, что эффект взаимодействия факторов W и A значим. 

На основе разложения невозможно построить критерий для про-
верки гипотезы 0: 210 ==== kH ααα  . Для этого необходимо исполь-
зовать разложение суммы квадратов отклонений, которая может быть по-
лучена из исходной, т. е., для проверки гипотезы 0: 210 ==== kH ααα   
используем разложение, которое соответствует уравнению (4.52): 

jjljjl plnjki ,1,,1,,1* ===τ+α=µ−µ . (4.52) 

Для модели разложение суммы квадратов имеет вид (4.53) 
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где ∑
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** )(  – сумма квадратов, соответствующая эф-

фекту фактора A; 
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1
 – остаточная сумма квадратов отклоне-

ний, которая есть не что иное, как сумма квадратов эффекта индивиду-
альных различий. Число степеней свободы для суммы ASS : 1−= mAν , 
для остаточной суммы: mnR −=ν

1
. Таким образом, F-отношение для 

проверки гипотезы 0: 210 ==== kH ααα   будет иметь вид 
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крнабл FF ≥ , где крF  – критическая точка распределения Фишера уровня 

, 

pustovoitova
Комментарий текста
убрать запятую



120 

α  (или квантиль уровня α−1 ) с числом степеней свободы 11 −=ν m  и 
mn −=ν2 , то нулевая гипотеза  отклоняется и считается, что эффект 

фактора A значим. 
Таким образом, в дисперсионном анализе повторных измере-

ний, по сути, используются две модели.  
Первая модель в качестве источника данных использует центри-

рованные по объектам наблюдений данные и исследует различия в по-
вторных наблюдениях и соответствующие эффекты взаимодействия.  

Вторая модель в качестве источника данных использует средние 
по объектам наблюдения данные и исследует прочие эффекты. Если 
число наблюдений в слоях различное, то так же как и в многофактор-
ной модели дисперсионного анализа, следует использовать разложе-
ния сумм квадратов различных типов. Используемый тип разложения 
определяется исследователем исходя из конкретной ситуации. Для 
большинства приложений дисперсионного анализа рекомендуется ис-
пользовать III тип разложения.  

Непараметрическим аналогом дисперсионного анализа повтор-
ных измерений является тест Фридмана. В нем предварительно ранжи-
руются наблюдения для каждого из объектов наблюдения. Пусть  

njkirij ,1,,1, ==  – ранг j-го наблюдения в i-й группе. Обозначим 

∑
=

=
n

j
iji rR

1
 – средний ранг для i-й группы, 

2
1+

=
kR  – средний ранг всех 

наблюдений. Тогда выборочная дисперсия для средних рангов групп 
будет равна (4.54) 

∑
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−

=
k

i
i RR

k
D

1
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1 . (4.54) 

Максимальное значение дисперсии достигается, когда все 
наблюдения проранжированы согласованно, в этом случае средние 
ранги принимают целые значения от 1 до k. Соответствующее наиболь-
шее значение дисперсии при этом равно (4.55) 

12
)1(

max
+

=
kkD . (4.55) 
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Отношение ∑
=

−
−

==
k

i
i RR

kkD
DW

1

2
3

max
)(12  называется коэффициен-

том конкордации Кендалла, оно является характеристикой согласован-
ности рангов наблюдений. Значения коэффициента конкордации меня-
ются от 0 до 1, при значении 1 все наблюдения проранжированы одина-
ково, т. е. ранги для всех групп максимально различаются. Значение ко-
эффициента конкордации, равное нулю, соответствует ситуации, когда 
средние ранги всех групп совпадают. С коэффициентом конкордации 
связана статистика Фридмана, определяемая по формуле (4.56) 
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k

i
i RR

kk
nWknS
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2)(
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12)1( . (4.56) 

При условии истинности нулевой гипотезы (средние ранги по 
группам не различаются) статистика S  имеет распределение Фрид-
мана. При больших nk,  статистика Фридмана приближенно имеет рас-
пределение Хи-квадрат с 1−k  степенью свободы. Если наблюдаемое 
значение статистики крнабл SS ≥ , где крS  – критическая точка распреде-
ления Хи-квадрат с числом степеней свободы 1−k  уровня α(или кван-
тиль уровня α−1 ), то нулевая гипотеза  отклоняется и считается, что  
средние ранги для различных уровней повторных измерений значимо 
различаются. 

Для двух зависимых групп вместо теста Фридмана следует ис-
пользовать тест Уилкоксона для зависимых выборок (аналог теста 
Манна – Уитни для независимых выборок). 

Если в результате дисперсионного анализа получается, что сред-
ние значения отклика для разных уровней фактора различаются, дан-
ный результат не является окончательным. 

В дальнейшем подразумевается анализ того, для каких уровней 
фактора средние больше, для каких меньше, а для каких одинаковы. 
Основная процедура дисперсионного анализа не дает возможности от-
ветить на эти вопросы. 

Наиболее простым способом решения данной проблемы является 
проведение серии попарных сравнений с использованием t-критерия, 
используя в качестве оценки дисперсии величину RMS  – оценку внут-
ригрупповой дисперсии, полученную в ходе дисперсионного анализа.  
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Такой подход реализуется в так называемом методе наимень-
шей значимой разности (LSD). Статистика критерия LSD для про-
верки гипотезы равенства средних µi и µj имеет вид (4.57) 

)/1/1( jiR

ji

nnMS
t

+

µ−µ
= . (4.57)

 
Если наблюдаемое значение статистики крнабл tt ≥|| , где крt  – кри-

тическая точка распределения Стьюдента уровня 2/α  (или квантиль 
уровня 2/1 α− ) с числом степеней свободы kn −=ν , то нулевая гипо-
теза  отклоняется и принимается гипотеза 211 : µ≠µH . 

Существуют разные подходы к решению данной проблемы. 
Один из них – уменьшить уровень значимости при попарном сравне-
нии так, чтобы вероятность хотя бы одного отклонения нулевой гипо-
тезы равнялась заданному уровню значимости.  

Такой подход реализуется в принципе Бонферрони множествен-
ных сравнений, в котором при каждом попарном сравнении задается 
уровень значимости 2/ kCα , где 2

kC  – число сравнений.  
Данная величина гарантирует, что вероятность отклонения нуле-

вой гипотезы (при ее истинности) хотя бы в одном из 2
kC  сравнений не 

превзойдет α . Однако принцип Бонферрони считается чересчур консер-
вативным, он приводит к существенному снижению мощности критерия. 

LSD-критерий и критерий Бонферрони занимают полярные по-
зиции в ряду критериев множественных сравнений. Среди остальных 
критериев множественного сравнения средних можно выделить крите-
рии множественных сравнений Шеффе, Ньюмена – Келса, Тьюки и др. 

В методе множественных сравнений Шеффе для проверки гипо-
тезы равенства средних iµ  и jµ  используется статистика (4.58) 

( )
)/1/1()1(

2

jiR

ji

nnMSk
F

+−
µ−µ

= , (4.58) 

где RMS  – оценка внутригрупповой (остаточной) дисперсии, получен-
ная в ходе дисперсионного анализа. Если наблюдаемое значение ста-
тистики крнабл FF ≥ , где крF  – критическая точка распределения Фишера 
уровня α  (или квантиль уровня α−1 ) с числом степеней свободы 

11 −=ν k  и kn −=ν2 , то нулевая гипотеза  отклоняется и принимается 
гипотеза jiH µ≠µ:1 .  
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Критерий Шеффе также относится к достаточно консерватив-
ным критериям, т. е. обладает малой мощностью. Более мощными и 
соответственно, более чувствительными являются критерии Тьюки, 
Ньюмена – Келса, Дункана. 

В методе множественных сравнений Тьюки (или досто-
верно значимой разности HSD) для проверки гипотезы jiH µ=µ:0  про-
тив альтернативы jiH µ≠µ:1  используется статистика (4.59) 

2/)/1/1( jiR

ji
R nnMS

t
+

µ−µ
= . (4.59) 

Ее значения сравниваются с критическими точками уровня α  
распределения стьюдентизированного размаха с k=ν1  и kn −=ν2  сте-
пенями свободы.  

Если наблюдаемое значение статистики крRнаблR tt ≥ , где крRt  – 
критическая точка распределения стьюдентизированного размаха 
уровня α  (или квантиль уровня α−1 ) с числом степеней свободы 

k=ν1  и kn −=ν2 , то нулевая гипотеза  отклоняется и принимается ги-
потеза jiH µ≠µ:1 .  

Если объемы выборок различаются сильно, то рекомендуется 
использовать HSD-критерий Тьюки для неравных выборок (критерий 
Spjovoll–Stoline). Статистика критерия в этом случае имеет вид (4.60) 

),min(/ jiR

ji
R nnMS

t
µ−µ

= . (4.60) 

Критические точки определяются так же, как и для критерия 
HSD Тьюки. 

В критерии Ньюмана – Келса используется та же статистика, что 
и в критерии Тьюки, однако по-другому определяются критические 
точки. В качестве критических точек критерия Ньюмана – Келса ис-
пользуются критические точки распределения стьюдентизированного 
размаха с r=ν1  и kn −=ν2  степенями свободы, где r  – число средних, 
расположенных между iµ  и jµ  в вариационном ряду, выборочных 
средних, включая iµ  и jµ . Например, если сравниваются значения )(iµ  
и )1( +µ i  вариационного (упорядоченного)  ряда средних, то 2=r , если 
сравниваются значения )(iµ  и )2( +µ i , то 3=r  и т. д. 

pustovoitova
Комментарий текста
поставить запятую после и
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В пакете STATISTICA используется модифицированный вари-
ант критерия Ньюмана – Келса, в котором в качестве статистики кри-
терия используется величина (4.61) 

∑
=

µ−µ
=

k

l l
R

ji
R
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MS

t

1

11
. (4.61) 

Аналогичная статистика используется и в критерии Дункана, но 
в качестве критических точек берутся точки D-распределения Дункана 
c r=ν1  и kn −=ν2  степенями свободы, где r  – число средних, распо-
ложенных между iµ  и jµ  в вариационном ряду, выборочных средних, 
включая iµ  и jµ . 

Методы множественного сравнения средних можно использо-
вать не только для проверки гипотез о попарном различии средних, но 
и для проверки гипотез о различии средних для любых выбранных 
наборов групп. В силу этого основная гипотеза в данных методах в об-

щем случае имеет вид ∑
=

=µ
k

i
iicH

1
0 0: , где kici ,1, =  – некоторые задан-

ные константы, удовлетворяющие условию ∑
=

=
k

i
ic

1
0 . Например, при 

, 1,1 21 −== cc  мы будем проверять гипотезу 
0: 210 =µ−µH  или 21 µ=µ . При 2/1,2/1,1 321 −=−== ccc ,  

054 ==== kcсc   будем проверять гипотезу )(
2
1: 3210 µ+µ=µH , т. е. 

гипотезу однородности первой и совокупности второй и третьей групп 

и т. д.  Линейные комбинации вида: )( 21 µ−µα , ))(
2
1( 321 µ+µ−µα , т. е. 

величины, пропорциональные разности между средними от средних, 
называются контрастами. 

Критерии LSD, Шеффе, HSD Тьюки легко модифицировать под 

проверку гипотезы ∑
=

=µ
k

i
iicH

1
0 0: . Например, статистика LSD критерия 

для проверки гипотезы ∑
=

=µ
k

i
iicH

1
0 0:  будет иметь вид (4.62) 

043 ==== kccc 



125 

∑

∑

=

=

µ
=

k

i
iiR

k

i
ii

ncMS

c
t

1

2

1

)/(
. (4.62) 

Критическими точками статистики по-прежнему будут являться 
квантили распределения Стьюдента уровня 2/1 α−  с числом степеней 
свободы  kn −=ν . 

 
Контрольные вопросы 

1. В чем состоит суть регрессии? 
2. Что означает автокорреляционная зависимость? 
3. Какие существуют виды автокорреляции? 
4. В чем сущность статистики Дарбина – Уотсона? 
5. Каким образом можно влиять на автокорреляцию? 
6. Что представляет собой метод авторегрессионных преобразо-

ваний? 
7. Какие существуют методы коррелирования? 
8. Каким образом производится расчет парного коэффициента 

корреляции по отклонениям фактических уровней от вырав-
ненных по уравнению? 

9. В чем состоит задача дискриминантного анализа? 
10. Какие данные необходимы для проведения дискриминант-

ного анализа? 
11. В чем состоит суть принципа оптимальности? 
12. Что такое априорная вероятность и как она определяется? 
13. В каком случае принадлежность наблюдения к определенной 

группе является объясненной? 
14. В каком случае переменная является группирующей? 
15. Какой шкале должна принадлежать группирующая переменная? 
16. Какой шкале должны принадлежать зависимые переменные? 
17. Опишите общий вид модели дискриминантной функции. 
18. Каковы основные цели осуществления дискриминантного 

анализа? 
19. Для чего используется каноническая корреляция при осу-

ществлении процедуры дискриминантного анализа? 
20. Что представляет собой центроид? 
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21. Что представляет собой классификационная матрица и ка-
ковы цели ее построения? 

22. В каких единицах измерения представлены ненормирован-
ные коэффициенты дискриминантной функции? 

23. Какие этапы процедуры дискриминантного анализа вам из-
вестны? 

24. Что представляет собой собственное (характеристическое) 
значение и каким способом оно рассчитывается? 

25. Что представляет собой F-статистика? 
26. На какие группы принято разбивать совокупность при про-

верке результатов дисперсионного анализа с использованием 
F-статистики? 

27. Какой вид корреляционной матрицы вычисляют усредне-
нием отдельных ковариационных матриц для всех групп? 

28. Что представляют собой нормированные коэффициенты дис-
криминантных функций? 

29. Объясните значение структурных коэффициентов корреляции 
при осуществлении процедуры дискриминантного анализа. 

30. Какая матрица получается в том случае, если при вычисле-
нии корреляций наблюдения обрабатывают так, как будто 
они взяты из одной выборки? 

31. В каких пределах может меняться коэффициент Уилкса? 
32. Каковы варианты интерпретации коэффициента Уилкса? 
33. С помощью каких шагов реализуется процедура дискрими-

нантного анализа? 
34. Для каких целей нужна анализируемая выборка? 
35. Что можно оценить с помощью проверочной выборки? 
36. Какова процедура реализации прямого метода выбора пре-

дикторов? 
37. Как вводятся предикторы при пошаговом дискриминантном 

анализе? 
38. В каких случаях целесообразно применять пошаговый метод 

дискриминантного анализа? 
39. Когда следует применять прямой метод при осуществлении 

процедуры дискриминантного анализа? 
40. Какая процедура используется для интерпретации дискрими-

нантных весов? 
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41. В чем сущность дисперсионного анализа? 
42. Что называется фактором в рамках осуществления дисперси-

онного анализа? 
43. В каком случае дисперсионный анализ является однофактор-

ным? 
44. Приведите пример дисперсионного анализа в статистике 

фирмы. 
45. Опишите модель однофакторного дисперсионного анализа. 
46. По какой формуле вычисляется сумма квадратов отклонений 

групповых средних от общего среднего? 
47. В чем состоит общая идея дисперсионного анализа? 
48. Что называется остаточным эффектом (эффектом ошибок) 

дисперсионного анализа? 
49. Верно ли утверждение о том, что при осуществлении дис-

персионного анализа анализируются не сами значения 
суммы квадратов отклонений, а средние квадраты? Объяс-
ните, почему. 

50. Каким образом рассчитывается число степеней свободы для 
суммы квадратов случайных величин? 

51. В чем заключается сущность проверки нулевой гипотезы? 
52. С помощью какого сравнения нулевая гипотеза отклоняется 

и считается, что средние для различных уровней фактора 
значимо различаются? 

53. Что является непараметрической альтернативой однофак-
торного дисперсионного анализа? 

54. Что является основой дисперсионного анализа Краскела –
Уоллиса? 

55. Для каких данных применяется анализ Краскела – Уоллиса? 
56. Чему приближенно равна статистика при принятии нулевой 

гипотезы о равенстве средних рангов? 
57. При соблюдении какого неравенства считается, что средние 

ранги для различных уровней фактора значимо различаются? 
58. В каком случае имеет место многофакторный дисперсион-

ный анализ данных? 
59. Приведите пример двухфакторной дисперсионной модели в 

статистике фирмы. 
60. В каком виде может быть представлена дисперсия отклика? 
61. Когда эксперимент принято считать сбалансированным? 
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62. Какие МНК-оценки получает исследователь в случае про-
порциональных частот? 

63. Зачем необходимо осуществлять проверку гипотез значимо-
сти различных выявленных эффектов с помощью инструмен-
тов статистического анализа? 

64. Что можно использовать в качестве статистик критериев 
проверки гипотез о значимости соответствующих эффектов? 

65. Какое распределение имеют данные статистики при нор-
мальном распределении остатков? 

66. Что означает нарушение условия ортогональности сумм 
квадратов эффектов? 

67. Возможна ли независимая одновременная проверка всех ги-
потез двухфакторного анализа? Почему? 

68. Объясните процедуру последовательного разложения суммы 
квадратов на составляющие. 

69. В зависимости от какого условия различаются статистики 
критериев для проверки гипотез о значимости эффектов в не-
сбалансированной многофакторной модели дисперсионного 
анализа? 

70. Какие основные типы разложения суммы квадратов в рамках 
осуществления дисперсионного анализа вам известны? 

71. В чем состоит проблема соответствия различным уровням 
фактора одних и тех же объектов? Приведите примеры. 

72. С какой целью используется дисперсионный анализ зависи-
мых выборок (повторных наблюдений)? 

73. К какой процедуре прибегает исследователь, для того чтобы 
исключить эффект индивидуальности наблюдений и анализи-
ровать только влияние фактора на результаты наблюдений? 

74. Обязательно ли в рамках дисперсионного анализа осуществ-
лять переход к центрированным по наблюдениям данным? 

75. Какие две основные модели используются в дисперсионном 
анализе повторных измерений? 

76. Что является непараметрическим аналогом дисперсионного 
анализа повторных измерений? 

77. Перечислите основные этапы проведения теста Фридмана. 
78. В каком случае достигается максимальное значение дисперсии? 
79. Для чего в рамках дисперсионного анализа используются 

апостериорные множественные сравнения средних? 
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Примеры решения задач 
Задача 
Имеются данные о некоторых независимых переменных и ре-

зультирующем факторе. 

Год у х 
2013 102,4 11,99 
2014 101,75 11,74 
2015 102,62 12 
2016 102,43 11,7 
2017 101,68 11,4 
2018 102,31 11,6 
2019 102,37 11,87 
2020 101,64 11,35 
2021 102,37 11,87 
2022 100,5 11 

 
На основании представленных данных с помощью Ms Excel про-

верить наличие автокорреляции в линейной модели, описывающей из-
менение результирующего признака под влиянием независимой пере-
менной. 

 
Решение 
Для построения модели воспользуемся инструментом «Регрес-

сия» в пакете «Анализ данных» (вкладка «Данные»). Отметим также 
поле «Остатки» для их автоматизированного расчета. 
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В результате вывода остатков получим: 

 
 
Для расчета статистики Дарбина – Уотсона воспользуемся вспо-

могательной таблицей 
t lt-1 lt lt

2 (lt-lt-1)2 
1   –0,2157 0,0465 0,0465 
2 –0,2157 –0,4155 0,1726 0,0399 
3 –0,4155 –0,0137 0,0002 0,1614 
4 –0,0137 0,3366 0,1133 0,1227 
5 0,3366 0,1268 0,0161 0,0440 
6 0,1268 0,3966 0,1573 0,0728 
7 0,3966 –0,0296 0,0009 0,1817 
8 –0,0296 0,1769 0,0313 0,0426 
9 0,1769 –0,0296 0,0009 0,0426 
10 –0,0296 –0,3328 0,1108 0,0919 

∑ 0,6498 0,8462 

Таким образом, 302,1
6498,0
8462,0d == . 

Не обращаясь к таблице критических точек Дарбина – Уотсона, 
можно пользоваться «грубым» правилом и считать, что автокорреля-
ция остатков отсутствует, если 1,5 < d < 2,5. Таким образом, данное 
условие соблюдается, автокорреляция остатков отсутствует. 
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Глава 5. МЕТОДЫ ПРОГНОЗИРОВАНИЯ 
 

5.1. Прогнозирование на основе экстраполяции 
Исследование динамики социально-экономических явлений, 

выявление и характеристика основной тенденции развития и моделей 
взаимосвязи дают основание для прогнозирования – определения бу-
дущих размеров уровня экономического явления. 

Важное место в системе методов прогнозирования занимают 
статистические методы. Применение прогнозирования предполагает, 
что закономерность развития, действующая в прошлом (внутри ряда 
динамики), сохранится и в прогнозируемом будущем, т. е. прогноз ос-
нован на экстраполяции. Экстраполяция, проводимая в будущее, назы-
вается перспективной, а в прошлое – ретроспективной. Обычно, говоря 
об экстраполяции рядов динамики, чаще всего подразумевают пер-
спективную экстраполяцию. 

Теоретической основой распространения тенденции на будущее 
является известное свойство социально-экономических явлений, назы-
ваемое инерционностью. Именно инерционность позволяет выявить 
сложившиеся взаимосвязи как между уровнями динамического ряда, 
так и между группой связных рядов динамики. На основе рядов дина-
мики получаются весьма надежные прогнозы, если уровни ряда дина-
мики сопоставимы и получены на основе единой методологии. 

Применение экстраполяции в прогнозировании базируется на 
следующих предпосылках: 

• развитие исследуемого явления в целом описывается плавной 
кривой; 

• общая тенденция развития явления в прошлом и настоящем не 
претерпит серьезных изменений в будущем. 

Поэтому надежность и точность прогноза зависят от того, 
насколько близкими к действительности окажутся эти предположения, 
а также как точно удастся охарактеризовать выявленную в прошлом 
закономерность. Экстраполяцию следует рассматривать как началь-
ную стадию построения окончательных прогнозов. Механическое ис-
пользование экстраполяции может стать причиной погрешности и не-
правильных выводов. Всегда следует учитывать все необходимые 
условия, предпосылки и гипотезы, связывая их с содержательным эко-
номико-теоретическим анализом. 
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Разумеется, чем шире раздвигаются временные рамки прогнози-
рования, тем очевиднее становится недостаточность простого экстра-
поляционного метода (изменение тенденций, неизвестны точки пово-
рота кривых, влияние новых факторов и т. д.). В этом случае динамич-
ность экономических явлений и процессов вступает в противоречие с 
инерционностью их развития. Так как анализируемые экономические 
ряды динамики нередко относительно короткие, то и временной гори-
зонт экстраполяции не может быть бесконечным. Поэтому чем короче 
срок экстраполяции (период упреждения), тем более надежные и точ-
ные результаты (при прочих равных условиях) дает прогноз. За корот-
кий период не успевают сильно измениться условия развития явления 
и характер его динамики. 

Экстраполяцию в общем виде можно представить формулой (5.1) 
( )jiTi a,T,yfŷ =+ , (5.1) 

где Tiŷ +  – прогнозируемый уровень; 

iy  – текущий уровень прогнозируемого ряда; 
T  – период упреждения; 

ja – параметр уравнения тренда. 
В зависимости от того, какие принципы и исходные данные по-

ложены в основу прогноза, выделяют следующие элементарные ме-
тоды экстраполяции: 

• средний абсолютный прирост; 
• средний темп роста; 
• экстраполяцию на основе выравнивания рядов по какой-либо 

аналитической формуле. 
Прогнозирование по среднему абсолютному приросту может 

быть выполнено в том случае, если есть уверенность считать общую 
тенденцию линейной, т. е. метод основан на предположении о равно-
мерном изменении уровня (под равномерностью понимается стабиль-
ность абсолютных приростов). 

Для нахождения интересующего нас аналитического выражения 
тенденции на любую дату t необходимо определить средний абсолют-
ный прирост и последовательно прибавлять его к последнему уровню 
ряда столько раз, на сколько периодов экстраполируется ряд, т. е. экс-
траполяцию можно сделать по следующей формуле (5.2): 
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tyŷ iti ⋅∆+=+ , (5.2) 

где tiŷ +  – экстраполируемый уровень, ( 1i + ) – номер этого уровня 
(года); 

i – номер последнего уровня (года) исследуемого периода, за 
который рассчитан ∆�; 

t – срок прогноза (период упреждения); 
∆� – средний абсолютный прирост. 

Однако следует иметь в виду, что использование среднего абсо-
лютного прироста для прогноза возможно только при следующем 
условии (5.3): 

22
.ост ρ≤σ ; (5.3) 

n2
1 2

i2 ∑∆
⋅=ρ ; 

( )
n

yy 2
i2

.ост
∑ −

=σ ∆ . 

Прогнозирование по среднему темпу роста осуществляется 
в случае, когда есть основание считать, что общая тенденция ряда ха-
рактеризуется показательной (экспоненциальной) кривой. Для нахож-
дения тенденции необходимо определить средний коэффициент роста, 
возведенный в степень, соответствующую периоду экстраполяции, 
т. е. по формуле (5.4) 

t
piti kyŷ ⋅=+ , (5.4) 

где iy  – последний уровень ряда динамики; 
t – срок прогноза; 

pk  – средний коэффициент роста. 
Если же ряду динамики свойственна иная закономерность, то 

данные, полученные при экстраполяции на основе среднего темпа ро-
ста, будут отличаться от данных, рассчитанных другими способами 
экстраполяции. 

Рассмотренные способы экстраполяции тренда, будучи простей-
шими, в то же время являются и самыми приближенными. 

Экстраполяция дает возможность получить точечное значение 
прогноза. Точное совпадение фактических данных и прогностических 
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точечных оценок, полученных путем экстраполяции кривых, характе-
ризующих тенденцию, имеет малую вероятность. Возникновение от-
клонений фактических уровней ряда динамики от выравненных по 
уравнению тренда объясняется следующими причинами: 

• выбранная для прогнозирования кривая не является един-
ственно возможной для описания тенденции. Можно подобрать такую 
кривую, которая дает более точные результаты; 

• построение прогноза осуществляется на основе ограниченного 
числа исходных данных. Кроме того, каждый исходный уровень обла-
дает еще случайной компонентой, поэтому и кривая, по которой осу-
ществляется экстраполяция, будет содержать случайную компоненту; 

• тенденция характеризует лишь движение среднего уровня 
ряда динамики, поэтому отдельные наблюдения от него отклоняются. 
Если такие отклонения наблюдались в прошлом, то они будут наблю-
даться и в будущем. Любой статистический прогноз носит приближен-
ный характер, поэтому целесообразно определение доверительных ин-
тервалов прогноза. 

Величина доверительного интервала определяется следующим 
образом (5.5): 

tyt tŷ σ⋅± α , (5.5) 
где 

tyσ  – средняя квадратическая ошибка тренда; 

tŷ  – расчетное значение уровня; 

αt  – доверительная величина. 
При анализе рядов динамики иногда приходится прибегать к 

определению некоторых неизвестных уровней внутри данного ряда ди-
намики, т. е. к интерполяции. 

Интерполяция может производиться на основе среднего абсо-
лютного прироста, среднего темпа роста и с помощью аналитического 
выравнивания. Она также основана на том или ином предположении о 
тенденции изменения уровней, но характер этого прогноза несколько 
иной: здесь уже не приходится предполагать, что тенденция, характер-
ная для прошлого, сохранится и в будущем [34]. 

При интерполяции считается, что ни выявленная тенденция, ни 
ее характер не претерпели существенных изменений в том промежутке 
времени, уровень (уровни) которого нам не известен. Такое предполо-
жение обычно является более обоснованным, чем предположение о бу-
дущей тенденции. 
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5.2. Прогнозирование на основе аналитического 
выравнивания тренда 

Наиболее распространенным методом прогнозирования счи-
тают аналитическое выражение тренда. При этом для выхода за гра-
ницы исследуемого периода достаточно продолжить значения незави-
симой переменной времени (t). 

При таком подходе к прогнозированию предполагается, что раз-
мер уровня, характеризующего явление, формируется под воздей-
ствием множества факторов, причем не представляется возможным 
выделить отдельно их влияние. В связи с этим ход развития связыва-
ется не с какими-либо конкретными факторами, а с течением времени, 
т. е. ( )tfy = . 

Процедура разработки прогноза с использованием кривых роста 
включает в себя следующие этапы, отраженные на рисунке: 

 
 

Схема прогнозирования с использованием кривых роста 
 
Независимо от метода построения моделей их качество оцени-

вается на основе исследования свойств остаточной компоненты E(t), 
t = 1, 2,..., N, т. е. величины расхождений на участке аппроксимации 
(построения модели) между фактическими уровнями и их расчетными 
значениями. 

1) на основе качественного анализа выбор одной или нескольких кривых, форма 
которых соответствует характеру изменения временного ряда

2) оценка параметров выбранных кривых

3) оценка точности, проверка адекватности выбранных кривых прогнозируемому 
процессу и окончательный выбор кривой роста

4) расчет точечного и интервального прогнозов
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Качество модели определяется ее адекватностью исследуемому 
процессу и точностью. Адекватность характеризуется наличием опре-
деленных статистических свойств, а точность – степенью близости к 
фактическим данным. 

Модель считается адекватной, если ряд остатков обладает свой-
ствами независимости уровней, их случайности, соответствия нор-
мальному закону распределения и равенства нулю средней ошибки. 

При проверке независимости (отсутствии автокорреляции) опре-
деляется отсутствие в ряду остатков систематической составляющей.  

Точечный прогноз заключается в получении прогнозного значе-
ния результирующего признака, которое определяется путем подста-
новки в уравнение регрессии соответствующего значения независимой 
переменной. 

Интервальный прогноз заключается в построении доверитель-
ного интервала прогноза, т. е. нижней и верхней границ интервала, со-
держащего точную величину для прогнозного значения с заданной ве-
роятностью. 

При построении доверительного интервала прогноза использу-
ется стандартная ошибка прогноза (5.6) 

𝑀𝑀𝑦𝑦𝑝𝑝 = �∑(𝑦𝑦−𝑦𝑦�)2

𝑛𝑛−𝑚𝑚−1
�1 + 1

𝑛𝑛
+ (𝑥𝑥𝑝𝑝−�̅�𝑥)2

∑(𝑥𝑥−�̅�𝑥)2
. (5.6) 

Строится доверительный интервал прогноза (5.7) 
^

yтаблpy
^

p

^

p

M.ty ±=γ . (5.7) 

Контрольные вопросы 
1. В каких случаях возможно прогнозирование на основе экстра-

поляции? 
2. Что такое интерполяция? 
3. Какие методы экстраполяции вам известны? 
4. Каким образом осуществляется прогнозирование на основе 

аналитического выравнивания тренда? 
5. Опишите схему прогнозирования с использованием кривых 

роста. 
6. Что такое адекватность как один из признаков качественной 

модели? 
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7. Как осуществляется точечное прогнозирование? 
8. Что составляет основу интервального прогнозирования? 
9. Как вычисляется стандартная ошибка прогноза? 

10. Что представляет собой доверительный интервал прогнозиро-
вания? 

 
Примеры решения задач 

Задача 5.1 
В таблице представлены данные об изменении некоторого пара-

метра: 

Год 2015 2016 2017 2018 2019 2020 2021 2022 
Значение 5,2 6,1 6,4 6,5 7,1 7,3 7,4 7,8 

Рассчитайте прогнозное значение параметра на основе экстра-
поляции по сложившемуся среднегодовому темпу роста в 2023 году. 

 
Решение 
Найдем цепные коэффициенты роста для заданного временного 

ряда: 

у цk  
5,2 1 
6,1 1,173 
6,4 1,049 
6,5 1,016 
7,1 1,092 
7,3 1,028 
7,4 1,014 
7,8 1,054 

 
Для нахождения среднегодового темпа роста воспользуемся 

формулой 

𝑇𝑇ср.г. = �𝑘𝑘ц1𝑘𝑘ц2𝑘𝑘ц3 … 𝑘𝑘ц𝑛𝑛𝑛𝑛−1 100 % = �1,58−1 ∙ 100 % = 100,96 %. 

Аналогичные результаты вычисления будут получены при ис-
пользовании в расчетах базисного темпа роста: 
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𝑇𝑇ср.г. = �
𝑦𝑦𝑛𝑛
𝑦𝑦1

𝑛𝑛−1 100 % = �7,8
5,2

8−1 100 % = 105,96 %. 

Таким образом, можно сделать вывод о том, что за исследуемый 
промежуток времени наблюдается рост показателя в среднем на 
5,96 %. Положительное значение темпа прироста свидетельствует о 
том, что при сохранении существующей тенденции в будущем ожида-
ется рост анализируемого параметра. Тогда ожидаемое значение в 2023 
году составит 

𝑦𝑦𝑛𝑛+1 = 𝑦𝑦𝑛𝑛𝑘𝑘ср.г. = 7,8 ∙ 1,0596 = 8,27. 

Задача 5.2 
В таблице представлены данные о численности рабочих некото-

рого предприятия и его выручке. 

Год Численность рабочих, чел. Выручка, тыс. руб. 
2005 137 151 76 933 
2006 145 777 87 306 
2007 153 765 105 369 
2008 160 722 111 705 
2009 164 065 126 816 
2010 176 773 159 299 
2011 160 101 162 175 
2012 180 071 169 152 
2013 188 362 197 073 
2014 189 236 186 445 
2015 193 251 204 354 
2016 212 412 223 439 
2017 202 765 234 112 
2018 202 307 235 553 
2019 222 830 239 092 
2020 230 918 246 917 
2021 239 191 257 214 
2022 238 699 285 091 
На основании приведенных данных постройте модель влияния 

численности рабочих на величину выручки предприятия, оцените зна-



139 

чимость модели и коэффициентов полученного уравнения, описываю-
щего влияние независимой переменной на результирующий признак. 
Рассчитайте ожидаемое значение выручки при расширении масштабов 
производства с использованием труда 245 000 рабочих. 

 
Решение 
Для решения задачи предварительно определим характер влия-

ния независимой переменной на результирующий признак. 
Для этого построим точечную диаграмму. По графику можно 

предположить, что имеет место линейная зависимость, поэтому доба-
вим линейный тренд: 

 
 
В результате получим следующий график. 
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Для оценки характеристик линейного уравнения воспользуемся 

пакетом «Анализ данных» (пункт «Регрессия»). 
 

 

y = 1,9065x - 176159
R² = 0,9324
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В результате были получены следующие результаты регресси-
онного моделирования: 

 

 
 
Коэффициент детерминации составил 93,24 %, это свидетель-

ствует о том, что изменение результирующей переменной на 93,24 % 
объясняется изменением независимой переменной. 

Модель в целом адекватна, так как значимость F-критерия Фи-
шера меньше пятипроцентной величины. Коэффициенты линейного 
уравнения также значимы, так как p-значение меньше 5 %.  

Таким образом, уравнение, описывающее изменение выручки 
под влиянием изменения численности рабочих: 176159x91,1y −= . 

Для нахождения прогнозного значения выручки подставим в 
уравнение ожидаемое значение независимой переменной 

y = 1,91 ∙ 245000 – 176159 = 291791 тыс.  руб. 
Таким образом, при расширении масштабов производства с уве-

личением численности рабочих до 245 000 человек можно ожидать ве-
личину выручки 291791 тыс. руб. 
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МЕТОДИЧЕСКИЕ РЕКОМЕНДАЦИИ ПО ВЫПОЛНЕНИЮ 
КУРСОВЫХ РАБОТ (ПРОЕКТОВ) 

 
1. Общие положения 

Курсовая работа (проект) представляет собой вид учебной и 
научно-исследовательской работы студента, является индивидуаль-
ным завершенным трудом, отражающим знания, навыки и умения сту-
дента, полученные в ходе освоения дисциплины. 

 Тема курсовой работы (проекта) не может носить описательный 
характер, в ее формулировку должна быть заложена исследовательская 
проблема. Курсовая работа (проект) подготавливает студента к выпол-
нению более сложной задачи – написанию выпускной квалификацион-
ной или дипломной работы. 

Темы курсовых работ (проектов), выполняемых студентами за 
весь период обучения, следует подбирать таким образом, чтобы они 
вместе с выпускной работой составляли единую систему последова-
тельно усложняемых и взаимосвязанных работ. При защите работы 
студент учится не только правильно излагать свои мысли, но и аргу-
ментированно отстаивать, защищать выдвигаемые выводы и решения. 
Формулировка темы должна быть по возможности краткой и соответ-
ствовать содержанию работы. 

 
2. Цели и задачи выполнения курсовых работ (проектов) 

Основной целью выполнения курсовой работы (проекта) явля-
ется развитие мышления, творческих способностей студента, привитие 
навыков самостоятельной работы, связанной с поиском, систематиза-
цией и обобщением научной и учебной литературы, углубленным изу-
чением определенного вопроса, темы, раздела учебной дисциплины; 
формирование умений анализировать и критически оценивать иссле-
дуемый научный и практический материал; овладение методами совре-
менных научных исследований.  

Курсовая работа (проект) представляет собой:  
– изложение результатов исследования с учетом вопросов тео-

рии и практики в пределах выбранной темы;  
– авторский труд, самостоятельное творчество студента, форми-

рование его личной позиции и практического подхода к выбранной теме;  
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– отражение умения студентом логично, аргументированно, 
ясно, последовательно и кратко излагать свои мысли.  

Основные отличия курсовой работы (проекта) от контрольной 
работы:  

– курсовая работа требует более глубокого анализа проблемы, 
поэтому ее минимальный требуемый объем значительно больше;  

– обязательно включает практический раздел, направленный на 
отработку фактологического материала, в курсовой работе должна 
найти отражение взаимосвязь теоретических положений с практикой;  

– контроль за ходом написания курсовой работы осуществля-
ется кафедрой.  

Научно-консультационную и методическую помощь студенту 
оказывает научный руководитель. Работа над избранной темой требует 
от студента знаний основ методологии исследования, творческого 
мышления, прилежания и профессионализма. 

3адачами выполнения курсовых работ (проектов) являются: 
– систематизация, закрепление, углубление и расширение при-

обретенных студентом знаний, умений, навыков по учебным дисци-
плинам профессиональной подготовки; 

– овладение методами научных исследований; 
– формирование навыков решения творческих задач в ходе науч-

ного исследования, художественного творчества или проектирования 
по определенной теме; 

– овладение современными методами поиска, обработки и ис-
пользования информации; 

– подготовка к написанию дипломной работы (материалы кур-
совых работ могут входить в дипломную работу). 

При выполнении курсовых работ (проектов) студент должен 
продемонстрировать способности: 

– выдвинуть научную (рабочую) гипотезу; 
– собрать и обработать информацию по теме; 
– изучить и критически проанализировать полученные матери-

алы; 
– систематизировать и обобщить имеющуюся информацию; 
– самостоятельно решить поставленные творческие задачи; 
– логически обосновать и сформулировать выводы, предложе-

ния и рекомендации. 
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Особенности курсовых работ (проектов) в зависимости от курса 
обучения проявляются в постепенном усложнении объектов и методов 
исследования (проектирования). 

Количество курсовых работ (проектов), наименование дисци-
плин, по которым они предусматриваются, определяются учебным 
планом. Общее число курсовых работ (проектов) по дисциплинам 
учебного плана не может превышать 5 – 6 на весь период обучения, 
если иное не предусматривается государственным образовательным 
стандартом и примерным учебным планом по соответствующей специ-
альности (направлению). Курсовая работа (проект) рассматривается 
как вид учебной работы по дисциплине и выполняется в пределах ча-
сов, отводимых на ее изучение. Курсовые работы (проекты) рассмат-
риваются как форма отчетности. 

Полные названия курсовых работ (проектов) вносятся в экзаме-
национные ведомости, зачетные книжки студентов и в приложения к 
дипломам.   

Согласно номенклатуре дел курсовые работы (проекты) учиты-
ваются и хранятся на кафедре в течение пяти лет. По истечении ука-
занного срока все курсовые работы (проекты), не представляющие 
учебно-методической ценности, списываются по акту и уничтожаются. 

 
3. Структура и этапы выполнения курсовых работ (проектов) 

Тематику курсовых работ (проектов) разрабатывает кафедра в 
учебном году, предшествующем выполнению курсовой работы (проекта). 

Выбор и утверждение темы курсовой работы (проекта) происхо-
дит в следующем порядке: 

– тематика курсовых работ (проектов) сообщается студентам; 
– студент может выбрать тему курсовой работы (проекта) из 

числа тем, предложенных кафедрой; 
– студент может также самостоятельно предложить тему курсо-

вой работы (проекта) с обоснованием ее целесообразности; 
– тематика курсовых работ (проектов) на предстоящий учебный 

год утверждается на заседании кафедры, о чем в протоколе заседания 
делается соответствующая запись. 

Студент выполняет курсовую работу (проект) по утвержденной 
теме под руководством преподавателя, являющегося его научным ру-
ководителем. 
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Темы курсовых работ (проектов) утверждаются на заседании ка-
федры и подтверждаются соответствующими заявлениями студентов о 
выборе темы.  

Руководителем курсовой работы (проекта) по дисциплине учеб-
ного плана является, как правило, лектор, ведущий данную дисци-
плину, преподаватель, ведущий практические занятия. Руководителем 
курсовой работы (проекта) по специальным дисциплинам, дисципли-
нам специализации может быть назначен приглашенный специалист, 
выполняющий учебную нагрузку на условиях почасовой оплаты. 

Научный руководитель составляет задание на курсовую работу 
(проект), осуществляет ее текущее руководство. Текущее руководство 
курсовой работой (проектом) включает в себя систематические кон-
сультации с целью оказания организационной и научно-методической 
помощи студенту, контроль за осуществлением выполнения работы в 
соответствии с планом-графиком, проверку содержания и оформления 
завершенной работы. 

Завершенная курсовая работа (проект) передается студентом на 
кафедру за неделю до защиты для ее анализа. 

Написание работы – процесс, включающий в себя ряд взаимо-
связанных этапов.  

1. Выбор темы. Рекомендованная тематика курсовых работ со-
держится в рабочих программах дисциплин, по которым формой проме-
жуточной аттестации является курсовая работа (проект). При выборе 
темы курсовой работы (проекта) можно рекомендовать студенту четко 
определить круг своих интересов и выполнять весь комплекс курсовых 
работ (в рамках соответствующих учебных дисциплин) по одной про-
блематике. Это позволит существенно повысить качество выполняемых 
курсовых работ (проектов) и даст возможность студенту лучше подго-
товиться к написанию выпускной квалификационной работы.  

2. Разработка структуры и оформление содержания. Структура 
работы должна быть согласована с научным руководителем.  

3. Сбор, анализ и обобщение материалов исследования, написа-
ние текста работы:  

− сбор материалов, необходимых для выполнения курсовой 
работы (проекта), посредством использования литератур-
ных источников, нормативных актов, директивных доку-
ментов и документации предприятия (организации) по 
рассматриваемой в работе проблематике;  
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− систематизация и обработка собранного материала по каж-
дому из разрабатываемых в курсовой работе (проекте) во-
просу или проблеме. На базе систематизированного мате-
риала формируются основные направления анализа. Одно-
временно выясняется необходимость сбора дополнитель-
ной информации по отдельному вопросу или вопросам;  

− сбор дополнительной информации и разработка аналити-
ческой части курсовой работы (проекта). На этом этапе вы-
являются негативные моменты и недостатки функциони-
рования объекта исследования;  

− разработка и обоснование предложений по основным 
направлениям деятельности объекта исследования. На ос-
нове разработанных предложений и рекомендаций форму-
лируются соответствующие выводы.  

4. Оформление работы и ее представление для проверки.  
5. Защита курсовой работы. Работа предоставляется на кафедру 

(руководителю) заранее, не позднее, чем за 10 дней до защиты.  
Методологической основой курсовой работы (проекта) явля-

ются законодательные акты Российской Федерации по экономике в це-
лом и по изучаемой дисциплине в частности; программные документы 
и решения правительства по хозяйственным вопросам.  

По выбранной теме курсовой работы (проекта) рекомендуется 
использовать данные Росстата, материалы Института исследования то-
вародвижения и конъюнктуры оптового рынка (ИТКОР), учебную спе-
циальную литературу, монографии, брошюры, статьи. Целесообразно 
изучить зарубежный опыт применительно к рассматриваемой теме. 
Важным условием успешного раскрытия избранной темы является 
ознакомление с материалами, опубликованными в периодических из-
даниях и др.  

Желательно, чтобы курсовой проект выполнялся на материалах 
предприятия или организации по месту работы студентов заочной 
формы обучения или по месту прохождения производственной прак-
тики студентов очной формы обучения. В качестве основы написания 
курсовой работы (проекта) могут быть использованы материалы, со-
бранные для курсовых работ по смежным дисциплинам, изученным ра-
нее, а также материалы, собранные в ходе учебной и производственной 
практик. 
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4. Формы и порядок аттестации курсовых работ (проектов) 
Формами аттестации студента по результатам выполнения кур-

совой работы являются зачет (зачтено/не зачтено), а по результатам 
курсового проекта – дифференцированный зачет (отлично – хорошо – 
удовлетворительно – неудовлетворительно). Форма аттестации по кур-
совым работам (проектам) по дисциплинам учебного плана вносится в 
рабочий учебный план специальности (направления) и утверждается 
ученым советом института. 

Аттестация всех курсовых работ (проектов) должна быть прове-
дена до начала экзаменационной сессии в сроки, указанные рабочим 
учебным планом специальности (направления). 

Аттестация по курсовым работам (проектам) проводится в виде 
ее защиты перед группой и научным руководителем работы (проекта).  

Решение об оценке курсовой работы (проекта) принимается пре-
подавателем по результатам трех рейтингов, проводимых в течение се-
местра, для которых деканатом выдается отдельная ведомость, анало-
гичная ведомости текущего рейтинг-контроля,  а также по итогам ана-
лиза предъявленной курсовой работы (проекта), доклада студента и его 
ответов на вопросы. Оценка по курсовой работе (проекту) вносится в 
экзаменационную ведомость, зачетную книжку студента научным ру-
ководителем. 

Студент, по неуважительной причине не предоставивший в 
установленный срок или не защитивший курсовую работу (проект), 
считается имеющим академическую задолженность. Научный руково-
дитель курсовой работы (проекта) проставляет в экзаменационную ве-
домость неудовлетворительную оценку. В случае наличия уважитель-
ных причин, подтвержденных документально, распоряжением по ин-
ституту (факультету) студенту устанавливаются индивидуальный по-
рядок и сроки выполнения и защиты курсовой работы (проекта). Кур-
совая работа, оцененная неудовлетворительно, перерабатывается сту-
дентом и возвращается на проверку тому же преподавателю. 

Критериями оценки курсовой работы являются: 
− актуальность и степень разработанности темы; 
− творческий подход и самостоятельность в анализе, обобще-

ниях и выводах; 
− полнота охвата первоисточников и исследовательской литера-

туры; 



148 

− уровень овладения методикой исследования; 
− научная обоснованность и аргументированность обобщений, 

выводов и рекомендаций; 
− научный стиль изложения; 
− соблюдение всех требований к оформлению курсовой работы 

и сроков ее исполнения. 
 

5. Требования к содержанию курсовых работ (проектов) 
Курсовая работа (проект) имеет ряд структурных элементов: 

введение, теоретическая часть, практическая часть, заключение. 
Разработка введения. Во-первых, во введении следует обосно-

вать актуальность избранной темы курсовой работы (проекта), рас-
крыть ее теоретическую и практическую значимость, сформулировать 
цели и задачи работы. 

Во-вторых, во введении, а также в той части работы, где рас-
сматривается теоретический аспект данной проблемы, автор должен 
дать хотя бы кратко обзор литературы, изданной по этой теме. 

Введение должно подготовить читателя к восприятию основ-
ного текста работы. Оно состоит из обязательных элементов, которые 
необходимо правильно сформулировать. В первом предложении назы-
вается тема курсовой работы. 

Актуальность исследования (почему это следует изучать?). Ак-
туальность исследования рассматривается с позиций социальной и 
практической значимости. В данном пункте необходимо раскрыть суть 
исследуемой проблемы и показать степень ее проработанности в раз-
личных трудах. Здесь же можно перечислить источники информации, 
используемые для исследования (информационная база исследования 
может быть вынесена в первую главу). 

Цель исследования (какой результат будет получен?). Цель 
должна заключаться в решении исследуемой проблемы путем ее ана-
лиза и практической реализации. Цель всегда направлена на объект. 

Объект исследования (что будет исследоваться?). Объект пред-
полагает работу с понятиями. В данном пункте дается определение 
экономическому явлению, на которое направлена исследовательская 
деятельность. Объектом может быть личность, среда, процесс, струк-
тура, хозяйственная деятельность предприятия (организации). 
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Предмет исследования (как, через что будет идти поиск?). Здесь 
необходимо дать определение планируемым к исследованию конкрет-
ным свойствам объекта или способам изучения экономического явле-
ния. Предмет исследования направлен на практическую деятельность 
и отражается через результаты этих действий. 

Задачи исследования (как идти к результату?), пути достижения 
цели. Задачи соотносятся с гипотезой. Определяются они исходя из це-
лей работы. Формулировки задач необходимо делать как можно более 
тщательно, поскольку описание их решения должно составить содержа-
ние глав и параграфов работы. Как правило, формулируются 3 – 4 задачи. 

Примерный перечень рекомендуемых задач:  
1. «На основе теоретического анализа литературы разрабо-

тать...» (ключевые понятия, основные концепции). 
2. «Определить...» (выделить основные условия, факторы, при-

чины, влияющие на объект исследования). 
3. «Раскрыть...» (выделить основные условия, факторы, при-

чины, влияющие на предмет исследования). 
4. «Разработать...» (средства, условия, формы, программы). 
5. «Апробировать…» (что разработали) и дать рекомендации... 
Методы исследования (как исследовали?): дается краткое пере-

числение методов исследования через запятую без обоснования. 
Структура работы – это завершающая часть введения (что в 

итоге в работе/проекте представлено). 
В завершающей части в назывном порядке перечисляются 

структурные части работы (проекта), например: «Структура работы со-
ответствует логике исследования и включает в себя введение, теорети-
ческую часть, практическую часть, заключение, список литературы, 
5 приложений». 

Здесь допустимо дать развернутую структуру курсовой работы 
(проекта) и кратко изложить содержание глав (чаще содержание глав 
курсовой работы излагается в Заключении). 

Таким образом, введение должно подготовить читателя к вос-
приятию основного текста работы. 

Краткие комментарии по формулированию элементов введения 
представлены в табл. 1. 
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Таблица 1. Комментарии по формулированию элементов введения 
Элемент введения Комментарий к формулировке 
Актуальность темы Почему это следует изучать? 

Раскрыть суть исследуемой проблемы и показать сте-
пень ее проработанности 

Цель исследования Какой результат будет получен? 
Должна заключаться в решении исследуемой про-
блемы путем ее анализа и практической реализации 

Объект исследования Что будет исследоваться? 
Дать определение явлению или проблеме, на которую 
направлена исследовательская деятельность 

Предмет исследования Как и через что будет идти поиск? 
Дать определение планируемым к исследованию кон-
кретным свойствам объекта или способам изучения 
явления или проблемы 

Задачи работы Как идти к результату? 
Определяются исходя из целей работы и развития по-
ставленных целей. Формулировки задач необходимо 
делать как можно более тщательно, поскольку описа-
ние их решения должно составить содержание глав и 
параграфов работы. Рекомендуется сформулировать 
3 – 4 задачи 

Методы исследования Как изучали? 
Краткое перечисление методов через запятую без 
обоснования 

Структура работы 
(завершающая часть 
введения) 

Что в итоге в работе/проекте представлено. 
Краткое изложение перечня и/или содержания глав 
работы/проекта 

 
Разработка основной части курсовой работы/проекта. Основ-

ная часть обычно состоит из двух-трех разделов: в первом содержатся 
теоретические основы темы; даются история вопроса, уровень разра-
ботанности темы в теории и практике посредством сравнительного 
анализа литературы. 

В теоретической части рекомендуется излагать наиболее общие 
положения, касающиеся данной темы, а не вторгаться во все проблемы 
в глобальном масштабе. Теоретическая часть предполагает анализ объ-
екта исследования и должна содержать ключевые понятия, историю 
вопроса, уровень разработанности проблемы в теории и практике. Из-
лагая содержание публикаций других авторов, необходимо давать 
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ссылки на них с указанием номеров страниц этих информационных ис-
точников. 

Вторым разделом является практическая часть, которая должна 
носить сугубо прикладной характер. В ней необходимо описать кон-
кретный объект исследования, привести результаты практических рас-
четов и направления их использования, а также сформулировать 
направления совершенствования либо вынести их в отдельный – тре-
тий – раздел курсовой работы (проекта). 

Важно глубоко изучить наиболее существенные с точки зрения за-
дач курсовой работы (проекта) стороны и особенности излагаемой темы. 

Разработка заключения. По окончании исследования подво-
дятся итоги по теме. Заключение носит форму синтеза полученных в 
работе результатов. Его основное назначение – резюмировать содержа-
ние работы, подвести итоги проведенного исследования. В заключении 
излагаются полученные выводы и их соотношение с целью исследова-
ния, конкретными задачами, гипотезой. 

Проведенное исследование должно подтвердить или опроверг-
нуть гипотезу исследования. В случае опровержения гипотезы даются 
рекомендации по возможному совершенствованию деятельности в 
свете исследуемой проблемы. 

Составление списка литературы. В список литературы включа-
ются источники, изученные вами в процессе подготовки работы, в том 
числе те, на которые вы ссылаетесь в тексте курсовой работы/проекта. 

Список используемой литературы должен содержать не менее 
20 источников (не менее 10 книг и 10 – 15 материалов периодической 
печати), с которыми работал автор курсовой работы (проекта). 

Список используемой литературы включает в себя: 
− нормативные правовые акты; 
− научную литературу и материалы периодической печати; 
− практические материалы. 
 

6. Требования к оформлению курсовой работы (проекта) 
Курсовые работы (проекты) следует оформлять в печатном виде 

с использованием компьютера и принтера, распечатывать на одной 
стороне листа белой бумаги формата А4. Рукописное оформление ра-
боты не допускается (разрешается вписывать черными чернилами от-
дельные слова, формулы, условные знаки, а также выполнять отдель-
ные иллюстрации). 

pustovoitova
Комментарий текста
курсовых

pustovoitova
Комментарий текста
работ

pustovoitova
Комментарий текста
проектов
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Вне зависимости от способа выполнения работы качество напе-
чатанного текста и оформления иллюстраций, таблиц, распечаток с 
ЭВМ должно удовлетворять требованию их четкого воспроизведения. 
При выполнении отчета необходимо соблюдать равномерную плот-
ность, контрастность и четкость изображения по всему отчету. В отчете 
должны быть четкие нерасплывшиеся линии, буквы, цифры и знаки. 

Расположение текста должно обеспечивать соблюдение следу-
ющих полей: 

− левое поле – не менее 30 мм; 
− правое поле – не менее 10 мм; 
− верхнее поле – не менее 20 мм; 
− нижнее поле – не менее 20 мм. 
Все страницы курсовой работы (проекта), включая прило-

жения, должны быть пронумерованы арабскими цифрами сквозной 
нумерацией по всему тексту. Первой страницей является титульный 
лист, на котором номер страницы не проставляется. Порядковый номер 
страницы помещается в нижнем правом углу колонтитула. 

Структура выпускной квалификационной работы состоит из 
следующих элементов: 

1. Титульный лист, образец которого представлен в приложе-
нии А 

2. Пояснительная записка: 
− Содержание включает в себя перечень частей ВКР с указа-

нием страниц, соответствующих началу каждой части ра-
боты. 

− Введение раскрывает актуальность выбранной темы ис-
следования, степень разработанности темы, цели, задачи, 
объект, предмет, гипотезу и методы исследования, струк-
туру работы. 

− Основная часть состоит из нескольких глав, содержащих 
параграфы. 

− Заключение – подводятся основные итоги работы, обобща-
ются полученные результаты, освещаются рекомендации 
по конкретному использованию результатов выпускной 
квалификационной работы и направления дальнейших ис-
следований. 
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− Список использованных источников включает литературу, 
используемую при подготовке текста: цитируемую, упо-
минаемую, а также имеющую непосредственное отноше-
ние к исследуемой теме. Полнота списка зависит от тща-
тельности сбора публикаций. Правильно составленный и 
грамотно оформленный список свидетельствует о том, 
насколько автор знаком с литературой по теме исследова-
ния. Важным компонентом является работа автора с лите-
ратурой последних трех-пяти лет как показатель ориенти-
рованности автора в современном состоянии научной изу-
ченности темы исследования. Библиографический список 
должен включать не менее 20 источников. 

− Приложения (если таковые имеются). 
Оформление заголовков и основного текста.  
Текст работы следует разделять на разделы, подразделы и 

пункты. Разделы и подразделы должны иметь заголовки. Наименова-
ния структурных элементов отчета («СОДЕРЖАНИЕ», «ВВЕДЕНИЕ», 
«ЗАКЛЮЧЕНИЕ», «СПИСОК ИСПОЛЬЗОВАННЫХ ИСТОЧНИ-
КОВ», «ПРИЛОЖЕНИЕ») служат заголовками структурных элемен-
тов работы (проекта). Заголовки структурных элементов (введение, за-
ключение, главы и т. п.) следует располагать в середине строки без 
точки в конце и печатать прописными (заглавными) буквами, не под-
черкивая; полужирный шрифт не применяется.  

Разделы основной части пояснительной записки работы (про-
екта) должны иметь порядковые номера в пределах всего документа, 
обозначенные арабскими цифрами без точки и записанные с абзацного 
отступа. Подразделы должны иметь нумерацию в пределах каждого 
раздела. В конце номера подраздела точка не ставится. 

Каждый раздел следует начинать с нового листа (страницы). 
Расстояние между заголовками раздела или подраздела приблизи-
тельно 1,5 – 2 см. Расстояние между заголовками раздела и текстом 
должно быть равно 1,5 – 2 см.  

Текст должен располагаться в следующих полях: 
− левое поле – не менее 30 мм; 
− правое поле – не менее 10 мм; 
− верхнее поле – не менее 20 мм; 
− нижнее поле – не менее 20 мм. 
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Все страницы курсовой работы (проекта), включая приложения, 
должны быть пронумерованы арабскими цифрами, шрифт Times New 
Roman, 12 пт. Порядковый номер страницы помещается в нижнем пра-
вом углу колонтитула. 

Оформление заголовков раздела (ВВЕДЕНИЕ, ГЛАВА и т. д.): 
− междустрочный интервал – 1,5; 
− шрифт Times New Roman; 
− написание – прописные (заглавные) буквы; 
− полужирный шрифт не применяется; 
− размер шрифта 14 пт; 
− режим выравнивания – по центру; 
− отступ в начале абзаца – 15 мм. 
Оформление заголовков подраздела и подпункта (1.1, 1.2 и т. д.): 
− междустрочный интервал – 1,5; 
− шрифт Times New Roman; 
− написание – первая заглавная, остальные строчные буквы; 
− полужирный шрифт не применяется; 
− размер шрифта 14 пт; 
− режим выравнивания – слева; 
− отступ в начале абзаца – 15 мм. 
Оформление основного текста работы (проекта): 
− междустрочный интервал – 1,5; 
− шрифт Times New Roman; 
− полужирный шрифт не применяется; 
− размер шрифта 14 пт (для таблиц допускается 12 пт); 
− режим выравнивания – по ширине; 
− отступ в начале абзаца – 15 мм. 
Разрешается использовать компьютерные возможности акцен-

тирования внимания на определенных терминах, формулах, теоремах, 
применяя шрифты разной гарнитуры. 

Числовые значения величин в тексте следует указывать с необ-
ходимой степенью точности, при этом в ряду величин осуществляется 
выравнивание числа знаков после запятой. Округление числовых зна-
чений величин до первого, второго, третьего и так далее десятичного 
знака для величин одного наименования должно быть одинаковым. 
Например: 1,50; 1,75; 2,00. 
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Оформление списков 
Внутри пунктов или подпунктов раздела могут быть приведены 

перечисления, которые записываются с абзацного отступа. Перед каждой 
позицией перечисления следует ставить дефис, а при необходимости 
ссылки в тексте ВКР на один из элементов перечисления вместо дефиса 
ставятся строчные буквы в порядке русского алфавита, начиная с буквы 
а (за исключением букв ё, з, й, о, ч, ъ, ы, ь).  Для дальнейшей детализации 
перечислений необходимо использовать арабские цифры, после которых 
ставится скобка, а запись производится с абзацного отступа. 

Примеры приведены на рис. 1 и 2. 
 

 
 

Рис. 1. Пример оформления списка 
 

 
 

Рис. 2. Пример оформления списка при необходимости дальнейшей 
ссылки на один из его элементов 

 
Оформление формул 
Уравнения и формулы следует выделять из текста в отдельную 

строку. Выше и ниже каждой формулы или уравнения должно быть 
оставлено не менее одной свободной строки. Пояснения символов и 
числовых коэффициентов, входящих в формулу, если они не пояснены 
ранее в тексте, должны быть приведены непосредственно под форму-
лой. Пояснения каждого символа следует давать с новой строки в той 
последовательности, в которой символы приведены в формуле. Первая 
строка пояснения должна начинаться со слова «где» без двоеточия по-
сле него.  
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Формулы должны нумероваться сквозной нумерацией араб-
скими цифрами, которые записывают на уровне формулы в крайнем 
положении справа в круглых скобках. Одну формулу обозначают – (1). 

Ссылки в тексте на порядковые номера формул дают в скобках, 
например: «... в формуле (1)». 

Пример: 
Плотность каждого образца ρ, кг/м3, вычисляют по формуле 

𝜌𝜌 = 𝑚𝑚
𝑉𝑉

,  (1) 

где m – масса образца, кг; 
V – объем образца, м3. 
 
Оформление таблиц 
Таблицу следует располагать непосредственно после текста, в 

котором она упоминается впервые. При ссылке следует писать слово 
«таблица» с указанием ее номера.  

Все таблицы должны иметь название и порядковую нумерацию. 
Таблицы нумеруются арабскими цифрами сквозной нумерацией в пре-
делах всей работы (за исключением таблиц приложений). Номер таб-
лицы следует проставлять в левом верхнем углу над таблицей после 
слова Таблица без знака №, например: «Таблица 1». В приложениях 
таблицы обозначают отдельной нумерацией арабскими цифрами с до-
бавлением перед цифрой обозначения приложения, например «Таб-
лица В.1», если она приведена в приложении В. 

Название таблицы должно отражать ее содержание, быть точ-
ным, кратким. Наименование таблицы следует помещать над таб-
лицей слева без абзацного отступа в одну строку с ее номером че-
рез тире. 

Таблицы выравниваются по центру страницы и оформляются в 
соответствии с рис. 3. Выше и ниже каждой таблицы должно быть 
оставлено не менее одной свободной строки.  

В каждой таблице следует указывать единицы измерения пока-
зателей и период времени, к которому относятся данные. Если единица 
измерения в таблице является общей для всех числовых данных, то ее 
приводят в заголовке таблицы после ее названия. 
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Рис. 3. Оформление таблиц 
 
Таблицу с большим числом строк допускается переносить на дру-

гой лист (страницу). При переносе части таблицы на другой лист (стра-
ницу) слово «Таблица», ее номер и наименование указывают один раз 
слева над первой частью таблицы и указывают номер таблицы (рис. 4).  

 

 
 

Рис. 4. Оформление при делении таблиц 
 
Оформление иллюстраций и графической части 
Весь графический материал (схемы, диаграммы, фотографии, 

чертежи и т. п.), расположенный по тексту работы (не включая прило-
жения), следует нумеровать арабскими цифрами сквозной нумерацией. 
Если рисунок один, то он обозначается «Рисунок 1». Графики, схемы, 
диаграммы располагаются в работе непосредственно после текста, 
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имеющего на них ссылку, или на следующей странице. Поясняющие 
данные помещают под иллюстрацией, а ниже по центру печатают 
слово «Рисунок», его номер, а через знак «–» и его наименование. 
Иллюстрации каждого приложения обозначают отдельной нумерацией 
арабскими цифрами с добавлением перед цифрой обозначения прило-
жения. Например, «Рисунок А.3 – Детали прибора». 

Пример оформления иллюстраций представлен на рис. 5. 
 

 
 

Рис. 5. Пример оформления иллюстраций и графической части 
 
При ссылках на иллюстрации следует писать «... в соответствии 

с рисунком 2». Выше и ниже каждого рисунка должно быть оставлено 
не менее одной свободной строки. 

 
Оформление приложений 
Материал, дополняющий текст документа, допускается поме-

щать в приложениях. В приложения можно вносить, например, графи-
ческий материал, таблицы большого формата, расчеты, описания аппа-
ратуры и приборов, описания алгоритмов и программ задач, решаемых 
на ЭВМ, и т. д. Приложения располагают в порядке появления ссылок 
на них в тексте документа, где на все приложения должны быть даны 
ссылки.  

Каждое приложение следует начинать с новой страницы с 
указанием наверху посередине страницы слова «ПРИЛОЖЕНИЕ» 
и его обозначения. 

Приложения обозначают заглавными буквами русского алфа-
вита, начиная с А. Буквы Ё, З, Й, О, Ч, Ь, Ы, Ъ для обозначения прило-
жений НЕ используются.  
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Приложение должно иметь заголовок, который записывают 
симметрично относительно текста (выравнивание по тексту) с пропис-
ной (заглавной) буквы с новой строки. 

Пример оформления приложения представлен на рис. 6. 

 
 
 

Рис. 6. Пример оформления приложения 
 
Оформление библиографического списка используемой лите-

ратуры 
Список используемой литературы содержит перечень источни-

ков, используемых обучающимся при работе над темой исследования 
(проекта). Список используемой литературы нумеруется арабскими 
цифрами, после которых ставится скобка, запись производится с абзац-
ного отступа. Сведения об источниках следует располагать в порядке 
появления ссылок на источники в тексте работы (проекта). 

При написании работы обучающийся обязан давать ссылку на 
источник, библиографическое описание которого должно приводиться 
в списке используемых источников. Порядковый номер ссылки в тек-
сте работы заключают в квадратные скобки. 

Для каждого учебника, книги обязательно должен быть указан 
уникальный номер книжного издания ISBN, для периодических из-
даний – ISSN, для электронных ресурсов – ссылка (URL) и дата об-
ращения. 
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7. Процедура защиты курсовой работы (проекта) 
Курсовая работа (проект), выполненная с соблюдением реко-

мендуемых требований, оценивается и допускается к защите. Защита 
должна проводиться до начала экзамена или зачета по дисциплине. 

Процедура защиты курсовой работы/проекта включает в себя: 
− выступление студента по теме и результатам работы (5 – 8 мин);  
− ответы на вопросы аудитории и научного руководителя работы. 
Окончательная оценка за курсовую работу (проект) выставля-

ется преподавателем после защиты. 
Результаты защиты курсового проекта оцениваются по четырех-

балльной системе: «отлично», «хорошо», «удовлетворительно», «не-
удовлетворительно», а при выполнении курсовой работы по двух-
балльной системе: «зачтено» или «не зачтено».  

Положительная оценка по той дисциплине, по которой преду-
сматривается курсовая работа (проект), выставляется только при усло-
вии успешной сдачи курсовой работы (проекта) на оценку не ниже 
«удовлетворительно». 

К защите курсовой работы (проекта) предъявляются следующие 
требования: 

1. Глубокая теоретическая проработка исследуемых проблем на 
основе анализа экономической литературы. 

2. Умелая систематизация цифровых данных в виде таблиц и 
графиков с необходимым анализом, обобщением и выявлением тен-
денций развития исследуемых явлений и процессов. 

3. Критический подход к изучаемым фактическим материалам с 
целью поиска направлений совершенствования деятельности. 

4. Аргументированность выводов, обоснованность предложе-
ний и рекомендаций. 

5. Логически последовательное и самостоятельное изложение 
материала. 

6. Оформление материала в соответствии с установленными 
требованиями. 

Для выступления на защите необходимо заранее подготовить и 
согласовать с руководителем тезисы доклада и иллюстрационный ма-
териал в виде презентации. 

Рекомендуемые структура, объем и время доклада приведены в 
табл. 2. 

pustovoitova
Комментарий текста
курсовых

pustovoitova
Комментарий текста
работ

pustovoitova
Комментарий текста
проектов
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Таблица 2. Структура, объем и время доклада 
№ 
п/п Структура доклада Объем Время 

1 Представление темы работы До 1,5 
страниц 

До 2 мин 
2 Актуальность темы 
3 Цель работы 
4 Постановка задачи, результаты ее решения 

и сделанные выводы (по каждой из задач, которые 
были поставлены для достижения цели курсовой 
работы/ проекта) 

До 6 
страниц 

До 7 мин 

5 Перспективы и направления дальнейшего 
исследования данной темы 

До 0,5 
страницы 

До 1 мин 

 
При составлении тезисов необходимо учитывать ориентировоч-

ное время доклада на защите, которое составляет 8 – 10 минут. Доклад 
целесообразно строить не путем изложения содержания работы по гла-
вам, а по задачам, т. е. раскрывая логику получения значимых резуль-
татов. В докладе обязательно должно присутствовать обращение к ил-
люстративному материалу, который будет использоваться в ходе за-
щиты работы. Объем доклада должен составлять 7 – 8 страниц текста 
в формате Word, размер шрифта 14, полуторный интервал. 
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ПРИМЕРНАЯ ТЕМАТИКА КУРСОВЫХ РАБОТ 
 
1. Применение задач линейного программирования в машино-

строительной отрасли. 
2. Применение задач линейного программирования в энергетике. 
3. Применение задач линейного программирования в легкой 

промышленности. 
4. Применение задач линейного программирования в сельском 

хозяйстве. 
5. Применение задач линейного программирования в строи-

тельстве. 
6. Применение задач линейного программирования в торговле. 
7. Теория графов в экономической деятельности. 
8. Применение задач нелинейного программирования в машино-

строительной отрасли. 
9. Применение задач нелинейного программирования в энер-

гетике. 
10. Применение задач нелинейного программирования в легкой 

промышленности. 
11. Применение задач нелинейного программирования в сельском 

хозяйстве. 
12. Применение задач нелинейного программирования в строи-

тельстве. 
13. Применение задач нелинейного программирования в торговле. 
14. Корреляционно-регрессионный анализ в рамках анализа дея-

тельности машиностроительной отрасли. 
15. Корреляционно-регрессионный анализ в энергетике. 
16. Корреляционно-регрессионный анализ в легкой промышлен-

ности. 
17. Корреляционно-регрессионный анализ в сельском хозяйстве. 
18. Корреляционно-регрессионный анализ в строительстве. 
19. Корреляционно-регрессионный анализ в торговле. 
20. Прогнозирование с применением экономико-математических 

методов и моделей процессов в машиностроительной отрасли. 
21. Прогнозирование с применением экономико-математических 

методов и моделей процессов в энергетике. 
22. Прогнозирование с применением экономико-математических 

методов и моделей процессов в легкой промышленности. 
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23. Прогнозирование с применением экономико-математических 
методов и моделей процессов в сельском хозяйстве. 

24. Прогнозирование с применением экономико-математических 
методов и моделей процессов в строительстве. 

25. Прогнозирование с применением экономико-математических 
методов и моделей процессов в торговле. 
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ПРИМЕРНАЯ ТЕМАТИКА РЕФЕРАТОВ 
 

1. История развития экономико-математического моделирова-
ния в России. 

2. Методы линейного программирования в экономических ис-
следованиях. 

3. Особенности решения транспортных задач с применением ме-
тода наименьшей стоимости. 

4. Особенности решения транспортных задач с применением ме-
тода северо-западного угла. 

5. Специфика решения задач линейного программирования с ис-
пользованием пакетов прикладных статистических программ. 

6. Метод аппроксимации Фогеля: аспекты практического приме-
нения. 

7. Особенности решения двойственных задач. 
8. Симплекс-метод в экономических расчетах. 
9. Экономические задачи целочисленного программирования: 

сущность, алгоритм реализации, способы решения. 
10. Экономические задачи динамического программирования: 

сущность, алгоритм реализации, способы решения. 
11. Решение оптимальных задач с нелинейными функциями цели. 
12. Решение экономических задач с применением методов услов-

ной оптимизации. 
13. Решение экономических задач с применением методов без-

условной оптимизации. 
14. Особенности применения элементов теории игр в экономиче-

ских исследованиях. 
15. Способы разрешения конфликтов в экономической деятель-

ности с применением теории игр. 
16. Матричные игры в экономике. 
17. Биматричные игры в экономике. 
18. Коалиционные игры: сущность, постановка задачи, способы 

решения. 
19. Решение экономических задач в условиях полной или частич-

ной неопределенности. 
20. Игры с природой: сущность, постановка задачи, способы ре-

шения. 
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21. Особенности выбора критерия оптимальности при решении 
различных видов экономических задач. 

22. Построение модели межотраслевого баланса Российской Фе-
дерации. 

23. Построение линейной модели международной торговли Рос-
сийской Федерации со странами Запада. 

24. Построение линейной модели международной торговли Рос-
сийской Федерации со странами Востока. 
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ 
 
Качественно новый этап развития рыночной экономики опреде-

ляется как экономика знаний. Он значительно отличается от предыду-
щей стадии формированием нелинейных тенденций в экономическом 
развитии. Кроме того, принимать решения на уровне предприятия, ре-
гиона или целого государства приходится в условиях высокой неопре-
деленности, обусловленной нестабильностью внешней среды, поэтому 
эффективное воздействие на процессы невозможно без соответствую-
щих экономико-математических расчетов.  

В процессе систематизированного научно обоснованного управ-
ления различными процессами важно точно определить способ эконо-
мико-математического моделирования ситуации. От грамотного вы-
бора методов и моделей исследования зависит результативность при-
нимаемых решений. 

Во всех главах книги рассмотрены теоретические аспекты эко-
номико-математического моделирования и приведены примеры реше-
ния задач по основным темам курса. 

Рассмотренные в пособии положения могут быть использованы 
на лекционных и практических занятиях по дисциплине «Экономико-
математические методы и модели». 
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ПРИЛОЖЕНИЯ 
 

Приложение 1 
 

Таблица 5%-го и 1%-го уровней вероятности коэффициентов  
корреляции ( ar ) 

Размер 
выборки 

Положительные значения Отрицательные значения 
5%–й уровень 1%–й уровень 5%–й уровень 1%–й уровень 

5 0,253 0,297 –0,753 –0,798 
6 0,354 0,447 –0,708 –0,863 
7 0,370 0,510 –0,674 –0,799 
8 0,371 0,531 –0,625 –0,764 
9 0,366 0,533 –0,593 –0,737 

10 0,360 0,525 –0,564 –0,705 
11 0,353 0,515 –0,539 –0,679 
12 0,348 0,505 –0,516 –0,655 
13 0,341 0,495 –0,497 –0,634 
14 0,335 0,485 –0,479 –0,615 
15 0,328 0,475 –0,462 –0,597 
20 0,299 0,432 –0,399 –0,524 
25 0,276 0,398 –0,356 –0,473 
30 0,257 0,370 –0,324 –0,433 
35 0,242 0,347 –0,300 –0,401 
40 0,229 0,329 –0,279 –0,376 
45 0,218 0,313 –0,262 –0,256 
50 0,208 0,301 –0,248 –0,339 
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Приложение 2 
 

Распределение критерия Дарбина – Уотсона для положительной 
автокорреляции (для 5%-го уровня значимости) 

n  1=V  2=V  3=V  4=V  5=V  
1d  2d  1d  2d  1d  2d  1d  2d  1d  2d  

15 1,08 1,36 0,95 ,54 0,82 1,75 0,69 1,97 0,56 2,21 
16 1,10 1,37 0,98 1,54 0,86 1,73 0,74 1,93 0,62 2,15 
17 1,13 1,38 1,02 1,54 0,90 1,71 0,78 1,90 0,67 2,10 
18 1,16 1,39 1,05 1,53 0,93 1,69 0,82 1,87 0,71 2,06 
19 1,18 1,40 1,08 1,53 0,97 1,68 0,86 1,85 0,75 2,02 
20 1,20 1,41 1,10 1,54 1,00 1,68 0,90 1,83 0,79 1,99 
21 1,22 1,42 1,13 1,54 1,03 1,67 0,93 1,81 0,83 1,96 
22 1,24 1,43 1,15 1,54 1,05 1,66 0,96 1,80 0,86 1,94 
23 1,26 1,44 1,17 1,54 1,08 1,66 0,99 1,79 0,90 1,92 
24 1,27 1,45 1,19 1,55 1,10 1,66 1,01 1,78 0,93 1,90 
25 1,29 1,45 1,21 1,55 1,12 1,66 1,04 1,77 0,95 1,89 
26 1,30 1,46 1,22 1,55 1,14 1,65 1,06 1,76 0,98 1,89 
27 1,32 1,47 1,24 1,56 1,16 1,65 1,08 1,76 1,01 1,86 
28 1,33 1,48 1,26 1,56 1,18 1,65 1,10 1,75 1,03 1,85 
29 1,34 1,48 1,27 1,56 1,20 1,65 1,12 1,74 1,05 1,84 
30 1,35 1,49 1,28 1,57 1,21 1,65 1,14 1,74 1,07 1,83 
31 1,36 1,50 1,30 1,57 1,23 1,65 1,16 1,74 1,09 1,83 
32 1,37 1,50 1,31 1,57 1,24 1,65 1,18 1,73 1,11 1,82 
33 1,38 1,51 1,32 1,58 1,26 1,63 1,19 1,73 1,13 1,81 
34 1,39 1,51 1,33 1,58 1,27 1,65 1,21 1,73 1,15 1,81 
35 1,40 1,52 1,34 1,58 1,28 1,65 1,22 1,73 1,16 1,80 
36 1,41 1,52 1,35 1,55 1,29 1,65 1,24 1,73 1,18 1,80 
37 1,42 1,53 1,36 1,59 1,31 1,66 1,25 1,72 1,19 1,80 
38 1,43 1,54 1,37 1,59 1,32 1,66 1,26 1,72 1,21 1,79 
39 1,43 1,54 1,38 1,60 1,33 1,66 1,27 1,72 1,22 1,79 
40 1,44 1,54 1,39 1,60 1,34 1,66 1,29 1,72 1,23 1,79 
45 1,48 1,57 1,43 1,62 1,38 1,67 1,34 1,72 1,29 1,78 
50 1,50 1,59 1,46 1,63 1,42 1,67 1,38 1,72 1,34 1,77 
55 1,53 1,60 1,49 1,64 1,45 1,68 1,41 1,72 1,38 1,77 
60 1,55 1,62 1,51 1,65 1,48 1,69 1,44 1,73 1,41 1,77 
65 1,57 1,63 1,54 1,66 1,50 1,70 1,47 1,73 1,44 1,77 
70 1,58 1,64 1,55 1,67 1,52 1,70 1,49 1,74 1,46 1,77 
75 1,60 1,65 1,57 1,68 1,54 1,71 1,51 1,74 1,49 1,77 
80 1,61 1,66 1,59 1,69 1,56 1,72 1,53 1,74 1,51 1,77 
85 1,62 1,67 1,60 1,70 1,57 1,72 1,55 1,75 1,52 1,77 
90 1,63 1,68 1,61 1,70 1,59 1,73 1,57 1,75 1,54 1,78 
95 1,64 1,69 1,62 1,71 1,60 1,73 1,58 1,75 1,56 1,78 

100 1,65 1,69 1,63 1,72 1,61 1,74 1,59 1,76 1,57 1,78 
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