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Q(x) = r1(x) · C2(x) + r2(x), (6)

r1(x) = r2(x) · C3(x) + r3(x), (7)

� �� ����� ����� Cj � ����� ����� rj � ������ ��� �������� 	��� ���

������ �!�� ����"��� P (x) = r−1(x)� Q(x) = r0(x)� �� ���������� #��$

���� ��"�� ��������� 
 
���

rm−2(x) = rm−1(x) · Cm(x) + rm(x), m = 1, 2, . . . (8)

%�� ������� � ������� ������� ����� ����&� ������� ����
����
������

���������

degQ > deg r1 > deg r2 > . . . ,

��'���� ������� ����
���� � ����$�� �������� &��k+1� ���� �� ������

� �������  �! ������

rk−2(x) = rk−1(x) · Ck(x) + rk(x), (9)

rk−1(x) = rk(x) · Ck+1(x) + 0. (10)

(��
����
� ���������

���������	�
 ��������� rk(x) �	���
�� �������� ���� ���

�
���� ����������	 P  Q� ���
��� rk = NOD(P,Q)�

)�� ���!������
 ���"�� ����� ��� rk �
������ � ��� ����$

������ *! +,-. �������� ��� rk−1(x) ������� � rk  �! ������ /���� � �!

+0. �������� ��� rk−2(x) ��"� ������� � rk  �! ������ * �� ����� 1

��!������ �������� ��� P (x) � Q(x) ������� � rk  �! ������

%��"�� ������� ��� rk �
������ �������� �! ���������� ���� �����

,-



����� ���	�� �
���
�� �
������
���� 
��� �
������� ���	���
� S(x)

�
��� ������
�
��� P (x) � Q(x)� �� �� �
��� � r1(x) ���� ����� ������� ��

�
��� ������
�
��� Q(x) � r1(x) �� ��
�����
���� �
��� r2(x) ���� �����

������� �����	����� ������
�� � ��� �� �
��� r3(x) ���� �!��� " ��� ���

�

# �
$�����
 ������
� � ��� �� �
��� rk−2(x)� rk−1(x)� rk(x) ���� �%���

# ���������� 
��� rk  �� 
�� ������� ��
� ���	���
��� ���
��� ��
&

�
��� �� ���	���
�� P � Q �$����� �������

����������	 ���
���� ��� NOD(P,Q) ���
�
�
� � �������� ��

����� ���	� ���'��
� � (�)���� ��� �
�
��� rm−2 �� rm−1 ��'�� ��
���&

���
��� �����'�� )�� ���	���
�� �� �
������
 �������
 ���'��
��

M � N � �
��� Mrm−2(x) �� Nrm−1(x)� �
������
����

rm−2(x) = rm−1(x) · Cm(x) + rm(x) ⇔

Nrm−2(x) = Nrm−1(x) · Cm(x) +Nrm(x) ⇔

Nrm−2(x) = Mrm−1(x) · N
M

Cm(x) +Nrm(x),

	�
 ����� N �= 0 � M �= 0 ��	�� ��� ������� *���� ����$��� ��
���

������� rm(x) �� ������� ������� Nrm(x)� ������+��� ��, ����� �&

��� ���'��
�
�� � )�� � ���� ���$����	� �
 ����� 
� �� �������
����

�
$����� NOD(P,Q)� *���
 �����'
�� ��'�� ����
� � �� ����+
&

�� ��
��� ������
�� ����� ��$�����+�
 � ���-
��
 ��	������ ���	���
��

��
�� -
��
 ��)..�-�
����

������	 (���
�
� ��	����� �� P = x4 + x2 + x− 3� Q = x3 + x2 +

x− 3�

x4 + x2 + x− 3 = (x3 + x2 + x− 3) · (x− 1) + (x2 + 5x− 6);

x3 + x2 + x− 3 = (x2 + 5x− 6) · (x− 4) + (27x− 27);

x2 + 5x− 6 = (x− 1) · (x+ 6) + 0.

���
�/NOD(P,Q) = x−1 ���� ���'
 ��
���+�� ����
� � �����'
�� ����

00



��� �����	
� ���	��� ��
�����	� ���
���
	 ������

��������� �	
 ���� ���� ������ ������ �� ��� ��������� �������

��������� Pn(z) = 0 ���� �������� � ������� ����������� ���� ����

���  
� !�"����� �����# ���� ��������� ���������

Q(z) := qmz
m + qm−1zm−1 + . . .+ q0 = 0, (11)

������ ���� � �� ������ �� � ��������� �	
� �� ��� ��� ������� $����

��� ��������� P = Pn � ����

P (z) = pn(z − a1)
k1(z − a2)

k2 . . . (z − am)
km,

��� ks % ������� ��������&"�' �����# as� (��������

P ′(z) = A(z − a1)
k1−1(z − a2)

k2−1 . . . (z − am)
km−1R(z),

��� R(z) % ���������� ����� �����# ������� �� �����# ���������� P (z)�

� ���������� ��"�� �������� S(z) = NOD (P (z), P ′(z)) ������� ����

������ ���� �� ������& �� ���������� ��������


S(z) = (z − a1)
k1−1(z − a2)

k2−1 . . . (z − am)
km−1.

$����� ���������Q(z) = P (z)
S(z) ���� ���� � �� ������ �� �P � ������ ���

)� ����� ������� *�� ��'�������S(z) = NOD (P (z), P ′(z)) ����������

������� +�������

������� P (z) = z(z − 1)2(z + 1)2 = z5 − 2z3 + z� ,���� P ′(z) =

5z4 − 6z2 + 1� -������ +������. �����# ���

P (z) =
1

5
z · P ′(z)− 4

5
z3 +

4

5
z.

*������� r1(z) = −4
5z

3+ 4
5z �� (−5

4)� ������� ����# ������ ��� �������

��'����� � �� �����������. r1 = z3 − z�

/���# ���. P ′(z) = 5z · r1 + 1 − z2� (������ ����� r2 = 1 − z2�

*������� ��� �� �	� ������� ����# ������ ��� ������� ��'����� � ��

�����������. r2 = z2 − 1�

,���# ��� r1(z) = z · r2 + 0� (������ �����. r3 = 0� $����

	0



NOD(P, P ′) = r2 = z2 − 1� �������	

P (z)

z2 − 1
= (z2 − 1)z

�
�� 
����� ��������� ��� ������� �������

��� ����� 	
����� ��������� �������� ��
�
������

���������� � 
����� ������� ����������

�
����

�
� ���
���� ������� ���������� ���	 ���
���  
�������� ��
�� 

���������� ������ pkz
k	 �� ���!� �������� ����"� �����"��
� � ��

������������ !���#��� ��� �������� � ����"� 
������� $�%���!

�� ���
����� ������ 
�����!��
� ����� &������	 �� ������� 
��#� 

��  !���#��� � ������������ 
��
�� 
�����
������� '
������
� ��

%��� ������ ���������� $!
�� ����!��
� ���� ������� ���������� Pn(z)

�� z = c� (����

Pn(c) = pnc
n + pn−1cn−1 + pn−2cn−2 + . . .+ p1c+ p0 =

= (pnc+ pn−1)cn−1 + pn−2cn−2 + . . .+ p1c+ p0 =

= [(pnc+ pn−1)c+ pn−2]cn−2 + . . .+ p1c+ p0 =

= (. . . {[(pnc+ pn−1)c+ pn−2]c+ pn−3}+ . . .+)c+ p0.

)��� �����

 ��#�� ���
��� � ��� ��
������������
� �������

gn = pn;

gn−1 = gn c+ pn−1;

gn−2 = gn−1 c+ pn−2;

... ... ...

g1 = g2 c+ p1;

g0 = g1 c+ p0.

(12)

�*



����� gk ���	
 ������� ��������	���
� ����	��� ����	���� ���������

	�� ����	�� g0 � ���� �	����	 ���	���� � ���	� �����
� ����	��� Pn(c)�

�������  ������� ����	��	 
��!���	�� P4(z) = 2z4 + z3 − 2z + 3

�� �"	
	 ����	�� ��� z = −2�
g4 = 2;

g3 = g4c+ 1 = −3;
g2 = g3c+ 0 = 6;

g1 = g2c− 2 = −14;
g0 = g1c+ 3 = 31.

#�������$ �"	
� �
		� � ���!�	 ���
	�	��$ ��$ 
��!���	��� � �	%	���	��

�
� ��������	���
�� &����	�����

������	� ���� ��� ��	
�
�
� �
�
������
� c ��� 	
����������

�
����� gk� k = 0, . . . , n� ����������� � ��
������������ pn = gn > 0� �


�������������� 	
��� ��
�
�����Pn (� ������������� 	
������������)

�� ����
��
��� ��
�
 ����� c�


��	�	������ �������� �� ��
' ��� ��� �	�	��� 
��!���	��Pn(x)

(��	�� � ���	 
 ��)	
 x �
	��� z' !�	 ����	��$ 
��!���	�� ����
�����

�����$ �� R* �� x− c ������	��$ ���	�����

Pn(x) = (gnx
n−1 + gn−1xn−2 + . . .+ g2x+ g1) · (x− c) + g0. (13)

+	������	����' �	�	
����� ����	��$ ������ � ������ ��������	��

��� ��	�	�$" x' ������


(gnx
n−1 + gn−1xn−2 + . . .+ g2x+ g1) · (x− c) + g0 =

(g0 − c g1) + (g1 − c g2)x+ (g2 − c g3)x
2 + . . .+ (gn−1 − c gn)x

n−1 + gnx
n.

+�$ ��!�' ���� �����	���	 ����	��	 ����$���� Pn �	��"���
� � ������

����� ���	����� �����	������%�" ��������	����,

gn = pn, gn−1 − c gn = pn−1, . . . , g1 − c g2 = p1, g0 − c g1 = p0,

� ��� �������	� � ���
���
� (-.*�

-/



����� ��� gk ≥ 0 �	
 x > c� ���� ��� ��������� gkx
k � �	���������



���� ���	
��������� �	
��� gn = pn > 0� 
� ����
�� P (x) > 0 ����� �� ����

	�������� ������  � 
 �!������� ��	����

��	��� ��� �	
������ ��� ���!
 �	��
�� ��"���
������# !	$

��" �������� Pn(x)� %�"���
������ ����� ��� �	���������
 pn > 0�

&������ ��'�	�� c > 0 �	
 !�	� ��� !())
�
���� *	��	� gk ≥
0� � ��	��� ��� !	�
 xk ≤ c� %����� 	�����	
� ������� Q(x) =

(−1)nP (−x)�  �� ������� �$�	������ 
���� ���
������" ���	+
"
!())
�
��� pn� &��� ��'�	�� c̃ > 0� �	
 !�	� ��� ����������$

,
� !())
�
���� *	��	� g̃k ≥ 0� � ��	��� ��� ��,��������� !	�


x̃k �������� Q '���� �������	��� ��	�������� x̃k ≤ c̃� - (�
 !	�


��
������ � !	��" �������� P ���! ���!�. x̃k = −xk� �(���
−xk ≤ c̃� � ���� xk ≥ −c̃� / 	��������� ������� ���!� �	��
�� !	��".
−c̃ ≤ xk ≤ c�

������� 0���
�� �	��
�� !	��" xk �������� P (x) = x4− 3 x3−
9 x2 − 3x+ 1 � ��+�� ����� *	��	��

�	����� ���
����
� � )	����� ��1� �	
 c = 1� 2�� �� ��	�

+��� ����
� g3 = −2� %���+� ���
����� �� 
���� ������� -��!��!
	�� ����
�
��� �
�� c �� ��
�
��� ��"������ � ��� �� ���	
��� ��1��

-��	
��	� �	
 c = 4 ����
� g2 = −5� ����
�� 
 (� ������
� �
��� c ��
������� ���
!� -�!���� �	
 c = 5 ������� g4 = 1� g3 = 2� g2 = 1�

g1 = 2� g0 = 11� &����������� ��� !	�
 ����+� 5 ���	�� ��!��!�

P (175) = g0 = 11 �= 0��

%�� ���!
 ��
�� '�	�� �������

Q(x) = (−1)4P (−x) = x4 + 3x3 − 9x2 + 3x+ 1.

�	
 c = 1 �� �	����� +��� ������� �	
��������" !())
�
��� *	��	�

g̃3 = −5� 2���
�
� c� ������ c = 2� ����
� g̃4 = 1� g̃3 = 5� g̃2 = 1�

g̃1 = 5� g̃0 = 11� &����������� ��� !	�
 �������� Q ����+� 2 ���	��

��!��!� Q(2) = g̃0 = 11 �= 0�� � !	�
 �������� P '��+� −2�

�3



������ ������������ 	
��� �
�
����� P ��
�����
���� ��������

���� −2 < xk < 5�

��� ����� 	�
�������� ����������� �������

���������� � ������ ������� ������

��� ��
�
 
��
 ����������
 ��������� ����
����� �
 
���� 	
�

���� �
�
����� � !� "��
� �
��
�� � ��������� #���� ��� ��
��
��

pn = 1$

P (z) = Pn(z) = (z − z1)(z − z2) · · · (z − zn).

%
���

P (−z) = (−z− z1)(−z− z2) · · · (−z− zn) = (−1)n(z+ z1)(z+ z2) · · · (z+ zn),

P (1)(z2) := P (z)P (−z) = (−1)n(z2 − z21)(z
2 − z22) · · · (z2 − z2n).

&���� '
�����
 ��������� z2 �� z � �
����

P (1)(z) = (−1)n(z − z21)(z − z22) · · · (z − z2n).

��� ��
(����� ��)������� 	������
������ #
��
��� 	������
�����$ �
�

����

P (2)(z) = (−1)n(z − z41)(z − z42) · · · (z − z4n),

P (3)(z) = (−1)n(z − z81)(z − z82) · · · (z − z8n),

�$ �

���$ �
��� k 	������
����� �
����

P (k)(z) = (−1)n(z − z2
k

1 )(z − z2
k

2 ) · · · (z − z2
k

n ).

#����
�
�� ������$ ��
 
���� ����
�
 	
��� z1 ��*
��
�
 �
�
�����

P (z) �
 
���� ���
�
 �
���� 
����� �����* 	
����$ �
 ���� |zs| < ε|z1| �
��	
�
�� ��� ε ∈ (0, 1)$ s = 2, . . . , n� %
��� 
���� �

������������


	
��� t1 = z2
k

1 �
�
����� P (k)(z) ����� ��� ������� �
����+

|ts| =
∣∣∣z2ks ∣∣∣ < ε2

k
∣∣∣z2k1 ∣∣∣ = ε2

k|t1|.

 ,



������ ����	�
��� ������ �����

(−1)nP (k)(z) = zn − an−1zn−1 + . . .+ a0,

���

an−1 = t1 + t2 + . . .+ tn = z2
k

1 + z2
k

2 + . . . z2
k

n ≈ z2
k

1 .

����� ������ �� �	� ����	�������� 
������� ����	� �����	����� ��

����	� ������ z1 ����� �������� �����	� �����������  ����!

|z1| ≈ 2k
√
|an−1|. (14)

"����	� �#$!! ����� �������� � ��� �%���� �����%& �����'( ������

�� ��	� ��� ����� ��)������&� � ������ an−1 > 0 �

|z1| ≤ 2k
√
|an−1|.

��������� 	
������ � ������	 ��� ���������( �%�*

��� ����������( +����

2k
√
an−1 =

2k
√
t1 − E = 2k

√
t1

(
1− E

t1

)2−k

=

= 2k
√
t1 +

2k
√
t1

((
1− E

t1

)2−k

− 1

)
= z1 + z1

((
1− E

t1

)2−k

− 1

)
. (15)

�%���� ����	� ���	������ �	��������( ,�	���� ε1 = E/t1� δ = 2−k �

�%���� ����	� ��	����&

V := 1− (1− ε1)
δ .

-������ ��� ��'	��� ����%�� V �� ������� ε1 � ��������� ��	�

V = δ ε1−1

2
δ (δ − 1) ε1

2+
1

3!
δ (δ − 1) (δ − 2) ε1

3− 1

4!
δ (δ − 1) (δ − 2) (δ − 3) ε1

4+. . .

.���� ������ �� ����� k ����	������ ��	���� ε2
k

(n − 1) < 1( �����

�
 ����&��)��� � ����� ���� �� |ε1| ≤ ε2
k

(n− 1) < 1� δ < 1 ��	�����

|V | ≤ δ |ε1|
(
1 + |ε1|+ |ε1|2 + . . .

)
= δ

|ε1|
1− |ε1| ≤ 2−k

ε2
k

(n− 1)

1− ε2k(n− 1)
.

#/



������ � �� 	
�� ������� �� ���������� ������� k ����������� ����

���� ��� ���������� ����� z1�

2k
√−an−1 = z1 · (1 +R), |R| ≤ 2−k

ε2
k

(n− 1)

1− ε2k(n− 1)
. (16)

 ��!��" ������ ������ ���������� ��������� ������ z1 ����� �����������

����� ����#�� ��!������� �����$% &� ����� ���������� ��������� ���

���� ����� z1" !'�����! �������������$ ������
2k
√|an−1|% (�)�� � �������

��$ ! 	
*� ������������$ �)��������� R ����� 	
+�

������� ,��������� ���)����� � ������� 1" 3�

P (z) = z2 − 4 z + 3.

- ��#���� �!������!���� ������

P (1)(z) = z2−10 z+9, P (2)(z) = z2−82 z+81, P (3)(z) = z2−6562 z+6561.

.�!����� ������ ������ 23 = 8 �� 6562" ������ ����������� ��������

���������)� ����� 3.0000571%

������� ,��������� ���)�����

P (z) = z3 − 2 z2 − 5 z + 6.

(���� �����' �!����� �!������!����

P (1) = −z3 + 14 z2 − 49 z + 36;

P (2) = −z3 + 98 z2 − 1393 z + 1296, P (3) = −z3 + 6818z2 + . . . .

/������" ��� ���)���'� �� ����� ���)������ �� !'������'" ��� �� ����'%

.�!����� ������ ������ 23 = 8 �� 6818" ������ ����������� ��������

���������)� ����� 3.01444333%
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��� �����	� 
���� ��� ���������� � 
�����
�����


�����	�������

��� ����� ���	
 ����� ���	�������� �������� ���� ���������� ��� ����

��	� ������� ��������������
� ���	������� ���� ������  �� ���� �

����� ������ ����� � ��� �	����� �� ����������

�������� ��� ����� 	��
����� (1) ���� � ���
�

|z| ≤ 1 +M, ��� M = max

{ |pn−1|
|pn| ,

|pn−2|
|pn| , . . . ,

|p0|
|pn|
}
.

��	�
��������� !�������"���� ������������ ���"�������#

|P (z)| ≥ |pnzn| − |pn−1zn−1 + . . .+ p0| ≥ |pn||z|n − |pn−1||z|n−1 − . . .− |p0| =

= |pn||z|n
(
1− |pn−1||pn|

1

|z| − . . .− |p0||pn|
1

|z|n
)
≥

= |pn||z|n
(
1−M

(
1

|z| − . . .− 1

|z|n
))

=

= |pn||z|n
(
1− M

|z|
1− 1

|z|n
1− 1

|z|

)
≥ |pn||z|n

(
1− M

|z|
1

1− 1
|z|

)
=

= |pn||z|n
(
1− M

|z| − 1

)
= |pn||z|n

( |z| − 1−M

|z| − 1

)
> 0.

$�������� ����������� �
���������� ���� |z| > M + 1� %� ���� ��� ����

z �� ����� 	
�� ��������� |P (z)| = 0� &�� � ���	��������

� �������	
��
 � ����������


	������������ ������	����

'����� � ���	������� ����������(��� �������� ������
���� )"��

(�� f(x) �� ������ [a, b] ������ f ∈ C[a, b]� ����������� ����������� ���

)���"���"���� ����"*+�� �	������ %��	"���� ����� ���������Pn ������

�,



��� ������� n �	
��� ���� �������	 |Pn(x)−f(x)| ��	 
	
 ����� ������

�� ���� ���
	� �����
	 [a, b]� ������� ����	��� �������� �	��� ����������

��� 
������� �	�	 ����	

‖f − Pn‖C[a,b] := max
x∈[a,b]

|Pn(x)− f(x)|, (17)


������ ����������� �	��	�� ���������	
� ������������� �����������

	����
���	 �� � ������ ���������� �	���	�� �	
�� ��������� �
����!

��� �	 �����
� [a, b] ���������	 Pn(x) �� "��
 �� f(x)� ���������� 	����
!

�������#��� ���������	 $ 
�	������
	� �	�	�	 ���	��	����� 	�����

������ ��� 	����� ������������� %�	 �	��� �����
	�� � ���������

	�	����� �	������� ���� �������� ������� ��������� ��
������ ��������!

�������� "��
 ��� �� �� �	������ �	 ���� ������� �&�
� $ 	����
��!

�����#�� ��������� � ��� ��	����� ���������� ��� 	�	���� "��
 ���

���������� �	
������� �
��
���
��%��	 �� ���������	�	!

�#�� ������ ������ 	����
���	 �� $ ������	 '� (������ 
����	� �����!

��	��� ��� ��� 
	���� �	���	�����n ��#������� ���������P ∗n(x) �������

�� ���� n ���������� ������������ ��� 
������� ����������� 	����
��!

�	 �� �����	���	� '�� ���	�	��� ���

‖f − P ∗n‖C[a,b] ≤ ‖f − Pn‖C[a,b],

��� ����� ���������	 Pn ������� �� ���� ��� n� ��� )��� �	�������

������	���� ���� � ����	�� 
���	 Pn = P ∗n � �� ���� ��������� �	��������

���������� ������������ * ������ ���������� ������� ����	�����+

En(f) = En(f, [a, b]) = ‖f − P ∗n‖C[a,b],

������ En(f) �	���	���� ��������� �	�������� ���������� "��
 �� f �

,�����	 � ��#������	��� ���������	 �	�������� ���������� ��

�������	��� ��� ����������	� ���������	� �	 �����
� [a, b] "��
 �� f(x)

����� ��� �
��� ������ ����� 	����
�������	�	 �	
��� ���������	���

�� ���� ��� En(f) → 0 ��� n → ∞� -	�	�	 � ����������� �
��� ������

������ 	����
���	 �� �����	 .� *�������	����� /�� ����	������ ���!

01



������

�������� ����� f ∈ C[a, b] � ε � �	
�� ���� ������ ����� �������

������� ������ ����� ���������� ��������� Pn(x) ����� ���

‖f − Pn‖[a,b] = max
x∈[a,b]

|f(x)− P (x)| ≤ ε.

�	�
��� ������� En(f)→ 0 �	� n→∞�

��������� ��
�	���� ���	����� ���
������ ��������
� �	�����

����� P ∗n(x)� ������ ��� ����� �	�������� ���
�� �	�������������� �	��

��� �	���������� ���
������ � �����! ������������� "�� ��
�� � ��

���� ���
�������� ��������
� �	���������� ��  ��� ��������� �� �����

�	���� ��
�	������

��� �����	
������ ����	����������� ����������

#��� �� ������	�� ��	� �� [a, b] ��	������� ���	�	����� $���%�� f(x)�

#���  ���� ����	 ����	�� 	� �����& ����� x1, . . . , xn+1� xk ∈ [a, b]� �����

	�� �� ����� � ���� ����	����%��� '	������ ��!�� ���
�����Pn� �����

�����!  $���%��! f(x) � � ��& ����	����%��� ���� ���
������ ��� �����

	�
� Pn(xk) = f(xk) = yk �	� k = 1, . . . , n+1� '���! ���
����� �� ������

����	����%������� #	� ���	����� ����	����%�����
� ���
������� ���

����� � ���������  ������ �� ���������� ���������� ����� ��!���

$���%�� f(x)� � ���������� ���� ��  ������� � � ��& ����	����%���

(�������� ��� ���	����� ���
������ ����  ���� ���� �������� ��	

(xk, yk)� k = 1, . . . , n+ 1� )�� �������� �� ����� �����%�! ����	����%��

�  �������� � ����

* x1 x2 . . . xn+1

+ y1 y2 . . . yn+1

,�� ����� ����	����%�� �� ������ �	���!� �������� � �� {xk}
	� ������ "�� ������� ����	����%�����! ���
�����   ������! ������

%�! ����	����%�� ��
�� �������� � �	���� ����������� ���������

-.



��������� �	���
�� 	�������� �����	��������� ������������ �� �����

������ �� �����

����� �����	
� �������

Pn(x) = α0 + α1(x− x1) + α2(x− x1)(x− x2) + . . .

+αn−1(x− x1)(x− x2)...(x− xn−1) + αn(x− x1)(x− x2)...(x− xn), (18)

��� ����� αk 	������� �	���������� ����� ��� Pn ����� �����������

���	��� �� ���� n� �� �	�������� ����� α1 ���������� 	����� ������

	��������� ��������� Pn(x1) = y1� ��� ��! � Pn(x1) = α0 "��� ������

��������� � "#$% ����� ����%� �� ������ ������� α0 = y1� �� �	�������

�� ����� α2 ���������� ������ �����	��������� ��������� Pn(x2) = y2�

��� ��! � Pn(x2) = α0 + α1(x2 − x1) "��� ������ ��������� � "#$% �����

����% � α0 ��� �	��������� �� ������ �������

α0 + α1(x2 − x1) = y2, α1 =
y2 − α0

x2 − x1
=

y2 − y1
x2 − x1

.

&� ��������� 	�����������!�� ��� ����� αk� '�	������ 	�������� ����

�� αn �	�������� �( 	��������� �����	���������� ���������

Pn(xn+1) = yn+1,

����

Pn(xn+1) = α0+α1(xn+1−x1)+. . .+αn(xn+1−x1)(xn+1−x2)...(xn+1−xn) = yn+1,

��� ��� αk � �������� k = 0, . . . , n− 1 ��� �	��������� )������ ��� ���!

��� � �
 � � "#$% � ����		������! ��������� 	� ���	��� x� )������� ���

� ��(��!���� ����� 	������!� ��������� ���	���< n�

����� �������� ���������� �����	������*�+ ��
����

, # - .

/ y1 y2 y3

�������� � �(����� �� ����������

α0 + α1(x− x1) + α2(x− x1)(x− x2) = α0 + α1(x− 1) + α2(x− 1)(x− 3),

--



�������� ��	��
���������

α0 = y1, α1 = y2 − y1, α2 =
1

2
y1 − y2 +

1

2
y3,

P2(x) = y1 + (y2 − y1)(x− 1) +
1

2
(y1 − 2y2 + y3)(x− 1)(x− 2).

��	���� 	������ ���
��

P2(x) =

(
1

2
y1 − y2 +

1

2
y3

)
x2 +

(
−5

2
y1 + 4 y2 − 3

2
y3

)
x+ 3 y1 − 3 y2 + y3.

����� ���	�
��� ��	����� 	������ ���������� lk(x) 	������ n�

�
������������� �����	����⎧⎨
⎩

lk(xk) = 1,

lk(xj) = 0, j �= k.

����� ���������� ����� ��


lk(x) =
(x− x1)(x− x2) . . . (x− xk−1)(x− xk+1) . . . (x− xn+1)

(xk − x1)(xk − x2) . . . (xk − xk−1)(xk − xk+1) . . . (xk − xn+1)
.

����� ����� ����	�� ���������������� ��������� 	������ �� ���� n�

Pn(x) = y1l1(x) + y2l2(x) + . . .+ yn+1ln+1(x).

��� ������	�
�� 	��������

 ��������������� ���������� � ��������	� ������!���� ������ ���"

��������� 	���� #���	�� �� ������ �#��� ������������ �� � 	�!�������

��� ���
����� ������ �#��� ������������ ������!���� ��!�� ���#��"

	� ���
���������������$ %�� ������ ��������	�� �	������� 	��
�����

�����	��� 
�� 
�	������� ���
��& '������ f �

Rn(x) = f(x)− Pn(x) =
f (n+1)(c)

(n+ 1)!
Πn+1(x), (19)

�
� c = c(x) ( ��������� #���	���� �� x ����� �� ����#�� [a, b]�

Πn+1(x) = (x− x1) . . . (x− xn+1).

)*



����������	
�� ������� �	 
����� [a, b] ��
���
����� �
�� x0�


������� 
� ���� ���
� ������
������ �	���
���� ���	�����

r(x) = f(x)− Pn(x)− λΠn+1(x),

��� 
��������� λ ��
�����
���� ���
��� r(x0) = 0�  
�
��� � ��
!

�
�� Πn+1(x0) �= 0� �
 �	
! 
��������� 
��
��	��
 
�����������"

f(x0)− Pn(x0) = λΠn+1(x0), λ =
f(x0)− Pn(x0)

Πn+1(x0)
. (20)

 
�����	�� ������ λ ���� ��
�
�
�� #�� ��
�
 �	������ ��
 ��� �	�	�$

�
� ���
�� λ ������ r(x) %��
�
���� ������� n+1& 
��	'	���� � ���� �

�
�	� x0� x1����xn+1�  
 ��
���� �
��� ����� 	��
! �	�
! ����! ���$

��� r(x) �	�
����� �
 ����(�! ���� 
��� ���� �� ��
���
��
!� �
�
��r′(x)

����� �	 
����� [a, b] �� ����(� ��� n+ 1 = (n+ 2)− 1 ����!� )�	�
���$

�
� r′′(x) ����� �	 
����� [a, b] �� ����(� ��� n = (n + 2) − 2 ����!� *

�	 �	���� +� ����
���  �
��� ��
 ��
���
��	� r(n+1)(x) ����� �� �����

1 = (n + 2) − (n + 1) ����! �	 [a, b]� *�	� ��'������� ���� ��
���
��
!

r(n+1)(x) �	 
����� [a, b]� ,�
��	��� ��
 ����� c� -�����	�� ��
 �������

��
�
����	 Pn �� ��(� n �� ����
�	�����
� P
(n+1)
n (c) = 0� �
���	��

r(n+1)(c) = f (n+1)(c)− λΠ
(n+1)
n+1 (c) = f (n+1)(c)− λ(n+ 1)!.

,����	

f (n+1)(c)− λ(n+ 1)! = 0, λ =
f (n+1)(c)

(n+ 1)!

.�	����	� ��
 � %/0&� �
���	��

f(x0)− Pn(x0)

Πn+1(x0)
=

f (n+1)(c)

(n+ 1)!
,

f(x0)− Pn(x0) =
f (n+1)(c)

(n+ 1)!
Πn+1(x0),

��
 ����� ��
���
���
��� ����	��
! �
�� x0 �= xk� k = 1, . . . , n+ 1 �

�
	���	�� �
����� %12& %� ���	� ������
����� �	������
 
������
&�

/3



������ ��	
������ ���
������� ��������	
 �� ��� � �����

���

‖rn‖C[a,b] = ‖f − Pn‖C[a,b] ≤ 1

(n+ 1)!
‖f (n+1)‖C[a,b] · ‖Πn+1‖C[a,b]. (21)

����� �������� ��������	�� ��������
��� ����	�� �� ����	��� ������	���

������� f � �� ������ ����� ��������
��� !�	������ �����
�� 	��"	���

������� �� �� ��#��� �� ��
 ���������
 ��������	�� ��������
��� ���

	������ �������� ���� ��������
��� ��������� �������� ���� ����� ���$

��

‖Πn+1‖C[a,b] = max
x∈[a,b]

|Πn+1(x)|
���� ���������" %����� � ��������� ������ ����� ������ ! & '�����$

��� ����� ���� ��	��������� �� ������� 	���������� �������� �� �����$

������ � 	��(�)�	
 � ��� �������* ����� 	� ������ + ,� 

�
���
 �� !�	����� ��������� �����" 	������� �����������)(�"

������) sin x � �����* x1 = 0� x2 = π/2� x3 = π � ������� ��������	�� ��

������� [0, π] 

P2(x) = Ax(x− π), P2(π/2) = 1.

-�	)��

A = − 4

π2
, P2(x) = − 4

π2
x(x− π), Π3(x) = x

(
x− π

2

)
(x− π).

.��	���� |Π3(x)| �� ������� [0, π] ����� ����	�
��	
 �� �	����
Π′3(x) = 0�

�� ����� π3
√
3

36 < 3/2 !�/����

|P2(x)− sin x| ≤ 1

3!
·max |(sin x)′′′| · 3

2
=

1

4
, x ∈ [0, π].

��� ����� 	
��� ����������

���������� ��������

.� �������� ������ ��������	�� ��������
��� � ���� +�� -�	)�� 	��$

����� ��� ��
 ���������
 ��������	�� ����	�������� �������� ���� ��$

+0



��������		 �
�� ���� ���
 �
	������� ����
‖Πn+1‖C[a,b]� �
�

 � �
���

������ ����� �����
 �������������� ��
���
����� �� ���� ���� ��� �

��
�� � ����! ���������� 	�
����� "��	��� #������ ��� ��	����	�

�
�	! �����

xk+1 =
b+ a

2
+

b− a

2
cos

(
1 + 2k

n+ 1

π

2

)
, k = 0, . . . , n. (22)

$��� %&&' �
���������� �� �
�������� �
 �������� 
 � �(
)��� � � � ���*

����! ����� 	 ��	 +��� 	���� ����� �
�������

‖Πn+1‖C[a,b] = 2

(
b− a

4

)n+1

. (23)

,�� �
��� �����
 �� �������	 %&-' ��	�	�
�� �	�

‖Rn‖C[a,b] ≤ 2

(n+ 1)!

(
b− a

4

)n+1

‖f (n+1)‖C[a,b]. (24)

����� ���
�
�� ��
�
���� ���
���	��� ��������� �
 #����	�! �	�


Tn(x) = cos(n arccosx), (25)

������� 	 �
)� �
.��) ���� � ����		 
������	�
�	� 	 ������� �
���
)�

��� ����
�	 �������
 ����� � ���
 ������	n� "���	�
�� ������� �����

#����	� Tn ������	������ �������� ��� �������

/��
.�� +��� ,�	 �����! ��� ����
 ��	���)��� ���������������0

T0(x) = 1, T1(x) = cos(arccosx) = x, T2(x) = cos(2 arccosx) = 2x2 − 1.

(26)

/
���� ������������� ��.�������

cos((n+ 1)ϕ) + cos((n− 1)ϕ) = 2 cos(nϕ) cos(ϕ),

�����
� �����
�	� ϕ = arccosx� ����	�

Tn+1(x) + Tn−1(x) = 2Tn(x)T1(x) = 2xTn(x).

1� ����	�	 �����������) #������

Tn+1(x) = 2xTn(x)− Tn−1(x), (27)

�������)(�) ��	����� Tn(x) ��������
������� ��	�
��� �
 %&2'� �
��	*

&2



����

T3(x) = 2xT2(x)− T1(x) = 4x3 − 3x.

�� ��	
 � ���
 ������� ��� �� ������� Tn(x) ������������ ������� ����

����������  ����� �! ���"�� ��#��������$ ����$ 2n−1% &�������������

T̃n(x) =
1

2n−1
Tn(x) = xn + . . .

������� ���������� ������������� �%�% �! ���"�� ��#��������� ����

�$ �������%

���� � ����� 	�
����� ���������� ���������'��������

Tn(x) ����� �� ������� [−1, 1] ����� n ����� ��%�% ���������� �����(���

����
% )$����� �!

cos(n arccosx) = 0, n arccosx =
π

2
+ πk, k = 0, . . . , n− 1.

*����

arccosx =
1 + 2k

n

π

2
, xk = cos

(
1 + 2k

n

π

2

)
, k = 0, . . . , n− 1. (28)

+��� xk ���������� ,�-$"��� ��(�� ���-������ �����.�� �-�����%

/���-���  �������(���� |z| = 1� Im z ≥ 0� �� 2n ����$! ��� �������

z1, . . . , z2n−1% 0���� ���� ���  ������� �� �� OX ����� z1� z3� %%% � z2n−1%

*������ �.� ���� ��(��� ������ ���������� Tn(x)% *� ����� n+

1 ����� αk #�������� ��������� � ��������
� � �����$!  ��������

��� ���-���"�� � �������"�� �������� ±1  � ��������� �������   ���

���� ����� ������� [−1, 1]% 1���� �$������ #�� ����� #��������2 αk =

cos
(
π
nk
)
� k = 0, . . . , n% 3�� #��! ����� �����

Tn(αk) = cos(n arccos
(
cos
(π
n
k
))

) = cos(πk) = (−1)k.
��
��������� 
���
��� ���������� ��������� 4������$�

���������$ ,�-$"��� ������� ������������� �������� �������.���

�� ���� � �����.�� �$��%

������� 	�
�� �
� �������
��� Pn(x) � ������ ��������
��

��� � ��������� �������
� T̃n(x) ��

� ����
����� ����� �� ���
��


��



[−1, 1]� ���� ������	

‖T̃n‖C[−1,1] = max

x∈[−1,1]
|T̃n(x)| = 1

2n−1
(29)

�������� 	
��	���� �� �����	��� ��� ��� 	������	 T̃n(x) �����

���� ���	����		� 	������	� ��
�
		��� ���
� �������������� �
�

��	���� (29)�

���������	
���� ���������	
 ����	���� ���������� 
������

Pn(x) = xn + bn−1xn−1 + . . .+ b0� ��� ��������

‖Pn‖C[−1,1] <
1

2n−1
,

� �������	� ���� 
������ ����� ���� ���	��
 �� 
������� T̃n(x)�

������ 
������ Q(x) = T̃n(x)−Pn(x) = (an−1− bn−1)xn−1+ . . . 	
��� ����

��� 
���� ��
 n�  �����! ������� ��� ��"���� � �����# ������
�
�αk

	
��� ��� �� "��� ��� 	 
������ T̃n� �����
� � �����
 ����"�� 
���

�� ���
� �����	
	 �����
	 ������
�
� 
������Q(x) 	"
���� "�� 	�

������������� 	
��� �� 
����! 
��� ��	 ������ $��	# ����"��� ����

�� n� � "��	� 	 ����! � 
������� Q(x) � 
��� n� %���� ��"
���

������ ���	 Q(x) ≡ 0� �� ���� Pn(x) ≡ T̃n(x)� ����	�����	�� &�������	�

����"���

������
 ��	��������� ����� 	
����� ��� ��	 
������Qn(x) =

xn+ . . .+b0� �����������'�	! �������� ()*+� ,���
���	
 ��"����S(x) =

T̃n(x)−Qn(x)� ������� ������������ ����! 
������ �����	≤ n− 1�

-��"��	
 ����" δk� k = 1, . . . , n� ����"�	� "���'���� 
���� ���
	

����
	 �����	# ����� ������
�
�� 
������� T̃n . ���� 
���� �����	
	

�����
	 ��� 
���	
�
�� 	 
		
�
��αs = cos
(
π
ns
)
� s = 0, . . . , n� / �����!

����! ������ ���	��! �� ±1� 
������ S(x) �	�� 	
��� "�� 0��1		

T̃n(x)� �	�� 	
��� ��� � 	�� ������� ������� (� ����! ����� 
�������

T̃n 	 Qn 	
�'� ������
�
 ����� "��� ������
��+� $����� ��2��		


��� ����"�	 δk� � ��������		 ������# �#������ ��	 0��1		S� �����	


���! ���� ����"��� Δk� �����������'�	! �����'�	
 ���!����
�

)3



���� Δk ������� �� �	�
����

��� 
� ���
��� ������ δl� l �= 1� l �=
n� �� 
� �
��� ��� �
�� S(x) ������������
� �� ���	�������
�� S(x)

����� �
���� Δk ���� �� �	�
 
���� ���� Δk ������� �� �	�
����

���

���
��� ������� ������ δ1� �� 
��� Q 
���	���� ���� � ���� −1� �����

� ������
�� ������ ������ ������
� �
��� 
� �
��� � �
���� δ1�

���� �� Δk ������� �� 
������� �������� ����� �� m ≥ 2� ��

�
���� ��� ���������
� 2(m− 1) ≥ m 
���� �� ������ ���
���� �

!��� ������� �� 
�������� 
���� �
������
�S 
� ��
�"� ��� ����

�� ������� δk� ���� ≥ n� #�� ������������ ����� ��� �����
� �
������
� S


� ��������	�� n− 1�

��������� ��	
��� � ������������ ������� [a, b]� !���

�
������
 ���������� ����
�� ������

��$

x =
2x̃

b− a
− b+ a

b− a
. (30)

%��	� ������

�� x̃ ��������� ������ [a, b] ������

�� x ��������� ������

[−1, 1]� &������

τn(x̃) = Tn

(
2x̃

b− a
− b+ a

b− a

)
= Tn (x) = cos(n arccosx)).

'�
��� τn(x̃) �������� �
������
�� �����
� n� ��� ����"�� �())����

�
�� � ���� ��	���� ����
 22n−1

(b−a)n � &�	���� 
� (�� ����� �
������
 τn(x̃)�

������� �
����
�� �
������
 �� �	�
��
�� ����"�� �())����
��� 

τ̃n(x̃) = 2

(
b− a

4

)n

Tn (x) .

%� � � ������ ������ [−1, 1]� ���
� �������� ��� (��� �
������
 
�����


�� ���
����� �� 
��� 
� ������ [a, b]� &������ ������� ‖Tn‖C[−1,1] = 1�

�����

‖τ̃n‖C[a,b] = 2

(
b− a

4

)n

‖Tn‖C[−1,1] = 2

(
b− a

4

)n

.

*��	�� ��
� ����
�
�� τ̃n(x̃) = 0� ���� Tn (x) = 0 ��� ����� �+, � &������

-.



��� �����	�
 x � ����	���� ����� �������

xk =
2x̃k
b− a

− b+ a

b− a
= cos

(
1 + 2k

n

π

2

)
,

x̃k =
b+ a

2
+

b− a

2
cos

(
1 + 2k

n

π

2

)
k = 0, . . . , n− 1.

�
����� ���	��� n �� n+1� ������� ������� ���� ��� ����� x̃k �	�� 	��

�� �
�	��	 [a, b]! "
��� 	��� Πn+1 = τ̃n+1� 
� ������	
�� ��������	 � ��#� �

��$� �%	��� ��� ����	 ���
� ��
	�����%��!

��� ����� 	
���	��� ��
��
���

���������� 	�
���! &��
' � ������� ��������( ����( x1, . . . xN ������

����	��� �	��
���) ����%�� yk = f(xk)! *�	��	
�� ��)
� �������	�

Pn(x) = pnx
n + pn−1xn−1 + . . .+ p1x+ p0

�
	�	�� n 
���)� �
� ����� FN = FN(p0, . . . pn) =
∑N

k=1 (P (xk)− yk)
2 ��+

�����'��! ,������ �������� ��� ������������( ����( xk � ����	���( yk

����%�� f 
�	��	
�� ������������
' ����%�� FN(p0, . . . pn) �� �	�	�	�+

��� p0, . . . pn! -��� N ≤ n + 1� 
� .
�
 ������� ���	� ����� ���
�
����

���
���
' ��
	�����%�����) �������	�� ��������/�) � ����%�	) �� ��	(

����(! &�� N ≥ n+ 2 .
�
 ������� �	 �	 �����
	�'�� ���	� ����!

&��
' N ≥ n+2! &���	��� �	��(�����) ������� .��
�	����0 � 
��+

�	 �����'���� .��
�	���� ��	 ���
��	 ����������	 ����%��FN(p0, . . . pn)

����� ����/�
'�� � ���'! 1��� 	� ����� � ����	���
�� ���	

FN(p0, . . . pn) =
N∑
k=1

(
p0 + p1xk + . . .+ pn−1xn−1k + pnx

n
k − yk

)2
, (31)

� �������� ���
��	 ����������	

∂FN

∂pr
= 2

N∑
k=1

xrk
(
p0 + p1xk + . . .+ pn−1xn−1k + pnx

n
k − yk

)
=

#2



= 2
N∑
k=1

(
n∑

m=0

(
pmx

m+r
k

)− ykx
r
k

)
= 2

(
n∑

m=0

pmSm+r −
N∑
k=1

ykx
r
k

)
,

r = 0, . . . , n, ���

Sl = xl1 + xl2 + . . .+ xlN =
N∑
k=1

xlk, S0 = N,

���� �����		
� ����
 ������ r = 0, 1, . . . ������ ������	� ���������

������� ���	�	��� ��	��	�� ��	�������	� 	�������	
� pk
n∑

m=0

pmSm+r = S(y)
r , S(y)

r :=
N∑
k=1

ykx
r
k, r = 0, . . . , n.

� ����	���� ���� �	� ����� ���⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

S0p0+ S1p1+ S2p2+ . . .+ Snpn = S
(y)
0

S1p0+ S2p1+ S3p2+ . . .+ Sn+1pn = S
(y)
1

S2p0+ S3p1+ S4p2+ . . .+ Sn+2pn = S
(y)
2

. . . . . . . . . . . . . . .

Snp0+ Sn+1p1+ Sn+2p2+ . . .+ S2npn = S
(y)
n

(32)

���� ����������� �����
  ��� ������
 ������	 �� 	��� !�  �� ���"

��� ���� ��� ������	�� # 	�$�%� ����

Δ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

S0 S1 S2 . . . Sn

S1 S2 S3 . . . Sn+1

S2 S3 S4 . . . Sn+2

. . . . . . . . . . . . . . .

Sn Sn+1 Sn+2 . . . S2n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
�= 0,

�� ������� ����� ���	����		�� �&�	�� (p∗0, . . . , p
∗
n)� � ����� (p∗0, . . . , p

∗
n)

����� FN(p0, . . . pn) ��	����� ���� 	����	�&�� �	���	��� '	������	�  ��

��	�( )�	���� FN(p0, . . . pn) ���$	� ���� � *����	��	���� ��√
p20 + . . .+ p2n →∞

�� �����������	�� � ��	��	�� �����  �������� ��$�� ����� ������ ��"

	����� '���� ������ � 	���$��	�� �� ))����	���  ��������	��� �	���"

+,



����� Pn(x) �������

���������� 	
 	
����� ��


FN(p0, . . . pn)→∞
���
√
p20 + . . .+ p2n →∞� ������ ����� ����
����� � �����
���� ��
 ������

���� ������ ���� �������� � ���� ������� (p∗0, . . . , p
∗
n) ����������
� �
 
�


�������� �
��
 ����� !���"�� FN � #��
��� ��
N ≥ n+1 � �
���

x1, . . . xN �
����
 ��$����%� 	
��
���� ��� ��$����%& �$��& x1, . . . , xn+1


��
�
���� ������ ���� �%& �������� 

Vk(p0, . . . pn) := p0 + p1xk + . . .+ pn−1xn−1k + pnx
n
k = 0, k = 1, . . . , n+ 1,

���� �
���
 �����
� ������� pk = 0 �
����������� '�����
��� 
������


� ����(�� �
 � ����
 �
��� �!��%

G(1) : p20 + . . .+ p2n = 1

&
�� �% 
��� �$ ������� Vk(p0, . . . , pn)� k = 1, . . . , n + 1� 
������ 
� �����

#�����%���� !���"�� V (p0, . . . , pn) = mink=1,...,n+1 |Vk(p0, . . . , pn)| �
�����)
�� � ���
�
�
 �
��� �!��% G(1) ��
��
 ����� μ� � �$ ����%��*��


�������� ��
 +�
� ���� �
�
�������, μ > 0� -�
 
$������ �� ���� ��)

������� Vk(λp0, . . . , λpn) = λVk(p0, . . . , pn))� ��
 �� �!���

G(r) : p20 + . . .+ p2n = r2

��� V (p0, . . . , pn) ≥ μr > 0� 	
�
�� Y := max{|y1|, . . . , |yn+1|}� '%��)
�� ��
�� ��
��
 �
���
� C > 1� 	�� �
����
��
 �
����& r = r(C, Y )

��� μr > C + Y � .���
�������
� &
�� �% ��� 
��
�
 ������
�
 � ���
)

�
�% �
��
 k� 1 ≤ k ≤ n+ 1� � ��� ��/� ���

(Vk(p0, . . . , pn)− yk)
2 ≥ (μr − Y )2 > C2, (p0, . . . , pn) ∈ G(r).

	
������� �%������� 
��
 ������� ��
�� ��
��
 �
����� 	
+�
� ��)

� ��/� ��
���������
 ������ � �
��
 r� 0�
 � ����
���
���

���������� �
 1$ ��������� /� � �����
���� �������� ��
 
�����)

������Δ ������ 
������ 
� ����� 2� ���������
� �
����� ��
����
�,Δ =

��



0� ����� ���� �	 
������ ������� 
�
���� ����� �
�� �������� ���������

n ������ 
������� ��
 �� � 
��� 
����
���
�� 
�
���� ���� �!� !����"�#

�� $� 
����� 
������� "����� �!�� � �� ����� yk� k = 1, . . . , N� ���#

%� �
�� �������� ��������� ��� %� 
������� &������ 
������ !��
����#


��� �
���	��%��� 
������ 
������� "����� ����� ��	�����
��≤ n� '��


 ������ 
������� 
����� 
!���� �	 (�������� S
(y)
r =

∑N
k=1 ykx

r
k 	�!����#

�� �
� n+ 1#������ !��
����
��� α0, . . . , αn� !�
������ 
�
���� ���������∑N
k=1 ykx

r
k = αr� r = 0, . . . , N − 1� ��� � ��� 
����� (α0, . . . , αn, 0, . . . , 0)

∗

��	N (���������� �
���� ����� �� !����� ����
�������� ��)����y1, . . . , yN �

���� �� ������� ����� �!���������� *����������� +���"��� !��������"���

������� +�
������ �����"��� ������ 
��!��� !� ������

X = [x1 = −1, x2 = 0, x3 = 1, x4 = 2];

Y = [y1 = 7, y2 = 0, y3 = 5, y4 = 2].

,��
� N = 4� n = 2� +���"��� 
�
���� ��������� ����-

4 p0 + 2 p1 + 6 p2 = 14;

2 p0 + 6 p1 + 8 p2 = 2;

6 p0 + 8 p1 + 18 p2 = 20.

��
 �� ������� p2 = 1� p1 = −2� p0 = 3. P2(x) = x2 − 2x+ 3�

��� ������	
��
� ����

���	
���
 �
�
��� +�
�� 	����� �������"�
��� � ����
���
�� ��"���

��������� /������

f(x) = f0 + f1x+ f2x
2 + . . .+ fnx

n + . . .

��



��������� 	
��� �
��	
��	�� ��	���

RM,N(x) =
PM(x)

QN(x)
=

p0 + p1x+ p2x
2 + . . .+ pMxM

1 + q1x+ q2x2 + . . .+ qN · xN
�� ���������

f(x)−RM,N(x) = O(xM+N+1), (33)

�� ���� � ������	���� 	
�
�
 ������	
� ����� ����� �
�����	�� ���


f(x)−RM,N(x) = AM+N+1x
M+N+1 + AM+N+2x

M+N+2 + . . .

������� ����
��� ��������� ��	����� ��������	�� �
�����	�� �
�	����

��� �����	� x0, . . . , xM+N !

"
��	
��	
� ��	��� RM,N(x)� 
 �
��� � �
� ������ �� �������#

	��� 	
���
����
(
M
N

)
#
��������
��� $
��!

�������! %���� ������� ��� �
�����	�� ���������	�� fQN �����

���

f(x)QN(x) =
∞∑
k=0

Akx
k, Ak =

min{N,k}∑
j=0

qjfk−j, q0 = 1,

�� ���� ��������	�� Ak ��	��	� �
����� �� �
�
������ q1, . . . qN ! ����


f(x)QN(x)− PM(x) =

= A0 + A1x+ . . .+ AMxM − (p0 + p1x+ p2x
2 + . . .+ pMxM)+

+AM+1x
M+1 + . . . AM+Nx

M+N +O(xM+N+1). (34)

�
���� �������� ��������	�� q1, . . . qN �	������	
 Q(N) �
�� �����

AM+1x
M+1 + . . .+ AM+Nx

M+N ≡ 0.

��� ����� ������� ��&��� ��	�������	� ��������	��� q1, . . . qN �������

��	��	� ��
�	�	��

AM+1 = 0, . . . , AM+N = 0.

$����������� ��� ��
 ������
 ����� ��&�	�� q∗1, . . . q
∗
N ! $����
��� ��� ��#

'(



����� � ���	 � 
�� ��������� Q∗N(x) � ����� ������������� ������

f(x)Q∗N(x)− PM(x) =

= A∗0 + A∗1x+ . . .+ A∗MxM − (p0 + p1x+ p2x
2 + . . .+ pMxM)+

+0 + . . .+ 0 +O(xM+N+1).

�������� ��������

p∗0 = A∗0, p∗1 = A∗1, . . . p∗M = A∗M ,

� ���
� 
�� ��������� P ∗M(x) � ����� ������������� ��
� ����

f(x)Q∗N(x)− P ∗M(x) = O(xM+N+1). (35)

��� ��������� ����������� ��������� ���	 �� ���� ��� 
������ ����! ��"

���# ��$	 �� Q∗N(x) ���������� ���	%

������% &��������
(
2
2

)
"�����������' &�
�% ( 
���� ������ ���	

�������� ��


f(x)Q2(x)− P2(x) =

= (f0 + f1x+ f2x
2 + f3x

3 + . . .) · (1 + q1x+ q2x
2)− (p0 + p1x+ p2x

2)

= f0 + (f1 + f0q1)x+ (f2 + f1q1 + f0q2)x
2 − (p0 + p1x+ p2x

2)+

+(f3 + f2q1 + f1q2)x
3 + (f4 + f3q1 + f2q2)x

4 +O(x5).

)���� ������ ��������#{
f2q1 +f1q2 = −f3
f3q1 +f2q2 = −f4

*�!�
� �������

q2 =
f 2
3 − f2f4
f 2
2 − f1f3

; q1 =
f2f3 − f1f4
f 2
2 − f1f3

.

���'
� �������

p0 = f0;

�$



p1 = f1 + f0q1 =
f1f

2
2 − f3f

2
1 + f0f1f4 − f0f3f2
f 2
2 − f1f3

;

p2 = f2 + f1q1 + f0q2 =
−f0f2f4 + f0f

2
3 + f 2

1f4 − 2f1f3f2 + f 3
2

f 2
2 − f1f3

.

����������	 ������ ��� 	
�
�
 ��������� ��
	
���� ������� ��

�����
 
	����
� ������� �� f 2
2 − f1f3 = 0 ������
 ��� ���������� q1�

q2 ����� �� ����� �������


�� �������� ������ �
�����

sin x ≈ x

1 + x2/6
, cos x ≈ 1− 5

12x
2

1 + 1
12x

2
, ex ≈ 1 + 1

2x+ 1
12x

2

1− 1
2x+ 1

12x
2
.

���������� ���� ����� �
 ���	�� [−1, 1] �� ���������� ��������������
0.0157� 0.0019� 0.004�

��� �����	
�� �����������

������ � 	���
������ ����������

 ����
 ��!�"�#����
 �# 
�����
��� �������� ����� �	 ������$

���
�
%&�� � ����� ��������
����� 
�������
'�� � ����� ��������$

������ ������������ � �
��������� ���������� (	 ���� � �
��������

����� ��������� ��� ��������� �
�������� ��#������� P ∗n ������������

)��� ����� � �������� ����
�� ��
 �����
 ��	������ �
��� ���������

�
�������� ��#�������� *�� ���������� � ���
	
�������
 ������

�# 
�����
��� ������

�����������	����� ����'�� f(x) ∈ C([a, b])� Pn(x) = pnx
n+. . .+p0

+ ��������� ������� ≤ n� ,
������� 
	����� Rn(x) = f(x) − Pn(x) �

������� A = ‖Rn‖C[a,b]�  ���� a1, . . . , am ���	�
 [a, b] �
	��
%� �������

��	�
������ ���� ��� ����������%� ������% a ≤ a1 < a2 < . . . < am ≤ b

�� ���� ����� ��� 
	����� Rn(x)� ��������� 
������
-

Rn(ak) = ∓(−1)kA, k = 1, . . . ,m. (36)

./



����� {aα} � ��	
����	 �	����	� ��� ����	����	�� �	��� ���������

������� |Rn(x)|� ��� ��	 |Rn(aα)| = A� ��������� ��� ��	����� ����

�	���� ��������  ����	� !�"�	����� ����� ���#���� �� �	��� aα� � �	"

�	�#$ R(aα) = +A� � "�"�	����� � �	��� aα� � �	�	�#$ R(aα) = −A�
%	&�� �	��� ak ����������� � '(� ����������)� �	�	* �	������)+�) �	"

����	�������	��� ������)+�$�� !�"�	��� � "�"�	���� ,��������� �	
��

���������� ��� � !�"�	���� ��� � "�"�	���� �	-�	�� � '(� �# �����∓�
������� � 	 ���#�.����	� ������������� ��� ����� ���	
 �����

���� Pn(x) 	
� ����������� ���������� ���	������� ������� f � ����

Pn(x) = P ∗n(x) ���	������ � ����������� ���	
 ������� ������������

�� n + 2 ����� a ≤ a1 < a2 < . . . < an+2 ≤ b� �	���� !�� ��	
������"

���������� ��� �������� Rn(x) = f(x)− Pn(x)�

��	��
��	�� /	����	� ����	 �	��� ����������� �	
�� �#�� � �	��"

�� n+2� 0�	
����	 ���$ (+)"�	��� ���	���� �� ����������)+���� ��	
�"

���� E+
s � s = 1, 2, . . .� �	�	�#� ����� ���#���� (+)"��������  ����	� ���"


�� ��	 ��� (+)"�	��� ak � am ��������
�� 	��	* � �	* 
� (+)"����� E+
s �

�	� � �	���	 �	� ������� �	&�� 	����	� [ak, am] �� �	���
�� (−)"�	���� ,��"
�	&���	 ��	
����	 (−)"�	��� ����������� �� (−)"����� E−s � s = 1, 2, . . .�

1������	� (±)"����� E±s ��� ��
�	� s �������# � � ��
�	* �� ��$

���� ��	* ����	����* � ���������* -������# 	������	� ��������� �����"

�#��	��� ������� Rn(x)�� 2����	���� ��
�� �	������� ������� ����#$

�����	���	�	
������# � �� ������ ���	�	�	* �	�	
������	* �	������#�

������+�* �	���	 	� ������� f ��������� ����	����	* ������#��	���

������� Rn(x)�� 	����� �������� � �����	���� ��	 ����	 (±)"����* �	���"
�	�

%���� 	����	�� ��� 	���������	* ��������� ����* E±s ��	
����	

���$ (±)"�	��� ����� �����)+�) ��������� ��� 	���������	��� ��������
��	 ���	* ���	* �	��	* ��������� ������� |Rn(x)| �������� (−)"�	����3

E−1 ≺ E+
2 ≺ E−3 ≺ E+

4 ≺ . . . ≺ E
(−1)N
N , (37)

'4



��� ���� ≺ ����	
�� �� ����� ���������� ������
 �� ������ [a, b]�
��������� 
�� ���� ������
� E−1 ����� ��
�� ����� ���� ������
�

E+
2 �

���������	
��� ������ ���������

��
�������
�	 �
����� ��	������
� (⇐)�

����� ��� ������� Rn(x) = f(x) − Pn(x) ������
��� ���	��
����

���������� a ≤ a1 < a2 < . . . < an+2 ≤ b� ������� �� Pn(x) = P ∗n(x)�

��������� ����
��� Pn(x) �� �
������ �������� ���������

� ������������ � ������
��� ������� On(x)� ���	� ������������

��  ���!�" f(x) ������ ��� Pn(x)� #� �������� �� ������� rn(x) =

f(x)−Qn(x) ����� ���� B = ‖rn‖C[a,b]� ����� ���� ������ A� $��"�

��� 
 ��������� �������� �� 
 
��% ����% ak ����������� �����

|rn(ak)| ≤ B < A. (38)

&�������� ������� Sn(x) = Rn(x) − rn(x) = Qn(x) − Pn(x)� ����� �
�

������ �������� ������� ≤ n� '� ����
����
 ()*+ �������� �� 
 ����%

ak ,�� �������

Sn(ak) = Rn(ak)− rn(ak) = ∓(−1)kA− rn(ak) =

= ∓(−1)kA
(
1± (−1)k rn(ak)

A

)
����� �� �� ����� �� � Rn(ak)� ���� ∓(−1)k (������� 
	������� 
 ��
������� ����� ��������� ��� 
��%k+� -������ ����� �"�	�� �
��� ��

������� ������ ����������� ak� ak+1 ������� Sn �������� ���� �� �����


������ ����� %�� �	 ��� ����� �� �����
��� (ak, ak+1)� k = 1, . . . , n+1�

.���
������ ������� Sn ����� ����� �� ����� n + 1 ������ / ,�

��
����� ������� ������� Sn �� �
������ ������
���	� ����� �

����� ������� �� 
	�� n� ����
������

���������
�	 �
����� ��	������
� (⇒)�

����� P ∗n(x) 0 ������� ��������� �����������  ���!�� f(x)�

������� �� ��� ������� R∗n(x) = f(x)−P ∗n(x) ������
��� ���	��
����

)*



����������	 �
��
��� � n+ 2 �
���� a ≤ a1 < a2 < . . . < an+2 ≤ b�

������� 
�����	 ��
 ��� R∗n(x) 
���������
 ��������  (+)	  (−)�
�
��� �����������
	 �����
�
��	 ��
 ��
 �� ��� 	 ��� 
���������
�

��	 �� 
������ [a, b] ��� � 
��
� (−)��
��� �
 �� �� ���! x ∈ [a, b]

���� R∗n(x) > −A	 
����� minx∈[a,b]R∗n(x) ≥ A − ε �� ���
�
�
� �
�

����
��
 ���
� ε > 0� "�
�������� ��
 
�������	 ��
  ��#� #���$

y = R∗n(x) ���� � �
�
�� −A + ε ≤ y ≤ A� %
 �
 ��  ��#� ����
��

R∗n(x) − ε/2 = f(x) − (P ∗n(x) + ε/2) ���� � �
�
�� |y| ≤ A− ε/2 	 ����

��	 ����
��� R∗n(x)− ε/2 ���� �
���	 �� ����
�!
����& A− ε/2� '����	

��
 
���� P ∗n(x)+ε/2 �������� #���$& ���(� ��
 
�����P ∗n(x)� )�


��
��
���� �����������
�� ��
 
����� P ∗n(x)�

������ ���
���� ��� ��
�����
 (±)��
��� �� �
����
� ���
N ����

E±s 	 s = 1, . . . , N 	 ��� ��
 ������
 � *+,-� %���� � ����
� ��� ���
���

(�  ������(� �������	 
�
����� ! �

����������
 ����� αs  βs�

.� ��
� �
��
��
	 ��
 αs = βs� ���� 
����
� ����/� 
����
� [αs, βs]

�
����� ����������& ���&E±s ����
�
��
������	 ����� � 
 �
�$/ ���

��&��� ��������� ��
� �� ���� .����(�� ����
�� ���
�� 
������

[αs, βs] 0����0���	 �
���������� � ���	  ����� ����� ������������ 
��

���� �
 0����
�0� 1�� ��� 
�����	 ��
 
����� [αs, βs] � ����/� �
�

����� �� ��&� 
��! �
��� 	 ����
�������
	 ����� �� �
�
������
�

�����
�� ��� 
� ��� ��

.����
�
��	 ��
 ���
 
�����
� N < n + 2� �
 �� �/����� �����

����/� ����� �
����� 
������� �
 �
��� tk ∈ (βk, αk+1)  �
�
��

T (x) = δ(x− t1) . . . (x− tm)	 m ≤ n� 2�
 
���� T (x) �
!������ 
���������

�/� ���� �� ����
� 
������ [αs, βs]	 ����� �� ���� �� �
����! 
������!

��
��
�
�
��/� 3/����� ������ ��
����� δ ���
 
 �����	 ��
�/ �� (+)�


������! ��
 
���� T (x) �/� �
�
������	 � �� (−)�
������! 4 
��$����

���� �
 �� ��
 
���� T (x)  ����
��� R∗n(x) ��&� ������� 
����
�/!

����
� �� ��
������ (±)��
���	 � �����	 �
 ������/��
��	  � ���
�
�
�
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���������� ��	�
 ������
 �����������Uε ����� ���������� �	�������	��

��� ����� �� Uε ����� ������� ����������� |R∗n(x) − T (x)| < |R∗n(x)| = A

��� ���������� ��	� |δ|� �� ���������� �������� [a, b] \ Uε  �����
 ��

�������� (±)������! ��� ��������� ��	�����	���� γ(ε) < A ���	������

����������� |R∗n(x)| < A − γ(ε) �� ����� ����� ��� ���������� ��	� |δ|
����� |T (x)| < γ(ε)� "�� ��� |R∗n(x)− T (x)| < A ��� ���� x ∈ [a, b] \ Uε�

#���� ����$���� ��� |R∗n(x) − T (x)| < A ����� �� ����$�� [a, b]� %��

�$������� ��� ������	�� P ∗n(x) + T (x) ��� ���������� ��	� |δ|  ��� ����

$����� ��� $����! ���&	����� '���(�� f(x) 	���� ������	��� P ∗n(x)�

)�������� �� ����

��� ���� ����	�
��
 � 
��
�


� �
���
����� �	�
�����
� ����
��

�� �������� ����� ��	�$��
 ���$����� �	����*��

������� �� ����� f(x) ����� n + 1 	
�������� � f (n+1)(x) �=
0 �� [a, b]� ����� ����� ����� �����
����� 
���  �������� n + 2 (��

���� �� ����� ���� ������� � 
������ (36) �� ����� �	��������

�� ������� ����� �����)� 	
���� �
����� ����� a1 � an+2 �����
�����

��	����� � ������� ��
���� a � b�

	�
����������� +�	� & ����� �	��������� &	� &�	��� n + 2�

�	� ��	� & �� �&� ���
��� ����� �	��������� 	���	� �� ���(�� ����$���

�� �� ������
 ���� � n + 1 ��$	���� ������  	���*�� ���
� ����$�

��! ����$������ (R∗n(x))
′ �����	��� & ��	�� "����� �� ������� ,�		�� ��

������
 ���� � n ��$	���� ������ ����$������ (R∗n(x))
′′ �����	��� &

��	�� #����� )������� ��� ������������ ��	����� ��� �����	��� & ��	�

�� ������
 ���� � 1 ����� ����$������ (R∗n(x))
(n+1) = (f(x))(n+1)� �� ��

������	������ ������ f (n+1)(x) �= 0 �� [a, b]� )������������

-.



������ �� ������� f(x) = ex 	
������ ��������� ��
��� ����

������� P0(x) = A �� ��
��� [−1, 1]� ����� P0(x) = A �������� ����

�������� ���������� 	
���������� �� ���
��� � ��� 
������ R0(x) =

f(x)−P0(x) = ex−A ������ �� ��������� �����
���� 
���� � ��! �����"

	
���� �
����� ��� ����� �����# ���	����� � ������� ��
��� a1,2 = ∓1�
��$���� ����� 
��������

R0(−1) = −R0(1) ⇔ e−1 − A = −e+ A,

������ ��!����

P ∗0 (x) = A =
1

2

(
e+

1

e

)
≈ 1.543.

%�������� ��������� &�������� 	
���������' E0(e
x, [−1, 1]) = R0(1) ≈

1.1752�

������ �� ������� f(x) = ex 	
������ ��������� ��
��� ���

������ (������� P1(x) = Ax+B �� ��
��� [−1, 1]� ����� P1(x) = Ax+B

�������� ����������� ���������� 	
���������� �� ���
��� � ��� 
����

��� R1(x) = f(x)− P1(x) = ex − Ax− B ������ �� ��������� �����
����


���� � )�! �����" 	
���� �
����� ��� ����� �����# ���	����� � �������

��
��� a1,3 = ∓1� ��$���� ����� 
��������
R1(−1) = R1(1) ⇔ A =

1

2

(
e− 1

e

)
≈ 1.175. (39)

��������� $�� ������� A � �#
������ ��� R1(x)* ���� �#������ 	
���

������R′1(x) � 
���� �
�������R
′
1(x) = 0� + 
�������� 	������ �������

���
�� ����� �����
����� a2 = lnA ≈ 0.16� ,�	���� ������� �����
�����-

R1(a2) = −R1(a1) ⇔ R1(lnA) = −R1(1) ⇔ A−A lnA−B = −e+A+B,

������" ����#��� ��������� ������� A" 	�������

B =
1

2
(e− A lnA) ≈ 1.264.

.�����������" 	� (�
���� &)/' ��!����

P ∗1 (x) = Ax+
1

2
(e− A lnA) ≈ 1.175x+ 1.264.

01



���������� 	
������� E1(e
x, [−1, 1]) = R1(1) ≈ 0.2788

������ � �	�
��� f(x) = |x−1/2| ��������� ����	���� �������
�������� �	�
���� P1(x) = Ax+B �� �����
� [−1, 1] ���
���
	 ��������
R1(x) = f(x) − P1(x) = |x − 1/2| − Ax − B �������� 
	��������������

�	�
����� �� ���
� ����������� ���	� � �� ���� �� 
����! ���������� ��

����������� �� ���� � ���
�! a1 = −1� a2 = 1/2� a3 = 1 "���#� ��������

������	 	�������� R1(a1) = −R1(a2) = R1(a3) � ����� ��� ���#�� A =

−1/2� B = 5/8 $��
� P ∗1 (x) = −x/2 + 5/8 ��������� 	
������� E1(|x −
1/2|, [−1, 1]) = R1(1) = 3/8

������ � ��������� �	�
��� f(x) = sin 3x �� �����
� [0, 2π]

����	���� ������� ������������ P0(x), . . . , P4(x) %���	 ���	���� ���

���& P ∗0 (x) = . . . = P ∗4 (x) ≡ 0 ���
���
	 �������� f(x) − 0 ����� �����

' ����
 ����������� �� 	
������� �����
� (#��������� ������ 	��������

sin 3x = ±1) �� ��������� P ∗5 (x) 	*� ������� �� �	��

������ � ��������� �	�
��� y = xn �� �����
� [−1, 1] ����	��
��� ������� ������������ Pn−1 ������� ≤ n− 1 +��������� 	������ �

��������� ,�� ����

T̃n(x) =
1

2n−1
cosn arccosx = xn + an−1xn−1 + . . .+ a0

� ���������

P ∗n−1(x) = xn − T̃n(x) = −an−1xn−1 − . . .− a0.

-��� ��������� � ������ ����������	� ��#��	� �� �������� �����������

����	����� ������*���� �	�
��� xn .������������� ��������

xn −R∗n−1(x) = T̃n(x)

����� ���������� � n + 1 ����#	�/�!�� ���
�! ��
���	�� � �����	��

ak = cos
(
π
nk
)
� k = 0, . . . , n� ���������� Tn(x) ��� 0���

En(x
n, [−1, 1]) = 2−n+1.

12



��� �����	
�� ���������� �� ����	��� ���������

����������	� 
���� �� ������������� �� ���	��� ����	���	� �����


����� ���� X = {x1, . . . , xN}� x1 < . . . < xN � � � ���� ����� 
�����


��	��� Y = {y1, . . . , yN} �����	���� ������� f : X → Y �  �	��	���

��������� !�����	�������" ���#��	� P ∗n(x) ��	�	�� n� ����	�		 ������$

%&���� �� ������� f �� ����	���	 X� '��������� 
����� 
���� � ���$

��(	� �������	��� ������) ����� ���#��	� P ∗n(x)� ��� ������#�

en(X, Y ) := max
k=1,N

{|yk − P ∗n(xk)|} = min
Pn

max
k=1,N

{|yk − Pn(xk)|}. (40)

*��	���� �� 	��� N ≤ n + 1� �� �	(	��	 ����������) � ���� ����	 �

��	���	 �����	������#� ���#��	�� P ∗n ����� �
��� ���	������������

���#��	�� �������%&�� � f �� ��	� ����� X�  ���� ����
��� � ������

����	 en(X, Y ) = 0�

+ ����	N ≥ n+2 �����	���� ��	��%&�� �����# �	��	�� ,	��(	��

�� ����	�����	�

������� ��� �	
������� �	� ��������� ��������� �����

���	
���� X ���
	�� �
 �
�

 n + 2 ���
�� ����� ��� ����� �����

�������
� Pn(x) ��� �������
��� �������
�� �����	
��� ����
����

������� f : X → Y � ��
� Pn(x) = P ∗n(x)� �
�������� � �����������

����� ������� ������������ �� �
���
� �

 � n + 2 ���
� a1 < a2 <

. . . < an+2� �
	�!�� �� X � ��� �"!�� �
���
����� ����
���� ���

� ����� rn(x) = f(x)− Pn(x)� ��
�

rn(ak) = ±(−1)kA, A = max
k=1,N

{|yk − Pn(ak)|.
-���
��	������ �	 ��������� ��������� ��� ���� �������� �������	�

����
��	������ �	��	�� � 	��(	����� ����	�����	 � ����	 �	��	������

��������

������� ������ ���� ��� N = n + 2� + ���� ����	 �
 ����$

������������ �	��	�� ���
� �����	��� �	(	��	 
���� !./"� ���������

.0



��� ����� 	
������� X ����
� ��� �����	� ������
�
��� ���� ak = xk

(k = 1, . . . , n+2)� � ��� ���
����� ���������� 	
������
 
��������� ����

����
��� �������	 ��������������� ���������

����� L � ���������
�� ������ �������	 �
������� ��

�! 	
����

���
 �� �
���
��	 yk + (−1)kL� k = 2, . . . , n+ 2� � ������������"�# ����#

xk� $
 ������������� ����
����	%

yk − Pn(xk) = −(−1)k L, k = 2, . . . , n+ 2. (41)

&
������� ��

�! 	
�����
 	��
� ��������� 
����	��� �� '��	��� (����
�

��� )�� ����� ����	����	 	
������
�

lk(x) =
∏

j=2,...,n+2; j �=k

x− xj
xk − xj

, k = 2, . . . , n+ 2,

������� �	��� �����
� n � ������������� ����
����	⎧⎨
⎩

lk(xk) = 1,

lk(xj) = 0, ���� j �= k.

&
������� ��

�! 	
������
 �	��� ���

Pn(x) =
∑n+2

k=2
(yk + (−1)kL)lk(x). (42)

*����� ������	 L ���� ���� � � ����� x1 �����
����� ����
���� ����

+,-.� ����

y1 − Pn(x1) = L, Pn(x1) = y1 − L. (43)

��������	 ��� ����
���� � ����

Pn(x1) =
∑n+2

k=2
(yk + (−1)kL)lk(x1) = y1 − L.

/����	 ��� ����
�
�� � 
�#���	 L%

L+ L

n+2∑
k=2

(−1)klk(x1) = y1 −
n+2∑
k=2

yklk(x1); L =
y1 −

∑n+2
k=2 yklk(x1)

1 +
∑n+2

k=2(−1)klk(x1)
. (44)

&���� ����
�� ��������

�! ������ � 
�������	 �������
�� ���� '���

	��� +,0. � +,,.� ��� ���	 �����	� ������
�
�� �������� ���� ak = xk

(k = 1, . . . , n+ 2)� � ������
� 
��������� �������
�� �������
�! '�
��

 �� f ���
� |L| = en(X, Y )�

,,



���������� 	
 ��������� ���	
����� ��
�	��
	� 	� ����
��	
��

� ���� �
 ���
	 ����	�	��� � ����� �� ��� �	�� ��
��
	 ���	���	�� �	� ��


	���� xk �������� � ��

	 �
�	� ������� x1 < . . . < xn+2�

���������� �
  ���� L ����� �������	� 	���
 �� !�����


L =

∑n+2
k=1(−1)k+1Dkyk∑n+2

k=1 Dk

, "�
 Dk =
∏

1≤l<m≤n+2, m,l �=k

(xm − xl). (45)

��� ������
���� �����
�
�
��� 	��
� xk = x1+h (k−1)� k = 1, . . . , n+2�

h > 0� �	�#�� ������
�

L =
1

2n+1

n+1∑
k=0

(−1)k Ck
n+1 yk+1. (46)

������
 $ �����
 n = 1 � N = n+ 2 = 3 �
����
��	�
��� ����
��%


	��� �	�

L =
1

2

1

x3 − x1
· det

⎡
⎢⎢⎢⎣

1 1 1

x1 x2 x3

y1 y2 y3

⎤
⎥⎥⎥⎦

��� �	�� ���
&��& ���"���
� ��

	 ���

P1(x) =
y3 − y1
x3 − x1

x+
1

2

1

x3 − x1
· det

⎡
⎢⎢⎢⎣
−1 1 −1
x1 x2 x3

y1 y2 y3

⎤
⎥⎥⎥⎦

'	� !������ ������ ����
��	� � ��
��#
� ����
�
�

������ ������ ���� ��� N > n + 2
 $ �	�� �����
 ����
��
	��

���
�
�
���& ��"���	�� �������#�& �� ���
���
 ����� (�"�� ���	���	�

���"���
� ������(
"� �������
���� )��(
� ��"���	��

��� ��� *������ �
�
� �����������& �����X0� ���	���& �� n+2

	��
� ����
�	�� X� +�� �����	�� ���	�
�� �	� �	� 	���� ��
#	 ���
��

1, . . . , n+ 2� 	� 
�	� X0 = {xk}n+2
k=1� ����
� x1 < . . . < xn+2� *	��� ��	��

��	�����
 	���� ����
�	�� X ��
#	 ���
�� n+ 3, . . . , N ��	�"� ��
"��

�,



����� �����	
� 
�����
������ �������� ���� ����
���X�� ����

���� ��������� � �������� ����� 
����� ������ �P
(0)
n ���� !"#�� ��

L = L(0) ���� ��
� �� $����  !""� � � !"%�� &� ��
������ �����
�	

f1 = f − P
(0)
n �� ��
� ��
������ $������� � � �������

y
(1)
k := f1(xk) = f(xk)− P (0)

n (xk) = (−1)k+1L(0), k = 1, . . . , n+ 2. (47)

'� � ����
 �� ������� |f1(xk)|� k = n + 3, . . . , N � &�
�	 M (0) ( ����

�� 	) �� *��+ �������� ,
 � M (0) ≤ |L(0)|� ��� � 
� � !"-�� ����
���

X1 �� ��
� � 	�����
�� � � �����
�� f1� � �� ���� �� � 	�����
P
(0)
n

�� ��
� �
����� ������ ��� ��� ��)�� ���� ������ . *��� 
 ���

������ �)���

/�

������ 
 ���� M (0) > |L(0)|� 0�������� ��� xm !m > n + 2�

�� ������ � ������� ��
�����
� ����
��� |f1(xm)| = M (0)� /�

������

�
�� 	�� ��������� ��
�� ����� ����� xm ����
�� 	�� ���� �����


��� X0� 1�����

!2� ����� xm  ��� ���� ��������� ������� xs � xs+1 ����
���

X03 xs < xm < xs+14

!5� ����� xm  ��� ���� �
+ ���� ����
��� X0� �� 
�	 xm >

xn+24

!6� ����� xm  ���  � �
+ ���� ����
��� X0� �� 
�	 xm < x1

. *��+ ��+ 
 ����+ ��
���� 
 ������ ��������

!2� &�
�	 xs < xm < xs+1� 1� ���+ ���� xs � xs+1 ����� ��� � �����

��� ���� �����
�� f1 
������� 
� ������ f1(xm)� &���� ���� � � �����

 ���
��� ��� *�� ����� xs� 7���� ������ *�� ����� xs ����
��� X0 ����

��� xm � �� ���� ���� ����
��� X1 = {x1, . . . , xs−1, xm, xs+1, . . . , xn+2}�
&�� *��� ����� xs �� ���
� � ���� ���� X \X1�

!5� &�
�	 xm > xn+2�

,
 � ����� f1(xn+2) � f1(xm) 
��������� �� ������ ����
��� X0

�� ���� ����
��� X1 = {x1, . . . , xn+1, xm}� &�� *��� ����� xn+2 ����

������ ���	 ���� ���� X \X1�

"8



���� �� ��	
� f1(xn+2) � f1(xm) ����������� � �	����� ���

����� X0 �	 ��� ������� X1 = {x2, x3, . . . , xn+2, xm}� ��� ��� ��
	

x1 ����� ����	����	�� �������� X \X1�

��� ����� xm < x1�

���� ��	
� f1(x1) � f1(xm) ���	�	��� � �	����� ������� X0 �	

��� ������� X1 = {xm, x2, . . . , xn+2}� ��� ��� ��
	 x1 ����� ����	��

���	�� �������� X \X1�

���� �� ��	
� f1(x1) � f1(xm) ����������� � �	����� �����

��� X0 �	 ��� ������� X1 = {xm, x1, . . . , xn+1}� ��� ��� ��
	 xn+2

����� ����	����	�� �������� X \X1�

��	
� ���������� ��  ���	 � �������� X0 ������ ��� ���

����� X1 = {xi1, xi2, . . . , xin+2
} � ��
���� �	��� ����� i1 < i2 <

. . . < in+2� !�
� � ��	������ ����	�� in+2+1, . . . , iN ����	����	� ��

������� X \ X1� "	
 ������ ����� ������ 	��
���� X1 ������ �

������� ��������� �� ��� ����� �
��� ���� ������� f1 � ��������

����� 	��
���� X1 �����������

��� ���� !����� ����� �������	�� #��
$�� f1 = f − P
(0)
n �	 ���

������ X1� � �������� �� ��	����% �	 ��� �������� ���� ��	
�����

���&���% ����	 y
(1)
k = f1 (xik)� '�% f1 ���� ������ �� ���� P

(1)
n ���	

�()��  �� L = L(1) ������%���% � #����� �(*� �� �	���+ xk �	 xik � yk

�	 y
(1)
k �� !����� ��% �	����� f2 = f1 − P

(1)
n = f − (P

(0)
n + P

(1)
n ) ����� �(,�

������

y
(2)
ik

:= f2 (xik) = f1 (xik)− P (1)
n (xik) = (−1)k+1L(1), k = 1, . . . , n+ 2.

-��� �������� ��	����% |f2 (xik)|� k = n + 3, . . . , N � ���	��� �����

M (1) �	����.�� �� ���/ ��	����+� ���� M (1) ≤ |L(1)|� � ������� X1

%��%���% 	������	��� ��% �	����� f2 = f − (P
(0)
n +P

(1)
n )� � � ������ �

	������	��� �� ���� P
(0)
n +P

(1)
n %��%���% ��
��� �� ����� �	�����

.�  ����������%� 0� ��.	�� �	�	��� - ������� ����	�� 
	
 � ��.��

�	����� ������� X1 ���� �������� X2 = {(xjk)}n+2
k=1 � ����+��� 


(,



���������� 	
���  �
� �
����

��� ���
�
�������
 ����� ��� ������� �������� �
 �������� �����

	
��� � ���� �
����� ���������� �� ���������� ������ ���� y
(1)
k � �����

������� �
��� ������ � ����  � ����� |L(0)| !��� !"#$$� 
 ��� ������ �����

k0 ��
����� |y(1)k0

| �
���M (0) > |L(0)|� ��������� � ��������� ����� !"%$ ���
��
�
���� ����� ����
����& ��
� !������
�� �������
��� ��
��� �����

y
(1)
k $� �� |L(1)| > |L(0)|� ��&�����������

|L(1)| − |L(0)| =
∑n+2

k=1 Dk(|y(1)k | − |L(0)|)∑n+2
k=1 Dk

=
Dk0(M

(0) − |L(0)|)∑n+2
k=1 Dk

> 0.

'
��� �(�
���� �
 ������ 	
��� 
 ��
���� � �
 ���� ����������� 	
�
�

�������
 (���� �����
�� ������ ����
��
���� ��������
��������� |L(0)| <
|L(1)| < |L(2)| < . . .� )����
 �������� ��� ����� ��������� ����
 	
��� ��

������� 
������
�� � ������� �������� �
����	��� ���(�� ���� |L(s)|�
��� ���� �	
�� ������������� ����
 ��� ����� Xs ��������

��� ������ 
������
��
 ��� *������

fs+1 = fs − P (s)
n = f − P (0)

n − P (1)
n − . . .− P (s)

n .

+�������� P
(0)
n + P

(1)
n + . . .+ P

(s)
n �������� ����������� �
����	��� ���,

(�� ����� 
 |L(s)| - ��������& �
����	��� ���(�� �����
�	���	����(������ �
����	�� �(�
��� ����&��& *������& *���,

��� f � �
�
���� �
(����&�

. / 0 1 2 "

3 1 0 ,0 0 ,1

�������� ������� 
�������
 ���
��� � ���� ����� ��
����& *���,

��& f1 = f −P
(0)
1 � f2 = f − (P

(0)
1 +P

(1)
1 ) ������ � ����������� P

(0)
1 � P

(1)
1 ������

��� 4��� ���������& (���� �����
�� �� ��
����� 4��� *�����&� �������


��������������� �
 ��������������� 	
�
��

"5



f
2∗ 1∗ −1∗ � �� P

(0)
1 = −3

2x +
9
4

f1 = f −
P

(0)
1

−1
4

1
4

∗ −1
4

∗ 13
4

∗ 7
4 P

(1)
1 = 3

2x− 9
4

f2 = f1 −
P

(1)
1

2∗ 1 −1∗ 1∗ −2 P
(2)
1 = −1

3x +
5
6

f3 = f2 −
P

(2)
1

7
6

1
2 −7

6

∗ 7
6

∗ −3
2

∗
P

(3)
1 = −1

6x +
5
12

f4 = f3 −
P

(3)
1

3
4

1
4 −5

4

∗ 5
4

∗ −5
4

∗
END

��������� ��	 
���� f4 �������	 ����������� �� ���� L∗1 = 5/4

	��	���	 ������� ��������� �������	� ����� ��� �����������

������ ��������� ��������� �������	�

P ∗1 (x) = −
1

2
x+

5

4
.

������� ��� ��������� �����  ������ 
���� f !���������"

# �� ������#$ ��� ���	 ���������% �� ������ ���� ����� ������� ���&

��������� 
����' f2 = f � (� ������� ������ �� # ���������	#�

��� ������	 
	���������	

)�� ������� ������	�� ������� *������� �� �����������  � ��������"

�����	" �� ���	�� ������ ������ En(f, [a, b])�

������� !+����&������$� ����� �� ��	
��
 [a, b] �

��� �
�����

	�� ����	 ���
� a ≤ x1 < x2 < . . . < xn+2 ≤ b� ����� ���
����
� ������

��
� Pn(x) �� ���������� ���� 	������
� rk = f(xk)−Pn(xk) �
	
�������

����� �
���� En(f, [a, b]) ������
�� �	�� 
�� �������
��� ��
�

,-



���� ≤ n �� ������ ��	�
��� r = mink=1,n+2 |rk|�
���������	
��� ���������� 	���
 	� ��������� �� �����������

���� ��������	���� (⇐) �����
� ��������� �����������	�� ����������
�

��� ���������� 
	� ����	 On(x)� ������� ��������
����� ��	�!�" f(x)

���	�� r� ���� |f(x) − Qn(x)| ≤ ρ < r� #�����
 ρ1(x) = f(x) − Pn(x) �

ρ2(x) = f(x)−Qn(x)� $� �� ���	���� Sn(x) = ρ1(x)−ρ2(x) = Qn(x)−Pn(x)

����� 
	� ����	�
 �����	� ≤ n� � � �����% xk

Sn(xk) = ρ1(xk)− ρ2(xk) = rk − ρ2(xk) = rk

(
1− ρ2(xk)

rk

)
,

 �� |ρ2(xk)| < |rk|� &����������	�� � �����% xk 
	� ����	 Sn(x) �
��� ���

�� �	��� ��� � rk� '���� 
���� �"��
� ���
 �����	�
� �����
� xk� xk+1


	� ����	 Sn ��
�	�� �	�� �� �����������	�� �
��� %�� �� ���	 ����	�


���� 	�
�� $���
 ������
 (�����	�� �� 	��) 
	� ����	 Sn �����	

�
��� 	� 
�	�� n+ 1 ���	��� #������������

� �������

*����� �	��������!� ����� +,-./0 1 2�����	2�������� � ������
 ���

�� ����	�����	� 	����	�� � 	����� 3456�%  ����� ��� ���� �������� 7�8�

&������	� �	� � 9����� � ���� 8�����	� :�� ;���� ��� 2$���� ������

	�� � �� �������	�2�

<� ����
�������
 ������ ����	�
����	�� ��������
�!�� ��������

	�� ��	�!�� f(x)� ����		�� � �����% a = x0 < x1 < . . . < xN−1 < xN = b

�	���	�
� yk = f(xk)� k = 0, . . . N � 9�������
�!� 
	� ����	�
� �����

��% �����	�� ������	� � ������
� �����������	�
� �� ���	���
��

#�=��
� ���
�	"�� �����	� > �����	� ����	�
����	�� ��	�!��� #��

�����
 � ��������	�
�

#���� ������� [a, b] ������ �����
� 	� ������� Δk = [xk−1, xk]� k =

1, . . . N � � 	� �����
 �� =��% �������� ����	 
	� ����	 Pk(x) = a
(k)
n xn +

?6



a
(k)
n−1x

n−1 + · · ·+ a
(k)
0 � ��� �����	
��� ���� ������� n� ������� ��
�����

����	�� ��
����� ������� n ���������� �������

Sn(x) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎩

P1(x) , x ∈ Δ1;

P2(x) , x ∈ Δ2;

· · · · · · · · ·
PN(x) , x ∈ ΔN .

(48)

�� ����� ��
��� ���������� ��� � � ����

Sn = {P1(x), x ∈ Δ1; P2(x), x ∈ Δ2; . . . PN(x), x ∈ ΔN}.
!� ��
��� ���
��������� ��
���� ������"⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

P1(x0) = y0;

P1(x1) = P2(x1) = y1;

· · · · · · · · ·
PN−1(xN−1) = PN(xN−1) = yN−1;

PN(xN) = yN .

(49)

#���� ����� ���
�������� ��
���� $��
����$������� l � ��
�% �������&


����" ��� ���% m = 1, . . . , l ��
 �� ����
������ ���������⎧⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎩

P
(m)
1 (x1) = P

(m)
2 (x1);

P
(m)
2 (x2) = P

(m)
3 (x2);

· · · · · · · · ·
P

(m)
N−1(xN−1) = P

(m)
N (xN−1);

(50)

$��
����$�� �� ����������� � � �����% ��	��%� ��������� ��������� �� &

�� ��
��� �������
����� '�(�� 	��
� ��������� � )*+,� )-., ����� Q =

2N + l(N − 1)� /�� 0��� ��(�� 	��
� ���% ��0���������� �����	
����

����� M = N(n + 1)� 1
� �����2������ ����	� ����%����� ��
 �� ��&

��
������ �����������

M ≥ Q, l(N−1) ≤ N(n+1)−2N, l(N−1) ≤ N(n−1), l ≤ (n−1) N

N − 1
.

1������� ��
���� ���������� ��
�	��� d = n − l� 3� �������(��� ����&

-4



������� ����	��
 ��� �� N > n �����

d ≥ 1− n− 1

N − 1
> 0

�
 �������������
 ���������� ��������� �������� ������� ����� ��������

��� ������ ������
 ��� ����� ������� �������� ������ �������� ������

���� ������� ������� � �������� ������� � �������� ���� � ��������

��� �����	
 ��� �������

�	��� x0, . . . xN ! ������������"�� 	�� �����������
 xk = x0 + hk
 yk =

f(xk)# �������� � 	���$ ���������	���� �	�����
k = 0, . . . , N � ����� sk

��������� ����� �������� %�� �� �	�	� ������&� � 	����� �����������


� �	�	� ��������� �������� ����	 '���� 	�����(

sk =
xk + xk+1

2
, k = 0, . . . N − 1.

)���� 	����� ������ � ����

T2 = {Pk(x), x ∈ [sk−1, sk]}, k = 0, . . . N,

��� s−1 = x0
 sN+1 = xN � Pk(x) = yk + ak(x − xk) + bk(x − xk)
2� * ������

������
 ��� �������� ��������
 ��� �������� ���	� � �� ��������� �

��� +�� �$ ���������� �����	�� � ������� �"� ,�$ ������� $ 	������

T ′2(x0) = P ′0(x0) =
y1 − y0

h
, T ′2(xN) = P ′N(xN) =

yN − yN−1
h

.

-���� 	�������� �������

Pk(sk) = Pk+1(sk), P ′k(sk) = P ′k+1(sk), k = 0, . . . N − 1,

���
 � �������	��� ����
{
h
2ak+1 − h4

4 bk+1 = −h
2ak − h2

4 bk + yk+1 − yk

ak+1 − bk+1h = ak + bkh, k = 0, . . . N − 1.

.���� ������	
 ��	���{
ak+1 = −3 ak − 2h bk +

4
h (yk+1 − yk)

bk+1 = − 4
h ak − 3 bk +

4
h2 (yk+1 − yk) , k = 0, . . . N − 1.

(51)

/,



��������� 	
���� ����� ��

a0 = P ′0(x0) =
y1 − y0

h
, aN = P ′N(xN) =

yN − yN−1
h

. (52)

��
���� ���� � 	
���� ���� ���������� ���������� 
� ��������� 
�����

��� ���
�������� ������!�� ��� 	��"
�� 
�
���	 ����  ��� ��#	������

��$ 
�����!����{
ak+1 = Aak +Bbk + Fk

bk+1 = Ãak + B̃bk + F̃k, k = 0, . . . N − 1,

%�� ������� A B Ã B̃ Fk F̃k ���
���� &�
��� ���� ��� ak+1 bk+1 ��

��"�� !�%� k + 1 ������� ���'���
� ����� a0 b0� (� �
��{
ak+1 = αka0 + βkb0 + γk

bk+1 = α̃ka0 + β̃kb0 + γ̃k , k = 0, . . . N − 1,
(53)

)������� a0 ���
� ���
��� �
�� ������ *
�� "� � ������� b0 "��� ���
��� 

�� �� +���	��� ��,� �� ���	���� "� 
� ��������� ak bk 
������ T2�

)������	 b0 ��'�� ���������� �� ��,� ��� k = N − 1 #�%�� �� ���	���

	�������

aN = αN−1a0 + βN−1b0 + γN−1,

������  -��� 	������� ������� a0 � aN ���
��� �
�� ������ .� -��%�

	������� � ��$���� b0� )����/��
� ������� # +���	��� ��,� ������

��'�� ���	���� 
� ak � bk ��
����������� ��� k = 1, . . . N �

������� 0�

������ ���������1����	� ��"��1	

(0, 0), (1, 0), (2, 1), (3, 1).

(�%�� %�������� 	
���� ����� �� a0 = a3 = 0 �
�� ������ )���
��� ��

+���	�� ����2{
ak+1 = −3ak − 2bk + Fk

bk+1 = −4ak − 3bk + F̃k, k = 0, . . . 2,
,

%�� F0 = 0 F̃0 = 0 F1 = 4 F̃1 = 4 F2 = 0 F̃2 = 0 ��$����

a1 = −2b0, b1 = −3b0, a2 = 12b0 + 4, b2 = 17b0 + 4,

�,



a3 = −70b0 − 20, b3 = −99b0 − 28.

������ ��	
��� b0 = −2
7 � ������ ������������ ���������

a0 = 0, b0 = −2

7
, a1 =

4

7
, b1 =

6

7
, a2 =

4

7
, b2 = −6

7
,

a3 = 0, b3 =
2

7
.

��������	����

T2(x) =

{
−2

7
x2, 0 ≤ x ≤ 1

2
;

6

7
x2 − 8

7
x+

2

7
,
1

2
≤ x ≤ 3

2
;

−6

7
x2 + 4x− 25

7
,
3

2
≤ x ≤ 5

2
;

2

7
x2 − 12

7
x+

25

7
,
5

2
≤ x ≤ 3

}
.

��� �����	
 ��� ������

������� � ���������� ��	���� S3(x) �������� ������� �n = 3� � ������

�� d = 1� �� ���� l = 2 ���	���� � 
�	� �������	�!�� �� ������ ������

������ ��	�����	����" # $�� �	
��� �%&�� ���	� 
�������� � �'(�� �)*��

Q = 2N + l(N − 1) = 4N − 2� � �%&�� ���	� ��� ��$���!������ �
%��

����� �����	���� ����� M = N(n + 1) = 4N " �������� ��� ���%���� 

��������" �%���� � ��%����� �� 
�	����

P ′′1 (x0) = P ′′N(xN) = 0. (54)

+�	��� � ���� 
�	���� �������� �����������" ,������� �����������

��	������� ��$���!������ �&� �� ��������
�� �
&���������� ��	�����


���	�������&��� 
�	���� �'(�� �)*�� �)'� �$�� 	�-� ���% ����� 
�	��

����" .�� �
&���������� %
��� �������� ��/�"

.����������� ��	���� �%	����� ��������� $������	��� �����

�����

������� �0�	�����" ����� ���� ��	
�� ��������� �������������

���� ������� f �	 ������� [a, b] � �	���� ��������������� �	������

(xk, yk)� k = 0, . . . N � ������������ ���������� ��	�� S3 ����� �	������

)'



��� ������� 	�
�
����∫ b

a

(S ′′3 (x))
2dx ≤

∫ b

a

(f ′′(x))2dx. (55)

���������	
��� ������� ��	
��� ����� �
���� S(x) ������ S3(x) ����

�����
� ��������

δ =

∫ b

a

((f ′′(x))2 − (S ′′(x))2)dx =

=

∫ b

a

(f ′′(x)− S ′′(x))2 dx+ 2

∫ b

a

(f ′′(x)− S ′′(x))S ′′(x)dx.

�������
� ������ �	������� � ��	������� �������

 ����� A� A ≥ 0

�����

δ = A+ 2

∫ b

a

S ′′(x)d (f ′(x)− S ′(x)) =

= A+ 2 [S ′′(x) (f ′(x)− S ′(x))] |ba − 2

∫ b

a

(f ′(x)− S ′(x))S ′′′(x)dx.

 ����	������ ���!����� "#$% 
 ���� ���S ′′′(x) = ck & ��'������ '��������

�� �����'�( [xk−1, xk]�

δ = A− 2

∫ b

a

(f ′(x)− S ′(x))S ′′′(x)dx =

= A− 2
N∑
k=1

ck

∫ xk

xk−1

(f ′(x)− S ′(x)) dx =

= A− 2
N∑
k=1

ck (f(x)− S(x)) |xk
xk−1

= A− 2
N∑
k=1

ck · 0 = A ≥ 0.

)�� 
 �������	���

*� ��	��� ������
�� ��	�!� S3(x)� ����	������+,
! ��	��
+ "$-%


 "#.% ��
 l = 2 /� '����� 
� �����'�� Δk = [xk−1, xk] 0��� ��	�!�

��������	����� � �
�� ��'������� ������	��� ������! ������
� Pk(x) =

a
(k)
3 x3 + a

(k)
2 x2 + a

(k)
1 x+ a

(k)
0 

 ����	������� ���� ��� ������ S ′′3 (x) ���
������� ��	�!�� S3(x) ����

##



������� ���	
��� ������� �	��	������ �� ���	��	 [a, b] = [x0, xN ]� �����

�	��	 �����
 ��������	
 �	�	� ��	 ����� (xk−1, uk−1)� (xk, uk) ��		� ���
x− xk−1
xk − xk−1

=
y − uk−1
uk − uk−1

,

������

y = uk
x− xk−1
xk − xk−1

− uk−1
x− xk

xk − xk−1
.

������� �� ���	��	 [xk−1, xk] �������	� Pk(x)� ��	������� ��
 ����
��

��		� ����� ���������� ����

P ′′k (x) = uk
x− xk−1

hk
− uk−1

x− xk
hk

, (56)

��	 hk = xk − xk−1� uk−1� uk ! �	������	 ������ ������	 �� ���	�	���

��"	� #��	������ $%&'� �������

P ′k(x) = uk
(x− xk−1)2

2hk
− uk−1

(x− xk)
2

2hk
+ vk, (57)

��	 vk ! �	������	 ������ ������	 �� ���	�	��� ��"	� #��	������ $%('�

�������

Pk(x) = uk
(x− xk−1)3

6hk
− uk−1

(x− xk)
3

6hk
+ vkx+ wk, (58)

��	 wk ! �	������	 ������ ������	 �� ���	�	��� ��"	� )�� �������	��

Pk(x) ����	��� ������� ���	�������� $*+'� ,������� ����	���

Pk(xk−1) = −uk−1 (xk−1 − xk)
3

6hk
+ vkxk−1 + wk = uk−1

h2
k

6
+ vkxk−1 + wk,

�

Pk(xk) = uk
(xk − xk−1)3

6hk
+ vkxk + wk = uk

h2
k

6
+ vkxk + wk.

-���� �� ���	���� $*+' ������� ����	�� �����	��


uk−1
h2
k

6
+ vkxk−1 + wk = yk−1, uk

h2
k

6
+ vkxk + wk = yk, k = 1, . . . , N.

.	/�� ��� ����	�� �������	�0�� �	���	����� vk � wk� �������

vk =
yk − yk−1

hk
+

hk

6
(uk−1 − uk), k = 1, . . . , N, (59)

%&



wk =
1

hk
(yk−1xk − ykxk−1) +

hk

6
(ukxk−1 − uk−1xk), k = 1, . . . , N. (60)

�������� ��	
�
���� 
������ uk� ���������
��� �����
� ���� �	� s = 1

�	�
���� �
	�� �	��������� � �����

P ′k(xk) = uk
(xk − xk−1)2

2hk
+ vk = uk

hk

2
+ vk,

P ′k+1(xk) = −uk
(xk − xk+1)

2

2hk+1
+ vk+1 = −ukhk+1

2
+ vk+1, k = 1, . . . , N − 1.

�	�	����
� ��� ����
��� � ������
�

uk
hk

2
+ vk = −ukhk+1

2
+ vk+1,

�������� � �� ��!�

uk
hk

2
+

yk − yk−1
hk

+
hk

6
(uk−1− uk) = −ukhk+1

2
+

yk+1 − yk
hk+1

+
hk+1

6
(uk − uk+1),

�" �
	
#	����	��" �������

uk−1
hk

6
+uk

hk + hk+1

3
+uk+1

hk+1

6
=

yk+1 − yk
hk+1

− yk − yk−1
hk

, k = 1, . . . , N−1.

(61)

���
���" ��� ��
�� ����
��� P ′′1 (x0) = u0" P
′′
N(xN) = uN ��
����

u0 = uN = 0. (62)

$���
�� �%&� 	
'�
��� �
����� �	�#��(��

)��(" ��� ����	�
��� ����*��S3(x) ��
��
� 	
'��� ����
�� �%&�" �%+�

� ��*�� �
 uk" ,-�"� � � ".� /��
� �� ��!� � �%�� ��
��
� ��*�� ����
��� vk"

wk" ,-&"� � � ".� 0�(��
1" ���#���
�� Pk(x) ��	
�
�� ��� �� ��2��

������ ���	

���
��� ���
�

� ���� �����
" ����#�� hk = h" ������� 	���
���
 3�	�����

uk−1 + 4uk + uk+1 =
6

h2
(yk+1 − 2yk + yk−1) , k = 1, . . . , N − 1; (63)

u0 = uN = 0. (64)

vk =
yk − yk−1

h
+

h

6
(uk−1 − uk), k = 1, . . . , N, (65)

��



wk =
1

h
(yk−1xk − ykxk−1) +

h

6
(ukxk−1 − uk−1xk), k = 1, . . . , N. (66)

� ������� ��	 
�����

Pk(x) = uk
(x− xk−1)3

6h
− uk−1

(x− xk)
3

6h
+ vkx+ wk, (67)

������� ��

������ ��������	������� �������

(0, 0), (1, 0), (2, 1), (3, 1), h = 1.

��
���� ���� ����� ���

2

3
u1 +

1

6
u2 = 1,

1

6
u1 +

2

3
u2 = −1,

�� ������� u1 = 2� u2 = −2� ������ �� �� � � ���� ��!����

v1 = −1/3, v2 = 5/3, v3 = −1/3, w1 = 0, w2 = −2, w3 = 2.

"#��$����%��� �� ��&� ����$���

P1 =
1

3
x3 − 1

3
x, P2 = −2

3
x3 + 3x2 − 10

3
x+ 1, P3 =

1

3
x3 − 3x2 +

26

3
x− 7.

� �������	
��
 � ����������


������������������� ������	����

��� �����	
��
 �� ��	��
�� �������
����
����

������
���

'��(��������$�
#��� ���(�$������ ������������ 
������ �� �)��n ��*

�)���� ���#��� ����

Tn(z) = a0 +
n∑

k=1

(ak cos kz + bk sin kz), (68)

(�� #�+��������) ak, bk , ��
������%�)� $�
��� -
�� a2n + b2n �= 0� ��


�����% ���(�$���� Tn ����� n� .��$�� ��#����)� 
��
��� ���(�$����

Tn(z)� �����	
% �� 
��
��� ��(�����$�
#�(� ���(�$���� �/�� ��	 +��(�

������ 
$����% ���������� z #�����#
�� ����$��� z = x + iy� '�(��

 0



��������� Tn(z) �	���
�� 2π������������� �
����
����� ����
	�
������

���
� x ��������� z = x + iy� � ���
���
�� �� ����
	�
������ ��� z = x

� �� ������� 2π������������� ����
	�
������ ��������� Tn(x)�

������ 	���� ������
��� 	���� � ����� �������� ����������Tn(z)�

��� ����
	�
������ x �� 	��� � ����
 �� ���
� ������ ��������Tn(x) =

2 + cosnx �� ����
 ����
	�
������ ������ �������� ������� �
� �� ����

������� ������
� �	 ����� 0 ≤ x < 2π ��� 	 �!��� ������ ����� 	���

x0 ≤ x < x0 + 2π� "
�
 ��������� ����
 ��	�� 2n ����� �� ���
�� ��

���
���
��� #�� "
��� 	��$�� 	�������� 
��������
�������� %���&��

cos kz =
1

2

(
eikz + e−ikz

)
, sin kz = − i

2

(
eikz − e−ikz

)
,

� ���
�	�� �� 	 �'(�)

Tn(z) = a0 +
n∑

k=1

(
1

2
(ak − ibk)e

ikz +
1

2
(ak + ibk)e

−ikz
)

=
n∑

k=−n
cke

ikz, (69)

���

c0 = a0, ck =
1

2
(ak − ibk), c−k = ck, k = 1, . . . , n.

�������*��� �'+� *������ Z = eiz)

Tn(z) = Z−n
2n∑
k=0

ck−nZk = Z−nP2n(Z), (70)

��� P2n , �������������� ���������� ����� cn = 1
2(an− ibn) �= 0� �� ����	�

��� 
������ ������� �� ����
 ��	�� 2n ���������� ������ Z1, . . . , Z2n�

��� "
��

P2n(z) = cn

2n∏
k=1

(Z − Zk) = cn

2n∏
k=1

(eiz − eizk).

-���� �� ����
�	��� 	������� Zk 	 	��� Zk = |Zk|eiϕk = eizk � ��� ϕk ∈
[0, 2π)� � ����� zk �������!
�� 
��)

zk = −iLnZk = ϕk − i ln |Zk|.
.���� ����*��� 	�� 
���� zk ����
 	 ����� 0 ≤ x < 2π� /
�!�� � �* �01�

2+



�������� 	
�

Tn(z) = cne
−izn

2n∏
k=1

(eiz − eizk) = cne
−izne

i
2

∑2n
k=1 zk

2n∏
k=1

(eiz−i
zk
2 − ei

zk
2 ) =

= cne
i
2

∑2n
k=1 zk

2n∏
k=1

(ei
z−zk

2 − ei
−z+zk

2 ) = cne
i
2

∑2n
k=1 zk22n(−1)n

2n∏
k=1

sin
z − zk

2
.

�
��� �������

������������� ���	�
����������� ����
�� (68) �����
� n ����

�� ���
� 2n ��������
�� ���
�� zk (k = 1, . . . , 2n)� ���������������

������� 0 ≤ Re zk < 2π� ��� ���� ����� ����� ����� �
�� � ��������

��
�� �������!�� �
� ������"

Tn(z) = An

2n∏
k=1

sin
z − zk

2
. (71)

� ���##�$��
���

An = cne
i
2

∑2n
k=1 zk22n(−1)n.

%����
�� ���������
�� (71) �������� ���	�
����������� ����
����

�����
� n � ����� ��� (68)�

�	�
����� &��� ��� ���	�
����������� ����
��� ���� (68) ����

������ � 2n + 1 �����
�� ����� zk� �� ���� � ������ 0 ≤ Re z < 2π�

�� �
� ���
��

��� �����
����
�� ���
�
�	�� ��
� �����
� 
���� �����	������

��� 
���� �����
�� 
��������
��	����� �����	����� �
����� �� ����

n� � �� ����
 ���
� ����� 2n ������ � �������� ������� ���� 
����� ��

�����
�� 
�����
����� ������

�������  �����
� !���"�# cos z �� ����
����� �����
����

��� ������� �����

cos z =
1

2
(eiz + e−iz) =

1

2Z
(Z2 + 1) =

1

2Z
(Z − i)(Z + i) =

1

2Z
(eiz − ei

π
2 )(eiz − e−i

π
2 ) = ei(

π
4−π

4 ) 1

2Z
(ei(z−

π
4 ) − ei

π
4 )(ei(z+

π
4 ) − e−i

π
4 ) =

$%



1

2

(
ei(

z
2−π

4 ) − e−i(
z
2−π

4 )
)(

ei(
z
2+

π
4 ) − e−i(

z
2+

π
4 )
)

= −2 sin
(z
2
− π

4

)
sin
(z
2
+

π

4

)
��� ������� � ������ ��	
�� ����� ������� ���������� ��������

�������� �������� ����� 	�������� cosx = 0� ������ �������������� ����

�� π/2 � 3π/2� ������� �� ������	��� [0, 2π)� ��  ���	�� !"#$ �����

cos x = A sin
x− π/2

2
sin

x− 3π/2

2
.

��������� � %�� ��������� x = 0� ������ �����&��	' A = −2�
	
�
�
� ��������� 
��

4 sin (x)− cos (2 x) + 3 = 8 sin4 (x/2 + π/4)

��� �����	
���
���� �
����� ��������

�	��� ������ 	�����& ��������&(�� Tn(xk) = yk� x0 < x1 < . . . < x2n ≤ 2π�

�� ��������' �� ������� )�# �'�� �����
��� ���� !*+$ �������
�� �������

�&���& ������ 2n+1 ���
���&��� ,������������� ��������&(������ ����

��
��� Tn(x) �������&���& �������
�� �� 	�������� ����(� ��������&(��

(xk, yk)� ���	
��  ���	�	 ��& ��� ��
������&� -�� ������ �������
��

 ���	�� � �������
����� ��	
��� .������� 
�� �����
����

l(k)(x) =
sin x−x0

2 . . . sin x−xk−1

2 sin x−xk+1

2 . . . sin x−x2n

2

sin xk−x0

2 . . . sin xk−xk−1

2 sin xk−xk+1

2 . . . sin xk−x2n

2

���'� �� ������� # ������� n � �����'� ����������

l(k)(xm) = 0 ��� m �= k, l(k)(xk) = 1. (72)

��%���	 �����
���
2n∑
k=0

l(k)(x)yk

*#



��������� � Tn(x) �� ���	 ��
��	 x0, x1, . . . , x2n � ������������� ����� ���

������

Tn(x) =
2n∑
k=0

l(k)(x)yk. (73)

��� �����	
���
���� �
����� ��������

� ����

���
����� ������

������� �������� ���� ����� ����� ������� ��� � ���
�� ����� � �! ��"

������#$�� x0, x1, . . . , x2n ���#� ���� �� [0, 2π] �� 2n + 1 ����!	 ���� ���

� �!
���#���# �� %������

xk =
2π

2n+ 1
k, k = 0, . . . , 2n.

&������ ���
��� 
��

tn(x) =
sin 2n+1

2 x

2 sin x
2

#��#���# ��������� ������� n � ��� '��� ����� ���������

tn(x) =
sin 2n+1

2 x

2 sin x
2

=
1

2
+ cos x+ . . . cosnx. (74)

(������������ ���������

2 cos kx sin
x

2
= sin

(
x

(
k +

1

2

))
− sin

(
x

(
k − 1

2

))
,

��

2 sin
x

2
·
(
1

2
+ cos x+ . . .+ cosnx

)
= sin

x

2
+2 cosx·sin x

2
+. . . 2 cosnx·sin x

2
=

= sin
x

2
+ sin

(
3x

2

)
− sin

(x
2

)
+ sin

(
5x

2

)
− sin

(
3x

2

)
+

+ . . .+ sin

(
x

(
n+

1

2

))
− sin

(
x

(
n− 1

2

))
= sin

2n+ 1

2
x.

)������

l(k)(x) =
2

2n+ 1
· tn(x− xk), k = 0, . . . , 2n.

*+



��� m = 0, . . . , 2n �������	

l(k)(xm) =
2

2n+ 1
· tn(xm − xk) =

=
2

2n+ 1
· tn
(

2π

2n+ 1
(m− k)

)
=

1

2n+ 1
· sin π(m− k)

sin
(

π
2n+1(m− k)

) . (75)


���� � �� ��������� tn(0) = n+ 1
2 ��	������ �	��	 l(k)(xk) =

2
2n+1tn(0) = 1�

���m �= k ���	������� �������� ���� � ����� �������� ������� �� �����

�� ������� l(k)(xm) = 0�

 �!�	 ������	� 	��"������ l(k)(x) ������������ �������� ��#� � 	�

	�$�	 ���������� %��	��� ��&� � ���

Tn(x) =
2

2n+ 1

2n∑
k=0

tn(x− xk)yk =
1

2n+ 1

2n∑
k=0

sin 2n+1
2 (x− xk)

sin (x−xk)
2

yk. (76)

'�� � ���� ���������(������ %��	��� � �����������)�	� ����	�� *��

���	������ ���+� ���������� �� � ����������	 ���,

Tn(x) =

=
2

2n+ 1

2n∑
k=0

yk

(
1

2
+ cos(x− xk) + . . .+ cosn(x− xk)

)
, xk =

2π

2n+ 1
k.

��� ������ �	��	
� �	�	������

�������� ����� ������	
��� � 2π������������� ������� f(x) ���

���� ���� ��� ����������
��� ����������������� �������

����� ������� ��
���� ��� ���� ε0 �������� ������� 
��� (68) (

 �
���!�� � ε0) ����� ��

‖f − Tn‖[0,2π] ≤ ε0. (77)

��	�
�������� �-�.� /0������� ����� %�!�������� 	���� ε > 0� 1��2

�	����	 %��!(��

ϕ(x) =
1

2
(f(x) + f(−x)) , ψ(x) =

1

2
(f(x)− f(−x)) sin x.

'�� %��!(�� ������������ ������� 2π2���������!��� �����	 ! ��"��

3&



���������� t = cosx� 	�
�� x ����
��� ���������� �� 0 �� π ����������

t ����
��� ������� [−1, 1]� ������� �������

ϕ(x) = ϕ(arccos t) = F (t), ψ(x) = ψ(arccos t) = G(t)

���������� � ���������� �� ������� [−1, 1]� �� ������ ������� ������

������� �������� ��
���� ����� ���
� ���� P (t)! Q(t) �����!  ��

|ϕ(arccos t)− P (t)| ≤ ε, |ψ(arccos t)−Q(t)| ≤ ε,

|ϕ(x)− P (cosx)| ≤ ε, |ψ(x)−Q(cosx)| ≤ ε. (78)

"���# x ∈ [0, π]� $� ������#�� ��� �������  �����! �� ��� �����������

����� ��� x ∈ [−π, π]� % ������#�� ��� ������� �&� � 2π�������� �����!

�� ��� ����������� ����� ��� ���' x ∈ (−∞,∞)�

"������!  �� �� ����������( ������� ϕ! ψ �����

f(x) sin x = ϕ(x) sin x+ ψ(x).

������� �� )*+, ��'����

|f(x) sin x− P (cosx) sin x−Q(cosx)| =

= |(ϕ(x)− P (cosx)) sin x+ (ψ(x)−Q(cosx))| ≤ 2ε.

-���� ������! ������ ���
�������� ����� ���
� ���

U(x) = P (cosx) sin x−Q(cosx),

��� ������
�

|f(x) sin x− U(x)| ≤ 2ε (79)

��� ���' x ∈ (−∞,∞)�

.����������� ���
�( 2π�������� ����( ������( f1(x) = f(x−π/2)!
�� �� ����� ������ ��������� ���
�������� ����� ���
� ��� V (x)! ���

������
�

|f1(x) sin x− V (x)| ≤ 2ε

��� ���' x ∈ (−∞,∞)� /������ ������ ���������' x̃ = x− π/2� -�
�� ��

01



����������	 
�����
��� �	�����∣∣∣f (x− π

2

)
sin x− V (x)

∣∣∣ ≤ 2ε,
∣∣∣f(x̃) cos x̃− V

(
x̃+

π

2

)∣∣∣ ≤ 2ε,

��� ��� x̃ ∈ [−∞,∞]� ��
���� V1(x̃) = V
(
x̃+ π

2

)
������� 
��	�	���

����	
	���������� �
	�	���
	� � ��� ��	�� ��� �� �	�������

|f(x) cosx− V1(x)| ≤ 2ε, x ∈ (−∞,∞).

����� � �� �� ! �	������

|f(x) sin2 x− U(x) sin x| ≤ 2ε, |f(x) cos2 x− V1(x) cosx| ≤ 2ε,

	�����

|f(x)− U(x) sin x− V1(x) cosx| =

= |[f(x) sin2 x− U(x) sin x] + [f(x) cos2 x− V1(x) cosx]| ≤ 4ε.

"���� �� 
�#�� ����	
	���������$ �
	�	���


T (x) = U(x) sin x− V1(x) cosx,

��	�����	�����$ ��	��� ���!� ��� ����% ε = ε0/4� &�	���� �	����
��

� ��������	
��� ������
����	� ����	
	�

��� ������	
��	� ������

� ���������� ������
	����

����� ���	
�	� ��������� 	
� ����
������ ���������� ����
����

�
��� �������
 �������� ����
����
�� E� � ��
���� ������ ���������

������������ (f, g)� f, g ∈ E� ��������� ������������ �
� �����������

������
������� �����
���

I. (f, g) = (g, f);

II. (λf, g) = λ(f, g), λ ∈ R;

� 



III. (f, g1 + g2) = (f, g1) + (f, g2);

IV. (f, f) ≥ 0, (f, f) = 0 ⇔ f = 0.

� E ����� ����	
 ����� ��
�� ���	���� �� �������

‖f‖ =
√
(f, f). (80)

�
����� ����	��
 ��
�����
 ����
����� ����	����	� �����	 n�������

����	����	�� �� ��������� ���
������
�� (f, g) = ρ1x1y1 + . . . + ρnxnyn�

��� f = (x1, x2, . . . , xn)� g = (y1, y2, . . . , yn) � ���	��� � �� �	�
	��!���


�����
��	��
� � (ρ1, ρ2, . . . , ρn) " �
��
������� ���	�� ���� � �����
�

	��!���
 �����
��	��
#

������������ L2	 $���	����	�� L2 = L2([a, b], ρ) �	� ������	��

����%
 �� �������	�� [a, b] �� ��������� ���
������
��

(f, g) =

∫ b

a

f(x)g(x)ρ(x) dx,

��� ρ(x) �������� ����&�������������� �� �������	�� [a, b] �����
	��!�

��� ����%
�� ��	���� �������	�� �����# ����� � ����	����	��L2 ��������

'(� ����� �������
	! 	��)

‖f‖2 =
√

(f, f) =

(∫ b

a

f 2(x)ρ(x) dx

)1/2

.

$������	�� [a, b] ����	 ��	! �����
&����� �	������ 
�
 �������
&���

��� �������	��� 	
�� [a,∞]� [∞, b]� [−∞,+∞]#


��������������� ������ ��������	 ������� ������

� ����
����� ����	����	��� E �����* ���! 
���*	 ��	�����
���

������ ����&��� 
�
 �������&��� �
�	��� ���	����#


����������	 +
�	��� ���	���� F = {f1, f2, . . .} �������	�� ��	��

�����!�� 
 ����
������� ��	�����
������� �� ���


(fm, fk) = δkm.

��� δkm " �
���� ,��������# -	��	
�� &	� �*��� ����&��� ����
�	���

Fn = {f1, f2, . . . fn} ��	�����
������� �
�	��� F �
�� �� �����
�
��#

..



����������	
�� ����

α1f1 + . . .+ αkfk + . . .+ αnfn = 0,

�� �
���� ��� ����
���� ������
� 
� fk� ������

α1 · 0 + . . .+ αk · 1 + . . .+ αn · 0 = 0,

����� αk = 0 ��� ���� k = 1, . . . , n�

�����������	 ������� ��������G = {g1, g2, . . .} 
��������� ���
��

� �������������� ���������� �������
����E� ���� ����� �����
� f ∈ E

���
� ����	  ��
� ���
� ���������������	 ��
��
��� �����
�!����

�������� �� G� "� ���	 ��� ���� � ε �������� ��
��
�� 
���� ����� αk�

k = 1, . . . , N = N(f, ε)� ��� �������

‖f −
N∑
i=1

αkgk‖ ≤ ε. (81)

��� ���� �	
�� � �
����
��
������� �������

#��	 ������ f ∈ E� E $ ��������� �������
����� %���� &�	� ������� f

�� ��
��
�� ��� �����
��
�� ����
��������

�� �������G = {g1, g2, . . .}

���������

∑
k(f, gk)gk� #�� ���� ��'�

f ∼
∑
k

(f, gk)gk, (82)

 �� �
�� ∼ ��
����� ������������ ���� ()*+ �����
� f � ,��
����� ������

� ����������- �� �� �
�� ∼ � ()*+ ���
� ����
��	 �
���� ����
���� ���

���� � �����
�� f ∈ E� .��� �������
���� n/���
� (��
��
����
�+� �� ���

����
��������

�� �������G = {g1, . . . , gn} ��� � �������
���� ����
����

�����
�
� ��� ��-

f =
n∑

k=1

(f, gk)gk,

01



���� ����� 	
����
� ��
 ���� ����
������ 
��
�
����
������ �������

G = {g1, g2, . . .} �������� 	
��
�� �
 � � ��
� ������ �����
 ���� �����

f =
∞∑
k=1

(f, gk)gk, �
 ����

∥∥∥∥∥f −
N∑
k=1

(f, gk)gk

∥∥∥∥∥→ 0, N →∞. (83)

��� ���
�
 �������� f ∈ E 

��������	
��� ������ ��������� ���� ���� ����� !��"#

������� ��
 �������"� ����" ���� ���� �		�
��������� ����
� f ���$��

��� ����� ������ �������� �
�����%�� �&
��'�& � ��� ����� ����
�
� 

(������ ��
����� ����� ����


�������� ��� ������ �	��
	 ���� αk� k = 1, . . . , N � �����∥∥∥∥∥f −
N∑
k=1

(f, gk)gk

∥∥∥∥∥ ≤
∥∥∥∥∥f −

N∑
k=1

αkgk

∥∥∥∥∥ . (84)

(�����������
� 	
�
���
∗
αk = (f, gk) )
���� 	
������ ��
�������

�������
�
 	�
�������� � 
��
�
����
����
���� ����
�
� gk� 	
�����

A :=

∥∥∥∥∥f −
N∑
k=1

αkgk

∥∥∥∥∥
2

=

(
f −

N∑
k=1

αkgk, f −
N∑
k=1

αkgk

)
=

= ‖f‖2 +
N∑
k=1

(
α2
k − 2αk

∗
αk

)
.

* �����
���� ���� ��� αk =
∗
αk� �


B :=

∥∥∥∥∥f −
N∑
k=1

∗
αkgk

∥∥∥∥∥
2

= ‖f‖2 −
N∑
k=1

∗
α
2

k, ���
∗
αk = (f, gk). (85)

* N #����
� 	�
��������� ������ B = 0� ��� ��
 �	��������� ��
���� +�#

,��
��-

‖f‖2 =
N∑
k=1

∗
α
2

k.

.�



��� ����� ��	�
��� ��� B ≤ A� �����

A = ‖f‖2 +
N∑
k=1

(
α2
k − 2αk

∗
αk

)
=

= ‖f‖2 +
N∑
k=1

(
αk − ∗

αk

)2
−

N∑
k=1

∗
α
2

k ≥ ‖f‖2 −
N∑
k=1

∗
α
2

k = B.

��� � ������������

���������	 ���� G = {g1, g2, . . .} � ����	��
�����		� ���	� ���

���
� �������� � �� �� ����� ������� � f ∈ E� �� ���� �����	�	�

(83)�

������������� �
 ������� ������� G ������� ��� ��� 
�������

�	��� ������ ����� ε > 0 ���������� 	������� ����� ����� αk k =

1, . . . , N = N(f, ε) ��� 	����� ��������� !"#$� %��&�� � �
 !"'$ ����(

���� ∥∥∥∥∥f −
N∑
k=1

(f, gk)gk

∥∥∥∥∥ ≤ ‖f −
N∑
k=1

αkgk‖ ≤ ε.

)�� � �
������ ��� ��������� ��������� !"*$�

+�������� ε 	 ���& !�N 	 ���	���������$ ���&�� � �
 !",$ ��������

‖f‖2 −
∞∑
k=1

(f, gk)
2 =

∥∥∥∥∥f −
∞∑
k=1

(f, gk)gk

∥∥∥∥∥ = 0

� ������������� ����������� ����	���� ��������

‖f‖2 =
∞∑
k=1

(f, gk)
2.

��� ����� �	��
��������� �	����������

-�	���� ��� �
 �&��� 	������� ����	������� ������� ��
������� ��	(

����� F = {f1, f2, . . . , fn} ⊂ E ����� ������� �������
������ �����

�������� ����������������& !������������& � ������������&$ �������

��	����� G = {g1, g2, . . . , gn} ⊂ E ��	 ��� 	����� ��	��� ������� F ��(

./



����� ����	��
�� ���� ���
��� ���
��� G � �������
� ���
������ ���


�������������� ���
���G �������
�� ��
���� ����������
�� ������

����

������
� gk �
���
�� ���������
������  � ������ ���� ��������

g1 = f1
‖f1‖ � ��������! ������� ����������� ���
��� �� ��	�
 �����	�
�

�!����� ���
���" 
� ‖f1‖ �= 0 �" �������
�����" ‖g1‖ = 1�

 � �
���� ���� ��������

g̃2 = f2 − (f2, g1)g1, g2 =
g̃2
‖g̃2‖ .

#���� ������� �� ����! �������" ��������! g̃2 �= 0 ��� ��
���������� ���

������ �������$�� ����������% ���
���� f2 � g1�  ��������
����� ������

���
��" 
� (g2, g1) = 0" ‖g2‖ = 1�  � 
��
��� ���� ��������

g̃3 = f3 − (f3, g1)g1 − (f3, g2)g2, g3 =
g̃3
‖g̃3‖ .

#���� ����� ������� �� ����! �������� &���
��
�����" �� ���
������ ����

��" 
� ���
��� g1" g2 ��	�
 � �������� �������
����
��" ������������

���
����� f1" f2 '
� ��
� ��	��� �� ���
���� g1" g2 ������� ����	��
��

���� f1 � f2(� ��)
��! g̃3 �= 0 ��� ��
���������� �������� �������$��

����������% ���
���� f3 � f1" f2� ���
���� !������!* ���$��!�!" �� ����

k ���!�� +���!��

g̃k = fk −
k−1∑
i=1

(fk, gi)gi, gk =
g̃k
‖g̃k‖ . (86)

#���� �� ����� �����!���� �������� �����������
�* ������������� ���

�
��� F " ��������� ��
���� ��� ‖g̃k‖ �= 0� &���
��
�����" ��� ����� ����
�

�� ���
������" ���
��� g1, . . . , gk−1 ��	�
 � �������� �������
����
��" ���

���������� ���
����� f1 . . . , fk−1� ��)
��! ���
�� g̃k �
���� �
 �!�� ���

��
���������� �������� �������$�� ������� ����������% ���
���� fk �

f1, . . . , fk−1� ,� ���
������ �����" 
� ��� �����
�� ����� ���
��� G" �
�

������� ����" ����������

���������� 	
�� ������������ �� +���!�� '-.( ��	��� )���

/0



���� gk ����	
���� ��������� 
������ �������
 fk � ��� 	
���	��� ����

�� ���� �� ��� ���������� ���������
���� �����
� g1, . . . , gk−1�

��� �������	
������� �
���	� 	����������

�
������� ����
����� L2([a, b], ρ) � � ���� ����
����� ������� ���
�

������� ������� f0 = 1� fk = xk� k = 1, . . . , n� ����� ���������� ����

����� � ����
��	����� ���������� �
����� a = −∞� b = ∞�  ���
������� � ���� ������� ��!��� ������
���
!�� "
�
�#����
� �� �����

	�� ���������
���� � ����� ρ �����	����

{P0(x), P1(x), . . . , Pn(x)}, (87)

��� ������� ��
���
�� ������� �����	������ $� ����

(Pm, Pk) =

∫ b

a

Pm(x)Pk(x)ρ(x) dx = δkm, m, k = 0, . . . n. (88)

% �
���� ���	
� ��!��� ������
���
!�� "
�
�#����
 ����������� ��

&����
�

P0(x) = P0 =
1√∫ b

a ρ(x)dx
, (89)

P̃k(x) = xk −
k−1∑
i=1

(∫ b

a

xkPi(x)ρ(x)dx

)
Pi(x), Pk(x) =

P̃k(x)√∫ b
a P̃

2
k (x)ρ(x)dx

.

(90)

'������� 	�� ��
(�� ���&&�!����� μk ���������
���) �����	�����

Pk(x) = μkx
k + a

(k)
k−1x

k−1 + . . .+ a
(k)
0

����	�� �� ����� ��� �
�� ����� �� &���� *+,-� '������ �.�� 	�� */+-�

*+,- ��������� ������������ ������
����) �����	����� � ��	������ ��

��
�
� ���� ������ ������� {P0(x), P1(x), . . . , Pn(x)} �� ����� 
���
���

�
�� {±P0(x),±P1(x), . . . ,±Pn(x)} � ����������� 
���
������ ��
���� �
�
��� ������� �
��� 0���� ���������
������ 1������� ���
�
��� 	��

23



������ ������	
��	� �	������	�� 	��� ���� �� �	
�� �	������	�� ��

��
�� �
�� ���� ��
���� ���������	� μk ��� ����������	� �� ���

����
 ����	�������
		� �	������	�� ������� ��� ��	��	
�	��

��� ������ � ��	
���� ��	�
	��		

��������	��������	 ������
���	

���������� 	�
���!���� �
�
	
 ��	��� f(x) � ������
 ����	�������

�
		� � L2([a, b], ρ) �	������	�� {P0(x), P1(x), . . . , Pn(x)}� "������� 	
#�

�� ����

∗
α0, . . . ,

∗
αn �
���� ���

en(f) = ‖f − (
∗
α0P0 +

∗
α1P1 + . . .+

∗
αnPn)‖2 =

=

√∫ b

a

(
f(x)− (

∗
α0P0(x) +

∗
α1P1(x) + . . .+

∗
αnPn(x))

)2
ρ(x) dx (91)

����� 	
���	���� �	
��	��� $� �������
��	��� ���#���
 %&'( �
����	�

���� � �
 )���� �������� ��� �
�
�� ���
*� ���������	� )����+

∗
αk = (f, Pk) =

∫ b

a

f(x)Pk(x)ρ(x) dx.

!�� ���� 	
������� ��������	�� ����� ��� �� ������� %&,(+

en(f) =

√√√√‖f‖22 −
n∑

k=0

∗
α
2

k. (92)

������ -�����	
�������
�� � 	�������
�� � L2 = L2([0, 1], ρ) �

����� ρ(x) = 1 ������� ��	���# F = {1, x, x2}� .
#�� 	
������� �������

��	�� � L2 ��	���� f(x) = x3�

������� !����	�� ������ %&/(� %/0(�

g̃0 = f0 = 1, g0 =
g̃0
‖g̃0‖2 =

1

1
= 1.

g̃1 = f1 − (f1, g0)g0 = x−
(∫ 1

0

x · 1 dx
)
· 1 = x− 1

2
,

12



g1 =
g̃1
‖g̃1‖2 =

x− 1
2(∫ 1

0

(
x− 1

2

)2
dx
) 1

2

=
√
12

(
x− 1

2

)
.

����������	

g̃2 = f2 − (f2, g0)g0 − (f2, g1)g1 =

= x2−
(∫ 1

0

x2 · 1 dx
)
·1−12

(∫ 1

0

x2 ·
(
x− 1

2

)
dx

)
·
(
x− 1

2

)
= x2−x+

1

6
,

g2 = 6
√
5

(
x2 − x+

1

6

)
.


�� ��������� �������� ���������� ���������� ������������� ����

���������� ���������  !"# ��������� ����� $����% &������� ���''��

(����� $���� '���(�� f = x3 ������������ ������� gk)

∗
αk =

∫ 1

0

x3gk(x) dx, k = 0, 1, 2;
∗
α0 =

1

4
,

∗
α1 =

3

20

√
3,

∗
α2 =

√
5

20
.

&�������� �������� ���������� ���������� �� '������  *+#)∥∥∥∥∥f −
2∑

k=0

∗
αkgk

∥∥∥∥∥
2

=

√√√√‖f‖22 −
2∑

k=0

∗
α
2

k =

√√√√∫ 1

0

(x3)2 dx−
2∑

i=0

∗
α
2

i =

√
1

2800
=

1

140

√
7.

������� ,����������������� � ����������� � L2([0,∞], ρ) � �����

ρ(x) = e−x ������� '���(�� A = {1, x, x2, x3}%
,����)

g0 = 1, g1 = x− 1, g2 =
1

2

(
x2 − 4 x+ 2

)
,

g3 =
1

6

(
x3 + 18 x− 9 x2 + 18 x− 6

)
.

�������-���� ��������� P2(x) ���������� ���������� ��� '����

(�� f(x) = |x| � L2([−1, 1], ρ) � ����� ρ(x) = (1− x2)−1/2%

./



������

P2(x) =
2

3π
(1 + 4 x2)

��� ����� 	
���	��� ��
��
��� � L2

���� ���	
	� �	��	 ���� ��	�	���� ��������	 ����������� �L2� ���

��� ��	���� 	��	�	�������� �	 	� ���� ����	
�� � ������ � ��
�

����! "��#��

$
� ������� ���
� %�� 	���	�� &���# �
� '������ f(x) �

������ ��	���	�#�!( ������	 ��������!( )� �� 	������#�	 	��	�	��#�

�!(* ��	�	����	� {P0, . . . , Pn}� +�������� ���� ���� α̃0, . . . , α̃n ����� ��	

������� �	�������

α̃0P0 + α̃1P1 + . . .+ α̃nPn (93)

�������� 	���	� ��������� '����� f � L2 '����� f � �	 ���# ���

�����

en(f) = ‖f − (α̃0P0 + α̃1P1 + . . .+ α̃nPn)‖2,
����� �����#��� �������� , -�	� ����� �! �� �� �	��� ��������# ���

�	
!� ������!� � -�������#�	��# )./* ���� "��#�� �	 ���
������#�	

��	��
� 	��	�	������ ��	�	����	�� �
��	 � ���	�	�!( �����( ����

� α̃0, . . . , α̃n �!�	
��� 	���
����#� �	��	�#�	�����# ���	
	� �����#��(

��
��	�� ��	��� ��	����!� ��	����	�� � ��
��� 0�/� &	�	���

F (α0, . . . , αn) =

∫ b

a

(f(x)−α0P0(x)−α1P1(x)− . . .−αnPn(x))
2ρ(x) dx. (94)

�(	
�� ����!� ��	���	
�!�

∂F

∂αk
= −2

∫ b

a

(f(x)− α0P0(x)− α1P1(x)− . . .− αnPn(x))Pk(x)ρ(x) dx =

= −2(Pk, f) + 2
n∑

i=0

αi · (Pk, Pi), k = 0, . . . , n.

1/



����������� �� 	 �
�� ���
��� ������
 �������� 
��������⎧⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎩

(P0, P0)α0 + (P0, P1)α1 + . . .+ (P0, Pn)αn = (P0, f)

(P1, P0)α0 + (P1, P1)α1 + . . .+ (P1, Pn)αn = (P1, f)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

(Pn, P0)α0 + (Pn, P1)α1 + . . .+ (Pn, Pn)αn = (Pn, f)

(95)

������ ����������� pk,l = (Pk, Pl)� ����� ������� ������� � !" ������ ���

G =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

p0,0 p0,1 . . . p0,n

p1,0 p1,1 . . . p1,n

. . . . . . . . . . . .

pn,0 pn,1 . . . pn,n

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ . (96)

#�� ������� ���������� �������� $����� %� �����������&Δ ������ ≥ 0

������ Δ = 0 ����� � ���&	� ����� 	���� ������� {P0(x), P1(x), . . . , Pn(x)}
������� �������� ���� ����
 ��'�"� � ��(�� ��
��� ����������&��Δ �= 0

� ������� ����� ������������ ��(���� α̃0, . . . , α̃n 	������ � ���� �
'���

)	�������&��� ����� 	�)**�������� � ����������
�+
� ������
� 	��,

������� � -"�

������ �����������	 
���� ���� ���� ⇔ ������� {Pk(x)} ���

����� ��������

����	�
���
���⇐�
��& ������� {Pk(x)} ������� ��������� �����
�������� ����� ����� α0, . . . , αn �� ������ ������������ �
�� ��	�� ���

α0P0(x) + . . .+ αnPn(x) = 0. (97)

.����'�� �	������ ��� ����� )���� ��������� �� Pk(x) k = 0, . . . , n ��,

�
��� ��������
� ������
� ������
 �� n+ 1 
��������

α0pk,0 + . . .+ αnpk,n = 0, k = 0, . . . , n. (98)

���	��&	
 ��� ����� ���
����� ��(���� �� �� �����������&Δ = 0�

⇒ �
��& Δ = 0� ��	�'�� ��� ������� {Pk(x)} ������� ���������

/��������� ��������
� ������
� ������
 � 0"� %� �����������& Δ = 0

� ����������&�� ��� ����� ���
����� ��(���� α0, . . . , αn� ��	�'�� ��� �

1!



���� ����	�� 
��� ���������� ����� ������������� �������� ����	��

�����

Q(x) = α0P0(x) + . . .+ αnPn(x)

�� Pk(x)� k = 0, . . . , n� ���
�� (Q,Pk) = 0 �	� ��� k = 0, . . . , n� !��

�"��
���� 
�� � (Q,Q) = (Q,α0P0 + . . .+ αnPn) = 0� �� ���� Q(x) ≡ 0�

������� # �	���	������ L2 = L2([0, 1], ρ) � ����� ρ(x) = 1 ���$

�� ������� %���&�� F = {1, x, x2}� '�������� �� ���	�&� (	���� �����

��	������� (	���� )������� ���*�
�� ����
+�*� �	�������� ��

%���&�� f(x) = x3 � ����� ���� ����
+�� �	�������� � L2�

����	���,��	�&� (	��� � �����& �������� 
���� � ������� ��-�

���.� ���

G =

⎛
⎜⎜⎜⎝

1 1/2 1/3

1/2 1/3 1/4

1/3 1/4 1/5

⎞
⎟⎟⎟⎠ ,

⎛
⎜⎜⎜⎝

1/4

1/5

1/6

⎞
⎟⎟⎟⎠

)� ���� 	�+���� ������� ��-�

α1 =
1

20
, α2 = −3

5
, α3 =

3

2
.

������� ���*�
�� ����
+�*� �	�������� � L2 ����� ���

P2(x) =
3

2
x2 − 3

5
x+

1

20
,

�����	���������� ����*	�	������ ���� � ���
��� ����
+�*� �	�����$

���/ 1
140

√
7� !�� ��������� � 	�"������� �	���	� �" �	�����0�*� 	�"����

�1



� ��������	
���

���������	 ����� �����

��� ������ 	
����� ���


������ � �	
��	�� �������	
� �	��� 34
15  �	������ �	���	������
�

34

15
= 2 +

4

15
= 2 +

1
15
4

= 2 +
1

3 + 3
4

= 2 +
1

3 + 1
4
3

= 2 +
1

3 + 1
1+ 1

3

.

���������� ��	��� ��	����
� ���������� ������ �	���� ���������� 	��

������� ����� �	���� ���
���� � �
��
34

15
= [2; 3, 1, 3].

� � �	
��	� !�	���	
��"

109

76
= [1; 2, 3, 3, 2, 1],

131

24
= [5, 2, 5, 2],

70

29
= [2, 2, 2, 2, 2].

#	���
� ��������� �	�����	� � ��$�	
���� ����
��%⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

34 = 2 · 15 + 4; 34
15 = 2 + 4

15 ;

15 = 3 · 4 + 3; 15
4 = 3 + 3

4 ;

4 = 1 · 3 + 1; 4
3 = 1 + 1

4 ;

3 = 3 · 1 + 0; 3
1 = 3 + 0.

&
�
�' ��� �
��� [2; 3, 1, 3] (�� ����� ����
 � �	���) �����) �����
� �

�������� &��� �' ��� ����$� 	��
�������$� �
��� �� �����$
���� �)���%

*����� ����� + �������' ����,
� ��
�
��*����� �����
�� �	���������
�

� �
�� �������� ������ �	��


R =
P

Q
= a0 +

1

a1 +
1

a2+...+ 1
an

,

--



���� �������

P

Q
= [a0; a1, a2, . . . , an].

	�
 �����
�
 ����� �������� � ��� ������ �������

R = a0 + r0;
1

r0
= a1 + r1,

1

r1
= a2 + r2,

� ���� ���������� ����� �������� ��������� �������������� ����� ���

��� ��� � ���� ��
�� � ���� ���
������ ������ ���� ���!�� "����

��� �������� �����
√
3� #����

√
3 = 1 + (

√
3− 1)

1√
3− 1

≡ 1

2
(
√
3 + 1) = 1 +

1

2
(
√
3− 1)

2√
3− 1

≡ (
√
3 + 1) = 2 + (

√
3− 1)

1√
3− 1

= 1 +
1

2
(
√
3− 1).

"����� ��� �������� ��������� $������ ����

√
3 ���������
� !����

����� ����� ���!� [1; 1, 2, 1, . . .] = [1; (1, 2)] %���������� ����� ���! ��

� �����
�&�

"������� ����

Rk = [a0; a1, a2, . . . , ak]

������'��� k��� �������(��� ���!���� k = 0, 1, . . .� " �������� ��
����


��!�� �������� ��� � ����� ���!�� ak ) ����������� ����� %� � ������

���&� *
��� ����� �������� ������� ��� !�������� ����� ���!�

[a0; a1, a2, . . .]� *��
��� ��
�����
' +���
�
 ��� ��������� ��������

(�� ���! Rk = Pk/Qk�

������� �� ��������� � ��	
��	���� �������� �����Rk 
���

�� ��������� �� �������
 �����������
 ���
��	


Pk = Pk−1ak + Pk−2; Qk = Qk−1ak +Qk−2, k ≥ 2, (99)

,-



��� ��������	
 ��� ����� ��� ������	��� ���� �������� � ����

R0 =
P0

Q0
, P0 = a0; Q0 = 1;

R1 =
P1

Q1
, P1 = a0a1 + 1; Q1 = a1;

���������	
���� ������� �		
 ��������� �� ��������� ��������

������� ����� (99) ��������� ��� ���� �������� ������� ���� � ��� k�

!������ ��� Rk �������� ��"� (k − 1)��������#�� ���$�� R̃k−1� ����

%������ � Rk ���"���� ak−1 + 1
ak
&������� � ãk−1� '�(� $���� �����

Rk = R̃k−1, Pk = P̃k−1, Qk = Q̃k−1,

� �� ��������"���� �������� ��"�� %�����

P̃k−1 = Pk−2 ãk−1 + Pk−3; Q̃k−1 = Qk−2ãk−1 +Qk−3.

Rk =
Pk

Qk
=

P̃k−1
Q̃k−1

=
Pk−2

(
ak−1 + 1

ak

)
+ Pk−3

Qk−2
(
ak−1 + 1

ak

)
+Qk−3

=
Pk−2ak−1 + Pk−3 + Pk−2/ak
Qk−2ak−1 +Qk−3 +Qk−2/ak

=

=
Pk−1 + Pk−2/ak
Qk−1 +Qk−2/ak

=
Pk−1ak + Pk−2
Qk−1ak +Qk−2

.

)�� � ���$�������

*������ ���� �"��� ������ ���� ��� �������#�� ���$��� $�(��

��� �������� �� ��#����� � ����������� ������ ���$� � ������ ������

*�%������� ��� ��� ���� �������� �������#�� ���$�� Rk = Pk/Qk �

Rk−1 = Pk−1/Qk−1 ����� ����� ������#�� ��������

������ �� ���������� ��������

Δk := PkQk−1 −QkPk−1 = (−1)k−1, k ≥ 1, (100)

�
 �������������


Rk −Rk−1 =
Pk

Qk
− Pk−1

Qk−1
= (−1)k−1 1

QkQk−1
. (101)

����
���� �� +�� ������ �������#�� ���$� ���� � ���������

����
���� �� )�������� � %�������� �������#�� ���$� �%����

,	



������� ��	
 �� � 
� ����������	 ���
� ��	
��	� d > 1� ��� ����	
� ���

����
 �������� ����� � d� �� ��	��
	
 �� �	��� ��	��� � ������ ������

�
�	��

��� �	�����
� ���� 
���	� ����� �	! ��"����
! 
������ ����


R� ��������� �� 	��
�� �� � ����# �����

R =
P

Q
=

Pn

Qn
,

�  ���� ������� ���!�"�� 
 ��	���
! ��������
�� ��� ��"�����#

������

�������

3528

2058
= [1; 1, 2, 2] =

12

7
.

��	
�
������� ������� ��$����	� ����� 	�%"� ��	������! � ��&

����# �''�� (�����
��	��� ��
����! �''�� ��	�����

Δk = (Pk−1ak − Pk−2)Qk−1 − Pk−1 (Qk−1ak −Qk−2) =

= −Pk−2Qk−1 +Qk−2Pk−1 = −Δk−1.

)�" �����	��!� ����
�

Δk = −Δk−1 = Δk−2 = . . . = (−1)k−1Δ1,

� Δ1 = P1Q0−Q1P0 = (a0a1+1) ·1−a1a0 = 1� *��#�� 
 ��	������! �����+

Pk

Qk
− Pk−1

Qk−1
=

Δk

QkQk−1
= (−1)k−1 1

QkQk−1
.

������
���� �������� ��	� 
����	�	�� ������ ����� �� ����	�� ����

��	����� ����	�	��� ���� ����	�	�� � ���� ������ ��
������ ���������� ����	��

	�� mx + ny + 1 = 0 � ����� ������ m� n�  � ����	�� ��!�"�� ���#$ m/n =

[a0; a1, a2, . . . , as] � ��#����� 
����	�� !��	� 1/as� %��	�����$ �� 
����		�� ��
	��

���#� & ���#�M/N � 
������ (m/n)−(M/N) = ±(1/nN)�  ��	�"�� �#� ����� 	� ∓nN
� 
����� mN−nM+1 = 0� ���� ��&���� �����	��� ����	�� ���$ (N,−M)�  � 	���"���

	�� ���� ����	�� 	�"	� 	���� �'� �#'�� ����	�� ��	����	�(� ����	�	�� mx+ny = 0�

��� ������� 	���"	�� � ��"��$ �&�!�		�� ����	�� � �#'�� ����	���

������� )����$ � ���� ����� ����	�	�� 53m+35n+1 = 0. ������� ��
	�*

���#$ 53/35 = [1; 1, 1, 1, 17]. +�#�������� 
����	�� !��	� 1/17 � 
������ M/N =

,�



[1; 1, 1, 1] = 3/2. ��������	

53

35
− 3

2
=

1

2 · 35; 53 · 2− 35 · 3 = 1; 53 · (−2) + 35 · 3 + 1 = 0.


��� ������� ������� ������� (−2, 3)�
������ ��� �	
� ���
�� ������� ���
�� 	�����

������� ��

δk := PkQk−2 −QkPk−2 = (−1)kak,
�� ���	�������
��

Pk

Qk
− Pk−2

Qk−2
= (−1)k ak

QkQk−2
.

	
������ �� ���
�� 	���� ��
���

� ����������� � 
����
�� �

��������  �� !��� ���	�" ���
�" 	���� ��
�#� ���	� 
����
� $���

$%&%''� ( ����
�����

P2k

Q2k
≤ P

Q
= R ≤ P2k+1

Q2k+1
,

�

R− P2k

Q2k
≤ P2k+1

Q2k+1
− P2k

Q2k
=

1

Q2kQ2k+1
.

)���� �������� ��	��	"��� 	���� �������������� ��
��
�� 	����� *��

������������" 
�����#�"+ ����" 	���� � ��� �� �
���
������ ��������,

������ ��
��
�� 	���� ����� ����∣∣∣∣ TQ2k
−R

∣∣∣∣ >
∣∣∣∣P2k

Q2k
−R

∣∣∣∣
�������
���� ������ ��  � -������� $..' � $%&&' ��������

δk = PkQk−2 −QkPk−2 =

(Pk−1ak + Pk−2)Qk−2 − (Qk−1ak +Qk−2)Pk−2 = Pk−1akQk−2 −Qk−1akPk−2 =

= Δk−1ak = (−1)kak.
��� � ������������

/�	��� � 
�����#�� ��������
�� 	���������
�� ����� �����
���,

0%



���� ����	�� 
�
���� � 
�������� �	 ������� ���
���������� ��
�

α ��� ������ ���������� N �������
	 ����� ����������� �����m/n�

���������� ������� n �� �����
����� N � � �	 ������� �����
�� α−m/n

����� ������� �� ��������� !��������
	� ������ ����� ���� ����� ��

�����������

��� �����	
��
 ����������� �������

� �
���
 ����

"� ��
������� ��������� ��

���������� �� � ��
������� ��
����

������ ������� #�
�� �����
	 ���������	 �����

R(x) =
P (x)

Q(x)
,

��� P � Q $ ��������� ���������� %��� �� R(x) � ���� 
���� ����

��
�� � ��������� �����&

R(x) =
P (x)

Q(x)
= C0(x) +

P1(x)

Q(x)
= C0(x) +

1
Q(x)
P1(x)

.

'� 
������  ��� ���� �� �����
Q(x)
P1(x)

� ���� 
���� ���� ��
�� � ���(

������ �����&

R(x) = C0(x) +
1

C1(x) +
Q1(x)
P1(x)

= C0(x) +
1

C1(x) +
1

P1(x)
Q1(x)

.

" ��� ����� )��� �����

 �
���� ��������
	 �� ���������  ��� n� *����(

�����	 ����
�&

P (x)

Q(x)
= [C0(x);C1(x), . . . , Cn(x)].

+,



������ ��� 	 
 ����� 	���� ��	 ��������		 ������ ����	 ����	���	

��	�������� �����	�� �
��	���⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

P (x) = C0(x) ·Q(x) + r0(x);
P (x)
Q(x) = C0(x) +

r0(x)
Q(x) ;

Q(x) = C1(x) · r0(x) + r1(x);
Q(x)
r0(x)

= C1(x) +
r1(x)
r0(x)

;

r0(x) = C2(x) · r1(x) + r2(x);
r0(x)
r1(x)

= C2(x) +
r2(x)
r1(x)

;

· · · · · · .
����� ������	 �������
 rk(x) ���
��� 	 ������� �� ��������� ���� n �� 

��	� �����	� ��! �������� �"�" rn−2(x) = Cn(x) · rn−1(x) + 0"

������" #��
��	�� �������

R(x) =
x4 + x3 + 2 x2 + 4 x+ 1

x3 + x2 + 2 x+ 3
= [x; x2 + 2, x+ 1].

��� ������ �	
�������� �����	���	��� ��	������

#���� !����� 	���������	����� ����	�� (xk, yk) ��������� �����		 f �

yk = f(xk)� k = 1, . . . , n" $���� 	����� 	���������	����� ���	��������

�����	� Rn−1(x) 
 
	�� ������ ����	

Rn−1(x) = A0 +
x− x1

A1 +
x−x2

A2+...+
x−xn−1
An−1

(102)

#��%���&	� ����	 	���� 
	�

R0 =
A0

1
, R1 =

x+ A0A1 − x1
A1

, R2 =
(A0 + A2) x+ A0A1A2 − A0x2 − A2x1

x+ A1A2 − x2
,

� ���� �����	��
 A0, . . . , An−1 ���	�	����� �� ������ ���	������� yk =

Rn−1(xk) (k = 1, . . . , n) ���	�����	���� ������	�� ��� ����������	 x =

x1 � ����� �����	� A0 = y1 ��� ����������	 x = x2� � ���	� x = x3 � �����

!"



��������

y2 = Rn−1(x2) = R1(x2) = A0 +
x2 − x1
A1 + 0

,

y3 = Rn−1(x3) = R2(x3) = A0 +
x3 − x1

A1 +
x3−x2

A2+0

�	
��� ������ A1� � ��	�� A2� � 	�
 ������

����� �������	� ��������� ��
�����	��� ������� ��� ��������

��� �������� ����� Rk(x) =
Pk(x)
Qk(x)

!

P0 = A0, Q0 = 1; P1(x) = x+ A0A1 − x1, Q1(x) = A1;

� �����

Pk(x) = Pk−1(x)Ak + Pk−2(x)(x− xk),

Qk(x) = Qk−1(x)Ak +Qk−2(x)(x− xk),

"�� k = 2, . . . , n− 1� #	� ������� ���������	 �����"����� ������� $%%&

��� ������� '���� ����� � (��������

P2(x) = (x+ A0A1 − x1)A2 + A0 (x− x2) , Q2 = x+ A1A2 − x2.

)	��	�� ���� ������ ��� �	�� �������� ����� !

Rk(x)−Rk−1(x) =
(x− x1)(x− x2) · · · (x− xk)

Qk−1(x)Qk(x)
, k = 1, . . . , n− 1. (103)

����������	 *��	� ��� Ak > ω + δ� "�� ω > 1� � δ + ����� �	����


� ��	������'��� ,�"�� ���"������Qk(x) ������	����� � ������	��	 ��

�
����	�� "����	�����
� ���"����� �� ��� 	��
� -	�"� �	���
�� ,������

Qk(x) ≥ ωk�

.�
���� -	� �� ����
'��� .�� Q0 = 1 � Q1(x) = A1 -	� ���������

.����	�� �	��������� ����� ��� ������ ≤ k − 1� ,�"�� ��� ������ k

�����

Qk(x) ≥ Qk−1(x)Ak −Qk−2(x)|x− xk| > Qk−1(x) (ω + δ)−Qk−2(x)δ >

> Qk−1(x) (ω + δ)−Qk−1(x)δ = ωQk−1(x) ≥ ωk.

/0



��� ��� � ���	 
���� ����
��� ����� 	���� ���	���� ��� ����� ���

�����
���

� ��������	 
�
���

�������
����� �
�����	 � ���
������

��� �����	
��	� �����

 ����� ��
������ ����!��������� ���� "�������������� ��������

f(x) = 0 (104)


�
���� � ��	# ���!$ ��%�� ���!������ ����� x∗ ����� �������� 
 &��

�����% �������% ε ����
��	�% �������
�� ������# 
 &������% ������

��
��' ε�� (�� �&�����# ��� ��!��
� ��%�� ��
�� x̃ ����# ��� |x̃−x∗| ≤ ε�

)
'�� 
����	# ��� "������ f ��
������� ��
�� ��& ��""������	�#

��� ��� ��� � 	���� ���	���� 	���$ ���

��
���� �����&� ����	�

*������� � �����$+ �����,���+# "��	��� �%���� � ������

-��� �!$��� ������'� 
 ����

� ������&����� *�����&���� ���

��+����� 	����� 
�	��� [a, b]# �� ������	 ���� +��� !$ ���� �����

x∗ �������� ���.�� /�� ������&���� 	���� �
����&�����# �����	�# 
+	�

0����� �
	� ���� ��� 
���',�' ���	��

������� ���	
�������� ���� ������	
��� �� ������ [a, b] ����

������ �� �� ����� �������� ����
����	� ����
� ����f(a)·f(b) <
0� � ������
��� ���� c ∈ (a, b)� 
 ���� f(c) = 0�

1� ���% ���	 � ���
�� ���&�� ������&���� 	���� �&��� ����

&��# �� �����+ �������� "������ �����	�� &������ �������������$+

&�����2 f(a) · f(b) < 0�

�) 
���� ����
��� f(a) · f(b) = 0 ����� �� �������
���
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��� ����� 	�
������ ��
���

��� ��� ���� 	���� 
���
������ �� ��� 	���� ���	����� ����� �
� ����

�
�������� ���������� ����� x∗ ��������� ������ � 
� �� ������� � �! ��

��� ��"�� ��#

$��
����� ���� ����� ��  
���%��&  ��	�# '��"�
� ��&��	 ������

[a, b]� �
� �������� f(a) · f(b) < 0# (���	 )��� ������ ����
�	 ����
�	

��"��& c = (a+ b)/2 � �!"� 
�	 ��"���� f(c)# *!��
���� � ���� � ����

� 
���&+ f(a) · f(c) = 0� f(a) · f(c) < 0 �
� f(a) · f(c) < 0# , 
� �!��
����

������� �� ��-���� ��&����+ x∗ = c# , 
� �!��
���� ������� �� ��������	

�  
���%��	� ������ [a1, b1] = [a, c]� �� ������ �������� .������ ����

��	��� ��"���� ���������
���!� �����# , 
� �� �!��
���� ������� ��

��������	 �  
���%��	� ������ [a1, b1] = [c, b]# (���	  ���� ��
�	 ������

[a1, b1] ����
�	 � �����  ��������� �#

/�
�"�	 �� 
�������
��� �� �
�����!� �������

[a, b] ⊃ [a1, b1] ⊃ [a2, b2] ⊃ . . . ⊃ [an, bn]

�
��! |bn − an| = 2−n(b − a)� ����!& � �����!�  ������� ���� �! ����

������ ��������� �����# /����  ����-��� �� ��� ��
��� ��
�"��� |bn −
an|/2  ����� �� ��
�-� ε# * ��"� ��� ����
�������� ��-���� 	���� ����

x̃ =
an + bn

2
, ����� |x̃− x∗| ≤ b− a

2n+1
≤ ε.

��� ����� ��������

���	 	�����	 ��-�%� ��������� ����

x = ϕ(x). (105)

0�	���	� "�� ��������� ���� ����� 	���� ����� �� � ��������% ���� ���1�

� ��������# 2�& �����
���� � 
� ����� ��������� ������ ��� ��� �� ��� �

)�����
������	 ���� αf(x) = 0� α �= 0� � ���	 � ���� x = αf(x) + x�

��
�"�	 ��������� ���� ���1�� ��� ϕ(x) = αf(x)+x# 3� 
� α �!����%� �
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�����������	 ������
������	 ��������
� ��� ��
�����
� ��� ���������

�������
� ����� ���
��  �
�� ���!�  f(x) = x− ϕ(x)�

"���� 
����#
� ������ �� $������

xn = ϕ(xn−1), n = 1, 2, . . . , (106)

%�� �  ������ x0 �����  � ��&�
�� ��������� �	
��
���
� 
�
���%�  ��&

��� ����
���� �'��' ��� � 
( ����( � �� ��
(�#

� )�(�
 ��� ����� �

	��
���
 ���������������
 xk   ���' x∗� *��� ����� ��+��� ����&

',��

�������� ���� 
�������� ��� ��	��� x∗ �	�����
� x = ϕ(x) ���

�
� � ������	�� ����� ��	�������


u = [x0 − δ, x0 + δ]

����
 x0 ����� 
������� ��	���� �����
���

�� 	
 ���� � ����� �
	����

��	�������


U = [x0 − 2δ, x0 + 2δ]

�����
� ϕ ��	� ����� 
 
���� �	�
��� ��!�  �� ����	�� |ϕ′(x)| ≤ ε <

1� "�# � 
��	��
���$� �	����� (106) �%� 
��� � ���������� ��	�! x∗ 


��	��� �
�� ��� �!&�� ������ ��#	������


|xn − x∗| ≤ εn|x0 − x∗| ≤ εnδ. (107)

��	�
�������� ��������-�
 n = 0 �������� x1 = ϕ(x0)� -�
���

�� ������� .�%����� 
����

|x1 − x∗| = |ϕ(x0)− ϕ(x∗)| = |ϕ′(ξ1)||x0 − x∗| ≤ ε|x0 − x∗| ≤ εδ,

%�� ξ1 ∈ (x0, x
∗)� /�'��� � ������
� ��������� ��� x1 ∈ U � �� ��� � ��

���������� ����%����
 �

|x1 − x0| ≤ |x1 − x∗|+ |x0 − x∗| < εδ + δ = (ε+ 1)δ < 2δ.

01



�������� ����	
�� � ������ x2 = ϕ(x1)� ����	

|x2 − x∗| = |ϕ(x1)− ϕ(x∗)| = |ϕ′(ξ2)||x1 − x∗| ≤ ε|x1 − x∗| ≤ ε2δ.

�� ���� ��� x1 ∈ U �� �����	������ ξ2 ∈ (x1, x
∗) ⊂ U � �	� ��� ���	�

�����	 �
���	 |ϕ′(ξ2)| ≤ ε < 1� �����	� � �	�������� ����	 ����	��� ���

x2 ∈ U � �������� �� ���	������� ����������	

|x2 − x0| ≤ |x2 − x∗|+ |x0 − x∗| < ε2δ + δ = (ε2 + 1)δ < 2δ

�	� ������	�� �	 �	�� n ������

|xn − x∗| = |ϕ(xn−1)− ϕ(x∗)| = |ϕ′(ξn)||xn−1 − x∗| ≤ ε|xn−1 − x∗| ≤ εnδ,

� xn ∈ U � ��������

|xn − x0| ≤ |xn − x∗|+ |x0 − x∗| ≤ (εn + 1)δ ≤ 2δ.

�	��� � �	!��� ���
��� ����� ������	�� �����	�������" ��� ���#n ���

�����	 �
���	 $%&'(� ������	 ���	!	�	�

����������� )! $%&'( ������ ��� �������� �#�������� ����	
�� ����

����	���� ��� ���������� !�	����� ε < 1� ��*���� �	��� ��� ����#���

�� ��	������ f(x) = 0 � ��	������ x = ϕ(x) ������� +���
�� ϕ(x) �

�	� ����� ������� !�	������max |ϕ′(x)| �	 ����!�� U = [x0−2δ, x0+2δ]�

��*���� ��� ����#��� �� ��	������ f(x) = 0 � �	���������� ��	��

����� x = ϕ(x)� ��� ϕ(x) = x + αf(x)� ������� α ����� �� ��	�� �!

������ ϕ(x0) = 1 + αf ′(x0) = 0� ����

α = − 1

f ′(x0)
.

������ ���� �����	��� ����	��� ��� 	 �����	� ������	 ����!�����,  ��

��� ����	����� �	�,� -����� �������� #���  � ��� �� �
���� |ϕ′(x)| � U

� � �������� ��� ��	 �		� . ��������� ���	� ������ �	,��  ��� ������

������	�	���� ��� ������ x0 � ����� x∗� � ��������� ���� ������	�

�	����� �������	 u = [x0 − δ, x0 + δ]�

������ 	
 /	,�� ������� ��	������ x2 = 2� -�	�		 ����	����

00



���������� 	��
����� �� ���������

x = x+ α(x2 − 2), ϕ(x) = x+ α(x2 − 2), ϕ′(x) = 1 + 2xα.

� �������� �������
� 	��������� ������� x0 = 1.5� ��
�� 	���������

���
√
2 ���� �� ������� [1.5− 0.1, 1.5 + 0.1]� ���� � ������ ����� δ = 0.1�

�	������ α� ����� ��������� ϕ′(x0) = 0�

ϕ′(x0) = 1 + 2x0α = 0, α = − 1

2x0
= −1

3
.

������ 	��������� ϕ′(x) = 1 + 2xα = 1 − 2
3x �� ��
����� U = [x0 −

2δ, x0 + 2δ] = (1.3, 1.7]� !������� ��� ������� ���������� "�������� ��

���������� ����� �������� ����� �� �����# �������U � �� ����� ε = 2
15 �

!������� ε < 1� �� ����� �������� 	������ ��������� $�������� ��

�������� ����� ���

xn+1 = xn − 1

3
(x2n − 2).

��� �� 	������

x1 =
17

12
, x1 =

611

432
, x3 =

791783

559872
≈ 1.41422146,

	����� 	�
�������� Δn = |xn − x∗| �� ��
� n ������� ��� 	� "�����

Δn ≤ εnδ %��� %&'())�

Δ1 ≤ 1

75
, Δ1 ≤ 2

1125
, Δ3 ≤ 4

16875
≈ 0.000237.

*����� ��������
√
2 = 1.4142135623730950488� ��� ��� ������ 	�
��������

	������ � ���+�������

������ �� ,���� ������� ��������� xex = 2� �� ���� f(x) = 0� 
��

f(x) = xex − 2� -����� ��������� ���������� 	��
����� �� ���������

x = x+α (xex − 2) , ϕ(x) = x+α (xex − 2) , ϕ′(x) = 1+α (1 + x) ex.

� �������� �������
� 	��������� ������� x0 = 0.9� !����������� ���

f(x0 − 0.1) < 0� f(x0 + 0.1) > 0� .������ � ������ ����� δ = 0.1 � ������

���� �� ������� [0.8; 1]� �	������ α� ����� ��������� ϕ′(x0) = 0�

ϕ′(x0) = 1 + α (1 + x0) e
x0 = 0, α (1 + 0.9) e0.9 = −1.

/0



������ ���	�
� α = −0.2139840315...� �	�� ��������� �	����� �� ����
��	�	���	� �	����� α = −0.2� �	���

ϕ(x) = x− 0.2 (xex − 2) , ϕ′(x) = 1− 0.2 (1 + x) ex.

����
� ��	
��	���� ϕ′(x) �� �������� U = [x0 − 2δ, x0 + 2δ] = (1.7, 1.1]�

 	��	����

ϕ′′(x) = −0.2 ex (2 + x) < 0,

�	 �����
� ϕ′(x) �	�	�	��	� ������� �� �������	� ��������� !���	������"

�	# �	����	��	 ����
 ����
��� �	���� �� �	���� 	������ U � $��
�����

ϕ′(1.7) = 0.315..., ϕ′(1.1) = −0.261..., max{|ϕ′(1.7)|, |ϕ′(1.1)|} = 0.315....

%���# ε < 0.4 < 1 
 �	&�	 ���
���� ��	���� 
�����
�� '������
� ���


�����
� 
���� �
�

xn+1 = xn − 0.2 (xne
xn − 2) ,

�	���(�	��� 	���
������ ���) |xn − x∗| < 0.1 · (0.4)n�

��� ����� 	
���� ������ �����
����

*�
� ���	�	� ��(��� �������
� �
�� f(x) = 0� �� 	��	��� �� �	�����

xn+1 = xn − f(xn)

f ′(xn)
, n = 0, 1, . . . . (108)

+�� �	�����
� 	����
 ��	�	��
 ��	�
�	��
 
�����
	��	�	 ��	����� ���	"

�� ,���	�� -./01 �	��&�� ���	�	�������	� �����&���
��

������ ����� x∗ � ��	
�� �	��
��� f(x) = 0� � ����� x0 � �
���

��	�� ������ ����� 
��� m := minx∈[x∗,x0] |f ′(x)| > 0� ��

|x0 − x∗| ≤ |f(x0)|
m

, (109)

����	�
���
���  	 �	����� ����	�� � 	����	���� ����	� � �	���

2�����&� 
����

f(x0) = f(x∗) + f ′(ξ)(x0 − x∗) = f ′(ξ)(x0 − x∗), ξ ∈ (x∗, x0),

3/



��� f(x∗) = 0� �����	

|f(x0)| = |f ′(ξ)||x0 − x∗| ≥ m|x0 − x∗|,

�� � ���	��	�� ���	������� ������ ����	 ���	�	�	�

�������� ����� x∗ � ��	
�� �	��
��� f(x) = 0� � ����� �����

xn+1 �����
�� �� �
����	�� ����� xn �� ��	���
 ������� (108)� �����

|xn+1 − x∗| ≤ 1

2

M

m
|xn+1 − xn|2, (110)

��


M := max
x∈[xn,xn+1]

|f ′′(x)|, m := min
x∈[x∗,xn+1]

|f ′(x)|.
��	�
��������� �� ������� ������	 � ���	��
�� 
����� � �����

�	��	��	 �����

f(xn+1) = f(xn) + f ′(xn)(xn+1 − xn) +
1

2
f ′′(ξ)(xn+1 − xn)

2, ξ ∈ (xn, xn+1).

������ �� �� ���!� �������� 
��

f(xn) + f ′(xn)(xn+1 − xn) = 0,

��

f(xn+1) =
1

2
f ′′(ξ)(xn+1 − xn)

2, |f(xn+1)| ≤ 1

2
M |xn+1 − xn|2.

"��#�	 � �� ����� $���
	���%

|xn+1 − x∗| ≤ |f(xn+1)|
m

≤ M

2m
|xn+1 − xn|2,


�� � ���&��	��� �

����������� ����$������� 
�� � ��������� ����������� (x∗−δ, x∗+
δ) ����% ��	�����% f(x) = 0 ��'�	�%#� ���� ��	�� $��������� f ′(x)�

f ′′(x) ������� ( )��� ���
	� ��� ��
�� xn ��������� $��&���	#��% � x∗ �

����� �� �������

����������� ��� �	�
��	' $� ������� ���!� �	�� ������ � 
��&


���� ��	
	*�' +��� 
���	 xn+1 ������������	�� �	����� $����,������

-��&� �����%� ������� $��������	� �% �����#*��� $�	���	�

����$������ �	 ,	�� n + 1 �
������ ��	
���� xn+1 �� ����� ���.

��



������� ��	 
���
�	���� ��������� �������� �������� |xn+1 − xn|2�
���� ����� ���	��� � ��������� 
������� ���m ����� �� � ������ �����

xn+1 ������	�� ����� ���	��� ����
�m+1 ����� � ��������� ������������

��������� ���� xk = 1.234� � xk+1 = 1.2345678...� �� �� ��!����� �������"

���	 
�
 C · (0.0005678)2 = C · 0.0000003� � ������ ����� ������ �
� �	��

�� 6" � ���
��

������������� ��!���� �������	 x3 = 2� � ������ ����� f(x) =

x3 − 2� #�������	 ������ ����� ���

xn+1 = xn − f(xn)

f ′(xn)
, xn+1 = xn − x3n − 2

3x2n
,

xn+1 =
2

3

x3n + 1

x2n
� 
������� �������� � ����������	 ������� ���
 x0 = 1.3� $� �� �� ���"

��� !� � ������ x1 = 1.261143984..� �������� ��������� |x0 − x1|2 =

0.001509...� %������ �������� x1 �
� �	�� �� ������ � ���
� ����� ���	"

���� ���� ����� x1 = 1.261� &������� �������� ������ x2 = 1.259921973�

�������� |x1− x2|2 = 0.00000116...� � �
� ��� x2 �� !���� � ���
� �����

���	���� ���� ����� x2 = 1.259921� �� ����'��� !� � x3 = 1.259921050�

|x2 − x3|2 = 2.5× 10−15. ���������	 ����� ���
�������

� 
���� ��� ����� ������� ����
 �� ��!����� �� ������ ())*+�

,� -�� � ����� �� ������� .������ ��!�� ��� ��������� �������� x3

���������	 �� ����� � 3
√
2 = 1.2599210498948.. ����!� ��� �� 10−9�

��� �����	�
���		� ����� ��
� � ��������	�

/�� ����� ��!���	 �������	 ���� ()*0+� /��� ������� ����	��	 ������"

��� �����
� [ak, bk]� ���������� 
����� x∗ 
�
 � � ������ ��������� �

������	� �� ����� -��1 �����
�� ����'� ����������� �������� &�� ��"

����������� 
������������� � ������ ��������� ����������	� ������

 ����	� �1��	��	 
 
���' ���������� ��� � ������ 
���������1� �� ����
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����� �� ����	 
�	�	��� ����	���� 	���� 
	�����	��� ��
��� ����

������ �	������ �	�	��� 
	���� ����

bn+1 = bn − f(bn)

f ′(bn)
, (111)

an+1 = an − f(an)
an − bn+1

f(an)− f(bn+1)
. (112)

����� ��� �	�� bk ���	� �� �	 ��	�	�� ��
���	�� ������� � ak ! �	

��	�	�� �	����	�� �������

"���� [a0, b0] ��������# 	����	�� ����� �	�	�	�	 ���� �	���� �����

��� $%&'(� "���
	�	�� �� 	
��������	��� ��	 �� )�	� 	������f ′(x) >

0� f ′′(x) > 0� �	 ���� ����� ��
����# ���� � �����	��� � �	�	�	��	�	

�	������� ����� f �������� ��	 f(a0) < 0 < f(b0)�

��� ���� "�	����� ����������* � ������ y = f(x) � �	��� b0� +�

��������

y − f(b0) = f ′(b0)(x− b0),

	������ 
	�	�� y = 0� ��#��� �	��� 
�������� b1 ���������	#  	�

OX�

−f(b0) = f ′(b0)(b1 − b0), b1 = b0 − f(b0)

f ′(b0)
.

,� ���	�# f ′(x) > 0� f ′′(x) > 0 �������� ��	 a0 < x∗ < b1 < b0�

-�
��� 
�	����� �	���� �	��� *.�* �	�� (a0, f(a0))  (b1, f(b1))�

+� ��������

x− a0
b1 − a0

=
y − f(a0)

f(b1)− f(a0)
,

	������ 
	�	�� y = 0� ��#��� �	��� 
�������� a1 �	���  	� OX�

a1 − a0
b1 − a0

=
−f(a0)

f(b1)− f(a0)
, a1 = a0 − f(a0)

b1 − a0
f(b1)− f(a0)

.

,� ���	�# f ′(x) > 0� f ′′(x) > 0� f(a0) < 0 �������� ��	

a0 < a1 < x∗ < b1 < b0, f(a0) < f(a1) < 0 < f(b1) < f(b0).

"����# ��� ���������

/0



��� ���� ��������� ����	
 � �����
 [a0, b0] � [a1, b1]� � ���������

������� ���	
 ������� a2 < b2 �� ���
�����

a1 < a2 < x∗ < b2 < b1, f(a1) < f(a2) < 0 < f(b2) < f(b1).

� �� ����� � ��������� ��������� �����	� ������	 ������ ������

��� �����	
��
 ���
� ��������
��� ������

�	
�� 
	���� ��� ������	�� �����	����� ����	�� ���! ��"

��� #���$#
� �����������!� ��# ��� ��
���#������!� ������ ������"

�#� # ��� ��#�#����#% ����$#
 ϕ(z)� � &��� ����� �	 #'�� ��������"

�	
 ������ ������#� z = ϕ(z)� (������#���� ������������'�� �����"

)���#��

�	��	��� ����� ���	��
�� �� ���	
� z∗ ����
	
�� z = ϕ(z) �	�

��� � 
	������� ����� ���	��
����

u : |z − z0| ≤ δ


����
��� �������	
�� z0 ����� ���
�� ��� ���� � ���		 ������� ���	���


����

U : |z − z0| ≤ 2δ

��
���� ϕ(z) �
�����
� � |ϕ′(z)| ≤ ε < 1� ��� � ��	�����

!� ����	��

zn = ϕ(zn−1) �"� ���� � �����

��� ���
# z∗ � �����	 ���� ��	 �#$��

��	
�� ����	�
����

|zn − z∗| ≤ εn|z0 − z∗| ≤ εnδ. (113)

������
	���
�� 
	��	�� ���!#��� ������������ ��� ��
���#"

������!� ������ ��# n = 0 ������� z1 = ϕ(z0)� ��#���

|z1 − z∗| = |ϕ(z0)− ϕ(z∗)| =
∣∣∣∣
∫ z∗

z0

ϕ′(ξ) dξ
∣∣∣∣ ≤
∫ z∗

z0

|ϕ′(ξ| |dξ| ≤

*+



≤ max
ξ∈[z0,z∗]

|ϕ′(ξ)|
∫ z∗

z0

|dξ| ≤ max
ξ∈U

|ϕ′(ξ)||z0 − z∗| ≤ ε|z0 − z∗| ≤ εδ, (114)

��� �������	 
������ � ����	�������� ������� [z0, z
∗] �	������� � ����

�� U�� ������� � ���������� �	������ ��� z1 ∈ U � �
� � �����������

������	�����

|z1 − z0| ≤ |z1 − z∗|+ |z0 − z∗| < ε|z0 − z∗|+ |z0 − z∗| = (ε+ 1)|z0 − z∗| < 2δ.

 ������� �����!�� � �	���� z2 = ϕ(z1)� "�� � � �##$� ��%����

|z2 − z∗| = |ϕ(z1)− ϕ(z∗)| ≤
∫ z∗

z1

|ϕ′(ξ| |dξ| ≤

≤ max
ξ∈[z1,z∗]

|ϕ′(ξ)|
∫ z∗

z1

|dξ| ≤ max
ξ∈U

|ϕ′(ξ)||z1 − z∗| ≤ ε|z1 − z∗| ≤ ε2δ.

&���� � ������� ����������� �� �!���� maxξ∈[z1,z∗] |ϕ′(ξ)| �' ��	�� ���

z1 ∈ U �� �	�������	���� ����	�����'� ������� [z1, z
∗] 	���� � ����� U

���� ��� �� (��� ������� ����	� ���������� � ��	���� ������' �� ���

���%���� ε�� ������ ����� �	������ ��� z2 ∈ U � ����	��� � �����������

������	�����

|z2− z0| ≤ |z2− z∗|+ |z0− z∗| < ε2|z0− z∗|+ |z0− z∗| = (ε2+1)|z0− z∗| < 2δ.

)�� ����	���� �� *��� n �	����

|zn − z∗| = |ϕ(zn−1)− ϕ(z∗)| ≤ max
ξ∈U

|ϕ′(ξ)||zn−1 − z∗| ≤ ε|zn−1 − z∗| ≤ εnδ,

� �� (��� zn ∈ U � ����	���

|zn − z0| ≤ |zn − z∗|+ |z0 − z∗| ≤ (εn + 1)|z0 − z∗| ≤ 2δ.

)���� �
������ ��!��� ����� ����	���� �������������+ �� ���%n �'�

�	���� �!���� �##,�� )������ ���������

����� �����	
� ������'� �'*� ����� ������	��'% -������

����� �������� � �	� ��%������� ���	����'% ������ ���	��������%

.���!��� / (��� �	���� ���������� ���	������� ��������� .����	�0

zn+1 = zn − ε
f(zn)

f ′(zn)
, ε > 0, (115)

12



��� ε ��������	� 
���� ���������	�� ��������		�� ������

�����������	�� ����� f(z) = u(x, y) + iv(x, y)� �� ������� �����

��
�	� �
���

f(z)

f ′(z)
=

u+ iv

ux + ivx
=

(uux + vvx) + i(vux − uvx)

u2x + v2x
=

=
(uux + vvx) + i(vvy + uuy)

u2x + v2x
=

1

2

(u2 + v2)′x + i(u2 + v2)′y
u2x + v2x

.

�	����� ���������� ���������  ���	���� ��!�� ��

f(zn)

f ′(zn)
=

(
Re

f(z)

f ′(z)
, Im

f(z)

f ′(z)

)
=

1

2

grad |f(z)|2
|f ′(z)|2 . (116)

"�#��
� $� 
��� %&&'( ) #�� $� 
��� ������	��� 
����� �	��� ����	��

��� 	�*���	�� 
�	�
�
� $�	!+�� |f(z)|� , ��		�
 ������ #��� 
�	�
�


 ���	 	����

������� f(z) = z2 + 1� �����
 � ��	�	�� f(z) = 0� ,���
�
 �

!������� 	�����	��� � �-���	�� . z0 =
1
2 +

1
2i� /���� �� $� 
���
 %&&'(

������


z1 = −1

4
+

3

4
i, z2 =

3

40
+

39

40
, z3 = − 7

4080
+

4069

4080
i,

z4 =
217

46748640
+

46748741

46748640
i.

,��	�� ��� zk → i� 0�� �
� � z4 = 0.00000464 + 1.00000216 i�

��� ������� ���	�
 ��������� ���������

12 �� �	���
�� ������
 �����
 ����{
f(x, y) = 0

g(x, y) = 0
(117)

" �������
� ��� � �! ���	���� ��!�
���  ���	�� (x∗, y∗) �� ���������

D(x, y) =

∣∣∣∣∣∣∣∣
∂f
∂x

∂f
∂y

∂g
∂x

∂g
∂y

∣∣∣∣∣∣∣∣
�= 0 (118)
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���������	
� �� 
� ����
 ������������������ ��	��	���	�(x0, y0)� ���

��� �� ���
��� �������

0 = f(x∗, y∗) = f(x0, y0) + f ′x(x0, y0) · (x∗ − x0) + f ′y(x0, y0) · (y∗ − y0)+

+
1

2

(
f ′′xx · (x∗ − x0)

2 + 2f ′′xy · (x∗ − x0)(y
∗ − y0) + f ′′yy · (y∗ − y0)

2
)
, (119)

��� ��� ���	������� ������ ��� �!� ���	����� � ��!����� ��!� (c1, c2)�

c1 ∈ (x∗, x0)� c2 ∈ (y∗, y0)� "	������#	�� ������ ��� �!�  �� �� ���!��

����� 
���� ���	�	��� ������ ��� �!�� $����	
 ���� ���� ��!�(x∗, y∗)

� ������ ���	 �������� %&&'( ��	��� ��
��	� �� ��!����) (x1, y1)�

��	�!�) ! *�� ��!�� +�� �������	� ��	��� �� *� ��!� ��	�� ! 	��

	���
� ������	) �����	 � ��
 	������ ��!� (x0, y0)� �������
 ������

���

f ′x(x0, y0) · (x1 − x0) + f ′y(x0, y0) · (y1 − y0) = −f(x0, y0).
,��	��
 ������	���� �������� �� g %��� ��� �� ���� ����
� �� 
�

�����������
 ����������) ������ ��� �!�(

g′x(x0, y0) · (x1 − x0) + g′y(x0, y0) · (y1 − y0) = −g(x0, y0).
�����	���� �	��
� �	������ �������	� �� ���������	 ��!	 (x1, y1)�

,��	��
 �� � 
��	���
 �	��

A(x0, y0) ·

⎛
⎜⎜⎝

x1 − x0

y1 − y0

⎞
⎟⎟⎠ =

⎛
⎜⎜⎝
−f(x0, y0)

−g(x0, y0)

⎞
⎟⎟⎠ ,

���

A(x0, y0) =

⎛
⎜⎜⎝

∂f
∂x(x0, y0)

∂f
∂y (x0, y0)

∂g
∂x(x0, y0)

∂g
∂y(x0, y0)

⎞
⎟⎟⎠

'-



������ ����	
⎛
⎜⎜⎝

x1

y1

⎞
⎟⎟⎠ =

⎛
⎜⎜⎝

x0

y0

⎞
⎟⎟⎠− A−1(x0, y0) ·

⎛
⎜⎜⎝

f(x0, y0)

g(x0, y0)

⎞
⎟⎟⎠ ,

��	 A−1(x0, y0) 	��� 
������ ������� � A(x0, y0)� �� ����� ��� ��	�	���

�	�� D(x0, y0) �= 0 �� ��	�����	����� ������� 
�����

A−1(x0, y0) =
1

f ′xg′y − f ′yg′x

⎛
⎜⎜⎝

g′y −f ′y

−g′x f ′x

⎞
⎟⎟⎠

���	����	� ���	 ������	 ��� �����	 ������	�� � ����	 (x0, y0)!� "�
	�

���  �	�� (x0, y0) �� (xn, yn) � (x1, y1) �� (xn+1, yn+1)� ������
 ���	����

#�
��� ��� ��	����$⎛
⎜⎜⎝

xn+1

yn+1

⎞
⎟⎟⎠ =

⎛
⎜⎜⎝

xn

yn

⎞
⎟⎟⎠− A−1(xn, yn) ·

⎛
⎜⎜⎝

f(xn, yn)

g(xn, yn)

⎞
⎟⎟⎠ . (120)

%��������� #�
���� �����	 ����������� #�
��	 &������ �'()!�

������� &���	
 	*	��	 ����	
�{
x+ y = 3

xy = 1

+������	
 
�����

A(x, y) =

⎛
⎜⎜⎝

∂f
∂x

∂f
∂y

∂g
∂x

∂g
∂y

⎞
⎟⎟⎠ =

⎛
⎜⎜⎝

1 1

y x

⎞
⎟⎟⎠ ;

A−1(x, y) =
1

x− y

⎛
⎜⎜⎝

x −1

−y 1

⎞
⎟⎟⎠ ;

,)



��������� 	
���� � �������
� 	
����⎛
⎜⎜⎝

xn+1

yn+1

⎞
⎟⎟⎠ =

⎛
⎜⎜⎝

xn

yn

⎞
⎟⎟⎠− 1

xn − yn

⎛
⎜⎜⎝

xn −1

−yn 1

⎞
⎟⎟⎠
⎛
⎜⎜⎝

xn + yn − 3

xnyn − 1

⎞
⎟⎟⎠

���� �������� ��
 ��������
 �
 ���
���� �
 �
����{
xn+1 = xnyn−3xn+1

yn−xn
;

yn+1 = xnyn−3 yn+1
xn−yn .

�
����� �������
� �������� (x0, y0) = (1, 3)� �
���

(x1, y1) = (0.5, 2.5), (x2, y2) = (0.375, 2.625), . . .

(x5, y5) = (0.381966011.., 2.6180339887..)

� �
��� �
���! ≤ 10−10�

������� "����� �� ���� �������{
x2 + y2 = 2

x3 + y3 = 1

� ��
� ����� ����
����
 ��#
��� �������! 	
���{
xn+1 = 1

6
−3xn

2yn+4xn
3+yn

3−6 yn+2
xn(xn−yn) ;

yn+1 = 1
6
4 yn

3−3 yn2xn+xn
3−6xn+2

yn(yn−xn)
.

$�� �
� %� �������
� �������� (x0, y0) = (1, 3) �� �����
�  ��� �
�����

x7 = −0.8155162362 . . .� y7 = 1.1553931228 . . . � �
��� �
���! ≤ 10−10�

��	�
�� "���� �� ����� &������ ' �����(���{
xy + x+ 2 y3 = 0, x0 =

1
2 ,

xy + 2 x3 − y3 = 0, y0 = −1
2 .

{
exy + x = 0, x0 =

1
2 ,

y + 2 x3 = 0, y0 = −1
2 .{

exy + x = 0, x0 = −1
2 ,

1 + yx+ 2 x3 = 0, y0 =
1
2 .

{
ex + x− y = 0, x0 = −1,
ey + x3 = 0, y0 = −1.

))



��� �����	
��
 ��
� ��������

������� �	��� �
�
�
�����

�
�	 ������� �
�
���

����� ����	
� f(x) ��������� 
 ��������� �� ������� [a, b] 
 ���� 
��

������� ��� f 
���� �� ���� ������� ����� ���� ����� ���������� ��� ������

��������� 
 ������������ �
�
���� x∗�  ���� ��� ����� ����	
� �� ��!��


���� ��������" ����
���� �����
 �������� ��� 
���� ���������# ����
�

��� �� ����� 
� ���	�� �
�
 ����� �� ���" ���	�"� �������� $���� ����	
�

���������� ��������	��
� $�������� ��#�
 ����� x∗�

%������ �� 
�������� (a, b) = (a0, b0) ��� ����
 α0 < β0 
 �����
�

������
� f(α0) 
 f(β0)� ������ ���
���� f(α0) ≤ f(β0)� $���� ����� �
�

�
���� x∗ �� ��!�� ��!��� �� ������� [β0, b0]� &�#���
������� ���
 ��

x∗ ∈ [β0, b0]� �� �� ������� [α0, x
∗] ���� �� f(x∗) < f(α0) ≤ f(β0) 
� ����

����������� ����	
� f(x) ����
���� �� � ��������# ��� ���������# �����

c ���������� ����
���� f(c) ≥ f(β0)� '���� ���� �� ��!��� ���� ����	
�

��
���������

(�����
� 
� ������� [a0, b0] ��� 
� ���" ����!����� [a0, α0) 
�


(β0, b0]� �� ������� �� ��!�� ��"��
���� ����� �
�
����� (����)
# �����

��� �������
� [a1, b1]� *��
���� �
 f(α0) ≤ f(β0) ���� ���!
�� a1 = a0�

b1 = β0� �% ������ f(α0) ≥ f(β0) ������� ���!
�� a1 = α0� b1 = b0��

'�
� �����)����� ����# )��� *� ������ )��� ����� ����� ��� ����

�
���� ����
 α1 < β1 �� 
�������� (a1, b1) 
 
� ������� [a1, b1] �����������

����!���� [a1, α1)� ���
 f(α1) ≥ f(β1) 
�
 (β1, b1]� ���
 f(α1) ≤ f(β1)�

(����)
#�� ������� �������
� ����� [a2, b2]�

+������������ ��� �����)��
� ����� ������ ���" ����� α1 < β1 ��


�������� (a1, b1) ������� �
)� ���� ������ � �����# �����# ��
���� �!�

��������, �� ������-�� )���� *��
���� � ������������� ���
 ������

��� �������� ������� [a1, b1] = [a0, β1]� �� ������� ��!��� ����� α1� .�

/00



�� � �����	�� 
�� ��
����� ����� ������� β2 = α1� ���
� ���
���

������� ���� �
	� 	���� ����� α2 < β2�

� ��� 
��� ���� ���� k �� ������� ��� �� [ak, bk]� ��
�����!

������� ����� x∗ ��	������ � �� ���� �������� x∗ ≈ 1
2(bk + ak) �

�������	�! �����	����� 1
2(bk − ak)�

"����� ����� � ������ αk� βk ������ ����� ����� �������� ����	


���

������������ #������� ��� ����� α0� β0 ���� ���  ����� ��	�

��� �� [a0, b0]� ���

a0 < α0 < β0 < b0, α0 − a0 = b0 − β0,

� ��	��	� 
��	� ���� ��� �� [a0, b0] � 
��	 ������� ��
��� �� [a0, β0]

���	� ��	��	�� 
��	� $���� ��
��� �� � 
��	 �	���� ��
��� ��

[a0, α0]� �������

x = α0 − a0, δ = b0 − a0

�  ����� $�� ���
�	� %������	�

b0 − a0
β0 − a0

=
β0 − a0
α0 − a0

,
δ

δ − x
=

δ − x

x
.

&���
� ��������� ���
���	� ����		�

x2 − 3δx+ δ2 = 0, x ≈ 0.381966 d.

����� ���� ��� �����  ������� ��	�� ����������� �� %�������

α0 ≈ a0 + 0.381(b0 − a0), β0 ≈ b0 − 0.381(b0 − a0). (121)

�	���	� �������� ��� ��� ��������� � [a0, b0] ��� �� [β0, b0]� �� ��'

����� 	���! ��� �� [a0, β0]� � ������� ���������� ����� α0 ��'���	��

������� �
	�! � ����  ������� ��	��� (��� ���� 
������� 	����

����� α1 ��������	� ���� α0 ��	������	� )	��� 	����� ��� ��� ��

������� �	���  ����� ��	�� ����� 	����� ��� $�� �� 
���� ���

�����* a1 = a0� β1 = α0� b1 = β0� ������� � � ����	��	��� ��� � � +,-,.

α1 ≈ a1 + 0.381(b1 − a1), β1 ≈ b1 − 0.381(b1 − a1). (122)

,/,



�� �� �����	�
 ��� ������������� ������������
� �������� � ���

����������� �� [a0, b0] ����� [a0, α0]�

������ ����� � ����� ����� ��� ���� k 

αk ≈ ak + 0.381 (bk − ak), βk ≈ bk − 0.381 (bk − ak). (123)

!"���� ��������� ��"����� �� ���#� ��� $�"� ����#���
 �����%

�
�& ��&� #�� �� ���� ���" ������
' � #��"�
 �����#�� �� ���#�%

#���" $�"�� (#��� ��� ��"������ ���������� )���� ���*� ���#�

�� ����������" ��������� �������� ��&$�
 �"��$���&� +,��� ��%

����#����
 ���� �����&��� $�"� ������������& ��� ���� ������
�

+�	��� ��#���
 #��&� ��#����' �������� ���� �- $�"� �����

b10 − a10 ≈ (0.618033989)10 (b0 − a0) ≈ 0.00813 (b0 − a0).

��� �����	
��
 ��
� ��������

������� 	��� �
�
�
����� �
�	 ������	�
��

.� ��������� ���# ��������	�� )���	�� #��� ���������� f(x, y)' �

� "#���
 � #�
 )���	�/ ���" ��������� ����������� 0������' ��

�����#��
 )���	�� f(x, y) � ����������� τ = (α, β) ������
���
 �

)�����

∂f

∂τ
=

1√
α2 + β2

df(x+ αt, y + βt)

dt
=

=
1√

α2 + β2

(
α
∂f

∂x
+ β

∂f

∂y

)
=

α√
α2 + β2

∂f

∂x
+

β√
α2 + β2

∂f

∂y
.

+����

τ0 =

(
α√

α2 + β2
;

β√
α2 + β2

)
, grad f =

(
∂f

∂x
;
∂f

∂y

)
,

�"#�
∂f

∂τ
= (τ0, gradf) .

�-�



������ ��� 	
�������� ���
��	�� ����
	�� ��	���� f ��������� � ���

����
�� ����
 ���	��	�� ����� τ0 ������������	 �� 	
�
���	�� �
�

���	�� ��	���� f � ����

τ0 = − 1

|grad f |grad f,

� ����

∂f

∂τ
= −|grad f |.

 
 !��� � ��	��
	 ����� 
	��
���	�
� ������ 	
�
��	�� �������	��

M0(x0, y0) ����� ��	����
� "� �
��� �����	�� �# ����� M0 � 	����

�����M1 = M0−ε grad f(M0) $�� 	
�
���	�� 
	���
���	�
 τ = M0,M1%

�����

f(M1)− f(M0) ≈ |τ | ∂f(M0)

∂τ
= −|τ | |grad f(M0)| = −ε|grad f(M0)|2,

��� ε & �
��� ����������	�� ������ "�!���� �� ����
���	� �
��� ε

f(M1) ≈ f(M0)− ε|grad f(M0)|2 < f(M0).

'
��� �����	�� �
� ���
�� ��� �# �����M1� (����
 �����
���) �����


��) ���
���� "���� #
�
	� 	
�
��	�� �������	�� M0(x0, y0) �������

����� ��	����
� "��
�
��

Mk+1 = Mk − εk grad f(Mk), k = 0, 1, . . . (124)

*���� �	������� ε $�����
�+�� #
 ������	� �
�
% ����+� ����) 	���

	� �
����
�� � ������� ����
� "� !��� 	
 �
���� �
�� 	
�� �
��

��� 	
������� �
���� ����� ������������+�� #	
��	�� f ���	��
����,

f(Mk+1) < f(Mk)�

-./



� ��������� 	�

������������

��� �����	
��
 ���������� �
���� ������

�� ������� 	
����� ��	������ ������� ����� ������������ ��� ��
��

��� f(x) �������������	
 ���
����� ����� �
�� ������������ ������

����� ����������� f ′(x) � ���� x �����
�� �
 ���	��� ������
�

f(x+ h) = f(x) + f ′(x)h+
1

2
f ′′(c)h2,

��� c ∈ (x, x+ h)� ����
 �����
�	

f ′(x) =
f(x+ h)− f(x)

h
− 1

2
f ′′(c)h,

� �� 

f ′(x) ≈ f(x+ h)− f(x)

h
,

� �����!��� �

δ =
h

2
M2(f), M2 = max

c∈[x,x+h]
|f ′′(c)|.

�� ���������� ���	��� ����� ����� �� ���"��� ��������h� #���

����� ��$ ������ ��

f(x+ h) = f(x) + f ′(x)h+
1

2
f ′′(x)h2 +

1

6
f ′′′(c1)h3,

f(x− h) = f(x)− f ′(x)h+
1

2
f ′′(x)h2 − 1

6
f ′′′(c2)h3,

c1 ∈ (x, x + h)$ c2 ∈ (x, x − h)$ �$ ����
" �� ������� �
�����
 �����$

������	

f(x+ h)− f(x− h) = 2f ′(x)h+
h3

6
(f ′′′(c1)− f ′′′(c2)) ,

����


f ′(x) ≈ f(x+ h)− f(x− h)

2h
,

� �����!��� �

δ =
h2

12
M3(f), M3 = max

c∈[x−h,x+h]
|f ′′′(c)|.

%&'



�� �������� 	�
���� 		
�������� ����� � ����� 	� ���������

������ �� ��
���� �����


f(x+ h)− f(x) = f ′(x)h+
n∑

k=2

1

k!
f (k)(x)hk +

1

(n+ 1)!
f (n+1)(c)hn+1, (125)

��� c ∈ (x, x+h)� ����� �����
��� ������
 � 	�	
�� 
!���� � �� �

���� hp" p = 1, . . . , n� �������� � 
������� #$%&' 	����
���� h = hp"

p = 1, . . . , n" �" ������� 	������� � 
������ � ������
 � ���� Ap"

������ ��� (�� 
������� ����
n∑

p=1

Ap(f(x+ hp)− f(x)) = f ′(x)

(
n∑

p=1

Aphp

)
+

n∑
k=2

(
n∑

p=1

Aph
k
p

)
f (k)(x)

k!
+

1

(n+ 1)!

n∑
p=1

Apf
(n+1)(cp)h

n+1
p , (126)

��� cp ∈ (x, x+ hp)� )���" 	���� � 	����� 
������{ ∑n
p=1Aphp = 1∑n
p=1Aph

k
p = 0, k = 2, . . . , n.

(127)

*� ������ ����� ������������ 
������ A1, . . . , An 	
� ��+�� �+�
� 	�,

	
�� 
!���� � � ������ � �� ���� !�������hk" 	�������� �� �	
�����,

���� ���� h1 · h2 · · ·hn ·W " ��� W - �	
��������� .���
����� ��������

� #$%/' �������� 
������" 	������

f ′(x) ≈
n∑

p=1

Apf(x+ hp)− Af(x), A =
n∑

p=1

Ap, (128)

� 	��
��������

δn ≤ 1

(n+ 1)!
Mn+1

n∑
p=1

|Ap||hn+1
p | ≤ hn+1

(n+ 1)!
Mn+1

n∑
p=1

|Ap|, (129)

���

Mn+1 = max
c∈[x−h,x+h]

|f (n+1)(c)|, h = max
p=1,...,n

{|hp|}.

$0&



����������� ������� �����	
 ���� 	���� �������� � ����	 �����

��������� ���	���	� ���	��� �  �����	����!

Ap = (−1)n+1

∏
q �=p hq

hp

1∏
q �=p(hp − hq)

= (−1)n+1

∏
q �=p hq

hp

1

Q′(hp)
,

"��

Q(x) =
∏

q=1,...,n

(x− hq).

#�"�� �$��%� ��"�������� ��&� 	���� ���������� � ����

δn ≤ Mn+1

(n+ 1)!

n∑
p=1

|Ap||hn+1
p | ≤ h2n−1

(n+ 1)!
Mn+1

n∑
p=1

1

|Q′(hp)| .

������	� '���� n = 3 �

h1 = h, h2 = 2h, h3 = 3h,

��"�� ����� �����	� ����� ��(���	

A1 =
3

h
, A2 = − 3

2h
, A3 =

1

3h
,A =

11

6h
,

� δ3 ≤ 9
4h

3M4� )���� � ����� ��"�������� �$�����*��� �� ���	��� ��&��

#� ���� ���������� ���	���

f ′(x) ≈ 1

h

(
3f(x+ h)− 3

2
f(x+ 2h) +

1

3
f(x+ 3h)

)
− 11

6h
f(x)

� �%������+ ��"��������* δ3�

'�� n = 4 �	��	

f ′(x) ≈
1

h

(
1

24
f

(
x− 3

2
h

)
− 9

8
f

(
x− 1

2
h

)
+

9

8
f

(
x+

1

2
h

)
− 1

24
f

(
x+

3

2
h

))
� ��"��������* δ4 ≤ 3

512h
4M5�

�,-



��� �����	
��
 ���������� ������ ������

��������� 	
� �
 �
	���� ����� ������	� ������� ����
���� ��������

��� �	����� ������� ��
���� ����� �����
� ���
��	�� �� !"
n∑

p=1

Ap(f(x+ hp)− f(x)) =

= f ′(x)

(
n∑

p=1

Aphp

)
+

f ′′(x)
2

(
n∑

p=1

Aph
2
p

)
+

+
n∑

k=3

(
n∑

p=1

Aph
k
p

)
f (k)(x)

k!
+

1

(n+ 1)!

n∑
p=1

Apf
(n+1)(cp)h

n+1
p . (130)

#
�
�� ��
�	� �� $" ���	���� ���	
��⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩
∑n

p=1Aphp = 0∑n
p=1Aph

2
p = 2∑n

p=1Aph
k
p = 0, k = 3, . . . , n.

(131)

%	� ���	
��� ��� �	�
�
�� �&�
� ��

	 
���	�
���
 �
�
��
 ��� �'(��

��(��
 ������� �������&) � �	����&) �	 ���� ����
���) hk� *
��� +	�

���	
�� � ���	���� �
�
��
 � ��,-"� �������

f ′′(x) ≈
n∑

p=1

Apf(x+ hp)− Af(x), A =
n∑

p=1

Ap, (132)

� ����
����	�' ���� �� .""

δn ≤ 1

(n+ 1)!
Mn+1

n∑
p=1

|Ap||hn+1
p | ≤ hn+1

(n+ 1)!
Mn+1

n∑
p=1

|Ap|.

/��������� �&�����'	�� ��������&
 (��

 �&����) ��������

������� ��� n = 4 ��

�

f ′′(x) ≈
1

h2

(
− 1

18
f

(
x− 3

2
h

)
+

9

2
f

(
x+

1

2
h

)
+

9

2
f

(
x− 1

2
h

)
− 1

18
f

(
x+

3

2
h

))
−

�-$



− 80

9h2
f(0)

� ���������	
� δ4 ≤ 3
320h

3M5�

������� ��	
 n = 4� ���	���� ����������	����� ������� ���

αf ′(x) + βf ′′(x)� ���� ������� � 	����� x+ kh� k = 1, 2, 3, 4�  ����

h2 (αf ′(x) + βf ′′(x)) =(
−25

12
hα +

35

12
β

)
f(x)+

(
4hα− 26

3
β

)
f(x+h)+

(
−3hα +

19

2
β

)
f(x+2h)+

+

(
4

3
hα− 14

3
β

)
f(x+ 3h) +

(
−1

4
hα +

11

12
β

)
f(x+ 4h)

� ��������� ��	�
��������

��� �����	�
�� ����� �
�������

��	
 f ∈ C([a, b]) � ���	
 �� [a, b] ������ n ������� ��������� 	����

x1, . . . , xn !����� ������	
 �� ������	������ ������"� #������� ������

���������� ��	����������� ���	��	 � 	��� �	��� �������	
 ������$����

�������� ��	������ � ����%
� ������	����� ����&∫ b

a

f(x) dx ≈
n∑

k=1

Akf(xk). (133)

����' ����	�' ��	�� �	������� 	���� ���� ���	��	 � 	��� �	��� ���

�������� ����� xk �������	
 ����� Ak 	��� �	��� ������� !())" �����*

�����
 ��� �	�����' hm(x) = xm� m = 0, . . . , n − 1� +	� ��������
�� 	�*

��� �	� ������� !())" ���	 	����� �������� ��	������� �	 �����������

Pn−1(x) = pn−1xn−1 + . . . + p0 �	����� ≤ n − 1� , -	�� ������ ������	� �	�

������� !())" 	���� �� ����������� �	�����≤ n−1�  ���' ����� Ak ���	

��������� ���	�	
� �	� �� ������� !())" ������	�� ������� ������$�����

�������� ��	������ � �	 ������ ���	�	���� ������� ����.�'�

(/0



����������	 ������ �������	 ��
�� ������������  ����� �����

��� ������ �������� hm = emx�

��������� ������� �����	 [a, b] = [−1, 1]� � ������ ������ ��������

������ ∫ 1

−1
xm dx =

n∑
k=1

Akx
m
k , m = 0, . . . , n− 1, (134)

� ����������� ��� ���� n ���	�� �������	 ��! ���������! ��"���

������ Ak#
n∑

k=1

Akx
m
k =

xm+1

m+ 1

∣∣∣∣
1

−1
=

{
0 m = 2s+ 1
2

m+1 m = 2s
, m = 0, . . . , n− 1. (135)

$���������� "��	 ������

W =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 ... 1

x1 x2 ... xn

... x2 ... ...

xn−11 xn−12 ... xn−1n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
���� ����������� ����������� � ���  ���%� �������� �����!���! ��

�������

W =
∏

1≤i<j≤n
(xj − xi).

&��� �������� � ������ ������� ����� ��������Δ �= 0 � ������������

��� ������ '()*+ ���� ����������� ��%��� Ak� k = 1, . . . , n�

,������ �� ��%� ������ ���������� ��! ������� [−1, 1]# �� ���

����� ����������� ���� xk ∈ [−1, 1] ��%� ���� Ak� �� ������ 

��������� '()-+� .���	��� ������ � �����/ ������������ ������� [a, b]�

� "��� ������ ������ ��������� ����������! ������! � �
� ��������

������� ������	 ���������	� ,�	���������� �����

x̃ =
b− a

2
x+

b+ a

2
, dx̃ =

b− a

2
dx.

(01



����� ∫ b

a

f(x̃) dx̃ =

=
b− a

2

∫ 1

−1
f

(
b− a

2
x+

b+ a

2

)
dx ≈ b− a

2

n∑
k=1

Akf

(
b− a

2
xk +

b+ a

2

)
,

�� ���	∫ b

a

f(x̃) dx̃ ≈ b− a

2

n∑
k=1

Akf(x̃k), x̃k =
b− a

2
xk +

b+ a

2
. (136)


�� ������ ����� ���� ������ �������� ���������� �� ��������	���

���������� Pn−1(x) = pn−1xn−1 + . . .+ p0 ������� ≤ n− 1�

��� �����	
 ������
 � ����� ��	
�� ��
��
����

����� ������ ���������� �������������� �� ��� ������������� ���

�� x1 = −1 x2 = 0 x3 = 1� !�� "���� ������� ������ ���������⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

A1 + A2 + A3 = 2

−A1 + 0 + A3 = 0

A1 + 0 + A3 = 2/3

#��$�� ������ A1 = A3 =
1
3  A2 =

4
3 � %��� ∫ 1

−1
f(x) dx ≈ 1

3
(f(−1) + 4f(0) + f(1)) (137)

!�� ��������	���� ������� [a, b] ���$�� � �� ������ &'()* �������∫ b

a

f(x) dx ≈ b− a

6

(
f(a) + 4f

(
a+ b

2

)
+ f(b)

)
. (138)


�� ��������� ���������� ������� +������ &� ���� �����*�

���������	
 ������ ��������� ,� ������ &'(-* ���∫ x0+h

x0−h
f(x) dx ≈ h

3
(f(x0 − h) + 4f(x0) + f(x0 + h)). (139)

''.



���������� 	�
�������

δ(h) :=

∫ x0+h

x0−h
f(x) dx− h

3
(f(x0 − h) + 4f(x0) + f(x0 + h))

��� ������ �� h� ������ 	��������� �	����������

δ′ =
2

3
f(x0 + h) +

2

3
f(x0 − h)− 4

3
f(x0)− h

3
(f ′(x0 + h)− f ′(x0 − h)) ,

δ′′ =
1

3
f ′(x0 + h)− 1

3
f ′(x0 − h)− h

3
(f ′′(x0 + h) + f ′′(x0 − h)) ,

δ′′′ = −h

3
(f ′′′(x0 + h)− f ′′′(x0 − h)) = −2h2

3
f ′′′′(c), c ∈ (x0 − h, x0 + h).

������ � ������ ��
� ��� δ(0) = δ′(0) = δ′′(0) = 0 	�!����

|δ′′(h)| ≤
∣∣∣∣δ′′(0) +

∫ h

0

2t2

3
f ′′′′(c)dt

∣∣∣∣ ≤M4
2h3

9
,

|δ′(h)| ≤
∣∣∣∣δ′(0) +

∫ h

0

M4
2t3

9
dt

∣∣∣∣ ≤M4
h4

18
,

|δ(h)| ≤
∣∣∣∣δ(0) +

∫ h

0

M4
t4

18
dt

∣∣∣∣ ≤M4
h5

90
.

��� �����	�
���		� ��
���� ������	� �� �	�����

������ ����
���
�

����"��� ������� [a, b] � 2n ����# ��
����� �!�� h ������� xk�

a = x0 < x1 < x2 . . . < x2n = b,


�� xk = a+ h k, h =
b− a

2n
, k = 0, . . . , 2n

$����� �"������� yk = f(xk)� �� ��%��� 	��� �������� [x2m−2, x2m−1] ∪
[x2m−1, x2m] m = 1, 2, . . . , n 	������ �����!� �&'(�∫ x2m−1+h

x2m−1−h
f(x) dx ≈ h

3
(y2m−2 + 4y2m−1 + y2m), (140)

&&&



� ����� ���	
����
�� ����	��� ������ ���
��� ����
�
 ����	��∫ b

a

f(x) dx ≈

≈ h

3

(
y0 + y2n + 2 (y2 + y4 + . . .+ y2n−2) + 4 (y3 + y5 + . . .+ y2n−1)

)
. (141)

�� �������	�� ��������	� ��������

r = n ·M4
h5

90
= nh ·M4

h4

90
=

b− a

180
M4h

4, M4 = max
x∈[a,b]

|f (4)(x)|.

��� ����� 	�
����

 ��� ����! ��	����� ������������ �"��!���
�#� � ������� �� ���!#$

!
%��� ����!� 	�	���� � ���& ���'# ��� ��!�#( ��	��( A = Ak = 2/n

��!�'���� 
��# xk ��"& ���'# ����
��∫ 1

−1
f(x) dx ≈ 2

n

n∑
k=1

f(xk), (142)

'#�� ����� � ��������( 	����� n� ) *��� ��!��� �����	� n �������$

��� x1, . . . xn& ��!��+�%�( ����!����,� )���& ��!	������ � ���-� ���'#�

	����� ���
��� 	�	���
 �� n + 1 
������ �� "������ ������ 
������

�#������	� ����������	"�& ��� �,'#( xk�.⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

A + A + . . .+ A = 2, A = 2/n

x1 + x2 + . . .+ xn = 0

x21 + x22 + . . .+ x2n = n
3

x31 + x23 + . . .+ x3n = 0

x41 + x43 + . . .+ x4n = n
5

... + ... + . . .+ ... = ...

xn1 + xn3 + . . .+ xnn = n(1+(−1)n)
2(n+1)

/	���� ��
!�	�� ��� ������ 	�	���# 0 � �� ������	��� 1� 	
$

%�	��
�� 	��	�' 	��!��� !��� 	�	���# " �"������
 ����'�����	"��



�����, ����!"� n� �%� �!� �!�	����" 	�	���� � ���& ��� ��� n ≥ 10

� n = 8 *�� 	�	���� ����� "�����"	#� ������� 2!�	� �# � �	��������$

��-



���� �� ��	
�������� �
���	�� ���� ��������� �
��������� 
������

{x1, . . . , xn} �
� 
���� n�

{−0.7946545, 0.7946545, 0.1875925, −0.1875925}

{0.8324975, −0.8324975, 0.3745414, −0.3745414, 0}

{0.8662468, −0.8662468, 0.4225187, −0.4225187, 0.2666354, −0.2666354}

��� ����� 	
���


���� ����	 ���������� �����
�
������ ������� � ���� ����� ��	��
��� �

����� Ak� � ���� xk ���� ����� ��
���� � !!" ���� ������ �� ����������

������� 2n − 1# $� � ��
�	������� ������ ��%�	����� ��������� ����

����	�# &���
� ������� 2n ��
����
�� A1, . . . An� x1, . . . xn� ��	����'�

��
�	�����(#

�������� )������ 
������
�� ������ ��
���� [−1, 1] � ������� ��*

����� �
�������∫ 1

−1
xm dx =

n∑
k=1

Akx
m
k , m = 0, . . . , 2n− 1. (143)

+���� 2n− 1 ��������� �
������� 	�� ��
�	������ �������� ��
����*


��# ,����
�	�������� 
������ -��� ���������� ������� ������ ���
�	��*

������# .���� �
�	����� ���	�('�� ����	 �� 
������# /������
�� ���*

������� ��������

Ln(x) =
((
x2 − 1

)n)(n)
.

,��
���
�

L0 = 1, L1 = 2x, L2 = 4(3x2 − 1), L3 = 4x(5x2 − 3).

��� ���������� ����	�(� ���	�('��� ������� ����������#

 # 0�������� Ln �
��������� �� ��
���� [−1, 1] ����������� �������

  !



k < n� �� ���� ∫ 1

−1
xkLn(x) dx = 0, k = 0, . . . , n− 1. (144)

��� ��	
� ���������� ����	��������� �� �������

�� ���	����� Ln ����� ���� n ������� ��������� �������������


����� xk� k = 1, . . . , n� �� �������� (−1, 1)� ������� ��  
������ 
���

�������� ����� ����������  �������  !"#$ ����
� �����n ��������� ��

���� ��� m = 0, . . . , n−1� ��%�� &�� ���������� ������������ ����������

��������� A1, . . . An  
�
 &�� ��������  �������  !#'$$� (�
�)��� ��� ���

	�� *���� �������� � ����%���� �������   !"#$ ���m = n, . . . , 2n−1�

+������������ ����� m ≥ n  � m ≤ 2n− 1$� (�������� xm  ���

xm = Cp(x)Ln(x) +Rq(x),

	�� Cp(x) , -���� ������ � Rq(x) , ������
 ��� ������� xm/Ln(x)� ���

���	������ ���������.� �����./��� ������� 0 ������� p ���	������

Cp(x) � ������� q ���	������ Rq(x) ����%� ������� ���	������ Ln� �� ����

�*� ������� < n� (���� ������� �� ��	�� ��� p+n = m ≤ 2n−1� p ≤ n−1�

� ����� 1 �� ��	�� ��� ������� �����
� ��	�� ����%� ������� ���������

2��.��� �������  !""$ � ������ ����� Ak� ��������∫ 1

−1
xm dx =

∫ 1

−1
Cp(x)Ln(x) dx+

∫ 1

−1
Rq(x) dx =

= 0 +
n∑

k=1

AkRq(xk) =
n∑

k=1

AkCp(xk)Ln(xk) +
n∑

k=1

AkRq(xk) =

=
n∑

k=1

Ak (Cp(xk)Ln(xk) +Rq(xk)) =
n∑

k=1

Akx
m
k

��� m = n, . . . , 2n − 1� �� ������������� ��
)� ���� ��� Ln(xk) = 0 ��

�������������
n∑

k=1

AkCp(xk)Ln(xk) = 0.

!!"



��� � ������	
��� �������� ����

�������� 	�
������ ������� ���

� 
 n �������

�� �	����� ������
�� ���	���	

Ln(x) =
1

2nn!

((
x2 − 1

)n)(n)
;

�� �	����� ��� ����	��� �	�
����� ���������
���� 
��	!�� �	 ��"

����	
� (−1, 1)� #���� xk k = 1, . . . , n$

%� ����	�
&�� ������' '�	������ ��%(��
n∑

k=1

Akx
m
k =

∫ 1

−1
xm dx =

1 + (−1)m
m+ 1

, m = 0, . . . , n− 1,

��#'�	 �	����� #�)**�+����� Ak k = 1, . . . , n$

(� ��
'�	�� #�	��	�'��', *���'
' �
& �����#	 [−1, 1]∫ 1

−1
f(x) dx ≈

n∑
k=1

Akf(xk),

����', �	 ������
��	� ������� 2n− 1

-� ��������� # ��!��' �
'�	, �����#	 [a, b] �� *���'
� ��%.�

/�� ��#	�	��
����	 �������� �+��#' �����0�����

Δn =
(b− a)2n+1(n!)4

((2n)!)3(2n+ 1)
max
x∈[a,b]

|f (2n)(x)|.
�������� ��	����& ��� n = 1, 2, 3, 4 ���	����&{

(n!)4

((2n)!)3(2n+ 1)

}
=

{
1

24
;

1

4320
;

1

2016000
;

1

1778112000

}
.

������� ��
'��� #�	��	�'��', *���'
' 1	'��	 ���
������ ����"

������	��& � ����& '�
	��

2�0	�� '�	������ L3(x) = 0 �� ���� x(5x2 − 3) = 0 3	����� #�	�"

�	�'���� '�
� x1 = −√3/5 x2 = 0 x3 =
√

3/5 2�0	& ������' ��%(� 

�	����� #���� A1 = A3 = 5/9 A2 = 8/9 4 ���'
��	�� �����∫ 1

−1
f(x) dx ≈ 1

9

(
5f

(
−
√

3

5

)
+ 8f (0) + 5f

(√
3

5

))
.

��-



��� �����	��
���� ������ [a, b] �� ������� ����� �����∫ b

a

f(x̃) dx̃ ≈

≈ b− a

18

(
5f

(
−b− a

2

√
3

5
+

b+ a

2

)
+ 8f

(
b+ a

2

)
+ 5f

(
b− a

2

√
3

5
+

b+ a

2

))
.

(145)

���	���� ��� ������� ������ ��� n = 4 ��� ������ [−1, 1] �������� �

�����	��
���� ������ [a, b] ��	������� �� ������� ������ 

∫ 1

−1
f(x) dx ≈ 0.3478548451 f (−0.8611363116)+0.6521451549 f (−0.3399810436)+

+0.6521451549 f (0.3399810436) + 0.3478548451 f (0.8611363116) .

�� ��������	�
���� ��
������

!�������� �"#���	����� ��������$���
��� ���	����� � ��%��
�#� ����&

	��� �����%� '����

y′ = f(x, y), y(x0) = y0. (146)

(�����) %� �� ��*�� ��+�� ����%�
 	�� �����	���#� ������� y = y(x) 

,� ��
) ������ �� ��	���	�

y′(x) = f(x, y(x)), (147)

����%���

y′′(x) = f ′x(x, y(x)) + f ′y(x, y(x))f(x, y(x)), (148)

y′′′ = f ′′xx + f ′′xyf + (f ′xy + f ′yyf)f + f ′y(f
′
x + f ′yf), (149)

� �� ����� 

!�������� ������#� ����# ���"��+������ ������� ����%� ��*�� 

���



���� ����� 	
���

����� �����	� �	 
����� ������	 � �	 �	������� ������

y(x+ h) = y(x) + y′(x)h+ r1(x) = y(x) + f(x, y(x))h+ r1(x),

���

r1(x) =
1

2
y′′(c)h2, c ∈ (x, x+ h).

���	�	� xk = x0+kh� k = 0, 1, . . .� y(xk) = yk � ����	���	� ���	������ ����

r1� ����	�� �	����� 
���� ��� �	!�"����� ������"������ ��#�����

yk+1 = yk + f(xk, yk)h, h = xk+1 − xk, y0 = y(x0). (150)

$�%	�&�	� �������& 
����� ��'(� ����� ������% h2) *�� �+�	�	��� ���

��� ������ +�	����� yk ���� ,�� +�	����� yk+1 ��#���� �����������

������"���� � 	���� ���� �����#����& � ��� ,�� ������%h2 ��� �	��!

h)

���� ���������
 ����� 	
���

-��� 
�%.�� f(x, y) +	�	�	 � ���� 	�	�������%��� ���	"���� � �� ��/

"�� ��������& +�	����� �� �	����! ����+�����! ������� �����%	� �� 
��/

�� ��'(� ��"�� ������&� � ����,& �	������	 ���0�) 1������ ��������


���� ������	� ������

y(x+h) = y(x)+y′(x)h+
1

2
y′′(x)h2+r2(x), r2(x) =

1

6
y′′′(c)h3, c ∈ (x, x+h).

2�� �	 � �+ ������ ���0� �	!����

y(x+h) = y(x)+f(x, y(x))h+
1

2

(
f ′x(x, y(x)) + f ′y(x, y(x))f(x, y(x))

)
h2+r2(x).

(151)

2�� �	 ����	�� �	����� 
���� ��� ������"������ ��#����

yk+1 = yk + f(xk, yk)h+
1

2

(
f ′x(xk, yk) + f ′y(xk, yk)f(xk, yk)

)
h2. (152)

$�%	�&�	� �������& 
����� ��'3� ����� ������%h3) �� �	%�� �!��� ��"/

�� ������& 
���� *����	 � �	���� ���	���� ����� ��	�	���� � 
�����

���



������� � �	
����� ������ ��� 
���������� ������ y ����� ��	����


������� ���
� �������

���� ����	 
���������

 ����� ��!"� ����� ��� ����	�����# $�� �� �	�%�� �����	� �����&��	��

��$�	���� $�	���� 
���������� �� ������ f(x, y)# ��
�����# �	�� ���

������ �����$���� ���$������ ���� &� '�� 
���������� ���(� �$��� %��)

������� ����� *�'��� �

���	������ �����+�� � ��!�� ����&����

F (h) = f(x, y)h+
1

2

(
f ′x(x, y) + f ′y(x, y)f(x, y)

)
h2 (153)

�������� �����������

G(h) = h (αf(x, y) + βf(x+ γh, y + σh)) ,

�� 	����&�+�� $�	���� 
����������� ,�� '��%� -���$��� α# β# γ# σ 
��)

����� ���# $���� |F (h) − G(h)| = O(h3)� ��%�� ��������� ��$��	�� 
��)

$����� ������ ���� 
�)
��&��� ����� 
������ h3�

- �������.�� ��������� ���� 	$�����# $�� x � y / ������	����


��������� ��� ���(+�� ����.���� � ��.���( y = y(x)�� *� ������

������� ����� �	 ��$��	��( �� ����$�� 
������ h3�0

G(h) ≈ h
(
αf(x, y) + β

(
f(x, y) + f ′x(x, y) γh+ f ′y(x, y) σh

))
=

= (α + β)f(x, y)h+ β
(
γf ′x(x, y) + σf ′y(x, y)

)
h2.

1�������� 
��$����� ����&���� 	 ��!2�# 
��$��� �����	���0

f(x, y)h+
1

2

(
f ′x(x, y) + f ′y(x, y) f(x, y)

)
h2 =

= (α + β) f(x, y)h+ β
(
γ f ′x(x, y) + σ f ′y(x, y)

)
h2.

3�	(�� �������

α + β = 1, βγ =
1

2
, βσ =

f(x, y)

2
,

��4



α = 1− β, γ =
1

2β
, σ =

f(x, y)

2β
.

� �������	�� 
���� ����� ����	�� ��������� �	������� �������

yk+1 = yk + h

(
(1− β)f(xk, yk) + βf

(
xk +

h

2β
, yk + f(xk, yk)

h

2β

))
. (154)

����� ��	�	�� β = 1
2 �  ��	

yk+1 = yk +
h

2
[f(xk, yk) + f (xk + h, yk + f(xk, yk)h)] . (155)

!�" �	����	# �$� ��"���%�� ��������� �����
	�������� 
��"���&

�"'�

v1 = f(xk, yk), v2 = f (xk + h, yk + v1h) , v3 = v1 + v2, yk+1 = yk +
h

2
v3.

(156)

(	) ����	���* �)	���	% ������ ������ ����� "���� ��%�)h3� +�&

����
��� ���� ����� �#��� �� $� �"�	� ��" ��"
�%��% 
 ���	
��"&

)	#� !�"
���� ��"��� �#���* �)	���	% ������ )��' "���� ,&' ��%&

�)�

v1 = f(xk, yk);

v2 = f(xk + h/2, yk + v1h/2);

v3 = f(xk + h/2, yk + v2h/2);

v4 = f(xk + h, yk + v3h);

yk+1 = yk + (h/6)(v1 + 2v2 + 2v3 + v4).

��� -�" �#��� �	��
	���% ��.	�
��"* ��)��)� ��" 
��"����"" yk+1

"�������� ��	���"� yk ���) 
 ��' ���������' ��)��

��/



���� ����	
� ��	�	��������� �����	���

���������� 	�
���{
u′ = F (x, u, v)

v′ = G(x, u, v)
, u(x0) = u0, v(x0) = v0, (157)

���������� ��	������ u = u(x)� v = v(x)�

���� ����
��� �	 ���������� ������

u(x+ h) ≈ u(x) + u′(x)h, v(x+ h) ≈ v(x) + v′(x)h,

��� �� ������� � ���
�
����� ������� �������� ������� ������ 
� 

	�
��� !"#$%&{
uk+1 = uk + F (k) · h
vk+1 = vk +G(k) · h , F (k) = F (xk, uk, vk), G

(k) = G(xk, uk, vk),

(158)

�
� xk = x0 + k h� uk = u(xk)� vk = v(xk)� k = 0, 1, . . .� ���� ����
��� �	

����� ����� ������

u(x+ h) ≈ u(x) + u′(x)h+
1

2
u′′(x)h2 = u(x) + F h+

1

2
(Fx + FuF + FvG)h2,

v(x+ h) ≈ v(x) + v′(x)h+
1

2
v′′(x)h2 = v(x) +Gh+

1

2
(Gx +GuF +GvG)h2,

�� ������� ������� ������� ������ 
� 	�
��� !"#$%&⎧⎨
⎩

uk+1 = uk + F (k) · h+ 1
2

(
F

(k)
x + F

(k)
u F (k) + F

(k)
v G(k)

)
h2

vk+1 = vk +G(k) · h+ 1
2

(
G

(k)
x +G

(k)
u F (k) +G

(k)
v G(k)

)
h2

, (159)

'
��� ������ �
�(� (k) �	������ ��� �������������� ��()� �������*

� � ���(� (xk, uk, vk)� �
� xk = x0+k h� uk = u(xk)� vk = v(xk)� k = 0, 1, . . .�

� ������� ��
� !"#$% ���
��� ������� ������� ��� 
(� ��
�

y′′ = G(x, y, y′), y(x0) = u0, y′(x0) = v0.

+�������� ������ ���	���� y = u� y′ = v� ���
� ,�� ������� ����

"-.



���������� 	 	�
� �������{
u′ = v

v′ = G(x, u, v)
, u(x0) = u0, v(x0) = v0.

������� ����� ������������ ������� ����� ������� ������ �� ��������⎧⎨
⎩ uk+1 = uk + vk · h+ 1

2G
(k)h2

vk+1 = vk +G(k) · h+ 1
2

(
G

(k)
x +G

(k)
u vk +G

(k)
v G(k)

)
h2

(160)

������ !����� ����������� "�
�#� $���

y y′′ − y′2 = y2, y(0) = 1, y′(0) = 0.

% &��� ���#�� ��� y = u' y′ = v ���	����� "�����	����� 	 	�
� �������{
u′ = v

v′ = u+ v2

u

, u(0) = 1, v(0) = 0.

(���� G(x, u, v) = u+ v2

u � ��)*� ��������� 	�
⎧⎨
⎩

uk+1 = uk + vk · h+ 1
2

(
uk +

v2k
uk

)
h2

vk+1 = vk +
(
u+

v2k
uk

)
· h+ 1

2

((
1 +

v2k
u2
k

)
vk + 2vk

)
h2

%�#������� � ����� h = 0.01 
�+� ������������ ������� �� ����"�� [0, 1]

� �����������+ ≤ 10−4 ���#��� ������� y(x) = ex
2/2)� 

��� �	
�� ������ 
������	������ #���� 	�"����+��� �� ����,

���� �������� ���	����� -,�� ����
��' �� ���� "�
�#�

A(x)y′′ +B(x)y′ + C(x)y = 0, y(x0) = u0, y′(x0) = v0, (161)

�
� A(x) �= 0 .�� "�����	����� 	 	�
�{
u′ = Mu+Nv

v′ = Ku+ Lv
, u(x0) = u0, v(x0) = v0.

�
� M = 0' N = 1' K = −C/A' L = −B/A / "�
����� ����0�� 1�� &���

������� ����� ��������� ������� ���2�' ����� 

�������

�-�



y′′ y′+ 27
16 y x e

3/2x = 3
4 e

3x, y(0) = 1, y′(0) = 1 (y =

(−1/2 x+ 1) e3/2x);

y′′ y′ + 27 y x e3x = 6 e6x, y(0) = 1, y′(0) = 2 (y =

(−x+ 1) e3x);

y′′ y′ + 27 y x e−3x =

−6 e−6x,
y(0) = 1, y′(0) = −2 (y =

(x+ 1) e−3x);

�� �������� �	�
���� ����������

���� ����� �		
���� ����	
	� � 	��
��	
	� � 
����

������� n���
	�	 ����	�	 �
	��
����� L

����� � ��	
�	� �������	���
 L �

��� ��� ������ � �����	�� ������ �

	�����

E = (e1, . . . , en), Ẽ = (ẽ1, . . . , ẽn)

������� T �
�
���� �� ������� � 	���� ������ ���
�
��
��� ����	��
	��




Ẽ = ET, (162)

���� � ����
�	��� ���
�

(ẽ1, . . . , ẽn) = (e1, . . . , en) ·

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

t11 t12 . . . t1n

t21 t22 . . . t2n

. . . . . . . . . . . .

tn1 tn2 . . . tnn

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

(163)

 �!��� �
���� x �� L �!
� ���� ��
������
	 ��� ��	
�	�� ����	����

�����	�� �
������

x = x1e1 + x2e2 + . . .+ xnen. (164)

"##



��� �����	��� 
���� ���	��� � 
�������� ���
�

x = EX = (e1, . . . , en)

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

x1

x2

. . .

xn

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ (165)

� ����	� Ẽ ����������� ���	� �
��� ���

x = ẼX̃ = (ẽ1, . . . , ẽn)

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

x̃1

x̃2

. . .

x̃n

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ (166)

�� ����� � ����� 	 �����
 ��� � ������


EX = ẼX̃ = ETX̃,

��!��� �������	� 	���� 
���� !���������
� ��!���� x � �������"# ��$

��	�#%

X = T · X̃, X̃ = T−1 ·X.

&�	�� y = Ax ' ������"� ������� �� L � L( � �������
 ����	�

�� ������	� !��������� 
����)��* !�����+ 
" ��!�� ����
 ����������

��!��� A( ,����

Y = AX,

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

y1

y2

. . .

yn

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n

. . . . . . . . . . . .

an1 an2 . . . ann

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
·

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

x1

x2

. . .

xn

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ (167)

- �����
 ���"��.��� �����	��� � ����
 ����	� �
��


Y = AX ⇔ T Ỹ = ATX̃ ⇔ Ỹ = T−1ATX̃.

/� � ����
 ����	� ��!�� �
��
 Ỹ = ÃX̃( -�������� 0�� 	 ���"��.�
*

��#���


ÃX̃ = T−1ATX̃ ⇔ Ã = T−1AT. (168)

� 1



���� ������	 
����
�
� � R3

�������� ������	��
��	� �� ��������� ������� x = x1� y = x2�

z = x3� �	
�� ����� 	�������� ���
��
�� � R3�

σ : Ax+By + Cz +D = 0.

�������� Πσx �������������� ������� x = (x, y, z) �� ���
��
�� σ �����

������
� 
���	���� ������

Πσx = x− ��nx · n

|n| = x− (x · n)
|n|2 · n,

��� n � ���� ����� ������� ���������	����! � ���
��
�� σ� ��� �!"�
�

����� �! ��
���������
� 
���	���� 
�� 
���� 
��������� �����������

(x ·n) = |x||n| cosϕ = |n| ��nx� #!����� n = (A,B,C)� ����� � �����"�� 

$���� ����!�	��� ������%��
� ����⎛
⎜⎜⎝

p11 p12 p13

p21 p22 p23

p31 p32 p33

⎞
⎟⎟⎠ ·
⎛
⎜⎜⎝

x

y

z

⎞
⎟⎟⎠ =

⎛
⎜⎜⎝

x

y

z

⎞
⎟⎟⎠−

⎛
⎜⎜⎝

A

B

C

⎞
⎟⎟⎠ Ax+By + Cz

A2 +B2 + C2
. (169)

��
��� ����� �� �� �����&	 ��������� Πσ � ������� ���
��

Πσ =

⎛
⎜⎜⎝

1− A2

A2+B2+C2 − AB
A2+B2+C2 − AC

A2+B2+C2

− AB
A2+B2+C2 1− B2

A2+B2+C2 − BC
A2+B2+C2

− AC
A2+B2+C2 − CB

A2+B2+C2 1− C2

A2+B2+C2

⎞
⎟⎟⎠ (170)

'�������� �����&� ��������� Πσ �������������� �� ���
��
�� x = y ����

�� ���

Πx=y =

⎛
⎜⎜⎜⎝

1/2 1/2 0

1/2 1/2 0

0 0 1

⎞
⎟⎟⎟⎠

�������� ������	��
��	� �� ������� �	
�� ����� 	��������

����� � R
3�

L :
x− x0

α
=

y − y0
β

=
z − z0
γ

()*



����� (α, β, γ) � ��	
������� �����
 	
���� ������� ��������� ������

���� α2 + β2 + γ2 = 1� ��������� σ� 	�
	�������
�� � 	
��� L� �����

�
�������

σ : αx+ β y + γ z +D = 0.

�	�
���
 πL 	
�����
����� �����
�� x = (x, y, z) �� 	
��� L �	
�����

��� ��������� ��
����

πLx = x− Πσx.

������ � ������ � !"# 	������� ���
�$� �	�
���
� πL�

πL =

⎛
⎜⎜⎝

α2 αβ αγ

αβ β2 βγ

αγ γβ γ2

⎞
⎟⎟⎠ , α2 + β2 + γ2 = 1. (171)

%�	
���
� ���
�$� �	�
���
� πL 	
�����
����� �� 	
��� x = −y = z

����� ���

πx=−y=z =
1

3

⎛
⎜⎜⎜⎝

1 −1 1

−1 1 −1
1 −1 1

⎞
⎟⎟⎟⎠ . (172)

���� ����� �	
������  R
2 � R

3

&���� 
������
����� ��������� ���������
��� 	
���
������ L = Ln �

'����
�����(� �
����
��
�����(� ������� E � %�
�� �����
� x �	
����

���� ���

|x| =
√

(x,x) =
√

x21 + x22 + . . .+ x2n.

%�
�� �	�
���
� A �	
������� ���

‖A‖ = max
x∈L

|Ax|
|x| ,

���� ��� �� )� ������

‖A‖ = max
|x|=1

|Ax|.

 *+



� ������ ���	
� E � 	
������ ������ ����� ��	
���

‖A‖2 = max
x2
1+x2

2+...+x2
n=1

n∑
i=1

(
n∑

j=1

aijxj

)2

������ n = 2� �����	� x = x1� y = x2� �����

‖A‖2 = max
x2+y2=1

(
(a11x+ a12y)

2 + (a21x+ a22y)
2
)
.

������ ���� �
�� �!� ��"
	���� #�� ����� ��"���� ������

��		� 
� ����������� 	
����� �� ����� 	
������� ��
����	��

f(x, y)→ extr, ϕ(x, y) = 0,


�
���� � ���� ���

f ′xϕ
′
y − f ′yϕ

′
x = 0. (173)

#��
� 	������� �
�� �
�� 	�ϕ(x, y) = 0 ��	
���  �$����$	%�
"�� &�$'

�� x = x(t)� y = y(t)� (�

���$	� &��")	* F (t) = f(x(t), y(t))� � ��%"�

�"
�$����� (x0, y0) = (x(t0), y(t0)) 	���� F ′(t0) = 0� �� �
��

F ′x(x0, y0)x
′(t0) + F ′y(x0, y0)y

′(t0) = 0, (gradF (x0, y0), τ0) = 0, (174)

��� τ0 +  �"��$ "�
�������� " "$	 �� x = x(t)� y = y(t)� ��  �"��$ τ0

�$���	"���$�� ��"�� 	  �"��$� gradϕ(x0, y0) = (ϕ′x(x0, y0), ϕ
′
y(x0, y0)) 	�

���%	�� �$�������  �"��$� σ0 = (ϕ′y(x0, y0), −ϕ′x(x0, y0))� ,���� ��������
���-�  !������ $	 ������ τ0 �� σ0�

� $�

���$	 ����� 
��%�� ���.� 	����  	�

(a11(a11x+ a12y) + a21(a21x+ a22y)) y−

− (a12(a11x+ a12y) + a22(a21x+ a22y)) x = 0,

%�� $� ��
	���� �$� ���	*

−(a12a11+ a22a21)+ (a211− a212+ a221− a222)t+(a12a11+ a22a21)t
2 = 0, t = y/x.

/�� �$� ���	�  
���� 	���� ���
� 	�����!� $�0��	� t� �
"���"� ��� �	
'

"$	�	���� ����	������ ��"��� 
 �%���� $� ��
� � x2 + y2 = 1 ��1����
�

��%"	 �	�	���� 	 ��"
	���� ‖A‖�
�2�



������ n = 3� ��������	� 
�����	������ ��������� ����������

������ �� ������� ����������

f(x, y, z)→ extr, ϕ(x, y, z) = 0, (175)

��� �����		 f � ϕ ��	����� �����	�	� !���� 
���
������� ���"�� ���

����

grad f �= 0, gradϕ �= 0.

#���� �����	� $�����"�

L(x, y, γ, λ) = f(x, y, γ) + λϕ(x, y, z), (176)

��� λ % �
����������� 
�������� �

��		� 
� &$�����"'� ����������� 	
����� ���� �� ���� M =

(x0, y0, z0) �����
� ����� ��
���	�� ����
��	�� ��� �����	��� �

������ (175)

f(x, y, z)→ extr, ϕ(x, y, z) = 0,


�
�� � ��� �� 
	��
�	� ��
�� λ� ��� ������� ��������� 	
���

���
∂L

∂x
= 0,

∂L

∂y
= 0,

∂L

∂z
= 0, ϕ(x0, y0, z0) = 0, (177)

��� �
� ����������� ����
���� � ���� M �

(����	�� ��� &)**' ��"�� 
��	���� ����  �����M ������

grad f =

{
∂f

∂x
,
∂f

∂y
,
∂f

∂z

}
, gradϕ =

{
∂ϕ

∂x
,
∂ϕ

∂y
,
∂ϕ

∂z

}
(178)


����������� ���� 
�	 ��������� λ 	����

grad f + λ gradϕ = 0. (179)

������������� +�	���� ���� ���� �������	������ ����������,

���� #����  ����������	� 
��������	 ���� 

Sf : f(x, y, z) = f(x0, y0, z0), Sϕ : ϕ(x, y, z) = 0.

+����M  � ��� ������ ���������� �����	 &)*-'� �� �
�����������	 .�,

)/*



��� ������	
 ��� M � ���� ��������� ���������� ����� ε����������	

Vε := {(x, y, z) :
√

(x− x0)2 + (y − y0)2 + (z − z0)2 < ε}
���� M ����������	 Sf ��������� �� ��� ������� D+ � D−
 � ������ ��

������ f(x, y, z)−f(x0, y0, z0) > 0
 � �� ������ f(x, y, z)−f(x0, y0, z0) < 0�

���� �� ������ ���������� � !"# �� ���� ��������	���� � ����

M 
 �� ����������� �����$ Sf � Sϕ
 ��������������� � ����� ε�����������

���� M 
 ����������	 �� ��� �������� �������� �� ���$ ����� ��

� �� ��� ������	��� ��������#� %� ����� � ����������� d+ = Vε ∩ D+

�������� ε����������� � ������� D+ ������� ����	 ����������� Sϕ
 ����

S+
ϕ = d+ ∩ Sϕ �= ∅.

%� ��� (x, y, z) ∈ S+
ϕ ����� f(x, y, z) > f(x0, y0, z0) � ϕ(x, y, z) = 0
 �� ���

� ���� M ��� ��������� &����  ��������

����������	 '��������� ��(�� ����� ����������� ������� ������

���� )�������� � ������*

f(x, y, z)→ extr, ϕ1(x, y, z) = 0, ϕ2(x, y, z) = 0, (180)

������ +��,�� f 
 ϕ1
 ϕ2 ��������$ �������
 � ������ gradϕ1
 gradϕ2

� ������� ������������� -���(��

L(x, y, z, λ) = f(x, y, z) + λ1ϕ1(x, y, z) + λ2ϕ2(x, y, z).


���� � �&�����(#� ����������� 	
����� ���� �� ���� M =

(x0, y0, z0) �����
� ����� ��
���	�� ����
��	�� ��� �����	��� �

������ (180) 
�
�� � ��� �� 
	��
�	� ��
�� λ1 � λ2� ��� ������

��������� 	
�����

∂L

∂x
= 0,

∂L

∂y
= 0,

∂L

∂z
= 0, ϕ1(x0, y0, z0) = 0, ϕ2(x0, y0, z0) = 0,

��� �
� ����������� ����
���� � ���� M �

.������������ ����� ����� / ������� � ���
 ��� � ���� M ���

��� grad f ������� ����(����$ ����� ������ gradϕ1 � gradϕ2
 ���� ���

 /"



��������� λ1 	 λ2 	
��


grad f + λ1 gradϕ1 + λ2 gradϕ2 = 0.

������������� ������	��� ������������� ��

� � 	 
� ��� �� �����	
�

���������� �	
�� � R
3 ����� �������� ���

� �� ��	
��	


��� ���������	� ���
� ���������� �������� 
���	 �!

A =

⎛
⎜⎜⎜⎝

a11 a12 a13

a21 a22 a13

a31 a32 a33

⎞
⎟⎟⎟⎠ .

" #��
 ������ ���$����� ��!�	 �������! 
���	
�
 ��� �������	�

‖A‖2 = f(x, y, z) = (a11x+ a12y + a13z)
2+

+(a21x+ a22y + a23z)
2 + (a31x+ a32y + a33z)

2, (181)

�� ���� ��!�	 
���	
�
 %��� 		

f(x, y, z) ��	 �����		 ϕ := x2 + y2 + z2 = 1. (182)

&�	 ��'��		 ����! ����	 
���� ��	����	������ �����()��� ������ *�+

����	�� %��� 	( �������� ��,-� 	 �	��!��( �����	������ ����
�����

(x, y, z) �	���
�

∂L

∂x
= 0,

∂L

∂y
= 0,

∂L

∂z
= 0.

.���
 ��!�	 ��� λ = λk �k = 1, 2, 3�� ��	 ������� �� �������	���� �����

���(� ����	 � �������! �	���
� �	

���	��� ��#��
� ��� ����	 ��!+

���	������� ��� ������� ������ λ ��!�	 ��������� ��'��	� �	� $����+

����� 
������ &������	�� #�	 ��'��	� � �������	� ���	 x2 + y2 + z2 = 1

	 �����	�� ��	��������� ��'��	� Xk = (x(λk), y(λk), z(λk)) ���� �������

λk� k = 1, 2, 3�� /����� � �������	�� #�	 ��'��	� Xk � �������	� ��0�� 	

��$���� ��	$���'�� �����	� ����	 V (Xk)� /���	
��� ��� 
���	 � ��,1�

���	
 �����$�
 
���� �������� ��� �� ���
� ����� �� 2�� �������������

���
���	�����! 	��������� 		 3 ���
� ����� 
���	
�����! ��	�� �����+
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��� ���������� 	�
��� � �������

������� ���� ����� ��������	� ������ �������⎛
⎜⎜⎜⎝

1 0 0

2 1 0

1 1 1

⎞
⎟⎟⎟⎠ ,

⎛
⎜⎜⎜⎝

1 1 1

1 2 1

1 1 1

⎞
⎟⎟⎟⎠ ,

⎛
⎜⎜⎜⎝

0 1 1

−1 1 0

1 1 0

⎞
⎟⎟⎟⎠ ,

⎛
⎜⎜⎜⎝

0 1 1

1 1 1

1 1 0

⎞
⎟⎟⎟⎠

��	�� �������������� !�"#$"� %�&'&!� '�"&((� !�&'&�

���� �����	
��
 �����
���� ����
��� � �
������

��
������� ��������

)�� ������ A = (aij)
n
i,j=1 ���*+��� ����� ���,
 ,��,�	����� ����-

��� � 	�
����	 ����,�	���� �������*��� ������,�*� ����,���,�	�����

,�,�	����� ��
����,����,
��� ��	�����

|A− λE| = 0, ⇔ P (λ) := λn + pn−1λn−1 + . . .+ p1λ+ p0 = 0, (183)

����� �,
����� ������������ |A − λE| ������� �����
 2n 	���,�����

������������� �������� �����
�	 �� 2 �� n� .�/���� �������� �����

������	� ���	����0�� �������* /�� �������
�� ����������

������ 	
��� ������ ������
���

������
������
����� �������
��

1��� ����� ������,� � ��	�,���� �����,�	� 2���*���-3���

P (A) := An + pn−1An−1 + . . .+ p1A+ p0E = 0, (184)

�� �,�* ����� A ���	���	����� ,	���� ��
����,����,
��� ��	������

.�,�* X(0) 4 ������	�� ������� 	�
��� X(0) =
(
x
(0)
1 , . . . , x

(0)
n

)∗
� .�-

���,�	��� � ���� ������� P (A)� ���� �� �'"&� ����� P (A)X(0) = 0� ����

	 ��	������� 	����

P (A)X(0) = AnX(0) + pn−1An−1X(0) + . . .+ p1AX
(0) + p0X

(0) = 0. (185)

'%#



������ ����	
��	��

X(k) = AkX(0) ⇔

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

x
(k)
1

x
(k)
2

. . .

x
(k)
n

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n

. . . . . . . . . . . .

an1 an2 . . . ann

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

k

·

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

x
(0)
1

x
(0)
2

. . .

x
(0)
n

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ .

(186)

���
 ����� ����������� �
�

X(n) + pn−1X(n−1) + . . .+ p1X
(1) + p0X

(0) = 0,

���� � �
����	���� �����⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

x
(n)
1

x
(n)
2

. . .

x
(n)
n

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠+

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

pn−1x
(n−1)
1

pn−1x
(n−1)
2

. . .

pn−1x
(n−1)
n

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠+ . . .+

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

p1x
(1)
1

p1x
(1)
2

. . .

p1x
(1)
n

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠+

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

p0x
(0)
1

p0x
(0)
2

. . .

p0x
(0)
n

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

0

0

. . .

0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ .

������	
 ������
 ��	��	 ! ��
�	�	�� ��� ��������	�� ��"##�$��	���

pk !
�
��������������� ��
�	�	�� ���%�&⎧⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎩

x
(n)
1 + pn−1x

(n−1)
1 + . . .+ p1x

(1)
1 + p0x

(0)
1 = 0

x
(n)
2 + pn−1x

(n−1)
2 + . . .+ p1x

(1)
2 + p0x

(0)
2 = 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

x
(n)
n + pn−1x

(n−1)
n + . . .+ p1x

(1)
n + p0x

(0)
n = 0

(187)

'
������ ��� ������	
� �������� X(k) = AX(k−1) �����
(��� �� �����)

��	�	 � #�����
�

x
(k)
i =

n∑
j=1

aijx
(k−1)
j , i = 1, . . . , n, k = 1, . . . , n. (188)

'
����� �*�� ��� � �
������ ����	��� ������
 	��+�� ��
�+ �������		 �

������� ������+�� ����
 �����������+ ������ ���,� ����� �
��	 	��(-

.
��� !
�
�������������� �	������	� �
��� � �����(� �������		 �

�	
��	��- /�� "���� ��*�����(� �
����	 � �����		 � ����� ����	��


�����
������! ��
�	�	��-

�%�



������� ������� ��	
��� ������� ������������������ ������

�
�� ������	

A =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 1 0 0

1 0 1 1

0 −1 1 0

0 0 1 −1

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
.

�	���
��� ������

A2 =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

2 1 1 1

1 0 2 −1
−1 −1 0 −1
0 −1 0 1

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
, A3 =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

3 1 3 0

1 −1 1 1

−2 −1 −2 0

−1 0 0 −2

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
,

A4 =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

4 0 4 1

0 0 1 −2
−3 0 −3 −1
−1 −1 −2 2

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
.

����� ����	� ������ X(0) = (1, 0, 0, 0)∗� �����

X(0) =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1

0

0

0

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
, X(1) =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1

1

0

0

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
,

X(2) =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

2

1

−1
0

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
, X(3) =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

3

1

−2
−1

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
, X(4) =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

4

0

−3
−1

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

���



��������	
 ����	
� �����⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

3 p3 + 2 p2 + p1 + p0 + 4 = 0

p3 + p2 + p1 = 0

2 p3 + p2 + 3 = 0

p3 + 1 = 0

�	 �	�	��	� {p0 = −1, p1 = 2, p2 = −1, p3 = −1} �� ������� ������	������	�
���� 
������	� ���	� λ4 − λ3 − λ2 + 2λ− 1.

������ ����� 	��
������		� ���������	��� 
������	��

������������������� �	������	�

����	 	
 	!	 � �� �"���# �"�	 	�	��� ��$%%�&�	���� ������	������	�

����� 
������	��

P (λ) := λn + pn−1λn−1 + . . .+ p1λ+ p0 = (−1)n|A− λE|. (189)

'���
����
  �� �"�	 	�	������ ������n = 3( �� �����
 � ���	����� ��)�

�	����*�� ����	��� ����� λ� ��"��
	�� λ = 0,±1( +�� � "�����
 , ���	��

�-� �����	���  �� �"�	 	�	��� �	���	���-� pk�

p2k
2 + p1k + p0 = −|A− kE| − k3, k = 0,±1 (190)

������ ����� ������ 	������	�� �������		� ��������

����* ���	��	� ������	������	���� 
������	� P (λ) � 	�� �����( .� 	


������*� ��� ��	 ����� λ1, . . . , λn �������-( /�� 	
  �� �"�	 	�	������

��#���	��-� �	���� X1� ����	�����0!�� "	���
� ��#���	���
� ����	��0

λ1( '���
����
 
������	�

Q(λ) =
P (λ)

λ− λ1
= λn−1 + qn−2λn−2 + q1λ+ q0,

� �����	�����0!�� 	
� 
������-� 
������	�

Q(A) = An−1 + qn−2An−2 + q1A+ q0E.

�,,



�������� ��� Q(λk) = 0 	
� k = 2, . . . , n � Q(λ1) �= 0� ���� X � ������

����� 	
����� �����
� ��	���� ��� 
��������� 	� ����������� �����
��

X = α1X1 + α2X2 + . . .+ αnXn.

 ����

AX = λ1α1X1 + . . .+ λnαnXn, A2X = λ2
1α1X1 + . . .+ λ2

nαnXn,

�� ����!��

Ak X = λk
1α1X1 + . . .+ λk

nαnXn.

"������������� � ��� 
������� Q(λk) = 0 	
� k = 2, . . . , n �����

Q(A) ·X =

λn−1
1 α1X1 + λn−1

2 α2X2 + . . .+ λn−1
n αnXn+

+qn−2
(
λn−2
1 α1X1 + λn−2

2 α2X2 + . . .+ λn−2
n αnXn

)
+

+ . . .+ q1 (λ1α1X1 + λ2α2X2 + . . .+ λnαnXn)+

+q0 (α1X1 + α2X2 + . . .+ αnXn) =

= Q(λ1)α1X1 +Q(λ2)α2X2 + . . .+Q(λn)αnXn = Q(λ1)α1X1.

�
��	������� ��� α1 �= 0�  ����

Q(λ1)α1 X1 = Q(A) ·X
�� �������������� Q(A) · X #��#���# ������� ����������� �����
�� $	��

������ ���������# �� X1 �������� �������� ���������� Q(λ1)α1%�

������� ����� ����������� ����� � ����������� �����
� ���
�&�

A =

⎛
⎜⎜⎜⎝

3 2 3

2 3 3

2 1 5

⎞
⎟⎟⎟⎠ . (191)

����	��� "������ ��'���� ����������� ������ (���� '�
����
����������


������� P (λ) = λ3 − 11λ2 + 26λ − 16 = 0 � ��� ��
�� λ1 = 1� λ2 = 2�

)*+



λ3 = 8�

������ �	
������ ����	� X1� �	������������ ����	�� �	
�����

	�� ������ λ1 = 1� ��������

Q1(λ) =
P (λ)

λ− λ1
=

λ3 − 11λ2 + 26λ− 16

λ− 1
= λ2 − 10λ+ 16.

������ ������� Q1(A)�

Q1(A) = A2 − 10A+ 16E =

=

⎛
⎜⎜⎜⎝

3 2 3

2 3 3

2 1 5

⎞
⎟⎟⎟⎠

2

− 10

⎛
⎜⎜⎜⎝

3 2 3

2 3 3

2 1 5

⎞
⎟⎟⎟⎠+ 16

⎛
⎜⎜⎜⎝

1 0 0

0 1 0

0 0 1

⎞
⎟⎟⎟⎠ =

⎛
⎜⎜⎜⎝

5 −5 0

−2 2 0

−2 2 0

⎞
⎟⎟⎟⎠ .

� �������� ��	
	�	 ����	�� �	����� X = (1, 0, 0)∗  � ���������� ��	!��

�" Q1(A)·X �	�!� �	�������" �����	� ����	�#� $	��� �	����� ������

�	
������ ����	�

X1 = Q1(A) ·X = (5,−2,−2)∗.
%��	����� ����� �	
������ ����	�X2� �	������������ ��	�	�� �	
�

����	�� ������ λ2 = 2�

Q2(λ) =
P (λ)

λ− λ2
=

λ3 − 11λ2 + 26λ− 16

λ− 2
= λ2 − 9λ+ 8;

Q2(A) = A2 − 9A+ 8E =

⎛
⎜⎜⎜⎝

0 −3 3

0 −3 3

0 3 −3

⎞
⎟⎟⎟⎠

� �������� ��	
	�	 ����	�� ������ �	�����X = (0, 0, 1)∗  ��	
� � �������

���� ��	!��" Q2(A) · X �	������" �����	� ����	�#� $	��� �	�����

��	�	� �	
������ ����	�

X2 = Q2(A) ·X = (3, 3,−3)∗.
��������� �������	 �	
����	�	 ����	�� ��	�	����" �	���&�	 ���	�

���	' � ���������� �	����� X3 = 12 · (1, 1, 1)∗  ���� ��"�� � �������� ��	
�

()*



���� ������	 X = (1, 0, 0)∗
�

������ ����� ���	
��� 
�������

��������� �
���� � �����	��

����� ���� ����� � ����	� n = 3� ����� ��������� �	��� �����������

��	����� � ��������������� ����������� ������ �	��� �

A =

⎛
⎜⎜⎜⎝

a11 a12 a13

a21 a22 a13

a31 a32 a33

⎞
⎟⎟⎟⎠ .

!���������� ������X = (x1, x2, x3) � ��	����� λ ������������� �	������"

�� ��	������ (A−λE) ·X = 0� # �	��������� ���� ��� ����� ��� �������

��	������ ⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

(a11 − λ)x1+ a12x2 +a13x3 = 0

a21x1 +(a22 − λ)x2 +a13x3 = 0

a31x1 +a32x2 +(a33 − λ)x3 = 0

��������� ����������� ������ ����������� � ��������� �� ��������� ���"

$�����% �� ���� �� �������	�% ��	$�� x3% ��$�� ����	�� �	���� ����� �

&�� �������% ��� ��	 �������	�	 ������	 �� ����
� ��� x3 = 1 �� �������

����	�� ⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

x1 = 1
λ (a11x1 + a12x2 + a13)

x2 = 1
λ (a21x1 + a22x2 + a23)

λ = a31x1 + a32x2 + a33.

'�� � ���� �	�����	� (�����	 ��� ����	 ��� )� ���� �� �	�	���* �	�	��"

��* ��	�����* ������	 (x
(0)
1 , x

(0)
2 , x

(0)
3 , λ(0)) �	� �	 �	��� �	*������ ��	��"

+,-



��� ����� ��	
���� (x
(k+1)
1 , x

(k+1)
2 , x

(k+1)
3 , λ(k+1)) �� �������⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

x
(k+1)
1 = 1

λ(k)

(
a11x

(k)
1 + a12x

(k)
2 + a13

)

x
(k+1)
2 = 1

λ(k)

(
a21x

(k)
1 + a22x

(k)
2 + a23

)

λ(k+1) = a31x
(k)
1 + a32x

(k)
2 + a33.

�������������� ��
���� ����� � ��������� ������� (x
(0)
1 , x

(0)
2 , λ(0)) =

(0, 0, 1)� ����� (x
(1)
1 , x

(1)
2 , λ(1)) = (3, 3, 5) � �� !" #��� �������� ��������

���$��%���� ������ �������� (x
(20)
1 , x

(20)
2 , λ(20)) ≈ (1, 1, 8)�

&���	� � '
��� ��
��� ���(
�� ��������� �����
�
	�� )�� ������*

��� ��$��� ��������� �������+ ������� ��%�
 �������
��� �������� ��*

�� ������
� � ��
���� ����� ������( �������
� �� ������( 
� ������� �

�������#��� ���������� �������
�� ��
� ���������� ��
���� ����
 
��

��������� ��,��
������ ��$�
������ ���������

-���� 
��� ��������
� �������� ��%�
 $�
� ����� ��������+� .�*

������ ��� ��
���� ��/!� ��� 
�� %� ��������� ��������� ��#� �� 0"

#��� �������� ���������� ���$��%���� (x
(50)
1 , x

(50)
2 , λ(50)) ≈ (1,−1, 1)�

�� �������	
���	 	���� ������������

���� ������	
��
� h�	�����


)��
� h(z) 1 ��	�
���� �	���������� �����
����	�� � �	���
���
� ����*

�� ��	��� 
���� h*�����+ �������
�� ��	���

Hn(z) = Hn({λk}; z) =
n∑

k=1

λkh(λkz), n = 1, 2 . . . , (192)

��� {λk} 1 ��	�
���� 	�����	���� ������ 2��	��( h $���� ������
� $�*

�����+�

�3/



����� �� ��	
����� � ��� ���
��� ����� ���

h(z) = h0 + h1z + h2z
3 + . . . ,

����� ����� ����� ���� 	������� � ����

Hn(z) = h0S1 + h1S2z + h2S3z
2 + . . . =

∞∑
m=0

hmSm+1z
m, (193)

��� Sm � ������� ����� ����
 λk�

Sm = Sm(λ1, . . . , λn) = λm
1 + λm

2 + . . .+ λm
n , m = 1, 2, . . . . (194)

 
� ���!���� !���� �������" ��� ��� hk �= 0# ����� � �$�������� ���
�

	���� ����� ����� %�$
���� ��
������$�� &�$'��

f(z) = f0 + f1z + f2z
2 + . . . . (195)

 
� ����" ���!� �����$���������� (�� &�$'�) h*������ ���������

������ n $�(&&�'����� ��	
����� ���+� � ���,�# ��
���� ������� ����*

���

hmSm+1 = fm, m = 0, . . . , n− 1.

-��)�� � ������ hm �= 0 ��
����� ��
���� � ������� �����

Sm =
fm
hm

, m = 1, 2, . . . , n. (196)

.�/� '�
� � �	 ���0� ���� ��	������ λk#  
� (���� ����
�	��� �	����*

�� ��$������� &����
� .�)���" ������)1�� (
�������� ������*

�����$�� �����
�� σm ���� ��� �2 ��� �����������
� � �3��

σm = σm(λ1, . . . , λn) :=
∑

1≤j1<...<jm≤n
λj1 · · ·λjm, m = 1, . . . , n,

����	 ������� ����� ���3�# �������� (�� &����
�

σ1 = S1, σm = (−1)m+1m−1
(
Sm +

m−1∑
j=1

(−1)j Sm−jσj

)
, m = 2, . . . , n.

(197)

.�������" �� &����
�� ���4� �2����

σ1 = S1, σ2 = −1

2
S2 +

1

2
S1

2, σ3 =
1

3
S3 − 1

2
S2S1 +

1

6
S1

3,

�+5



σ4 = −1

4
S4 +

1

3
S3S1 − 1

4
S2S1

2 +
1

24
S1

4 +
1

8
S2

2. (198)

������� ��	
 ��������� σm� �� ������� ����	 �� ����� ����	���� 	����

�	������� ��	������

Pn(λ) = λn − σ1λ
n−1 + σ2λ

n−2 − . . .+ (−1)nσn = 0, (199)

����
�� ������� � 
��
���
 ������� λk� ���� �������� ����� �	���	��

��������
��� �����������

�������  ���� Sk = k� k = 1, 2, 3, 4� !	"��� ��������
��" �����

���� P4� #�	�	�	 �� $�����	� %&'() �	*����σk� 	 �	��� ������ ��������+

P4(λ) = λ4 − λ3 − 1

2
λ2 − 1

6
λ+

1

24

������� ,�	
� ��� ��� n = 4 ����� Sk = 5k� �	"�� ����	 λk� ������

�
�� σm � ����	��
�� ��������
��" �������� P4(λ) = λ4 − 5λ3� �����	

λ1 = 5� λ2 = λ3 = λ4 = 0�

������� ,�	
� ��� ��� n = 4 ����� {Sk} = {0, 10, 0, 34}� �	"�� ����
�	 λk� -	� � � ���������� ������� ����	��
�� ��������
��" ��������

P4(λ) = λ4 − 5λ2 + 4� �����	 {λk} = {−2,−1, 1, 2}�
�������  �� n = 3 ���������� $���.��

f(x) = x

√
1 +

1

10
x

h������"� ��
� � �	������ �	�����" $���.�� h(x) = ex� ���� �������� $���

����

f(x) ≈ λ1e
λ1x + λ2e

λ2x + λ3e
λ3x.

����	��� /	������ � �
�� ��"���	

h(x) = 1 + x+
1

2
x2 +O(x3), f(x) = x+

1

20
x2 +O(x3).

�������� Sm �� $������ %&'0) � �	��� σm �� $������ %&'()+

S1 = 0, S2 = 1, S3 =
1

10
; σ1 = 0, σ2 = −1

2
, σ3 =

1

30
.

&1'



������� �	��
������ ���������

P3(x) = λ3 − 1

2
λ− 1

30
,

��� ��	�� ������� �	���������� ���	���	� �� ������ �
 ������� �������

���� 	����� �	�������� 	�
��	����� � 	�
���� ��

{λk} = {−0.6710645,−0.0672756, 0.7383402} 
������

x
√

1 + x/10 ≈ −0.67106 e−0.67106x − 0.067276 e−0.067276x + 0.73834 e0.73834x

���	��� �	� n = 3 �	����
��! "���#�$ �
 �	��������� �	���	�

h�������� �
� � �������� ��
����� �	���$ "���#�$ h(x) = 1
1−x  


������� % &��� ������ ��������

{Sk} = {0, 1, 1/20}, {σk} = {0, −1/2, 1/60}.

P3(x) = λ3 − 1

2
λ− 1

60
, {λk} = {−0.68981, −0.033408, 0.72321}.

x
√

1 + x/10 ≈ − 0.68981

1 + 0.68981 x
− 0.033408

1 + 0.033408 x
+

0.72322

1− 0.72322 x

���� ������	
��
�

����
��������	������
 	�����


'�������������������� ������� (')*+ ��$�� ���������� h����� �

���$� ���

Hn(z) = Hn({μk}, {λk}; z) =
n∑

k=1

μkh(λkz), n = 1, 2 . . . , (200)

��� {μk} � {λk} , ������	�� ����������� ��	����	� -���#�h ����	������

��
������ ��
����� *���� (.//+ ����� 
������! � ����

Hn(z) = h0S0 + h1S1z + h2S2z
2 + . . . =

∞∑
m=0

hmSmz
m, (201)

��� Sm 0 ���������� ��������� ������

Sm = Sm({μk}, {λk}) = μ1λ
m
1 + μ2λ

m
2 + . . .+ μnλ

m
n , m = 0, 1, 2, . . . . (202)

12/



����� � ��	
������� ��� ��� ����� 	���� ����	
� �����
���

�������

f(z) = f0 + f1z + f2z
2 + . . . . (203)

��� ����� ����� ��	������	���� ��� ������� ���	
������ � ! �	�	�"

��
� �
	��
 2n ��������
���� 	���#
��$ %&'() � %&'*)+ ������� ����
��

�	��
��$

hm · Sm({μk}, {λk}) = fm, m = 0, . . . , 2n− 1.

��"�	
#�
�� ����� hm �= 0� ����� �����
� ������� � ��
�
���
 �����

Sm({μk}, {λk}) = sm, ��
 sm =
fm
hm

, m = 0, 1, . . . , 2n− 1. (204)

,- �
�� . �� %&'/) �$�� �
���
����
λk, μk �	� ���
����0 Sm({μk}, {λk})+
!���
� %&'/) 0�	�-� ���
��� �� ������ �����	
�� ���	�
��+ �	
�"

����#��� ��� ����
� %&'/) 	�	
-��+ 1��� ����
� ��� ����
�� � 



	
-
��
 �	���������� 
��� ��
 λk ���	�� 	�������  ��
 μk ������� ��

����+ �	��
�
� ���� �� �
����� 	
-
��� 	
����	��0 ����
� %&'/)� �	�"

���
#2�$ �	���+ 3�����	�� �	����
�
��
 ��	
�
���
�
$∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 0 0 . . . 0

0 μ1 μ2 . . . μn

0 μ1λ1 μ2λ2 . . . μnλn

. . . . . . . . . . . . . . .

0 μ1λ
n−1
1 μ2λ

n−1
2 . . . μnλ

n−1
n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
·

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 λ λ2 . . . λn

1 λ1 λ2
1 . . . λn

1

. . . . . . . . . . . . . . .

1 λn λ2
n . . . λn

n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

4 ���� 	
����	����� ����
�� %&'/) �
	��$ ��	
�
���
�� �����
� �� �����

 ���	�$ ��	2
��� � ���� ������ �	� λ = λk %�� ���$���� ��	
�
���
��

4��
	����)+ ! �	���$ ���	���� �
���	
����
���
 ����#
��
 ��	
�
��"

�
�
$ � ��
��� 	�
���� %&'/) �
� ��	
�
���
��� �����2�$�� �������
���

(/(



������������ λ	

Gn(λ) :=
n∑

m=0

gmλ
m =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 λ λ2 . . . λn

s0 s1 s2 . . . sn

s1 s2 s3 . . . sn+1

. . . . . . . . . . . . . . .

sn−1 sn sn+1 . . . s2n−1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
. (205)


��� Gn �������� ���������	�
 
��������
� �������������� ������

����� λk �������� ������� ������ ������������� ���������Gn� ���

��� ���� ��������� ��������� Gn(λ) = 0� ��!�� "�� ����� � ��������

�# � ������ $%&'(� )�����*� ������ �� $%&'( �� �� n ������ ������ ���

��!��� ������ ��������! ������������ �������#�� ����������# μk� +��

������ �������� ����� ,������ �� �������� � ����� -����� ��� ���

�������� ����� μk� .������ �#� .���� σm � σ
(k)
m / "���������� �����

�������� ��������� ����

σm = σm(λ1, . . . , λn) =
∑

1≤j1<...<jm≤n
λj1 . . . λjm, m = 1, n,

σ0 = 1, σ(k)
m = σm(λ1, . . . , λk−1, 0, λk+1, . . . , λn), k = 1, n.

0���� μk �1�� ��������� ��� ��������� ������������ μk = (Lk · A), ���

A = (s0, . . . , sn−1),

Lk =
gn

G′n(λk)

(
(−1)n−1σ(k)

n−1, . . . , (−1)n−mσ(k)
n−m, . . . ,−σ(k)

1 , 1
)
.

������� 2�����  ������� -���*�� � ��� ��1���� -���*��	

h(x) =
1

1− x
, f(x) = ch x =

ex + e−x

2
.

3( .������ 40� H2(x) ��� n = 2� �����1���� ���� ���

h(x) = 1 + x+ x2 + x3 + . . . , f(x) = 1 +
1

2
x2 +

1

24
x4 + . . . ,

3'%



������ �����	
 s0 = 1� s1 = 0� s2 = 1/2� s3 = 0� s4 = 1/24� s5 = 0�

G2(λ) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 λ λ2

s0 s1 s2

s1 s2 s3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 λ λ2

1 0 1/2

0 1/2 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

1

2
λ2 − 1

4
;

���	� λ1,2 = ±√2/2� �������	
 	� � � ����� ������	� �	���
� ������

����� �����	


μ1 + μ2 = 1, μ1 − μ2 = 0 ⇒ μ1 = μ2 = 1/2.

��������� ���

H2(x) =
1

2

1

1− x
√
2/2

+
1

2

1

1 + x
√
2/2

= − 2

x2 − 2
.

�� �����	
 !"# H3(x) �	 n = 3� $���� %�� �%��&��	� 	% ����'

��(��� ������� �����	


G3(λ) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 λ λ2 λ3

s0 s1 s2 s3

s1 s2 s3 s4

s2 s3 s4 s5

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 λ λ2 λ3

1 0 1/2 0

0 1/2 0 1/24

1/2 0 1/24 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

5

48
λ3 − 5

576
λ;

���	� λ1 = 0� λ2,3 = ±
√
3/6� �������	
 	� � �	���
� ����� 	� �%�� ��� ��

) ����� ������	�� �����	


μ1 + μ2 + μ3 = 1, μ2 − μ3 = 0, μ2 + μ3 = 6 ⇒

μ1 = −5, μ2 = 3, μ3 = 3.

��������� ���

H3(x) = −5 + 3

1− x
√
3/6

+
3

1 + x
√
3/6

=
12 + 5 x2

12− x2
.

*�)



���� ����	
�����


� ��������	 
����	 
�
���� ����� ���� �� ����� �������� ���� ������

�� �� ������
� ����������� ����� ���� ��!�� ��
"��# ����#
� �������

$����� � ����	 
����	 � �""���
��������� %���&�� f(x) ��������	


����������	�	 �����	 R(x) � ��� ��� ����� ��� ����������� 
��

����� ���� � ���� 
�
� ���������� ������
�� ��������� ���
��� ���

������ f(x)+R(x)� 
� ����� ��� � ���� 
�
� ������ !�����������	"

�����#

f(x) ≈ −R(x) +Hn(x).

$���%&���� ����% ��
���� ������ ����������	��% ������ �� ���&

�
��
� � ��'��� ������
��� ����� (
� �����
��
�� ��� �������

������� )�
 n = 3� f(x) = sin x� h(x) = ex� *����� �����������

+���
��
�� ��� � (
�� ����� �
������� ��(�������
�� ,-./0 ���
{sk} =
{0, 1, 0,−1, 0, 1} �� ����
���� (
� �������� � ,-.10� ������ ������������

��������� 
�'���
����� ������ ��	� 
��� G3(x) ≡ 0 �

)������� �������������
 ������ ����R(x) = 1� 2���� �������

{sk} = {1, 1, 0,−1, 0, 1}, G(λ) = λ3 + λ.

)������� ��������� ������� �����

{λk} = {0, i,−i}, {μk} = {1,−i/2, i/2}.
3�����
�� ���

sin x =
∑3

k=1
μkh(λkx)−R(x) = −1 + 1 · e0 + i

2
e−ix − i

2
eix,


��� �������� 
����� �������

������� )�������� 456 ����
 ������������ �����
�
��# �� ����&

��
�� μk� λk ������������ %��� �� ������������� �����
����	 ���&

��	� )������� �����
 456 � �����
������� ������
���� μ� λ� 7�� &

8//



��� ������ R(x) = 1
1+x � �	
���

{sk} = {1, 0, 2,−7, 24,−119},
�����	�� � ������ �	������ �����������  ���	����� ��� � �����

G3(x) = 3(3λ3 − 14λ2 − 85λ+ 49) = 0.

�	���� ���� ���� λk� 	 !	��� μk

{λk} = {−3.83414, 0.53476, 7.96604},

{μk} = {0.12142, 0.87914, −0.00057}.
"���#	������� ����#	�� �������!���	���� $������ � %��������&�

sin x ≈ 0.12142 e−3.83414x + 0.87914 e0.53476x − 0.00057 e7.96604x − 1

1 + x
.

���� ����	

�	 ��	�	
������
�	 � ������� ���

������ ���	
� '���	�� $������ #�������� ������(�$$����)���	��

� ���

(xf(x))′ +
M

x

∫ x

0

f(t) dt ≈
n∑

k=1

μkf(λkx),

�� ���� � �	#����� �	!���� $���) ����� �	�� $���)� f � 	 � �	#�����

�������!���*�� + �����	�� ���M + ��*�������,� �	�	����� �- ����(

���,
 ���#	�
 ������ ������ (xf(x))′ 	����������	�� x(f(x))′. !	�	#

��/	���� 	�	���#����

- 0��� ���#	� �� ��*�� �
���� ���	���� � �	!���� 1���� �	
���

f(x) =
∞∑
k=0

fkx
k,

1

x

∫ x

0

f(t) dt =
∞∑
k=0

fk
k + 1

xk

(xf(x))′ +
1

x

∫ x

0

f(t) dt =
∞∑
j=0

(
(j + 1 +

M

j + 1

)
fjx

j.

2�0���� �����	 ���3� ����	�� ��

μ1λ
k
1 + μ2λ

k
2 + . . .+ μnλ

k
n = sk, k = 0, 2n− 1,

13�



���

sk = (k + 1) +
M

k + 1
. (206)

�����	��
�� �
� 	������ M ����� ����
��� �
��� �����	������ ����

������ ���� ���� 
����� 	����
	����� ����� � ���!������ ���!������

������ ��"����� ��
���� #����$

������$ #!�
� n = 2 M = 1$ %���� � !��
�� &���!� ���' ������

sk � �����	������ ���������

G2(λ) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 λ λ2

s0 s1 s2

s1 s2 s3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 λ λ2

2 5/2 10/3

5/2 10/3 17/4

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= −35

72
− 1

6
λ+

5

12
λ2,

��� ����� 	����
	���� {λk} ≈ {−0.89848, 1.29848}$ (���� ��"��� ���

����!) ���
��! !��	����� ���� �
����
����� μk

μ1 + μ2 = s0 = 2, μ1λ1 + μ2λ2 = s1 =
5

2
� ��*���� {μk} ≈ {0.04413, 1.95586}$ +
��

(xf(x))′ +
1

x

∫ x

0

f(t) dt ≈ 0.04413 · f(−0.89848 · x) + 1.95586 · f(1.29848 · x)
(�� ������������� 	��������� ��
������	 �!���
	!)
 	�����
����� &���

�!�� �� ����� ��������	�
� �������� �,-� $ %����

1

x

∫ x

0

f(t) dt =
1

18

(
5f

(
x

2

(
1−
√

3

5

))
+ 8f

(x
2

)
+ 5f

(
x

2

(
1 +

√
3

5

)))
+O(x5);

1

x

∫ x

0

f(t) dt ≈

≈ 0.277777 · f(0.112701 · x) + 0.444444 · f(0.5 · x) + 0.277777 · f(0.887298 · x).
(207)

������
�����

(xf(x))′ ≈ 0.04413 · f(−0.89848 · x) + 1.95586 · f(1.29848 · x)−

−(0.277777 · f(0.112701 ·x)+ 0.444444 · f(0.5 ·x)+ 0.277777 · f(0.887298 ·x))

,-'



������� ����� n = 3� � ��	
 ����� ��� M = 1 � ��	����	
 �	�

���	���� �	������� �	
�������� μk� λk� � ����� �	������ ������������

��� �	 �
�
 M = 6� !���� �	 "	�
��
 #$%&' �()�


{sk} = {7, 5, 5, 11
2
,
31

5
, 7}

� �	���	�
 ��	� �	)���( 
�	�	����

G3(λ) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 λ λ2 λ3

s0 s1 s2 s3

s1 s2 s3 s4

s2 s3 s4 s5

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 λ λ2 λ3

7 5 5 11/2

5 5 11/2 31/5

5 11/2 31/5 7

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

= − 1

40
+

11

100
λ+

1

60
λ2 − 1

12
λ3;

�	��� ���*��+���	 ����, {λk} = {−1.160372, 0.228394, 1.131977}� �	)�

����
 �- � �����
� #$%.' �� ��/�� ������ 0 ��������� �	����
 {μk} =

{0.0024827, 3.229533, 3.767984}� 1���

(xf(x))′ +
6

x

∫ x

0

f(t) dt ≈

≈ 0.0024827·f(−1.160372·x)+3.229533·f(0.228394·x)+3.767984·f(1.131977·x)
� �	����	( �	���/�	���� O(x6)� !�� ���������� ������� 
	+�	 ����


����� #$%2'�

�����	 ����
� �	����
 "	�
��� �������	�	 )�""�������	����

� ��)�

(xf(x))′ + pfn−1xn−1 + pf2n−1x2n−1 ≈
n∑

k=1

μkf(λkx), (208)

�	 ���� � ������� * ���	( "������ *���
 �
� "������f(x) =
∑∞

k=0 fkx
k�

 � ������� �������� ������( 3 )�""����������( *��	
 � ����������

��
� ��
���
� p� q�

4.2



� ���� ���	
� ���
 	
��� � ����� ����� �
��������

(xf(x))′+pfn−1xn−1+pf2n−1x2n−1 =
∞∑
j=0

(j+1)fjx
j+pfn−1xn−1+pf2n−1x2n−1.

������� ������
 ����� ������
�� ���

μ1λ
k
1 + μ2λ

k
2 + . . .+ μnλ

k
n = sk, k = 0, 2n− 1,

���

sk = (k + 1) ��� k �= n− 1, k �= 2n− 1; sn−1 = n+ p, s2n−1 = 2n+ q.

�������� �
������� ��� n = 3 ���������� �����	��� ���!� ����� ���

G3(λ) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 λ λ2 λ3

s0 s1 s2 s3

s1 s2 s3 s4

s2 s3 s4 s5

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 λ λ2 λ3

1 2 3 + p 4

2 3 + p 4 5

3 + p 4 5 6 + q

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
"#
�$�
���� 	�� �$%���� p� q ����� ��%����� 	��%$ ���������� ���&

��	��� ���!� ���� ����#� ����������$� #���� � ����	
�
�� �������


�
�
	
� ��'
��
 ������� �����(

������( ����� n = 3� p = −2� q = 4( � ���� ���	
� �� )�����
�

���*� �
 ���

{sk} = {1, 2, 1, 4, 5, 10}
� �������� ���������� �����	���

G3(λ) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 λ λ2 λ3

s0 s1 s2 s3

s1 s2 s3 s4

s2 s3 s4 s5

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 λ λ2 λ3

1 2 1 4

2 1 4 5

1 4 5 10

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 4(4λ3 − 3λ2 − 6λ− 1);

#���� ���%������� �
��$+

{λk} = {−0.7726301277,−0.1890378793, 1.711668007}.

,��



�� ���� ����	� 
������� ����� ���
��

{μk} = {−1.633882156, 1.983851593, .6500305634}.
�����

(xf(x))′ ≈

≈ −1.633882156 f (−0.7726301277 x) + 1.983851593 f (−0.1890378793 x)+

0.6500305634 f (1.711668007 x) + 2fn−1x2 − 4f2n−1x5

� ��������� ������������ O(x6)�

�� ������

���� ����� 	
��	
� ����������


������ ��  ���!�� "������ ���� ����#
 ��$�������	� ������

�� P (x) = x4 − 6 x3 + 31/4 x2 − 7/2 x− 9/2;

�� P (x) = x4 − 29/4 x2 − 29/2 x− 21/2;

�� P (x) = x4 − 3 x3 − 23/4 x2 − 3 x− 27/4;

	� P (x) = x4 + 5 x3 + 5/4 x2 − 15/2 x− 27/2;


� P (x) = x4 + x3 − 47/4 x2 + 33/2 x− 27/4;

�� P (x) = x4 − 5/2 x3 − 9/2 x2 + 14 x− 15;

�� P (x) = x4 + 5/2 x3 − 5 x2 + 5/2 x− 6;

� P (x) = x4 − 3 x3 − 23/4 x2 − 3 x− 27/4;

�� P (x) = x4 + x3 − 43/4 x2 + 39/2 x− 27/2;

��� P (x) = x4 − 5/2 x3 − 9/2 x2 + 14 x− 15;

��� P (x) = x4 − 6 x3 + 31/4 x2 − 7/2 x− 9/2;

��� P (x) = x4 − 17/4 x2 − 41/2 x− 105/4;

��� P (x) = x4 − 3 x3 − 11/4 x2 − 12 x− 27;

�	� P (x) = x4 + 4 x3 − 5/2 x2 − 3 x− 135/16;

�
� P (x) = x4 + x3 − 43/4 x2 + 39/2 x− 27/2;

%�&



��� P (x) = x4 + 1/2 x3 − 27/4 x2 − 65/8 x− 75/8;

��� P (x) = x4 + 1/2 x3 − 9 x2 + 17 x− 12;

��� P (x) = x4 − 2 x3 − 17/2 x2 − 21/2 x− 135/16;

��� P (x) = x4 + 5 x3 + 5/4 x2 − 15/2 x− 27/2;

��� P (x) = x4 − 5/2 x3 − 9/2 x2 + 14 x− 15.

	
�
�
 �� ��������� 	
����	 ������������� ����� ������� ���
� 	���

����
�� P (x)� ��
���� ��� �����

�� P (x) = x3 + x2 − 21 x− 45;

�� P (x) = x3 − 5 x2 − 12 x+ 36;

� P (x) = x3 − x2 − 24 x− 36;

�� P (x) = x3 − 4 x2 − 11 x− 6;

�� P (x) = x3 − x2 − 33 x− 63;

�� P (x) = x3 − 3 x2 − 25 x− 21;

�� P (x) = x3 − 3 x2 − 9 x− 5;

�� P (x) = x3 − 8 x2 + x+ 42;

�� P (x) = x3 − 2 x2 − 29 x− 42;

��� P (x) = x3 − 3 x2 − 9 x− 5;

��� P (x) = x3 − 2 x2 − 20 x− 24;

��� P (x) = x3 − 7 x2 + 4 x+ 12;

�� P (x) = x3 − 4 x2 − 19 x− 14;

��� P (x) = x3 − 6 x2 − x+ 6;

��� P (x) = x3 − 2 x2 − 13 x− 10;

��� P (x) = x3 − 3 x2 − 25 x− 21;

��� P (x) = x3 − 6 x2 + 3 x+ 10;

��� P (x) = x3 − 3 x2 − 9 x− 5;

��� P (x) = x3 − 8 x2 + 13 x− 6;

��� P (x) = x3 − 2 x2 − 21 x− 18.

���



������ �� ��������� 	�
������ ������	� ���	��� ��	���� ������

���
�����	 P (x)

�� P (x) = x5 + 2 x4 − 8 x3 − 16 x2 + 16 x+ 32;

�� P (x) = x5 − x4 − 2 x3 + 2 x2 + x− 1;

�� P (x) = x5 + x4 − 2 x3 − 2 x2 + x+ 1;

	� P (x) = x5 − 4 x4 + x3 + 14 x2 − 20 x+ 8;


� P (x) = x5 + 5 x4 + 7 x3 − x2 − 8 x− 4;

�� P (x) = x5 + 2 x4 − 8 x3 − 16 x2 + 16 x+ 32;

�� P (x) = x5 − 3 x4 − x3 + 7 x2 − 4;

� P (x) = x5 − 3 x4 − x3 + 7 x2 − 4;

�� P (x) = x5 + 3 x4 + 2 x3 − 2 x2 − 3 x− 1;

��� P (x) = x5 + 4 x4 + x3 − 14 x2 − 20 x− 8;

��� P (x) = x5 − 2 x4 − 8 x3 + 16 x2 + 16 x− 32;

��� P (x) = x5 + 5 x4 + 7 x3 − x2 − 8 x− 4;

��� P (x) = x5 + x4 − 2 x3 − 2 x2 + x+ 1;

�	� P (x) = x5 + 4 x4 + x3 − 14 x2 − 20 x− 8;

�
� P (x) = x5 − 7 x3 − 2 x2 + 12 x+ 8;

��� P (x) = x5 − 7 x3 + 2 x2 + 12 x− 8;

��� P (x) = x5 + 3 x4 + 2 x3 − 2 x2 − 3 x− 1;

�� P (x) = x5 − 7 x3 − 2 x2 + 12 x+ 8;

��� P (x) = x5 + 3 x4 − x3 − 7 x2 + 4;

��� P (x) = x5 + 6 x4 + 8 x3 − 16 x2 − 48 x− 32.

���



���� ����	
���� � �

	��������

�����	��������� ������������

������ �� ��������� ���	�
��������� �������	� ��	��	� ��	
	�� 
�

�������� �����	� ��
������ �	���� ������� � ��������� ���� ���	�
��

����  �  �	!  �������!

x1 = −1/2, x2 = 0, x3 = 1/2, x4 = 1,

� ����	��� yk "k = 1, . . . , 4# �������� 
�  ��������$

�� y1 = 25/8, y2 = 2, y3 = 15/8, y4 = 5.

�� y1 = −2, y2 = −3, y3 = −7/2, y4 = −2.
�� y1 = 23/8, y2 = 3, y3 = 37/8, y4 = 10.

	� y1 = 23/8, y2 = 3, y3 = 37/8, y4 = 10.


� y1 = 3/2, y2 = 3, y3 = 3, y4 = 3.

�� y1 = −15/8, y2 = −3, y3 = −37/8, y4 = −6.
�� y1 = −1/4, y2 = 1, y3 = 5/4, y4 = 2.

� y1 = −7/2, y2 = −2, y3 = −1, y4 = 1.

�� y1 = −17/8, y2 = −1, y3 = 9/8, y4 = 5.

��� y1 = −9/8, y2 = −1, y3 = 5/8, y4 = 6.

��� y1 = −17/8, y2 = −3, y3 = −35/8, y4 = −4.
��� y1 = −3/8, y2 = 1, y3 = 15/8, y4 = 3.

��� y1 = −11/8, y2 = −2, y3 = −17/8, y4 = −1.
�	� y1 = −9/8, y2 = −1, y3 = −15/8, y4 = −3.
�
� y1 = −11/8, y2 = −2, y3 = −17/8, y4 = −1.
��� y1 = −2, y2 = −3, y3 = −5/2, y4 = 1.

��� y1 = −27/8, y2 = −2, y3 = −13/8, y4 = 0.

�� y1 = 1/4, y2 = −1, y3 = −5/4, y4 = 1.

��� y1 = −19/8, y2 = −3, y3 = −25/8, y4 = −2.

%&'



������ �� ��������� ���	�
��������� �������	� ������ ��	
	�� 
� ���

������� ������ ����� ��� ������ f(x) = e−x� ����� �����	 ����	��	


���	������ ���	�
����� �� ���	��	 [0, 1]�

�� [x1 = 1/5, x2 = 1/2, x3 = 1];

�� [x1 = 1/5, x2 =
7
10 , x3 = 1];

�� [x1 = 1/13, x2 =
11
26 , x3 = 1];

	� [x1 = 1/13, x2 =
17
26 , x3 = 1];


� [x1 = 1/8, x2 = 1/3, x3 = 1];

�� [x1 = 1/3, x2 =
7
12 , x3 = 1];

�� [x1 = 1/3, x2 = 3/4, x3 = 1];

� [x1 = 1/5, x2 = 1/2, x3 = 1];

�� [x1 = 1/7, x2 =
13
28 , x3 = 1];

��� [x1 = 1/5, x2 =
7
10 , x3 = 1];

��� [x1 = 1/7, x2 =
19
28 , x3 = 1];

��� [x1 = 1/4, x2 = 3/5, x3 = 1];

��� [x1 = 1/4, x2 =
13
20 , x3 = 1];

�	� [x1 = 2/7, x2 = 2/3, x3 = 1];

�
� [x1 = 1/5, x2 = 1/2, x3 = 1];

��� [x1 = 1/5, x2 =
7
10 , x3 = 1];

��� [x1 =
7
15 , x2 = 2/3, x3 = 1];

�� [x1 = 1/4, x2 = 3/7, x3 = 1];

��� [x1 = 1/2, x2 =
11
16 , x3 = 1];

��� [x1 = 1/2, x2 =
13
16 , x3 = 1].

� !



������ �� �������� �� 	
�����
 P (x) 	
�����
�	 
�������� �������

��
�� �����
� � ��� ����

�� ��
���� f(x) 
� ������� ��� !" #���
��

����
��$ ���������%

�� f(x) = −5 |x+ 1/2|+ 4 |x| P (x) = 2
9 x

2 − 34
9 x− 11

9 ;

�� f(x) = −4 |x+ 1/2|+ 2 |x| P (x) = −8
9 x

2 − 26
9 x− 10

9 ;

�� f(x) = 3 |x+ 1/2| − 2 |x| P (x) = 2
9 x

2 + 20
9 x+ 7

9 ;

	� f(x) = −5 |x+ 1/2|+ 3 |x| P (x) = −2
3 x

2 − 11
3 x− 4

3 ;


� f(x) = −2 |x+ 1/2|+ |x| P (x) = −4
9 x

2 − 13
9 x− 5

9 ;

�� f(x) = −3 |x+ 1/2|+ 2 |x| P (x) = −2/9 x2 − 20
9 x− 7

9 ;

�� f(x) = 3 |x+ 1/2| − 2 |x| P (x) = 2
9 x

2 + 20
9 x+ 7

9 ;

� f(x) = −2 |x+ 1/2|+ |x| P (x) = −4
9 x

2 − 13
9 x− 5

9 ;

�� f(x) = −5 |x+ 1/2|+ 4 |x| P (x) = 2
9 x

2 − 34
9 x− 11

9 ;

��� f(x) = 3 |x+ 1/2| − 2 |x| P (x) = 2/9 x2 + 20
9 x+ 7

9 ;

��� f(x) = 4 |x+ 1/2| − 2 |x| P (x) = 8
9 x

2 + 26
9 x+ 10

9 ;

��� f(x) = 4 |x+ 1/2| − 2 |x| P (x) = 8
9 x

2 + 26
9 x+ 10

9 ;

��� f(x) = −5 |x+ 1/2|+ 4 |x| P (x) = 2/9 x2 − 34
9 x− 11

9 ;

�	� f(x) = −5 |x+ 1/2|+ 4 |x| P (x) = 2/9 x2 − 34
9 x− 11

9 ;

�
� f(x) = −2 |x+ 1/2|+ |x| P (x) = −4/9 x2− 13
9 x−5/9;

��� f(x) = −5 |x+ 1/2|+ 4 |x| P (x) = 2/9 x2 − 34
9 x− 11

9 ;

��� f(x) = −5 |x+ 1/2|+ 4 |x| P (x) = 2/9 x2 − 34
9 x− 11

9 ;

�� f(x) = −5 |x+ 1/2|+ 3 |x| P (x) = −2
3 x

2 − 11/3 x− 4
3 ;

��� f(x) = 2 |x+ 1/2| − |x| P (x) = 4/9 x2 + 13
9 x+ 5/9;

��� f(x) = −5 |x+ 1/2|+ 2 |x| P (x) = −14
9 x2 − 32

9 x− 13
9 .

������ 	� &��������$ 
������	 ������	 ��
��
�� ��
����� ��������


�' ��
���' f � ����

�' �������� � ����(

[x1 = 0, x2 = 1, x3 = 2, x4 = 3, x5 = 4].

&������� (�� �)����
��� ������$ �����
� � 	
�����
 
������� ����

�����
��%

 *+



1. f = [1, 1, −1, 1, −2]; 11. f = [−1, −2, −1, 1, 2];
2. f = [−1, 1, −2, 1, 2]; 12. f = [1, 1, −4, 1, 0];
3. f = [−1, 1, −1, −2, 2]; 13. f = [1, 1, −1, 2, 1];
4. f = [0, 1, −1, 2, 1]; 14. f = [0, 1, −1, 3, 1];
5. f = [0, −2, −2, 2, 1]; 15. f = [0, 3, −2, 2, 1];
6. f = [0, −1, −4, 2, 1]; 16. f = [0, −1, −4, 0, 1];
7. f = [0, −1, −4, 0, 0]; 17. f = [0, 1, −4, 0, 0];
8. f = [1, 1, −4, 0, 0]; 18. f = [2, 1, −4, 0, 0];
9. f = [0, 1, −4, 0, 1]; 19. f = [4, 1, −4, 0, 0];
10. f = [4, 1, −4, 1, 0]; 20. f = [2, 1, −4, 1, 0].
������ �� ��������� �	�
���	� 	������
� ���	���	�
� �������	��

���	� � � � ��� ��	���� f(x) = eαx 	� ����� [a, b]�  ���� ��� �����

�����	�	��� !�	� ����	��� 
���������

1. [a, b] = [−3, 1] α = −1/3;
2. [a, b] = [−2, 2] α = −2/3;
3. [a, b] = [−1, 2] α = 2/3;

4. [a, b] = [−2, 1] α = 1/3;

5. [a, b] = [−3, 2] α = 1;

6. [a, b] = [−1, 1] α = −1/3;
7. [a, b] = [−2, 1] α = 2/3;

8. [a, b] = [−2, 2] α = −2/3;
9. [a, b] = [−1, 3] α = 2/3;

10. [a, b] = [−3, 3] α = 1;

11. [a, b] = [−1, 3] α = −1/3;
12. [a, b] = [−2, 1] α = 1/3;

13. [a, b] = [−3, 2] α = −2/3;
14. [a, b] = [−2, 3] α = 2/3;

15. [a, b] = [−1, 3] α = −1/3;

�""



16. [a, b] = [−1, 1] α = 1/3;

17. [a, b] = [−3, 2] α = 1/3;

18. [a, b] = [−1, 1] α = −1/3;
19. [a, b] = [−3, 3] α = −2/3;
20. [a, b] = [−1, 2] α = 1/3.

������ �� ������ ���� xk 	 ���
��	� ����		 yk = f(xk) � ��	� ������

������� ��	�����	� ��������� ������	�� �����
���� P1(x) 	 P2(x) ����

��� 	 ������ �������� �������	�	��!"	� ��	 ���
��	�� #���	 ��	$����

�	� �������	� ����������� ���	����� �� �������� ���
��	�� #��	������

���	�	�

�� x1 = 0, x2 = 2, x3 = 4, x4 = 6,

y1 = −4, y2 = 5, y3 = −2, y4 = −5 %

�� x1 = −1, x2 = 0, x3 = 2, x4 = 3,

y1 = 5, y2 = −1, y3 = 5, y4 = 2%

	� x1 = 0, x2 = 2, x3 = 4, x4 = 6,

y1 = −2, y2 = −1, y3 = 5, y4 = 6%


� x1 = −1, x2 = 0, x3 = 1, x4 = 2,

y1 = 6, y2 = −2, y3 = 4, y4 = −6%

�� x1 = −1, x2 = 0, x3 = 2, x4 = 3,

y1 = 1, y2 = 5, y3 = −1, y4 = −6%

�� x1 = −1, x2 = 1, x3 = 3, x4 = 5,

y1 = 5, y2 = −5, y3 = −1, y4 = −3%

�� x1 = −1, x2 = 0, x3 = 1, x4 = 2,

y1 = 5, y2 = −1, y3 = 5, y4 = 3%

� x1 = −1, x2 = 0, x3 = 1, x4 = 2,

y1 = 6, y2 = 5, y3 = −2, y4 = 5%

�� x1 = −1, x2 = 0, x3 = 1, x4 = 3,

y1 = 1, y2 = −4, y3 = 4, y4 = 4%

&'(



��� x1 = −1, x2 = 0, x3 = 1, x4 = 2,

y1 = 2, y2 = −5, y3 = 2, y4 = 3�

��� x1 = −1, x2 = 0, x3 = 1, x4 = 2,

y1 = −4, y2 = 2, y3 = 4, y4 = 2�

��� x1 = −1, x2 = 0, x3 = 1, x4 = 2,

y1 = −6, y2 = −2, y3 = −1, y4 = −3�
��� x1 = 0, x2 = 1, x3 = 2, x4 = 3,

y1 = −2, y2 = 6, y3 = 2, y4 = 6�

��� x1 = 0, x2 = 1, x3 = 2, x4 = 3,

y1 = −3, y2 = −2, y3 = 1, y4 = 6�

��� x1 = 0, x2 = 2, x3 = 4, x4 = 6,

y1 = 2, y2 = −5, y3 = 6, y4 = 3�

��� x1 = −1, x2 = 1, x3 = 2, x4 = 4,

y1 = 4, y2 = −4, y3 = 6, y4 = 2�

�	� x1 = −1, x2 = 0, x3 = 2, x4 = 3,

y1 = 6, y2 = 5, y3 = −3, y4 = 5�

�
� x1 = 0, x2 = 2, x3 = 4, x4 = 6,

y1 = 3, y2 = 2, y3 = −1, y4 = −6�
��� x1 = −1, x2 = 0, x3 = 2, x4 = 3,

y1 = −5, y2 = −5, y3 = 2, y4 = −1�
��� x1 = −1, x2 = 0, x3 = 2, x4 = 3,

y1 = 1, y2 = −2, y3 = 4, y4 = −2�
��� 	� ��� ����		
� �	���� f(x) �
���
��� ��
�� ���� �
����� 2/2�

�������� 	� �
�	
��� ��� x = 1/2�

1. 2 + x cos(x)− 3 sin(x)− 6 ex;

�� −2− x cos(x) + 5 sin(x)− 4 ex;

3. −2− x cos(x)− sin(x) + 8 ex;

�� 1− 4 x cos(x) + 7 sin(x)− 2 ex;

5. 1 + x cos(x)− 3 sin(x)− 3 ex;

���



�� −1 + 4 x cos(x)− 7 sin(x) + 2 ex;

7. −1− x cos(x) + 3 sin(x) + 3 ex;

�� −1− 4 x cos(x) + 7 sin(x)− 2 ex;

9. −2 + 4 x cos(x)− 5 sin(x) + 2 ex;

��� 1− x cos(x) + 3 sin(x) + 3 ex;

11. −2 + x cos(x)− 5 sin(x) + 4 ex;

��� 2− 4 x cos(x) + 5 sin(x)− 2 ex;

13. 2− 4 x cos(x) + 7 sin(x)− 2 ex;

��� −2− x cos(x) + 3 sin(x) + 6 ex;

15. −2 + x cos(x)− 5 sin(x) + 4 ex;

��� −1 + 4 x cos(x)− 7 sin(x) + 2 ex;

17. 1 + 4 x cos(x)− 5 sin(x) + 2 ex;

��� −1 + 4 x cos(x)− 7 sin(x) + 2 ex;

19. 1− x cos(x) + 5 sin(x)− 4 ex;

��� −2− x cos(x) + 2 sin(x) + 2 ex

�	
	�	 ����� ������	
���

 ����

 (α+1)|x−1|−(β+1)|x| �� �������

[−2, 2] ��	���
�� �������
��	�
� 
 ���
��	�
� 	������� ���� 
���������

�

 {xk} = {−2,−1, 0, 1, 2} �N = 4�� ��������� α� β � ��� �� 
  �����

�
�� ������  ��
����� ����
����  ��
���� ! 	��� ��	� ���α = 0� β = 7�

"��
	� ��� #��
�
�

���� �����	
���� � �		�
�������

����
�
������������ ��
�
�������

�	
	�	 �� $����%
�� �� ���	���&
� ���%
���
 ��
#�������
��	�
� ����

#������

�� 2 + 2 cosx− 2 sin x− sin 2x; �� 1 + cos x− 2 sin x− sin 2x;

�� 2− 3 sin x− cos 2x; �� 1 + cos x− 2 sin x− sin 2x;

� 1
2 − cosx− sin x+ sin 2x; �� 1

2 − cos x+ sin x− sin 2x;

'()



�� 2− 3 cos x+ cos 2x; �� −1
2 − cos x+ sin x+ sin 2x;

�� 1 + 2 cosx+ 2 sin x+ 2 sin 2x; ��� 2 + 3 cosx+ cos 2x;

��� 2− 2
√
2 cosx+ cos 2x; ��� 9

8 − 3
2 cos x+ 3

4 cos 2x;

��� 5− 4
√
3 cosx+ 2 cos 2x; �	� 3−2

√
2 cosx−2

√
2 sin x+sin 2x;

�
� 5− 4
√
3 cosx+ 2 cos 2x; ��� 3 + 4 cosx+ cos 2x;

��� 2 cos x+ cos 2x+ 1; ��� 2 + 2 cosx− 2 sin x− sin 2x;

���
√
2−√2 sin x− 2 cos x+ sin 2x; ��� 3 − 2

√
3 cosx − 2

√
3 sin x +

2 sin 2x.

��� �� ��������� �	�
�������		�� �����	��
����
���� �	�����
	

�
���� ��
�
	� n = 1

��� �� �����		�� 	��
 �������� �	�
��������

��� ����� ��� ���� �	�
������� �����
!
�
	� ���	��
�	� ��
�

x1 = 0 x2 = 2π/3 4π/3 � �	��
	� y1 y2 y3 " �
 �
 �����
!
	� 	�#

�
�� $ %��� �����
 ����
	��� ��
�����	�& '������ ���� �()���

1.
[
x1 =

π
4 , x2 =

π
2 , x3 = π

]
[y1 = −1, y2 = 1, y3 = 1]

2.
[
x1 =

π
4 , x2 =

π
2 , x3 = π

]
[y1 = −1, y2 = 2, y3 = 2]

3.
[
x1 =

π
4 , x2 =

π
2 , x3 = π

]
[y1 = 1, y2 = 2, y3 = 2]

4.
[
x1 =

π
4 , x2 =

π
2 , x3 = π

]
[y1 = 3, y2 = 2, y3 = 2]

5.
[
x1 =

π
4 , x2 =

π
2 , x3 = π

]
[y1 = 3, y2 = −2, y3 = −2]

6.
[
x1 =

π
3 , x2 =

π
2 , x3 = π

]
[y1 = 2, y2 = 1, y3 = −1]

7.
[
x1 =

π
3 , x2 =

2π
3 , x3 = π

]
[y1 = 2, y2 = 1, y3 = −1]

8.
[
x1 =

π
3 , x2 =

2π
3 , x3 = π

]
[y1 = 2, y2 = 1, y3 = 1]

9.
[
x1 =

π
3 , x2 =

2π
3 , x3 = π

]
[y1 = 4, y2 = 2, y3 = 1]

10.
[
x1 =

π
4 , x2 =

3π
4 , x3 = π

]
[y1 = 2, y2 = 2, y3 = −1]

11.
[
x1 =

π
4 , x2 =

3π
4 , x3 = π

]
[y1 = 4, y2 = 4, y3 = −1]

12.
[
x1 =

π
4 , x2 =

3π
4 , x3 =

5π
4

]
[y1 = −4, y2 = 2, y3 = 2]

13.
[
x1 =

π
4 , x2 =

3π
4 , x3 =

5π
4

]
[y1 = −1, y2 = 2, y3 = 2]

14.
[
x1 =

π
4 , x2 =

3π
4 , x3 =

5π
4

]
[y1 = 4, y2 = 1, y3 = 1]

*+,



15.
[
x1 =

π
2 , x2 = π, x3 =

3π
2

]
[y1 = 8, y2 = 2, y3 = 2]

16.
[
x1 =

π
2 , x2 =

3π
4 , x3 =

3π
2

]
[y1 = 1, y2 = −2, y3 = 1]

17.
[
x1 =

π
2 , x2 =

3π
4 , x3 =

3π
2

]
[y1 = −1, y2 = 2, y3 = 5]

18.
[
x1 =

π
2 , x2 =

3π
4 , x3 =

3π
2

]
[y1 = 1, y2 = −2, y3 = 1]

19.
[
x1 =

π
2 , x2 =

3π
4 , x3 =

3π
2

]
[y1 = 1, y2 = 5, y3 = 1]

20.
[
x1 =

π
2 , x2 =

3π
4 , x3 =

3π
2

]
[y1 = 1, y2 = 4, y3 = 1]

���� �����	
����� ������������� 
�
�����

������ �� ������� �	
�
�����
 ����	��� �	����	�	��
���� �����

�� g1� g2� g3 � L2 �
 �
�
���� ��	���� [a, b] = [0, 1] �� �	�� �
�
����

������ ���
����� �������
� f1� f2� f3�

��	
��� �
 ����������� �
�� ���������P2(x) �
��� ��� �	!��

"��� ���	�� ������ ��� #���$ f(x) = x3  ��	�� ‖f − P2‖L2[a,b]�

%������ ��������� �
��� ��� �	!�"��� � ���

Q2(x) = α1f1 + α2f2 + α3f3

������� �
���� & ��
�	
��� '���(�)*� +!������ � ����
��� 	������

�
��� 'Q2 ≡ P2*�

1. [g1 = 1− 2 x, g2 = 1− x, g3 = x2]

2. [g1 = 1− 2 x, g2 = −3− 2 x, g3 = −3 + x2]

3. [g1 = 1− 2 x, g2 = −1 + x, g3 = −1 + x2]

4. [g1 = 1− 2 x, g2 = −2 + x, g3 = −2 + x2]

5. [g1 = 1− 2 x, g2 = 1, g3 = x2]

6. [g1 = 1− x, g2 = −x, g3 = 1 + x2]

7. [g1 = 1− x, g2 = −1− 2 x, g3 = −2 + x2]

8. [g1 = 1− x, g2 = −1, g3 = x2]

9. [g1 = 1− x, g2 = x, g3 = −2 + x2]

10. [g1 = 1− x, g2 = −3 + x, g3 = −2 + x2]

,)-



11. [g1 = 1− x, g2 = 1− 3 x, g3 = −3 + x2]

12. [g1 = 1− x, g2 = −3− 3 x, g3 = −3 + x2]

13. [g1 = 1− x, g2 = −1− 3 x, g3 = x2]

14. [g1 = 1− x, g2 = 1, g3 = x2]

15. [g1 = 1− x, g2 = −1− x, g3 = x2]

16. [g1 = 1− x, g2 = 1 + x, g3 = −2 + x2]

17. [g1 = 1− x, g2 = −2 x, g3 = −1 + x2]

18. [g1 = 1− x, g2 = −3 + x, g3 = −1 + x2]

19. [g1 = 1− x, g2 = x, g3 = 1 + x2]

20. [g1 = 1− x, g2 = −2− 2 x, g3 = 1 + x2]

���� ����	� 
���

������ �� �������	
 � ����� ����
 ������� �� � ������	
 ��� ����

��������� ��������� �����

�� x =
√
3� �� x =

√
14� �� x =

√
13;

	� x =
√
47� 
� x =

√
8� �� x =

√
11;

�� x =
√
23� � x =

√
55� �� x =

√
33

��� x =
√
35 � ��� x =

√
6� ��� x =

√
10;

��� x =
√
12� �	� x =

√
15� �
� x =

√
32�

��� x =
√
51� ��� x =

√
17� �� x =

√
45;

��� x =
√
34� ��� x =

√
7� ��� x =

√
39;

������ �� �������	
 ��������
���  ������ R � ����� ����
� ����
�

	�	 ������	
 � ��������� !	�" ����� ��� x = 1/2

1. R = x4−3x3−8x2+6x+11
x3−2x2−9x−6 2. R = x4−x3−6x2+3x+2

x3+x2−3x−1
3. R = x4−4x3−8+11x

x3−2x2−3x+5 4. R = x4−6x3+10x2−3x−2
x3−5x2+6x−1

5. R = x4−x3−10x2+x+4
x3−3x2−3x+3 6. R = x4+5x3−10x2−10x+1

x3+6x2−3x−6
7. R = x4−6x3+9x2−3

x3−3x2+x+1 8. R = x4+5x3+2x2−10x−5
x3+4x2−x−8

9. R = x4+x3−6x2−2x+7
x3+4−5x 10. R = x4−3x3−2x2+9x−2

x3−2x2−3x+5

11. R = x4−5x3+3x2+10x−7
x3−6x2+10x−4 12. R = x4−x3−10x2+2x+3

x3−4−9x

�#�



13. R = x4−2x3−7x2+6x+11
x3−3x2−3x+7 14. R = x4+4x3−9x2−6x+11

x3+5x2−3x−9
15. R = x4−5x3−5+10x

x3−4x2−3x+7 16. R = x4−3x3−6x2+11x+2
x3−4x2−x+7

17. R = x4−x3−9x2+9x+11
x3+x2−6x−3 18. R = x4−x3−10x2+6x+11

x3+2x2−3x−3
19. R = x4+4x3−8−11x

−5+x3+3x2−2x 20. R = x4+5x3+2x2−10x−3
x3+6x2+9x+2

���� ����	

�� 
��� ��
����
��
�� ���
	
�� �


	��	
���

������ �� ������ �	
������ ��������� ��	���� ����� ����� ����� �����

�� x3 + 3 x2 + x− 3 = 0; ��� x3 + 2 x2 + x− 3 = 0;

�� x3 + 2 x2 + x− 5 = 0; ��� x3 + 2 x2 − x− 5 = 0;

�� x3 + 2 x2 − x− 7 = 0; ��� x3 + 5 x2 − x− 7 = 0;

	� x3 + 5 x2 − 2 x− 7 = 0; �	� x3 + 5 x2 − 3 x− 1 = 0;


� x3 + 5 x2 − 2 x− 1 = 0; �
� x3 + 4 x2 − 2 x− 1 = 0;

�� x3 + 4 x2 − 2 x− 4 = 0; ��� x3 + 7 x2 − 2 x− 4 = 0;

�� x3 + 7 x2 − x− 4 = 0; ��� x3 + 5 x2 − x− 4 = 0;

� x3 + 5 x2 − x− 7 = 0; �� x3 + 5 x2 + x− 5 = 0;

�� x3 + 5 x2 + 2 x− 5 = 0; ��� x3 + 4 x2 + 2 x− 5 = 0;

��� x3 + 4 x2 + 2 x− 8 = 0; ��� x3 + 4 x2 + 2 x− 10 = 0.

������ �� ������ �	
������ ��������� ��	���� ����� ����� ����� �����

�� ex − x = 3/2; ��� ex − 2 x = 4/5;

�� ex − 3 x = 4/5; ��� ex + 3 x = 2;

�� sin(x) + 3 x = 2; ��� sin(x) + 2 x = 2;

	� sin(x) + 2 x = 1; �	� sin(x) + x = 1;


� cos(x) + 2 x = 2; �
� 3 x cos(x) = 1;

�� 3 x sin(x) = 1; ��� xex = 1;

�� xex = 2; ��� 4 xe−x = 1;

� 5 xe−x = 1; �� 5 xex = 1;

�� x+ e2x = 2; ��� 3 x+ ln(2 x) = 1;

��� 3 x+ ln(2 x) = 2; ��� sin(x) + 3 x = 2;

���



������ �� ������ �����	
 �
����������� 
��������� �������
� ���	
�

�
 ���� 

�� f = e−y + x g = x+ 2 y x0 = 0, y0 = −1;
�� f = ey + x g = x+ 3 y x0 = −1, y0 = 1;

�� f = ey + yx g = x+ y + 1 x0 = 0.5, y0 = −1;
	� f = e−y + yx g = x+ y + 1 x0 = −1, y0 = 0.5;


� f = ex + yx g = x+ y + 1 x0 = −1, y0 = 0.4;

�� f = e−x + yx g = x+ y + 2 x0 =
1
2 , y0 = −2;

�� f = exy + 1 g = x+ y + 2 x0 = −1
2 , y0 = −1;

� f = e−xy + 1 g = x+ y + 2 x0 = 1, y0 = −3;
�� f = e2xy + 1 g = x+ 2 y + 1 x0 =

1
2 , y0 = −1

2 ;

��� f = e5xy + 1 g = x+ 2 y + 1 x0 = 0, y0 = −1
2 ;

��� f = e−y + x g = x+ 2 y x0 = 0, y0 = −1;
��� f = ey + x g = x+ 3 y x0 = −1, y0 = 1;

��� f = ey + yx g = x+ y + 1 x0 =
1
2 , y0 = −1;

�	� f = e−y + yx g = x+ y + 1 x0 = −1, y0 = 0.5;

�
� f = ex + yx g = x+ y + 1 x0 = −1, y0 = 0.4;

��� f = e−x + yx g = x+ y + 2 x0 =
1
2 , y0 = −2;

��� f = exy + 1 g = x+ y + 2 x0 = −1
2 , y0 = −1;

�� f = e−xy + 1 g = x+ y + 2 x0 = 1, y0 = −3;
��� f = e2xy + 1 g = x+ 2 y + 1 x0 = 0.5, y0 = −1

2 ;

��� f = e5xy + 1 g = x+ 2 y + 1 x0 = 0, y0 = −1
2 .

������ 	� !���"�	 ������#� ��$���� ����� 	���	
	 f(x) �
���� �� ���

���� %���&

�� f(x) = (3/8 x− 4/9) e3x; ��� f(x) = (1/2 x− 4/9) e3/2x;

�� f(x) = (5/4 x− 4/9) e3x; ��� f(x) = (2/3 x− 2/3) e3/2x;

�� f(x) = (5/6 x− 1/2) e3x; ��� f(x) = (1/2 x− 1/3) e2x;

	� f(x) =
(
1/6 x− 10

9

)
e1/6x; �	� f(x) =

(
1/3 x− 4

15

)
e3/2x;


� f(x) =
(
5/2 x− 10

9

)
e3x; �
� f(x) = (1/5 x− 2/15) e3x;

�� f(x) = (5/4 x− 5/6) e5/3x; ��� f(x) = (1/4 x− 2/3) e1/2x;

�'(



�� f(x) = (x− 4/3) e4/5x; ��� f(x) =
(
1
8 x− 2

15

)
e3/2x;

�� f(x) = (1/2 x− 4/5) ex; ��� f(x) =
(
2/3 x− 10

9

)
ex;

�� f(x) = (x− 2/9) e6x; ��� f(x) = (3/2 x− 1/2) e4x;

��� f(x) = (1/4 x− 1/3) e5/2x; ��� f(x) = (x− 4/5) e4/3x.

�	
	�	 �� �������	� 
����
 ������������ �	
� ������� ����� 
���
�


������� f(x, y)� ��������� ����� � ������  ��!��"�� � ��������
� ��#

"���$ r� %��!����� εk < 0.1 &' ����� & (����		� 	�����

�� f(x, y) = 2x2 − 5/2 x+ 2 y2 − 10 y

r = {y = 2.5000, x = 0.62500} ;
�� f(x, y) = 2x2 − 16/3 x+ 2 y2 − 12

5 y

r = {x = 1.3333, y = 0.60000} ;
� f(x, y) = 2x2 − 13

10 x+ 2 y2 − 14/3 y

r = {x = 0.32500, y = 1.1667} ;
�� f(x, y) = 2x2 − 68

15 x+ 2 y2 − 19
5 y

r = {y = 0.95000, x = 1.1333} ;
�� f(x, y) = 2x2 − 6 x+ 2 y2 − 3 y

r = {y = 0.75000, x = 1.5000} ;
�� f(x, y) = 2x2 − 14/3 x+ 2 y2 − 8 y

r = {x = 1.1667, y = 2.0} ;
�� f(x, y) = 2x2 − 18

5 x+ 2 y2 − 10 y

r = {y = 2.5000, x = 0.90000} ;
�� f(x, y) = 2x2 − 2 x+ 2 y2 − 9/2 y

r = {x = 0.50000, y = 1.1250} ;
�� f(x, y) = 2x2 − 5 x+ 2 y2 − 4 y

r = {y = 1.0, x = 1.2500} ;
��� f(x, y) = 2x2 − 14/3 x+ 2 y2 − 3 y

r = {x = 1.1667, y = 0.75000} ;
��� f(x, y) = 2x2 − 5/3 x+ 2 y2 − 9

2 y

r = {y = 1.1250, x = 0.41667} ;
�)�



��� f(x, y) = 2x2 − 22
3 x+ 2 y2 − 16

5 y

r = {y = 0.80000, x = 1.8333} ;
��� f(x, y) = 2x2 − 13 x+ 2 y2 − 4 y

r = {x = 3.2500, y = 1.0} ;
��� f(x, y) = 2x2 − 24

5 x+ 2 y2 − 9 y

r = {x = 1.2000, y = 2.2500} ;
��� f(x, y) = 2x2 − 7 x+ 2 y2 − 5 y

r = {x = 1.7500, y = 1.2500} ;
��� f(x, y) = 2x2 − 22

3 x+ 2 y2 − 16/3 y

r = {x = 1.8333, y = 1.3333} ;
��� f(x, y) = 2x2 − 11/2 x+ 2 y2 − 56

15 y

r = {y = 0.93333, x = 1.3750} ;
�	� f(x, y) = 2x2 − 22

3 x+ 2 y2 − 7/2 y

r = {x = 1.8333, y = 0.87500} ;
�
� f(x, y) = 2x2 − 10 x+ 2 y2 − 33

5 y

r = {y = 1.6500, x = 2.5000} ;
��� f(x, y) = 2x2 − 4 x+ 2 y2 − 23

6 y

r = {x = 1.0, y = 0.95833} .

���� ����	

�	 �
�	������
�	

��� ����� �������	� �
���� [0; b] � ������ ����� xk ���
���
� ������


����� ������� ��	� ������ ���� ������� � !����
� � �� ����"�� �������

#���� ���!���� ��
�	���� �
 ���$�� e−b x% ������
� � 
�!� � ���!�����
�� b = 2, X = {13 , 23 , 53}
�� b = 3, X = {12 , 32 , 52}
�� b = 3, X = {12 , 74 , 52}
�� b = 1, X = {16 , 12 , 56}
�� b = 1, X = {19 , 13 , 79}
�� b = 1, X = {16 , 12 , 56}

��&



�� b = 3, X = {12 , 32 , 52}
�� b = 1, X = {16 , 12 , 56}
�� b = 2, X = {13 , 23 , 53}
��� b = 2, X = {13 , 23 , 53}
��� b = 3, X = {12 , 32 , 52}
��� b = 1, X = {16 , 12 , 56}
��� b = 1, X = {16 , 12 , 56}
�	� b = 1, X = {19 , 13 , 79}
�
� b = 2, X = {16 , 76 , 32}
��� b = 2, X = {13 , 23 , 53}
��� b = 3, X = {12 , 54 , 52}
��� b = 3, X = {12 , 32 , 52}
��� b = 3, X = {12 , 32 , 52}
��� b = 3, X = {12 , 32 , 52}

��� �� ��� �������	� �
���� [0; b] � ������ ����� xk ���
���
�

�����
����� ������� ��	� ������ ���� �������  !"����
� � �� ����#��

������$���� ���"���� ��
�	���� �
 ���%�� e−b x& ������
� � 
�"�!� ����

"�����
�� b = 3, X = {1/4, 3/4, 3/2, 5/2}
�� b = 2, X = {1/4, 5/6, 7/6, 7/4}
�� b = 2, X = {1/3, 5/6, 4/3, 3/2}
	� b = 4, X = {1/2, 5/3, 7/3, 7/2}

� b = 4, X = {1/2, 5/3, 7/3, 7/2}
�� b = 2, X = {0, 2/3, 7/6, 3/2}
�� b = 3, X = {1/4, 3/4, 3/2, 5/2}
�� b = 1, X = {1/6, 1/4, 2/3, 3/4}
�� b = 2, X = {1/4, 5/6, 7/6, 7/4}
��� b = 4, X = {1/2, 5/3, 7/3, 7/2}
��� b = 3, X = {1/2, 1, 2, 5/2}
��� b = 2, X = {1/6, 2/3, 1, 3/2}

���



��� b = 2, X = {1/6, 5/6, 1, 5/3}
��� b = 1, X = {1/6, 1/4, 2/3, 3/4}
��� b = 1, X = {1/6, 1/3, 2/3, 5/6}
��� b = 2, X = {1/6, 2/3, 1, 3/2}
��� b = 2, X = {1/4, 5/6, 7/6, 7/4}
��� b = 4, X = {1/2, 5/3, 7/3, 7/2}
�	� b = 2, X = {1/6, 5/6, 1, 5/3}

�� b = 2, X = {1/3, 5/6, 4/3, 3/2}
��� �� ��� �������	� 
 ������  ������� [0; b] ��������� �	
��
�

���� ����� �
��
 ���� ������
 ���� ������� ��������� �   ����!��

���"��# ��� $�
� �� ��� ��
�
 �� ���%�� e−bx& ��
	���� � ������ $�
�

� �� ��

������ �� '�� $
�
����� 	 $
�
� ( ��� $�
 [0; b] ��������� �	
��
�

���� ����� )������
 ��� 2n = 10 ���� ������ ��������� �   �����

!�� ���"��# ��� $�
� �� ��� ��
�
 �� ���%�� e−bx& ��
	���� � ������

$�
� �� ��

���� ����	
���� ������ 
������	�
�		

���	�� h
���

������ �� * +��� ���� �

λm
1 + λm

2 + λm
3 + λm

4 = αm, m = 1, 2, . . . , n,

�� {αm} = {−1, 13,−19, 97}� '��� 	
��
���,

�� {−6, 12,−24, 48}- �� {−3, 15,−33, 99}-
�� {2, 10, 2, 34}- �� {−6, 18,−42, 114}-
�� {−3, 15,−33, 99}- �� {−2, 12,−26, 84}-
�� {−4, 8,−16, 32}- 	� {0, 2, 0, 2}-
�� {−1, 3,−1, 3}- ��� {−1, 19,−1, 163}-
��� {−2, 12,−8, 48}- ��� {−5, 9,−17, 33}�

�./



������ �� ��������� h��	

	 ����� ������� ��� ��������
����

�	�����

f(x) = α1 + α2x+ α3x
2 + α4x

3 + α5x
4,

���� � �������� �������� �	�����h = 1
1−x � �� {αm} = {1, 15,−17, 99,−209}�

��	�� �������� 

�� {7, 13, 25, 49, 97}! �� {−3, 27,−39, 195,−423}!
�� {−3, 29,−27, 245,−243}! 	� {8, 28, 80, 244, 728}!

� {−1, 15, 17, 99, 209}! �� {0, 26, 0, 194, 0}!
�� {1, 27, 1, 195, 1}! � {−6, 26,−54, 194,−486}!
�� {6, 26, 54, 194, 486}! ��� {2, 16, 20, 100, 212}!
��� {0, 20, 0, 164, 0}! ��� {0, 32,−18, 260,−210}�
������ �� ��������� h��	

	 ������� ������� ��� ��������
����

�	�����

f(x) =
√
1 + rx+ px−m.

���� � �������� �������� �	����� h = ex� �� [p = 16, r = −10, m = 2]�

��	�� �������� 

�� [p = 16, r = −10,m = 2]! �� [p = 12, r = 19,m = 5]!

�� [p = 5, r = −3,m = 1]! 	� [p = 2, r = 3,m = 1]!


� [p = 32, r = −12,m = 1]! �� [p = 10, r = 16,m = 5]!

�� [p = 20, r = 12,m = 1]! � [p = 164
9 , r = −12,m = 3]!

�� [p = 31, r = −19,m = 5]! ��� [p = 6, r = 10,m = 2]!

��� [p = 26, r = −16,m = 5]! ��� [p = 16, r = −10,m = 2]�

������ 	� ��������� h��	

	 ������ �������� ���� �������� �	���

��� � ��������
��	�
�� �	����� �
��� �������������� ���

h(x) =
1

1− nx
; f(x) = e5nx,

�� n " ��
�� ���������

#$%



������ ����������� h��	

	 �������� ������� ���� �������� �	���

��� � ������
��	�
�� �	����� �
��� �������������� ���

h(x) =
1

1− nx
; f(x) = e

√
2nx,

��� n � ��
�� ��������� ������� �������� ������
����� ���� x = 0.1�

x = 0.01�

���	�
 ������������������� �����

������ ��  �!��� �����
	 ���������" 
�
����� ���� #$%&' �� n = 2

μ1λ
m
1 + μ2λ

m
2 = αm, m = 0, 3,

��� {αm} = {1, 11,−41, 359}� (�	��� ��������)

�� {1, 10,−28, 232}* 
� {1, 12, 16, 192}*
�� {1, 1,−7,−71}* �� {1, 9,−17, 141}*
�� {1, 6, 4, 24}* �� {1, 12, 46, 258}*
�� {1, 7, 47, 307}* 	� {1, 11, 89, 659}*
�� {1, 2,−4,−88}* ��� {1, 11,−7, 179}*
��� {1, 16, 14, 466}* �
� {1, 1,−17,−215}*
��� {1, 15, 63, 459}* ��� {1, 21, 49, 1029}*
������ 
�

 �!��� �����
	 ���������" 
�
����� ���� #$%&' �� n = 3

μ1λ
m
1 + μ2λ

m
2 + μ3λ

m
3 = αm, m = 0, 5,

��� {αm} = {0,−1, 15,−61, 255,−1021}� (�	��� ��������)

�� {0, 5, 3, 11, 15, 35}* 
� {0, 1, 3,−5, 15,−29}*
��{0,−1, 15,−61, 255,−1021}* �� {0, 1, 9,−47, 225,−959}*
�� {0, 6,−16, 54,−160, 486}* �� {0, 0, 8,−24, 80,−240}*
�� {0, 6,−16, 54,−160, 486}* 	� {0, 4,−6, 16,−30, 64}*
�� {0,−9,−1,−117, 95,−1509}* ��� {0,−4,−6,−16,−30,−64}*
��� {0, 7, 15, 67, 255, 1027}* �
� {0, 9, 9, 81, 225, 1089}�

+,-



������ �� ��� n = 2 �����	��
 ����� ���������� �������������

	���� 	 	���

(zf(z))′ ≈ Hn({μk}, {λk}, f ; z)− p fn−1zn−1 − q f2n−1z2n−1,

��� {p = −1, q = 1}� ����� 	��������

�� {p = 1, q = 2}� �� {p = 1, q = 11}�
�� {p = −1, q = −4}� 	� {p = −3, q = −9}�

� {p = −2, q = −10} ; �� {p = 1, q = 2}�
�� {p = 0, q = −4} ; � {p = −2, q = 2} ;
�� {p = −4, q = −8} ; ��� {p = −3, q = −13} ;
��� {p = −4, q = −8} ; ��� {p = 7, q = −3} .
������ 	� ��� n = 3 �����	��
 ����� ���������� �������������

	���� 	 	���

(zf(z))′ ≈ Hn({μk}, {λk}, f ; z)− p fn−1zn−1 − q f2n−1z2n−1,

��� {p = 1, q = −1}� ����� 	��������

�� {p = −1, q = 5}� �� {p = −1, q = 5}�
�� {p = 5, q = −2}� 	� {p = 6, q = −3}

� {p = 0, q = −5} ; �� {p = −2, q = 5}�
�� {p = −1, q = −8} ; � {p = 8, q = −4} ;
�� {p = −3, q = 7} ; ��� {p = −1, q = 10} ;
��� {p = −1, q = −7}� ��� {p = −1, q = −8} .

���



ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В настоящее время будущие инженеры, экономисты, строители
нуждаются в серьёзной математической подготовке. Этим и определя-
ется  место  математики  в  системе  высшего  образования.  Изучение
математики  способствует  усвоению  современного  стиля  научного
мышления и является условием его применения в конкретных науках.

Пособие  содержит  необходимый  теоретический  материал  по
курсу «Численные методы». Приведены примеры решений ключевых
задач.  Кроме этого авторами была поставлена задача рассмотрения
новых нетрадиционных методов аппроксимации. 
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