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ÏÐÅÄÈÑËÎÂÈÅ

Òåîðèÿ êîäèðîâàíèÿ � ïðåäìåò èçó÷åíèÿ ñîâðåìåííîé äèñêðåòíîé

ìàòåìàòèêè è èíôîðìàòèêè. Áîëüøèíñòâî ó÷åáíûõ ïîñîáèé ïî òåîðèè

êîäèðîâàíèÿ àâòîðû ñòðîÿò êàê ââåäåíèå â âûáðàííîå íàïðàâëåíèå ñ

ïîäðîáíûì îïèñàíèåì ñàìîãî íàïðàâëåíèÿ. Â äàííîì ó÷åáíîì ïîñîáèè

áûë âûáðàí äðóãîé ïîäõîä. Àâòîðû çíàêîìÿò ñòóäåíòîâ ñ îñíîâíûìè

áàçîâûìè ïîíÿòèÿìè òåîðèè êîäèðîâàíèÿ.

Òåîðèþ êîäèðîâàíèÿ èçó÷àþò íà ñòàðøèõ êóðñàõ áàêàëàâðèàòà èëè

â ìàãèñòðàòóðå, òàê êàê äëÿ åå âîñïðèÿòèÿ íóæíû çíàíèÿ äèñêðåòíîé

ìàòåìàòèêè è èíôîðìàòèêè.

Â ïåðâîé ãëàâå èçëàãàþòñÿ òðè îòäåëüíûõ ñïîñîáà àðèôìåòè÷åñêî-

ãî êîäèðîâàíèÿ, êîòîðûå ïðåäñòàâëÿþò ñàìîñòîÿòåëüíûé èíòåðåñ è â

äàëüíåéøèõ ãëàâàõ íå çàòðàãèâàþòñÿ. Îáùèå ïðèíöèïû êîäèðîâàíèÿ

âñòðå÷àþòñÿ è â ýòèõ êîíñòðóêöèÿõ. Îòìåòèì, ÷òî â íàñòîÿùåå âðå-

ìÿ â íåêîòîðûõ èñòî÷íèêàõ ôèáîíà÷÷èåâà ñèñòåìà ñ÷èñëåíèÿ îïèñàíà

íåêîððåêòíî, ñ íàðóøåíèåì ïðèíöèïîâ äåêîäèðîâàíèÿ.

Âòîðàÿ ãëàâà � îñíîâíàÿ ââîäíàÿ ãëàâà äëÿ ïîñëåäóþùåãî ìàòåðèà-

ëà. Äëÿ íàãëÿäíîñòè â ãëàâå èñïîëüçóåòñÿ ãðàôè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå

êîäà. Ðàññìàòðèâàþòñÿ êîäû Ôàíî, Øåííîíà è Õàôôìàíà. Ïîñëåäíèé

ñëóæèò èëëþñòðàöèåé ïðèíöèïîâ îïòèìàëüíîãî êîäèðîâàíèÿ.

Òðåòüÿ ãëàâà ñëóæèò ïðîäîëæåíèåì ïðåäûäóùåé ãëàâû. Îäíàêî

äëÿ êîäîâ, îáíàðóæèâàþùèõ è èñïðàâëÿþùèõ îøèáêè, õàðàêòåðíà èç-

áûòî÷íîñòü, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò òðåáîâàíèþ îïòèìàëüíîñòè êîäà.

Â ÷åòâåðòîé ãëàâå ðàññìîòðåí îäèí êîíêðåòíûé êðèïòîãðàôè÷å-

êèé àëãîðèòì. Äëÿ åãî îïèñàíèÿ ïîòðåáîâàëèñü íà÷àëüíûå ñâåäåíèÿ

èç òåîðèè ÷èñåë.
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Ãëàâà 1

Àðèôìåòè÷åñêîå êîäèðîâàíèå

Êîäèðîâàíèå � ïðåäñòàâëåíèå èñõîäíûõ ñîîáùåíèé, êîòîðûå ÿâëÿ-

þòñÿ ñëîâàìè Aj â íåêîòîðîì àëôàâèòå A = {a1, a2 . . . an}, â âèäå ñëîâ
Bk â äðóãîì àëôàâèòå B = {b1, b2 . . . bm} (â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ â òîì
æå). Ïîñêîëüêó ïðîöåññ êîäèðîâàíèÿ ïðîâîäèòñÿ ñ ïðèâëå÷åíèåì êîì-

ïüþòåðà, òî îñòàíîâèìñÿ òîëüêî íà âàðèàíòå äâîè÷íîãî êîäèðîâàíèÿ,

êîãäà áåðåòñÿ âûõîäíîé àëôàâèò B = {0, 1}.

Ðàññìîòðèì àðèôìåòè÷åñêîå êîäèðîâàíèå, çàêëþ÷àþùååñÿ â ïðåä-

ñòàâëåíèè íåîòðèöàòåëüíûõ öåëûõ ÷èñåë â àëôàâèòå {0, 1}. Ïðîñòåé-
øèé âàðèàíò êîäèðîâàíèÿ � çàïèñü ÷èñåë â äâîè÷íîé ñèñòåìå ñ÷èñëå-

íèÿ. Íåäîñòàòîê ýòîãî ìåòîäà êîäèðîâàíèÿ � íåîáõîäèìîñòü ïåðåõî-

äèòü â òðåõñèìâîëüíûé àëôàâèò íà âûõîäå, äîáàâëÿÿ ñèìâîë ðàçäå-

ëèòåëüíîãî çíàêà ìåæäó êîäîâûìè ñëîâàìè. Ýòî îáóñëîâëåíî òåì, ÷òî

ñõåìà êîäèðîâàíèÿ äîëæíà áûòü ðàçäåëèìîé, òî åñòü ïðè äåêîäèðîâà-

íèè (âîññòàíîâëåíèè èñõîäíîãî ñîîáùåíèÿ) ñíà÷àëà îòäåëÿåì êîäîâûå

ñëîâà, ïî êîòîðûì îäíîçíà÷íî âîññòàíàâëèâàåòñÿ èñõîäíîå ñîîáùåíèå.

Ïî àíàëîãèè ñ ïðåäëîæåííûìè äàëåå âàðèàíòàìè äâîè÷íîãî êîäè-

ðîâàíèÿ ìîæíî ïîñòðîèòü ñóùåñòâåííî áîëåå óäîáíûå, ÷åì ðàññìàòðè-

âàåìûé, ìåòîäû òðîè÷íîãî êîäèðîâàíèÿ. Ñóùåñòâóåò ñïîñîá èçáåæàòü

äîáàâëåíèÿ ðàçäåëèòåëüíîãî çíàêà (òî åñòü ïåðåõîäà ê òðîè÷íîìó êî-

äèðîâàíèþ), ïðèìåíÿÿ âàðèàíò ðàâíîìåðíîãî äâîè÷íîãî êîäèðîâàíèÿ.

Â ýòîì ñëó÷àå âñå êîäîâûå ñëîâà áóäóò èìåòü îäèíàêîâóþ äëèíó. Ýòîò

âàðèàíò âëå÷åò èçáûòî÷íîñòü êîäà, ñîñòîÿùóþ â íåîáõîäèìîñòè ðàñ-

ñìîòðåíèÿ êîäîâûõ ñëîâ áîëüøîé äëèíû, íà÷èíàþùèõñÿ ñ äëèííîé

öåïî÷êè íóëåé, íå íåñóùåé èíôîðìàöèè î èñõîäíîì ñîîáùåíèè.

Ïîýòîìó áóäóò ïðåäëîæåíû äâîè÷íûå ðàçäåëèìûå êîäû áåç ÿâíî

âûäåëåííûõ ðàçäåëèòåëüíûõ çíàêîâ, ïîçâîëÿþùèå îðãàíèçîâàòü ïðî-

öåäóðó îäíîçíà÷íîãî äåêîäèðîâàíèÿ (âêëþ÷àþùóþ ðàññòàíîâêó ðàç-

äåëèòåëüíûõ çíàêîâ ïî íåêîòîðîìó ïðàâèëó) è ïðèìåíèìûå äëÿ èñ-

õîäíûõ ñëîâ ñêîëü óãîäíî áîëüøîé äëèíû.

5



1.1. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Ôèáîíà÷÷è è åå

ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷èñåë {fn}∞n=0, çàäàííàÿ ðåêóððåíòíûì ñîîò-

íîøåíèåì

fn = fn−1 + fn−2 (1.1)

è íà÷àëüíûì óñëîâèåì

f0 = 0, f1 = 1,

íàçûâàåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ Ôèáîíà÷÷è (òàáë. 1).

Òàáëèöà 1

Òàáëèöà íà÷àëüíûõ ÷èñåë Ôèáîíà÷÷è

Íîìåð 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

×èñëî 0 1 1 2 3 5 8 13 21 34 55 89 144

Âû÷èñëèì ïðîèçâîäÿùóþ ôóíêöèþ ϕ(t) =
∑∞

n=0 fnt
n äëÿ ýòîé ïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòè, êîòîðàÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ôîðìàëüíûé ñòåïåí-

íîé ðÿä ïî íîâîé ïåðåìåííîé t

ϕ(t) = f0 + f1t+
∞∑

n=2

fnt
n = f0 + f1t+

∞∑
n=2

fn−1t
n +

∞∑
n=2

fn−2t
n =

= f0 + f1t+ t

∞∑
n=1

fnt
n + t2

∞∑
n=0

fnt
n = 0 + t+ tϕ(t) + t2ϕ(t).

Îòñþäà ϕ(t)− tϕ(t)− t2ϕ(t) = t è

ϕ(t) =
t

1− t− t2
.

Êîðíè çíàìåíàòåëÿ t1,2 = −1±
√
5

2 . Âîçüìåì êîðíè ñ ïðîòèâîïîëîæ-

íûìè çíàêàìè è îáîçíà÷èì α = 1+
√
5

2 , β = 1−
√
5

2 .

Ïðîèçâîäÿùóþ ôóíêöèþ ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

ϕ(t) =
1√
5

(
1

1− αt
− 1

1− βt

)
.

Îòñþäà ïîëó÷èì åå ïðåäñòàâëåíèå â âèäå ðÿäà
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ϕ(t) =
1√
5

∞∑
k=0

(αk − βk)tk

è ÿâíóþ ôîðìóëó äëÿ ÷èñåë Ôèáîíà÷÷è, èçâåñòíóþ êàê ôîðìóëà Áèíå

fk =
1√
5
(αk − βk).

Ëåììà 1.1. Ñêîðîñòü ðîñòà ÷èñåë Ôèáîíà÷÷è ýêñïîíåíöèàëüíàÿ

ñ îñíîâàíèåì α ≈ 1, 6

lim
n→∞

fn
fn−1

= α.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê α > |β|, òî

lim
n→∞

fn
fn−1

= lim
n→∞

αn − βn

αn−1 − βn−1
= lim

n→∞

α− β(βα )
n−1

1− (βα )
n−1

= α.

1.2. Ôèáîíà÷÷èåâà ñèñòåìà ñ÷èñëåíèÿ

Ïðåäëîæèì ðàçäåëèìóþ ñèñòåìó êîäèðîâàíèÿ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë

â äâîè÷íîì àëôàâèòå. Äëÿ ýòîãî èçó÷èì îòäåëüíûå ñâîéñòâà ÷èñåë

Ôèáîíà÷÷è.

Ëåììà 1.2. Ïðè k ≥ 2 èìååì

f2k = f1 + f3 + . . .+ f2k−3 + f2k−1, (1.2)

f2k+1 = 1 + f0 + f2 + . . .+ f2k−2 + f2k. (1.3)

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ôîðìóëû (1.2) áàçà èíäóêöèè f4 = f1 + f3.

Èíäóêòèâíîå ïðåäïîëîæåíèå äëÿ ôîðìóëû (1.2) èìååò âèä

f2k−2 = f1 + f3 + . . .+ f2k−3.

Îòñþäà ïî îñíîâíîé ôîðìóëå (1.1) èìååì

f2k = f2k−2 + f2k−1 = f1 + f3 + . . .+ f2k−3 + f2k−1.

Äëÿ ôîðìóëû (1.3) áàçà èíäóêöèè f3 = 1 + f0 + f2.

Èíäóêòèâíîå ïðåäïîëîæåíèå äëÿ ôîðìóëû (1.3) èìååò âèä
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f2k−1 = 1 + f0 + f2 + . . .+ f2k−2.

Îòñþäà ïî îñíîâíîé ôîðìóëå (1.1) èìååì

f2k+1 = f2k−1 + f2k = 1 + f0 + f2 + . . .+ f2k−2 + f2k.

Ñëåäñòâèå 1.1. Åñëè íàòóðàëüíîå ÷èñëî n ïðåäñòàâëåíî â âèäå

n = fi0 + fi1 + . . .+ fis , ãäå i0 = 0, ik − ik−1 > 1, (1.4)

òî n < fis+1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñðàâíèì ôîðìóëó (1.4) ñ ôîðìóëàìè (1.2) èëè

(1.3), â êîòîðûõ íîìåðà ÷èñåë Ôèáîíà÷÷è (ñëàãàåìûõ) èäóò ñ øàãîì

2, à â ôîðìóëå (1.4) ýòîò øàã íå ìåíüøå, ÷åì 2. Åñëè ñòàðøèé íîìåð

â (1.4), ðàâíûé is, íå÷åòíûé, òî ïîëàãàåì is = 2k − 1 ïðè ñðàâíåíèè

ñ (1.2). Åñëè ñòàðøèé íîìåð â (1.4) ÷åòíûé, òî ïîëàãàåì is = 2k ïðè

ñðàâíåíèè ñ (1.3).

Ñðàâíèâàåì ñîîòâåòñòâóþùèå ñëàãàåìûå ïî óáûâàíèþ (ñïðàâà íà-

ëåâî). Êàê òîëüêî â ôîðìóëå (1.4) øàã îêàæåòñÿ áîëüøå 2, òî ñîîò-

âåòñòâóþùåå ñëàãàåìîå â (1.4) è âñå ïðåäøåñòâóþùèå (ñ ìåíüøèìè

íîìåðàìè) áóäóò ìåíüøå, ÷åì â ôîðìóëå (1.2) èëè (1.3). ×èñëî ñëàãà-

åìûõ (fi0 = 0 îïóñêàåì) â (1.4) íå ìîæåò áûòü áîëüøå, ÷åì â (1.2) èëè

(1.3). Ïîýòîìó n < fis+1. �
Ðåêîìåíäóåòñÿ îòäåëüíî ðàññìîòðåòü êðàéíèé ñëó÷àé (1.4), êîãäà

øàã âñåãäà ðàâåí 2.

Ñëåäñòâèå 1.2. Ïðè âñåõ n ≥ 0 èìååì

fn+2 = 1 +

n∑
k=0

fn.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñëîæèòü ôîðìóëû (1.2) è (1.3) äëÿ f2k è f2k+1,

à òàêæå îòäåëüíî ôîðìóëû äëÿ f2k−1 è f2k.

Òåîðåìà 1.1 (Öåêåíäîðôà). Ëþáîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî n îäíî-

çíà÷íî ïðåäñòàâèìî â âèäå (1.4).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñíà÷àëà äîêàæåì ñóùåñòâîâàíèå ïðåäñòàâëåíèÿ

(1.4) îò ïðîòèâíîãî. Åñëè íå äëÿ âñåõ ÷èñåë åñòü òàêîå ïðåäñòàâëåíèå,

òî âûáåðåì â êà÷åñòâå n ìèíèìàëüíîå èç íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, äëÿ êîòî-

ðîãî ïðåäñòàâëåíèå (1.4) íåâîçìîæíî. Îáîçíà÷èì j(n) ìàêñèìàëüíûé

íîìåð ÷èñëà Ôèáîíà÷÷è, íå ïðåâîñõîäÿùåãî n,
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fj(n) < n < fj(n)+1. (1.5)

Ïðè ýòîì ÷àñòíûé ñëó÷àé n = fj(n) íåïðèìåíèì, òàê êàê ñóùåñòâó-

åò òðåáóåìîå ïðåäñòàâëåíèå n = f0 + fj(n).

Ðàññìîòðèì s = n − fj(n). Åñëè âû÷òåì fj(n) èç âñåõ ÷àñòåé íåðà-

âåíñòâà (1.5), òî ïîëó÷èì 0 < s < fj(n)−1. Ïîñêîëüêó s < n, òî äëÿ s

ïðåäñòàâëåíèå òèïà (1.4) åñòü, â êîòîðîì ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ 1.1 ñòàð-

øåå ñëàãàåìîå ýòîãî ïðåäñòàâëåíèÿ íå áîëüøå fj(n)−2. Åñëè äîáàâèì

ê ýòîìó ïðåäñòàâëåíèþ fj(n), òî ïîëó÷èì ïðåäñòàâëåíèå (1.4) äëÿ n.

Ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå ñ ïðåäïîëîæåíèåì.

Äîêàæåì åäèíñòâåííîñòü ïðåäñòàâëåíèÿ (1.4). Ïóñòü n � ìèíè-

ìàëüíîå èç ÷èñåë, äëÿ êîòîðîãî âîçìîæíû äâà ðàçëè÷íûõ ïðåäñòàâ-

ëåíèÿ:

n = fi0 + fi1 + . . .+ fis , n = fj0 + fj1 + . . .+ fjs .

Åñëè ñòàðøèå ñëàãàåìûå ðàçëè÷íû, íàïðèìåð js > is, òî ñîãëàñíî

ñëåäñòâèþ 1.1 îíè ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ðàçíûå ÷èñëà

n = fj0 + fj1 + . . .+ fjs ≥ fjs > fi0 + fi1 + . . .+ fis = n.

Îñòàëñÿ ñëó÷àé js = is, êîòîðûé ïðèâîäèò ê ïðîòèâîðå÷èþ ñ óòâåð-

æäåíèåì î ìèíèìàëüíîñòè n ïðè ðàññìîòðåíèè m = n− fjs . �
Ôîðìóëó (1.4) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè ñ

êîýôôèöèåíòàìè 0 è 1 âñåõ âîçìîæíûõ ÷èñåë Ôèáîíà÷÷è â ïîðÿäêå

óáûâàíèÿ èíäåêñîâ

n = njs · fjs + njs−1 · fjs−1 + njs−2 · fjs−2 + . . .+ n1 · f1 + n0 · f0. (1.6)

Íàáîð njsnjs−1njs−2 . . . n1n0 áóäåò ôèáîíà÷÷èåâûì êîäîì ÷èñëà s.

Îïðåäåëåíèå 1.1. Ïðåäñòàâëåíèåì ëþáîãî öåëîãî íåîòðèöàòåëü-

íîãî ÷èñëà â ôèáîíà÷÷èåâîé ñèñòåìå ñ÷èñëåíèÿ íàçûâàåòñÿ åãî çàïèñü

â àëôàâèòå {0, 1} â âèäå íàáîðà, íà÷èíàþùåãîñÿ è çàêàí÷èâàþùåãîñÿ

åäèíèöåé è íå èìåþùåãî â çàïèñè äâóõ ðÿäîì ñòîÿùèõ åäèíèö, â ñî-

îòâåòñòâèè ñ ðàçëîæåíèåì (1.4), ãäå åäèíèöà íà j-ì ðàçðÿäå îçíà÷àåò

íàëè÷èå ñëàãàåìîãî fj â ïðåäñòàâëåíèè (1.4), à íóëü � åãî îòñóòñòâèå.

Â òàáë. 2 ïðèâåäåì ïðåäñòàâëåíèÿ íà÷àëüíûõ ÷èñåë ìíîæåñòâà N0

â ôèáîíà÷÷èåâîé ñèñòåìå (ãäå ìëàäøèå ðàçðÿäû ñïðàâà).
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Òàáëèöà 2

×èñëà â ôèáîíà÷÷èåâîé ñèñòåìå ñ÷èñëåíèÿ

0 1 2 3 4 5 6 7 8

1 101 1001 10001 10101 100001 100101 101001 1000001

Ôèáîíà÷÷èåâó ñèñòåìó ñ÷èñëåíèÿ óäîáíî èñïîëüçîâàòü äëÿ çàïèñè

íåñêîëüêèõ öåëûõ íåîòðèöàòåëüíûõ ÷èñåë áåç êàêèõ-ëèáî îãðàíè÷å-

íèé èõ çíà÷åíèÿ. Â ýòîì ñëó÷àå ìû çàðàíåå íå çíàåì âåëè÷èíó ðàç-

ðÿäíîé ñåòêè äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ âñåõ ÷èñåë â äâîè÷íîé ñèñòåìå ñ÷èñ-

ëåíèÿ. Âîçìîæåí è äðóãîé ñëó÷àé, êîãäà âåëè÷èíà ðàçðÿäíîé ñåòêè

áîëüøàÿ, à áîëüøèíñòâî ÷èñåë â ðàññìàòðèâàåìîì íàáîðå ìàëåíüêèå.

Â ýëåêòðîííûõ èñòî÷íèêàõ â öåëÿõ ñîêðàùåíèÿ ÷èñëà áèò äëÿ

ïðåäñòàâëåíèÿ îäíîãî ÷èñëà îïóñêàþò ñëàãàåìîå f0 = 0 è òåì ñàìûì

îòêàçûâàþòñÿ îò òðåáîâàíèÿ ðàçäåëèìîñòè ñõåìû êîäèðîâàíèÿ. Òà-

êîé ïîäõîä íå ïîçâîëÿåò ðàññòàâëÿòü ðàçäåëèòåëüíûå çíàêè ìåæäó

÷èñëàìè è íå ïîäõîäèò äëÿ êîäèðîâàíèÿ íàáîðà èç íåñêîëüêèõ ÷èñåë,

à òàêæå èñêëþ÷àåò ïðåäñòàâëåíèå íóëÿ â ñõåìå êîäèðîâàíèÿ.

Äëÿ îöåíêè äëèíû êîäîâîãî ñîîáùåíèÿ çàìåòèì, ÷òî ðàçðÿäíàÿ

ñåòêà äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ ÷èñåë óâåëè÷èâàåòñÿ íà åäèíèöó íà î÷åðåä-

íîì ÷èñëå Ôèáîíà÷÷è. ×èñëà îò fk äî fk+1 − 1 ïðåäñòàâëÿþòñÿ k + 1

áèòîì. Ñêîðîñòü ðîñòà ðàçðÿäíîé ñåòêè ïî ëåììå 1.1 ðàâíà α ≈ 1, 6.

Äëÿ ðàçëîæåíèÿ ïðîèçâîëüíîãî ÷èñëà n â ôèáîíà÷÷èåâîé ñèñòåìå

ñ÷èñëåíèÿ èñïîëüçóåòñÿ ¾æàäíûé¿ àëãîðèòì âûäåëåíèÿ íà êàæäîì

øàãå áëèæàéøåãî ñíèçó ÷èñëà Ôèáîíà÷÷è, äåéñòâèå êîòîðîãî ïðîèë-

ëþñòðèðóåì ïðèìåðîì.

Ïðèìåð 1.1. Ðàçëîæèòü ÷èñëî 105 â ôèáîíà÷÷èåâîé ñèñòåìå.

Íàéäåì ÷èñëà Ôèáîíà÷÷è, ìåæäó êîòîðûìè ëåæèò íàøå ÷èñëî,

f11 = 89 < 105 < f12.

Çíà÷èò, 105 = 89 + 16 = f11 + 16. Ïîâòîðèì âû÷èñëåíèÿ äëÿ ÷èñëà 16

f7 = 13 < 16 < f8.

Çíà÷èò, 105 = 89 + 13 + 3 = f11 + f7 + 3 = f11 + f7 + f4 + f0.

Èòàê, ïîëó÷èëè äëÿ ÷èñëà 105 êîä 100010010001.
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Ïðåäñòàâëåíèå ÷èñåë â ôèáîíà÷÷èåâîé ñèñòåìå ñ÷èñëåíèÿ ïîçâî-

ëÿåò èõ îäíîçíà÷íî äåêîäèðîâàòü, ÷òî ïðîèëëþñòðèðóåì ïðèìåðîì.

Ðàçäåëèòåëüíûé çíàê ìåæäó ÷èñëàìè ñòàâèì òàì, ãäå ðàñïîëîæåíû

äâå èëè áîëåå åäèíèöû ïîäðÿä.

Ïðèìåð 1.2. Äåêîäèðîâàòü ñîîáùåíèå â âèäå íàáîðà ÷èñåë â ôè-

áîíà÷÷èåâîé ñèñòåìå 1101100110001110000100101.

Ñíà÷àëà àëãîðèòì âûÿñíÿåò ÷èñëî ÷èñåë íàáîðà ðàññòàíîâêîé ðàç-

äåëèòåëüíûõ çíàêîâ ìåæäó äâóìÿ åäèíèöàìè

1, 101, 1001, 10001, 1, 10000100101.

Äëÿ êàæäîãî ÷èñëà ïðîâîäèì äåêîäèðîâàíèåì ïî òàáë. 2, à äëÿ

áîëüøèõ ÷èñåë � ïî òàáë. 1: òàê, äëÿ ïîñëåäíåãî ÷èñëà ïîëó÷àåì

10000100101fib = f10 + f5 + f2 + f0 = 55 + 5 + 1 = 61.

Îòâåò. 0, 1, 2, 3, 0, 61.

1.3. Ëèíåéíàÿ ôîðìà Ôèáîíà÷÷è

Äðóãîé ñïîñîá ðàçäåëèìîãî êîäèðîâàíèÿ áîëüøèõ ÷èñåë � ëèíåé-

íàÿ ôîðìà Ôèáîíà÷÷è, êîòîðàÿ áàçèðóåòñÿ íà ñëåäóþùåé ëåììå.

Ëåììà 1.3. Ëþáûå äâà ñîñåäíèõ ÷èñëà Ôèáîíà÷÷è âçàèìíî ïðî-

ñòû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ÷èñëà fn+1 è fn äåëÿòñÿ

íà c, òî è ÷èñëà fn−1 è fn äåëÿòñÿ íà c

fn+1 = ac, fn = bc ⇒ fn−1 = (a− b)c.

Ïîñêîëüêó f1 è f2 âçàèìíî ïðîñòû, òî è fn+1, fn âçàèìíî ïðîñòû.

Îïðåäåëåíèå 1.2. Ïðåäñòàâëåíèå íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n â âèäå

n = afj + bfj+1, ãäå a, b ∈ N0, (1.7)

íàçûâàþò ëèíåéíîé ôîðìîé Ôèáîíà÷÷è. Ôîðìà (1.7) íàçûâàåòñÿ êà-

íîíè÷åñêîé, åñëè 0 ≤ b < a < fj+1.

Òåîðåìà 1.2. Äëÿ êàæäîãî íàòóðàëüíîãî n êàíîíè÷åñêàÿ ôîðìà

(1.7) åäèíñòâåííà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ n ñóùåñòâóþò äâå êàíî-

íè÷åñêèå ôîðìû: ôîðìà (1.7) è n = cfk + dfk+1, ãäå 0 ≤ d < c < fk+1.
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Åñëè k > j, òî, ïðèìåíÿÿ (1.1), ïðèâåäåì ê ôîðìå ðàçëîæåíèÿ

n = cfk + dfk+1 = dfk−1 + (c + d)fk = . . . = Afj + Bfj+1, ãäå A < B.

Ðàâåíñòâî afj + bfj+1 = Afj +Bfj+1 ïåðåïèøåì â âèäå

(a−A)fj = (B − b)fj+1, ãäå a−A ≥ 0, B − b ≥ 0.

Åñëè áû áûëî a−A < 0, òî íåðàâåíñòâî b < a < A < B ïðèâåëî áû

ê ïðîòèâîðå÷èþ.

Ñ îäíîé ñòîðîíû, a − A äåëèòñÿ íà fj+1 ïî ëåììå 1.3, à ñ äðóãîé

ñòîðîíû, a−A < fj+1. Îòñþäà a−A = 0.

Ñëó÷àé k = j ïðîâåðÿåòñÿ àíàëîãè÷íî. �
Çàìåíà íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n íà òðîéêó ÷èñåë (j, a, b) èç êàíîíè÷å-

ñêîãî ðàçëîæåíèÿ (1.7) ñîîòâåòñòâóåò êîäèðîâàíèþ ëèíåéíûì êîäîì

Ôèáîíà÷÷è.

Àëãîðèòì ðàçëîæåíèÿ n â êàíîíè÷åñêóþ ëèíåéíóþ ôîðìó Ôèáî-

íà÷÷è ñîñòîèò èç èòåðàöèé îñíîâíîãî øàãà:

1) îò ïðåäñòàâëåíèÿ afk + bfk+1 ïðè a ≤ b ïî ôîðìóëå (1.1) ïåðå-

õîäèì ê (b− a)fk+1 + afk+2.

Åñëè îêàæåòñÿ a > b äëÿ n = afk + bfk+1, òî ïðîâåðÿåì âòîðîå

óñëîâèå a < fk+1, âûïîëíåíèå êîòîðîãî îçíà÷àåò îêîí÷àíèå àëãîðèò-

ìà. Ïðè íåâûïîëíåíèè âòîðîãî óñëîâèÿ äåëàåòñÿ ïîïðàâî÷íûé øàã:

2) îò afk + bfk+1 ïåðåõîäèì ê a1fk + b1fk+1 ñ íîâûìè êîýôôèöèåí-

òàìè a1 = a− fk+1, b1 = b+ fk.

Ïðèìåð 1.3. Ðàçëîæèòü ÷èñëî 20 â êàíîíè÷åñêîé ëèíåéíîé ôîð-

ìå Ôèáîíà÷÷è.

Äåéñòâèå àëãîðèòìà ñòàðòóåò ñ íà÷àëüíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ, êîòîðîå

ìîæíî áðàòü ïðîèçâîëüíî ñ óñëîâèåì a < b. Íàïðèìåð, ïðåäñòàâèì

÷èñëî 20 â âèäå 20 = 6 + 14 = 6f1 + 14f2.

Ïðèìåíèì îñíîâíîé øàã

6f1 + 14f2 ⇒ 8f2 + 6f3.

Ïîñêîëüêó a > b (8 > 6), òî ïðîâåðèì âòîðîå óñëîâèå a < fk+1

(8 <? 2), êîòîðîå íå âûïîëíÿåòñÿ. Çíà÷èò, ìû îáÿçàíû ñäåëàòü ïîïðà-

âî÷íûé øàã (f2 = 1, f3 = 2)

8f2 + 6f3 ⇒ (8− 2)f2 + (6 + 1)f3 = 6f2 + 7f3.

Ïðèìåíèì îñíîâíîé øàã
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6f2 + 7f3 ⇒ 1f3 + 6f4 ⇒ 5f4 + 1f5.

Ïðèìåíèì ïîïðàâî÷íûé øàã

5f4 + 1f5 ⇒ (5− 5)f4 + (1 + 3)f5 = 4f5 ⇒ 4f5 + 0f6.

Âñþ öåïî÷êó ïåðåõîäîâ ìîæíî îôîðìèòü òàê (ðàçíûå çíà÷êè äëÿ

îñíîâíîãî è ïîïðàâî÷íîãî øàãîâ):

20 = 6f1 + 14f2 = 8f2 + 6f3 ⇒ 6f2 + 7f3 = 1f3 + 6f4 = 5f4 + 1f5 ⇒ 4f5.

Äîïîëíèì åå òðèâèàëüíûì ïåðåõîäîì 4f5 → 4f5 + 0f6.

Îòâåò. 20 = 4f5 + 0f6.

Íà÷àëüíîå ðàçëîæåíèå 20 = 6f1 + 14f2 â ïðèâåäåííîì ïðèìåðå íå

îïòèìàëüíîå. Åñëè íà÷àòü àëãîðèòì ñ ðàçëîæåíèÿ 20 = 8f1 + 12f2, òî

ïîïðàâî÷íûå øàãè íå âñòðåòÿòñÿ

20 = 8f1 + 12f2 = 4f2 + 8f3 = 4f3 + 4f4 = 4f5 → 4f5 + 0f6.

Îïòèìàëüíîå íà÷àëüíîå ðàçëîæåíèå ñòðîèòñÿ íà îñíîâå ñëåäóþùåé

ëåììû.

Ëåììà 1.4 î çîëîòîì ñå÷åíèè. Åñëè âåñü îòðåçîê ïîäåëåí â

îòíîøåíèè α : 1, ãäå α = 1+
√
5

2 , òî äëèíà âñåãî îòðåçêà îòíîñèòñÿ ê

äëèíå áîëüøåé ÷àñòè òàê æå, êàê äëèíà áîëüøåé ÷àñòè îòíîñèòñÿ

ê äëèíå ìåíüøåé ÷àñòè. Ýòî îòíîøåíèå ñîõðàíÿåòñÿ ïðè ïîäîáíûõ

ñìåùåíèÿõ êàê â ñòîðîíó óâåëè÷åíèÿ, òàê è â ñòîðîíó óìåíüøåíèÿ

äëèí.

Äîêàçàòåëüñòâî. Áóäåì ñ÷èòàòü α > 1 íåèçâåñòíûì è ñîñòàâèì

òðåáóåìîå ñîîòíîøåíèå
1 + α

α
=
α

1
,

ïðèâîäÿùåå ê óðàâíåíèþ α2−α− 1 = 0, ïîëîæèòåëüíûé êîðåíü êîòî-

ðîãî α = 1+
√
5

2 ñîâïàäàåò ñ ðàíåå ïîëó÷åííûì α.

Ïîäîáíîå ñìåùåíèå ñîñòîèò â òîì, ÷òî òåïåðü áîëüøóþ ÷àñòü α

ïðèìåì çà äëèíó âñåãî îòðåçêà, à ìåíüøóþ ÷àñòü, ðàâíóþ 1, ïðèìåì

çà íîâóþ áîëüøóþ ÷àñòü. Òîãäà ìåíüøàÿ ÷àñòü íîâîãî îòðåçêà âû-

÷èñëÿåòñÿ êàê α − 1. Àíàëîãè÷íîå ñîîòíîøåíèå ïðèìåò âèä α
1 = 1

α−1 ,

ïðèâîäÿùèé ê òîìó æå êâàäðàòíîìó óðàâíåíèþ.
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Ïðîâåðüòå, ÷òî ïîäîáíîå ñìåùåíèå ìîæíî ñíîâà ïîâòîðÿòü, óðàâ-

íåíèå ïðè ýòîì ñîõðàíèòñÿ.

Ñëåäñòâèå 1.3. Åñëè â ðàçëîæåíèè (1.7) óáðàòü òðåáîâàíèå öå-

ëî÷èñëåííîñòè, âçÿòü â êà÷åñòâå íà÷àëüíîãî ðàçëîæåíèÿ çîëîòîå

ñå÷åíèå

n =
n

α+ 1
f1 +

αn

α+ 1
f2,

òî îñíîâíîé øàã àëãîðèòìà ìîæíî ïðèìåíÿòü áåñêîíå÷íî äîëãî (áåç

ïåðåõîäà íà ïîïðàâî÷íûé øàã).

Åñëè â ðàçëîæåíèè (1.7) öåëîå a ñîñòàâëÿåò ïðèìåðíî 38 ïðîöåíòîâ

îò a + b, òî â àëãîðèòìå êàíîíè÷åñêîãî ðàçëîæåíèÿ ìîæíî îæèäàòü

ìèíèìóì ïîïðàâî÷íûõ øàãîâ (âîçìîæíî, ÷òî âñå øàãè îñíîâíûå).

Äîïîëíåíèå ê àëãîðèòìó, ìèíèìèçèðóþùåå ÷èñëî ïîïðàâî÷-

íûõ øàãîâ.

Ìåòîä ïîèñêà íà÷àëüíîãî ðàçëîæåíèÿ ÷åðåç ôèáîíà÷÷èåâó ñèñòåìó

ñ÷èñëåíèÿ (1.6)

n = nj · fj + nj−1 · fj−1 + nj−2 · fj−2 + . . .+ n1 · f1 + n0 · f0,

ãäå nk ∈ {0, 1} è äâóõ ðÿäîì ñòîÿùèõ åäèíèö íåò. Â êà÷åñòâå ñëàãàåìî-

ãî b âîçüìåì ÷èñëî, ïîëó÷åííîå ñäâèãîì âñåõ ðàçðÿäîâ íà îäèí âïðàâî

b = nj · fj−1 +nj−1 · fj−2 +nj−2 · fj−3 + . . .+n1 · f0, à â êà÷åñòâå ñëàãà-
åìîãî a âîçüìåì ÷èñëî, ïîëó÷åííîå åùå îäíèì ñäâèãîì âñåõ ðàçðÿäîâ

íà îäèí âïðàâî a = nj ·fj−2+nj−1 ·fj−3+ . . .+n2 ·f0. Ïåðâîíà÷àëüíîå
ðàçëîæåíèå n = a+ b = af1 + bf2.

Ëèíåéíàÿ ôîðìà Ôèáîíà÷÷è ïðåâðàùàåòñÿ â ðàçäåëèìóþ ñõåìó êî-

äèðîâàíèÿ ïðè ñî÷åòàíèè äâóõ ðàññìîòðåííûõ ñèñòåì êîäèðîâàíèÿ,

êîãäà ÷èñëà ýòîé òðîéêè (j, a, b) èç êàíîíè÷åñêîãî ðàçëîæåíèÿ (1.7)

ìîãóò áûòü ïðåäñòàâëåíû â ôèáîíà÷÷èåâîé ñèñòåìå ñ÷èñëåíèÿ, ÷òî è

ïðîäåìîíñòðèðóåì ñëåäóþùèì ïðèìåðîì.

Ïðèìåð 1.4. Ðàçëîæåíèå ÷èñëà 20 â ñìåøàííîé ñèñòåìå ñ÷èñ-

ëåíèÿ (ëèíåéíàÿ ôîðìà Ôèáîíà÷÷è, à ïîòîì ôèáîíà÷÷èåâà ñèñòåìà

ñ÷èñëåíèÿ).

Òðè ÷èñëà j = 5, a = 4 è b = 0 èç êàíîíè÷åñêîãî ïðåäñòàâëåíèÿ

ëèíåéíîé ôîðìû Ôèáîíà÷÷è ÷èñëà 20 çàêîäèðóåì â ôèáîíà÷÷èåâîé

ñèñòåìå ñ÷èñëåíèÿ (ñì. òàáë. 2) è çàïèøåì îäíèì ñëîâîì

100001101011.
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1.4. Êîä Ëåâåíøòåéíà

Ïðè çàïèñè íàòóðàëüíîãî ÷èñëà â äâîè÷íîé ñèñòåìå ñ÷èñëåíèÿ ñíà-

÷àëà îïðåäåëÿþò êîëè÷åñòâî ðàçðÿäîâ, òîãäà ñòàðøèé ðàçðÿä çàïîë-

íÿåòñÿ åäèíèöåé. Çíà÷èò, åñëè íàì èçâåñòíî êîëè÷åñòâî ðàçðÿäîâ, òî

ñòàðøóþ åäèíèöó ìîæíî (äëÿ ýêîíîìèè ìåñòà) íå ïèñàòü. Ýòà èäåÿ ðå-

àëèçóåòñÿ â êîäå Ëåâåíøòåéíà, ãäå ñíà÷àëà âû÷èñëÿåòñÿ êîëè÷åñòâî

ðàçðÿäîâ, à ïîòîì íà ýòèõ ðàçðÿäàõ óêàçûâàåòñÿ ÷èñëî. Ïðè ðåàëèçà-

öèè àëãîðèòìà êîäèðîâàíèÿ íåîáõîäèìî ïîìíèòü î òðåáîâàíèè ðàçäå-

ëèìîñòè ñõåìû êîäèðîâàíèÿ.

Ïîñêîëüêó êîëè÷åñòâî ðàçðÿäîâ ÷èñëà ìîæåò áûòü áîëüøèì, òî

îäèí è òîò æå ïðèåì äëÿ êîäèðîâàíèÿ ÷èñëà ìíîãîêðàòíî ïîâòîðÿåòñÿ

äëÿ êîäèðîâàíèÿ ðàçðÿäîâ. Ïîýòîìó ñíà÷àëà äîëæíû çàêîäèðîâàòü

êîëè÷åñòâî ïîâòîðîâ, êîòîðîå íàçîâåì êîëè÷åñòâîì óðîâíåé.

Â êîäå Ëåâåíøòåéíà êîëè÷åñòâî óðîâíåé (èëè êîëè÷åñòâî øàãîâ)

êîäèðóåòñÿ íàáîðîì èç åäèíèö: 10 � îäèí óðîâåíü, 110 � äâà óðîâíÿ,

1110 � òðè óðîâíÿ è ò. ä. Çàêàí÷èâàåòñÿ ýòîò êîä êîëè÷åñòâà óðîâíåé

íóëåì, êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ òàêæå ðàçäåëèòåëüíûì çíàêîì. Îòìåòèì,

÷òî ýòà çàïèñü êîëè÷åñòâà óðîâíåé òîæå ñ÷èòàåòñÿ îäíèì (ïåðâûì)

óðîâíåì.

Îñíîâíàÿ èäåÿ ðàçäåëèìîñòè êîäà ñîñòîèò â òîì, ÷òî êîëè÷åñòâî

ðàçðÿäîâ (áèò) êàæäîãî óðîâíÿ çàïèñûâàåòñÿ â ïðåäûäóùåì óðîâíå;

ýòî ïîçâîëÿåò ðàññòàâèòü ðàçäåëèòåëüíûå çíàêè.

Êîäèðîâàíèå îñóùåñòâëÿåòñÿ ÷åðåç çàïèñü ÷èñëà â äâîè÷íîé ñèñòå-

ìå ñ÷èñëåíèÿ. Ïîýòîìó ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ: L(M) � êîä Ëåâåíøòåéíà

÷èñëà M , ïðåäñòàâëåííîãî â äåñÿòè÷íîé ñèñòåìå; l(M) � êîä Ëåâåí-

øòåéíà ÷èñëà M , ïðåäñòàâëåííîãî â äâîè÷íîé ñèñòåìå; ++ èñïîëüçó-

åì êàê çíàê ïðèñîåäèíåíèÿ, èãðàþùèé ðîëü âðåìåííîãî ðàçäåëèòåëü-

íîãî çíàêà. Ïðè íåîáõîäèìîñòè êîíêðåòèçèðîâàòü âèä ñèñòåìû äëÿ

ïðåäñòàâëåíèÿ ÷èñëà áóäåì èñïîëüçîâàòü íèæíèé èíäåêñ; íàïðèìåð

2110 = 101012. Ïîýòîìó î÷åâèäíî, ÷òî L(M10) = l(M2), òî åñòü êîäû

Ëåâåíøòåéíà îäíîãî è òîãî æå ÷èñëà, çàïèñàííîãî â ðàçíûõ ñèñòåìàõ,

ñîâïàäàþò. Ïîñêîëüêó èíäåêñû î÷åâèäíû, òî èõ îïóñêàåì, íàïðèìåð

L(21) = l(10101).

Øàã àëãîðèòìà ñëåäóþùèé: àðãóìåíò M äëÿ îïåðàöèè l ðàçîáüåì

íà äâå ñîñòàâëÿþùèõ 1++M ′, îòäåëèâ îäèí çíàê (êîòîðûé âñåãäà ðà-
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âåí 1), íàïðèìåð L(21) = l(10101) = l(1++0101). Îáîçíà÷èì äåñÿòè÷-

íûì ÷èñëîì N êîëè÷åñòâî ðàçðÿäîâ âòîðîãî ñëàãàåìîãî M ′ äàííîãî

ïðèñîåäèíåíèÿ M = 1++M ′ â äâîè÷íîé ñèñòåìå ñ÷èñëåíèÿ.

Îñíîâíàÿ ôîðìóëà àëãîðèòìà êîäèðîâàíèÿ

L(M) = l(M) = 1++L(N)++M ′.

Ïðîâîäèòñÿ ìíîãîêðàòíàÿ èòåðàöèÿ ýòîé ôîðìóëû.

Ðàçáåðåì ïðîñòåéøèå ÷àñòíûå ñëó÷àè:

L(0) = l(0) = 0,

ïîñêîëüêó íåò ïåðâîãî è âòîðîãî ñëàãàåìûõ ïðèñîåäèíåíèÿ;

L(1) = l(1) = l(1++) = 1++L(0) = 1++0 = 10,

ïîñêîëüêó êîëè÷åñòâî ðàçðÿäîâ âòîðîãî ñëàãàåìîãî ðàâíî íóëþ.

Ïðèìåð 1.5. Ðàçëîæåíèå ÷èñëà 21 â êîä Ëåâåíøòåéíà.

L(21) = l(10101) = 1++L(4)++0101 = 1++l(100)++0101 =

= 1++1++L(2)++00++0101 = 1++1++l(10)++00++0101 =

= 1++1++1++L(1)++0++00++0101 =

= 1++1++1++10++0++00++0101 = 111100000101.

Êàê òîëüêî ïðîöåññ âû÷èñëåíèÿ îáîðâàëñÿ, ìû óáðàëè âñå çíàêè ++.

Â òàáë. 3 óêàçàíû êîäû îòäåëüíûõ ÷èñåë è âûäåëåíû óðîâíè. Êîä

çàïèñûâàåòñÿ ñïëîøíûì ÷èñëîì áåç ðàçäåëåíèÿ íà óðîâíè.

Ïîñêîëüêó óêàçàíèÿ íà ðàçðÿäíîñòü âòîðîãî óðîâíÿ ó íàñ íåò, òî

äëÿ íåãî îòâîäèòñÿ îäèí ðàçðÿä, à ÷èñëî ïðåäïîëàãàåòñÿ äâóõðàçðÿä-

íîå. Íà êàæäîì óðîâíå (íà÷èíàÿ ñî âòîðîãî) óêàçàíî êîëè÷åñòâî ðàç-

ðÿäîâ ñëåäóþùåãî óðîâíÿ (ñ îïóùåííîé íà÷àëüíîé åäèíèöåé).

Ïðèìåð 1.6. Çàêîäèðîâàòü íàáîð èç òðåõ ÷èñåë 32, 0, 5.

Êîäèðóåòñÿ ñëîâîì, ñîñòàâëåííûì èç ñëîâ òàáë. 3

111100010000001110001

Äåêîäèðîâàíèå ñëîâà èç ïðèìåðà 1.6 ïðîâîäèòñÿ ïî òàáë. 3. Êîä Ëå-

âåíøòåéíà ñëóæèò ïðèìåðîì ïðåôèêñíîãî êîäà, ïðè êîòîðîì íè îäíî

êîäîâîå ñëîâî íå ÿâëÿåòñÿ íà÷àëîì äðóãîãî.
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Òàáëèöà 3

Òàáëèöà êîäîâ Ëåâåíøòåéíà îòäåëüíûõ ÷èñåë

×èñëî Êîä ×èñëî Êîä

0 0 15 1110 1 111

1 10 16 11110 0 00 0000

2 110 0 17 11110 0 00 0001

3 110 1 20 11110 0 00 0100

4 1110 0 00 24 11110 0 00 1000

5 1110 0 01 31 11110 0 00 1111

6 1110 0 10 32 11110 0 01 00000

7 1110 0 11 63 11110 0 01 11111

8 1110 1 000 64 11110 0 10 000000

9 1110 1 001 100 11110 0 10 100110

10 1110 1 010 127 11110 0 10 111111

11 1110 1 011 128 11110 0 11 0000000

12 1110 1 100 200 11110 0 11 1001100

13 1110 1 101 256 11110 1 000 00000000

14 1110 1 110 512 11110 1 001 000000000

Àëãîðèòì äåêîäèðîâàíèÿ êîäà Ëåâåíøòåéíà.

1. Ñ÷èòûâàåì è îòäåëÿåì ÷àñòü êîäà ñëåâà íàïðàâî äî ïåðâîãî íó-

ëÿ, âû÷èñëÿÿ êîëè÷åñòâî øàãîâ C. Åñëè ñðàçó óâèäåëè 0, òî ýòî îä-

íîâðåìåííî êîëè÷åñòâî øàãîâ è êîä ïåðâîãî ÷èñëà M = 0. Îòäåëÿåì

ýòî ÷èñëî M = 0 îò êîäà è âîçâðàùàåìñÿ â íà÷àëî àëãîðèòìà. Äðóãîé

îñîáûé ñëó÷àé � êîãäà çàêîí÷èëàñü ñ÷èòûâàåìàÿ èíôîðìàöèÿ, òî ïðî-

èñõîäèò îñòàíîâêà è ïå÷àòü îòâåòà. Èíà÷å C ðàâíî êîëè÷åñòâó åäèíèö

äî ïåðâîãî íóëÿ.

2. Ïîëàãàåì M := 1 (ïîêàçàòåëü êîëè÷åñòâà ðàçðÿäîâ), C := C − 1

(òàê êàê ñ÷èòûâàíèå êîëè÷åñòâà øàãîâ ñ÷èòàåì çà âûïîëíåííûé øàã).

3. Åñëè C > 0, òî: à) ôîðìèðóåì ÷èñëî M ′, ïîìåùàÿ â ÿ÷åéêó

M ′ èç êîäà î÷åðåäíûå M áèò èíôîðìàöèè;

á) ïðèñîåäèíÿåì â íà÷àëî äâîè÷íîãî ÷èñëà M ′ åäèíèöó, ôîðìèðóÿ

íîâîå ÷èñëî M2 := 1++M ′;

â) ïåðåâîäèì äâîè÷íîå ÷èñëî M2 â äåñÿòè÷íîå M ;

ã) C := C − 1 è ïîâòîðÿåì ïóíêò 3.

Åñëè C = 0, òî M âûâîäèì êàê îòâåò è âîçâðàùàåìñÿ ê ïóíêòó 1.

17



Ïðèìåð 1.7. Äåêîäèðîâàòü ñîîáùåíèå 111100010000001110001.

Øàã À.

1. Ôîðìèðóåì ñ÷åò÷èê øàãîâ C = 4, îòäåëÿÿ îò êîäà ïåðâûå ïÿòü

ñèìâîëîâ (äî ïåðâîãî íóëÿ) 11110.

2. M := 1 è C = 3.

3. Îò îñòàâøåéñÿ ÷àñòè êîäà K = 0010000001110001 îòäåëÿåì îäèí

(òàê êàê M = 1) ðàçðÿä â âèäå ÷èñëà 0 è äîáàâëÿåì ê íåìó 1 â íà÷àëî

(ñ÷åò÷èê øàãîâ ïðè ýòîì óìåíüøàåì íà åäèíèöó C = 2). Ñôîðìèðî-

âàííîå äâîè÷íîå ÷èñëî 10 ïåðåâîäèì â äåñÿòè÷íóþ ñèñòåìó M = 2 �

óêàçàòåëü êîëè÷åñòâà ðàçðÿäîâ äëÿ ñëåäóþùåãî øàãà. Â ñèìâîëüíûõ

îáîçíà÷åíèÿõ ýòîò øàã îïèøåì òàê:

C = 3,M = 1⇒M ′ = 0⇒M = 10→ 2, C = 2, K = 010000001110001.

Ïîâòîð ïóíêòà 3

C = 2,M = 2⇒M ′ = 01⇒M = 101→ 5, C = 1, K = 0000001110001.

Ïîâòîð ïóíêòà 3

C = 1,M = 5⇒M ′ = 00000⇒M = 100000→ 32, C = 0, K = 01110001.

Ïîñêîëüêó C = 0, òî ÷èñëî 32 ïåðåñûëàåì â îòâåò â ñëåäóþùåì âèäå

(Îòâåò. 32) è âîçâðàùàåìñÿ ê ïóíêòó 1 äëÿ îñòàâøåéñÿ ÷àñòè êîäà

K = 01110001.

Øàã Á.

1. Îòäåëÿåì îò êîäà îäèí ñèìâîë M = 0, êîòîðûé äîáàâëÿåì â

îòâåò (Îòâåò. 32, 0) è âîçâðàùàåìñÿ ê ïóíêòó 1 äëÿ K = 1110001.

Øàã Â.

1. Ôîðìèðóåì ñ÷åò÷èê øàãîâ C = 3, îòäåëÿÿ îò êîäà ïåðâûå ÷åòûðå

ñèìâîëà (äî ïåðâîãî íóëÿ) 1110.

2. M := 1 è C = 2.

3. Îò îñòàâøåéñÿ ÷àñòè êîäà K = 001 îòäåëÿåì îäèí ðàçðÿä (òàê

êàê M = 1) â âèäå ÷èñëà 0 è äîáàâëÿåì ê íåìó 1 â íà÷àëî, âû÷èñëÿÿ

M = 2. Ìåíÿåì C := 1. Ïîñêîëüêó îò êîäà îñòàëèñü òîæå äâà ñèìâîëà,

òî îíè è äàþò ïîñëåäíåå ÷èñëî 101, êîòîðîå ïåðåâîäèì â äåñÿòè÷íóþ

ñèñòåìó M = 5 è ôîðìèðóåì îêîí÷àòåëüíûé îòâåò.

Îòâåò. 32, 0, 5.
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Ïðèìåð 1.8. Çàêîäèðîâàòü 2025 êîäîì Ëåâåíøòåéíà.

Ïîñêîëüêó 2025 = 1024 + 512 + 256 + 128 + 64 + 32 + 8 + 1, òî

L(2025) = l(11111101001) = 1++L(10)++1111101001,

ãäå L(10) = l(1010) = 1++L(3)++010,

L(3) = l(11) = 1++L(1)++1 = 1++10++1.

Èòàê, L(2025) = 1++1++1++10++1++010++1111101001

èëè L(2025) = 1111010101111101001.

Èç ïðèâåäåííûõ ïðèìåðîâ âèäíî, êàê ðåàëèçóåòñÿ îñíîâíàÿ ôîð-

ìóëà àëãîðèòìà êîäèðîâàíèÿ. Åäèíèöà ñëåâà â ôîðìóëå íóæíà äëÿ

âû÷èñëåíèÿ êîëè÷åñòâà øàãîâ, à ÷èñëà ñïðàâà óêàçûâàþò êîëè÷åñòâî

îòäåëÿåìûõ ðàçðÿäîâ íà êàæäîì øàãå. Îñíîâíàÿ ôîðìóëà ïðèìåíÿ-

åòñÿ äî òåõ ïîð, ïîêà íå ïðèäåì ê L(1) â öåíòðå ôîðìóëû.

Âîïðîñû äëÿ ñàìîïðîâåðêè

1. Êàêàÿ êîäîâàÿ ñõåìà íàçûâàåòñÿ ðàçäåëèìîé?

2. ßâëÿþòñÿ ëè ñõåìû ôèáîíà÷÷èåâîé ñèñòåìû è êîäà Ëåâåíøòåéíà

ðàçäåëèìûìè?

3. Ìîæíî ëè êîäèðîâàíèå ëèíåéíîé ôîðìîé Ôèáîíà÷÷è íàçâàòü

ðàçäåëèìûì?

4. Ïðè êàêîì äîïóùåíèè ðàâíîìåðíîå äâîè÷íîå êîäèðîâàíèå ðàç-

äåëèìîå?

5. Ïî êàêîìó ïðèíöèïó ðàçäåëÿþòñÿ ÷èñëà â ôèáîíà÷÷èåâîé ñèñòå-

ìå ñ÷èñëåíèÿ?

6. Ïî êàêîìó ïðèíöèïó ñòàâÿò ðàçäåëèòåëüíûå çíàêè â êîäå Ëå-

âåíøòåéíà?

7. Ñ ÷åãî íà÷èíàåòñÿ äåêîäèðîâàíèå â êîäå Ëåâåíøòåéíà?

8. ×òî çàïèñûâàþò íà ïîñëåäíåì óðîâíå â êîäå Ëåâåíøòåéíà?

9. Êàêîé ìåòîä êîäèðîâàíèÿ áàçèðóåòñÿ íà òåîðåìå Öåêåíäîðôà?

10. Äëÿ êîäèðîâàíèÿ êàêèì ìåòîäîì ïðèìåíÿþò �æàäíûé� àëãî-

ðèòì è íóæíî ëè çíàòü çíà÷åíèÿ ÷èñåë Ôèáîíà÷÷è?

11. Ïðè êîäèðîâàíèè êàêèì ìåòîäîì îäíî ÷èñëî çàìåíÿþò íà òðè

÷èñëà ìåíüøåé äëèíû?

12. Êàêèì ñïîñîáîì êîä ëèíåéíîé ôîðìû Ôèáîíà÷÷è ìîæíî ïðå-

âðàòèòü â ðàäåëèìîå êîäèðîâàíèå?
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Óïðàæíåíèÿ

1.1. Çàïèøèòå ÷èñëà îò 10 äî 20 â ôèáîíà÷÷èåâîé ñèñòåìå.

1.2. Ïðåäñòàâüòå ÷èñëî 50 â ôèáîíà÷÷èåâîé ñèñòåìå ñ÷èñëåíèÿ.

1.3. Äàí íàáîð íåñêîëüêèõ ÷èñåë â ôèáîíà÷÷èåâîé ñèñòåìå ñ÷èñëå-

íèÿ: 100101001100011101. ×òî ýòî çà ÷èñëà è ñêîëüêî èõ? Ïðåäñòàâüòå

ñóììó ýòèõ ÷èñåë â ôèáîíà÷÷èåâîé ñèñòåìå ñ÷èñëåíèÿ.

1.4. Ðàçðàáîòàéòå àëãîðèòì è ïðåäëîæèòå ïðîãðàììó ñëîæåíèÿ ÷è-

ñåë â ôèáîíà÷÷èåâîé ñèñòåìå ñ÷èñëåíèÿ.

1.5. Ðàçðàáîòàéòå àëãîðèòì è ïðåäëîæèòå ïðîãðàììó ïðåäñòàâëå-

íèÿ íàòóðàëüíîãî ÷èñëà â êàíîíè÷åñêîé ëèíåéíîé ôîðìå Ôèáîíà÷÷è.

1.6. Òðîéêà ÷èñåë (j, a, b) äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ (1.7) êàíîíè÷åñêîé

ëèíåéíîé ôîðìîé Ôèáîíà÷÷è, çàïèñàííàÿ â ôèáîíà÷÷èåâîé ñèñòåìå

ñ÷èñëåíèÿ, èìååò âèä

10010110100001100001.

Êàêîå ÷èñëî òàêèì îáðàçîì çàêîäèðîâàíî? Êàê çàïèñàòü ýòî ÷èñëî

â ôèáîíà÷÷èåâîé ñèñòåìå ñ÷èñëåíèÿ è êîäîì Ëåâåíøòåéíà?

1.7. Äëÿ ÷èñëà 2024 íàéäèòå êàíîíè÷åñêóþ ëèíåéíóþ ôîðìó Ôè-

áîíà÷÷è è çàïèøèòå, çàêîäèðîâàâ êàæäîå ÷èñëî ýòîé òðîéêè â ôèáî-

íà÷÷èåâîé ñèñòåìå ñ÷èñëåíèÿ.

1.8. Äëÿ ÷èñëà 2024 íàéäèòå êàíîíè÷åñêóþ ëèíåéíóþ ôîðìó Ôè-

áîíà÷÷è è çàïèøèòå, çàêîäèðîâàâ êàæäîå ÷èñëî ýòîé òðîéêè â êîäå

Ëåâåíøòåéíà.

1.9. Ïðåäñòàâüòå ÷èñëî 2024 êîäîì Ëåâåíøòåéíà.
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Ãëàâà 2

Àëôàâèòíîå êîäèðîâàíèå

Äâîè÷íûì êîäèðîâàíèåì àëôàâèòà A = {a1, a2 . . . an} íàçûâàåòñÿ
èíúåêòèâíîå îòîáðàæåíèå ϕ : A → B∗, ãäå B∗ � ýòî ìíîæåñòâî ñëîâ

â àëôàâèòå B = {0, 1}. Èíúåêòèâíîñòü îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ ðàçëè÷íûõ

áóêâ ai, aj êîäîâûå ñëîâà ϕ(ai) è ϕ(aj) ðàçëè÷íû.

Îòîáðàæåíèå áóêâ èñõîäíîãî àëôàâèòà ϕ : A → B∗ îïðåäåëÿåò

îòîáðàæåíèå ñëîâ ϕ : A∗ → B∗ ïî ïðàâèëó: äëÿ êîäèðóåìîãî ñîîáùå-

íèÿ C = ai1ai2 . . . aik êîäîâîå ñîîáùåíèå (êîä) ϕ(C) = Bi1Bi2 . . . Bik ,

ãäå Bj = ϕ(aj) � êîäîâûå ñëîâà.

Àëôàâèòíîå êîäèðîâàíèå (êîä) íàçûâàåòñÿ âçàèìíî îäíîçíà÷íûì

(äåêîäèðóåìûì), åñëè äëÿ ëþáûõ ðàçëè÷íûõ ñëîâ C,D ∈ A∗ èõ êîäû

ðàçëè÷íû ϕ(C) ̸= ϕ(D). Ïðèâåäåì ïðèìåð íå äåêîäèðóåìîãî êîäà.

Ïðèìåð 2.1. Ïóñòü ñõåìà êîäèðîâàíèÿ çàäàíà òàáë. 4. Çàêîäè-

ðóéòå ñëîâî �ìóõà� è ïðåäëîæèòå ðàçíûå âàðèàíòû äåêîäèðîâàíèÿ.

Òàáëèöà 4

Áóêâà à ë ì í î ó ñ õ

Êîäîâîå ñëîâî 101 111 0 1 10 01 00 11

Èñõîäíîå ñîîáùåíèå �ìóõà� ïåðåâîäèì â êîäîâîå ñîîáùåíèå 00111101.

Åñòü âàðèàíò äåêîäèðîâàíèÿ ñîîáùåíèÿ ñëåäóþùåé ðàññòàíîâêîé

ðàçäåëèòåëüíûõ çíàêîâ: 00, 111, 10, 1. Êàêîå ñëîâî ïðî÷òåò ïîëó÷àòåëü

êîäîâîãî ñîîáùåíèÿ ïðè äàííîé äåêîäèðîâêå?

Áîëåå ïðîñòûì âàðèàíòîì àëôàâèòíîãî êîäèðîâàíèÿ, àíàëîãè÷-

íûì äàííîìó, ñ÷èòàåòñÿ êîäèðîâàíèå âûäåëåííûõ ñëîâ â àëôàâèòå A,

à íå áóêâ, òî åñòü îòîáðàæåíèå ϕ : A∗ → B∗. Ýòîò ìåòîä ïðèìåíÿåòñÿ

â ñëó÷àå íåáîëüøîãî ÷èñëà âîçìîæíûõ èñõîäíûõ ñîîáùåíèé S ⊂ A∗ è

ϕ : S → B∗.

2.1. Îñíîâíûå êëàññû àëôàâèòíûõ êîäîâ

Äîïîëíèòåëüíûì òðåáîâàíèåì ê îäíîçíà÷íîìó äåêîäèðîâàíèþ, êî-

òîðîå ïðåäúÿâëÿåòñÿ ê ìåòîäó êîäèðîâàíèÿ, ñëóæèò ýêîíîìè÷íîñòü
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(îïòèìàëüíîñòü ïî äëèíå êîäîâûõ ñëîâ) êîäà. Äëÿ âûïîëíåíèÿ ýòèõ

äâóõ óñëîâèé áåðóò ñõåìû êîäèðîâàíèÿ ñëåäóþùèõ êëàññîâ.

Îïðåäåëåíèå 2.1. Ñïîñîá êîäèðîâàíèÿ (êîä) íàçûâàåòñÿ ðàâíî-

ìåðíûì, åñëè äëèíû âñåõ êîäîâûõ ñëîâ ϕ(aj) ðàâíû.

Êîä íàçûâàåòñÿ ïðåôèêñíûì, åñëè íèêàêîå êîäîâîå ñëîâî íå ÿâëÿ-

åòñÿ íà÷àëîì äðóãîãî êîäîâîãî ñëîâà.

Êîä íàçûâàåòñÿ ñóôôèêñíûì (ïîñòôèêñíûì), åñëè íèêàêîå êîäîâîå

ñëîâî íå ÿâëÿåòñÿ êîíöîì äðóãîãî êîäîâîãî ñëîâà.

Âñå óòâåðæäåíèÿ áóäåì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî äëÿ ïðåôèêñíîãî êî-

äà, ïîñêîëüêó èõ ëåãêî ïåðåôîðìóëèðîâàòü äëÿ ñóôôèêñíîãî êîäà.

Òåîðåìà 2.1. Êîä ëþáîãî èç òðåõ êëàññîâ � ðàâíîìåðíûé, ïðå-

ôèêñíûé èëè ñóôôèêñíûé � ÿâëÿåòñÿ ðàçäåëèìûì, à ñëåäîâàòåëüíî,

âçàèìíî îäíîçíà÷íûì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàçáèâêó êîäîâîãî ñîîáùåíèÿ íà êîäîâûå ñëîâà

äëÿ ðàâíîìåðíîãî êîäà ïðîâîäÿò îòñ÷åòîì çàäàííîãî ÷èñëà áèò.

Ðàçáèâêó êîäîâîãî ñîîáùåíèÿ íà êîäîâûå ñëîâà äëÿ ïðåôèêñíîãî

êîäà ïðîâîäÿò ñðàâíåíèåì ñ êîäîâûìè ñëîâàìè â íàïðàâëåíèè ñëåâà

íàïðàâî.

Ðàçáèâêó êîäîâîãî ñîîáùåíèÿ íà êîäîâûå ñëîâà äëÿ ñóôôèêñíîãî

êîäà ïðîâîäÿò ñðàâíåíèåì ñ êîäîâûìè ñëîâàìè â íàïðàâëåíèè ñïðàâà

íàëåâî.

Ïðèìåð 2.2 ðàâíîìåðíîãî êîäà èç ÷åòûðåõ êîäîâûõ ñëîâ:

A1 ∼ 00, A2 ∼ 10, A3 ∼ 01, A4 ∼ 11;

ïðåôèêñíîãî êîäà èç ÷åòûðåõ êîäîâûõ ñëîâ:

B1 ∼ 0, B2 ∼ 10, B3 ∼ 110, B4 ∼ 111;

ñóôôèêñíîãî êîäà èç ÷åòûðåõ êîäîâûõ ñëîâ:

C1 ∼ 0, C2 ∼ 01, C3 ∼ 011, C4 ∼ 111.

Äåêîäèðóéòå êîäîâîå ñîîáùåíèå 11000111.

Â ñëó÷àå ðàâíîìåðíîãî êîäà èñõîäíîå ñîîáùåíèå A4A1A3A4.

Â ñëó÷àå ïðåôèêñíîãî êîäà èñõîäíîå ñîîáùåíèå B3B1B1B4.

Â ñëó÷àå ñóôôèêñíîãî êîäà äåêîäèðîâàíèå íåâîçìîæíî, òàê êàê

íåò íóæíîé ðàçáèâêè (11 íå êîäîâîå ñëîâî): 11← 0← 0← 0← 111.
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Òåîðåìà 2.2. Ïðè ðàâíîìåðíîì êîäèðîâàíèè m ñîîáùåíèé (èëè m

áóêâ àëôàâèòà) äëèíà êîäîâîãî ñëîâà r ≥ logm.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñëó÷àå äâîè÷íîãî êîäèðîâàíèÿ ÷èñëî âîçìîæ-

íûõ (êîäîâûõ) ñëîâ äëèíû r ðàâíî 2r, ÷òî âëå÷åòm ≤ 2r � îãðàíè÷åíèå

íà ÷èñëî ñîîáùåíèé (èëè áóêâ èñõîäíîãî àëôàâèòà). �
Åñëè m = 2r, òî ðàâíîìåðíûé êîä áóäåò ïîëíûì. Â ïðèìåðå 2.2

ïðèâåäåí ïîëíûé ðàâíîìåðíûé êîä. Ïðèìåðîì íåïîëíîãî ðàâíîìåð-

íîãî ñëóæèò êîä èç òðåõ êîäîâûõ ñëîâ: A1 ∼ 00, A2 ∼ 10, A3 ∼ 01.

Ïðåôèêñíûé êîä ïðåäïî÷òèòåëüíåå ðàâíîìåðíîãî êîäà ïðè àëôà-

âèòíîì êîäèðîâàíèè òàêèõ ñîîáùåíèé, ãäå îòäåëüíûå áóêâû âñòðå÷à-

þòñÿ ÷àùå äðóãèõ. Äëÿ ÷àùå âñòðå÷àþùèõñÿ áóêâ áåðóò áîëåå êîðîò-

êèå êîäîâûå ñëîâà.

Äëÿ îöåíêè ýôôåêòèâíîñòè êîäèðîâàíèÿ âû÷èñëÿþò ïîêàçàòåëè:

ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå êîäà K

M(K) =

n∑
k=1

pklk,

åñëè çàäàíû âåðîÿòíîñòè pk ïîÿâëåíèÿ âñåõ êîäîâûõ ñëîâ Bk;

èëè öåíó êîäèðîâàíèÿ c(ϕ) =
∑n

k=1 wklk, ãäå wk � ÷àñòîòà ïîÿâëåíèÿ,

à lk � äëèíà êîäîâîãî ñëîâà Bk. Ýòè ôîðìóëû èäåíòè÷íû, òàê êàê

âåðîÿòíîñòü è ÷àñòîòà ñâÿçàíû ôîðìóëîé wk = N · pk, ãäå N � îáúåì

âûáîðêè.

Íàïðèìåð, äëÿ àëôàâèòà ñ çàäàííûìè â òàáë. 5 âåðîÿòíîñòÿìè

Òàáëèöà 5

Áóêâà î ê ë ì

Âåðîÿòíîñòü 1/2 1/4 1/8 1/8
ïðåäëîæèì âàðèàíò ðàâíîìåðíîãî êîäèðîâàíèÿ K

Áóêâà î ê ë ì

Êîäîâîå ñëîâî 00 01 10 11

è âàðèàíò ïðåôèêñíîãî êîäèðîâàíèÿ K ′

Áóêâà î ê ë ì

Êîäîâîå ñëîâî 0 10 110 111

Âû÷èñëèì M(K) = 2 · 12 +2 · 14 +2 · 18 +2 · 18 = 2 äëÿ ðàâíîìåðíîãî

êîäà K è M(K ′) = 1 · 12 + 2 · 14 + 3 · 18 + 3 · 18 = 1, 75 äëÿ ïðåôèêñíîãî.

êîäà K ′. Çíà÷èò, ïîñòðîåííûé ïðåôèêñíûé êîä K ′ â ýòîì ñëó÷àå áîëåå

ýêîíîìè÷íûé.
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2.2. Ãðàôè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå êîäà

Àëôàâèòíîå êîäèðîâàíèå äîïóñêàåò ïðîñòóþ èíòåðïðåòàöèþ â âè-

äå ãðàôà, ÿâëÿþùåãîñÿ äåðåâîì. Â äâîè÷íîì ñëó÷àå ýòî äâîè÷íîå äå-

ðåâî. Ïðàâèëî ïîñòðîåíèÿ ïîëíîãî äâîè÷íîãî äåðåâà ñëåäóþùåå.

Áåðåì îäíó âåðøèíó â êà÷åñòâå êîðíÿ äåðåâà, êîòîðàÿ ñîñòàâëÿåò

ìíîæåñòâî âåðøèí íóëåâîãî ýòàæà. Èç ýòîé âåðøèíû íà ïåðâûé ýòàæ

ïðîâîäèì äâà ðåáðà, ïîìå÷àÿ èõ ñèìâîëàìè 0 (ëåâîå) è 1 (ïðàâîå).

Èç êàæäîé âåðøèíû ðàññìàòðèâàåìîãî ýòàæà ïðîâîäèì ïî äâà ðåáðà,

ïîìå÷àÿ èõ ñèìâîëàìè 0 è 1, â âåðøèíû ñëåäóþùåãî ýòàæà è ò. ä.

Òàêèì îáðàçîì ñòðîèòñÿ ãðàô, íàçûâàåìûé êîäîâûì äåðåâîì ïîë-

íîãî ðàâíîìåðíîãî êîäà ñ 2r êîäîâûìè ñëîâàìè, ãäå r � ÷èñëî ýòàæåé.

Âñå âåðøèíû ïîñëåäíåãî r-ãî ýòàæà îáúÿâëÿþòñÿ êîíöåâûìè âåðøè-

íàìè, à ìàðøðóò èç êîðíÿ â êîíöåâóþ âåðøèíó íàçûâàåòñÿ êîäîâîé

âåòâüþ. Ïîñêîëüêó ðåáðà ïîìå÷åíû ñèìâîëîì 0 èëè 1, òî êàæäûé

ìàðøðóò èìååò ñâîé êîä, êîòîðûé è ïðèñâàèâàåì ñîîòâåòñòâóþùåé

âåðøèíå. Ïðè ýòîì äëèíà êàæäîãî êîäîâîãî ñëîâà r.

Íàïðèìåð, äëÿ r = 3 ýòî ñëîâà 000, 001, 010, 011, 100, 101, 110, 111,

ãðàôè÷åñêè ïðåäñòàâëåííûå íà ðèñ. 1. Íàáîð ýòèõ ñëîâ ÿâëÿåòñÿ òàêæå

çàïèñüþ íà÷àëüíûõ öåëûõ íåîòðèöàòåëüíûõ ÷èñåë â äâîè÷íîé ñèñòåìå

â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ.
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Ðèñ. 1. Äåðåâî äëÿ ïîëíîãî ðàâíîìåðíîãî êîäà óðîâíÿ 3
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Åñëè ÷èñëî m êîäîâûõ ñëîâ íå ïðåäñòàâëåíî â âèäå ñòåïåíè äâîé-

êè, òî 2r−1 < m < 2r è ðàâíîìåðíûé êîä áóäåò íåïîëíûì. Êîäîâîå

äåðåâî äëÿ íåãî ïîëó÷àåòñÿ óäàëåíèåì 2r−m ðåáåð ïîñëåäíåãî ýòàæà.

Âìåñòî óäàëåíèÿ ðåáåð ïðîùå íåìíîãî íåäîñòðîèòü îïèñàííûé âûøå

ãðàô. À èìåííî íà ïîñëåäíåì øàãå èç êàæäîé âåðøèíû ïðåäïîñëåäíå-

ãî r− 1-ãî ýòàæà ïðîâåñòè èëè îäíî èëè äâà ðåáðà òàê, ÷òîá èõ îáùåå

÷èñëî ðàâíÿëîñü m. Çäåñü òàêæå âåðøèíû r-ãî ýòàæà îáúÿâëÿþòñÿ

êîíöåâûìè ñ êîäîâûìè ñëîâàìè, ñîîòâåòñòâóþùèìè ìàðøðóòó ïî êî-

äîâîé âåòâè. Êîäîâûå âåðøèíû ðèñóåì ÷åðíûìè òî÷êàìè, à íåêîäîâûå

� êðóæî÷êàìè (ñì. ðèñ. 1 è 2). Äëÿ ðàâíîìåðíîãî êîäà î÷åâèäíî, ÷òî

êîäîâûå âåðøèíû ÿâëÿþòñÿ êîíöåâûìè.
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Ðèñ. 2. Äåðåâî ðàâíîìåðíîãî êîäà ñ ïÿòüþ êîäîâûìè ñëîâàìè
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Ðàâíîìåðíûé íåïîëíûé êîä íà ðèñ. 2 íå áóäåò îïòèìàëüíûì, òàê

êàê ëåãêî ïîñòðîèòü ñîîòâåòñòâóþùèé ïðåôèêñíûé êîä óäàëåíèåì ðå-

áåð. Õàðàêòåðíûì ñâîéñòâîì íåêîäîâûõ âåðøèí ãðàôà íà ðèñ. 1 ñëó-

æèò òî, ÷òî èç íèõ íà ñëåäóþùèé ýòàæ ñòðîèëè äâà ðåáðà (âåòâëåíèå).

Åñëè æå âåòâëåíèÿ íåò (êàê íà ðèñ. 2), òî ñîîòâåòñòâóþùóþ âåòâü

ìîæíî óêîðîòèòü ñ ïåðåíîñîì êîíöåâîé âåðøèíû â ñìåæíóþ (íà ýòàæ

íèæå), ÷òî ñäåëàíî íà ðèñ. 3.
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Ðèñ. 3. Äåðåâî ïðåôèêñíîãî êîäà ñ ïÿòüþ êîäîâûìè ñëîâàìè

Òåîðåìà 2.3. Êîäèðîâàíèå ÿâëÿåòñÿ ïðåôèêñíûì, åñëè âñå êîäî-

âûå âåðøèíû êîäîâîãî äåðåâà ÿâëÿþòñÿ êîíöåâûìè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âñå âîçìîæíûå íà÷àëà ïðîèçâîëüíî âûáðàííî-

ãî êîäîâîãî ñëîâà ñîîòâåòñòâóþò âåðøèíàì (îòìå÷åííûì êðóæî÷êîì)

êîäîâîé âåòâè â âûáðàííóþ êîäîâóþ âåðøèíó.

26



2.3. Êîä Ôàíî

Îïèñàííàÿ ðàíåå êîíöåïöèÿ ýôôåêòèâíûõ êîäîâ ðåàëèçóåòñÿ ïðè

ïîñòðîåíèè êîäà Ôàíî. Ïîñòðîåíèå êîäà ïðîèëëþñòðèðóåì ïîñòðîåíè-

åì äëÿ íåãî êîäîâîãî äåðåâà.

Àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ êîäà Ôàíî

0. Íà÷èíàåì ñ êîðíåâîé âåðøèíû íóëåâîãî ýòàæà, êîòîðàÿ ïîìå÷å-

íà êàê ïóñòîå ìíîæåñòâî u = .

1. Ðàçáèâàåì ìíîæåñòâî áóêâ àëôàâèòà A = Au = {a1, a2 . . . am} íà
äâà íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïîäìíîæåñòâà A0 è A1 (íà ïåðâîì øàãå) èëè íà

Au0 è Au1 (â îáùåì ñëó÷àå) òàê, ÷òîáû ñóììàðíûå âåðîÿòíîñòè (èëè

ñóììàðíûå ÷àñòîòû) äëÿ ýòèõ ïîäìíîæåñòâ áûëè áû ïî âîçìîæíîñòè

ðàâíû.

2. Èç êîðíÿ äåðåâà íà ïåðâîì øàãå (èëè èç êàæäîé âåðøèíû u

ðàññìàòðèâàåìîãî ýòàæà íà ïîñëåäóþùèõ øàãàõ) ïðîâîäèì äâà ðåá-

ðà, êîòîðûå ïîìå÷àåì ñèìâîëàìè 0 è 1: îäíî ðåáðî áóäåò èíöèäåíòíî

íîâîé âåðøèíå u0 (âåðøèíå 0 ïðè ïåðâîì ïðîõîäå), ñîîòâåòñòâóþùåé

ïîäìíîæåñòâó Au0 (A0 ïðè ïåðâîì ïðîõîäå), à äðóãîå ðåáðî áóäåò èí-

öèäåíòíî íîâîé âåðøèíå u1, ñîîòâåòñòâóþùåé ïîäìíîæåñòâó Au1 (âåð-

øèíå 1 è ïîäìíîæåñòâó A1 ïðè ïåðâîì ïðîõîäå).

3. Êàæäîå èç ýòèõ ïîäìíîæåñòâ Au0, Au1, ñîäåðæàùåå òîëüêî îäíó

áóêâó, ñîîòâåòñòâóåò êîäîâîé âåðøèíå, è íà íåé çàêàí÷èâàåòñÿ êîäîâàÿ

âåòâü.

4. Äëÿ êàæäîãî èç îñòàëüíûõ ïîäìíîæåñòâ Auj ðàññìàòðèâàåìîãî

ýòàæà, êîòîðîå ñîäåðæèò áîëåå îäíîé áóêâû, ïîâòîðÿåì âñå øàãè ýòî-

ãî àëãîðèòìà ñ ïóíêòà 1 äëÿ ìíîæåñòâà Auj âìåñòî A, ïðîäîëæàÿ ñ

âåðøèíû uj âìåñòî êîðíåâîé (j = 0 èëè j = 1).

Ïîñêîëüêó àëôàâèò A êîíå÷åí, òî çà êîíå÷íîå ÷èñëî øàãîâ âñå

ïîäìíîæåñòâà ïåðåéäóò â îäíîáóêâåííûå è âñå êîäîâûå âåòâè áóäóò

ïîñòðîåíû.

Êîä Ôàíî ñòðîèòñÿ íåîäíîçíà÷íî, òàê êàê (â îáùåì ñëó÷àå) âîç-

ìîæíû ðàçëè÷íûå ðàçáèåíèÿ íà ïîäìíîæåñòâà è ðàçíûå ñïîñîáû èõ

íóìåðàöèè. Êîä Ôàíî ÿâëÿåòñÿ ïðåôèêñíûì, òî åñòü äåêîäèðóåìûì.

Àëãîðèòì ïîÿñíèì ñëåäóþùèì ïðèìåðîì ïîñòðîåíèÿ ðèñ. 4.

Ïðèìåð 2.3. Äëÿ àëôàâèòà èç ÷åòûðåõ áóêâ ñ âåðîÿòíîñòÿìè,

çàäàííûìè òàáë. 5 ïîñòðîèòü êîä Ôàíî.
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1. Ìíîæåñòâî A = {î, ê, ë, ì} ðàçîáüåì íà A0 ∪ A1, ãäå A0 = {o},
A1 = {ê, ë, ì} ñ ðàâíûìè âåðîÿòíîñòÿìè.

2. Âåðøèíà 0 ñîîòâåòñòâóåò A0, âåðøèíà 1 ñîîòâåòñòâóåò A1.

3. Âåðøèíó 0 îáúÿâëÿåì êîíöåâîé î ∼ 0.

4. Ïîñêîëüêó |A1| = 3, òî äëÿ ìíîæåñòâà A1 = {ê, ë, ì} è ñîîòâåò-

ñòâóþùåé âåðøèíû 1 ïåðåõîäèì ê íà÷àëó àëãîðèòìà.

1. Ìíîæåñòâî A1 = {ê, ë, ì} ðàçîáüåì íà A10 ∪A11, ãäå A10 = {ê},
A11 = {ë, ì} ñ ðàâíûìè âåðîÿòíîñòÿìè.

2. Âåðøèíà 10 ñîîòâåòñòâóåò A10, âåðøèíà 11 ñîîòâåòñòâóåò A11.

3. Âåðøèíó 10 îáúÿâëÿåì êîíöåâîé ê ∼ 10.

4. Ïîñêîëüêó |A11| = 2, òî äëÿ ìíîæåñòâà A11 = {ë, ì} è ñîîòâåò-

ñòâóþùåé âåðøèíû 11 ïåðåõîäèì ê íà÷àëó àëãîðèòìà.

1 � 2 � 3. A11 = A110 ∪A111; ë ∼ 110, ì ∼ 111.
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Ðèñ. 4. Ïîñòðîåíèå äåðåâà ïðåôèêñíîãî êîäà Ôàíî
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Ïðèìåð 2.4. Äëÿ ñëåäóþùèõ ÷àñòîò ïîÿâëåíèÿ áóêâ: w(a) = 20,

w(b) = 15, w(c) = 8, w(d) = 4, w(e) = 3 ïîñòðîèòü êîä Ôàíî.

Âñå ïîñòðîåíèÿ áóäåì ïðîèçâîäèòü ïðÿìî íà ñòðîÿùåìñÿ êîäîâîì

äåðåâå (ðèñ. 5), äåëàÿ îòìåòêè î âèäå ìíîæåñòâà è ÷àñòîòå äëÿ íåãî.

Ïîñêîëüêó êîäû âåðøèí ëåãêî âîññòàíàâëèâàþòñÿ ïî âèäó äåðåâà, òî

íå áóäåì çàãðîìîæäàòü ðèñóíîê èõ óêàçàíèåì.
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Ðèñ. 5. Ïîñòðîåíèå êîäà Ôàíî íà êîäîâîì äåðåâå

Îòâåò. a ∼ 00, b ∼ 10, c ∼ 110, d ∼ 01, e ∼ 111.

2.4. Êîäû ñ çàäàííûì ñïåêòðîì. Êîä Øåííîíà

Ðàññìîòðèì äâîè÷íîå êîäèðîâàíèå ϕ : A → B∗ è ìíîæåñòâî êîäî-

âûõ ñëîâ {B1, B2 . . . Bm} òàêèõ, ÷òî Bj = ϕ(aj).

Îïðåäåëåíèå 2.2. Íàáîð ÷èñåë S = {l1, l2 . . . lm}, ãäå lj � äëèíà

êîäîâîãî ñëîâà Bj , íàçûâàåòñÿ ñïåêòðîì ýòîãî êîäèðîâàíèÿ.

Äëÿ ðàâíîìåðíîãî êîäèðîâàíèÿ ñïåêòð ïîñòîÿííûé lj ≡ r ñ óñëî-

âèåì r ≥ logm ñîãëàñíî òåîðåìå 2.2. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî êîäà, ïðåä-

ñòàâëåííîãî â âèäå êîäîâîãî äåðåâà, ÷èñëî lj åñòü äëèíà êîäîâîé âåòâè

â êîíöåâóþ âåðøèíó ñ êîäîâûì ñëîâîì Bj .
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Íà ñïåêòð íàêëàäûâàþòñÿ åñòåñòâåííûå îãðàíè÷åíèÿ, ñôîðìóëè-

ðîâàííûå â ñëåäóþùåé òåîðåìå.

Òåîðåìà 2.4 (íåðàâåíñòâî Ìàêìèëëàíà). Åñëè êîä ïðåôèêñ-

íûé ñî ñïåêòðîì S = {l1, l2 . . . lm}, òî âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî
m∑

k=1

1

2lk
≤ 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì êîäîâîå äåðåâî ïðåôèêñíîãî êîäà è

ñàìóþ äëèííóþ êîäîâóþ âåòâü ýòîãî äåðåâà. Ïóñòü äëèíà (÷èñëî ðå-

áåð) ýòîé âåòâè ðàâíà r. Âñå êîäîâûå âåðøèíû ýòîãî äåðåâà, ñîãëàñíî

òåîðåìå 2.3, ÿâëÿþòñÿ êîíöåâûìè. Äîñòðîèì ýòî äåðåâî (äðóãèì öâå-

òîì èëè ïóíêòèðîì) äî ýòàæà r ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Äëÿ êàæäîé èç ýòèõ äîñòðîåê êîäîâàÿ âåðøèíà Bj èñõîäíîãî äå-

ðåâà áóäåò êîðíåì, à âñÿ äîñòðîéêà áóäåò ïîëíûì äåðåâîì ñ ÷èñëîì

ýòàæåé r − lj , ïîñêîëüêó âñåãî r ýòàæåé, à âåðøèíà Bj íà ýòàæå lj .

Îáîçíà÷èì Dj ìíîæåñòâî âåðøèí r-ãî ýòàæà, äîñòèæèìûõ âî âíîâü

ïîñòðîåííîì äåðåâå èç êîäîâîé âåðøèíû Bj . Ïîñêîëüêó êàæäîå âíîâü

äîñòðîåííîå äåðåâî (îò êîðíÿ Bj âî ìíîæåñòâî Dj) ïîëíîå ñ r− lj ýòà-
æàìè, òî ÷èñëî âåðøèí ýòîãî ìíîæåñòâà |Dj | = 2r−lj . Ïðè ýòîì ó÷òåíû

è êîäîâûå âåðøèíû Bs íà r-ì ýòàæå, äëÿ êîòîðûõ |Ds| = 2r−r = 1, ïî-

ñêîëüêó ìíîæåñòâî Ds = Bs è åñòü ýòà âåðøèíà. Ïðîñóììèðóåì ÷èñëî

âåðøèí âñåõ ýòèõ íåïåðåñåêàþùèõñÿ ìíîæåñòâ Dj è îöåíèì ýòó ñóììó

îáùèì ÷èñëîì âîçìîæíûõ âåðøèí r-ãî ýòàæà

2r−l1 + 2r−l2 + . . .+ 2r−lm ≤ 2r.

Ïîäåëèâ îáå ÷àñòè íåðàâåíñòâà íà 2r, ïðèäåì ê íåðàâåíñòâó Ìàê-

ìèëëàíà
1

2l1
+

1

2l2
+ . . .+

1

2lm
≤ 1. �

Àíàëîãè÷íûìè ðàññóæäåíèÿìè ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî íåðàâåíñòâî Ìàê-

ìèëëàíà ÿâëÿåòñÿ òàêæå è äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì ñóùåñòâîâàíèÿ ïðå-

ôèêñíîãî (ñóôôèêñíîãî) êîäà ñ çàäàííûì ñïåêòðîì S = (l1, l2 . . . lm}.
Àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ ïðåôèêñíîãî êîäà ïî çàäàííîìó ñïåêòðó, óäî-

âëåòâîðÿþùåìó íåðàâåðñòâó Ìàêìèëëàíà, ïîêàæåì íà ïðèìåðå.

Ïðèìåð 2.5. Ïðåäëîæèì ïðåôèêñíûé êîä ñî ñëåäóþùèì ñïåê-

òðîì äëèí êîäîâûõ ñëîâ S = {2, 3, 3, 4, 4, 4, 4}.
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Ñíà÷àëà óáåäèìñÿ, ÷òî òàêîé ïðåôèêñíûé êîä ñóùåñòâóåò, ñîñòàâèâ

äëÿ íåãî íåðàâåíñòâî Ìàêìèëëàíà

1

22
+

1

23
+

1

23
+

1

24
+

1

24
+

1

24
+

1

24
=

3

4
< 1.

×èñëà ñïåêòðà S óïîðÿäî÷åíû ïî âîçðàñòàíèþ. Ïîñêîëüêó l1 = 2,

òî ñíà÷àëà ñòðîèì äåðåâî äî âòîðîãî ýòàæà, ãäå ìîãóò ðàñïîëàãàòü-

ñÿ 4 = 22 âåðøèíû. Èç-çà òîãî, ÷òî â ëåâîé ÷àñòè íåðàâåíñòâà Ìàê-

ìèëëàíà ñóììà ìåíüøå èëè ðàâíà 3
4 (ó íàñ ðàâíà), íà âòîðîì óðîâíå

îòìå÷àåì òðè âåðøèíû: îäíó ÷åðíûì öâåòîì, òàê êàê îäíà äâîéêà â

ñïåêòðå, à äðóãèå äâå � ñâåòëûì. Êîäîâîå ñëîâî B1 äëèíîé 2 îòìå÷åíî.

Èç êàæäîé ñâåòëîé âåðøèíû âòîðîãî ýòàæà ïðîâîäèì èíöèäåíòíûå

ðåáðà, â íàøåì ñëó÷àå â êîëè÷åñòâå ÷åòûðåõ. Â ñïåêòðå äâå öèôðû 3,

ïîýòîìó äâå íîâûå âåðøèíû òðåòüåãî ýòàæà äåëàåì ÷åðíûìè, à äâå

îñòàëüíûå � ñâåòëûìè (ðèñ. 6).

◗
◗

◗
◗

◗
◗◗

✑
✑

✑
✑

✑
✑✑

❩
❩

❩
❩

❩
❩

❩
❩❩

☞
☞
☞
☞
☞
☞

❆
❆
❆
❆

❆
❆

❏
❏

❏
❏❏

✡
✡
✡
✡✡

❏
❏

❏
❏❏

✡
✡
✡
✡✡

▲
▲
▲
▲
▲
▲

☞
☞
☞
☞
☞
☞

▲
▲
▲
▲
▲
▲

☞
☞
☞
☞
☞
☞

❡

0 1

0 1

0

B1

B2 B3

B4 B5 B6 B7

0 1 0 1

0 1 0 1

❤ ❤

① ❤ ❤

① ① ❤ ❤

① ① ① ①

Ðèñ. 6. Äåðåâî ïðåôèêñíîãî êîäà ñ çàäàííûì ñïåêòðîì

Ïîâòîðÿåì ïðåäûäóùèé øàã: èç êàæäîé ñâåòëîé âåðøèíû òðåòüåãî
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ýòàæà íà ÷åòâåðòûé ïðîâîäèì èíöèäåíòíûå ðåáðà â êîëè÷åñòâå ÷åòû-

ðåõ. Ïîñêîëüêó â ñïåêòðå ÷åòûðå öèôðû 4, òî âñå ýòè ÷åòûðå âåðøèíû

äåëàåì ÷åðíûìè. Äåðåâî êîäà ïîñòðîåíî.

Ïîëó÷èëè ñëåäóþùèå êîäîâûå ñëîâà çàäàííûõ äëèí: B1 = 00,

B2 = 010, B3 = 011, B4 = 1000, B5 = 1001, B6 = 1010, B7 = 1011.

Îïðåäåëåíèå 2.3. Êîä íàçûâàåòñÿ ïîëíûì ïðåôèêñíûì, åñëè äî-

áàâëåíèå ê íåìó êîäîâîãî ñëîâà ñ ëþáûì êîäîì íàðóøàåò ñâîéñòâî

ïðåôèêñíîñòè.

Óòâåðæäåíèå 2.Êîä ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì ïðåôèêñíûì òîãäà è òîëü-

êî òîãäà, êîãäà íåðàâåíñòâî Ìàêìèëëàíà âûïîëíÿåòñÿ â âèäå ðàâåí-

ñòâà, òî åñòü
∑m

k=1
1

2lk
= 1.

Êîä èç ïðèìåðà 2.5 íå ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì ïðåôèêñíûì, òàê êàê ê

íåìó ìîæíî äîáàâèòü êîäîâîå ñëîâî B8 = 11, èëè äâà êîäîâûõ ñëîâà

110 è 111 äëèíû 3, èëè äðóãèå âàðèàíòû áîëüøåãî ÷èñëà äîáàâëåííûõ

ñëîâ áîëüøåé äëèíû.

Àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ ïðåôèêñíîãî êîäà ñ çàäàííûì ñïåêòðîì ñ

ïîìîùüþ êîäîâîãî äåðåâà ïîêàçàí â ïðèìåðå 2.5. Ñóùåñòâóåò äðóãîé,

ýêâèâàëåíòíûé åìó, àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ ïðåôèêñíîãî êîäà áåç ïðè-

âëå÷åíèÿ êîäîâûõ äåðåâüåâ. Ýòîò àëãîðèòì, îñíîâàííûé íà äâîè÷íîì

ðàçëîæåíèè ÷èñåë, áûë ïðåäëîæåí Øåííîíîì.

Â àëãîðèòìå Øåííîíà äëÿ ñïåêòðà S, óïîðÿäî÷åííîãî ïî âîçðàñ-

òàíèþ, ðàññìàòðèâàþòñÿ ÷èñëà

q1 = 0, q2 =
1

2l1
, q3 =

1

2l1
+

1

2l2
, q4 =

1

2l1
+

1

2l2
+

1

2l3
, . . . , qm =

m−1∑
i=1

1

2li
.

Èç íåðàâåñòâà Ìàêìèëëàíà âûòåêàåò îãðàíè÷åíèå ñâåðõó äëÿ âñåõ

ýòèõ ÷èñåë 0 ≤ qi < 1. Ïîýòîìó êàæäîå èç íèõ ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

äâîè÷íîé äðîáè, âçÿâ â äâîè÷íîì ðàçëîæåíèè ÷èñëà qi ðîâíî li çíàêîâ

ïîñëå çàïÿòîé:

q1 = 0, 00 . . . 0 = 0, c11c12 . . . c1l1 ,

q2 = 0, c21c22 . . . c2l2 , . . .

qm = 0, cm1cm2 . . . cmlm .

Â êà÷åñòâå êîäîâûõ ñëîâ Bi âîçüìåì äâîè÷íûå íàáîðû, êîòîðûå ïî-

ëó÷àþòñÿ èç äàííûõ ðàçëîæåíèé îòáðàñûâàíèåì ñëåâà íóëÿ è çàïÿòîé.
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Ïî ïîñòðîåíèþ íàáîð êîäîâûõ ñëîâ {B1, B2 . . . Bm} èìååò òðåáóåìûé
ñïåêòð. Åñëè j < k, òî ïî ïîñòðîåíèþ qk − qj ≥ 1

2lj
. Ýòî íåðàâåíñòâî

îçíà÷àåò, ÷òî ñëîâî Bj íå ìîæåò áûòü íà÷àëîì ñëîâà Bk (êîòîðîå íå

êîðî÷å). Çíà÷èò, êîä ïðåôèêñíûé.

Ïðèìåð 2.6. Ïîñòðîèòü êîä Øåííîíà ñ çàäàííûì ñïåêòðîì

S = {2, 2, 2, 3, 4, 4}.
Ïîñêîëüêó 1

4 +
1
4 +

1
4 +

1
8 +

1
16 +

1
16 = 1, òî ïðåôèêñíûé êîä ñ òàêèì

ñïåêòðîì ñóùåñòâóåò, è îí áóäåò ïîëíûì ïðåôèêñíûì êîäîì. Ïîñëå-

äîâàòåëüíî âû÷èñëÿåì äâîè÷íûå ðàçëîæåíèÿ ÷èñåë qj c lj çíàêàìè

ïîñëå çàïÿòîé, êîòîðûå âûäåëèì ïîä÷åðêèâàíèåì. Ýòè ïîä÷åðêíóòûå

çíàêè è áóäóò êîäîâûìè ñëîâàìè òðåáóåìîé äëèíû äëÿ ïðåôèêñíîãî

êîäà (ðèñ. 7).

q1 = 0 = 0, 00 (l1 = 2)
+ 1/4 = 0, 01

q2 = 1/4 = 0, 01 (l2 = 2)
+ 1/4 = 0, 01

q3 = 1/2 = 0, 10 (l3 = 2)
+ 1/4 = 0, 01

q4 = 3/4 = 0, 110 (l4 = 3)
+ 1/8 = 0, 001

q5 = 7/8 = 0, 1110 (l5 = 4)
+ 1/16 = 0, 0001

q6 = 5/16 = 0, 1111 (l6 = 4)

Ðèñ. 7. Ñõåìà ïîñòðîåíèÿ êîäà Øåííîíà

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷èëè íàáîð êîäîâûõ ñëîâ ïîëíîãî ïðåôèêñíî-

ãî êîäà

{00, 01, 10, 110, 1110, 1111}.

2.5. Îïòèìàëüíîå êîäèðîâàíèå. Êîä Õàôôìàíà

Êàê óæå îòìå÷àëîñü, ïðè àëôàâèòíîì êîäèðîâàíèè ñîîáùåíèé, â

êîòîðîì áóêâû àëôàâèòà ïîÿâëÿþòñÿ ñ ðàçíîé âåðîÿòíîñòüþ (÷àñòî-

òîé), íóæíî ïðèäåðæèâàòüñÿ îáùåãî ïðàâèëà: ÷àùå âñòðå÷àþùèåñÿ

áóêâû êîäèðóþòñÿ áîëåå êîðîòêèìè ñëîâàìè. Ïî òàêîìó ïðèíöèïó

ñòðîèòñÿ êîä Ôàíî, êîòîðûé âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ ïîëó÷àåòñÿ íàèáîëåå
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ýêîíîìíûì ñ òî÷êè çðåíèÿ ñðåäíåé äëèíû êîäîâûõ ñëîâ. Îäíàêî ìî-

ãóò ñóùåñòâîâàòü è áîëåå îïòèìàëüíûå êîäû.

Îïðåäåëåíèå 2.4. Äëÿ äâîè÷íîãî êîäèðîâàíèÿ ϕ : A → B∗ ñî

ñïåêòðîì êîäîâûõ ñëîâ S = (l1, l2, l3 . . . lm} è çàäàííûìè ÷àñòîòàìè

(w1, w2 . . . wm} ïîÿâëåíèÿ áóêâ èñõîäíîãî àëôàâèòà A = (a1, a2 . . . am}
öåíîé (ñòîèìîñòüþ) êîäèðîâàíèÿ íàçûâàåòñÿ

c(ϕ) =
m∑
i=1

wili.

Îïðåäåëåíèå 2.5. Âçàèìíî îäíîçíà÷íîå (äâîè÷íîå) êîäèðîâàíèå

ϕ0 íàçûâàåòñÿ îïòèìàëüíûì, åñëè âûïîëíÿåòñÿ c(ϕ0) ≤ c(ϕ) äëÿ ëþ-
áîãî äðóãîãî âçàèìíî îäíîçíà÷íîãî êîäà ϕ.

Îïðåäåëåíèå 2.6. Ïðîöåäóðà ïåðåõîäà îò âõîäíîãî àëôàâèòà

A = (a1, a2 . . . am−2, am−1, am} ñ ÷àñòîòàìè (w1, w2 . . . wm−2, wm−1, wm}
ê äðóãîìó âõîäíîìó àëôàâèòó A′ = (a1, a2 . . . am−2, a

′
m−1} ñ ÷àñòîòàìè

(w1, w2 . . . wm−2, w
′
m−1}, ãäå w′

m−1 = wm−1+wm, íàçûâàåòñÿ ñæàòèåì

àëôàâèòà.

Îáðàòíóþ ïðîöåäóðó îïèøåì îòíîñèòåëüíî ïðåôèêñíûõ êîäîâ, à

íå àëôàâèòîâ.

Îïðåäåëåíèå 2.7. Åñëè ñóùåñòâóåò êîä ϕ′ : A′ → B∗ äëÿ ñæàòèÿ

A′ àëôàâèòà A ñ íàáîðîì êîäîâûõ ñëîâ {B1, B2 . . . Bm−2, B
′
m−1}, òî

ñîîòâåòñòâóþùèé åìó êîä ϕ : A→ B∗ èñõîäíîãî àëôàâèòà, ñîâïàäàþ-

ùèé íà ïåðâûõ m− 2 áóêâàõ (ϕ(aj) = Bj = ϕ′(aj) ïðè 1 ≤ j ≤ m− 2),

òàêîé, ÷òî ϕ(am−1) = B′
m−10, ϕ(am) = B′

m−11, íàçûâàåòñÿ ðàñùåïëå-

íèåì êîäà.

Â ñëåäóþùåé òåîðåìå îòìå÷àþòñÿ ñâîéñòâà îïòèìàëüíûõ êîäîâ.

Òåîðåìà 2.5. Ïóñòü äëÿ èçâåñòíûõ ÷àñòîò wi (èëè âåðîÿòíî-

ñòåé pi) áóêâ èñõîäíîãî àëôàâèòà êîäèðîâàíèå ϕ : A → B∗ îïòè-

ìàëüíîå.

1. Åñëè wi > wj, òî li ≤ lj.
2. Èñõîäíûé àëôàâèò A = {a1, a2 . . . am} ìîæíî óïîðÿäî÷èòü òàê,

÷òî p1 ≥ p2 ≥ . . . ≥ pm−1 ≥ pm è l1 ≤ l2 ≤ . . . ≤ lm−1 ≤ lm.
3. Åñëè ϕ � îïòèìàëüíîå ïðåôèêñíîå êîäèðîâàíèå, òî íàéäóòñÿ

äâà êîäîâûõ ñëîâà ìàêñèìàëüíîé äëèíû (lm−1 = lm â ñëó÷àå óïîðÿäî-

÷åííîãî êîäà), ðàçëè÷àþùèåñÿ ëèøü â ïîñëåäíåì ñèìâîëå, à èìåííî

âèäà B0 è B1.
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Äîêàçàòåëüñòâî. 1. Åñëè âçÿòü ïðîòèâîïîëîæíûé ñëó÷àé wi > wj

è li > lj , òî âîçüìåì íîâûé êîä ϕ′, ãäå êîäîâûå ñëîâà Bi è Bj ïîìåíÿåì

ìåñòàìè. Ïîëó÷èì c(ϕ′) < c(ϕ), ÷òî ïðîòèâîðå÷èò îïòèìàëüíîñòè.

2. Óïîðÿäî÷èì àëôàâèò ïî óáûâàíèþ ÷àñòîò ïîÿâëåíèÿ áóêâ. Äëÿ

ñîñåäíèõ áóêâ ñ ðàçíûìè ÷àñòîòàìè wi > wj íóæíîå íåðàâåíñòâî âû-

òåêàåò èç ïóíêòà 1. Íàáîð áóêâ ñ îäèíàêîâûìè ÷àñòîòàìè óïîðÿäî÷èì

òðåáóåìûì ñïîñîáîì ïî äëèíàì èõ êîäîâûõ ñëîâ.

3. Îò ïðîòèâíîãî. Ïóñòü äëÿ îïòèìàëüíîãî ïðåôèêñíîãî óïîðÿäî-

÷åííîãî êîäèðîâàíèÿ ñðåäè êîäîâûõ ñëîâ âñòðå÷àåòñÿ òîëüêî îäíî èç

ñëîâ B0 è B1. Ïîñêîëüêó (ñîãëàñíî ïðåôèêñíîñòè) ñëîâî B íå êîäî-

âîå, òî, îòáðîñèâ ïîñëåäíèé ñèìâîë ó B0 èëè B1, ïîëó÷èì íîâûé êîä

ñ ñîõðàíåíèåì ñâîéñòâà ïðåôèêñíîñòè. Ïîñêîëüêó öåíà êîäèðîâàíèÿ

ïðè ýòîì óìåíüøèòñÿ, òî ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå.

Èòàê, ëþáîé ïðåôèêñíûé êîä ñîãëàñíî ïóíêòó 2 òåîðåìû 2.5 ìîæíî

óïîðÿäî÷èòü.

Òåîðåìà 2.6 (ðåäóêöèè). Ïóñòü äàíû äâà âçàèìîñâÿçàííûõ êîäà

ϕ : A → B∗ è ϕ′ : A′ → B∗ ñ ñîâïàäàþùèìè (çà îäíèì èñêëþ÷åíèåì

pm−1 = p′ + p′′) íàáîðàìè âåðîÿòíîñòåé (÷àñòîò) p1, p2 . . . pm−2 è

êîäîâûõ ñëîâ B1, B2 . . . Bm−2 (çà èñêëþ÷åíèåì êîäîâîãî ñëîâà B â êîäå

ϕ′ è ñëîâà B0 è B1 â êîäå ϕ).

1. Åñëè ϕ � îïòèìàëüíîå ïðåôèêñíîå óïîðÿäî÷åííîå êîäèðîâàíèå

c óñëîâèåì, ÷òî p′, p′′ åñòü ìèíèìàëüíûå âåðîÿòíîñòè, òî ϕ′ ïîñëå

óïîðÿäî÷åíèÿ ñòàíîâèòñÿ îïòèìàëüíûì ïðåôèêñíûì êîäîì.

2. Åñëè ϕ′ � îïòèìàëüíîå ïðåôèêñíîå óïîðÿäî÷åííîå (pm−1 ìèíè-

ìàëüíî) êîäèðîâàíèå, òî ϕ òàêæå îïòèìàëüíîå ïðåôèêñíîå óïîðÿ-

äî÷åííîå (ïðè p′ ≥ p′′) êîäèðîâàíèå.
Î÷åâèäíî, ÷òî èç ïðåôèêñíîñòè îäíîãî èç ýòèõ êîäîâ ñëåäóåò ïðå-

ôèêñíîñòü äðóãîãî. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà îïòèìàëüíîñòè íóæíî ïåðå-

áðàòü íåñêîëüêî âàðèàíòîâ.

Íà áàçå òåîðåìû ðåäóêöèè ñòðîèòñÿ êîä Õàôôìàíà, àëãîðèòì êî-

òîðîãî ñîñòîèò èç äâóõ ñòàäèé. Ïåðåä ïåðâîé ñòàäèåé óïîðÿäî÷èâàåì

ïî óáûâàíèþ ÷àñòîòû (âåðîÿòíîñòè) ïîÿâëåíèÿ áóêâ èñõîäíîãî àëôà-

âèòà. Íà êàæäîì øàãå ïåðâîé ñòàäèè ïðîâîäèì ñæàòèå àëôàâèòà, îáú-

åäèíÿÿ äâå áóêâû ñ íàèìåíüøåé ÷àñòîòîé â ãðóïïó áóêâ, ñêëàäûâàÿ

èõ ÷àñòîòû. À ýòó ãðóïïó äàëåå ñíîâà íàçûâàåì áóêâîé íîâîãî àëôà-

âèòà. ×àñòîòû íîâîãî àëôàâèòà âíîâü óïîðÿäî÷èâàåì ïî óáûâàíèþ.
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Ïîâòîðÿåì øàã ýòîé ñòàäèè äî òåõ ïîð, ïîêà àëôàâèò íå ïðåâðàòèòñÿ

â äâóõáóêâåííûé.

Íà âòîðîé ñòàäèè ñòðîèì, íà÷èíàÿ ñ êîðíÿ, äåðåâî êîäèðîâàíèÿ,

ïîâòîðÿÿ øàãè ïðåäûäóùåé ñòàäèè â îáðàòíîì ïîðÿäêå ïî ïðàâèëó

ðàñùåïëåíèÿ êîäà. Êàê òîëüêî â ýòîì ïðîöåññå âûäåëÿåòñÿ îòäåëüíàÿ

áóêâà ïåðâîíà÷àëüíîãî àëôàâèòà, ñîîòâåòñòâóþùóþ âåðøèíó îòìå÷à-

åì êàê êîíåö êîäîâîé âåòâè (çàêðàøèâàåì).

Âñþ ïðîöåäóðó ïîñòðîåíèÿ ìîæíî óïðîñòèòü, îòêàçàâøèñü îò ïî-

ñòðîåíèÿ äåðåâà íà âòîðîé ñòàäèè, åñëè íà ïåðâîé ñòàäèè ïðîâîäèòü

ïîñòðîåíèå êîäîâîãî äåðåâà â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè îò êîäîâûõ âåðøèí

ê êîðíþ. Òîãäà íà âòîðîé ñòàäèè ðàññòàâëÿåì ëèøü êîäû ðåáåð 0 è 1

è âûïèñûâàåì êîäîâûå ñëîâà äëÿ êàæäîé áóêâû èñõîäíîãî àëôàâèòà.

Ïðèìåð 2.7. Èñõîäíûé àëôàâèò A = {a, b, c, d, e, f} ñ ÷àñòîòàìè
w(a) = 8, w(b) = w(c) = 3, w(d) = w(e) = w(f) = 2, êîòîðûå óæå

óïîðÿäî÷åíû ïî óáûâàíèþ.

Íà ïåðâîì øàãå ïåðåéäåì ê àëôàâèòó A′ = {a, b, c, d, {e, f}} ñ ÷à-
ñòîòàìè w(a) = 8, w(b) = w(c) = 3, w(d) = 2, w({e, f}) = 4, êîòîðûå

ðàñïîëîæèì â ïîðÿäêå w(a) = 8, w({e, f}) = 4, w(b) = w(c) = 3,

w(d) = 2.

Â ðåçóëüòàòå âûïîëíåíèÿ âòîðîãî øàãà ïîëó÷èì óïîðÿäî÷åííûé

àëôàâèò A′′ = {a, {c, d}, {e, f}, b} ñ ÷àñòîòàìè w(a) = 8, w({c, d}) = 5,

w({e, f}) = 4, w(b) = 3.

Íà òðåòüåì øàãå îïÿòü îáúåäèíèì äâå ïîñëåäíèå áóêâû è óïîðÿ-

äî÷èì A′′′ = {a, {e, f, b}, {c, d}} ñ ÷àñòîòàìè w(a) = 8, w({e, f, b}) = 7,

w({c, d}) = 5.

Ïîñëå ÷åòâåðòîãî øàãà (ïîñëåäíåãî øàãà ïåðâîé ñòàäèè) âåñü èñ-

õîäíûé àëôàâèò ðàçáèëñÿ íà äâå ãðóïïû {a} è {b, c, d, e, f} ñ ÷àñòîòàìè
w(a) = 8, w({e, f, b, c, d}) = 12.

Hà âòîðîé ñòàäèè ñòðîèì äåðåâî êîäèðîâàíèÿ, ïîâòîðÿÿ øàãè â

îáðàòíîì ïîðÿäêå (ïîñòðîåíèå ðèñ. 8 ñíèçó âââåðõ).

Ðàññòàâëÿÿ 0 ó ëåâîé âåòâè, à 1 � ó ïðàâîé âåòâè, ïîëó÷àåì êîä

Õàôôìàíà äàííîãî ïðèìåðà

a ∼ 0, b ∼ 100, c ∼ 110, d ∼ 111, e ∼ 1010, f ∼ 1011.
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✡
✡
✡
✡
✡✡

① ❤
❤

{b, c, d, e, f}(12)

❤

① ❤ ① ①

(8)a

(7)

c(3) d(2)

{e, f, b}

b (3) {e, f}

{c, d}

① ①

(5)

e(2) f(2)

(4)

{a, b, c, d, e, f} (20)
❡

Ðèñ. 8. Ïðîöåññ ïîñòðîåíèÿ äåðåâà êîäà Õàôôìàíà

Ïðèìåð 2.8. Äëÿ óñëîâèÿ èç ïðåäûäóùåãî ïðèìåðà 2.7 ïîñòðîèì

êîä Ôàíî. Íî çäåñü âñå ïîñòðîåíèå èäåò â îäíó ñòàäèþ ñíèçó ââåðõ, à

íå ñâåðõó âíèç (êàê íà ïåðâîé ñòàäèè äëÿ êîäà Õàôôìàíà). Âñå øàãè

âîññòàíàâëèâàþòñÿ ïî ðèñ. 9.

Ðàññòàâëÿÿ 0 ó ëåâîé âåòâè, à 1 � ó ïðàâîé âåòâè, ïîëó÷èì êîä Ôàíî

äàííîãî ïðèìåðà

a ∼ 00, b ∼ 100, c ∼ 110, d ∼ 111, e ∼ 101, f ∼ 01.

Òåïåðü âû÷èñëèì öåíó êîäà Õàôôìàíà ϕ0 èç ïðèìåðà 2.7

c(ϕ0) = 8 · 1 + 3 · 3 + 3 · 3 + 2 · 3 + 2 · 4 + 2 · 4 = 48.

è öåíó êîäà Ôàíî ϕ1 èç ïðèìåðà 2.8

c(ϕ1) = 8 · 2 + 3 · 3 + 3 · 3 + 2 · 3 + 2 · 3 + 2 · 2 = 50.

Öåíà êîäà Ôàíî îêàçàëàñü âûøå öåíû îïòèìàëüíîãî êîäà Õàôô-

ìàíà. Îäíàêî âñòðå÷àåòñÿ ñëó÷àé, êîãäà îáà êîäà îêàæóòñÿ îïòèìàëü-

íûìè.
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{b, c, d, e}(10)

❤

① ① ① ①

(10){a, f}

(5)

c(3) d(2)

{e, b}

b (3) e

{c, d}

① ①
(5)

a(8) f(2)

(2)

{a, b, c, d, e, f} (20)❡
Ðèñ. 9. Ïðîöåññ ïîñòðîåíèÿ äåðåâà êîäà Ôàíî

Òåîðåìà 2.7. Åñëè âåðîÿòíîñòè ïîÿâëåíèÿ êàæäîé èç áóêâ èñ-

õîäíîãî àëôàâèòà A âûðàæàåòñÿ êàê îòðèöàòåëüíàÿ ñòåïåíü äâîé-

êè (òî åñòü âèäà pi = 2−ni), òî âñå òðè êîäà: Ôàíî, Øåííîíà è

Õàôôìàíà � îïòèìàëüíûå, ïîñêîëüêó èõ ñïåêòðû ñîâïàäàþò è ðàâ-

íû S = {n1, n2 . . . nm}).
Ïðè äîêàçàòåëüñòâå îïèðàþòñÿ íà ðàâåíñòâî Ìàêìèëëàíà äëÿ ïîë-

íîãî ïðåôèêñíîãî êîäà, ïîñêîëüêó ïîëíîòà êîäà âûòåêàåò èç îñíîâíîãî

ñâîéñòâà äèñêðåòíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû, óòâåðæäàþùåãî, ÷òî ñóììà

âåðîÿòíîñòåé ðàâíà åäèíèöå. Äëÿ êîäà Ôàíî íóæíî ïðàâèëüíî îðãà-

íèçîâàòü ïåðåáîð âàðèàíòîâ.

Âîïðîñû äëÿ ñàìîïðîâåðêè

1. Êàêîå êîäèðîâàíèå íàçûâàåòñÿ àëôàâèòíûì?

2. Êîãäà àëôàâèòíîå êîäèðîâàíèå íàçûâàåòñÿ äåêîäèðóåìûì?

3. Êàêîé êîä íàçûâàåòñÿ ðàâíîìåðíûì?

4. Êàêîé êîä íàçûâàåòñÿ ïðåôèêñíûì?

5. Ïðè êàêèõ óñëîâèÿõ ðàâíîìåðíûé êîä áóäåò ïðåôèêñíûì?

6. Âåðíî ëè, ÷òî ëþáîé ðàâíîìåðíûé êîä ÿâëÿåòñÿ ñóôôèêñíûì?

7. Ìîæåò ëè êîä áûòü îäíîâðåìåííî ïðåôèêñíûì è ñóôôèêñíûì?

Îáÿçàí ëè îí ïðè ýòîì áûòü ðàâíîìåðíûì?
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8. Êàêîé èç òðåõ âèäîâ êîäîâ � ðàâíîìåðíûé, ïðåôèêñíûé, ñóô-

ôèêñíûé � îòíîñèòñÿ ê êëàññó ðàçäåëèìûõ êîäîâ? Êàêîé ïðèíöèï

ðàçäåëåíèÿ êîäîâûõ ñëîâ ëåæèò â îñíîâå àëãîðèòìîâ äåêîäèðîâàíèÿ

êàæäîãî èç êîäîâ?

9. Ìîæåò ëè ðàâíîìåðíûé êîä áûòü íåïîëíûì?

10. Êàê âûãëÿäèò äåðåâî êîäèðîâàíèÿ äëÿ ïîëíîãî ðàâíîìåðíîãî

êîäà; à êàê � äëÿ íåïîëíîãî ðàâíîìåðíîãî êîäà?

11. Êàê âûãëÿäèò äåðåâî êîäèðîâàíèÿ äëÿ ïðåôèêñíîãî êîäà?

12. Êàê ñòðîèòñÿ êîä Ôàíî?

13. ×òî íàçûâàåòñÿ ñïåêòðîì êîäèðîâàíèÿ?

14. Êàêîå êîäèðîâàíèå ñ÷èòàåòñÿ îïòèìàëüíûì?

15. Â ÷åì çàêëþ÷àåòñÿ ïðîöåäóðà ñæàòèÿ àëôàâèòà?

16. Êàê îïðåäåëÿåòñÿ ðàcùåïëåíèå êîäà?

17. Êàêîé èç êîäîâ � ðàâíîìåðíûé, Ôàíî, Øåííîíà èëè Õàôôìàíà

� âñåãäà áóäåò îïòèìàëüíûì? Ïðèâåäèòå ïðèìåðû îñòàëüíûõ òèïîâ

êîäîâ, íå ÿâëÿþùèõñÿ îïòèìàëüíûìè.

Óïðàæíåíèÿ

2.1. Ïðåäëîæèòå ðàâíîìåðíûé êîä äëÿ àëôàâèòà èç òàáë. 4 ïðèìå-

ðà 2.1, ñîõðàíÿþùèé äâà êîäîâûõ ñëîâà. Áóäåò ëè ýòîò êîä ïîëíûì?

Çàêîäèðóéòå ñëîâî �ìóõà� ýòèì ðàâíîìåðíûì êîäîì. Îïèøèòå àëãî-

ðèòì äåêîäèðîâàíèÿ.

2.2. Ïðåäëîæèòå ðàâíîìåðíûé êîä äëÿ êîäèðîâàíèÿ âàøåãî èìåíè.

Áóäåò ëè ýòîò êîä ïîëíûì?

2.3. Åñëè îò êîäà ïðèìåðà 2.1 îñòàâèòü ÷åòûðå áóêâû � à, ì, ó,

õ � ñ ïðåäëîæåííûìè êîäîâûìè ñëîâàìè, òî ê êàêîìó èç òðåõ òèïîâ

êîäà, ââåäåíûõ â îïðåäåëåíèè 2.1, îí îòíîñèòñÿ? Ìîæíî ëè îäíîçíà÷íî

äåêîäèðîâàòü â ýòîì êîäå çàêîäèðîâàííîå ñëîâî �ìóõà�?

2.4. Ïîñòðîéòå ãðàôû ðàâíîìåðíîãî è ïðåôèêñíîãî êîäîâ äëÿ ïðè-

ìåðà 2.3.

2.5. Âû÷èñëèòå ñïåêòð êîäà äëÿ ãðàôà íà ðèñ. 3.

2.6. Ïîëíûé èëè íåïîëíûé ñïåêòð êîäà ïîëó÷èòñÿ ïðè ðàâíîìåð-

íîì êîäèðîâàíèè âàøåãî èìåíè? Ïðîâåðüòå äëÿ ýòîãî êîäà íåðàâåí-

ñòâî Ìàêìèëëàíà.

2.7. Ïîñòðîéòå êîä ñî ñïåêòðîì S = {2, 3, 3, 3, 4}. Áóäåò ëè êîä ïîë-
íûì?
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Ãëàâà 3

Êîäû ñ èñïðàâëåíèåì îøèáîê

3.1. Îáùèå ïðèíöèïû ïîñòðîåíèÿ áëîêîâûõ êîäîâ

Êîäû, îáíàðóæèâàþùèå è èñïðàâëÿþùèå îøèáêè, îòíîñÿòñÿ ê èç-

áûòî÷íûì àëôàâèòíûì äâîè÷íûì êîäàì. Ïóñòü èñõîäíîå äâîè÷íîå ñî-

îáùåíèå ðàçáèòî íà áëîêè äëèíîé k, êàæäûé èç êîòîðûõ êîäèðóåòñÿ

êîäîâûì ñëîâîì òàêîé äëèíû n, ÷òî n > k � èçáûòî÷íîñòü êîäà. Òà-

êèå ðàâíîìåðíûå êîäû íàçûâàþòñÿ (n, k)-êîäû.

Îáîçíà÷èì Vn = {a = (a1, a2 . . . an) | ai = 0 èëè ai = 1} � ìíî-

æåñòâî âñåõ äâîè÷íûõ íàáîðîâ äëèíû n.

Îïðåäåëåíèå 3.1. Ðàññòîÿíèåì Õýììèíãà ìåæäó äâóìÿ äâîè÷-

íûìè íàáîðàìè a, b ∈ Vn íàçûâàåòñÿ ÷èñëî d(a, b), ðàâíîå êîëè÷åñòâó

ðàçðÿäîâ, íà êîòîðûõ ýòè íàáîðû ðàçëè÷íû.

Îïðåäåëåíèå 3.2. Øàðîì ðàäèóñà r ñ öåíòðîì â òî÷êå a ∈ Vn
íàçûâàåòñÿ ïîäìíîæåñòâî Ur(a) ⊂ Vn âñåõ òàêèõ íàáîðîâ b ∈ Vn, ÷òî
d(a, b) ≤ r.

Ðàññòîÿíèå Õýììèíãà îáëàäàåò íà ìíîæåñòâå Vn ñâîéñòâàìè ìåò-

ðèêè (ðàññòîÿíèÿ â ãåîìåòðèè):

1) d(a, b) ≥ 0, ïðè÷åì d(a, b) = 0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ýëå-

ìåíòû ìíîæåñòâà ñîâïàäàþò, òî åñòü a = b (íåîòðèöàòåëüíîñòü);

2) d(a, b) = d(b, a) (ñèììåòðè÷íîñòü);

3) d(a, b) + d(b, c) ≥ d(a, c) (íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà).

Ïðè ïåðåäà÷å ïî íåóñòîé÷èâîìó êàíàëó ñâÿçè çàêîäèðîâàííîãî ñî-

îáùåíèÿ ìîãóò âîçíèêíóòü îøèáêè ñëåäóþùèõ âèäîâ:

1) çàìåùåíèå ñèìâîëà 0→ 1 èëè 1→ 0;

2) ñòèðàíèå ñèìâîëà 0→ èëè 1→ ;

3) ïîÿâëåíèå ñèìâîëà → 0 èëè → 1.

Ïðåäïîëàãàåì, ÷òî îøèáêè ðàçíîãî òèïà âûçûâàþòñÿ ðàçíûìè ïðè-

÷èíàìè, êîòîðûå íå âîçíèêàþò îäíîâðåìåííî. Â ñëó÷àå ðàâíîìåðíîãî

êîäà ñ ðàçäåëèòåëüíûì çíàêîì ìåæäó ñëîâàìè íàëè÷èå îøèáîê âòîðî-

ãî è òðåòüåãî âèäà ñðàçó îáíàðóæèâàåòñÿ. Ïîýòîìó äàëåå áóäåì ñ÷è-

òàòü âîçìîæíûìè òîëüêî îøèáêè çàìåùåíèÿ. Äðóãèì îãðàíè÷åíèåì
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ñëóæèò ÷èñëî âîçìîæíûõ îøèáîê çàìåùåíèÿ. Åñëè ïðè ïåðåäà÷å ñî-

îáùåíèÿ âìåñòî ñëîâà a ∈ Vn ïîëó÷åíî ñëîâî b ∈ Vn, òî ÷èñëî îøèáîê
ðàâíî d(a, b).

Ïîñêîëüêó âñåãî âîçìîæíûõ ñîîáùåíèé 2r, à âîçìîæíûõ êîäîâûõ

ñëîâ 2n, òî â êà÷åñòâå êîäîâûõ ñëîâ èñïîëüçóþò íåáîëüøóþ ÷àñòü ìíî-

æåñòâà Vn. Çàäà÷à ñîñòîèò â îïòèìàëüíîì âûáîðå ìíîæåñòâà K êîäî-

âûõ ñëîâ ðàâíîìåðíîãî êîäà

K = {B1, B2 . . . Bm} ⊂ Vn. (3.1)

Îïðåäåëåíèå 3.3. Êîä K íàçûâàåòñÿ êîäîì, îáíàðóæèâàþùèì

r îøèáîê, åñëè ñóùåñòâóåò àëãîðèòì, êîòîðûé ïðè íå áîëåå r îøèáîê

òèïà çàìåùåíèÿ â ëþáîì êîäîâîì ñëîâå Bj âåðíî óêàçûâàåò ÷èñëî

îøèáîê â ïðåäúÿâëåííîì ñëîâå.

Â êà÷åñòâå òàêîãî àëãîðèòìà îáû÷íî áåðóò àëãîðèòì ïåðåáîðà ðàñ-

ñòîÿíèé ïîëó÷åííîãî ñîîáùåíèÿ B îò âñåõ êîäîâûõ ñëîâ Bj äëÿ îïðå-

äåëåíèÿ minj d(B,Bj). Åñëè minj d(B,Bj) = 0, òî îøèáîê íåò, ñîîáùå-

íèå B ñîâïàäàåò ñ îäíèì èç êîäîâûõ ñëîâ, êîòîðîå óêàçûâàåòñÿ. Åñëè

minj d(B,Bj) = 1, òî îøèáêà îäíà. Â ñëó÷àå r = 1 ýòó îøèáêó ÷à-

ñòî óêàçàòü íåâîçìîæíî, ïîñêîëüêó ýòîò ìèíèìóì äîñòèãàåòñÿ íå íà

îäíîì êîäîâîì ñëîâå.

Îïðåäåëåíèå 3.4. Êîä K íàçûâàåòñÿ êîäîì, èñïðàâëÿþùèì r

îøèáîê, åñëè ñóùåñòâóåò àëãîðèòì, êîòîðûé ïðè íàëè÷èè â ëþáîì

êîäîâîì ñëîâå Bj íå áîëåå r îøèáîê òèïà çàìåùåíèÿ âîññòàíàâëèâàåò

èñõîäíîå êîäîâîå ñëîâî Bj .

Îïðåäåëåíèå 3.5. Êîäîâûì ðàññòîÿíèåì äëÿ êîäà K íàçûâàåòñÿ

d(K) = min
1≤i,j≤m

d(Bi, Bj).

Êîäîâîå ðàññòîÿíèå d = d(K) ÷àñòî óêàçûâàþò êàê òðåòèé ïàðà-

ìåòð â çàïèñè òèïà êîäà (n, k, d)-êîä (âìåñòî (n, k)-êîä).

Îáùèå òðåáîâàíèÿ ê êîäàì:

� ñïîñîáíîñòü îáíàðóæèâàòü (èëè èñïðàâëÿòü) êàê ìîæíî áîëüøåå

÷èñëî îøèáîê,

� êàê ìîæíî ìåíüøàÿ èçáûòî÷íîñòü,

� ïðîñòîòà êîäèðîâàíèÿ è äåêîäèðîâàíèÿ.

Ïðèâåäåííûå òðåáîâàíèÿ ïðîòèâîðå÷àò äðóã äðóãó, ïîýòîìó ïðè

ïîñòðîåíèè êîäîâ âûáèðàþò êîìïðîìèñíûå ðåøåíèÿ. Îðãàíèçîâàòü
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îáíàðóæåíèå è èñïðàâëåíèå îøèáîê óäàåòñÿ çà ñ÷åò èçáûòî÷íîñòè êî-

äà. Áëîêîâûé êîä íàçûâàåòñÿ ñèñòåìàòè÷åñêèì, åñëè ñðåäè n êîîð-

äèíàò êîäîâûõ ñëîâ âûäåëåíû ðîâíî k êîîðäèíàò, çíà÷åíèÿ êîòîðûõ

â êàæäîì êîäîâîì ñëîâå ïîâòîðÿþò k êîîðäèíàò èñõîäíîãî ñîîáùå-

íèÿ. Ýòè k êîîðäèíàò êîäîâîãî ñëîâà íàçûâàþòñÿ èíôîðìàöèîííûìè

êîîðäèíàòàìè. Íàèáîëåå ïðîñòîé è óäîáíûé ñëó÷àé, êîãäà èíôîðìà-

öèîííûå êîîðäèíàòû ðàñïîëàãàþòñÿ â íà÷àëå êîäîâîãî ñëîâà. Â îá-

ùåì ñëó÷àå èíôîðìàöèîííûå êîîðäèíàòû ðàñïîëàãàþòñÿ ïðîèçâîëüíî

è óïîðÿäî÷åíû ïî-äðóãîìó. Îñòàëüíûå n − k êîîðäèíàò ñèñòåìàòè÷å-

ñêîãî êîäà íàçûâàþòñÿ ïðîâåðî÷íûìè. Êîä íàçûâàåòñÿ íåñèñòåìàòè-

÷åñêèì, åñëè ÷èñëî èíôîðìàöèîííûõ êîîðäèíàò ìåíüøå k.

×èñëî n − k ñëóæèò ïîêàçàòåëåì èçáûòî÷íîñòè êîäà. Äðóãèì ïî-

êàçàòåëåì èçáûòî÷íîñòè ñëóæèò ñêîðîñòü êîäèðîâàíèÿ R = k
n .

3.2. Êîäû, îáíàðóæèâàþùèå îøèáêè

Îáîçíà÷èì Sr(n) � ÷èñëî ýëåìåíòîâ Vn â øàðå Ur(a) ðàäèóñà r.

Çàìåòèì, ÷òî ýòî ÷èñëî Sr(n) íå çàâèñèò îò öåíòðà øàðà a ∈ Vn.
Òåîðåìà 3.1. Êîä K îáíàðóæèâàåò r îøèáîê, åñëè íè îäíî èç êî-

äîâûõ ñëîâ Bj íå ïîïàäàåò â øàð Ur(Bi) ñ öåíòðîì â äðóãîì êîäîâîì

ñëîâå, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò óñëîâèþ d(K) ≥ r + 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîöåññ äåêîäèðîâàíèÿ îñóùåñòâëÿåòñÿ ñðàâíå-

íèåì ïîëó÷åííîãî ñëîâà B ñî âñåìè êîäîâûìè ñëîâàìè Bj ∈ K. Åñëè

ñîâïàäåíèé íå îáíàðóæåíî, òî ïðè ïåðåäà÷å èíôîðìàöèè äîïóùåíû

îøèáêè. ×èñëî îøèáîê îöåíèâàåòñÿ âåëè÷èíîé minj d(B,Bj).

Ñëó÷àé, êîãäà r = d(K), äîïóñêàåò âàðèàíò íåâåðíîãî äåêîäèðî-

âàíèÿ òàêèõ êîäîâûõ ñëîâ Bj1 è Bj2 , ÷òî d(Bj1 , Bj2) = d(K). Ìîæåò

áûòü îòïðàâëåíî Bj1 , à r îøèáîê ïåðåäà÷è èíôîðìàöèè ïðåâðàòèëè

åãî â Bj2 .

Åñëè æå d(K) ≥ r+1 è äîïóñêàåòñÿ r îøèáîê, òî ïðè îòïðàâêå ñëîâà

Bj ïîëó÷àåì ñëîâî B èç øàðà Ur(Bj), êîòîðîå ñîâïàäàåò ñ êîäîâûì

ñëîâîì òîëüêî â ñëó÷àå B = Bj (êîãäà íåò îøèáîê).

Òåîðåìà 3.2. ×èñëî ýëåìåíòîâ øàðà ðàäèóñà r ðàâíî

Sr(n) = C0
n + C1

n + . . .+ Cr
n.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Îäíà òî÷êà (ïðîñóììèðîâàíà â âèäå C0
n = 1) ñî-

îòâåòñòâóåò öåíòðó øàðà. Êîëè÷åñòâî òî÷åê íà ðàññòîÿíèè 1 îò öåíòðà

ðàâíî ÷èñëó êîîðäèíàò n = C1
n.

Êîëè÷åñòâî òî÷åê íà ðàññòîÿíèè 2 îò öåíòðà øàðà ðàâíî ÷èñëó

C2
n = n(n−1)

2 , òî åñòü ÷èñëó ñïîñîáîâ âûáðàòü äâå ïîçèöèè (êîîð-

äèíàòû) èç n. Â øàð ðàäèóñà 2 âêëþ÷àåì âñå òðè ýòèõ âèäà òî÷åê

Sr(2) = C0
n + C1

n + C2
n è òàê äàëåå.

Çàìåòèì, ÷òî C0
n + C1

n + . . . + Cn
n = 2n, òî åñòü øàð ðàäèóñà n

íàêðûâàåò âñå ìíîæåñòâî Vn.

Èòàê, êîä K îáíàðóæèâàåò îäíó îøèáêó, åñëè d(K) ≥ 2. Ïîýòî-

ìó â êà÷åñòâå òàêîãî êîäà ñ óñëîâèåì îïòèìàëüíîñòè (ìàêñèìàëüíî

áîëüøîé ïî ÷èñëó êîäîâûõ ñëîâ) ìîæíî ïðåäëîæèòü êîä ñ êîäîâûìè

ñëîâàìè, îòñòîÿùèìè îò ñîñåäíåãî êîäîâîãî ñëîâà íà 2. Åñëè âñå ñëî-

âà ìíîæåñòâà Vn ðàçáèòü íà äâà íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïîäìíîæåñòâà K0

� ÷åòíàÿ ñóììà îòñ÷åòîâ è K1 � íå÷åòíàÿ ñóììà îòñ÷åòîâ, òî âíóò-

ðè êàæäîãî ïîäìíîæåñòâà ýòî ñâîéñòâî âûïîëíÿåòñÿ. Ëåãêî ïîêàçàòü,

÷òî |K0| = |K1| = 2n−1. Â êà÷åñòâå ìíîæåñòâà K êîäîâûõ ñëîâ ìîæíî

âçÿòü ëþáîå èç ìíîæåñòâ K0 èëè K1. Òàêèì îáðàçîì ïîëó÷àåòñÿ êîä

ïðîâåðêè íà ÷åòíîñòü.

Êîä ïðîâåðêè íà ÷åòíîñòü îòíîñèòñÿ ê áëîêîâûì (n, n−1, 2)-êîäàì,
ïîñêîëüêó êîäîâîå ðàññòîÿíèå ýòîãî êîäà ðàâíî äâóì. Êîäèðóåòñÿ ñëî-

âî äëèíû k = n − 1 â äâîè÷íîì àëôàâèòå {0, 1} ñëîâîì äëèíû n

äîáàâëåíèåì â êîíöå ñèìâîëà 0 èëè 1 òàê, ÷òî ñóììà âñåõ îòñ÷åòîâ

ïîëó÷àåòñÿ ÷åòíàÿ (òî åñòü èç ìíîæåñòâà K0). Òàêèì îáðàçîì, ïåð-

âûå k êîîðäèíàò èíôîðìàöèîííûå, à ïîñëåäíÿÿ êîîðäèíàòà ïðîâåðî÷-

íàÿ. Ïðè äåêîäèðîâàíèè ñîîáùåíèÿ B ïðîâåðÿåòñÿ ñâîéñòâî ÷åòíîñòè

è (ïðè íåîáíàðóæåíèè îøèáîê) ïîñëåäíèé ñèìâîë îòáðàñûâàåòñÿ. Åñ-

ëè æå ñóììà îòñ÷åòîâ ïðèíÿòîãî ñîîáùåíèÿ B îêàçûâàåòñÿ íå÷åòíîé,

òî âûäàåòñÿ óêàçàíèå î íàëè÷èè îøèáêè. Ñóùåñòâóåò äâà ïðèåìà äëÿ

èñïðàâëåíèÿ îøèáêè. Îáû÷íî çàïðàøèâàþò ó îòïðàâèòåëÿ ïîâòîð ñî-

îáùåíèÿ B. Åñëè ýòî çàòðóäíèòåëüíî, òî ïðåäëàãàþò íàáîð êîäîâûõ

ñëîâ Bj íà ðàññòîÿíèè 1 îò ïðèíÿòîãî ñîîáùåíèÿ B â êà÷åñòâå âîç-

ìîæíîãî âàðèàíòà âìåñòî B. Ñóùåñòâóåò k òàêèõ âàðèàíòîâ ïî ÷èñëó

êîîðäèíàò èñõîäíîãî ñîîáùåíèÿ.

Îïèñàííûé êîä óäîâëåòâîðÿåò äâóì îñíîâíûì òðåáîâàíèÿì: ìèíè-

ìàëüíîé èçáûòî÷íîñòè è ïðîñòîòå êîäèðîâàíèÿ � äåêîäèðîâàíèÿ.
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3.3. Êîäû, èñïðàâëÿþùèå îøèáêè

Îáîçíà÷èì Mr(n) ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî ñëîâ äëèíû n, îáðàçóþùèõ

êîä, èñïðàâëÿþùèé r îøèáîê.

Òåîðåìà 3.3. Êîä K èñïðàâëÿåò r îøèáîê òîãäà è òîëüêî òîãäà,

êîãäà øàðû Ur(Bj) äëÿ ðàçíûõ j íå ïåðåñåêàþòñÿ, ÷òî ñîîòâåòñòâó-

åò óñëîâèþ d(K) ≥ 2r + 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè B ∈ Ur(Bj)∩Ur(Bi) ̸= ∅, òî ïî íåðàâåíñòâó
òðåóãîëüíèêà d(Bj , Bi) ≤ d(B,Bj) + d(B,Bi) ≤ 2r.

Âñå ñëîâà èç øàðà Ur(Bj) äåêîäèðóþòñÿ ñëîâîì Bj . Òîãäà óñëî-

âèå îäíîçíà÷íîãî äåêîäèðîâàíèÿ: Ur(Bj) ∩ Ur(Bi) = ∅ ïðè i ̸= j. Åñëè

d(K) = 2r, òî d(Bj , Bi) = 2r äëÿ íåêîòîðûõ i ̸= j. Ýòè 2r êîîðäèíàò

ðàçîáüåì íà äâà íåïåðåñåêàþùèõñÿ ìíîæåñòâà A è D ïî r êîîðäèíàò.

Åñëè ó ñîîáùåíèÿ Bi ïîìåíÿåì êîîðäèíàòû èç ìíîæåñòâà A, à ó ñî-

îáùåíèÿ Bj ïîìåíÿåì êîîðäèíàòû èç ìíîæåñòâà D, òî ïîëó÷èì îäíî

è òî æå ñîîáùåíèå B èç ðàçíûõ øàðîâ Ur(Bj) è Ur(Bi), ÷òî îçíà÷àåò

B ∈ Ur(Bj) ∩ Ur(Bi) ̸= ∅. Åñëè æå d(K) = 2r + 1, òî òàêèì ïóòåì

ïðèäåì ê ñîîáùåíèþ B /∈ Ur(Bj) ∪ Ur(Bi), ïîñêîëüêó îñòàíåòñÿ îäíà

íåçàäåéñòâîâàííàÿ êîîðäèíàòà.

Òàêèì îáðàçîì, äîïîëíèòåëüíî óñòàíîâèëè, ÷òî ïðè áîëüøåì ÷èñëå

îøèáîê, ÷åì r, äàííûé êîä ñïîñîáåí èõ îáíàðóæèòü, õîòÿ íå ìîæåò

îäíîçíà÷íî èñïðàâèòü.

Òåîðåìà 3.4. Ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî êîäîâûõ ñëîâ äëÿ êîäà èñïðàâ-

ëÿþùåãî r îøèáîê îöåíèâàåòñÿ

2n

S2r(n)
≤Mr(n) ≤

2n

Sr(n)
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü êîä (3.1) èñïðàâëÿåò r îøèáîê. Ïî òåîðåìå

3.3 øàðû Ur(B1), Ur(B2) . . .Ur(Bm) íå ïåðåñåêàþòñÿ è ëåæàò â Vn,

÷òî âëå÷åò íåðàâåíñòâî m · Sr(n) ≤ 2n, êîòîðîå ïåðåïèøåì â âèäå

Mr(n) ≤ 2n

Sr(n)
.

Äëÿ îöåíêè ñíèçó îïèøåì ïðîöåäóðó ïîñòðîåíèÿ òàêîãî êîäà K.

Ïåðâîå êîäîâîå ñëîâî B1 ∈ Vn âîçüìåì ïðîèçâîëüíî. Ñëåäóþùåå êî-

äîâîå ñëîâî âîçüìåì èç óñëîâèÿ B2 ∈ Vn \ U2r(B1) äëÿ òîãî, ÷òîáû íå

íàðóøàëîñü óñëîâèå d(K) ≥ 2r + 1. Çíà÷èò, äëÿ âûáîðà B2 çàïðåùåí-

íûìè îêàçàëèñü S2r(n) ýëåìåíòîâ Vn è ò. ä. Êîíå÷íî, çàïðåùåííûå
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ýëåìåíòû ìîãóò ïîâòîðÿòüñÿ. Íî ìû âûáèðàåì íàèõóäøèé âàðèàíò,

êîãäà îíè (ïî âîçìîæíîñòè) íå ïåðåñåêàþòñÿ, à èõ îáúåäèíåíèå íà-

êðûâàåò âñå Vn, ÷òî ïðèâîäèò ê íåðàâåíñòâó mS2r(n) ≥ 2n, êîòîðîå

ïåðåïèøåì â âèäå Mr(n) ≥ 2n

S2r(n)
.

Çàìåòèì, ÷òî äîêàçàííàÿ òåîðåìà íå äàåò ñïîñîáà ïîñòðîåíèÿ êîäà,

èñïðàâëÿþùåãî îøèáêè, íî óêàçûâàåò ïðèíöèï åãî ïîñòðîåíèÿ.

3.4. Êîäû Õýììèíãà

Ðàññìîòðèì êîäû (Õýììèíãà), èñïðàâëÿþùèå îäíó îøèáêó òèïà

çàìåùåíèÿ, è óêàæåì ýôôåêòèâíóþ ïðîöåäóðó êîäèðîâàíèÿ è äåêî-

äèðîâàíèÿ äëÿ íèõ. Â ýëåêòðîííûõ èñòî÷íèêàõ îòìå÷åíî, ÷òî êîäû

Õýììèíãà âïåðâûå áûëè ïðåäñòàâëåíû â 1942 ã. â ñòàòüå Ð. Ôèøåðà

(Fisher R. A. The theory of coding in factor to th-r theory).

Ïóñòü ðàññìàòðèâàþòñÿ äâîè÷íûå êîäîâûå ñëîâà Bj äëèíû n, îò-

ëè÷íîé îò ñòåïåíè äâîéêè. Îáîçíà÷èì ÷åðåç s ÷èñëî ðàçðÿäîâ â äâî-

è÷íîé çàïèñè ÷èñëà n, òî åñòü 2s−1 < n < 2s, èëè s = [log n] + 1.

Ðàçîáüåì ìíîæåñòâî N = {1, 2, 3 . . . n} íàòóðàëüíûõ ÷èñåë ñ âåðõ-

íåé ãðàíèöåé n íà ñëåäóþùèå s ïåðåñåêàþùèõñÿ ïîäìíîæåñòâ:

Di = {m | 1 ≤ m ≤ n, m = (ms−1ms−2 . . .m1m0)2, ãäå mi = 1},

òî åñòü ìíîæåñòâî îáðàçóþò òå ÷èñëà, â äâîè÷íîé çàïèñè êîòîðûõ

m = ms−12
s−1 +ms−22

s−2 + . . .+m12
1 +m02

0 (3.2)

ðàçðÿä 2i âõîäèò ñ êîýôôèöèåíòîì mi = 1, à îñòàëüíûå ðàçðÿäû ïðî-

èçâîëüíû (êîýôôèöèåíòû 0 èëè 1). Â ÷àñòíîñòè,

D0 = {1, 3, 5 . . . n− 1 èëè n} � âñå íå÷åòíûå ÷èñëà äî n;

D1 = {2, 3, 6, 7 . . .} � âñå ÷èñëà ñðàâíèìûå ñ 2 èëè 3 ïî ìîäóëþ 4;

D2 = {4, 5, 6, 7, 12, 13, 14, 15 . . .} � ñðàâíèìûå ñ 4, 5, 6 èëè 7 ïî ìîäóëþ 8;

. . . ; Ds−1 = {2s−1, 2s−1 + 1, 2s−1 + 2 . . . n}.

Â êàæäîì ìíîæåñòâå Dj ïîâòîðÿþùèéñÿ ïåðèîä èç 2
j èäóùèõ ïîä-

ðÿä ÷èñåë íà÷èíàåòñÿ ñ ÷èñëà 2j â âèäå ñòåïåíè äâîéêè è çàêàí÷èâà-

åòñÿ ïåðåä ÷èñëîì 2j+1 â âèäå ñòåïåíè äâîéêè.
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Îïðåäåëåíèå 3.6. Êîäîì Õýììèíãà ïîðÿäêà n íàçûâàåòñÿ ìíî-

æåñòâî âñåõ äâîè÷íûõ ñëîâ äëèíû n

B = (α1, α2 . . . αn) ∈ Vn,

óäîâëåòâîðÿþùèõ ñèñòåìå ñðàâíåíèé ïî ìîäóëþ 2∑
j∈D0

αj ≡ 0,
∑
j∈D1

αj ≡ 0 . . .
∑

j∈Ds−1

αj ≡ 0.

Óðàâíåíèå íàçâàíî ñðàâíåíèåì (êàê ýòî ïðèíÿòî â òåîðèè ÷èñåë),

òàê êàê ñóììèðîâàíèå ïðîèçâîäèòñÿ îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè ⊕ ñëîæå-

íèÿ â ãðóïïå Z2 = {0, 1}, ãäå 1⊕ 1 = 0.

Òåîðåìà 3.5. Êîä Õýììèíãà ïîðÿäêà n äîïóñêàåò 2n−s êîäîâûõ

ñëîâ, ãäå s = [log n] + 1, è èñïðàâëÿåò ëþáóþ åäèíè÷íóþ îøèáêó.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàñïèøåì ñèñòåìó ñðàâíåíèé èç îïðåäåëåíèÿ êî-

äà Õýììèíãà

α1⊕ (α3 ⊕ α5 ⊕ α7 ⊕ . . .) ≡ 0

α2⊕ (α3 ⊕ α6 ⊕ α7 ⊕ . . .) ≡ 0

α4⊕ (α5 ⊕ α6 ⊕ α7 ⊕ . . .) ≡ 0

. . .

α2s−1⊕ (α2s−1+1 ⊕ α2s−1+2 ⊕ . . .⊕ αn) ≡ 0

Ñîãëàñíî ñâîéñòâàì îïåðàöèè a⊕ a = 0 äëÿ a ∈ Z2 = {0, 1} ïåðåíå-
ñåì îòäåëåííûå ñëàãàåìûå âèäà α2m â ïðàâóþ ÷àñòü

α3 ⊕ α5 ⊕ α7 ⊕ . . . ≡ α1

α3 ⊕ α6 ⊕ α7 ⊕ . . . ≡ α2

α5 ⊕ α6 ⊕ α7 ⊕ . . . ≡ α4

. . .

α2s−1+1 ⊕ α2s−1+2 ⊕ . . .⊕ αn ≡ α2s−1

Ïîëó÷èëè ñèñòåìó âû÷èñëåíèÿ ïðîâåðî÷íûõ êîîðäèíàò êîäîâûõ

ñëîâ, íîìåðà êîòîðûõ åñòü ñòåïåíè äâîéêè, ÷åðåç èíôîðìàöèîííûå êî-

îðäèíàòû, íîìåðà êîòîðûõ îòëè÷íû îò ñòåïåíè äâîéêè. ×èñëî ïðîâå-

ðî÷íûõ êîîðäèíàò ðàâíî s. Âñå ïðîâåðî÷íûå êîîðäèíàòû îêàçàëèñü

â ïðàâîé ÷àñòè ñðàâíåíèé ïî ìîäóëþ 2. Âñå èíôîðìàöèîííûå ïåðå-

ìåííûå ñîáðàíû â ëåâîé ÷àñòè óðàâíåíèé, èõ ÷èñëî n − s. Èñõîäíûå
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ñîîáùåíèÿ ìîãóò èìåòü ðàçëè÷íûé âèä. Åñëè æå ñ÷èòàòü èõ ñëîâà-

ìè äëèíû n − s â àëôàâèòå {0, 1}, âñå âîçìîæíûå òàêèå ñîîáùåíèÿ

ñîñòàâëÿþò ñëîâà, áóêâû êîòîðûõ åñòü óïîðÿäî÷åííûå â åñòåñòâåííîì

ïîðÿäêå èíôîðìàöèîííûå êîîðäèíàòû α3, α5, α6, α7, α9 . . . Âñåãî òàêèõ

ñëîâ 2n−s, ãäå s íàõîäèòñÿ èç óñëîâèÿ 2s−1 < n < 2s, ðàâíîñèëüíîãî

s− 1 < log n < s.

Äîïóñòèì, ÷òî ïðè ïåðåäà÷å êîäîâîãî ñëîâà Bj = (α1, α2 . . . αn) â

ðàçðÿäå ñ íîìåðîì d ïðîèçîøëà îøèáêà òèïà çàìåùåíèÿ, â ðåçóëüòàòå

êîòîðîé áûëî ïîëó÷åíî ñîîáùåíèå B = (β1, β2 . . . βn). Òîãäà βi = αi

ïðè i ̸= d, βd = αd ⊕ 1. Òðåáóåòñÿ íàéòè d, äâîè÷íîå ðàçëîæåíèå êîòî-

ðîãî íàçûâàåòñÿ ñèíäðîì.

Îáîçíà÷èì δ0 ≡
∑

j∈D0
βj , δ1 ≡

∑
j∈D1

βj . . . δs−1 ≡
∑

j∈Ds−1
βj , à

äâîè÷íóþ çàïèñü (3.2) ÷èñëà d = (γs−1γs−2 . . . γ1γ0)2.

Åñëè γi = 0, òî d /∈ Di, ÷òî îçíà÷àåò δi =
∑

j∈Di
βj =

∑
j∈Di

αj ≡ 0.

Åñëè æå γi = 1, òî d ∈ Di, îòêóäà δi =
∑

j∈Di
βj =

∑
j∈Di

αj⊕1 ≡ 0⊕1.
Ïîëó÷èëè d = (δs−1δs−2 . . . δ1δ0)2.

Èòàê, êîä Õýììèíãà ÿâëÿåòñÿ ñèñòåìàòè÷åñêèì (n, n− s)-êîäîì.
Ïðèìåð 3.1. Ïîñòðîèòü êîä Õýììèíãà ïîðÿäêà 7.

Ïîñêîëüêó 22 < 7 < 23, òî s = 3. Â êîäå Õýììèíãà ïîðÿäêà 7

äîïóñêàåòñÿ 16 = 27−3 êîäîâûõ ñëîâ.

Äëÿ êîäîâîãî ñëîâà Bj = (α1, α2, α3, α4, α5, α6, α7) åãî ðàçðÿäû

{α1, α2, α4} ïðîâåðî÷íûå, à ðàçðÿäû {α3, α5, α6, α7} èíôîðìàöèîííûå.
Ñîñòàâèì ïðîâåðî÷íûå ìíîæåñòâà D0 = {1, 3, 5, 7}, D1 = {2, 3, 6, 7} è
D2 = {4, 5, 6, 7}, ïî êîòîðûì ïîñòðîèì ñèñòåìó ñðàâíåíèé

α1 ⊕ α3 ⊕ α5 ⊕ α7 ≡ 0

α2 ⊕ α3 ⊕ α6 ⊕ α7 ≡ 0

α4 ⊕ α5 ⊕ α6 ⊕ α7 ≡ 0

(3.3)

Ìîæíî ïåðå÷èñëèòü âñå 16 âîçìîæíûõ èíôîðìàöèîííûõ íàáîðîâ â

êà÷åñòâå àðãóìåíòîâ äëÿ âû÷èñëåíèÿ ÷åðåç ñèñòåìó (3.3) ïðîâåðî÷íûõ

çíà÷åíèé è ñîñòàâëåíèÿ âñåõ êîäîâûõ ñëîâ (òàáë. 6). ×åòûðå ïåðâûå

êîëîíêè îòâåäåíû äëÿ èíôîðìàöèîííûõ êîîðäèíàò, óïîðÿäî÷åííûõ â

ñòàíäàðòíîì âèäå, ñëåäóþùèå òðè êîëîíêè âû÷èñëåíû ïî ôîðìóëàì

(3.3). Êîä ñîñòàâëåí èç ýòèõ óïîðÿäî÷åííûõ êîîðäèíàò.

Ïîñòðîåííûé êîä Õýììèíãà åñòü ñèñòåìàòè÷åñêèé (7, 4, 3)-êîä, ÷òî

ïðîâåðÿåòñÿ âû÷èñëåíèåì d(K) = 3.
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Òàáëèöà 6

Ïðîöåññ ñîñòàâëåíèÿ êîäà Õýììèíãà ïîðÿäêà 7

α3 α5 α6 α7 α1 α2 α4 Ê î ä

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 1 1 1 1 1 1 0 1 0 0 1

0 0 1 0 0 1 1 0 1 0 1 0 1 0

0 0 1 1 1 0 0 1 0 0 0 0 1 1

0 1 0 0 1 0 1 1 0 0 1 1 0 0

0 1 0 1 0 1 0 0 1 0 0 1 0 1

0 1 1 0 1 1 0 1 1 0 0 1 1 0

0 1 1 1 0 0 1 0 0 0 1 1 1 1

1 0 0 0 1 1 0 1 1 1 0 0 0 0

1 0 0 1 0 0 1 0 0 1 1 0 0 1

1 0 1 0 1 0 1 1 0 1 1 0 1 0

1 0 1 1 0 1 0 0 1 1 0 0 1 1

1 1 0 0 0 1 1 0 1 1 1 1 0 0

1 1 0 1 1 0 0 1 0 1 0 1 0 1

1 1 1 0 0 0 0 0 0 1 0 1 1 0

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

Ïðèìåð 3.2. Íàéòè è èñïðàâèòü îäèíî÷íóþ îøèáêó è äåêîäèðî-

âàòü, åñëè ïîëó÷åíî ñîîáùåíèå B = (0011101) â êîäå Õýììèíãà ïî-

ðÿäêà 7.

Ðåøåíèå. Âû÷èñëÿåì äëÿ (β1β2β3β4β5β6β7) = (0011101) ïîêàçàòåëè

ñèíäðîìà:

δ0 = β1 ⊕ β3 ⊕ β5 ⊕ β7 = 0⊕ 1⊕ 1⊕ 1 = 1,

δ1 = β2 ⊕ β3 ⊕ β6 ⊕ β7 = 0⊕ 1⊕ 0⊕ 1 = 0,

δ2 = β4 ⊕ β5 ⊕ β6 ⊕ β7 = 1⊕ 1⊕ 0⊕ 1 = 1.

Ïîëó÷èëè çíà÷åíèå ñèíäðîìà d = (δ2δ1δ0)2 = (101)2 = 5, óêàçû-

âàþùåå íà òî, ÷òî îøèáêà â ïÿòîì ðàçðÿäå, à èñïðàâëåííîå êîäîâîå

ñëîâî Bj = (0011001) êîäèðóåò èñõîäíîå ñîîáùåíèå (1001), çàïèñàííîå

â èíôîðìàöèîííûõ ðàçðÿäàõ.
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3.5. Ëèíåéíûå êîäû. Ïîðîæäàþùàÿ è ïðîâåðî÷íàÿ

ìàòðèöû

Îïèñàííûå êîäû îòíîñÿòñÿ ê êëàññó ëèíåéíûõ áëîêîâûõ êîäîâ, êî-

ãäà âûáèðàåòñÿ âàðèàíò ðàâíîìåðíîãî êîäèðîâàíèÿ è íàèáîëåå ïðî-

ñòîé âàðèàíò ôîðìèðîâàíèÿ ìíîæåñòâà êîäîâûõ ñëîâ äëèíû n â òåð-

ìèíàõ ëèíåéíûõ ïðîñòðàíñòâ.

Çàìåòèì, ÷òî Vn åñòü n-ìåðíîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî Fn
2 â âèäå

äåêàðòîâîé ñòåïåíè ïîëÿ F2 = {0, 1} èç äâóõ ýëåìåíòîâ. Òîãäà â êà÷å-
ñòâå ìíîæåñòâà êîäîâûõ ñëîâ K áåðåì åãî k-ìåðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî,

êîòîðîå îïðåäåëÿåòñÿ ÷åðåç áàçèñ, ñîñòîÿùèé èç k ëèíåéíî íåçàâèñè-

ìûõ (íàä ïîëåì F2) âåêòîðîâ èç Vn. Åñëè k áàçèñíûõ âåêòîðîâ, ïîðîæ-

äàþùèõ ïîäïðîñòðàíñòâîK ∈ Vn, ïîñòðî÷íî çàïèñàòü â ìàòðèöó G, òî
ïðîöåäóðà ôîðìèðîâàíèÿ êîäîâûõ ñëîâ âûïîëíÿåòñÿ â âèäå óìíîæå-

íèÿ ìàòðèö C ·G = K, ãäå ìàòðèöà C ðàçìåðà 2k×k ñîäåðæèò ïîëíûé
íàáîð âñåõ ðàçëè÷íûõ ñëîâ äëèíîé k â àëôàâèòå {0, 1}. Ïîýòîìó ìàò-
ðèöà G íàçûâàåòñÿ ïîðîæäàþùåé ìàòðèöåé êîäà K, ñîñòîÿùåãî èç 2k

êîäîâûõ ñëîâ. Òàêîé êîä íàçûâàåòñÿ ëèíåéíûì (n, k)-êîäîì. Ïðè ýòîì

ñòðîêè ìàòðèöû C è áóäóò èñõîäíûìè êîäèðóåìûìè ñîîáùåíèÿìè.

Îðòîãîíàëüíûì äîïîëíåíèåì K⊥ ê âåêòîðíîìó ïîäïðîñòðàíñòâó

K ñëóæèò (n−k)-ìåðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî, êîòîðîå òàêæå ìîæåò áûòü
çàäàíî áàçèñîì èç n−k ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ýëåìåíòîâ Vn, ïîñòðî÷íî
çàïèñàííûõ â ìàòðèöó H, êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íîé ìàòðèöåé.

Òåîðåìà 3.6. Ïîñêîëüêó ïîðîæäàþùàÿ ìàòðèöà G îðòîãîíàëüíà

ïðîâåðî÷íîé H, ÷òî â ìàòðè÷íîì âèäå G · HT = 0, òî âñå êîäîâûå

ñëîâà îðòîãîíàëüíû íàä ïîëåì F2 ñòðîêàì ïðîâåðî÷íîé ìàòðèöû H.

Äîêàçàòåëüñòâî. Óñëîâèå îðòîãîíàëüíîñòè êîäîâûõ ñëîâ K ïðî-

âåðî÷íîé ìàòðèöå âû÷èñëèì â ìàòðè÷íîì âèäå

K ·HT = C ·G ·HT = C · 0 = 0.

Ïåðåäàííîå ñîîáùåíèå èìååò âèä B = Bj⊕ϵ ñóììû êîäîâîãî ñëîâà

Bj è îøèáêè ϵ. Ñîãëàñíî ëèíåéíîñòè ïðè ïðîâåðêå ïîëó÷åííîãî ñîîá-

ùåíèÿ

B ·HT = Bj ·HT ⊕ ϵ ·HT = 0⊕ ϵ ·HT = ϵ ·HT

ïîëó÷àåì çíà÷åíèå ïðîâåðêè íà âîçìîæíîé îøèáêå. Ïîýòîìó íà âñåõ

âîçìîæíûõ îøèáêàõ ïðîâåðî÷íàÿ ìàòðèöà äîëæíà äàâàòü 1, ÷òî ñî-
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îòâåòñòâóåò óñëîâèþ èõ îáíàðóæåíèÿ. Åñëè ðå÷ü èäåò î åäèíè÷íûõ

îøèáêàõ, òî â êà÷åñòâå òàêîâûõ ðàññìàòðèâàþòñÿ âñå âåêòîðû ñòàí-

äàðòíîãî áàçèñà.

Ïîÿñíèì äàííûå ïîíÿòèÿ íà òåõ ïðèìåðàõ, ÷òî áûëè ðàññìîòðåíû

â ïðåäûäóùèõ ïàðàãðàôàõ.

Ïðèìåð 3.3. Êîä ïðîâåðêè íà ÷åòíîñòü äëÿ ñëó÷àÿ n = 4.

Âñå ìíîæåñòâî V4 èç 16 ýëåìåíòîâ ðàñïàäàåòñÿ íà ïîäìíîæåñòâà

K0 è K1 ïî âîñåìü ýëåìåíòîâ ñ ÷åòíîé è íå÷åòíîé ñóììîé êîîðäè-

íàò. Íóëåâîé ýëåìåíò ïîïàë â K0, êîòîðîå ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà ñ áàçèñîì èç òðåõ âåêòîðîâ. Â êà÷åñòâå áà-

çèñà ìîæíî âçÿòü âåêòîðû (1100), (0110) è (0011), êîòîðûå è ñîñòàâÿò

ïîðîæäàþùóþ ìàòðèöó

G =

 1 1 0 0

0 1 1 0

0 0 1 1

 .

Ïîñêîëüêó ó ìàòðèöûG òðè ñòðîêè (ïîäïðîñòðàíñòâî êîäîâûõ âåê-

òîðîâ òðåõìåðíî), òî âñå âîçìîæíûå êîýôôèöèåíòû ëèíåéíûõ êîìáè-

íàöèé ìîæíî ñîáðàòü (è óïîðÿäî÷èòü â ëåêñèêîãðàôè÷åñêîì ïîðÿäêå)

â ìàòðèöå

C =



0 0 0

0 0 1

0 1 0

0 1 1

1 0 0

1 0 1

1 1 0

1 1 1


. (3.4)

Òîãäà ìíîæåñòâî êîäîâûõ ñëîâ (3.1) áóäóò ñîñòàâëÿòü ñòðîêè ñëåäóþ-

ùåé ìàòðèöû K, ãäå óìíîæåíèå ìàòðèö ïðîâîäèì ïî ïðàâèëàì ïîëÿ

F2, êîòîðûå ìîæíî óïðîñòèòü òàê: êàæäàÿ j-ÿ ñòðîêà ïðîèçâåäåíèÿ

åñòü ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ ñòðîê âòîðîãî ñîìíîæèòåëÿ ñ êîýôôèöè-

åíòàìè, óêàçàííûìè â j-é ñòðîêå ïåðâîãî ñîìíîæèòåëÿ. Ïî ýòîìó ïðà-

âèëó ñòðîêà ñ íîìåðîì 0 áóäåò íóëåâîé, à ñòðîêè ñ íîìåðàìè 1 è 2 ñî-

îòâåòñòâåííî ðàâíû ïîñëåäíåé è ñðåäíåé ñòðîêàì ìàòðèöû G, ñòðîêà

ñ íîìåðîì 3 åñòü ñóììà ⊕ ýòèõ ñòðîê è ò. ä.
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K = C ·G =



0 0 0

0 0 1

0 1 0

0 1 1

1 0 0

1 0 1

1 1 0

1 1 1


·

 1 1 0 0

0 1 1 0

0 0 1 1

 =



0 0 0 0

0 0 1 1

0 1 1 0

0 1 0 1

1 1 0 0

1 1 1 1

1 0 1 0

1 0 0 1


.

Â êà÷åñòâå ïðîâåðî÷íîé ìàòðèöû âîçüìåì

H =
(

1 1 1 1
)
.

Âñå êîäîâûå ñëîâà îðòîãîíàëüíû íàä ïîëåì F2 äàííîé ïðîâåðî÷íîé

ñòðîêå H. Äëÿ óñòàíîâëåíèÿ ýòîãî ôàêòà äîñòàòî÷íî áûëî ïðîâåðèòü,

÷òî ñòðîêè ìàòðèöû G îðòîãîíàëüíû ñòðîêå H, èëè â ìàòðè÷íîì âèäå

G ·HT = 0. Âñå îäèíî÷íûå îøèáêè ϵ � ýòî âåêòîðû ñòàíäàðòíîãî áàçè-

ñà, êîòîðûå ïðè ïðîâåðêå ñ äàííîé ñòðîêîé H äàþò ϵ ·HT = 1. À âîò

äâå îøèáêè äàííîé ïðîâåðî÷íîé ìàòðèöåé íå âûÿâëÿþòñÿ, ïîñêîëüêó

d(K) = 2. Òàêèì îáðàçîì, äàííûé êîä ïðîâåðêè íà ÷åòíîñòü ÿâëÿåòñÿ

(4, 3, 2)-êîäîì, òàê êàê n = 4, k = 3, d = 2.

Çàìå÷àíèå 1. Ïðèâåäåííûé ëèíåéíûé êîä íåñèñòåìàòè÷åñêèé.

Èíôîðìàöèîííûìè ñòîëáöàìè â ìàòðèöå K = C · G ñëóæàò ïåð-

âûé è ïîñëåäíèé ñòîëáöû, ñîâïàäàþùèå ñ ïåðâûì è ïîñëåäíèì ñòîëá-

öàìè ìàòðèöû C. Íî äëÿ ñðåäíåãî ñòîëáöà ìàòðèöû C íåò òàêîãî æå

ñòîëáöà â ìàòðèöå K = C ·G. Ïîýòîìó â äàííîì ïðèìåðå íåò ïîëíîãî

ïîäðàçäåëåíèÿ íà èíôîðìàöèîííûå è ïðîâåðî÷íûå ïåðåìåííûå. Ýòî

íàáëþäåíèå ëåãêî óñòàíàâëèâàåòñÿ ïî âèäó ïîðîæäàþùåé ìàòðèöû:

â ñëó÷àå ñèñòåìàòè÷åñêîãî ëèíåéíîãî êîäà â ïîðîæäàþùåé ìàòðèöå

åñòü ïîëíûé íàáîð ñòîëáöîâ ñòàíäàðòíîãî áàçèñà.

Ïðèìåð 3.4. Ñèñòåìàòè÷åñêèé êîä ïðîâåðêè íà ÷åòíîñòü äëÿ

ñëó÷àÿ n = 4.

Â êà÷åñòâå ïîðîæäàþùåé ìàòðèöû ïðåäëîæèì äðóãóþ ìàòðèöó

G =

 1 0 0 1

0 1 0 1

0 0 1 1
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è ïîëó÷èì òå æå ñàìûå êîäîâûå ñëîâà (íî â äðóãîì ïîðÿäêå), â êî-

òîðûõ ïåðâûå òðè êîîðäèíàòû áóäóò èíôîðìàöèîííûìè, à ïîñëåäíÿÿ

êîîðäèíàòà � ïðîâåðî÷íîé. Ïðîâåðî÷íàÿ ìàòðèöà H îñòàåòñÿ ïðåæ-

íåé.

Çàìå÷àíèå 2. Ïðîñòðàíñòâà K è K⊥, áàçèñû êîòîðûõ çàïèñàíû â

ïîðîæäàþùåé G è ïðîâåðî÷íîé H ìàòðèöàõ, âçàèìíî ïåðïåíäèêóëÿð-

íû è ÿâëÿþòñÿ ïîäïðîñòðàíñòâàìè ðàçëè÷íûõ âàðèàíòîâ ïðîñòðàí-

ñòâà Vn. Åñëè K ⊂ Vn, òî K
⊥ ⊂ V ∗

n áåðåòñÿ â ñîïðÿæåííîì ïðîñòðàí-

ñòâå. Íî â äàííîì ñëó÷àå ñîïðÿæåííîå ïðîñòðàíñòâî V ∗
n èçîìîðôíî

Vn, ÷òî çàïèñûâàåòñÿ â âèäå ðàâåíñòâà ïðîñòðàíñòâ V
∗
n = Vn. Ïî ýòîé

ïðè÷èíå ïðîñòðàíñòâà K è K⊥, ïîìåùåííûå â îäíî ïðîñòðàíñòâî, ìî-

ãóò ïåðåñåêàòüñÿ, à â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ äàæå ñîâïàäàòü. Â ÷àñòíîñòè,

â ïðèìåðå 3.3 åñòü êîäîâîå ñëîâî (1111), ñîâïàäàþùåå ñ H è îðòîãî-

íàëüíîå åìó.

Ñîãëàñíî ñäåëàííîìó çàìå÷àíèþ âçàèìíî îðòîãîíàëüíûå ïðîñòðàí-

ñòâà K è K⊥ ìîæíî ïîìåíÿòü ìåñòàìè, ïîìåíÿâ ïðè ýòîì ìåñòàìè

ïîðîæäàþùóþ è ïðîâåðî÷íóþ ìàòðèöû.

Ïðèìåð 3.5.Ëèíåéíûé êîä ñ ïîðîæäàþùåé ìàòðèöåé G = (1111).

Åñëè ïîìåíÿåì ìåñòàìè ïîðîæäàþùóþ è ïðîâåðî÷íóþ ìàòðèöû

ïðèìåðà 3.3, òî ïîëó÷èì ïðîâåðî÷íóþ ìàòðèöó

H =

 1 1 0 0

0 1 1 0

0 0 1 1

 .

Äëÿ îäíîé ñòðîêè âîçìîæíû âñåãî äâå ëèíåéíûå êîìáèíàöèè, à

èìåííî ñ êîýôôèöèåíòàìè 0 è 1, ÷òî äàåò êîäîâûå ñëîâà B0 = (0000)

è B1 = (1111). Ëþáóþ èç êîîðäèíàò (íàïðèìåð, ïåðâóþ) ìîæíî ñ÷è-

òàòü èíôîðìàöèîííîé, à îñòàëüíûå êîîðäèíàòû � ïðîâåðî÷íûìè. Òðè

ñêàëÿðíûõ ïðîèçâåäåíèÿ ïîëó÷åííîãî ñèãíàëà B ñ êàæäîé èç ñòðîê

ïðîâåðî÷íîé ìàòðèöû H ñîñòàâëÿþò ñèíäðîì ïîëó÷åííîãî ñèãíàëà.

Ïåðåáîðîì âîçìîæíûõ îäèíî÷íûõ îøèáîê ñîñòàâëÿþò òàáëèöó èõ ñèí-

äðîìîâ. Åñëè áû â êà÷åñòâå ïðîâåðî÷íîé H âçÿëè ìàòðèöó èç ïðèìåðà

3.4 (à íå èç 3.3), òî ñèíäðîì ñîâïàäàë áû ñ íîìåðîì îøèáî÷íîãî ðàç-

ðÿäà. Ïîñêîëüêó êîäîâîå ðàññòîÿíèå d(K) = 4, òî êîä (ïî òåîðåìå 3.1)

ñïîñîáåí îáíàðóæèòü òðè îøèáêè, êîãäà êîîðäèíàòû ïîëó÷åííîãî ñî-

îáùåíèÿ B áóäóò ðàçëè÷íû; êîä (ïî òåîðåìå 3.3) ñïîñîáåí èñïðàâèòü
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ëèøü îäíó îøèáêó (â ñëó÷àå äâóõ îøèáîê ïîëó÷åííîå ñîîáùåíèå B áó-

äåò íà ðàññòîÿíèè 2 îò êàæäîãî êîäîâîãî ñëîâà). Ýòîò êîä òèïà (4, 1, 4)

íàçûâàåòñÿ êîäîì ó÷åòâåðåíèÿ ñèìâîëà. Ïîâûøåííàÿ èçáûòî÷íîñòü

ýòîãî êîäà õàðàêòåðèçóåòñÿ íèçêîé ñêîðîñòüþ R = 1
4 .

Ïðèìåð 3.6. Ìåòîä êîäèðîâàíèÿ óäâîåíèåì ñèìâîëîâ.

Ðàññìîòðèì êîä, ïðè êîòîðîì äëèíà ñèãíàëà óäâàèâàåòñÿ, ïðèìå-

íåííûé äëÿ ñëó÷àÿ èñõîäíûõ ñèãíàëîâ äëèíû äâà (òàêèõ ñèãíàëîâ

÷åòûðå). Ïîëó÷èì òàáë. 7 êîäèðóåìûõ ñèãíàëîâ è êîäîâûõ ñëîâ.

Òàáëèöà 7

Òàáëèöà äëÿ ìåòîäà óäâîåíèÿ ñèìâîëîâ

Ñèãíàë Êîäîâîå ñëîâî

00 0000

01 0011

10 1100

11 1111

Ñòàâèòñÿ çàäà÷à íàéòè ïîðîæäàþùóþ è ïðîâåðî÷íóþ ìàòðèöû.

Ïîðîæäàþùàÿ ìàòðèöà ñîñòîèò èç äâóõ ñòðîê, òàê êàê èñõîäíûå

ñèãíàëû äâóìåðíûå k = 2. Ïðîâåðî÷íàÿ ìàòðèöà òîæå ñîñòîèò èç äâóõ

ñòðîê, òàê êàê n = 4 � äëèíà êîäîâûõ ñëîâ, à n− k = 2.

Â êà÷åñòâå ïîðîæäàþùåé ìàòðèöû ìîæíî ïðåäëîæèòü

G =

(
1 1 0 0

0 0 1 1

)
,

ïðè ýòîì èíôîðìàöèîííûìè îáúÿâèì ïåðâóþ è òðåòüþ êîîðäèíàòû

(èì ñîîòâåòñòâóþò âåêòîðû ñòàíäàðòíîãî áàçèñà), òîãäà ïðîâåðî÷íû-

ìè áóäóò âòîðàÿ è ÷åòâåðòàÿ êîîðäèíàòû.

Â êà÷åñòâå ïðîâåðî÷íîé ìàòðèöû H ìîæíî âçÿòü òó æå ìàòðèöó

G, òî åñòü H = G. Ïåðâàÿ ñòðîêà H ïðîâåðÿåò ñîâïàäåíèå ïåðâûõ

äâóõ êîîðäèíàò, à âòîðàÿ ñòðîêà ïðîâåðÿåò ñîâïàäåíèå ïîñëåäíèõ äâóõ

êîîðäèíàò. Ýòî êîä òèïà (4, 2, 2).

Ýòîò êîä ñïîñîáåí íàõîäèòü åäèíè÷íûå îøèáêè, íî íå ìîæåò èõ

èñïðàâëÿòü. Åãî ñêîðîñòü R = 1
2 .

Àíàëîãè÷íûé êîä óòðîåíèÿ îòäåëüíûõ ñèìâîëîâ ñïîñîáåí óæå èñ-

ïðàâëÿòü îøèáêè. Åãî ñêîðîñòü R = 1
3 .
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Ïðèìåð 3.7. Ìàòðè÷íîå çàäàíèå êîäà Õýììèíãà ïîðÿäêà 7.

Ïîðîæäàþùàÿ ìàòðèöà äëÿ ïðèìåðà 3.1 áóäåò

G =


1 1 1 0 0 0 0

1 0 0 1 1 0 0

0 1 0 1 0 1 0

1 1 0 1 0 0 1

 ,

êîòîðóþ ïîëó÷èëè ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïîñêîëüêó êîîðäèíàòû ñ íî-

ìåðàìè 3, 5, 6 è 7 èíôîðìàöèîííûå, òî ñòîëáöû ñ ýòèìè íîìåðàìè

áàçèñíûå è èì ñîîòâåòñòâóþò ñòîëáöû ñòàíäàðòíîãî áàçèñà. Ïî ôîð-

ìóëàì ñèñòåìû (3.3) ïðîâåðî÷íûå ïåðåìåííûå ñ íîìåðàìè 1, 2 è 4

âûðàæàþòñÿ ÷åðåç áàçèñíûå. Ïî òåì æå ôîðìóëàì ñîîòâåòñòâóþùèå

èì ñòîëáöû âûðàæàþòñÿ ÷åðåç áàçèñíûå ñòîëáöû. Íàïðèìåð, ïåðâàÿ

ôîðìóëà ñèñòåìû â âèäå α1 = α3 ⊕ α5 ⊕ α7 ïðèâîäèò ê âèäó ïåðâîãî

ñòîëáöà êàê ñóììû ñòîëáöîâ ñ íîìåðàìè 3, 5 è 7.

Ïðîèçâåäåíèå ìàòðèöû C â âèäå ëåâîé ÷àñòè òàáë. 6 íà ïîðîæäàþ-

ùóþ ìàòðèöó G äàåò âñå 16 êîäîâûõ ñëîâ, çàïèñàííûõ â ïðàâîé ÷àñòè

òàáë. 6 â òîì æå ïîðÿäêå.

Ïðîâåðî÷íàÿ ìàòðèöà H ðàçìåðà 3×7 (ãäå n−k = 7−4 = 3 � ÷èñëî

ñòðîê) ïîëíîñòüþ ñîîòâåòñòâóåò ôîðìóëàì ïðîâåðêè (3.3), ïîñêîëüêó

â ñòðîêàõ óêàçàíû êîýôôèöèåíòû ýòèõ ïðîâåðî÷íûõ ôîðìóë

H =

 1 0 1 0 1 0 1

0 1 1 0 0 1 1

0 0 0 1 1 1 1

 .

Ïîñêîëüêó â ñòîëáöàõ ïðîâåðî÷íîé ìàòðèöû H çàïèñàíû â ëåêñè-

êîãðàôè÷åñêîì ïîðÿäêå (3.2) äâîè÷íûå êîäû ÷èñåë îò 1 äî 7, òî ýòî

äîêàçûâàåò òî, ÷òî ñèíäðîì åäèíè÷íîé îøèáêè êîäà Õýììèíãà ϵ ·HT

ðàâåí îøèáî÷íîìó ðàçðÿäó, çàïèñàííîìó â äâîè÷íîé ñèñòåìå.

3.6. Êîäû Óîëøà � Àäàìàðà

Äëÿ ïåðåäà÷è èíôîðìàöèè ïî íåóñòîé÷èâîìó êàíàëó ñâÿçè ïðèìå-

íÿþò êîäû Óîëøà � Àäàìàðà òèïà (2k, k).

Ìíîæåñòâî êîäîâûõ ñëîâ ýòîãî êîäà ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì äèñ-

êðåòíûõ ôóíêöèé Óîëøà â àääèòèâíîé çàïèñè. Ïîÿñíèì âàðèàíòû
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àääèòèâíîé è ìóëüòèïëèêàòèâíîé çàïèñåé. Ãðóïïó èç äâóõ ýëåìåíòîâ

Z2 = {0, 1} îáû÷íî ðàññìàòðèâàþò îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè⊕ ñëîæåíèÿ

ïî ìîäóëþ 2. Äåéñòâèÿ â ãðóïïå: 0⊕0 = 0, 0⊕1 = 1, 1⊕0 = 1, 1⊕1 = 0.

Ýòî àääèòèâíàÿ ôîðìà ïðåäñòàâëåíèÿ ýòîé ãðóïïû. Òà æå ãðóïïà äî-

ïóñêàåò ìóëüòèïëèêàòèâíóþ ôîðìó ïðåäñòàâëåíèÿ Z2 = {1,−1} ñ îïå-
ðàöèåé óìíîæåíèÿ · â ãðóïïå. Ïåðåõîä îò àääèòèâíîé ôîðìû ê ìóëü-

òèïëèêàòèâíîé ôîðìå îñóùåñòâëÿåòñÿ ïåðåêîäèðîâêîé 0→ 1, 1→ −1,
⊕ → ·.

Âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî ZN
2 , ñîñòîÿùåå èç N -ìåðíûõ áóëåâûõ âåê-

òîðîâ (ñ ýëåìåíòàìè 0 è 1) òðàäèöèîííî ðàññìàòðèâàþò â àääèòèâ-

íîé ôîðìå. Îïåðàöèÿ ñëîæåíèÿ â ýòîì ïðîñòðàíñòâå îáîçíà÷àåòñÿ

ïðåæíèì ñèìâîëîì ⊕, íî ïîíèìàåòñÿ êàê ïîêîîðäèíàòíîå ñëîæåíèå

ïî ìîäóëþ 2. Êîýôôèöèåíòû ëèíåéíûõ êîìáèíàöèé áåðóòñÿ èç ïîëÿ

F2 = {0, 1} è òðàêòóþòñÿ êàê âûáîð ýëåìåíòà (ïðè êîýôôèöèåíòå 1)

èëè îòêàç â âûáîðå (ïðè êîýôôèöèåíòå 0).

Êðîìå ýòîãî àääèòèâíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà

ZN
2 âîçìîæíî åãî ìóëüòèïëèêàòèâíîå ïðåäñòàâëåíèå ñ ýëåìåíòàìè â

âèäå N -ìåðíûõ âåêòîðîâ ñ êîîðäèíàòàìè 1 è −1. Îïåðàöèÿ ⊕ â ïðî-

ñòðàíñòâå ïåðåõîäèò â îïåðàöèþ • óìíîæåíèÿ ïî Àäàìàðó (ïîêîîðäè-
íàòíîå óìíîæåíèå âåêòîðîâ).

Âñå äèñêðåòíûå ôóêöèè Óîëøà óðîâíÿ n (ïîðÿäêà N = 2n) çàïèñà-

íû â ñòðîêàõ ìàòðèöû Ñèëüâåñòðà � Àäàìàðà Hn = Hn⊗, ïîëó÷åííîé

â âèäå n-é êðîíåêåðîâîé ñòåïåíè ìàòðèöû H =

(
1 1

1 −1

)
.

Îïðåäåëåíèå êðîíåêåðîâà ïðîèçâåäåíèÿ ïîÿñíèì ïðèìåðîì ñ ìàò-

ðèöåé D =

(
1 2

4 3

)

D ⊗H =

(
H 2H

4H 3H

)
=


1 1 2 2

1 −1 2 −2
4 4 3 3

4 −4 3 −3

 ,

ãäå âûïèñàíà áëî÷íàÿ ìàòðèöà ñ áëîêàìè â âèäå ýëåìåíòà ïåðâîé ìàò-

ðèöû, óìíîæåííîãî íà âòîðóþ ìàòðèöó.
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Ïî ýòîìó îïðåäåëåíèþ ïîëó÷àåì ðåêóððåíòíóþ ôîðìóëó âû÷èñëå-

íèÿ ìàòðèö Ñèëüâåñòðà � Àäàìàðà

Hn+1 =

(
Hn Hn

Hn −Hn

)
.

Ïðèìåðû ýòèõ ìàòðèö

H2 =


1 1 1 1

1 −1 1 −1
1 1 −1 −1
1 −1 −1 1

 ,

H3 =



1 1 1 1 1 1 1 1

1 −1 1 −1 1 −1 1 −1
1 1 −1 −1 1 1 −1 −1
1 −1 −1 1 1 −1 −1 1

1 1 1 1 −1 −1 −1 −1
1 −1 1 −1 −1 1 −1 1

1 1 −1 −1 −1 −1 1 1

1 −1 −1 1 −1 1 1 −1


.

Åñëè ïðîèçâåñòè îáðàòíóþ ïåðåêîäèðîâêó 1→ 0, −1→ 1 èç ìóëü-

òèïëèêàòèâíîé ôîðìû â àääèòèâíóþ, òî â ñòðîêàõ ìàòðèöû ïîëó÷èì

âñå êîäîâûå ñëîâà êîäà Óîëøà � Àäàìàðà âûáðàííîãî óðîâíÿ. Íàïðè-

ìåð, ïðè n = 2 ñòðîêè àääèòèâíîé çàïèñè ìàòðèöû Óîëøà � Àäàìàðà

A2 =


0 0 0 0

0 1 0 1

0 0 1 1

0 1 1 0


ñîñòàâëÿþò íàáîð êîäîâûõ ñëîâ êîäà Óîëøà � Àäàìàðà óðîâíÿ 2.

Ðàññìîòðèì ñïîñîá íåïîñðåäñòâåííîãî âû÷èñëåíèÿ ìàòðèö An áåç

îáðàùåíèÿ ê ìàòðèöàì Ñèëüâåñòðà � Àäàìàðà Hn.

Ðåêóððåíòíî îïðåäåëÿþòñÿ ìàòðèöû Gm ðàçìåðà m× 2m

G1 = (0 1), Gm =

(
0 1

Gm−1 Gm−1

)
, (3.5)

ãäå 0 = (00 . . . 0), 1 = (11 . . . 1) � ïîñòîÿííûå âåêòîðû ñîîòâåòñòâóþùåé

äëèíû. Â ÷àñòíîñòè, ìàòðèöà (3.4) åñòü òðàíñïîíèðîâàííàÿ G3.
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Ïî ïðàâèëàì äåéñòâèÿ â ïîëå F2 = {0, 1} ìîæíî âû÷èñëèòü àääè-
òèâíóþ ìàòðèöó Óîëøà � Àäàìàðà êàê ïðîèçâåäåíèå ìàòðèö

Ak = GT
k ·Gk. (3.6)

Â ôîðìóëå (3.6) ïåðâûé ìíîæèòåëü (òðàíñïîíèðîâàííóþ ìàòðè-

öó Gk) òðàêòóåì êàê íàáîð âñåõ âîçìîæíûõ êîýôôèöèåíòîâ ëèíåé-

íûõ êîìáèíàöèé íàä ïîëåì F2 (ðàíåå îáîçíà÷àåìûé êàê ìàòðèöà C),

à âòîðîé ñîìíîæèòåëü òðàêòóåì êàê íàáîð îáðàçóþùèõ, ñîñòàâëÿþ-

ùèé áàçèñ âåêòîðíîãî ïîäïðîñòðàíñòâà K ∈ V2k êîäîâûõ ñëîâ (ðàíåå

îáîçíà÷àåìûé êàê ïîðîæäàþùàÿ ìàòðèöà G). Òàêèì îáðàçîì, ïîëó-

÷èëîñü, ÷òî äëèíà êîäîâûõ ñëîâ n = 2k, à êîäèðóåìûõ ñîîáùåíèé k.

Çíà÷èò, èìååì (2k, k)-êîä. Ïðîâåðî÷íàÿ ìàòðèöà H ýòîãî êîäà áóäåò

áîëüøîãî ðàçìåðà (2k − k)× 2k, ïîýòîìó åå íå ïðèíÿòî èñïîëüçîâàòü.

Îñíîâíîå ïðåèìóùåñòâî ýòîãî êîäà ñîñòîèò â òîì, ÷òî ó íåãî ìàê-

ñèìàëüíî âîçìîæíîå êîäîâîå ðàññòîÿíèå d(K) = 2k−1. Ïîêàæåì ýòî.

Ôóíêöèè Óîëøà ñëóæàò ïðîñòåéøèì ïðèìåðîì ñåìåéñòâà îðòîãî-

íàëüíûõ ôóíêöèé. Ýòî ñâîéñòâî ïåðåíîñèòñÿ è íà äèñêðåòíûå ôóíê-

öèè Óîëøà, êîòîðûå îðòîãîíàëüíû îòíîñèòåëüíî îáû÷íîãî (â ïðî-

ñòðàíñòâå R) ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ. Óòâåðæäåíèå îá îðòîãîíàëü-

íîñòè äëÿ íàñ îçíà÷àåò, ÷òî ëþáûå äâå ðàçëè÷íûå äèñêðåòíûå ôóíê-

öèè Óîëøà íà ïîëîâèíå êîîðäèíàò (íà 2k−1 êîîðäèíàòàõ) ñîâïàäà-

þò, à íà ïîëîâèíå êîîðäèíàò (íà 2k−1 êîîðäèíàòàõ) ðàçëè÷àþòñÿ. Ýòî

ñâîéñòâî ïîâòîðÿåòñÿ è ïðè àääèòèâíîé ôîðìå çàïèñè, ÷òî îçíà÷àåò

d(K) = 2k−1.

Èòàê, êîä Óîëøà � Àäàìàðà îòíîñèòñÿ ê êëàññó (2k, k, 2k−1)-êîäîâ.

Èìåííî ñâîéñòâî ìàêñèìàëüíîñòè êîäîâîãî ðàññòîÿíèÿ âûäåëÿåò ýòîò

êîä â êà÷åñòâå óäîáíîãî äëÿ çàøóìëåííîãî êàíàëà ñâÿçè.

Íàïðèìåð, åñëè âçÿòü k = 10 (äåñÿòü), òî d(K) = 512, ÷òî îçíà-

÷àåò âîçìîæíîñòü îáíàðóæåíèÿ ôàêòà âíåñåíèÿ îøèáêè ïðè èñêàæå-

íèè ïðàêòè÷åñêè ïîëîâèíû èíôîðìàöèè è âîçìîæíîñòü èñïðàâëåíèÿ

îøèáêè (áåç ïîâòîðíîãî çàïðîñà) ïðè èñêàæåíèè ïî÷òè ÷åòâåðòè èí-

ôîðìàöèè (òî÷íåå, 255 îøèáîê â áëîêå). Èìåííî ýòî è ïîñëóæèëî ïî-

âîäîì äëÿ èñïîëüçîâàíèÿ êîäà Óîëøà � Àäàìàðà ïðè ïåðåäà÷å èíôîð-

ìàöèè âî âðåìÿ êîñìè÷åñêîé ñâÿçè.
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Ïðèìåð 3.8. Êîä Óîëøà � Àäàìàðà óðîâíÿ 3.

Ïîðîæäàþùåé ìàòðèöåé G3 êîäà Óîëøà � Àäàìàðà óðîâíÿ 3 ñëó-

æèò òðàíñïîíèðîâàííàÿ ìàòðèöà (3.4), ñòðîêè êîòîðîé åñòü äèñêðåò-

íûå ôóíêöèè Ðàäåìàõåðà

G3 =

 0 0 0 0 1 1 1 1

0 0 1 1 0 0 1 1

0 1 0 1 0 1 0 1

 .

Ïî ôîðìóëå (3.6) ïîëó÷àåòñÿ ìàòðèöà A3, êîòîðóþ òàêæå ïîëó÷àåì

ïåðåêîäèðîâêîé 1→ 0, −1→ 1 ïðèâåäåííîé âûøå ìàòðèöû H3.

Ñòðîêè ìàòðèöû G3 ñîñòàâëÿþò áàçèñ òðåõìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà,

ñîñòîÿùåãî èç âîñüìè êîäîâûõ ñëîâ.

Òåîðåìà 3.7. Äëÿ N = 2n ìíîæåñòâî äèñêðåòíûõ ôóíêöèé Óîë-

øà åñòü ïîäìíîæåñòâî ýëåìåíòîâ ìóëüòèïëèêàòèâíîãî ïðåäñòàâ-

ëåíèÿ âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà ZN
2 , èçîìîðôíîå âåêòîðíîìó ïðî-

ñòðàíñòâó Zn
2 .

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ïðèìåðå 3.8 n = 3, N = 8, à ìíîæåñòâî äèñ-

êðåòíûõ ôóíêöèé Óîëøà ñîñòàâëÿþò ñòðîêè ìàòðèöû H3. Ýòè ñòðîêè

îáðàçóþò ïîäïðîñòðàíñòâî ìóëüòèïëèêàòèâíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ âåê-

òîðíîãî ïðîñòðàíñòâà ZN
2 ïðè N = 8. Ôîðìóëó (3.6) ìîæíî ïåðåïèñàòü

â âèäå

A3 = GT
3 · E ·G3,

âñòàâèâ åäèíè÷íóþ ìàòðèöó E òðåòüåãî ïîðÿäêà. Còðîêè ýòîé ìàòðè-

öû E ñîñòàâëÿþò ñòàíäàðòíûé áàçèñ âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà Zn
2 ïðè

n = 3. Âñå âîçìîæíûå ëèíåéíûå êîìáèíàöèè ñòðîê (íàä ïîëåì F2)

ìàòðèöû E çàäàíû íàáîðîì êîýôôèöèåíòîâ â ìàòðèöå GT
3 . Òî÷íî òàê

æå âñå âîçìîæíûå ëèíåéíûå êîìáèíàöèè ñòðîê ìàòðèöû E ·G3 çàäà-

íû íàáîðîì êîýôôèöèåíòîâ â ìàòðèöå GT
3 , ÷òî è äîêàçûâàåò èçîìîð-

ôèçì àääèòèâíûõ ïðåäñòàâëåíèé âñåãî ïðîñòðàíñòâà Zn
2 è n-ìåðíîãî

ïîäïðîñòðàíñòâà ZN
2 ñ áàçèñîì â âèäå ñòðîê ìàòðèöû G3. Çàêàí÷èâà-

åì äîêàçàòåëüñòâî ïåðåâîäîì àääèòèâíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ n-ìåðíîãî

ïîäïðîñòðàíñòâà ZN
2 â ìóëüòèïëèêàòèâíîå. �

Íà ïðàêòèêå ïðè êîñìè÷åñêîé ñâÿçè èñïîëüçîâàëîñü ñëåäóþùåå

óñîâåðøåíñòâîâàíèå êîäà Àäàìàðà, èçâåñòíîå ïîä íàçâàíèåì äîïîë-

íåííîãî êîäà Àäàìàðà.
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Ïîðîæäàþùàÿ ìàòðèöà äîïîëíåííîãî êîäà Àäàìàðà ïîëó÷àåòñÿ

äîáàâëåíèåì ê ìàòðèöå Gk îäíîé ñòðîêè 1 ñîîòâåòñòâóþùåé äëèíû.

Ïðè ýòîì ÷èñëî êîäîâûõ ñëîâ óäâîèòñÿ (ñòàíåò ðàâíûì 2k+1), à èõ

äëèíà ñîõðàíèòñÿ. Äîïîëíèòåëüíî ê êîäîâûì ñëîâàì â âèäå ñòðîê

ìàòðèöû Ak äîáàâÿòñÿ ñòðîêè ìàòðèöû Ak, êîòîðûå ïðîòèâîïîëîæíû

èñõîäíûì ñòðîêàì, a⊕ 1 = a.

Ïîñêîëüêó ñòðîêè ìàòðèöû Hk îðòîãîíàëüíû, òî ñòðîêè ìàòðèöû

−Hk òîæå îðòîãîíàëüíû è âçàèìíî îðòîãîíàëüíû ñî ñòðîêàìè èñõîä-

íîé ìàòðèöû Hk. Ïîñêîëüêó ìàòðèöà −Hk åñòü àääèòèâíûé âàðèàíò

ìàòðèöû Ak, òî êîäîâîå ðàññòîÿíèå ðàâíî 2k−1. Èòàê, äîïîëíåííûé

êîä Àäàìàðà åñòü ëèíåéíûé (2k, k + 1, 2k−1)-êîä.

Îí ñòðîèòñÿ ñîãëàñíî ïðîñòîìó íàáëþäåíèþ î òîì, ÷òî ìíîæåñòâî

äèñêðåòíûõ ôóíêöèé Óîëøà, âçÿòûõ ñ îáùèì çíàêîì ìèíóñ, òàêæå

ñîñòàâëÿåò îðòîãîíàëüíûé íàáîð è îðòîãîíàëüíû èñõîäíîìó íàáîðó.

3.7. Êîäû Ðèäà � Ìàëëåðà íóëåâîãî è ïåðâîãî

ïîðÿäêîâ

Õîðîøî èçó÷åííûì ñåìåéñòâîì ëèíåéíûõ êîäîâ ñ èçáûòî÷íîñòüþ,

ïîçâîëÿþùèõ îñóùåñòâëÿòü îáíàðóæåíèå è èñïðàâëåíèå îøèáîê, ñëó-

æàò (ïðåäëîæåííûå â 1954 ã. Äýâèäîì Ý. Ìàëëåðîì) äâîè÷íûå êîäû

Ðèäà � Ìàëëåðà (Ðèäà � Ìþëëåðà), êîòîðûå îáîçíà÷àþòñÿ RM(r,m).

Ïåðâûé èíäåêñ r åñòü ïîðÿäîê êîäà. Ïî âòîðîìó èíäåêñó m îïðåäåëÿ-

åòñÿ äëèíà êîäà, êîòîðàÿ ðàâíà ñòåïåíè äâîéêè, à èìåííî 2m.

Â ïðèìåðå 3.5 áûë ðàññìîòðåí êîä RM(0, 2) Ðèäà � Ìàëëåðà íóëå-

âîãî ïîðÿäêà ñ ïîðîæäàþùåé ìàòðèöåé G0(2) = (1111). Ïîðîæäàþùåé

ìàòðèöåé êîäà RM(0, 3) áóäåò G0(3) = (11111111) è ò. ä.

Èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿþò êîäû RM(r,m) ïðè r ≥ 1.

Äîïîëíåííûé êîä Àäàìàðà ÿâëÿåòñÿ êîäîì Ðèäà � Ìàëëåðà ïåð-

âîãî ïîðÿäêà RM(1,m).

Ïîðîæäàþùàÿ ìàòðèöà êîäàRM(1,m) ïîëó÷àåòñÿ ïî ôîðìóëå (3.5)

äîáàâëåíèåì â íà÷àëî ìàòðèöû Gm ñòðîêè 1. Ïîëó÷èì ìàòðèöû

G1,1 =

(
1 1

0 1

)
, G1,2 =

 1 1 1 1

0 0 1 1

0 1 0 1

 ,
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G1,3 =


1 1 1 1 1 1 1 1

0 0 0 0 1 1 1 1

0 0 1 1 0 0 1 1

0 1 0 1 0 1 0 1

 .

Ïîñêîëüêó ïî ñðàâíåíèþ ñ êîäîì Óîëøà � Àäàìàðà ÷èñëî ñòðîê ïî-

ðîæäàþùåé ìàòðèöû óâåëè÷èëîñü íà 1, òî íàáîð âîçìîæíûõ ëèíåé-

íûõ êîìáèíàöèé â ìàòðèöå C = (Gm+1)
T . Åñëè ìíîæåñòâî êîäîâûõ

ñëîâ êîäà RM(1,m) îáîçíà÷èì CRM(1,m), òî ïî ôîðìóëå K = C ·G

CRM(1,m) = (Gm+1)
T ·G1,m.

Ïðåäëîæèì âòîðîé ìåòîä ïîñòðîåíèÿ ìíîæåñòâà êîäîâûõ ñëîâ êî-

äà RM(1,m). Îáîçíà÷èì CRM(1,m) ìíîæåñòâî ïðîòèâîïîëîæíûõ (â

ñìûñëå ïåðåõîäà ê a = a ⊕ 1) ñëîâ. Òîãäà ìíîæåñòâî êîäîâûõ ñëîâ

ñëåäóþùåãî óðîâíÿ m+ 1 â ñòðîêàõ ñëåäóþùåé áëî÷íîé ìàòðèöû

CRM(1,m+ 1) =

(
CRM(1,m) CRM(1,m)

CRM(1,m) CRM(1,m)

)
. (3.7)

Íàïðèìåð, äëÿ m = 1 ÷åðåç ìàòðèöó âîçìîæíûõ ëèíåéíûõ êîìáè-

íàöèé C = (G2)
T è ïîðîæäàþùóþ ìàòðèöó G1,1 âû÷èñëèì ìíîæåñòâî

êîäîâûõ ñëîâ

CRM(1, 1) =


0 0

0 1

1 0

1 1

 ·
(

1 1

0 1

)
=


0 0

0 1

1 1

1 0

 .

Ïî ôîðìóëå îòðèöàíèÿ

CRM(1, 1) =


1 1

1 0

0 0

0 1

 .
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Îòñþäà ïî ôîðìóëå (3.7)

CRM(1, 2) =



0 0 0 0

0 1 0 1

1 1 1 1

1 0 1 0

0 0 1 1

0 1 1 0

1 1 0 0

1 0 0 1


.

Ñóùåñòâóåò òðåòèé ìåòîä âû÷èñëåíèÿ ìíîæåñòâà êîäîâûõ ñëîâ ÷å-

ðåç ìàòðèöû Ñèëüâåñòðà � Àäàìàðà Hm è èõ àääèòèâíûé âàðèàíò Am

CRM(1,m) =

(
Am

Am

)
.

Â ÷àñòíîñòè, ñòðîêè ìàòðèöû CRM(1, 2) ïîâòîðÿþò ñòðîêè ñëåäó-

þùèõ ìàòðèö:

A2 =


0 0 0 0

0 1 0 1

0 0 1 1

0 1 1 0

 , A2 =


1 1 1 1

1 0 1 0

1 1 0 0

1 0 0 1

 .

Îáîçíà÷èì ñèìâîëîì J êâàäðàòíóþ ìàòðèöó, âñå ýëåìåíòû êîòîðîé

ðàâíû 1. Òîãäà Am +Am = J , Am −Am = Hm. Îáðàòíàÿ âçàèìîñâÿçü

Am = 1
2 (J −Hm), Am = 1

2 (J +Hm). Îòñþäà

Hm = J − 2Am = 2Am − J, −Hm = 2Am − J. (3.8)

Ïîñêîëüêó êîäîâîå ðàññòîÿíèå RM(1,m)-êîäà ðàâíî 2m−1, òî îí

ñïîñîáåí îáíàðóæèòü 2m−1−1 îøèáêó èëè èñïðàâèòü 2m−2−1 îøèáîê,
÷òî ñëóæèò î÷åíü âûñîêèì ïîêàçàòåëåì. Ïëàòà çà ýòî � íåâûñîêàÿ

ñêîðîñòü ïåðåäà÷è èíôîðìàöèè, ðàâíàÿ m+1
2m .

Êðîìå óòâåðæäåíèÿ î âîçìîæíîñòè äåêîäèðîâàíèÿ ñ èñïðàâëåíèåì

îøèáîê ïðåäëîæèì àëãîðèòì ýòîé ïðîöåäóðû äëÿ RM(1,m)-êîäà ïî

ìåòîäó ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ.

Ïóñòü B � ïðèíÿòîå ñîîáùåíèå äëèíû 2m. Òðåáóåòñÿ íàéòè Bj0 ñðå-

äè êîäîâûõ ñëîâ Bj ∈ CRM(1,m) òàêîå, ÷òî d(B,Bj0) = min d(B,Bj).
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Îáîçíà÷èì ïåðåêîäèðîâàííûå (èç àääèòèâíîé ôîðìû â ìóëüòèïëè-

êàòèâíóþ ñ ïðåäâàðèòåëüíûì îòðèöàíèåì) ñîîáùåíèÿ

B̂ = 2B − 1, B̂j = 2Bj − 1,

ãäå êîîðäèíàòà, ðàâíàÿ 0, çàìåíÿåòñÿ íà −1. Ïîñêîëüêó êîäîâûå ñëî-
âà ðàçìåùàëèñü â ìàòðèöàõ Am è Am, òî ñîãëàñíî (3.8) ïåðåêîäèðî-

âàííûå ñëîâà ïîïàäóò â −Hm è â Hm ñîîòâåòñòâåííî. Ïåðåáîð âñåõ

êîäîâûõ ñëîâ Bj â àääèòèâíîé ôîðìå (ñòðîê ìàòðèö Am è Am) ñî-

îòâåòñòâóåò ïåðåáîðó ñòðîê B̂j (â ìóëüòèïëèêàòèâíîé ôîðìå) ìàòðèö

−Hm è Hm, ÷òî ìîæíî ñîâìåñòèòü â îäèí ïåðåáîð.

Ðàññòîÿíèå Õýììèíãà êàê ÷èñëî ðàçëè÷àþùèõñÿ êîîðäèíàò íå çà-

âèñèò îò êîäèðîâêè

d(B,Bj) = d(B̂, B̂j).

Îáîçíà÷èì N = 2m äëèíó êîäîâûõ ñëîâ, N0 � ÷èñëî ñîâïàäàþùèõ

êîîðäèíàò, à N1 = d(B,Bj) � ÷èñëî ðàçëè÷àþùèõñÿ êîîðäèíàò. Ââåäåì

òàêæå îáû÷íîå ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ B̂ è B̂j , îáîçíà÷åííîå

< B̂, B̂j >. Òîãäà (ïðîèçâåäåíèå ðàçëè÷àþùèõñÿ êîîðäèíàò ðàâíî −1)

N = N0 +N1, < B̂, B̂j >= N0 −N1 = N − 2d(B̂, B̂j).

Ïðè ýòîì ìèíèìóì ðàññòîÿíèÿ áóäåò ñîîòâåòñòâîâàòü ìàêñèìóìó ñêà-

ëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ, ïîñêîëüêó

min d(B̂, B̂j) = min
1

2
(N− < B̂, B̂j >) =

1

2
(N −max < B̂, B̂j >).

Àëãîðèòì ïîèñêà è èñïðàâëåíèÿ îøèáîê

1. Â êà÷åñòâå ñèíäðîìà âû÷èñëÿåì äèñêðåòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Óî-

ëøà îò ñèãíàëà B̂: δ = Hm · B̂.
2. Íàõîäèì ìàêñèìàëüíóþ ïî ìîäóëþ êîîðäèíàòó ïîëó÷åííîãî âåê-

òîðà δ.

3. Åñëè ýòà êîîðäèíàòà ïîëîæèòåëüíà, òî áëèæàéøåå êîäîâîå ñëîâî

èùåì â ìàòðèöå Am; åñëè æå ýòà êîîðäèíàòà îòðèöàòåëüíà, òî áëèæàé-

øåå êîäîâîå ñëîâî èùåì â ìàòðèöå Am.

4. Íîìåð (íóìåðàöèÿ ñ íóëÿ) ýòîé ìàêñèìàëüíîé ïî ìîäóëþ êîîðäè-

íàòû åñòü íîìåð áëèæàéøåãî êîäîâîãî ñëîâà, êîòîðîå è ïðèíèìàåòñÿ

çà ïåðåäàâåìîå ñîîáùåíèå, â âûáðàííîé ìàòðèöå Am èëè Am.
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Êðîìå àëãîðèòìà äåêîäèðîâàíèÿ òàêæå ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ àë-

ãîðèòì âîññòàíîâëåíèÿ èñõîäíîãî ñîîáùåíèÿ x = (x0, x1 . . . xm−1) ïî

êîäîâîìó ñëîâó y ∈ CRM(1,m).

Èíôîðìàöèîííûìè êîîðäèíàòàìè ñëóæàò y0, y1, y2, y4. . . y2m−1 .

Àëãîðèòì äåêîäèðîâàíèÿ, ïîèñêà èñõîäíîãî ñîîáùåíèÿ

ïî êîäîâîìó ñëîâó

1. Ïîëàãàåì x0 := y0.

2. Äëÿ i îò 0 äî m− 1 âû÷èñëÿåì xm−i = x0 ⊕ y2i .
Äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî àëãîðèòìà îñíîâûâàåòñÿ íà òîì ôàêòå, ÷òî

êîîðäèíàòû ñ íîìåðàìè â âèäå ñòåïåíåé äâîéêè îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿ-

þò âèä äèñêðåòíîé ôóíêöèè Óîëøà (êàê â ìóëüòèïëèêàòèâíîé, òàê è

â àääèòèâíîé ôîðìå). Äîïîëíèòåëüíî çíà÷åíèå y0 îïðåäåëÿåò ïðèíàä-

ëåæíîñòü ñèãíàëà y ê òîé èëè èíîé ÷àñòè ìàòðèöû CRM(1,m): åñëè

y0 = 0, òî y ∈ Am; åñëè y0 = 1, òî y ∈ Am.

Ïðèìåð 3.9. Äëÿ ïîëó÷åííîãî ñîîáùåíèÿ B = (11100011) íàéòè

áëèæàéøåå êîäîâîå ñëîâî êîäà RM(1, 3) è èñõîäíîå ñîîáùåíèå.

1. Âû÷èñëÿåì ñèíäðîì ýòîãî ñèãíàëà B̂ ïî ôîðìóëå δ = H3 · B̂ =

=



1 1 1 1 1 1 1 1

1 −1 1 −1 1 −1 1 −1
1 1 −1 −1 1 1 −1 −1
1 −1 −1 1 1 −1 −1 1

1 1 1 1 −1 −1 −1 −1
1 −1 1 −1 −1 1 −1 1

1 1 −1 −1 −1 −1 1 1

1 −1 −1 1 −1 1 1 −1


·



1

1

1

−1
−1
−1
1

1


=



2

2

−2
−2
2

2

6

−2


.

2. Ïðåäïîñëåäíÿÿ êîîðäèíàòà (ðàâíàÿ 6) ìàêñèìàëüíà ïî ìîäóëþ.

3. Ïîñêîëüêó ýòà êîîðäèíàòà ïîëîæèòåëüíà (6 > 0), òî áëèæàéøåå

êîäîâîå ñëîâî â ìàòðèöå A3.

4. Âûáèðàåì ïðåäïîñëåäíåå (ñ íîìåðîì 6) ñëîâî â ìàòðèöå A3 âèäà

y = (11000011).

Cðàâíåíèåì ñëîâ y è B îòìå÷àåì, ÷òî ìû èñïðàâèëè îäíó îøèá-

êó. Äåéñòâèòåëüíî, êîäîâîå ðàññòîÿíèå RM(1, 3) êîäà ðàâíî 2m−1 = 4.

Ýòîò àëãîðèòì ñïîñîáåí îáíàðóæèòü òðè îøèáêè, íî èñïðàâëÿåò òîëü-

êî îäíó îøèáêó.
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Íà âõîä ñëåäóþùåãî àëãîðèòìà ïîäàåòñÿ ñëîâî y = (11000011). Âîñ-

ñòàíîâèì èñõîäíîå ñîîáùåíèå.

1. Ïîñêîëüêó y0 = 1, òî x0 = 1.

2. Êîîðäèíàòû y1 = 1, y2 = 0, y4 = 0 ñ íîìåðàìè â âèäå ñòåïåíè

äâîéêè ïîçâîëÿþò âû÷èñëèòü îñòàëüíûå êîîðäèíàòû ñîîáùåíèÿ â îá-

ðàòíîì ïîðÿäêå

x3 = x0⊕y1 = 1⊕1 = 0, x2 = x0⊕y2 = 1⊕0 = 1,x1 = x0⊕y4 = 1⊕0 = 1.

Èòàê, âîññòàíîâèëè ñîîáùåíèå x = (1 1 1 0).

3.8. Êîäû Ðèäà � Ìàëëåðà r-ãî ïîðÿäêà

Íà÷íåì ñ êîäîâ Ðèäà � Ìàëëåðà âòîðîãî ïîðÿäêà RM(2,m). Äëÿ

ñðàâíåíèÿ, äëÿ êîäà ïåðâîãî ïîðÿäêà RM(1,m) â ïîðîæäàþùåé ìàò-

ðèöå âûäåëÿåì äâå ãðóïïû ñòðîê â êîëè÷åñòâå 1 = C0
m è m = C1

m,

íóìåðóÿ ãðóïïû âåðõíèì èíäåêñîì ÷èñëà ñî÷åòàíèé ñ íóëÿ. Íóëåâàÿ

ãðóïïà ñîñòîèò èç îäíîãî ïîñòîÿííîãî ñëîâà v0 = 1 = (1 1 1 . . . 1 1).

Ïåðâàÿ ãðóïïà � èç m ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ íàä ïîëåì F2 ìàêñèìàëü-

íî äðóã îò äðóãà îòñòîÿùèõ â ìåòðèêå Õýììèíãà ñòðîê v1, v2 . . . vm. Â

ïîðîæäàþùóþ ìàòðèöó G êîäà Ðèäà � Ìàëëåðà âòîðîãî ïîðÿäêà äî-

áàâëÿåòñÿ íîâàÿ (âòîðàÿ) ãðóïïà îáðàçóþùèõ ñòðîê â êîëè÷åñòâå C2
m,

ñîñòîÿùàÿ èç âîçìîæíûõ ïðîèçâåäåíèé ïî Àäàìàðó ïàð ñòðîê ïåðâîé

ãðóïïû v1, v2 . . . vm.

Ïðèìåð 3.10. Ïîñòðîèòü ïîðîæäàþùóþ è ïðîâåðî÷íóþ ìàòðè-

öû êîäà Ðèäà � Ìàëëåðà âòîðîãî ïîðÿäêà RM(2, 3).

Äîïîëíèì ìàòðèöó G1,3 òðåìÿ ñòðîêàìè v1 • v2, v1 • v3, v2 • v3

G2,3 =



1 1 1 1 1 1 1 1

0 0 0 0 1 1 1 1

0 0 1 1 0 0 1 1

0 1 0 1 0 1 0 1

0 0 0 0 0 0 1 1

0 0 0 0 0 1 0 1

0 0 0 1 0 0 0 1


.

Ïîñêîëüêó â ìàòðèöå G = G2,3 ñåìü ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ñòðîê,

òî ìíîæåñòâî êîäîâûõ ñëîâ ñîñòîèò èç 27 = 128 ñëîâ äëèíîé 8. Âñåãî

ñëîâ äëèíîé 8 â äâà ðàçà áîëüøå 28 − 256. Âñå ñëîâà ïîðîæäàþùåé
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ìàòðèöû G ñîäåðæàò ÷åòíîå ÷èñëî åäèíèö. Ïîýòîìó è âñå êîäîâûå

ñëîâà (êàê ëèíåéíûå êîìáèíàöèè ýòèõ îáðàçóþùèõ ñëîâ) ñ ÷åòíûì

÷èñëîì åäèíèö. Âñå ñëîâà äëèíîé 8 äåëÿòñÿ íà äâå ðàâíûå ïî îáúåìó

(â 128 ñëîâ) ãðóïïû ñëîâ ñ ÷åòíûì è íå÷åòíûì ÷èñëîì åäèíèö.

Òàêèì îáðàçîì, óñòàíîâèëè, ÷òî êîä RM(2, 3) åñòü êîä ïðîâåðêè

íà ÷åòíîñòü ñëîâ äëèíîé 8. Ïðîâåðî÷íàÿ ìàòðèöà ýòîãî êîäà ñîñòîèò

èç îäíîé ñòðîêè H = (11111111).

Ïîðîæäàþùàÿ ìàòðèöà êîäà Ðèäà � Ìàëëåðà òðåòüåãî ïîðÿäêà

ïðè m > 3 ïîëó÷àåòñÿ èç êîäîâîé ìàòðèöû G2,m äîáàâëåíèåì òðåòüåé

ãðóïïû îáðàçóþùèõ ñòðîê â êîëè÷åñòâå C3
m, ñîñòîÿùèõ èç âîçìîæíûõ

ïðîèçâåäåíèé ïî Àäàìàðó òðåõ ðàçëè÷íûõ ñòðîê ïåðâîé ãðóïïû

v1, v2 . . . vm.

Ïî ýòîìó ïðàâèëó ïîðîæäàþùàÿ ìàòðèöà êîäà G3,3 ïîëó÷àåòñÿ

ïðèñîåäèíåíèåì (â êà÷åñòâå ïîñëåäíåé ñòðîêè) ê ìàòðèöå G2,3 ñòðîêè

(00000001), ÷òî ïðèâîäèò ê ñîâïàäåíèþ ìíîæåñòâà êîäîâûõ ñëîâ ñî

ìíîæåñòâîì âñåõ ñëîâ äëèíîé 8. Ïî ýòîé ïðè÷èíå â ôîðìóëèðîâêó

äîáàâëåíî îãðàíè÷åíèå m > 3.

Ïî äàííîìó ïðèíöèïó ïðîöåññ ïîñòðîåíèÿ êîäîâ Ðèäà � Ìàëëåðà

áîëåå âûñîêîãî ïîðÿäêà ìîæíî ïðîäîëæèòü.

Êîëè÷åñòâî âñåõ ñòðîê ïîðîæäàþùåé ìàòðèöû êîäà RM(r,m) ðàâ-

íî k = C0
m + C1

m + . . . + Cr
m, ÷òî ïðèâîäèò ê ÷èñëó êîäîâûõ ñëîâ 2k.

Äëèíà êàæäîãî êîäîâîãî ñëîâà n = 2m. ×èñëî ñòðîê ïðîâåðî÷íîé ìàò-

ðèöû n− k = Cr+1
m + Cr+2

m + . . .+ Cm
m .

Êîäîâîå ðàññòîÿíèå êîäàRM(r,m) ðàâíî 2m−r. Çíà÷èò, ìîæåò áûòü

îáíàðóæåíà 2m−r − 1 îøèáêà, à èñïðàâëåíà 2m−r−1 − 1 îøèáêà. Íà-

ïðèìåð, êîä RM(2, 4) èìååò êîäîâîå ðàññòîÿíèå 4, îáíàðóæèâàåò òðè

îøèáêè, à èñïðàâëÿåò îäíó îøèáêó.

Âîïðîñû äëÿ ñàìîïðîâåðêè

1. Ïðèâåäèòå îïðåäåëåíèå ðàññòîÿíèÿ Õýììèíãà.

2. Êàêîé êîä íàçûâàåòñÿ êîäîì, îáíàðóæèâàþùèì îäíó îøèáêó?

3. Êàêîé êîä íàçûâàåòñÿ êîäîì, îáíàðóæèâàþùèì äâå îøèáêè?

4. Êàêîé êîä íàçûâàåòñÿ êîäîì, èñïðàâëÿþùèì îäíó îøèáêó?

5. Åñëè êîäîâîå ðàñòîÿíèå ðàâíî 3, òî ñêîëüêî îøèáîê ñïîñîáåí

îáíàðóæèòü êîä? Ìîæíî ëè ýòîò êîä ðàññìàòðèâàòü â êà÷åñòâå êîäà,

èñïðàâëÿþùåãî îøèáêè?
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6. Ê êàêîìó òèïó êîäîâ � îáíàðóæèâàþùèõ èëè èñïðàâëÿþùèõ

îøèáêè � îòíîñèòñÿ êîä ïðîâåðêè íà ÷åòíîñòü?

7. Ñêîëüêî îøèáîê ñïîñîáåí èñïðàâèòü êîä Õýììèíãà?

8. Â ëèíåéíîì áëîêîâîì (n, k)-êîäå ïîÿñíèòå çíà÷åíèå ñèìâîëà n è

ñèìâîëà k.

9. Êàê ñ ïîìîùüþ ïîðîæäàþùåé ìàòðèöû ïîñòðîèòü ìíîæåñòâî

âñåõ êîäîâûõ ñëîâ êîäà?

10. Êàêîé ëèíåéíûé êîä íàçûâàåòñÿ ñèñòåìàòè÷åñêèì?

11. Äëÿ ÷åãî ïðèìåíÿåòñÿ ïðîâåðî÷íàÿ ìàòðèöà: äëÿ îáíàðóæåíèÿ

èëè èñïðàâëåíèÿ îøèáîê?

12. Êàêîãî òèïà ëèíåéíûì êîäîì ñëóæèò êîä Óîëøà � Àäàìàðà?

Óïðàæíåíèÿ

3.1. Ïîñòðîéòå êîä Õýììèíãà ïîðÿäêà 6.

3.2. Íàéäèòå è èñïðàâüòå îäèíî÷íóþ îøèáêó, åñëè ïîëó÷åíî ñîîá-

ùåíèå B = (0011101) â êîäå Õýììèíãà ïîðÿäêà 6.

3.3. Êàêèå êîîðäèíàòû ÿâëÿþòñÿ èíôîðìàöèîííûìè â êîäå Õýì-

ìèíãà ïîðÿäêà 6? Äåêîäèðóéòå ñîîáùåíèå ñ îäíîé îøèáêîé èç ïðåäû-

äóùåãî óïðàæíåíèÿ.

3.4. Ñîñòàâüòå ïîðîæäàþùóþ ìàòðèöó êîäà Õýììèíãà ïîðÿäêà 6.

3.5. Ñîñòàâüòå ïðîâåðî÷íóþ ìàòðèöó êîäà Õýììèíãà ïîðÿäêà 6.

3.6. Ñîñòàâüòå ìàòðèöó Óîëøà � Àäàìàðà A3.

3.7. Ïðîäîëæèòå ìàòðèöó A3 äî äîïîëíåííîãî êîäà Àäàìàðà ìàò-

ðèöåé A3.

3.8. Ñîñòàâüòå ïîðîæäàþùèå ìàòðèöû äëÿ êîäîâ èç äâóõ ïðåäûäó-

ùèõ óïðàæíåíèé. Âû÷èñëèòå êîäîâûå ðàññòîÿíèÿ ýòèõ êîäîâ. Ñêîëü-

êî îøèáîê ñïîñîáåí îáíàðóæèòü è ñêîëüêî èñïðàâèòü êàæäûé èç ýòèõ

êîäîâ? Ñêîëüêî êîäîâûõ ñëîâ â êàæäîì èç ýòèõ êîäîâ?

3.9. Ïîñòðîéòå êîä Ðèäà � Ìàëëåðà ïåðâîãî ïîðÿäêà RM(1,3).

3.10. Åñëè ïðè êîäèðîâàíèè êîäîì Ðèäà � Ìàëëåðà RM(1,3) â âèäå

äîïîëíåííîãî êîäà Àäàìàðà ïîëó÷åíî ñîîáùåíèå B = (00011100), òî

íàéäèòå è èñïðàâüòå îøèáêó, à òàêæå äåêîäèðóéòå ñîîáùåíèå.

3.11. Åñëè ïðè êîäèðîâàíèè êîäîì Ðèäà � Ìàëëåðà RM(2,3) ïîëó-

÷åíû ñîîáùåíèÿ B = (00011100) è C = (00010000), òî êàêîå èç íèõ ñ

îøèáêîé?
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Ãëàâà 4

Ýëåìåíòû êðèïòîãðàôèè

×àñòî êîäèðîâàíèå ñîâìåùàåòñÿ ñ øèôðîâàíèåì èíôîðìàöèè. Îñ-

íîâíàÿ öåëü êîäèðîâàíèÿ � îáëåã÷èòü ïåðåñûëêó èíôîðìàöèè, êîòî-

ðàÿ ñåé÷àñ îñóùåñòâëÿåòñÿ ñ ïðèâëå÷åíèåì êîìïüþòåðîâ. Ïîýòîìó èí-

ôîðìàöèÿ è êîíâåðòèðóåòñÿ â äâîè÷íûå êîäû, óäîáíûå è ïîíÿòíûå

êîìïüþòåðó. Èñïîëüçóåòñÿ îáùåäîñòóïíûé êàíàë ïåðåñûëêè èíôîð-

ìàöèè. Â ñâÿçè ñ ýòèì ïîñëå êîäèðîâàíèÿ èíôîðìàöèþ ñëåäóåò çàùè-

òèòü îò âîçäåéñòâèé ïðè ïåðåäà÷å èíôîðìàöèè. Â ïðåäûäóùåì ðàçäå-

ëå ðàññìîòðåíû ìåòîäû áîðüáû ñî ñëó÷àéíûìè ïîìåõàìè.

Êðîìå ñëó÷àéíûõ ïîìåõ âîçìîæíî ïðåäíàìåðåííîå èñêàæåíèå èí-

ôîðìàöèè ñòîðîííèìè ëèöàìè. Çàäà÷è çàùèòû èíôîðìàöèè ðåøà-

åò êðèïòîãðàôèÿ. Êðèïòîãðàôû èñïîëüçóþò òåðìèí �êîäèðîâàíèå� â

íåñêîëüêî èíîì ñìûñëå � êàê ïðîöåññ ïðåîáðàçîâàíèÿ òåêñòà ïóòåì

çàìåíû îäíèõ ñëîâ äðóãèìè. Ïðîöåäóðîé äåøèôðîâêè ïåðåõâà÷åííûõ

ñîîáùåíèé çàíèìàþòñÿ êðèïòîàíàëèòèêè.

Ïåðâîíà÷àëüíî â êðèïòîãðàôèè èñïîëüçîâàëè òàáëè÷íûå ìåòîäû

êîäèðîâàíèÿ áóêâ àëôàâèòà òåìè æå ñàìûìè áóêâàìè, íî â äðóãîì

ïîðÿäêå. Òàêèì îáðàçîì, òàáëèöà âûñòóïàëà â êà÷åñòâå êëþ÷à êîäè-

ðîâàíèÿ. Êðèïòîàíàëèòèêè ñîñòàâèëè ÷àñòîòû ïîÿâëåíèÿ áóêâ, ÷òî

ïîçâîëèëî ñ ïðèâëå÷åíèåì êîìïüþòåðà âû÷èñëèòü àëãîðèòì äåêîäè-

ðîâàíèÿ äëÿ äàííîãî ìåòîäà øèôðîâàíèÿ.

Â äàëüíåéøåì áûë ñôîðìóëèðîâàí îñíîâíîé ïðèíöèï êðèïòîãðà-

ôè÷åñêîé ñèñòåìû. Ïðîöåäóðà êîäèðîâàíèÿ ψ : A∗ → B∗ èñõîäíûõ

ñîîáùåíèé â âèäå ñëîâ âûõîäíîãî àëôàâèòà (êîòîðûé òåïåðü íå îáÿ-

çàòåëüíî äâîè÷íûé) äîëæíà áûòü äîñòàòî÷íî ïðîñòîé, à ïðîöåäóðà

äåêîäèðîâàíèÿ ψ−1 : B∗ → A∗ äîëæíà ñîñòàâëÿòü ñëîæíóþ ìàòåìà-

òè÷åñêóþ çàäà÷ó.

Ïîýòîìó äëÿ ïîñòðîåíèÿ ðåàëüíîé êðèïòîãðàôè÷åñêîé ñèñòåìû ïî-

òðåáóåòñÿ ñåðüåçíûé ìàòåìàòè÷åñêèé àïïàðàò.

Â 1976 ã. ìîëîäûå àìåðèêàíñêèå ó÷åíûå Ó. Äèôôè è Ì. Õåëëìàí

ïðåäëîæèëè ñïîñîá îáìåíà çàøèôðîâàííûìè ñîîáùåíèÿìè áåç îáìåíà

ñåêðåòíûìè êëþ÷àìè. Ýòîò ìåòîä èñïîëüçóåò ìîäóëüíóþ àðèôìåòèêó,
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à òàêæå ñâîéñòâà ïðîñòûõ ÷èñåë, î êîòîðûõ ðàññêàæåì äàëåå.

Íà áàçå àëãîðèòìà Äèôôè � Õåëëìàíà â 1977 ã. Ðîí Ðèâåðñò, Àäè

Øàìèð è Ëåí Àäëåìàí ïðåäëîæèëè íîâûé êðèïòîãðàôè÷åñêèé ìåòîä,

èçâåñòíûé òåïåðü ïîä íàçâàíèåì RSA (ïî ïåðâûì áóêâàì ôàìèëèé

àâòîðîâ) è ÿâëÿþùèéñÿ ñòàíäàðòîì äëÿ ýëåêòðîííîé ïîäïèñè.

4.1. Îïðåäåëåíèÿ è óòâåðæäåíèÿ èç òåîðèè ÷èñåë

Íàïîìíèì, ÷òî ïðîñòûì ÷èñëîì p íàçûâàåòñÿ ÷èñëî, äåëÿùååñÿ

òîëüêî íà 1 è íà ñåáÿ. ×èñëî 1 ïðîñòûì íå ñ÷èòàþò è îòäåëÿþò êàê

îñîáîå ÷èñëî. Îñòàëüíûå íàòóðàëüíûå ÷èñëà ÿâëÿþòñÿ ñîñòàâíûìè.

Íàòóðàëüíûå ÷èñëà a è b íàçûâàþòñÿ âçàèìíî ïðîñòûìè, åñëè ó

íèõ íåò îáùåãî äåëèòåëÿ, êðîìå åäèíèöû (òðèâèàëüíîãî). Ïîñêîëüêó

â òåîðèè ÷èñåë íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü ÷èñåë a è b îáîçíà÷àåòñÿ

(a, b), òî äëÿ âçàèìíî ïðîñòûõ (a, b) = 1.

Â òåîðèè ÷èñåë ðàáîòàþò ñ öåëûìè ÷èñëàìè. Ôàêòîðèçàöèÿ ÷èñëà

N åñòü çàäà÷à ðàçëîæåíèÿ ýòîãî ÷èñëà íà ïðîñòûå ìíîæèòåëè (ýòî

ðàçëîæåíèå åäèíñòâåííî)

N = pa1
1 p

a2
2 . . . pak

k . (4.1)

Ïóñòü a, b, q ∈ N (íàòóðàëüíûå). Åñëè âûïîëíåíî a = bq, òî ãîâîðÿò:

a êðàòíî b è b äåëèò a, è îáîçíà÷àþò b|a.
Åñëè a íå êðàòíî b, òî äåëåíèå öåëûõ ÷èñåë ïðîâîäèòñÿ ñ îñòàòêîì:

èç ðàâåíñòâà a = bq + c, ãäå 0 ≤ c < b � îñòàòîê îò äåëåíèÿ a íà b,

ïîëó÷àåì ôîðìóëó ñðàâíåíèÿ a ≡ c (mod b). Ïðè ýòîì a, q ìîãóò áûòü

è îòðèöàòåëüíûìè. Ïîíÿòèå ñðàâíåíèå ïî ìîäóëþ b ìîæíî ðàñøèðèòü

íà öåëûå ÷èñëà a, d, ïîëàãàÿ ñðàâíèìûìè a ≡ d (mod b), åñëè a−d = bq.

Öåëîå ïîëîæèòåëüíîå m, îñòàòêè îò äåëåíèÿ íà êîòîðîå ñðàâíèâà-

åì, íàçûâàåòñÿ ìîäóëåì.

Åñëè çàôèêñèðóåì m ìîäóëü ñðàâíåíèÿ, òî óêàçàíèå (mod m) ìîæ-

íî îïóñòèòü. Ñâîéñòâà ñðàâíåíèé ñ ôèêñèðîâàííûì ìîäóëåì:

1) åñëè a ≡ b, b ≡ c, òî a ≡ c;
2) åñëè a ≡ b, c ≡ d, òî a+ c ≡ b+ d;

3) åñëè a ≡ b, c ≡ d, òî ac ≡ bd.
Ñâîéñòâà ñðàâíåíèé ñ ðàçíûìè ìîäóëÿìè:

4) åñëè a ≡ b (mod m), òî ak ≡ bk (mod mk);
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5) åñëè ak ≡ bk (mod mk), òî a ≡ b (mod m);

6) åñëè a ≡ b (mod m1) è a ≡ b (mod m2), òî a ≡ b (mod m), ãäå m

� íàèìåíüøåå îáùåå êðàòíîå m1 è m2.

Ìíîæåñòâî ñðàâíèìûõ ïî ìîäóëþ m öåëûõ ÷èñåë îáðàçóþò êëàññ

âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ m. Îñíîâíîé ïðåäñòàâèòåëü c ýòîãî êëàññà óäîáíåå

âûáðàòü èç óñëîâèÿ 0 ≤ c < m è îáîçíà÷èòü êëàññ c. Òîãäà ïîëíàÿ

ñèñòåìà âû÷åòîâ ñîñòîèò èç m êëàññîâ: 0,1 . . .m− 1.

Îïðåäåëåíèå 4.1. Ôóíêöèÿ Ýéëåðà ϕ(n) íàòóðàëüíîãî n (n > 1)

ðàâíà ÷èñëó íàòóðàëüíûõ k òàêèõ, ÷òî k < n è (n, k) = 1.

Ïðèìåð 4.1. Ôóíêöèÿ Ýéëåðà íà÷àëüíûõ ÷èñåë.

Â äîïîëíåíèå ê îïðåäåëåíèþ 4.1 ïîëàãàåì ϕ(1) = 1. Ïî îïðåäåëå-

íèþ 4.1 ëåãêî âû÷èñëèòü

ϕ(2) = 1, ϕ(3) = 2, ϕ(4) = 2, ϕ(5) = 4, ϕ(6) = 2, ϕ(7) = 6.

Òåîðåìà 4.1. ×åðåç êàíîíè÷åñêîå ðàçëîæåíèå (4.1) ôóíêöèÿ Ýé-

ëåðà âû÷èñëÿåòñÿ

ϕ(N) = N(1− 1

p1
)(1− 1

p2
) . . . (1− 1

pk
),

÷òî ðàâíîñèëüíî

ϕ(N) = (pa1
1 − p

a1−1
1 )(pa2

2 − p
a2−1
2 ) . . . (pak

k − p
ak−1
k ).

Åñëè (M,N) = 1, òî ϕ(M ·N) = ϕ(M) · ϕ(N).

Ñëåäñòâèå 4.1. Èìååì ϕ(p) = p − 1, ϕ(pk) = pk − pk−1 â ñëó÷àå

ïðîñòîãî p.

Ïðèìåð 4.2. Ôóíêöèÿ Ýéëåðà äëÿ îòäåëüíûõ ÷èñåë.

Ïî ñëåäñòâèþ ϕ(11) = 10, ϕ(81) = 81− 27 = 54. Ïî òåîðåìå

ϕ(60) = 60(1− 1

2
)(1− 1

3
)(1− 1

5
) = (4− 2)(3− 1)(5− 1) = 16,

ϕ(660) = ϕ(60) · ϕ(11) = 160.

Òåîðåìà 4.2 (ìàëàÿ òåîðåìà Ôåðìà) Åñëè p � ïðîñòîå ÷èñëî,

òî äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî a ñïðàâåäëèâî

ap ≡ a (mod p).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî áèíîìó Íüþòîíà, ãäå îòäåëèëè ïåðâîå è ïî-

ñëåäíåå ñëàãàåìûå,
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(a+ 1)p = ap +

p−1∑
k=1

Ck
pa

k + 1.

Ïîñêîëüêó p � ïðîñòîå, òî âñå áèíîìèàëüíûå êîýôôèöèåíòû Ck
p

(çàïèñàííûå â ñóììå) äåëÿòñÿ íà p. Çíà÷èò, è âñÿ ñóììà äåëèòñÿ íà p.

Ïîëó÷èëè ñðàâíåíèå (a + 1)p ≡ ap + 1 (mod p). Ïîäñòàâëÿÿ âìåñòî a

ïîñëåäîâàòåëüíî 0, 1, 2 . . . p− 2 ïîëó÷èì öåïî÷êó ñðàâíåíèé

2p ≡ 2, 3p ≡ 3, . . . , (p− 1)p ≡ p− 1,

êîòîðóþ ìîæíî è ïðîäîëæèòü. Äëÿ a, êðàòíîãî p, òåîðåìà òàêæå âåð-

íà. Äëÿ îñòàëüíûõ ïîëîæèòåëüíûõ a óòâåðæäåíèå òåîðåìû âåðíî ïî

ñâîéñòâàì ñðàâíåíèé.

Ñëåäñòâèå 4.2. Äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî a < p, ãäå p � ïðîñòîå,

âåðíî ap−1 ≡ 1.

Ìàëàÿ òåîðåìà Ôåðìà â êóðñå òåîðèè ÷èñåë îáû÷íî ðàññìàòðèâà-

åòñÿ êàê ñëåäñòâèå ñëåäóþùåé òåîðåìû.

Òåîðåìà 4.3 (Ýéëåðà) Åñëè m > 1 è (a,m) = 1, òî

aϕ(m) ≡ 1 (mod m).

4.2. Àëãîðèòì RSA

Ñîîáùåíèÿ ïåðåäàþòñÿ â âèäå ÷èñåë. Ñõåìà RSA îòíîñèòñÿ ê ñõåìå

øèôðîâàíèÿ ñ îòêðûòûì êëþ÷îì. Êàæäûé ïîëó÷àòåëü îáëàäàåò ñâî-

èì îòêðûòûì êëþ÷îì, ñ ïîìîùüþ êîòîðîãî îí øèôðóåò ñîîáùåíèå, à

ïîòîì äåêîäèðóåò.

Ìîäóëåì RSA íàçûâàåòñÿ ïðîèçâåäåíèå äâóõ ðàçëè÷íûõ ïðîñòûõ

÷èñåë N = pq (êàæäîå èç êîòîðûõ âûáèðàåòñÿ î÷åíü áîëüøèì).

Ôóíêöèÿ Ýéëåðà äëÿ íåãî ðàâíà ϕ(N) = (p− 1)(q − 1). Ñëîæíîñòü

çàäà÷è äåêîäèðîâàíèÿ êàê ðàç è ñîñòîèò â âû÷èñëåíèè ôóíêöèè Ýéëå-

ðà ïî èçâåñòíîìó ìîäóëþ RSA. Äëÿ ýòîãî íàäî ôàêòîðèçîâàòü ìîäóëü

RSA, òî åñòü �âñåãî ëèøü� ðàçëîæèòü N íà äâà ìíîæèòåëÿ. Êîãäà

Ìàðòèí Ãàðäíåð îïóáëèêîâàë àëãîðèòì RSA, îí ïðåäëîæèë çà ïðèç

â 100 äîëëàðîâ ôàêòîðèçîâàòü ÷èñëî N ñ 129 äåñÿòè÷íûìè çíàêàìè.

Ïðàâèëüíûé îòâåò áûë ïîëó÷åí ÷åðåç 17 ëåò.
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Àëãîðèòì RSA.

1. Äæîí âûáèðàåò äâà ïðîñòûõ p, q è âû÷èñëÿåò ôóíêöèþ Ýéëåðà

ϕ(N) = (p− 1)(q − 1) äëÿ ìîäóëÿ N = pq, êîòîðàÿ åìó íóæíà äëÿ çà-

äàíèÿ îòêðûòîé ýêñïîíåíòû e âçàèìíî ïðîñòîé ñ ôóíêöèåé Ýéëåðà

îò ìîäóëÿ, (ϕ(N), e) = 1. Èç ýòèõ äàííûõ îòêðûòûìè ÿâëÿþòñÿ òîëü-

êî N è e. Ïàðó (N, e) Äæîí ïåðåñûëàåò ïî îòêðûòîìó êàíàëó ñâÿçè

ïîëó÷àòåëþ Àëèñå. ×èñëà p è q, íàçûâàåìûå ÷èñëàìè RSA, Äæîí íå

äîâåðÿåò íèêîìó.

2. Äæîí òàêæå âû÷èñëÿåò çàêðûòóþ ýêñïîíåíòó d ïî ôîðìóëå

d · e ≡ 1 (mod ϕ(N)), êîòîðàÿ ñëóæèò îáðàòíûì ýëåìåíòîì ê îòêðû-

òîé ýêñïîíåíòå e ïî ñåêðåòíîìó ìîäóëþ ϕ(N) (äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ d

òðåáîâàëè (ϕ(N), e) = 1).

3. Àëèñà (èëè ëþáîé äðóãîé ïîëó÷àòåëü) èñïîëüçóåò îòêðûòûé

êëþ÷ (N, e) äëÿ øèôðîâàíèÿ ñîîáùåíèÿ m ∈ N ñ ïîìîùüþ ôóíêöèè

M = me (mod N) è ïåðåñûëàåò Äæîíó ïî îòêðûòîìó êàíàëó.

4. Äæîí îáðàáàòûâàåò âåðíóâøååñÿ ñîîáùåíèå M ñ ïîìîùüþ çà-

êðûòîãî êëþ÷à Md (mod N) è òåì ñàìûì âîññòàíàâëèâàåò ñîîáùåíèå

Àëèñû

(me)d = mde = m1+Kϕ(N) = m · (mϕ(N))K ≡ m (mod N).

Ïðèìåð 4.3 ðàáîòû àëãîðèòìà RSA.

1. Âîçüìåì ïðîñòûå p = 3, q = 11 è âû÷èñëèì ìîäóëü N = 33 è

ϕ(33) = ϕ(3) · ϕ(11) = (3− 1)(11− 1) = 20 ôóíêöèþ Ýéëåðà äëÿ íåãî.

Âûáåðåì â êà÷åñòâå îòêðûòîé ýêñïîíåíòû e = 7. Îòïðàâèì îòêðûòûé

êëþ÷ (33, 7).

2. Âû÷èñëèì çàêðûòûé êëþ÷ d = 3, òàê êàê 7 ·3 = 21 ≡ 1 (mod 20).

3. Àëèñà ðåøèëà îòïðàâèòü íàì ñîîáùåíèå m = 9. Äëÿ êîäèðîâà-

íèÿ îíà èñïîëüçóåò îòêðûòûé êëþ÷ (33, 7) è ïîëó÷àåò

97 = 4782969 ≡ 15 (mod 33).

4. Ïîëó÷èâ ñîîáùåíèå M = 15, ìû äåêîäèðóåì åãî ñ ïîìîùüþ çà-

êðûòîé ýêñïîíåíòû

153 = 3375 ≡ 9 (mod 33).

Â ýòîé ñõåìå òðåáóåòñÿ èñêëþ÷èòü âîçìîæíîñòü ïîäëîãà, êîãäà ïî-

ëó÷åííîå Äæîíîì ñîîáùåíèå M ÿêîáû îò Àëèñû ïðèäåò îò äðóãîãî
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ëèöà. Äèôôè è Õåëëìàí çàìåòèëè, ÷òî àëãîðèòì RSA è äðóãèå ïî-

äîáíûå àëãîðèòìû îáëàäàþò ñèììåòðèåé, ÷òî ïîçâîëÿåò íåáîëüøèì

óñëîæíåíèåì àëãîðèòìà äîáèòüñÿ ïîäòâåðæäåíèÿ ïîäëèííîñòè îòïðà-

âèòåëÿ (ýëåêòðîííàÿ ïîäïèñü).

Ñõåìà ñèììåòðè÷íîãî âàðèàíòà àëãîðèòìîâ òèïà RSA.

1. Îòïðàâèòåëü Àëèñà øèôðóåò ñîîáùåíèå ñ ïîìîùüþ îòêðûòîãî

êëþ÷à ïîëó÷àòåëÿ Äæîíà (ýòî øàã, ãàðàíòèðóþùèé êîíôèäåíöèàëü-

íîñòü).

2. Îòïðàâèòåëü Àëèñà ñíîâà øèôðóåò ñîîáùåíèå ñ ïîìîùüþ ñâîåãî

çàêðûòîãî êëþ÷à (äëÿ ïîäòâåðæäåíèÿ ïîäëèííîñòè, ïèñüìî �ïîäïèñà-

íî�).

3. Ïîëó÷àòåëü Äæîí ñ ïîìîùüþ îòêðûòîãî êëþ÷à Àëèñû ðàñøèô-

ðîâûâàåò ñîîáùåíèå âòîðîãî øàãà (òåì ñàìûì ïðîâåðÿÿ åãî ïîäëèí-

íîñòü).

4. Ïîëó÷àòåëü Äæîí ñ ïîìîùüþ ñâîåãî çàêðûòîãî êëþ÷à ðàñøèô-

ðîâûâàåò ñîîáùåíèå ïåðâîãî øàãà.

Åñòü äðóãèå óñîâåðøåíñòâîâàíèÿ ñõåìû ñ ñèììåòðè÷íûìè àëãîðèò-

ìàìè. Îäíîé èç òàêèõ ñõåì ñëóæèò ñõåìà øèôðîâàíèÿ ñ ñåàíñîâûì

êëþ÷îì. Â ýòîì ñëó÷àå îïèñàííàÿ âûøå ñèììåòðè÷íàÿ ñõåìà èñïîëü-

çóåòñÿ òîëüêî äëÿ ïåðåäà÷è îòêðûòîãî ñåàíñîâîãî êëþ÷à, ñãåíåðèðî-

âàííîãî ñëó÷àéíûì îáðàçîì. Îäèí èç àäðåñàòîâ øèôðóåò ýòèì ñåàí-

ñîâûì êëþ÷îì, ñèììåòðè÷íûì àëãîðèòìîì, à äðóãîé äåøèôðóåò çà-

êðûòîé ÷àñòüþ ýòîãî ñåàíñîâîãî êëþ÷à. Ïî îêîí÷àíèè ñåàíñà êëþ÷

m óíè÷òîæàåòñÿ. Â ýòîì ñëó÷àå ïîâòîð ñîîáùåíèÿ ïðè íîâîì ñåàíñå

áóäåò âûãëÿäåòü ñîâåðøåííî èíà÷å.

Âîïðîñû äëÿ ñàìîïðîâåðêè

1. ×òî íàçûâàåòñÿ ìîäóëåì ñðàâíåíèÿ?

2. Êàê íàçûâàåòñÿ è îáîçíà÷àåòñÿ äëÿ íàòóðàëüíîãî n êîëè÷åñòâî

íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, êîòîðûå ìåíüøå n è âçàèìíî ïðîñòûå ñ n?

3. ßâëÿåòñÿ ëè ôóíêöèÿ Ýéëåðà ìîíîòîííî âîçðàñòàþùåé?

4. Â êàêîì ñëó÷àå ôóíêöèÿ Ýéëåðà ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ ÷èñåë ðàâíà

ïðîèçâåäåíèþ ôóíêöèé Ýéëåðà ýòèõ ÷èñåë?

5. Ïðèâåäèòå ôîðìóëèðîâêó ìàëîé òåîðåìû Ôåðìà.

6. Îòêóäà ïîÿâèëîñü íàçâàíèå àëãîðèòìà RSA?
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7. ×òî íàçûâàåòñÿ ìîäóëåì RSA? Ïî÷åìó ìîäóëü RSA áåðåòñÿ î÷åíü

áîëüøèì?

8. ×òî â àëãîðèòìå RSA íàçûâàåòñÿ îòêðûòîé ýêñïîíåíòîé, à ÷òî

çàêðûòîé ýêñïîíåíòîé? ×åì îáúÿñíÿþòñÿ ýòè íàçâàíèÿ?

9. Êàê ÷àñòî ìåíÿþò ìîäóëè RSA ïðè ïðàêòè÷åñêîì ïðèìåíåíèè

àëãîðèòìà?

10. Àëãîðèòì RSA ïðèìåíÿåòñÿ äëÿ ïðîâåðêè ïîäëèííîñòè îòïðà-

âèòåëÿ èëè äëÿ ýëåêòðîííîé ïîäïèñè?

Óïðàæíåíèÿ

4.1. Ðàçëîæèòå íà ìíîæèòåëè ÷èñëà 15, 25, 75, 225. Êàêîå èç ýòèõ

÷èñåë ìîæåò áûòü ìîäóëåì RSA?

4.2. Âû÷èñëèòå ôóíêöèþ Ýéëåðà ÷èñåë 15, 25, 75, 225.

4.3. Åñëè ìîäóëü RSA N = 15, òî êàêèå èç ÷èñåë 6, 7, 9, 17 ìîæíî

áðàòü â êà÷åñòâå îòêðûòîé ýêñïîíåíòû?

4.4. Âû÷èñëèòå çàêðûòóþ ýêñïîíåíòó d, åñëè ìîäóëü RSA N = 15

è îòêðûòàÿ ýêñïîíåíòà e = 7.

4.5. Äëÿ îòêðûòîãî êëþ÷à (N = 15, e = 7) çàêîäèðóéòå ñîîáùåíèå

m = 10 ÷èñëîì M . Äåêîäèðóéòå M ñ ïîìîùüþ çàêðûòîãî êëþ÷à.

4.6. Äëÿ äðóãîãî îòêðûòîãî êëþ÷à (N1 = 21, e1 = 5) âû÷èñëèòå

çàêðûòóþ ýêñïîíåíòó d1.

4.7. Çàêîäèðóéòå çàêðûòûì êëþ÷îì (N1 = 21, d1) èç óïðàæíåíèÿ

4.6 ñîîáùåíèå m = 10, ïîëó÷èâ ïîäïèñü P .

4.8. Äåêîäèðóéòå ïîäïèñü P îòêðûòûì êëþ÷îì (N1 = 21, e1 = 5),

òåì ñàìûì ïðîâåðèâ ïîäëèííîñòü ñîîáùåíèÿ.

4.9. Óñòàíîâèòå ïîðÿäîê è ïðèíàäëåæíîñòü äåéñòâèé óïðàæíåíèé

4.4 � 4.8 ïðè ïåðåäà÷å ñîîáùåíèÿ ñ ýëåêòðîííîé ïîäïèñüþ äâóõ ëèö.
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ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Ïðåäìåò �Òåîðèÿ êîäèðîâàíèÿ� âêëþ÷àåò â ñåáÿ ðàçíûå ðàçäåëû

ïðèêëàäíîé èíôîðìàòèêè. Â äàííîì êóðñå ïðåäñòàâëåíû îòäåëüíûå

áàçîâûå ðàçäåëû, èçëîæåííûå â ðàìêàõ ñîâðåìåííîé êîìïüþòåðíîé

ìàòåìàòèêè. Â ïîñîáèå íå áûëè âêëþ÷åíû èñòîðè÷åñêè ïåðâûå ïðèí-

öèïû êîäèðîâàíèÿ è øèôðîâàíèÿ â âèäå çàìåíû îäíèõ ñèìâîëîâ äðó-

ãèìè. Òàêæå íå çàòðàãèâàëèñü ðàçëè÷íûå ïðèìåíÿåìûå â êîìïüþòå-

ðàõ ïðèíöèïû è ñèñòåìû êîäèðîâàíèÿ.

Â ãëàâå �Àðèôìåòè÷åñêîå êîäèðîâàíèå� áûëè ðàññìîòðåíû òðè êîí-

êðåòíûå ñèñòåìû ñ÷èñëåíèÿ, êîòîðûå îñíîâàíû íà áàçîâûõ ïðèíöèïàõ

êîäèðîâàíèÿ, íî ñëàáî ïðåäñòàâëåíû â ó÷åáíîé ëèòåðàòóðå.

Ãëàâó �Àëôàâèòíîå êîäèðîâàíèå� ìîæíî íàçâàòü îñíîâíîé â ïðåä-

ñòàâëåííîì êóðñå, ïîñêîëüêó îíà âêëþ÷èëà â ñåáÿ òðàäèöèîííûå òåìû

òåîðèè êîäèðîâàíèÿ. Ãðàôè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå êîäîâ äåëàåò âåñü

ïðîöåññ êîäèðîâàíèÿ áîëåå íàãëÿäíûì. Â ýòîé ãëàâå áûëè ðàññìîòðå-

íû îñíîâíûå êîäû Ôàíî, Øåííîíà è Õàôôìàíà, ïðåäñòàâëåí ïðèíöèï

îïòèìàëüíîñòè êîäèðîâàíèÿ.

Âàæíûé ïðèêëàäíîé àñïåêò òåîðèè êîäèðîâàíèÿ èçó÷àåòñÿ â ãëàâå

�Êîäû ñ èñïðàâëåíèåì îøèáîê�. Çäåñü ìû áûëè âûíóæäåíû îòêàçàòü-

ñÿ îò ïðèíöèïîâ îïòèìàëüíîñòè äëÿ äîñòèæåíèÿ äðóãèõ ïðèêëàäíûõ

öåëåé. Âûäåëåíû îñíîâíûå èäåè è ïîäõîäû êîäèðîâàíèÿ ñ èñïðàâëå-

íèåì îøèáîê.

Ïðèêëàäíîìó íàïðàâëåíèþ â òåîðèè êîäèðîâàíèÿ ïîñâÿùåíà îò-

äåëüíàÿ ãëàâà ïî êðèïòîãðàôèè.

Íàäååìñÿ, ÷òî ïðèâåäåííûé ìàòåðèàë çàèíòåðåñóåò ñòóäåíòîâ è

ñòèìóëèðóåò èõ íà äàëüíåéøèå èññëåäîâàíèÿ â äàííîì íàïðàâëåíèè.
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