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ПРЕДИСЛОВИЕ 

Физика – наука, изучающая простейшие и вместе с тем наиболее 
общие закономерности явлений природы, свойства и строение мате-
рии и законы ее движения. Физика и ее законы лежат в основе всего 
естествознания. Человек добывает знания о природе, частью которой 
сам является, и в своем познании природы проходит длительный и 
трудный путь от незнания к знанию, непрерывно заменяя неполное 
знание все более полным и совершенным. Эти знания появляются не 
сразу и не в законченном виде. Например, законы Ньютона потребо-
вали длительного пути познания. После их открытия еще два с поло-
виной столетия потребовалось, чтобы понять, что законы Ньютона не 
универсальны и нуждаются в уточнении для тел, движущихся с 
большими скоростями и для тел весьма малых размеров. По существу 
каждый исследователь должен быть осведомлен о том, что сделано до 
него в изучаемом им вопросе, критически оценить результаты, полу-
ченные предшественниками. Каждое новое поколение начинает с то-
го, на чем остановилось предыдущее, и передает сделанное им после-
дующему поколению. 

Физика – базовая дисциплина для большого числа общеинже-
нерных и специализирующих дисциплин. Пути развития любой от-
расли современного производства весьма тесно переплетаются с фи-
зикой, поэтому специалист любого профиля должен владеть физикой 
в такой степени, чтобы активно и со знанием дела применять научные 
достижения и новые технологии в своей деятельности. Последова-
тельное изучение физики вырабатывает специфическое мышление, 
физическую интуицию, которые оказываются весьма плодотворными 
в различных науках. Специалисты, получившие широкое физико-
математическое образование, могут самостоятельно осваивать новые 
научные направления, успешно работать в них, легко переходить от 
решения одних задач к другим, искать нестандартные и нетрадицион-
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ные пути, что особенно важно для профессиональной мобильности 
специалистов.  

При написании данной работы широко использованы методиче-
ские разработки и сведения, содержащиеся в классических учебниках 
и справочниках по физике, а также работы некоторых зарубежных ав-
торов. Это, прежде всего, Физический энциклопедический словарь и 
Таблицы физических величин, учебники и учебные пособия авторов: 
В.А. Алешкевич, А.В. Астахов,  А.А. Детлаф,  С.Г. Калашников,  П.С. Куд-
рявцев,  А.Н. Матвеев,  И.В. Савельев, Д.В. Сивухин,  С.П. Стрелков,  
И.Е. Тамм,  С.Э. Фриш и А.В. Тимарева,  Б.М. Яворский,  Р. Фейнман, 
Кл. Э. Суорц, Р.С. Спроул, Ч. Киттель и др. Авторы отдают дань ува-
жения названным здесь и другим ученым, по книгам которых изучали 
и продолжают изучать науку ФИЗИКА.  

Пособие не претендует на полноту сведений и содержит лишь ту 
информацию, которая рассматривается в рамках программ изучения 
физики в технических вузах и на нефизических специальностях уни-
верситетов: кратко изложен теоретический материал, соответствую-
щий программе курса общей физики, читаемого во Владимирском го-
сударственном университете, введены задачи, которые предлагались 
студентам для самостоятельной работы, а также  на экзаменах, табли-
цы с фундаментальными константами и различными физическими ве-
личинами (приложения). 
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ВВЕДЕНИЕ 
 

Механика и ее структура 
 

Окружающий мир заполнен материей и рассматривается как 
сложная многоуровневая развивающаяся система взаимосвязанных 
материальных образований, каждое из которых воплощает в себе 
единство устойчивости и изменчивости, дискретности и непрерывно-
сти и других философских противоположностей. Движение – неотъ-
емлемый способ существования материи, и в самом общем смысле 
этого слова представляет собой изменение вообще как в пространст-
ве, так и во времени. Нет движения без материи, как нет и материи 
без движения.  

Движение материи многообразно по своим проявлениям и имеет 
различные формы: механическую, тепловую, электромагнитную, хи-
мическую, биологическую и т.д. Один из  видов движения материи – 
механическая форма  движения. Законы механического движения 
изучаются в разделе физики – в механике.  

Механика – это наука о механическом движении материальных 
тел и происходящих при этом взаимодействиях между ними. Под ме-
ханическим движением понимают изменение с течением времени 
взаимного расположения тел или их частей в пространстве. Напри-
мер, движение небесных тел, колебание земной коры, движение 
транспортных средств, воздушные и морские течения, деформация 
частей конструкций и сооружений и т.д. В классической механике 
рассматриваются движения макроскопических тел, совершающиеся 
со скоростями, во много раз меньшими скорости света в вакууме. В 
основе этой механики лежат законы Ньютона. Законы, сформулиро-
ванные Ньютоном, были известны до него. Он сам утверждал: «Я из-
лагал начала, принятые математиками и подтверждаемые многочис-
ленными опытами. Пользуясь первыми двумя законами, Галилей на-
шел, что падение тел пропорционально квадрату времени… Из этих 
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же двух законов и из третьего кавалер Христофор Врен, Иоанн Уал-
лис и Христиан Гюйгенс, величайшие геометры нашего времени, вы-
вели законы удара и отражения тел.».∗ Но до Ньютона не было пред-
ставления о том, что эти три закона являются основой всей механики. 

Законы движения тел со скоростями, сравнимыми со скоростью 
света в вакууме, изучаются релятивистской механикой.  

Внутриатомные явления и движение элементарных частиц изу-
чаются в квантовой механике.  

Разделы механики 

Кинематика изучает движение тел, не рассматривая причины, ко-
торые это движение обусловливают.  

Динамика изучает законы движения тел и причины, которые вы-
зывают или изменяют это движение. Понятия массы тела и дейст-
вующей на него силы играют важную роль не только в динамике, но и 
в физике вообще. 

Статика изучает законы равновесия системы тел.  
 

Механическая система 
 

Механическая система – совокупность материальных точек (тел), 
рассматриваемых как единое целое.  

Тела, не входящие в состав исследуемой механической системы, 
называются внешними телами. Силы, действующие на систему со 
стороны внешних тел, – внешние силы.  

Внутренними силами называются силы взаимодействия между 
частями рассматриваемой системы.  

Механическая система считается замкнутой, или изолирован-
ной, системой, если она не взаимодействует с внешними телами (на 
нее не действуют внешние силы).  

Тело свободно, если на его положение и движение в пространст-
ве не наложено никаких ограничений, и  несвободно, если на его воз-
можные положения и движения наложены те или иные ограничения, 
называемые в механике связями. Несвободное тело можно рассматри-
вать как свободное, заменив действие на него тел, осуществляющих 
                                                 
∗ См.: Механика / С.П. Стрелков. – М.: Наука, 1975. – С.69. 
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связи, соответствующими силами. Эти силы называются реакциями 
связей, а все остальные силы, действующие на тело, – активными си-
лами. 
 

Физические модели 
 

В реальном мире связи между явлениями и объектами столь 
многообразны, что объединить и осмыслить их все невозможно. По-
этому в своем изучении мира мы выделяем лишь то, что нам пред-
ставляется наиболее существенным, тем самым заменяя реальность 
модельным представлением.  Все модели имеют принципиально при-
ближенный характер и справедливы лишь для той группы явлений, 
для которой они созданы. В механике для описания движения тел в 
зависимости от условий конкретных задач используют разные упро-
щенные физические модели. К таковым относятся материальная точ-
ка, абсолютно твердое тело, абсолютно упругое тело, абсолютно не-
упругое тело, несжимаемая  и невязкая жидкость. 

Материальная точка – физический  объект  бесконечно  
малых  размеров ,  обладающий  массой .  Положение  матери-
альной  точки  в  пространстве  определяется  как  положение  
геометрической  точки ,  что  существенно  упрощает  реше-
ние  задач  механики .  Тело можно считать практически материаль-
ной точкой, если форма и размеры его несущественны в условиях ре-
шаемой задачи. Например, Землю можно считать материальной точ-
кой по отношению к Солнцу, но это протяженное тело по отношению 
к Луне и другим околоземным объектам. При изучении движения лю-
бой механической системы закон движения ее центра масс находится 
как закон движения материальной точки, имеющей массу, равную 
массе системы, и находящейся под действием внешних сил, прило-
женных к системе.  

Абсолютно твердое тело – физический  материальный  
объект ,  деформацией  которого  в  условиях  данной  задачи  
можно  пренебречь .  Расстояние между любыми двумя точками  аб-
солютно твердого тела остается неизменным. Другими словами, все 
элементы такого тела неподвижны в системе координат, жестко свя-
занной с телом. 

Абсолютно упругое тело – тело ,  деформация которого под-
чиняется  закону  Гука .  После прекращения внешнего силового воз-
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действия такое тело полностью восстанавливает свои первоначальные 
размеры и форму.  

Абсолютно неупругое тело – тело ,  полностью  сохраняю-
щее  деформированное  состояние  после  прекращения  дей-
ствия  внешних  сил .   

Несжимаемая  жидкость – такая  жидкость ,  объем  кото-
рой  остается  неизменным  под  действием  всестороннего  
давления .  

Невязкая жидкость – такая  жидкость ,  в  которой  от-
сутствует  сопротивление  перемещению  одной  части  от-
носительно  другой .  
 

Система отсчета 
 

Движение является основополагающим свойством материи. Но 
всякое движение относительно, и поэтому описание движения воз-
можно лишь при наличии системы отсчета (СО). 

В механике система отсчета – это совокупность системы коор-
динат и часов, связанных с телом, по отношению к которому изучает-
ся движение или равновесие какой-нибудь другой системы матери-
альных точек или тел. В механике Ньютона пространственные и вре-
менные координаты рассматриваются независимо друг от друга – 
пространство является трехмерным и эвклидовым, а время – абсо-
лютным, т.е. протекающим одинаково во всех точках пространства. 
Следует отметить, что эвклидово пространство – плоское, т.е. не об-
ладает кривизной. Современная физика в рамках общей теории отно-
сительности допускает искривление пространства.  

Выбор системы отсчета зависит от задачи и целей исследования. 
В каждой конкретной задаче выбор системы отсчета производится так, 
чтобы максимально упростить решение этой задачи. Обычно в физике 
пользуются инерциальными системами отсчета 

 
Система координат 

 
В геометрии Евклида пространство, в котором мы живем, явля-

ется трехмерным. Это означает, что положение точек в нем характе-
ризуется тремя числами. Какими именно числами, зависит от системы 
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координат, с помощью которой описывается положение точек про-
странства. В научных исследованиях и на практике чаще всего ис-
пользуются следующие системы координат. 

 
1. На плоскости 
 

 
 
 
 
 
 
 

В прямоугольной декартовой сис-
теме положение точки А(x,y) за-
дается двумя координатами (двумя 
числами, равными длинам отрез-
ков x  и  y). 

 
 
 
 
В полярной системе положение 
точки А(ρ,ϕ) задается двумя ко-
ординатами (двумя числами, рав-
ными длине отрезка ρ и угла ϕ). 

 
2. В пространстве 
 
В прямоугольной декартовой системе положение точки А(x,y,z) за-
дается тремя координатами (тремя 
числами, равными длинам отрезков 
x, y, z.)  Направление осей координат 
X, Y, Z задается тремя единичными 
векторами (ортами) –   zyx eee rrr ,, . 
(Отметим, что в учебниках  мате-
матики и в ряде учебников физики 
орты обозначаются символами 

  k,j  ,i
rrr

).  Модуль единичного век-
тора равен единице: 1=== |e|e||e| zyx

rrr | .  
Преимущественно используют правовинтовую систему коорди-

нат. В правовинтовой системе единичные векторы удовлетворяют ус-
ловию  

[ ] zyx eee rrr = ;       [ ] xzy eee rrr = ;      [ ] yxz eee rrr = . 

Y
X

Z

0

A(x,y,z)

ex

ey
ez

x

z

y

ϕ

ρ
A(ρ,ϕ)

0
A(x,y)

Y

Xx

y

0

11



 

Направление осей координат в пространстве можно определить, 
применяя правило правого винта к единич-
ным ортам, как показано  на рисунке.   

Вектор ye  r  перпендикулярен плоскости, 
в которой лежат перемножаемые векторы  

zer   и  xer , и направлен в ту сторону, в которую 
будет поступательно двигаться винт с пра-
вой нарезкой, если его головку вращать в том 

же направлении, в каком необходимо поворачивать вектор zer  для 
совпадения с вектором  xer  по кратчайшему пути.  

Ориентацию осей системы координат 
исследователь выбирает так, чтобы полу-
чить простое, удобное и понятное решение 
задачи. 
 
В цилиндрической системе координат 
положение точки А(ρ,z,ϕ)  задается тремя 
координатами (двумя числами, равными 
длинам отрезков ρ и z и углом ϕ). В этой 
системе координатными поверхностями 
являются цилиндрическая поверхность ра-

диуса ρ = const, полуплоскость, ограниченная осью Z и повернутая от-
носительно оси Х на угол ϕ = const, плоскость z = const. 

Координаты цилиндрической системы связаны с декартовыми 
координатами соотношениями: x = ρ·cos ϕ;   y = ρ·sin ϕ ,  z = z . 
 
В сферической системе координат положение точки А(r,ϕ, θ) зада-

ется тремя координатами (длиной ради-
ус-вектора r и двумя углами – долготой ϕ 
и полярным расстоянием θ). Формулы 
перехода от сферических  координат к 
декартовым: 
x = r·sinθ·cosϕ, y = r·sinθ·sinϕ,  z = r·cosθ. 
 

 
 

ez ex ey

Y

Z

X

eyex

ez

Z

X

A(ρ,ϕ,z)

ρ

ϕ

z

Y

Z 

X 

Y 

A(r,ϕ,θ) 

θ 

0 

ϕ 

r 
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1. КИНЕМАТИКА 
 

Кинематика (от греч. kinema, kinematos – движение), раздел 
механики, посвященный изучению геометрических свойств движения 
тел, без учета их масс и действующих на них сил. Исходными в кине-
матике являются понятия пространства и времени. В зависимости от 
свойств изучаемого объекта кинематику  разделяют на кинематику 
точки, кинематику твердого тела и кинематику  непрерывной изме-
няемой среды, например жидкости или газа. 
 Движение считается заданным (известным), если получена ин-
формация, позволяющая определить положение исследуемого объек-
та по отношению к системе отсчета в любой момент времени. Такой 
информацией могут быть уравнения, графики или таблицы.  

В кинематике используют физические понятия: траектория, ско-
рость, ускорение, перемещение, путь. Рассматриваемые в механике ки-
нематические характеристики выражаются через первые и вторые 
производные от координат по времени. Число и вид этих характери-
стик связаны с особенностями рассматриваемого движения. 

Устанавливаемые  в кинематике понятия и зависимости  исполь-
зуются при решении задач динамики и при расчетах движений в раз-
личных машинах и механизмах. 
 

1.1. Способы задания движения точки. Радиус-вектор 
 

Описать движение материальной точки – значит задать способ, 
позволяющий определить ее местоположение относительно выбран-
ной системы отсчета в любой момент времени. Известны три способа 
описания движения материальной точки. 

Естественный.  В этом способе задают: 
− траекторию движения точки относительно выбранной системы 

координат (рис. 1.1); 
− начало отсчета – некоторую точку O на траектории; 
− положительное направление отсчета параметра s, задающего за-

кон движения; 
− закон движения точки вдоль траектории s = f(t). Закон движения 

может быть задан аналитически или графически.  
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Функция  f(t) должна быть: 
а) однозначной, так как движущаяся 
точка в один и тот же момент време-
ни не может находиться в разных точ-
ках пространства; б) непрерывной; 

в) дифференцируемой, т.е. иметь, по крайней мере, первую производ-
ную, которая однозначно определяет скорость движения. 

 
Координатный. В этом способе задается зависимость выбран-

ных координат от времени. Так для декартовой системы координат 
должны быть заданы уравнения 

х = f(t);   y = f(t);   z = f(t).                              (1.1) 
Функции x(t); y(t); z(t), как и в предыдущем способе, должны быть 

однозначными, непрерывными и дифференцируемыми. Исключая из (1.1) 
время t, получим одну из трех возможных систем уравнений:  

 
       ϕ (x,y) = 0;                          ϕ (x,y) = 0;                  ψ (y,z) = 0;          
       ψ (y,z) = 0.     (1.2)             ξ (x,z) = 0.      (1.3)      ξ (x,z) = 0.       (1.4) 

 
Каждая из этих систем задает траекторию движения точки.  

 
Векторный.  В этом способе положение точки М (рис. 1.2) за-

дается радиусом-вектром )(tr=rr . При этом точка М (конец радиуса-
вектора) движется по траектории, которая называется годографом век-
тора rr . В этом способе оперируют проекциями радиуса-вектора на 
координатные оси. Для декартовой системы координат связь между 
радиусом-вектором и его проекциями задана уравнениями  

zyx eyx rrrr zeer ++= ,             (1.5) 

.zyxr 222 ++=                  (1.6) 
 

1.2. Траектория 
 
Совокупность точек про-

странства, в которых находит-
ся движущаяся материальная 
точка в последовательные мо-

М 

О s
Рис. 1.1 

Рис.1.2 

Y
X

Z

0

M

ex
ey

ez

x

z

y

r
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менты времени, можно рассматривать как некоторую непрерывную 
линию. Эту линию называют траекторией движущейся точки. Меха-
ническое движение тела относительно, а значит, вид траекторий так-
же зависит от выбора системы отсчета. Например, траектория  малого 
тела, брошенного вертикально вверх, в прямолинейно и равномерно 
движущемся вагоне, будет прямая линия относительно вагона и па-
рабола относительно земли. Точка А колеса железнодорожного ваго-
на, катящегося без скольжения (рис.1.3), движется по окружности от-
носительно системы отсчета, связанной с вагоном, и по циклоиде  
(пунктирная кривая на рис.1.3) относительно системы отсчета, свя-
занной с рельсом. 

Движение точки на-
зывается плоским, если ее 
траектория лежит в одной 
плоскости. Движение точ-
ки А на рис.1.3 является 
плоским. 

В общем случае траектория материальной точки представляет 
собой не плоскую, а пространственную кривую. Для такой кривой вво-
дится понятие соприкасающейся плоскости. 
Соприкасающейся плоскостью в произвольной 
точке М кривой называется предельное поло-
жение плоскости, проходящей через любые 
три точки кривой М′, М, М′′ (рис.1.4), когда эти 
точки неограниченно приближаются к точке М. 

Характеристики траектории – ее кривизна и радиус кривизны. 
Рассмотрим участок траектории рис. 1.4 в окрестности точек М′, М, М′′ 
и проведем через эти три точки окружность (рис. 1.5). Эта окруж-
ность лежит в соприкасающейся плоскости и является соприкасаю-
щимся кругом радиуса R. Проведем  касательные Т ′  и  Т ′′ в точках траек-
тории М ′ и  М ′′, которые также лежат на соприкасающемся круге и 
расположены симметрично относительно точки М. Угол между эти-
ми касательными Δθ.  

Точка О является центром кривизны траектории в точке М, а ее 
кривизна k определяется соотношением 

dS
d

S
k θ

Δ
Δθ ==

→0
lim
ΔS

,                                            (1.7) 

М 
М′′ М′ 

Рис. 1.4 

Рис. 1.3 

A 
v
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где ΔS – длина участка траектории между точками М ′ и  М ′′.  
Величина, обратная кривизне k, называется радиусом кривизны 

траектории в данной точке 

θ
1

d
dS

k
R == .                                              (1.8)  

В случае плоской траек-
тории, если кривая задана 
аналитически в виде зависи-
мости y=f(x), радиус кривиз-
ны можно вычислить по фор-
муле 

.

dx
yd

dx
dy1

R

2

2

3/22

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+

=  

Вектор nr , лежащий на ра-
диусе R и направленный к центру кривизны, называется главной нор-
малью к кривой в точке М. Касательная к кривой в точке М перпен-
дикулярна к главной нормали в этой точке и также лежит в соприка-
сающейся плоскости. 

В зависимости от формы траектории различают прямолинейное 
и криволинейное движение точки. 
 

1.3. Скорость 
 

Для характеристики быстроты движения тел в механике вводится 
понятие скорости. Скорость – одна из основных кинематических ха-
рактеристик движения материальной точки. Средней скоростью дви-
жущейся точки в интервале времени от t  до  t +Δt  называется вектор 

>< vr , равный отношению приращения радиуса-вектора rrΔ  точки за 
этот промежуток времени к его продолжительности Δt :  

.
tΔ

Δ=>< rrrv                                               (1.9) 

Вектор >< vr  направлен так же, как rrΔ , т. е. вдоль хорды, стяги-
вающей соответствующий участок траектории точки. 

М 

R 

O 

n 

М′′ 

М′ 

Δθ

Траектория

Соприкасающийся 
круг 

Т′′ 

Т′ 

Рис. 1.5 
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Скорость точки в данный момент времени (мгновенная скорость 
точки) определяется как предел, к которому стремится средняя ско-
рость >< vr  при Δt → 0.  Эта векторная величина равна первой произ-
водной от радиуса-вектора rr , определяющего положение точки в про-
странстве,  по времени t 

dt
drrv
rr

r =Δ=
→ tt ΔΔ 0

lim .                                    (1.10) 

Вектор скорости лежит на касательной к траектории и направ-
лен в сторону движения точки.  

Вектор скорости можно представить как его модуль, умножен-
ный на единичный вектор (рис.1.6) 

      
τ

= ev rr v .             (1.11) 
Единичный вектор 

τ
er лежит 

на касательной к траектории и на-
правлен в сторону движения ма-
териальной точки. 

Модуль вектора скорости мож-
но вычислить как производную от 
пути по времени 

dt
ds

dt
d === |rrr |v || v  .                                    (1.12) 

В декартовой системе координат формулу (1.10) можно записать 
в виде 

zzyyxxzyx vvv
dt
dz

dt
dy

dt
dx

dt
rd eeeeeev rrrrrr
r

r ++=++== ,           (1.13) 

где  vx, vy, vz – проекции скорости на соответствующие оси координат. 
Модуль скорости через его проекции вычисляется по формуле 

 222
zyx vvvv ++=  .                                      (1.14) 

Формула размерности [v] = м/с. 
 

1.4. Ускорение 
 

Для характеристики быстроты изменения скорости материаль-
ной точки вводится понятие ускорение. Рассмотрим движение мате-
риальной точки по траектории. Пусть в момент времени t она находи-

Рис. 1.6 

τe

X Y

Z

r

v
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лась в положении А и имела скорость )(tvr  (рис.1.7), а в  момент вре-
мени tt Δ+  точка оказалась в положении В и имела скорость )Δ( tt +vr .  
Для определения приращения скорости vrΔ на интервале времени tΔ   
строим в соответствующем масштабе отрезки, равные и совпадающие 
по направлению с векторами )(tvr  и  )Δ( tt +vr  (рис.1.8).  

 
Средним ускорением точки в интервале времени от t до tt Δ+  

называется вектор срar , равный отношению приращения vrΔ  вектора 

скорости точки за этот промежуток времени к его продолжительности tΔ : 

.
tΔ

Δ= vrr
cpa                                                (1.15) 

Ускорением (или мгновенным ускорением) точки называется век-
торная величина ,ar  равная  пределу среднего ускорения срar  при неогра-

ниченном уменьшении продолжительности интервала tΔ , или  первой 
производной по времени от скорости vr  рассматриваемой точки или, 
что то же самое, второй производной по времени от радиуса-вектора rr  
этой точки: 

  2

2

Δ Δ
Δlim

dt
d

dt
d

t
a

0t

rvv rrr
r ===

→
 .                                (1.16) 

Единица измерения ускорения – м/с2. 
Разложение вектора ускорения ar  материальной точки по базису 

прямоугольной декартовой системы координат представлено формулой  
zzyyxx aaa eeea rrrr ⋅+⋅+⋅= ,                                  (1.17) 

где проекции ускорения на оси координат равны первым производ-
ным по времени от соответствующих проекций скорости или, что то 

Рис. 1.8 Рис.1.7 

Δv

v(t)

v(t+Δt)

BΔv

acp

A v(t)

v(t+Δt)
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же самое, вторым производным по времени от соответствующих ко-
ординат точки: 

    2

2
x

x dt
xd

dt
dva ==  ,      2

2
y

y dt
yd

dt
dv

a == ,        2

2
z

z dt
zd

dt
dva ==   .           (1.18) 

В общем случае движения материальной точки по криволиней-
ной траектории  изменяются модуль скорости  v   и направление век-
тора скорости vr , т.е. ориентация единичного вектора

τ
er . Для опре-

деления ускорения запишем вектор скорости в виде
τ

= ev rr v  и про-
дифференцируем это выражение по времени 

.
R
v

dt
dv

dt
dv

dt
dv

dt
vd τ neeea rr

r
r

r
r 2

+=+== ττ                         (1.19) 

Из формулы (1.19) видно, что вектор ускорения ar  в точке А 
траектории можно разложить на две взаимно перпендикулярные со-
ставляющие (рис. 1.9).  

Тангенциальная составляющая ускорения – τar  направлена по 
касательной к траектории и характеризует быстроту изменения моду-
ля вектора скорости 

ττ ⋅= ea rr

dt
dv .                                         (1.20) 

Если модуль тангенциальной состав-

ляющей ускорения 0>=
dt
dvaτ , то вектор 

тангенциальной составляющей совпадает 
по направлению с вектором скорости. В 
противном случае – вектор тангенциаль-
ной составляющей ускорения противопо-
ложен вектору скорости. 

Нормальная составляющая ускорения – nar  направлена по глав-
ной нормали nr к траектории в рассматриваемой точке А в сторону к 
центру кривизны траектории и  характеризует быстроту изменения 
направления вектора скорости материальной  точки  

na rr ⋅=
R
v2

n .                                          (1.21) 

Рис.1.9 

vA aτ

a
an
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Нормальную составляющую ускорения nar  называют также цен-
тростремительным ускорением.  

Через эти составляющие ускорение материальной точки опре-
деляется  по формуле (1.22) в векторном виде или по формуле (1.23) в 
скалярном формате  

 
naaa rrr += τ                                              (1.22)      

2
τ

2
n aaa +=    .                                       (1.23) 

Если при криволинейном движении модуль тангенциальной со-

ставляющей ускорения равен нулю ( 0==τ dt
dva ),  то вектор ускорения 

будет направлен по нормали и полное ускорение равно нормальному 
naa rr= . Например, при рассмотрении движения тела, брошенного под 

углом к горизонту, если пренебречь сопротивлением воздуха, то в 
максимальной точке подъема скорость достигнет экстремума и уско-
рение тела будет направлено по нормали.  

Если модуль нормальной составляющей ускорения равен нулю 

( 0==
R
va

2

n ), то вектор ускорения будет лежать на касательной к тра-

ектории  и полное ускорение равно тангенциальному τ=aa rr . Напри-
мер, при изменении направления движения  математического маятни-
ка в положении максимального смещения, где скорость маятника об-
ращается в ноль,  полное ускорение колеблющейся точки направлено 
по касательной к траектории. 
 

1.5. Кинематика вращательного движения 
 

Движение тела, при котором две его точки А и В остаются не-
подвижными (рис.1.10), называется вращением (или вращательным 
движением) тела вокруг неподвижной оси. Неподвижная прямая АВ 
называется осью вращения тела. Ось вращения может проходить 
сквозь тело или лежать вне тела. При вращении вокруг неподвижной 
оси все точки тела описывают окружности, центры которых лежат на 
оси вращения, а плоскости окружностей перпендикулярны к ней (на 
рис. 1.10 – штрихованные). Такого рода движение относительно Зем-
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ли совершают, например, роторы турбин, электромоторов и генерато-
ров,  лопасти вентиляторов установленных неподвижно на Земле.  

Рассмотрим кинематические характеристики вращающегося тела. 
 

Угловая скорость.  В момент времени t некоторая точка тела на-
ходилась в положении М и имела скорость )(tvr  (рис.1.11). В процессе 
вращения точка  М движется по окружности радиуса r, и к моменту 
времени dtt +  она прошла  путь ds  и угловой путь ϕd . Скорость из-
менения угла поворота рассматриваемой точки  называют ее угловой 
скоростью  

⋅ϕ=
dt
dω                                                 (1.24) 

Каждая движущаяся точка вращающегося тела за один интервал 
времени пройдет одинаковый угловой путь ϕd , поэтому угловая ско-
рость одинаковая для всех точек твердого тела и является угловой 
скоростью вращения тела. Информация о вращательном движении 
будет полной, если задана ориентация плоскости вращения точки тела 
по отношению к наблюдателю (выбранной системе координат).  Эле-
ментарный угловой путь ϕd  следует рассматривать как вектор ϕrd ,  ко-
торый лежит на оси вращения, а его направление определяется прави-
лом правого винта: при повороте правого винта по направлению вра-
щения тела, поступательное движение винта совпадет с направле-
нием вектора ϕrd .  Поэтому угловая скорость является вектором 

Рис.1.10 Рис.1.11 

B

A

r
M

ω ω

dϕ

dϕ
r

M v(t)

ds
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⋅=
dt
dϕrrω                                                 (1.25) 

Направления векторов ωr  и ϕrd   совпадают, следовательно, на-
правление вектора угловой скорости ωr  также определяется правилом 
правого винта. Вектора  ϕrd  и ωr  не имеют определенной точки при-
ложения и могут откладываться от любой точки оси вращения. 

Если угловая скорость тела постоянна, то она называется круго-
вой или циклической частотой. Единица измерения угловой скорости – 
рад/с. 
 

Угловое ускорение. Угловое ускорение характеризует быстроту 
изменения угловой скорости вращения точек тела. Производная угло-
вой скорости по времени называется угловым ускорением 

⋅== 2

2

dt
d

dt
d ϕr
r

r ωε                                           (1.26) 

Для тела, вращающегося относительно закрепленной оси, вектор 
углового ускорения εr  лежит на оси вращения и совпадает по направ-
лению с вектором  угловой скорости ωr , если модуль угловой скоро-
сти с течением времени  увеличивается ω > 0.  Вектор углового уско-
рения εr  лежит на оси вращения и противоположен по направлению  
вектору  угловой скорости ωr , если модуль угловой скорости с тече-
нием времени  уменьшается ω < 0. Единица измерения углового уско-
рения – рад/с2. 
 

Период вращения – время, за которое точка тела сделала один 
полный оборот. При равномерном вращении тела его период опреде-
ляется соотношением Т = 2π/ω. Единица измерения периода – с.   

 
Частота вращения – определяет число оборотов, совершенных 

вращающимся телом за 1 сек. Эта физическая величина обратна пе-
риоду ν = 1/T = ω/2π . Единица измерения частоты  – с-1 = Гц (Герц).  
 
Связь между линейными и угловыми кинематическими величинами 
 

Линейная vr , угловая ωr  скорости точки тела и вектор rr , задаю-
щий местоположение точки (см., например, рис. 1.11), связаны вектор-
ным произведением  
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rv rrr ×=ω .                                             (1.27) 
В скалярном формате эта зависимость имеет вид   

rv ω= .                                              (1.28) 
Дифференцируя (1.28) по времени, получим 

.; ε=τ
ω= raили

dt
dr  

dt
dv                             (1.29) 

 
Для нормального ускорения точки при  вращении по окружности 

получим 

r.
r

v
na 2

2
ω==                                      (1.30) 

 
2. ДИНАМИКА ПОСТУПАТЕЛЬНОГО ДВИЖЕНИЯ 

 
2.1. Понятия силы, массы, импульса 

Динамика  (от греч. dynamis – сила) – раздел механики, по-
священный изучению движения материальных тел под действием при-
ложенных к ним сил. В основе динамики лежат законы Ньютона, из 
которых получаются уравнения, необходимые для решения задач ди-
намики. Все задачи классической динамики сводятся к двум типам:  

1) в прямой задаче динамики определяется закон движения тела, 
если известна его масса  и действующая на тело сила; 

2) в обратной задаче динамики определяется сила, действующая 
на тело, если известны закон движения этого тела и его масса.  

Понятия силы, массы и импульса являются наиболее важными в фи-
зике. Эти физические величины используются при описании состоя-
ний и изменения состояний различных механических систем. 

Сила. Силы не являются самостоятельными сущностями, неза-
висимыми от материальных объектов. Они создаются материальными 
телами, поэтому можно сказать, что посредством сил материальные 
тела взаимодействуют. 

Сила – количественная мера взаимодействия тел. Сила величина 
векторная и в каждый момент времени она характеризуется числен-
ным значением, направлением и точкой приложения. Прямая, вдоль 
которой направлена сила, называется линией действия силы.  
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Если на материальную точку одновременно действуют несколь-
ко сил iF

r
 (рис.2.1), то их действие эквивалентно действию одной силы 

F
r

, равной геометрической сумме всех действующих сил, т. е. равно-
действующей  силе ∑= iFF

rr
. Несмотря на разнообразие воздействий 

тел друг на друга, в природе, по современным данным, имеется четы-
ре типа фундаментальных взаимодейст-
вий. Это гравитационное, электромагнит-
ное, сильное и слабое взаимодействия. 
Действие силой может иметь место при 
непосредственном контакте тел (напри-
мер, при трении, при давлении тел друг 
на друга), или через создаваемые тела-
ми силовые поля. Первоначально в фи-
зике утвердилось представление о том, 

что взаимодействие между телами на расстоянии передается мгно-
венно – это концепция дальнодействия . Впоследствии было дока-
зано, что эта концепция является ошибочной и взаимодействие между 
телами осуществляется не мгновенно, а с конечной скоростью. Такое 
представление о взаимодействии тел получило название – концепция 
близкодействия . Основоположник этой концепции – Р. Декарт. Со-
гласно этой концепции взаимодействие между телами осуществляется 
посредством силовых полей (например, поле тяготения, электромаг-
нитное поле).  

Механическое действие силой на данное тело со стороны других 
тел проявляется двояко. Оно способно вызывать, во-первых, измене-
ние состояния механического движения рассматриваемого тела, а во-
вторых, – его деформацию.  

Единица измерения силы – H (Ньютон). 
 

Масса  (лат. massa – глыба, ком, кусок) – одна из основных фи-
зических характеристик материи, определяющая ее инерционные и 
гравитационные свойства. Согласно Ньютону, количество материи 
(масса) есть мера таковой, и  понятие «масса» было введено Ньюто-
ном в определении импульса тела vp rr m= , где m – коэффициент про-
порциональности, постоянная для данного тела величина.  

Под действием силы материальная точка изменяет свою скорость 
не мгновенно, а постепенно, т. е. приобретает конечное по величине 

Рис. 2.1 

F2

F1

F
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ускорение, которое тем меньше, чем больше масса материальной точ-
ки. Для сравнения масс m1  и m2   двух материальных точек достаточ-
но измерить модули ускорений а1 и а2, приобретаемых этими точками 
под действием одной и той же силы: 

1

2
a
a

=
2

1
m
m .                                               (2.1) 

Определенная таким образом масса является мерой инерции те-
ла  и называется инерционной (или инерциальной, инертной) массой. 

Иной физический смысл имеет масса в теории гравитации, в ко-
торой масса выступает как источник поля тяготения. Каждое тело 
создает поле тяготения, характеристики которого пропорциональны 
массе тела. Поле тяготения вызывает притяжение тел с силой, опре-
деляемой законом:  

2
21

r

mm
GF = ,                                               (2.2) 

где G – универсальная гравитационная постоянная, m1 и m2 – массы 
притягивающихся тел,  r –  расстояние между центрами масс взаимо-
действующих тел. Масса, входящая в закон (2.2), называется гравита-
ционной. 

Опыт показал, что числовые значения инерциальной и гравита-
ционной массы тела совпадают с точностью до 10-12 (1971 г). Этот 
фундаментальный закон природы получил название принцип эквива-
лентности. 

В классической механике считается: 
а) что масса материальной точки не зависит от состояния движе-

ния точки, являясь ее неизменной характеристикой; 
        б) масса – величина аддитивная, т. е. масса системы m (например 
тела) равна сумме масс mi всех материальных точек, входящих в со-
став этой системы, т.е.  ∑= imm ; 
        в) масса замкнутой системы остается неизменной при любых про-
цессах, происходящих в этой системе (закон сохранения массы).  

Эти положения ньютоновской механики подверглись пересмотру 
и уточнению в релятивистской механике. Понятие массы приобрело 
более глубокий смысл. Из релятивистской теории следует, что масса 
частицы зависит от скорости v  ее движения  

221 /cv
mmr −

=   ,                                          (2.3) 

25



 

где с – скорость света в вакууме.  
Масса покоя частицы m определяет внутреннюю энергию  час-

тицы – так называемую энергию покоя 
 W = m c2.                                                 (2.4) 

В механике Ньютона масса таким свойством не обладает. Таким 
образом, масса всегда связана с энергией (и наоборот). Поэтому в ре-
лятивистской механике не существуют по отдельности законы сохра-
нения массы и энергии. Они объединены в единый закон сохранения 
полной энергии, учитывающий и энергию покоя частицы. 
 

Импульс (от лат. impulses – удар, толчок) – то же, что количество 
движения, – мера механического движения, равная для материальной 
точки произведению массы материальной точки на ее скорость 

vp rr m= .                                               (2.5) 
Импульс системы N материальных точек равен произведению мас-

сы всей системы  М на скорость ее центра масс: c

N

1
vvp rrr Mm

i
ii ==∑

=
. 

 Единица измерения импульса [p] – кг·м/с. 
 

2.2. Первый закон Ньютона и понятие инерциальной 
системы отсчета 

 
В качестве первого закона динамики Ньютон принял закон, ус-

тановленный еще Галилеем: материальная точка сохраняет состояние 
покоя или равномерного прямолинейного движения до тех пор, пока 
воздействие со стороны других тел не выведет его из этого состояния. 

Первый закон Ньютона показывает, что состояние покоя или 
равномерного и прямолинейного движения не требуют для своего 
поддержания каких-либо внешних воздействий. В этом проявляется 
особое динамическое свойство тел, называемое инертностью. Соот-
ветственно первый закон Ньютона называют законом инерции, а 
движение тела в отсутствие воздействий со стороны других тел – 
движением по инерции. 

Система отсчета, по отношению к которой материальная точка, 
свободная от внешних воздействий, покоится или движется равно-
мерно и прямолинейно, называется инерциальной системой отсчета 
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(ИСО). Содержание первого закона Ньютона сводится по существу к 
двум утверждениям:  
− все тела обладают свойством инертности;  
− существуют инерциальные системы отсчета. Любые две инерци-

альные системы отсчета могут двигаться друг относительно друга 
только поступательно и притом равномерно и прямолинейно. 
Пример ИСО при рассмотрении движения в пределах солнечной 

системы – гелиоцентрическая система отсчета, начало координат, 
которой находится в центре инерции Солнечной системы (прибли-
женно – в центре Солнца). Оси этой системы проведены в направле-
нии трех удаленных звезд, выбранных  так, чтобы оси координат бы-
ли взаимно перпендикулярны. 

Изучая движение тел в земных условиях, мы часто пользуемся 
лабораторной системой отсчета, оси координат которой жестко свя-
заны с Землей. Эта система отсчета – неинерциальная, главным обра-
зом, из-за суточного вращения Земли. Однако Земля вращается столь 
медленно, что максимальное нормальное ускорение точек ее поверх-
ности в суточном вращении не превосходит 0,034 м/с2. Поэтому в 
большинстве практических задач лабораторную систему отсчета мож-
но приближенно считать инерциальной. 

Ни одна из инерциальных систем отсчета не имеет каких либо 
преимуществ или особенностей по отношению к другим системам. 
Все инерциальные системы равноправны. 

Законы Ньютона перестают быть справедливыми для описания 
движения объектов малых размеров (элементарных частиц) и при дви-
жении со скоростями, близкими к скорости света. 
 

2.3. Второй закон Ньютона.  Уравнение движения 
 
Основным законом динамики материальной точки является вто-

рой закон Ньютона.  В формулировке, данной самим Ньютоном, за-
кон гласит: «…изменение движения пропорционально приложенной 
силе и происходит в том направлении, в каком действует сила», дру-
гими словами – скорость изменения импульса  материальной точки 
равна действующей на нее силе: 

dt
md

dt
d )( vFpF

rrrr
== или, .                                     (2.6) 
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Если масса постоянна, то уравнение (2.6) можно записать в виде 

avF r
rr

m
dt
dm == ,                                            (2.7) 

где  ar  – ускорение материальной точки.  

Уравнение (2.7) называют уравнением движения материальной 
точки. 

В механике большое значение имеет принцип независимости 
действия сил: если на материальную точку действует одновременно 
несколько сил, то каждая из этих сил сообщает материальной точке 
ускорение согласно второму закону Ньютона, как будто других сил не 
было. Согласно этому принципу силы и ускорения можно разлагать 
на составляющие, использование которых приводит к существенному 
упрощению решения задач.  

Под силой F
r

 во втором законе Ньютона нужно понимать гео-
метрическую сумму всех действующих сил – как активных, так и ре-
акций связей, т. е. равнодействующую силу ∑= iFF

rr
.  

Из уравнения (2.7) следует: 

1. При неизменной силе тело неизменной массы движется равно-
ускоренно, т.е.  constconst == Fa

rr если, . 

2. Направление вектора ускорения тела совпадает с направлением 
действующей на тело силы, т.е.  Fa

rr↑↑ . 

3. Ускорение тела неизменной массы пропорционально действую-
щей силе Fa

rr~ . 

4. Величина ускорения тела зависит также от его инертности, 
т.е. от массы тела. 
 
Согласно второму закону Ньютона изменение импульса матери-

альной точки prd равно импульсу действующей на нее силы: 

dtd Fp
rr =    или   ∫=−=Δ

2

1

t

t
dtFppp
rrrr

12   .                     (2.8) 

Уравнения (2.8) получили название теоремы импульсов, где dtF
r

 –  
импульс силы. 
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Уравнения движения – это уравнения изменения физических ве-
личин динамической системы во времени и в пространстве. Исходя из 
этого, уравнения (2.6), (2.7), (2.8) и другие по форме, но полученные 
из них, – уравнения движения материальной точки. 

Если в данный момент времени точно известны координаты X, 
Y, Z и проекции импульса px,  py,  pz  каждой частицы системы, то со-
гласно классической механике Ньютона, однозначно определено со-
стояние системы. Все процессы сводятся к переходу системы из одно-
го состояния в другое. Поэтому состояние механической системы в 
начальный момент времени  (набор ее импульсов и координат) наряду 
с известным законом взаимодействия частиц может рассматриваться 
как причина, а состояние в последующий момент – как следствие. 
Уравнения движения отражают причинно-следственную связь. Мож-
но рассматривать силу, действующую на тело причиной, а ускорение 
тела – следствием причины. 
 

2.4. Третий закон Ньютона 
 

Механическое воздействие тел друг на друга носит характер их 
взаимодействия, причем каждое из тел действует на другое тело с 
одинаковой по величине, но противоположной по направлению си-
лой. Об этом говорит третий закон Ньютона: две  материальные  
точки  действуют  друг  на  друга  с  силами ,  которые  числен-
но  равны  и  направлены  в  противоположные  стороны  вдоль  
прямой ,  соединяющей  эти  точки . 

Физический смысл третьего закона Ньютона заключается в сле-
дующих утверждениях: 

1) силы возникают парами и имеют одинаковую природу; 
2) эти силы равны по величине; 
3) силы действуют вдоль одной прямой в противоположных направ-

лениях. 
Каждое из двух  взаимодействующих тел – источник действую-

щей на другое тело силы и объект противодействующей силы, источ-
ник которой – другое тело (рис. 2.2). 

Математически третий закон Ньютона имеет вид: в векторном  
представлении 

 2112 FF
rr

−= ,                                            (2.9) 
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и в скалярном представлении      
2112 FF = .                                          (2.10) 

Третий закон Ньютона ничего не говорит о величине сил, а толь-
ко о том, что они равны. 

Согласно третьему закону Ньютона 
обе силы должны быть равны по величине 
в любой момент времени независимо от 
движения взаимодействующих тел. На са-

мом деле скорость распространения взаимодействия одного тела на 
другое конечна и она не может превзойти скорость света в вакууме. 
Поэтому третий закон Ньютона имеет пределы применимости при 
рассмотрении взаимодействия движущихся тел с большими скоро-
стями и находящимися на больших расстояниях. Например, рассмот-
рим взаимодействие двух частиц в некоторой системе координат, и в 
этой системе выполняется равенство действия и противодействия. 
Под действием этих сил частицы в некоторый момент времени  нач-
нут одновременное движение с равными по величине и противопо-
ложными по направлению ускорениями.  В другой инерциальной сис-
теме отсчета, по отношению к первой,  движение частиц начнется не 
одновременно (см. следствия преобразований Лоренца), поэтому в те-
чение некоторого интервала времени одна из частиц ускоряется, а 
другая еще покоится. В течение этого интервала времени третий за-
кон Ньютона не выполняется. Утверждение о невыполнении третьего 
закона Ньютона имеет принципиальное значение лишь при определе-
нии границ применимости классической механики Ньютона. 

Третий закон Ньютона – существенное дополнение к первому и 
второму законам. Он позволяет перейти от динамики отдельной мате-
риальной точки к динамике произвольной механической системы 
(системы материальных точек). Из третьего закона Ньютона следует, 
что в любой механической системе геометрическая сумма всех внут-
ренних сил равна нулю. 
 
2.5.  Система материальных точек. Центр инерции  (центр масс). 

Уравнение движения центра инерции 
 

Любой объект можно рассматривать как множество материаль-
ных точек. Это могут быть малые частицы твердого тела, атомы или 

Рис. 2.2 

F12 F21
m1 m2
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молекулы газа, находящегося в некотором объеме. Солнце и планеты, 
входящие в Солнечную систему, можно также представить системой 
материальных точек (СМТ) во всех вопросах, когда внутреннее строе-
ние и размеры тел в рассматриваемой задаче роли не играют.  

Точки СМТ пронумеруем, при этом масса каждой точки будет 
mi, а масса всей системы будет ∑= imm . 

Центром инерции, или центром масс, системы материальных  
точек  (рис. 2.3) называется воображаемая точка С, положение кото-
рой характеризует распределение масс в теле или механической сис-
теме. Радиус-вектор cr

r  центра инерции определяется уравнением 

∑
∑=

i

i
m

m i
c

rr
r

r ,                                               (2.11) 

где ir
r

 – радиус-вектор  i-й  точки системы. 
Проекции центра масс СМТ в декартовой системе координат: 

∑
∑=

i

ii
c m

xmx ,     
∑
∑=

i

ii
c m

ymy ,     
∑
∑=

i

ii
c m

zmz .                        (2.12) 

 
Понятие о центре инерции не связано с силовым полем и имеет 

смысл для любой механической систе-
мы. Положение точки С относительно 
материальных точек  системы не зави-
сит от выбранной исследователем сис-
темы отсчета. Для твердого тела поло-
жение центра масс и центра тяжести 
совпадают, причем центр тяжести имеет 
смысл только для твердого тела, нахо-
дящегося в однородном поле тяжести. 

В ряде задач динамики нет необ-
ходимости рассматривать структуру системы материальных точек. 
Например, исследуя движение самолета, важно знать величину и на-
правление вектора скорости и вектора ускорения этого тела. В этом 
случае не следует рассматривать самолет как очень сложную физиче-
скую и техническую  систему, а достаточно изучить только движение 
его центра масс под действием сил.  

Рассмотрим движение системы материальных точек под дейст-
вием приложенных сил. В общем случае на каждую материальную 
точку СМТ действуют силы двоякого происхождения. Силы, источ-

YX

Z

0

C

rc

ri

mi

Fi fi

Рис.2.3 
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ники которых находятся вне системы, называются внешними  сила-
ми  iF

r
. Силы со стороны материальных точек, входящих в состав сис-

темы, – внутренние  силы  if
r

.  
Запишем уравнение движения каждой материальной точки СМТ 

и просуммируем левые и правые части этих уравнений: 

∑ ∑∑∑ ==+ )( ii
ii

ii m
dt
d

dt
)(md rrfF r

rrr

2

2

2

2
.                      (2.13) 

В уравнении (2.13) сумма всех внешних сил – это равнодействую-
щая сила ∑ = F

rr
iF , сумма всех внутренних сил равна нулю ∑ = 0if

r
, а 

∑ = cii mm rr rr )( .  
С учетом этого, уравнение движения системы материальных то-

чек имеет вид: 

carF r
rr

m
dt
dm c == 2

2
,                                    (2.14) 

где  car  – ускорение центра масс системы материальных точек. 
Уравнение (2.14) является теоремой о движении центра инер-

ции, записанной в аналитическом виде, а саму теорему можно сфор-
мулировать так: центр инерции механической системы движется как 
материальная точка, масса которой равна массе всей системы, и  на 
которую действует сила, равная равнодействующей внешних сил, 
приложенных к системе. 
 

2.6. Движение тела переменной массы. Уравнение Мещерского.  
Реактивная сила.  Формула Циолковского 

 
Движение тела переменной массы. Уравнение Мещерского. 

 
Есть такие явления, в которых при движении тел их масса изме-

няется. В ньютоновской механике масса тела может изменяться толь-
ко в результате отделения от тела или присоединения к нему частиц 
вещества, например движение автомобиля, поливающего улицу во-
дой, загрузка или разгрузка на ходу подвижной платформы, движение 
летательного аппарата с реактивным двигателем. 

 Рассмотрим уравнение движения тела переменной массы на 
примере полета ракеты в отсутствии внешних сил, действующих на 
ракету, и полагая, что скорости тел много меньше скорости света в 
пустоте, т.е. нерелятивистский случай.   
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Рис. 2.4 

M

v + dv

M - dM

u
dM

v

Момент времени    t

Момент времени    t + dt

На рис. 2.4 показана ракета, которая движется относительно не-
которой инерциальной системы отсчета по прямой, совпадающей с 
продольной осью симметрии ра-
кеты. В момент времени t ско-
рость ракеты vr , а ее масса M. В 
процессе полета масса ракеты 
уменьшается, так как газообраз-
ные продукты сгорания топлива 
в двигателе ракеты выбрасыва-
ются через сопло двигательной 
установки. Предположим, что ско-
рость продуктов горения относи-
тельно корпуса ракеты ur   не ме-
няется со временем. Это предпо-
ложение допустимо, поскольку 
скорость газов зависит от температуры в камере сгорания, которая ос-
тается практически неизменной. Кроме того, скорость газов на выхо-
де камеры сгорания зависит от давления внешней среды, следова-
тельно, при полете в пустоте или на малых перепадах высот полета 
ракеты эта связь не проявляется.   

Продукты горения массой  dM  выбрасываются за время dt и 
движутся относительно выбранной системы отсчета со скоростью u′r , 
которую можно выразить через скорость ракеты и относительную 
скорость,  используя правило сложения скоростей классической ме-
ханики uvu rrr +=′ . 

К моменту времени t+dt масса ракеты изменится на величину 
dM  и станет равной M – dM, а скорость ракеты станет vv rr d+ .  При-
меним закон сохранения импульса для этой системы тел, рассматри-
вая моменты времени t и t+dt , 

.uvvv ′++⋅−=
rrrr dM)d(dMMM )(                           (2.15) 

Из уравнения (2.15), пренебрегая величиной второго порядка ма-
лости vrddM ⋅ , имеем 

 
0( =++−=′+− dMdM  )dMMd dMMd vuvvuvv vrrrrrr . 

Из этого уравнения следует 
0=+ dMMd uv rr ,                                      (2.16) 
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или после деления уравнения (2.16) на  dt получим 

dt
dMu-

dt
vdM r
r

= .                                           (2.17) 

Обозначим в (2.17) массовый расход вещества µ = (dM/dt). С уче-
том этого уравнение (2.17) принимает вид 

uv r
r

⋅μ= -
dt
dM .                                           (2.18) 

Уравнение (2.18) и есть уравнение движения тела переменной 
массы в отсутствии внешних сил.  

Если на ракету действуют внешние силы, то уравнение (2.18) при-
мет вид 

uFv rrr
⋅μ= -

dt
dM ,                                       (2.19) 

где сила F
r

 – это результирующая всех внешних сил (сила тяжести и 
силы сопротивления внешней среды). Уравнение движения (2.19) по-
лучено И.В. Мещерским для тела при отбрасывании от него некото-
рой массы со скоростью ur относительно тела. Если масса движущего-
ся тела изменяется и путем присоединения части вещества массой 
dM1, то в правой части уравнения (2.19) появится еще одно слагаемое 

dt
dMu 1

1
r , где 1ur – относительная скорость частиц присоединяемого ве-

щества. 
 

Реактивная сила 

Второй член правой части уравнения (2.19) представляет собой  
реактивную силу, действующую на тело при изменении его массы. 
Реактивная сила или сила тяги ракеты, действующая на тело, возника-
ет вследствие того, что выбрасываемому веществу сообщается ско-
рость u : 

dt
dM- uF rr

=Т .                                           (2.20) 

Из уравнения (2.20) следует, что сила тяги направлена противо-
положно вектору скорости выбрасываемых газов. Реактивная сила ха-
рактеризует механическое действие на ракету отделяющегося от нее 
вещества.  
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Формула Циолковского 
 

Перепишем уравнение (2.17) в виде. 

u
dv-

M
dM = .                                           (2.21) 

Полагая, что u = const, проинтегрируем выражение (2.21) в следую-
щих пределах: начальная  и конечная массы ракеты соответственно 
М0  и М; начальная и конечные скорости ракеты соответственно 0v   и  kv   

.
00

∫∫ =
kv

v u
dv-

M
dMM

M
                                       (2.22) 

Выполним интегрирование  
u

vv-
M
M k 0

0

−=ln   и выразим конечную 

скорость ракеты vk 

0
0 ln

M
Mvvk ⋅−= u .                                   (2.23) 

Уравнение (2.23) получено Циолковским и позволяет рассчитать 
максимальную скорость (характеристическую скорость), которую мо-
жет развить ракета в отсутствии внешних сил. Эта скорость достига-
ется в момент окончания работы двигателя из-за использования всего 
запаса топлива и окислителя, имевшегося на борту ракеты. Для выво-
да аппаратов на околоземную орбиту ракетой с реактивным двигате-
лем необходимо использовать многоступенчатые ракеты. Современ-
ные технологии решают проблему запуска на орбиту искусственного 
спутника Земли, как правило, ракетой с тремя ступенями. 

Влияние тяготения Земли и сопротивления воздуха вызывают 
заметное уменьшение максимальной скорости, фактически приобре-
таемой ракетой в процессе работы двигателя. 
 

2.7. Принцип относительности Галилея.   
Преобразования Галилея 

 
Движение материальной точки относительно: ее положение, ско-

рость, вид траектории зависят от того, по отношению к какой инерци-
альной системе отсчета (ИСО) это движение рассматривается. Суще-
ствует бесчисленное множество инерциальных систем отсчета. Любая 
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система отсчета, движущаяся относительно инерциальной системы с 
постоянной скоростью, также инерциальна. С механической точки 
зрения все инерциальные системы отсчета совершенно эквивалентны.  
Рассмотрим это положение с позиций наблюдателя, который нахо-
дится в системе К′ (в точке М рис. 2.5), движущейся относительно  
неподвижной инерциальной системы  К  прямолинейно и равномерно.  

 
Оградим наблю-

дателя непроницаемы-
ми стенками от про-
странства вне системы 
К′. В этих условиях 
никакие механические 
эксперименты внутри 
огражденного простран-
ства не позволят на-
блюдателю определить, 
движется система К′ 
относительно системы 

К прямолинейно и равномерно или покоится. Аналогичные рассужде-
ния можно провести, если поместить наблюдателя в системе К в такие 
же условия, как и рассмотрено выше.   
 

Принцип относительности Галилея 
Принцип относительности Галилея или принцип физического 

равноправия всех инерциальных систем отсчета в классической меха-
нике, состоит в том, что законы  механики  во  всех  инерциальных  
системах   отсчета  одинаковы .  Другими словами, никакими фи-
зическими опытами из области механики, находясь в изолированной 
системе, нельзя обнаружить, движется эта система с постоянной ско-
ростью или неподвижна. Этот фундаментальный физический принцип 
был впервые сформулирован Галилео Галилеем в 1636 г. Однако этот 
принцип остается постулатом, т.е. основополагающим допущением, 
выходящим за рамки экспериментальной проверки.  С математиче-
ской точки зрения принцип относительности означает, что вид закона 
в механике будет одинаковым в разных ИСО. 

Рис. 2.5 
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Преобразования Галилея 
Рассмотрим  преобразования координат двух ИСО, движущихся 

друг относительно друга с постоянной скоростью (см. рис.2.5), при-
чем будем считать К- систему неподвижной, а К′- систему движущей-
ся со скоростью v = const. Координатные оси систем сориентируем 
так, чтобы ось Х и Х′ совпадали, а оси Y , Y′ и Z ,  Z′ были параллель-
ны друг другу. Найдем связь между координатами точки М К-системы 
и К′-системы. Взаимное положение систем координат выберем так, 
чтобы в момент времени t =0 начала координат совпадали, а в момент 
времени t  начало координат K′-системы  находилось на удалении vt  
от начала координат К-системы. Связь между радиус-векторами   

rr ′rr
и   точки М приводит к соотношению 

tvrr rrr −=′  .                                           (2.24) 
Записывая уравнение (2.24) в проекциях на координатные оси и 

учитывая, что с позиций классической механики время  абсолютно  
и  неизменно  в различных ИСО, т.е. t = t′ , получим прямые и обрат-
ные преобразования координат: 

⎩
⎨
⎧

=′=′=′
′−=′

ttz;zy;y
tvxx ;

        или        
⎩
⎨
⎧

′=′=′=
+′=

tt;zz;yy
vt;xx

                  (2.25) 

Система уравнений (2.25) получила название преобразований 
Галилея. Эти преобразования справедливы, когда тела (системы от-
счета) движутся со скоростями много меньшими скорости света в ва-
кууме. При скорости движения тела, сравнимой со скоростью света 
(релятивистский случай), преобразования (2.25) должны быть замене-
ны преобразованиями Лоренца. 
 

Инварианты  преобразования координат Галилея 
В физических теориях важную роль играют инварианты( inv) 

преобразований – это физические величины, числовые значения кото-
рых не изменяются при преобразовании координат. Физические вели-
чины, которые изменяются при переходе от одной ИСО к другой, на-
зываются вариантными .  
 

Инвариант длины. В декартовой системе координат, согласно 
геометрии Евклида, расстояние между двумя точками (длина отрезка) 
определяется формулой 
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2
12

2
12

2
12 )()()( zzyyxxl −+−+−= .                      (2.26) 

В К′-системе  расстояние между этими же точками определяется 
формулой 

2
12

2
12

2
12 )()()( zzyyxxl ′−′+′−′+′−′=′  .                      (2.27) 

После подстановки в (2.26) обратных преобразований Галилея 
или в (2.27) прямых преобразований Галилея,  получим inv=′= ll . Та-
ким образом, расстояние между двумя точкам (длина отрезка) – инвари-
ант преобразований Галилея. 
 

Инвариант ускорения. Ускорение материальной точки в К-системе 
определяется формулой 

2

2

dt
d ra
r

r =                                                 (2.28) 

и в К′- системе  

            2

2

td
d

′
′

=′ ra
r

r  .                                             (2.29) 

Дифференцируя (2.24) и учитывая то, что dt = dt′, получим  inv=′= aa rr .  
Таким образом, ускорение частицы – инвариант преобразований Га-
лилея. Сила, которая действует со стороны одной точки на другую,  
интервал времени протекания события  также являются инвариантами 
преобразований Галилея. 
 

Правило сложения скоростей в классической механике 
Скорость материальной точки зависит от того, из какой системы 

отсчета мы определяем ее. 
Рассмотрим движение тела, 
находящегося в К' системе в 
точке М и движущегося от-
носительно этой системы со 
скоростью u′r  (рис. 2.6).  

Положение этого тела 
относительно каждой ИСО 
задано соответствующими ра-
диус-векторами rr ′rr

и , соот-
ношение между которыми оп-

Y
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Рис. 2.6 
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ределено уравнением (2.24). Продифференцируем это уравнение tvrr rrr +′=   
по времени 

t)v(
dt
d

dt
rd

dt
rd r

rr
+

′
=  .                              (2.30) 

Из уравнения (2.30) следует правило сложение скоростей в классиче-
ской механике 

vuu rrr +′=  ,                                           (2.31) 
где ur  – скорость тела относительно К-системы. Таким образом, ско-
рость материальной частицы является вариантной величиной. Вари-
антными величинами являются также импульс частицы, кинетическая 
энергия. 
 

3. ДИНАМИКА ВРАЩАТЕЛЬНОГО ДВИЖЕНИЯ 
 

3.1. Вращательное движение твердого тела 
 
Если при движении тела две точки этого тела остаются непод-

вижными, например А и В (рис. 3.1), то тело вращается вокруг оси, а 
прямая, проходящая через эти две точки, явля-
ется осью вращения. При таком вращении тела 
любая точка тела (например D),  не лежащая на 
оси, движется по окружности, оставаясь всегда 
в одной плоскости. Тело, совершающее враща-
тельное движение, имеет одну степень свобо-
ды. Положение этого тела определяется углом ϕ 
между неподвижной полуплоскостью K, про-
веденной через ось вращения, и полуплоско-
стью K′, жестко связанной с телом, проведен-
ной через ось вращения и вращающейся вместе 
с телом. Основные кинематические характери-
стики вращающегося тела – угловая скорость 
ω и угловое ускорение ε. 

Для изменения состояния тела (это когда тело из состояния по-
коя начало вращаться или у вращающегося тела меняется угловая 
скорость) необходимо осуществить силовое воздействие на него. Про-
делаем опыт с дверью, не закрытой на замок. Потянем за дверную 
ручку так, чтобы направление линии силы пересекало подвеску две-

A

B

ω

K
K '

D

ϕ

Рис.3.1 
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ри, и мы обнаружим, что дверь не откроется. Если потянем обычным 
способом, то дверь повернется. В рассмотренных случаях силовое 
воздействие на объект есть, а результат воздействия – разный. Стало 
быть, для изменения состояния тела, закрепленного на оси вращения, 
воздействие силы необходимо, но не достаточно. Динамической ха-
рактеристикой, изменяющей состояние твердого тела, является мо-
мент силы.  

Рассмотрим динамическую характеристику вращающегося твер-
дого тела. При поступательном движении такой характеристикой слу-
жит импульс тела, определяемый произведением массы тела на ско-
рость его центра масс. Исследуем состояние вращающегося симмет-
ричного тела относительно неподвижной оси, которая является осью 
симметрии тела, например раскрученного велосипедного колеса. В 
реальных условиях из-за различных физических воздействий (трение 
в оси вращения, сопротивление внешней среды) состояние вращаю-
щегося колеса будет изменяться – будет изменяться угловая скорость 
вращения. Таким образом, в рассмотренном примере состояние тела 
меняется, а его импульс остается неизменным и равным нулю, по-
скольку центр масс лежит на оси вращения и неподвижен в условиях 
поставленного опыта. Стало быть, импульс вращающегося тела не ха-
рактеризует его состояние. Динамической характеристикой, опреде-
ляющей состояние твердого тела, является момент импульса. Изме-
нение момента импульса точки или твердого тела происходит только 
в результате внешних воздействий и зависит от момента внешних сил. 

При изучении поведе-
ния тела в динамических 
воздействиях на него важ-
ная характеристика тела – 
его масса.  Проделаем опыт, 
в котором по наклонной 
плоскости будут скатывать-
ся два тела цилиндрической 
формы одинаковой массы и 

радиуса, но с разным распределение массы относительно оси симмет-
рии. У тела «А» (рис. 3.2) масса преимущественно расположена на 
периферии, а у тела «В» – вблизи оси симметрии. В опыте обнаружим, 
что время скатывания с наклонной плоскости тела «В» будет меньше, 

Рис. 3.2 

A B
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чем тела «А», т.е. состояние тел в один и тот же момент времени раз-
ное. Из этого наблюдения следует, что масса тела, оставаясь его инер-
ционной характеристикой, при вращательном движении тела прояв-
ляется  совместно с другими параметрами. Инерционной характери-
стикой тела в динамике вращательного движения является момент 
инерции этого тела. 

Таким образом, динамика вращательного движения рассматри-
вается на основе трех важнейших параметров, определяющих дина-
мическое воздействие на тело и следствие этого воздействия, а имен-
но это момент силы, момент импульса и момент инерции. Уравне-
ния, которые решают в динамике вращательного движения, содержат 
эти параметры и устанавливают взаимосвязь между ними. 

 
3.2. Момент силы 

 
Как показано в  п. 3.1, динамической характеристикой, изменяю-

щей состояние твердого тела, является момент силы и по сути это 
физическая величина, характеризующая вращательный эффект силы. 
Различают момент силы относительно центра (точки) и момент силы 
относительно оси.  

Рассмотрим эту динамическую характеристику на примере, при-
веденном  на рис. 3.3.  

В системе координат X Y Z расположена точка А, к которой 
приложена сила F

r
. Положение точки А относительно центра О опре-

деляется радиус вектором rr . Угол между силой и радиус-вектором  
равен α. 

 
1. Моментом силы от-

носительно центра  О  на-
зывается  векторная  вели-
чина  oM

r
,  равная  вектор-

ному  произведению  радиу-
са  вектора  rr ,  проведен-
ного  из  центра  О  в  точку   
А  приложения силы, на си-
лу F

r
. В аналитической форме 

Z

X YO

α

r F

r sinα = h

β
Mz

Mo
A

Рис. 3.3 
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это выглядит так  
                                                ][ FrM

rrr
=o ,                                            (3.1) 

или то же в другом формате:  
FrM
rrr

×=o .                                            (3.2) 
Модуль момента силы  

α⋅⋅= sino FrM .                                       (3.3) 
В формуле (3.3) произведение hr =α⋅sin , где  h – плечо силы – 

это кратчайшее расстояние от линии действия силы до центра О. С 
учетом этого  модуль момента силы относительно центра hFM ⋅=o .  
Он численно равен площади штрихованного на рис.3.3 параллелограмма, 
поскольку h – высота параллелограмма, если за основание этой фигу-
ры принять длину отрезка равного силе F.  

Единица измерения момента силы  – Н·м. 
Вектор oM

r
перпендикулярен плоскости, в которой лежат векто-

ра rr  и F
r

 (на рис. 3.3 в этой плоскости лежит штрихованный паралле-
лограмм, и его направление определяется правилом правого  винта). 
 2. Моментом силы относительно оси Z называется скалярная 
величина Мz , равная проекции на ось Z вектора момента силы, отно-
сительно любого центра О,  взятого на этой оси:  

β⋅α⋅⋅=β⋅= cossincoso FrMzM .                    (3.4) 
Необходимо отметить, что проекция момента силы на ось не за-

висит от того, какая точка взята на этой оси в качестве центра, для ко-
торого определяется oM

r
. В качестве оси Z может быть принята любая 

ось, но практическую значимость имеет та ось, относительно которой 
осуществляется или возможен поворот точки А в данный момент вре-
мени. 
 

3.3. Момент импульса 
 

Как показано в п. 3.1, динамической характеристикой, опреде-
ляющей состояние вращательного движения точки или твердого тела, 
является его момент импульса. Эта физическая величина в трактовке 
разных явлений может иметь такие варианты названий: момент коли-
чества движения, кинетический момент, орбитальный момент, угло-
вой момент.  
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Различают момент им-
пульса относительно центра (точ-
ки) и момент импульса относи-
тельно оси. Рассмотрим эту ди-
намическую характеристику на 
примере, приведенном на рис. 3.4. 
В системе координат XYZ рас-
положена материальная точка 
массы m,  которая движется со 
скоростью vr  и имеет импульс 

vp rr m= . Положение материаль-
ной точки относительно центра О определяется радиус-вектором rr . 
Угол между импульсом vrm  и радиус-вектором  равен α. 

1. Моментом  импульса  относительно  центра  О  назы-
вается  векторная  величина  oL

r
,  равная  векторному  произ-

ведению  радиуса-вектора  rr ,  проведенного  из  центра  О  к  
материальной  точке ,  на  импульс  этой  материальной  точ-
ки .  В аналитической форме это выглядит так: 

][ vrL rrr
m=o ,                                               (3.5) 

или то же в другом формате:        
 prL rrr

×=o .                                               (3.6) 
Модуль момента импульса       

α⋅⋅= sino mvrL  .                                  (3.7) 
Единица измерения момента импульса  – кг·м2/с. 
Вектор oL

r
перпендикулярен плоскости, в которой лежат вектора  

rr  и vrm (на рис.3.4 в этой плоскости лежит штрихованный паралле-
лограмм), и его направление определяется правилом правого  винта .   
 2. Моментом импульса относительно оси Z называется скаляр-
ная величина Lz, равная проекции на ось Z вектора момента импуль-
са, относительно любого центра О, взятого на этой оси: 

cos θsinθz ⋅⋅⋅=⋅= αmvrcosL oL .                   (3.8) 
В качестве оси Z может быть принята любая ось, но практиче-

скую значимость имеет та ось, относительно которой осуществляется  
или возможен поворот  материальной точки  в данный момент време-
ни. 

Z

X YO

α

rθ
Lz

mv
mLo

Рис. 3.4 
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3. Момент импульса свободного симметричного твердого тела, 
вращающегося вокруг оси симметрии (рис. 3.5), определяется форму-
лой   

ωr
r

I=L .                                            (3.9) 
Вектор момента импульса L

r
  такого тела лежит на оси вращения 

и направлен в ту же сторону, что и вектор уг-
ловой скорости ωr . В формуле (3.9)  I – момент 
инерции тела относительно оси симметрии. 
Оси,  для которых  направления векторов уг-
ловой скорости вращения и момента импуль-
са тела совпадают, называются главными  
осями  инерции .   
 Момент импульса обладает важным 
свойством. Момент импульса в целом покоя-
щейся системы (когда центр масс системы не-
подвижен) может быть отличен от нуля. Мо-
мент импульса тела при нулевом значении 

полного импульса системы называется собственным . Примером 
тела, обладающего собственным моментом импульса, является вра-
щающийся волчок с неподвижным центром масс. 
 

3.4. Момент инерции. Теорема Гюйгенса – Штейнера 
 

Как показано в п. 3.1 инерционной характеристикой тела в ди-
намике вращательного движения является момент инерции этого тела. 

Момент инерции – величина, характеризующая распределение 
масс в теле и являющаяся наряду с массой  мерой инертности тела 
при непоступательном движении. В механике различают осевые и 
центробежные моменты инерции. Ниже будем рассматривать осевые 
моменты инерции. Эта физическая характеристика приобретает одно-
значную значимость, если указана ось, для которой задан или опреде-
лен осевой момент инерции. В примерах, рассматриваемых ниже, та-
кую ось будем обозначать символом Z. 

Осевым моментом инерции тела относительно оси Z называется 
величина, определяемая равенством 

∑= 2
iiz rmI                                          (3.10) 

или                                         dVrI
V

z ∫= 2ρ  ,                                     (3.11) 

ω L

ω
Рис. 3.5 
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где mi –  масса i-й точки тела; ri – расстояние от этой точки до оси Z;  
ρ – плотность вещества тела;  V – объем тела;  dV – 
элементарный объем в пределах тела; r – расстоя-
ние от элементарного объема dV до оси Z (рис. 3.6).   

В формуле (3.10) 2
ii rm можно рассматривать 

как момент инерции i-й материальной точки отно-
сительно оси Z, а в формуле (3.11)  подынтеграль-
ное выражение dVr 2ρ можно рассматривать как мо-
мент инерции части тела в элементарном объеме dV 
относительно оси Z. 

Единица измерения момента инерции  – кг·м2.  
 

Вычисление моментов инерции 
 

Расчет момента инерции твердого тела относительно оси Z сво-
дится к вычислению интеграла (3.10) ∫= dmrI z

2 или, полагая что 
dVdm ⋅ρ= , к вычислению интеграла  (3.11)    dVrI

V

2
z ∫= ρ . 

Вычислим, например, момент инерции 
сплошного цилиндра относительно продоль-
ной оси симметрии Z с равномерным рас-
пределением массы m по всему объему (т.е. 
ρ = const) относительно продольной оси сим-
метрии Z. Геометрические параметры ци-
линдра: радиус цилиндра – R ; высота ци-
линдра –  h  (рис. 3.7) 

Выделим внутри цилиндра элементар-
ный объем dV с размерами сторон: длина сто-
рон основания – r dϕ и dr, высота – dh. Эле-
ментарный объем расположен на удалении r от оси Z. 

Для вычисления момента инерции цилиндра воспользуемся урав-
нением (3.11)  

.

2

0 0 0

2
4

2

2

2
12 mRh

4
R

hR
m

dhdrdrr dVrI
V

2
z

=⋅⋅π⋅
π

=

=⋅⋅ϕ⋅⋅ρ=ρ= ∫ ∫ ∫∫
π R h

                 (3.12) 

r
dV

Z

Рис.3.6 

Рис. 3.7 
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Момент инерции некоторых тел относительно оси, проходящей 
через центр масс и являющейся осью симметрии 

В технических устройствах часто встречаются объекты типич-
ной формы. К таким объектам относится тонкое кольцо и тонкостен-
ный цилиндр, диск и сплошной цилиндр, шар и тонкий длинный стер-
жень (рис. 3.8). Моменты инерции I0 этих тел относительно оси сим-
метрии Z, проходящей через центр масс, определены и их значения 
приведены ниже: 

 

      

Z
m

R

Z
m

R

Тонкое кольцо и
тонкостенный цилиндр                         

Z
m

R

Z
m

R

Диск и цилиндр
         

                                                                                                

         

Rm

Z

Шар                                                                        
                                                                                     
 
 

Теорема Гюйгенса – Штейнера 
 

Эта теорема связывает моменты инерции тела относительно двух 
параллельных осей. Одна из осей проходит через центр масс тела, а 

2mRI =0
2mR

2
1I =0

2mR
5
2I =0

2ml
12
1I =0

Рис. 3.8 
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другая отстоит от нее на расстоянии а. В аналитической форме  эта 
теорема имеет вид: 

                            2
0 maII += .                                      (3.13) 

Применения теоремы Гюйгенса – Штей-
нера рассмотрим на примере качения цилин-
дра массы m и радиуса R по плоской поверх-
ности без проскальзывания (рис. 3.9). Центр 
масс цилиндра движется со скоростью v . 
Такое движение цилиндра можно рассмат-
ривать как вращение его относительно мгно-
венной  оси ,  проходящей через точку каса-
ния C и перпендикулярной плоскости осно-
вания цилиндра. Момент инерции цилиндра 
относительно мгновенной оси  

 
2222

0 2
3

2
1 mRmRmRmaII =+=+= .                  (3.14) 

В многочисленных практических случаях осевые моменты инер-
ции тел сложной конфигурации определяют экспериментально. Ме-
тодика решения такой задачи изучается в лабораторном практикуме 
на кафедрах физики, в частности, при определении момента инерции 
крестообразного маятника (маятника Обербека). 
 

3.5. Основной закон динамики вращательного движения 
(уравнение моментов) 

 
Рассмотрим материальную точку массы m, которая в данный 

момент времени движется в системе координат XYZ, имея импульс 
vrm . Положение материальной точки относительно системы коорди-

нат определено радиус-вектором rr  и она находится на расстоянии R 
от оси Z. На материальную точку действует сила F

r
 (рис. 3.10).  Урав-

нение движения материальной точки имеет вид 

dt
)vd(mF
rr

= .                                          (3.15) 

Умножим это уравнение векторно на радиус-вектор r 

dt
)vd(mFr
r

rrr ×=× r .                                      (3.16) 

Рис. 3.9 

C

Z v
R
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Правую часть уравнения можно записать в виде 

)vr()v(r rr
r

r m
dt
d

dt
md ×=×  .                               (3.17) 

С учетом (3.17) уравнение (3.16) принимает вид 

)( vrFr rrrr m×=×
dt
d  .                                   (3.18) 

В (3.18) левая часть уравнения соответствует моменту сил отно-
сительно центра О, действующему 
на материальную точку  MFr

rrr =× ,  
а под знаком производной – мо-
мент импульса материальной точ-
ки относительно центра О, т.е.  

Lvr
rrr =× m . 

Таким образом, уравнение (3.18) 
записывается в виде 

dt
dLM
r

r
=  .          (3.19) 

Уравнение (3.19) называется 
уравнением  моментов  и из не-

го следует, что момент силы относительно центра, действующий на 
материальную точку, приводит к изменению момента импульса этой 
точки относительно центра.  
 

Примечание 
1. Внутренние силы не могут изменить момент импульса тела. 
2. Точку приложения силы можно произвольно переносить вдоль 
линии, по которой действует сила. Указанный перенос не изме-
няет момента силы, так как сила и плечо силы при этом не из-
меняются. 

 
3.6. Уравнение вращательного движения абсолютно твердого 

тела относительно неподвижной оси 
 

Рассмотрим абсолютно твердое тело (АТТ) на рис. 3.11, которое 
состоит из n-го количества материальных точек mi. На материальную 
точку могут действовать внешние силы, результирующая которых 
равна Fi, результирующая же всех внутренних сил fi равна нулю. Тело 

m

R
FZ

O

r

X

Y

M

L
vm

Рис. 3.10 
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может вращаться вокруг неподвижной оси Z и материальная точка  mi 
удалена от оси на расстоянии Ri. 
 Применим уравнение моментов к этой материальной точке  

dt
d i

i
LM
r

r
=  и запишем это уравнение в проекциях на ось Z. 

)cos β=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ×=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
= iii

z
iii

z

i
iz vm(r

dt
dm(

dt
d

dt
dM vrL rr
r

.      (3.20) 

В уравнении (3.20) совокупность параметров под знаком произ-
водной можно переписать в виде: iii Rrr == sinθcosβ , а также ω= ii Rv , 
где ω – угловая скорость враще-
ния твердого тела вокруг оси Z. 
С учетом сделанных замен урав-
нение (3.20) запишем в виде 

      )ω2
iiiz R(m

dt
dM = .       (3.21) 

Уравнение (3.21) справедли-
во для любой материальной точки 
абсолютно твердого тела. Просум-
мировав уравнение (3.21) по всем 
материальным точкам, получим   

∑∑ = )ω2
iiiz R(m

dt
dM .    (3.22) 

В уравнении (3.22) 
ziz MM =∑  – результирующий момент всех внешних сил относитель-

но оси Z. Правую часть уравнения (3.22) можно записать в виде 

∑∑ = )()( 2ωω ii Rm
dt
d

dt
d 2

ii Rm ,                        (3.23) 

где сумма  IRm i =∑ )( 2
i  есть момент инерции АТТ относительно оси Z .  

С учетом выполненных преобразований уравнение динамики 
вращательного движения абсолютно твердого тела относительно не-
подвижной оси  

εω
zzz IIM ==

dt
d .                                   (3.24) 

В уравнении (3.24)  ε – угловое ускорение АТТ.  
Для тела симметричной формы относительно оси Z уравнение 

(3.24) можно записать в виде, которое по форме аналогично второму 

mi
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закону Ньютона в динамике поступательного движения,  

        εω r
rr

zz I
dt
dI ==M ,                                   (3.25) 

поэтому уравнение (3.25) можно трактовать как второй закон Ньюто-
на динамики вращательного движения абсолютно твердого тела.                             
 На рис. 3.12 показано решение задачи, в которой задано направ-
ление вращения симметричного твердого тела относительно оси сим-
метрии и направление внешнего момента сил M

r
, приложенного к 

этому телу (рис. 3.12, а). Необходимо определить направления кине-
матических (угловой скорости и углового ускорения) и динамических 
(момента импульса) характеристик тела. Вектор угловой скорости ωr  
направлен по оси Z, и это направление определяется правилом право-
го винта (рис. 3.12, б). Направление углового ускорения εr  определя-
ется из уравнения (3.25), т.е. направление векторов момента силы и 
углового ускорения одинаковые. 

                                     
                                       

Направление вектора момента импульса L
r

 совпадает с направ-
лением вектора угловой скорости (см. формулу (3.9) в п. 3.3). 
                              

3.7. Свободные оси. Вращение тела относительно свободной оси 
 

В различных технических устройствах оси вращения элементов 
закреплены в подшипниках, которые удерживают эти элементы при 
их вращении. Если ось вращения тела не проходит через центр масс, 
то такое тело является несбалансированным и при его вращении оси 
(валы) испытывают динамическую нагрузку. Поскольку динамические 
нагрузки определяются центробежными силами RωmF 2=ЦБ , динами-

Рис. 3.12 

Z

M

a)

ZL
ω

M ε

б)

50



 

ческое воздействие становится значительным и даже разрушитель-
ным у несбалансированных устройств, вращающихся с большими уг-
ловыми скоростями. Таких, например, как колеса турбин самолетов. 
У симметричного тела с равномерным распределением массы по объ-
ему этого тела существуют оси, вращение вокруг которых не сопро-
вождается динамическими воздействиями. Такие оси называются 
главные  центральные  оси  инерции  (термин «главная» означа-
ет, что у вращающегося тела вокруг такой оси направление векторов 
угловой скорости ωr  и момента импульса L

r
 тела совпадают; термин 

«центральная» означает, что ось вращения пересекает центр масс 
тела) .  Главные  центральные оси инерции называются свободными  
осями .  

На рис. 3.13 в качестве примера  показаны тела разной формы и 
обозначены главные центральные оси инерции этих тел: для сплош-
ного диска (рис. 3.13, а; 3.13, б); для тела, имеющего форму паралле-
лепипеда (рис. 3.13, в). 

 
 

В реальном производстве техническими условиями и техноло-
гическими процессами предусматривается статическая и динамиче-
ская балансировка вращающихся устройств, в результате чего ось 
вращения устройства становится главной центральной осью инерции. 

Если твердое тело раскрутить вокруг некоторой оси и высвобо-
дить ось из удерживающих подшипников, то движение тела будет про-
исходить вокруг незакрепленной оси и характер этого движения из-

Рис. 3.13 
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менится. Разные вращения тела относительно незакрепленной оси 
можно наблюдать, например, в спортивных соревнованиях при вы-
полнении упражнений гимнастами, прыгунами в воду, при выполне-
нии самолетами сложных фигур воздушного пилотажа и т.д. 

Опыты показывают, что вращение тела относительно незакреп-
ленной оси в общем случае носит сложный характер. Может проис-
ходить непрерывное изменение направления оси вращения в про-
странстве. Такое  движение тела неустойчивое  и подобно кувырка-
нию. В некоторых опытах можно обнаружить, что ось вращения тела 
сохраняет неизменным направление в пространстве и в процессе 
движения ось может перемещаться параллельно первоначальному по-
ложению. Такое  движение тела является устойчивым .  Устойчивым 
будет вращение тела относительно свободной оси. Однако возможны 
малые возмущения, которые могут повлиять на устойчивость враще-
ния. Опыты показывают, что вращение вокруг главных центральных 
осей с наибольшим  и наименьшим  моментом  инерции  является 
устойчивым по отношению к малым возмущениям, а вращение вокруг 
оси с промежуточным  значением момента инерции – неустойчи-
вым. Так для параллелепипеда (рис. 3.13,в) момент инерции тела  

11I относительно оси 1–1 максимальный, момент инерции тела  
22I относительно оси 2–2 минимальный, а момент инерции тела 
33I относительно оси 3–3 промежуточный по величине. Поэтому 
вращение такого тела с незакрепленной осью будет устойчивым толь-
ко относительно осей 1–1 и 2–2. Это можно наблюдать на примере 
спичечного коробка, если его положить на ладонь и щелкнуть по не-
му пальцем, заставляя совершать вращательное движение. 
 

3.8. Гироскоп. Свойства гироскопа 
 
Гироскоп (от греч. gyreuö – кружусь, вращаюсь и skopeö – 

смотрю, наблюдаю) – быстровращающееся симметричное твердое те-
ло, ось вращения (ось симметрии) которого может изменять свое на-
правление в пространстве. Чтобы ось гироскопа свободно поворачи-
валась в пространстве, тело гироскопа обычно закрепляют в кольцах 
карданова подвеса, в котором оси внутреннего и внешнего колец и 
ось гироскопа пересекаются в одной точке, называемой центром подвеса 
(на рис. 3.14 приведены фотографии модели гироскопа в разных по-
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зициях). Закрепленный в таком подвесе гироскоп может совершать 
поворот в любом 
направлении око-
ло центра подвеса. 
Если центр тяже-
сти гироскопа сов-
падает с центром 
подвеса, гироскоп 
является уравно-
вешенным ,  или 
астатическим, и при 
любых движени-
ях элементов та-
кого гироскопа его 
центр масс остается неподвижным.   

Точностные свойства гироскопа зависят от величины трения в 
подшипниковых узлах осей вращения тела гироскопа и кардана. Соз-
датели гироскопов стремятся трение свести к очень малой величине, 
для этого применяют газовые подшипники, например, весь карданов 
подвес помещают в кожух, заполненный водородом (в водороде са-
мое малое внутреннее трение). Стремление получить гироскоп с более 
высокими свойствами привело к созданию электростатических и маг-
нитных подвесов и в таких гироскопах быстровращающийся шар под-
держивается электрическим или магнитным полем в вакууме.   

Свойствами гироскопа обладают вращающиеся небесные тела, 
роторы турбин, устанавливаемые на судах и самолетах, артиллерий-
ские снаряды и т. п. В современной технике гироскоп – основной эле-
мент разнообразных гироскопических устройств и приборов, предна-
значенных для управления движением, стабилизации платформ и на-
вигации. 
 

Основные  свойства гироскопа 
 
1. Неизменность положения оси вращения свободного гироскопа  

Для свободного гироскопа моменты всех внешних сил (включая 
и силу тяжести) относительно центра подвеса равны нулю  )0( =M

r
.  

Из уравнения моментов  следует, что момент импульса L
r
свободного 

Рис. 3.14 
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гироскопа, раскрученного относительно оси симметрии, остается ве-
личиной постоянной: 

dt
dLM
r

r
=                            const=L

r
                           const=ωr .          (3.26) 

 Поскольку момент импульса пропорционален угловой скорости 
вращения гироскопа и эти вектора имеют одинаковое направление, то  
угловая скорость вращения не меняется и, следовательно, направле-
ние оси вращения гироскопа остается неизменным в пространстве 

Это свойство гироскопа можно наблюдать на примере раскручен-
ного демонстрационного гироскопа при его перемещении с поворо-
том из одного места пространства в другое. 
 
2. Прецессия 

Если к оси  гироскопа, раскрученного до угловой скорости ω, 
приложить пару сил F

r
 (на рис. 3.15, а эти силы лежат в плоскости Y – 

Z системы координат),  момент  которых равен hFM ⋅=   и вектор мо-
мента M

r
направлен вдоль оси X, то гироскоп начнет дополнительно 

поворачиваться не вокруг оси Х, а вокруг оси Y. Это дополнительное 
движение называется прецессией  гироскопа. Прецессия будет про-
исходить по отношению к инерциальной системе отсчета с угловой 
скоростью Ω

r
, направленной вдоль оси Y. 

Из уравнения моментов следует, что при действии на тело им-
пульса момента силы dtM

r
 приращение момента импульса тела – Ld

r
: 

LM
rr

ddt = .                                             (3.27) 

    
Рис. 3.15 
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На рис. 3.15, б направление вектора приращения момента им-
пульса L

r
d  гироскопа будет таким же, как и направление вектора мо-

мента сил M
r

, а именно перпендикулярным вектору момента им-
пульса L

r
 (см. формулу (3.27)). Это означает, что через время dt мо-

мент импульса гироскопа станет другим и равным 1L
r

. Поскольку 
момент импульса не меняется по величине, то его изменение связано 
с поворотом  вектора момента импульса (в данном случае и оси вра-
щения гироскопа) на угол ϕd , т.е. его прецессией вокруг оси Y. Из 
рис. 3.15,б и уравнения (3.27) следует, что  угол поворота 

L
Mdt

L
dLd ==ϕ .                                   (3.28) 

Угловая скорость прецессии – есть первая производная от угла 
поворота по времени  

                   
ωI

M
L
M

dt
d ==ϕ=Ω .                                (3.29) 

Из формулы (3.29) следует, что угловая скорость прецессии Ω  
тем меньше, чем больше угловая скорость ω  вращения гироскопа.  
На практике угловая скорость прецессии Ω  в миллион раз меньше 
угловой скорости ω  вращения гироскопа. Из формулы (3.29) также 
следует, что у свободного гироскопа, на который не действует момент 
сил, т.е. 0=M

r
,  угловая скорость прецессии 0=Ω . Этот вывод под-

тверждает положение о неизменности ориентации в пространстве оси 
вращения свободного раскрученного гироскопа. 
 

4. РАБОТА, МОЩНОСТЬ, ЭНЕРГИЯ 
 

4.1. Понятия энергии и работы 
 

В исследованиях свойств замкнутой системы тел установлена 
закономерность, согласно которой одна из характеристик этой систе-
мы не изменяется при любых (известных в настоящее время) взаимо-
действиях и различных движениях материи внутри этой системы. Та-
кой характеристикой системы является  ее энергия ,  а закон, обозна-
ченный выше, носит название сохранения  энергии .  

Энергия (от греч. energeia – действие, деятельность) – это об-
щая количественная мера движения и взаимодействия всех видов ма-
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терии. Через понятие энергия  связываются воедино все явления при-
роды.  

Энергия не возникает из ничего и не исчезает, она может только 
переходить из одной формы в другую. Энергия – единственная коли-
чественная мера различных форм движения материи. Для количест-
венной характеристики качественно различных форм движения и со-
ответствующих им взаимодействий вводят различные виды энергии: 
механическую, внутреннюю, электромагнитную, химическую, ядер-
ную и др. Такое деление до известной степени условное, так напри-
мер, внутренняя энергия вещества складывается из кинетической энер-
гии движения молекул и потенциальной энергии их взаимодействия. 
 В теории относительности установлена универсальная связь ме-
жду энергией тела W и его массой m 

     2cmW ⋅= .                                           (4.1) 
В классической физике энергия тела может изменяться непре-

рывно, принимая различные значения, а  квантовая теория базируется 
на том, что энергия микрочастицы, движущейся в ограниченном объ-
еме, может принимать только дискретные значения или, другими сло-
вами, энергия такой частицы квантуется. 

Энергия – это скалярная величина, измеряемая в джоулях (Дж).  
В случае непрерывной среды или силового поля наряду с энер-

гией вводятся понятия объемной  плотности  энергии  и плот-
ность  потока  энергии . Объемная плотность энергии определяется 

соотношением 
dV
dWw= , где dW  – энергия, которая содержится в фи-

зически малом объеме dV  вещества или поля. Плотность потока 
энергии – это вектор, численно равный энергии, которая переносится 
в единицу времени, через единичную площадку, перпендикулярную 
направлению потока энергии в данном месте пространства, и эта фи-
зическая величина определяется соотношением vwP rr

⋅= , где vr – ско-
рость переноса энергии. 

Принципиален вопрос, как численно связана энергия тела или 
поля с физическими величинами, характеризующими его состояние. 
Для того чтобы разобраться в этом вопросе, необходимо рассмотреть 
физическую величину – работу ,  которая играет важную роль в по-
нимании энергетического обмена при изменении состояний. 
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4.2.  Работа. Мощность 
 

Работа силы 
Изменение механического движения тела вызывается силами, 

действующими на него со стороны других тел. Для количественного 
описания такого процесса обмена энергией 
между взаимодействующими телами в меха-
нике пользуются понятием работы силы, 
приложенной к рассматриваемому телу.  Рас-
смотрим частицу массы m, которая под дей-
ствием силы F

r
 перемещается по некоторой  

траектории  от  точки  1  до 2 (рис. 4.1).  
Элементарной  работой  силы F

r
 на малом 

перемещении ld
r

 называется величина δA, образованная скалярным 
произведением 

ldFA
rr

⋅=δ .                                             (4.2) 
Формулу (4.2) можно переписать в виде 

dlFdlFA l ⋅=α⋅⋅= cosδ ,                                 (4.3) 
где Fl – проекция силы  на перемещение dl.  

Элементарную работу непотенциальной силы нельзя предста-
вить в виде полного дифференциала какой-либо функции координат. 
Именно поэтому элементарная работа произвольной силы обозначена δA. 

Очевидное свойство работы – ее аддитивность. Работа А, совер-
шаемая силой F на конечном участке траектории L точки ее приложе-
ния, равна алгебраической сумме работ на всех малых частях этого 
участка, т. е. выражается криволинейным интегралом 

∫ ∫∫ ⋅=α⋅⋅=⋅=
2

1

2

1

2

1
cos dlFdlFldFA l

rr
.                             (4.4) 

Если перемещение тела под действием постоянной силы проис-
ходит по прямолинейной траектории, то интеграл (4.4) сводится к вы-
ражению  

α⋅⋅= cossFA ,                                           (4.5) 
где s – путь, пройденный телом по траектории от точки 1 до точки 2.  

Для вычисления интеграла (4.4) необходимо знать зависимость 
)(lfFl =  вдоль всей траектории. Если эта зависимость представлена 

dl

F
α

1

2
m

Рис. 4.1 
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графически (рис. 4.2), то искомая работа А на участке траектории S от 
1 до 2 измеряется площадью фигуры, 
заштрихованной на рис. 4.2. 

Единица работы в системе единиц 
СИ – джоуль (Дж). 

Один джоуль равен работе, совер-
шаемый силой в 1 Н на пути в 1 м при 
условии, что направление силы и пере-
мещения совпадают. 
 

Работа момента силы 
Рассмотрим твердое тело, которое может вращаться относи-

тельно закрепленной оси. Элементарная работа внешних сил при по-
вороте тела на угол dϕ 

ϕ⋅= dMA ||δ ,                                         (4.6) 
где ||M  – момент сил относительно оси, численно равный проекции 
момента сил на ось вращения. Работа внешних сил при повороте тела 
на конечный угол ϕ относительно неподвижной оси определяется ин-
тегралом 

∫
ϕ

ϕ=
0

dMA ,                                            (4.7) 

где М – суммарный момент всех сил относительно оси вращения. 
 

Мощность 
Разные системы или механизмы могут совершать одинаковую 

работу за разное время. Для того чтобы охарактеризовать быстроту 
совершения работы, вводится понятие мощность. 

Мощностью называется скалярная величина, равная отношению 
элементарной работы δA к малому интервалу времени dt, в течение 
которого эта работа совершается 

dt
AN δ= .                                               (4.8) 

Если F – сила, совершающая работу δA, то мощность определя-
ется соотношением 

vFldF rr
rr

⋅=⋅==
dtdt

AN δ .                                   (4.9) 

Рис. 4.2 

Fl

1 2 S
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В системе СИ за единицу мощности принимается ватт (Вт).  
Один ватт – мощность, при которой за время 1 с совершается работа  
в 1 Дж.  
 

4.3. Связь работы и изменения механической энергии 
 

Рассмотрим перемещение тела массой m вблизи поверхности 
земли под действием внешней силы F (рис.4.3) и определим работу 
этой силы А12 при перемещении тела от точки 1 до точки 2. Пункти-
ром обозначена траектория, по которой перемещается тело. 

В точке 1 скорость тела v1  и положение относительно поверхно-
сти земли h1, а в точке 2 – соответственно v2 и h2. За время dt переме-
щение тела в пространстве составит dl (рис. 4.3, а). Угол между дей-
ствующей силой F и перемещением dl равен α. Уравнение движения 
тела имеет вид 

dt
dm vgF
r

rr
=+ m .                                        (4.10) 

Умножим уравнение (4.10) скалярно на вектор перемещения ld
r

 

ldvdmldgldF
rrrrrr

⋅=⋅+⋅
dt

m   .                            (4.11) 

В уравнении (4.11) ldF
rr

 есть элементарная работа силы F
r

 на пе-
ремещении ld

r
. Проинтегрируем выражение (4.11) на интервале тра-

ектории от положения 1 до 2. 

∫∫∫ ⋅=⋅+⋅
2

1

2

1

2

1
dlvddlgdlF

dt
mm

rr
 .                               (4.12) 

 

              Рис. 4.3 
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Первое слагаемое в уравнении (4.12) является искомой работой 
силы, поэтому выделим эту компоненту уравнения  

∫∫∫ ⋅+⋅−=⋅=
2

1

2

1

2

1
12 dlvddlF

dt
mdlmgA

rr
                        (4.13) 

и рассмотрим отдельно каждый из интегралов в правой части уравне-
ния (4.13). 

Первое слагаемое уравнения (4.13) является работой силы тяже-
сти при перемещении тела из точки 1 в точку 2 

β⋅⋅−=⋅−= ∫∫ cos
2

1

2

1
dlmgmAст dlg .                       (4.14) 

Из рис. 4.3, б видно, что ϕ−=β sincos , а dhdl =ϕ⋅sin , где dh есть 
приращение высоты в положении тела над поверхностью земли при 
перемещении его на dl. Поэтому интеграл (4.14) запишем в виде 

∫ ∫∫ −=⋅=ϕ⋅=β⋅⋅−
2

1
12

2

1

2

1

sincos
h

h
mghmghdhmgmgdlmg .          (4.15) 

Второй интеграл уравнения (4.13) преобразуем с учетом того, 

что в подинтегральном выражении vdl r=
dt

 – скорость перемещения те-

ла, поэтому 

22

2
1

2
2

2

1

mvmvdvmvdl
dt
vdm

2

1

v

v
−==⋅ ∫∫

r

.                          (4.16) 

С учетом уравнений (4.15) и (4.16) формулу (4.13) перепишем в 
виде 

)
2

Δ()Δ(
2

12
mvmghA += .                                 (4.17) 

Работа внешней силы в рассматриваемых условиях определяет-
ся приращением двух физических величин, имеющих одинаковую 
единицу измерения (Дж), одинаковую физическую трактовку – энер-
гия, но разный физический смысл энергии. Приращение )(mghΔ – это 
изменение энергии, определяемой положением тела массы m в сило-
вом  поле (в данном случае в поле силы тяжести), и эта энергия назы-

вается потенциальной. Приращение )
2

(
2vm

Δ  – это изменение энергии, 

зависящей от скорости движения тела массы m, и эта энергия называ-
ется кинетической. С учетом этого уравнение (4.17) запишем в виде 
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кп12 WWA Δ+Δ=  .                                     (4.18) 
Уравнение (4.17) для любых задач, в которых рассматривается 

изменение состояния тела, находящегося в потенциальном поле сил и 
при действии на него внешних сил, можно представить в виде 

)
2

()
2

(
22

2
1

1

2
2

2

2
1

2
2

1212
mvmghmvmghmvmvmghmghA +−+=−+−= .          (4.19) 

Выражения в скобках  уравнения (4.19) есть полная механиче-
ская энергия системы в конечном состоянии W2 и начальном состоя-
нии W1  

WWWA Δ=−= 1212 ,                                   (4.20) 
где ΔW – приращение (изменение) полной механической энергии сис-
темы.  

Таким образом, работа внешней силы при перемещении тела 
массы m в потенциальном поле и при изменении его скоростного ре-
жима равна изменению полной механической энергии этого тела. 
Частный случай 

1. Если положение тела относительно поверхности земли не меня-
ется, т.е. h1=h2 , то работа внешней силы определяется измене-
нием кинетической составляющей механической энергии тела 

к12 WA Δ=  .                                          (4.21) 
2. Если скорости тела в точках 1 и 2 одинаковые по модулю, т.е. 

v1=v2 , то работа внешней силы определяется изменением по-
тенциальной составляющей механической энергии тела, 

п12 WA Δ= .                                           (4.22) 
3. Если система изолирована, т.е. отсутствуют внешние силы, то 

А12 = 0 и в этом случае 
0=ΔW  или 0кп =Δ+Δ WW ,                         (4.23) 

из чего следует, что полная механическая энергия изолированной сис-
темы не меняется, а может только трансформироваться из одного ви-
да в другой, т.е. 

     кп WW Δ−=Δ  .                                       (4.24) 
Сохранение полной механической энергии изолированной сис-

темы означает, что уменьшение кинетической энергии системы долж-
но приводить к увеличению ее потенциальной энергии и наоборот. 

Результат, записанный в формулах (4.18) и (4.20)  является фун-
даментальным и выполняется для любой механической системы. 
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4.4. Кинетическая энергия 
 

Энергия механической системы зависит от скоростей частиц, из 
которых она состоит. Кинетическая энергия материальной частицы  
равна Wк = mv2/2, где m – масса этой частицы, v – скорость ее движе-
ния. Кинетическая энергия зависит от выбора системы отсчета, отно-
сительно которой определяется скорость движения частицы. Кинети-
ческая энергия не может быть отрицательной, т.е. Wк ≥ 0. Кинетиче-
ская энергия в системе единиц СИ  измеряется в джоулях (Дж). 

Кинетическая энергия системы материальных частиц складыва-
ется из энергии движения системы как единого целого со скоростью, 
равной скорости цv  движения центра масс, и энергии движения час-
тиц относительно центра масс 

 

     ,∑+=
22

ц
к

2
ii

2 ummv
W                                    (4.25) 

 
где ui – скорость i-й точки в системе отсчета, связанной с центром масс. 

 
Кинетическая энергия вращающегося  твердого тела 

 
Рассмотрим тело, которое вращается вокруг оси Z с угловой ско-

ростью ω. Материальная точка этого тела mi  движется с линейной ско-
рость vi по окружности радиуса ri (рис. 4.4). Кинетическую энергию 

этого тела определим как сумму кинети-
ческих энергий всех точек в их враще-
нии с угловой скоростью ω 

 

,
2
ωΣω

2
1ωΣ

2
1

Σ
2
1

2
2

к

I)r(m)r(m

)v(mW

2
ii

2
ii

2
ii

===

==
    (4.26) 

                  
где I – момент инерции тела относитель-
но оси Z.  
 

vi

mi

ω

ri

Z

Рис. 4.4 
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Кинетическая энергия  твердого тела, совершающего 
плоское движение 

 
Пример такого движения – качение без проскальзывания различ-

ных тел вращения: шара, цилиндра, диска (рис. 4.5).   
Кинетическая энергия твердого тела при плоском движении 

представляет собой сумму кинетических энергий составляющих его 
элементов: 

                                  ∑∑
+

==
i

ii

i

i )u(vmmvW
22

2
ц

2
к .                           (4.27) 

 
Преобразуем уравнение (4.27) возведением суммы скоростей в 

квадрат 

∑ ∑∑ ++=
i i

ii
i

iii umumvm
v

W )(
2
1

2
2

ц

2
ц

к
rr .                  (4.28) 

 
Поскольку суммарный импульс ма-

териальных точек относительно центра 
масс равен нулю, множитель во втором 
слагаемом формулы (4.28) Σ(miui)=0. С 
учетом этого кинетическая энергия твер-
дого тела при его плоском движении 
определяется формулой 

2
ω

2

22

к
I+= mvW   ,         (4.29) 

где I – момент инерции тела относительно центральной оси. 
Такое движение твердого тела можно представить как поступа-

тельное движение тела, каждая точка которого движется с линейной 
скоростью v, и вращательное движение тела с угловой скоростью ω 
относительно центральной оси (рис. 4.6). 

O v O

ω
O v

 
Рис. 4.6 

Рис. 4.5 

O v
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Качение без проскальзывания тела вращения можно представить, 
как только вращательное движение этого тела с угловой скоростью ω, 
относительно мгновенной  оси  вращения .  Мгновенная ось  враще-
ния проходит через точку контакта тела с поверхностью (точка С на 
рис. 4.7) и перпендикулярна вектору линейной скорости центра масс. 
В этом случае кинетическую энергию тела можно определить по фор-
муле 

2
ω2

c
к

⋅= IW ,                                       (4.30) 

где Iс – момент инерции тела относительно мгно-
венной оси. 

Пример. Сплошной цилиндр радиуса R = 0,1 м  
и массы m = 2 кг  катится по плоской поверхности 
без проскальзывания. Линейная скорость центра 
масс цилиндра v = 0,2 м/c. Определить кинетиче-
скую энергию тела. 

Решение.  1. Угловую скорость точек тела оп-

ределим по формуле 
R
v=ω . После подстановки числовых значений 

получим ω =  2 рад/с. Момент инерции сплошного цилиндра  относи-

тельно центральной оси 
2

mRI
2

= = 0,01 кг·м2. Кинетическая энергия 

цилиндра по формуле (4.29): 

Джк 06,0
2

201,0
2

2,02 22
=⋅+⋅=+=

2
ω

2

22 ImvW . 

2. Момент инерции сплошного цилиндра относительно мгновен-
ной оси  по теореме Гюйгенса – Штейнера 

22
2

2
2

c 0,030,12
2
0,12 кгм=⋅+⋅=+⋅= mR

2
RmI  

Кинетическая  энергия цилиндра по формуле (4.30): 

 Дж06,003 =⋅=
2

20, 2

кW . 

 
4.5. Силовое поле 

 
Силовое поле – часть пространства, в каждой точке которой на 

помещенную туда частицу действует сила. Для изображения силового 

Рис. 4.7 

C

ω
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поля применяются силовые линии (рис.4.8, 4.9, 4.10). Впервые поня-
тие силовые линии для электрических и магнитных полей ввел М. Фа-
радей. Силовые линии располагаются таким образом, что касательные 
к ним в каждой точке совпадают по направлению с вектором физиче-
ской величины, характеризующей данное поле (напряженностью элек-
трического или гравитационного полей, магнитной индукцией).  

Величина  и направление силы в общем случае зависят от коор-
динат точек, в которых находится частица, и от времени ( ).tz,y,x,FF

rr
=   

Если величина и направление силы зависят только от координат 
( )zy,x,FF
rr

= , то такое поле является стационарным .  
Если сила во всех точках стационарного поля имеет одно и то 

же значение, то есть не зависит от координат const=F
r

, то силовое поле 
является однородным . Однородное поле изображается параллель-
ными силовыми линиями одинаковой «густоты». Примером такого 
поля можно считать электрическое поле  между пластинами плоского 
конденсатора (см. рис 4.8) 

Силовое поле, в котором работа сил поля, действующих на пе-
ремещающуюся в нем частицу, зависит толь-
ко от начального и конечного положения 
частицы и не зависит от вида траектории, 
является потенциальным . Силы, дейст-
вующие в потенциальном поле, получили 
название консервативные . Стационар-
ность силового поля – необходимое усло-
вие консервативности действующих в нем сил.  

Отметим два возможных подхода при определении консерватив-
ности сил:  

1) работа консервативных сил при перемещении частицы по замк-
нутой траектории равна нулю: 0== ∫

L
A dlF

r
;  

2) сила является консервативной, если работа этой силы не за-
висит от формы пути между двумя точками в поле сил, а определяется 
лишь положением этих точек. 

Пример потенциального поля – поле тяготения и электростати-
ческое поле (см. рис. 4.9, 4.10). Исследуемая система частиц называ-
ется консервативной, если в ней действуют только консервативные 
силы. 

Конденсатор

Рис. 4.8 
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Известны силы, работа которых по замкнутому контуру равна ну-

лю, однако эти силы не являются консервативными, а поле этих сил 
не потенциально. Например, сила Лоренца, с которой магнитное поле 
действует на заряженную частицу, движущуюся в этом поле, не со-
вершает работы, однако магнитное поле не является потенциальным и 
сила Лоренца не консервативная. 

Силовое поле не потенциально, если работа сил этого поля зави-
сит от траектории, по которой перемещается частица. Силы, дейст-
вующие в таком поле, называются  неконсервативными  или дис-
сипативными . Пример диссипативной силы – сила трения или сила 
сопротивления. 

Если силовые линии сходятся в одном центре (силовом центре), 
то такое поле является центральным . Пример такого поля – грави-
тационное и электростатическое поля (см. рис.4.9, 4.10). Поле цен-
тральных сил – потенциальное.  
 

4.6. Потенциальная энергия 
 

Потенциальная энергия частицы в поле консервативных сил 
 
 То обстоятельство, что работа консервативных сил зависит толь-
ко от начального и конечного положения частицы в потенциальном 
поле сил, позволяет ввести важную физическую величину – потенци-
альную энергию частицы. Понятие потенциальная энергия имеет ме-
сто только для консервативных систем, и потенциальная энергия яв-
ляется скалярной функцией координат Wп(x,y,z). Изменение потенци-
альной энергии частицы  при перемещении ее в поле консервативных 

Рис. 4.10 

q

Рис. 4.9 

m

 
 

Рис. 4.9 Рис. 4.10 
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сил  из одной точки в другую  определяется работой консервативных 
сил. При этом приращение потенциальной энергии равно отрицатель-
ной работе сил поля и, наоборот, убыль потенциальной энергии свя-
зана с положительной работой сил поля 

dAdW −=п .                                            (4.31) 
Поскольку работа сил поля при изменении положения частицы в 

поле определяется лишь разностью потенциальных энергий, можно в 
любой точке поля энергию частицы выбрать, равной наперед задан-
ному значению. Тогда в других точках пространства ее значение бу-
дет фиксировано однозначно. Эта процедура придания потенциальной 
энергии однозначности называется нормировкой ,  или калибров-
кой ,  потенциальной энергии.  

Например, в однородном поле силы тяжести  
mghhW =)(п                                          (4.32) 

осуществлена нормировка, при которой нулевое значение потенциаль-
ной энергии будет на высоте: h = 0,  т.е. Wп(0) = 0.  

Для упругой силы потенциальная энергия деформированной (рас-
тянутой или сжатой на величину х) пружины определяется соотноше-
нием 

2
)(

2

п
kxxW = .                                         (4.33) 

В данном случае осуществлена калибровка, в которой потенци-
альная энергия  пружины  при  нулевой  деформации (x = 0) равна ну-
лю, т.е. Wп(0) = 0. 

В гравитационном поле объекта массы М потенциальная энер-
гия частицы массы m, расположенной на расстоянии r от центра масс 
объекта, определяется соотношением 

r
mMGrW ⋅−=)(п .                                 (4.34) 

В данном случае осуществлена нормировка, при которой нуле-
вое значение потенциальной энергии принимается на расстоянии r = ∞, 
т.е. Wп(∞) = 0.  

Потенциальная энергия частицы в потенциальном поле – это со-
ставная часть общей механической энергии рассматриваемой системы. 
 Тот факт, что потенциальная энергия – функция только коорди-
нат, позволяет ввести наглядный метод графического отображения по-
тенциальной энергии. Например, для однородного поля силы тяжести 
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потенциальная энергия частицы зависит от h и, если этот параметр 
изменяется в зависимости от координаты оси ОХ (рис. 4.11, а),  то  
график зависимости Wп =f(x) (рис.4.11, б) повторяет своей конфигурацией  
график зависимости h = f(x). 

Область   пространства  между  координатами х1  и  х2  называется 
потенциальной ямой. Если частица находится в потенциальной яме  
(на рис 4.11,а обозначена символом m) и ее полная механическая энер-
гия меньше Wп1, то такая частица, с позиций классической механики,  
не может выйти за пределы пространственного интервала х1 ÷ х2. Для 
этой частицы, с позиций классической механики, область пространст-
ва вблизи точки х2 – потенциальный барьер, который непроницаем 
для нее. 
 

4.7. Связь консервативной силы и потенциальной энергии 
 

Рассмотрим элементарное перемещение dr материальной части-
цы в потенциальном поле и определим элементарную работу dA кон-
сервативной силы, действующей на эту частицу  

drF ⋅=
r

dA .                                           (4.35) 
Распишем скалярное произведение векторов, выразив эти векто-

ра через их проекции на оси декартовой системы координат 

.dzFdyFdxF

dzdydxFFF

zyx

zyxzzyyxx

++=

=⋅+⋅+⋅⋅++=⋅ )()( eeeeeedrF rrrrrrr

         (4.36) 

Элементарную работу силы можно также определить через убыль 
потенциальной энергии материальной частицы в потенциальном поле 

Рис. 4.11 

h 

X

Wп 

X x1 x2x1 x2 

Wп1 
m h1 

а) б) 

0 0 
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пdWdA −= .                                            (4.37) 
Поскольку потенциальная энергия является функцией только ко-

ординат, приращение потенциальной энергии можно определить че-
рез частные производные этой функции по координатам  

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂

∂+
∂

∂+
∂

∂= dz
z

Wdy
y

Wdx
x

WdW ппп
п ,                           (4.38) 

и на основании (4.35 – 4.38) можно записать 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂

∂+
∂

∂+
∂

∂−=++ dz
z

Wdy
y

Wdx
x

WdzFdyFdxF zyx
ппп  .            (4.39) 

Сопоставляя компоненты формулы (4.39) в правой и левой ее час-
тях, получим 

x
WFx ∂

∂−= п  ;         
y

WFy ∂
∂−= п   ;           

z
WFz ∂

∂−= п .               (4.40) 

Из (4.40)  для вектора силы получим соотношение 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂

∂
+

∂
∂

+
∂

∂
−= zyx z

W
y

W
x

W
eeeF rrrr

ппп  .                       (4.41) 

Величину, стоящую в скобках (4.41), называют градиентом  по-
тенциальной энергии и (4.41) можно записать в следующей символике 
                                       пп WW ∇−=−=

rr
gradF  ,                                 (4.42) 

где в (4.42) символом ∇
r
обозначен оператор  Гамильтона  или его 

еще называют символический вектор набла  

                                    ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂+

∂
∂+

∂
∂=∇ zyx zyx

eee rrrr
 .                                 (4.43) 

Градиент потенциальной энергии получается, если оператор на-
бла∇

r
 умножить на скаляр Wп. Гради-

ент потенциальной энергии – это 
вектор ,  который  направлен  по  
нормали  к поверхности одина-
кового уровня  (значения)  по-
тенциальной  энергии  в  сто-
рону  поверхности  более  высо-
кого  уровня .  В качестве примера 
на рис. 4.12 показаны пунктирными 
линиями уровни с одинаковым зна-
чением потенциальной энергии, причем 

Wп1 

Wп2 

Wп3 M 

grad Wп 

F 

Рис. 4.12 
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Wп1< Wп2 < Wп3. Для такого потенциального поля в точке М градиент 
потенциальной энергии  перпендикулярен в этом месте уровню энер-
гии Wп2 и направлен в сторону большего значения потенциальной 
энергии, т.е. в сторону уровня Wп3. Согласно уравнению (4.42) кон-
сервативная сила поля, действующая на материальную частицу в точ-
ке М, будет равна по величине градиенту потенциальной энергии и 
направлена в противоположную от него сторону. 
 

5. ЗАКОНЫ СОХРАНЕНИЯ 
 

5.1. Симметрия в физике и законы сохранения 
 
Симметрия (от греч. symmettria – соразмерность) законов отра-

жает важные свойства природы. Законы сохранения выделяются сре-
ди всех физических законов своей всеобщностью, т.е. высшей степе-
нью фундаментальности. Законы сохранения обусловлены фундамен-
тальными свойствами пространства и времени,  поэтому они универ-
сальны и всеобщи, поскольку пространство и время являются форма-
ми существования материи и не может быть материи вне пространст-
ва и времени. Своим происхождением законы сохранения обязаны свой-
ствам симметрии природы.  

Если законы, устанавливающие соотношение между величина-
ми, характеризующими физическую систему, не меняются при опре-
деленных операциях, которым может быть подвергнута система, то 
эти законы обладают симметрией относительно данных преобразова-
ний. Эти свойства выражаются в неизменности (в инвариантности) 
всех законов, при некоторых преобразованиях, которые называются 
преобразованиями фундаментальной симметрии. Законы физики сим-
метричны относительно перемещений в пространстве и во времени, 
симметричны  в  том  смысле , что не изменяются при перемеще-
ниях координат или начала отсчета времени. Отметим, что речь идет 
о свойствах законов, а не о свойствах предметов, для которых поня-
тие симметрия вошло в наше обыденное понимание. 

Физические законы симметричны относительно следующих пре-
образований: 

1) симметрия по отношению к переносу (сдвигу) системы, как 
целого в пространстве, рассматривается, как свойство однородности  
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пространства . Из этого следует, что все точки физического про-
странства эквивалентны. Эквивалентность означает, что явление, про-
исшедшее в одной области пространства, повторится без изменений, 
если будет вызвано в других частях пространства. При этом необхо-
димо в новом месте повторить всю совокупность факторов, которая 
была в первом месте; 

2) симметрия по отношению к повороту системы, как целого в 
пространстве, или свойство изотропности  пространства , есть 
физическая эквивалентность разных направлений в пространстве. Она 
(симметрия к повороту) означает, что работа установки после поворо-
та в пространстве будет протекать точно так же, как и до поворота. 
При этом условия протекания эксперимента в  обоих случаях должны 
быть одинаковыми. Работа телевизора не изменится, после того как 
его повернуть экраном в другую сторону; 

3) симметрия по отношению к сдвигу начала отсчета времени, 
или свойство однородности  времени , проявляется в физической 
эквивалентности разных его моментов. Разные моменты времени эк-
виваленты в том смысле, что любой физический эксперимент проте-
кает одинаковым образом независимо от того, когда он начался. При 
этом условия протекания эксперимента в будущем должны быть та-
кими же, как в прошлом; 

4) симметрия по отношению к переходу от состояния покоя к 
состоянию равномерного  и прямолинейного движения заключается в 
эквивалентности  всех  инерциальных  систем  отсчета . В 
любой системе  все происходит независимо от того, покоится система 
или движется равномерно и прямолинейно. 

Вывод, вытекающий из положений квантовой механики, гласит: 
каждому преобразованию фундаментальной  симметрии  со-
ответствует  закон  сохранения  определенной  физической  
величины .  Указанная связь законов сохранения с фундаментальной 
симметрией существует и в классической механике, поскольку клас-
сическая механика – предельный случай квантовой. Законы сохране-
ния играют важную роль и за пределами механики. Сохраняющиеся 
физические величины являются фундаментальными, а их законы со-
хранения – фундаментальными законами физики. 
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5.2. Закон сохранения импульса 
 

Однородность  пространства ,  т .е .  симметрия  по  от-
ношению  к  преобразованию  сдвига ,  приводит  к  закону  со-
хранения  импульса .  

Выведем этот закон, не акцентируя вначале наше внимание на 
симметрию сдвига. Для этого рассмотрим изолированную систему, т.е. 
такую систему, на которую не действуют внешние силы. Уравнение 
движения системы запишем в виде  

dt
pdF
rr

=    .                                            (5.1) 

Поскольку система изолирована 0=F
r

, то (5.1) запишем в виде   

dt
pdr=0 .  

Из чего следует   
const=pr .                                             (5.2) 

Таким образом, можно сформулировать закон сохранения им-
пульса –  импульс  изолированной  системы  остается  посто-
янным .    

Рассмотрим теперь закон сохранения импульса с позиций одно-
родности пространства. Ограничимся исследованием изолированной 
системы, состоящей из двух частиц массами m1 и m2, расположенны-
ми в точках с координатами х1 и х2  (рис.5.1).  

m1 m2

x1 x2 x2 + x0x1 + x0

X

x0

x0

0

F12 F21 F12 F21

x = x2 - x1

 
Рис. 5.1 

 
В системе материальных частиц действуют внутренние силы F12 

и F21, которые являются результатом взаимодействий (гравитацион-
ного или кулоновского). Потенциальная энергия этих взаимодействий 
не изменяется при перемещении каждой частицы системы на одну и 
ту же величину х0, т.е. 

)()( 020121 xx,xxWx,xW ++= .                              (5.3) 
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Равенство (5.3) возможно только в том случае, когда потенци-
альная энергия взаимодействия зависит не от двух переменных х1 и х2 
порознь, а только от их разности  x = х2 – х1 . Поэтому, если осущест-
вить сдвиг  всей системы в пространстве на величину х0, то потенци-
альная энергия системы точек не изменится, поскольку расстояние 
между точками останется тем же, и в этом случае потенциальную 
энергию системы материальных частиц можно представить в виде 

)()(),( 1221 xWxxWxxW =−= .                               (5.4) 
Используя условие (5.4), выразим силы, действующие в системе 

на каждую частицу, применяя соотношение, связывающее силу и энергию  

)( zyx z
W

y
W

x
W eeeF rrrr

∂
∂+

∂
∂+

∂
∂−= .                              (5.5) 

В нашем случае действующие силы лежат на оси ОХ, поэтому 
уравнение (5.5), можно рассматривать только в проекциях на ось ОХ.  
Для материальной частицы m1 имеем 

x
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x
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12
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21
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Для материальной частицы m2 имеем 
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2
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∂
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∂
∂−=

∂
∂−=          (5.7) 

Из уравнений (5.6)  и (5.7) следует, что для изолированной сис-
темы выполняется равенство xx FF )()( 2112 −= . Мы получили не что иное, 
как третий закон Ньютона – две материальные точки действуют друг 
на друга с силами, которые численно равны и направлены в противо-
положные стороны вдоль прямой, соединяющей эти точки. Эта инфор-
мация не в явном виде присутствовала при выводе закона (5.3). 

Запишем теперь уравнение движения для каждой материальной 
частицы системы 

dt
d 1

12
pF
rr

=              и            
dt

d 2
21

pF
rr

= .                      (5.8) 

Складывая левые и правые части уравнений системы (5.8), полу-
чим 

dt
d

dt
d

dt
d

dt
d pppppFF

r
rr

rrrr
=+=+=+ )( 21

21
2112  .                  (5.9) 

Поскольку 021 =+ F12F
r

, то из уравнения (5.9) следует, что 
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0=+ )( 21 pp rr

dt
d  или      const21 =+= )( ppp rrr .                (5.10) 

Из (5.10) следует, что внутри системы материальных частиц изо-
лированной системы, импульсы отдельных частиц могут изменяться, 
но при этом импульс всей системы в целом остается постоянным. 
Уравнение (5.10) – повторение полученного выше уравнения (5.2). 

Раньше физическая величина импульс называлась количество  
движения .  Само понятие количество движения было введено Декар-
том, им же был сформулирован принцип сохранения или неизменно-
сти количества движения тел Вселенной. Количество движения любо-
го тела изолированной системы не может измениться без того, чтобы 
не изменить на такую же величину количество движения остальных 
тел системы. 

Закон сохранения импульса выполняется также для системы, ко-
торая не является изолированной, но для которой сумма всех внеш-
них сил, действующих на систему, равна нулю. Такая система мате-
риальных частиц называется замкнутой. 

В некоторых случаях система является незамкнутой, но проек-
ция внешней силы на некоторое направление в течение рассматри-
ваемого промежутка времени может оказаться равной нулю. В этом 
случае проекция импульса на данное направление остается постоян-
ной величиной. Так например, рассмотрим опыт, в котором тело бро-
шено со скоростью v под углом α к горизонту (рис. 5.2). При малых 

высотах полета мож-
но считать, что те-
ло движется в од-
нородном потенци-
альном поле силы 
тяжести mg, про-
екция которой на 
ось ОХ равна ну-
лю во всех точках 
полетной траекто-
рии. Силой сопро-
тивления воздуш-

ных масс можно пренебречь, и тогда  проекция импульса тела на ось 
ОХ остается постоянной в течение всего времени его движения и рав-

Рис. 5.2 

v

Y

X

α

mg

0
px

X

mvcosα

0
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ной px = mv·cosα = const.  При этом величина импульса движущегося 
тела и его проекция на ось ОY меняются в течение всего времени по-
лета. 
 

5.3. Закон сохранения  момента импульса 
 

Подобно  законам сохранения энергии и импульса, закон сохра-
нения момента импульса  относится к  числу самых фундаментальных 
физических законов и выходит за рамки классической механики. Этот 
закон вытекает из  свойств симметрии природы – ее изотропности.  
Изотропность  пространства ,  т .е .  симметрия  по  отноше-
нию  к  преобразованию  поворота  системы  в  целом ,  приво-
дит  к  закону  сохранения  момента  импульса .  

Рассмотрим изолированную систему, т.е. такую систему, на ко-
торую не действуют внешние силы. Из изотропности пространства 
можно показать, что до поворота системы и после ее поворота как це-
лого, силы взаимодействия между частицами этой системы (т.е. внут-
ренние силы) остаются равными по величине, противоположными по 
направлению и направлены по линиям, соединяющим частицы. Сле-
довательно, сумма моментов всех внутренних сил равна нулю. В этом 

случае из уравнения динамики вращательного движения 
dt
LdM
r

r
= , по-

скольку 0=M
r

, следует, что 
dt

0 Ld
r

=  и момент импульса системы 

const=L
r

.                                           (5.11) 
Таким образом, можно сформулировать закон сохранения  момента 
импульса –  момент  импульс  изолированной  системы  оста -
ется  постоянным .  

Закон сохранения момента импульса выполняется также для сис-
темы, которая не является изолированной, но для которой сумма мо-
ментов всех внешних сил, действующих на систему, равна нулю. Та-
кая система материальных частиц называется замкнутой.                                         

В ряде случаев система является незамкнутой, но проекция мо-
ментов внешних сил на некоторое направление в течение рассматри-
ваемого промежутка времени может оказаться равной нулю (Mz=0). В 
этом случае проекция момента импульса на данное направление ос-
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тается постоянной величи-
ной Lz= const . Например, в 
опыте со скамьей Жуков-
ского, на которой стоит че-
ловек и вращается со ско-
ростью ω1 (рис.5.3, а). По-
сле смены человеком поло-
жения рук (рис.5.3, б) мо-
мент инерции человека умень-
шился, и в соответствии с 
законом сохранения момента 
импульса, угловая скорость 

человека возрастет и станет ω2 . 
 

5.4. Закон  сохранения  энергии 
 

Закон сохранения энергии утверждает, что существует некото-
рая величина – энергия, которая не меняется в изолированной системе 
ни при каких превращениях, происходящих в ней.  Это не описание 
механизмов каких-то конкретных явлений, происходящих в системе, а 
утверждение того, что существует некоторое числовое значение, свой-
ственное системе, которое не изменяется ни при каких обстоятельст-
вах.  

Аналитическую форму закона сохранения энергии для изолиро-
ванной механической системы, в которой действуют только консерва-
тивные силы,  можно представить в следующем виде: 

constпк =+= WWW  или  0Δ =W ,                      (5.12) 
где W – полная механическая энергия системы, ΔW – изменение пол-
ной механической энергии; Wк – кинетическая энергия системы;  Wп – 
потенциальная энергия системы. 

Для изолированной системы, в которой, наряду с консерватив-
ными силами, действуют и диссипативные силы, полная механиче-
ская энергия будет уменьшаться, и это уменьшение обусловлено пре-
образованием части механической энергии в иные виды энергии, на-
пример, в теплоту Q в результате работы диссипативных сил Ад, 

 QWW += 21 ,  или   0<ΔW .                            (5.13) 

a) б) 

Рис. 5.3 

ω1 ω2 
ω1  < ω2 
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Закон сохранения энергии – это один из наиболее фундаменталь-
ных законов природы. Исключений из этого закона не существует.  В 
истории физики были ситуации, при которых,  казалось бы, «выявля-
лось нарушение» закона. Например, в экспериментах по β-распаду 
измерения показали, что энергия частиц, участвующих в превраще-
нии атомных ядер, не сохраняется. В 1930 г. швейцарский физик 
Вольфганг Паули высказал гипотезу, согласно которой при  β-распаде 
наряду с электроном рождается новая электрически нейтральная час-
тица с большой проникающей способностью, поэтому ее трудно об-
наружить в эксперименте. В 1932 г. итальянский ученый Энрико Фер-
ми предложил эту частицу назвать нейтрино. Впоследствии (1953 – 
1956 гг.) прямыми опытами было доказано существование такой час-
тицы. 

 
6. ЭЛЕМЕНТЫ СПЕЦИАЛЬНОЙ ТЕОРИИ  

ОТНОСИТЕЛЬНОСТИ 
 

6.1. Основы специальной теории относительности.  
Роль скорости света в становлении теории относительности.  

Принцип относительности 
 

Основы специальной теории относительности  (частной теории 
относительности) были сформулированы А.Эйнштейном∗, а также  со-
держатся в  трудах Х.А. Лоренца и А. Пуанкаре. В специальной тео-
рии относительности (СТО) рассматриваются пространственно-временные 
соотношения, законы кинематики и динамики движений с околосве-
товыми (релятивистскими) скоростями. (Релятивистский от лат. rela-
tivus – относительный).   

В отличие от классической механики, где явления можно на-
блюдать, даже, как говорится, «пощупать», в рассмотрении специаль-
ной теории относительности и вытекающих из нее следствий возни-
кают психологические барьеры, поскольку воспроизвести условия, 
при которых движение осуществляется с релятивистской скоростью, 
невозможно или крайне сложно и при этом исчезает эффект нагляд-
                                                 
∗ В 1905 г. в журнале «Annalen der Physik» (т.17) Эйнштейн опубликовал статью  
«К электродинамике движущихся сред», в которой содержатся основы специ-
альной теории относительности. 
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ности. Кроме того, при движении с релятивистской скоростью  физи-
ческие величины, будучи инвариантами в задачах классической 
нерелятивистской механики, перестают быть таковыми.  Например, 
зависимость массы тела от скорости его движения привела к ради-
кальному изменению в физических воззрениях и отходу от привыч-
ных представлений, от «явного для нас» ко все более «неявному для 
нас», новому и непривычному. 
 
Роль скорости света в становлении теории относительности 

 
Попытки познать свойства света предпринимались на разных 

этапах развития цивилизации и, в частности, трактовались как рас-
пространение с некоторой скоростью волны или потока частиц от ис-
точника в окружающее пространство. Определение скорости распро-
странения света было важной задачей познания свойств природы и 
впервые скорость света была определена датским ученым О.Ремером 
в 1676 г. в наблюдениях за движением спутника Юпитера и оценка 
этой величины соответствовала 2,143⋅108 м/с.  

Распространение света как волны привело к необходимости вве-
дения некоторой всепроникающей воображаемой среды – эфира, за-
полняющего все пространство. Такой подход был обусловлен анало-
гией со звуковыми волнами, для распространения которых необходи-
ма среда. Поскольку скорость света относительно неподвижного эфи-
ра постоянна, то относительно тел, движущихся в эфире, она должна 
быть переменной и зависеть от скорости движения тела. Попытки об-
наружить эфир путем определения абсолютной  скорости  Земли 
относительно эфира  были  предприняты  А. Майкельсоном и Э. Мор-
ли. Результаты были опубликованы ими в статье «Об относительном 
движении Земли и светоносного эфира» в 1887 г.  Идея опыта состоя-
ла в сравнении прохождения светом двух путей, один из которых 
совпадал с направлением движения Земли в эфире, а другой перпен-
дикулярен ему. Для осуществления такого эксперимента Майкельсон 
сконструировал интерферометр, получивший впоследствии его имя. 
Эксперименты Майкельсона – Морли и, проведенные впоследствии 
другими учеными, показали, что скорость распространения света во 
всех направлениях одинакова и не зависит от движения тела, что про-
тиворечило преобразованиям Галилея. Эти и другие исследования по-
казали, что гипотеза о существовании эфира является несостоятельной.  
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Работы Дж. Максвелла в области электродинамики показали, что 
для распространения электромагнитной волны не нужна никакая сре-
да. Из уравнений Максвелла следовало, что электромагнитные волны 
в вакууме распространяются со скоростью 

ooμε
1c = . Причем, урав-

нения Максвелла не были инвариантами преобразований Галилея. За-
тем было показано, что свет – это электромагнитная волна.  

Таким образом, результаты исследований различных ученых при-
вели А.Эйнштейна к пониманию, что скорость света в вакууме – это 
фундаментальная характеристика.  

В основе специальной теории относительности лежат два основ-
ных принципа, принимаемых в качестве исходных постулатов, – прин-
цип относительности и  постулат постоянства скорости света. 
 

Принцип относительности 
 

Принцип относительности является обобщением механического 
принципа относительности Галилея на любые физические процессы.  
Этот постулат, называемый принципом относительности, или реляти-
вистским принципом относительности Эйнштейна, гласит: в  любых  
инерциальных  системах  отсчета  все  физические  явления  
при  одних  и  тех  же  условиях  протекают  одинаково .  Иначе 
говоря, принцип относительности утверждает, что физические зако-
ны, уравнения, выражающие эти законы, имеют одинаковую форму 
во всех инерциальных системах отсчета. Следовательно, на основе 
любых физических экспериментов, проведенных в замкнутой системе 
тел, нельзя установить, покоится эта система или движется равномер-
но и прямолинейно (относительно какой-либо инерциальной системы 
отсчета). Основываясь на физических экспериментах, нельзя выбрать 
из множества инерциальных систем отсчета главную (абсолютную) 
систему отсчета, обладающую какими-либо качественными отличия-
ми от других инерциальных систем отсчета. Областью применения 
принципа относительности является вся физика, включая и квантовую 
физику. Принцип относительности – закон такой же абсолютной зна-
чимости, как и законы сохранения.   
 

Постулат постоянства скорости света 
Постулат постоянства скорости света выражает принцип инва-

риантности скорости света: скорость  света  в  вакууме  не  зави-
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сит  от  движения  источника  света . Скорость света одинакова 
во всех направлениях и во всех инерциальных системах отсчета и яв-
ляется одной из важнейших физических постоянных. Опыты показы-
вают, что скорость света в вакууме – предельная скорость передачи 
информации в природе. Наблюдения за природными явлениями и 
специально поставленные эксперименты показывают, что не сущест-
вует в природе объектов, частиц, тел, скорость которых превышала 
бы скорость света в вакууме. 
 

6.2. Преобразования  Лоренца 
 

Факты, подтверждающие ограниченность применения 
 преобразований Галилея 

Постоянство скорости света находится в противоречии с форму-
лой сложения скоростей, вытекающей из преобразований Галилея. 
На основании этого можно сказать, что преобразования Галилея про-
тиворечат экспериментальному факту постоянства скорости света. 
Следовательно, можно предположить, что преобразования Галилея име-
ют ограниченную область применения. 

Уравнения Максвелла сводят воедино электричество, магне-
тизм, свет. Если уравнения Максвелла переписать для другой инерци-
альной системы отсчета, используя преобразования координат Гали-
лея, то их вид изменится. В данном случае можно высказать гипотезу 
о том, что уравнения Максвелла не подчиняются принципу относи-
тельности Галилея (см. п.2.8). Были сделаны попытки видоизменить 
эти уравнения и подогнать к такому виду, чтобы они удовлетворяли 
принципу относительности в галилеевой форме. От этого в уравнени-
ях электродинамики появлялись новые члены, предсказывающие не-
известные электрические явления, которые экспериментально не 
подтверждались. Постепенно от попыток подогнать уравнения Мак-
свелла пришлось отказаться, так как становилось ясно, что они верны, 
а причина несоответствия в чем-то другом. Между тем, Х.Лоренц за-
метил, что если  изменить преобразования Галилея, представив их в 
другой форме, то вид уравнений Максвелла не меняется при их запи-
си в разных инерциальных системах отсчета. Таким образом, стало 
очевидным, что необходимо найти такие преобразования координат и 
времени, которые соответствовали бы  всем известным науке случа-
ям, и такую задачу решил Лоренц. 
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Преобразования Лоренца 
 Рассмотрим две инерциальные системы отсчета К и К′ (рис.6.1). 
Система К′ движется со скоростью v  относительно системы К вдоль 
совпадающих по направлению осей 0Х и 0Х′. Будем считать, что в 
момент времени t = t′ = 0 начала координат совпадали, т.е находились 
в одной точке пространства (для этого мысленно совместим фрагмен-
ты а) и б) рис. 6.1 так, чтобы точки 0 и 0′ совместились).  

K - система

Y

X

Z

0

(c
t)

2

y

x
z

а)                     

(c
t')

2

y'

x'
z'

K' - система

X'

Z'

0'

Y'

v= const
б) 

Рис. 6.1 
 
Допустим, что в момент времени  t = t′ = 0 в точке 0 (в точке 0′) 

произошла световая вспышка. Точки пространства, до которых дой-
дет свет в момент времени t > 0, находятся на радиусе световой сферы 
сt и эти точки связаны с соответствующими проекциями координат 
системы К соотношением   

22222 c tzyx =++  .                                    (6.1) 
Точки пространства, до которых дойдет свет в момент времени 

t′, находятся на радиусе световой сферы сt′ и эти точки связаны с со-
ответствующими проекциями координат системы  К′ соотношением   

22222 c tzyx ′=′+′+′  .                                   (6.2) 
Уравнения  (6.1) и (6.2) следуют из постулата Эйнштейна посто-

янства скорости света. 
 Поскольку пространство однородно и изотропно, а время одно-
родно, то между координатами и временем каждой ИСО должна иметь 
место линейная связь. При этом условии между координатами систе-
мы К′ и К в момент времени t возможна такая связь 

vt)(xx −=′ γ ,                                             (6.3) 
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где γ – некоторый коэффициент, который при v << c должен равнять-
ся единице (согласно преобразованиям Галилея). 

Другие координаты  систем связаны соотношением  
 y′ = y;         z′ =  z .                                      (6.4) 

Время t′ в системе К′ будет линейно связано с координатами и 
временем системы К и эту связь можно представить в виде 

bxatt +=′  ,                                            (6.5) 
где а и b – некоторые коэффициенты, которые при v << c должны удов-
летворять условию: а → 1, b → 0 (согласно преобразованиям Галилея). 

Подставим (6.3), (6.4) и (6.5) в (6.2) и получим уравнение 
222222 )()(γ bxatzyvtx +=++− c .                          (6.6) 

Раскроем скобки в (6.6) и преобразуем полученное выражение, 
выделяя отдельно координатные и временные слагаемые 

2xtabvtvazyxb )c()(c)c( 2222222222222 ++−=++− γγγ .       (6.7) 
В уравнении (6.7) представлена связь между координатами и време-

нем системы К, и в этом уравнении коэффициенты γ, а и b должны 
быть такими, чтобы уравнение (6.7) соответствовало уравнению (6.1). 
Поэтому члены уравнения (6.7) должны удовлетворять следующим 
условиям: 

1c 222 =− bγ  ,                                          (6.8) 
22222 cc =− va γ  ,                                       (6.9) 

0c22 =+ abvγ .                                        (6.10) 

Выразим  из (6.10)  
a
vb 2

2

c
γ−=    и подставим в (6.8):  

1
c

c 24

24
22 =γ⋅−γ

a
v   или  2224222 cc ava =γ−γ               (6.11) 

Выразим из (6.9)     γ2v2  = с2a 2 – c2    и подставим в (6.11):  
222222 γγ accc2 =+− aca 222 γ                               (6.12) 

Из уравнения (6.12) следует, что 
2γ a=2   .                                      (6.13) 

Подставив (6.13) в (6.9),  получим 

22

2
2

c
c

v−
=γ    или   

2

2
1

1γ

c
v−

=  .                         (6.14) 
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С учетом (6.13)  

2c
vb γ−=  .                                             (6.15) 

Полученные выражения для коэффициентов γ, а и b,  после под-
становки их значений  в (6.3) и  (6.5), позволяют записать прямые пре-
образования Лоренца:  

2

2

c
1 v

vtxx
−

−=′ ;         zzy;y =′=′ ;          

2

2

c
1

c
v

vt
t

−

−
=′

2
x

 .         (6.16) 

Уравнения (6.16) можно разрешить относительно параметров К-
системы, для этого из первого уравнения (6.16) выразим  координату 
х через параметры К′-системы 

vtv-xx +⋅′= 2

2

c
1 ,                                    (6.17) 

а из четвертого  уравнения (6.16) выразим время t через параметры 
К′-системы 

22

2

cc
1 xvv-tt +⋅′=  .                                    (6.18) 

После подстановки (6.18) в (6.17)  и (6.17) в (6.18) и учитывая 
(6.4), получим обратные преобразования Лоренца 

2

2
1

c

txx
v
v

−

′+′
= ;        zz;yy ′=′= ;           

2

2

c
1

c
v

vt
t

−

′
+′

=
2

x

  .      (6.19) 

 
Преобразования (6.16) и (6.19) были получены Лоренцем в тео-

рии электромагнитных явлений, и они имеют универсальный харак-
тер.  Эти преобразования справедливы для любых скоростей движе-
ния. Из преобразований  Лоренца следует, что скорость движения ма-
териальных объектов не может равняться или превышать скорость 
света. При подстановке v = c знаменатели формул (6.16) и (6.19) об-
ращаются в ноль, а при подстановке v > c подкоренные выражения 
преобразований становятся отрицательными.   
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При малых скоростях движения v <<c коэффициент γ ≈ 1 и в 
числителе четвертой формулы системы уравнений (6.16) и (6.19) сла-
гаемое с x′ и x являются бесконечно малыми величинами. Поэтому 
преобразования Лоренца переходят в преобразования Галилея, кото-
рые описывают связь между картинами различных наблюдателей, из-
вестную из повседневного опыта: размеры объектов, их масса и дли-
тельность процессов одинаковы для всех наблюдателей, находящихся 
в инерциальных системах отсчета.  

Универсальность преобразований Лоренца подтверждена их со-
гласованием с многочисленными экспериментальными исследования-
ми, в которых объяснение полученных результатов и наблюдаемых 
эффектов строится на основе именно этих преобразований. 
 

6.3. Следствия из преобразований Лоренца. 
Относительная одновременность, замедление времени  

и  сокращение длины 
 

Анализ преобразований Лоренца позволяет получить ряд важных 
следствий, вытекающих из связи пространства и времени∗. Обозначим 
общий методологический подход к выводу некоторых следствий пре-
образований Лоренца. 

Поскольку преобразования Лоренца линейные, следовательно, 
уравнения в приращениях переменных величин, входящих в преобра-
зования, также справедливы. Запишем преобразования Лоренца в при-
ращениях переменных величин для прямых преобразований 
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tΔΔ
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vxx
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Δ⋅−=′  ;     yy ΔΔ =′ ;     zz ΔΔ =′  ;        
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             (6.20) 

 
и для обратных преобразований 

2

2

c
1

tΔΔ
v

vxx
−

′Δ⋅+′= ;      yy ′= ΔΔ  ;     zz ′= ΔΔ  ;         

2

2

c
1

c
tΔ

Δt
v

v

−

′Δ+′
=

2
x

.      (6.21) 

                                                 
∗ Об экспериментах, подтверждающих эти следствия, см.: Механика: учеб. для 
студентов вузов / В.А. Алешкевич [и др.]. – М. : Академия, 2004. – С. 132 – 191. 
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Будем считать, что в инерциальных системах К и К′  (рис. 6.2 – 
6.4) находятся по наблюдателю, которые измеряют различные физи-
ческие характеристики предметов, протекающих явлений или дли-
тельность событий с помощью инструментов, которыми они распола-
гают. Не вдаваясь в методологию измерений физических величин, бу-
дем считать, что оба исследователя могут выполнить измерения с пре-
дельно возможной точностью, используя самые совершенные  методы 
и приборы. 
 

Относительная одновременность 
 

Рассмотрим явление, в котором два события произошли одно-
временно в К′- системе в точках, находящихся на расстоянии Δх′. На-
пример, в точках с координатами х′1 и х′2 одновременно вспыхнули 
электрические лампочки (см. рис. 6.2). 
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Рис. 6.2 

 
Для этого явления сдвиг по времени  начала  протекания обоих 

событий в К′-системе равен нулю, т.е. Δt′ = 0, поскольку лампочки 
вспыхнули одновременно. Рассмотрим, как связано начало обоих со-
бытий в К-системе. Для  К-системы в четвертое уравнение (6.21) под-
ставим Δt′ = 0 

2

2

c
1

cΔ
v

v

−

′Δ

=
2

x

t .                                        (6.22) 

Из (6.22) следует, что события, одновременные в разных точках 
пространства К′ -системы, будут не одновременными в К-системе, т.е. 
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Δt ≠ 0. Аналогично события одновременные в К-системе, будут не  
одновременными в К′-системе. Таким образом, одновременность  
относительна  для разных инерциальных систем отсчета. 
 

Замедление времени 
 

Рассмотрим два события, которые произошли в точке М (см. рис. 6.3) 
К′-системы последовательно в моменты времени t′1  и  t′2. Например, 
t′1 соответствует моменту времени, когда в точке М включилась элек-
трическая лампочка, t′2 – когда лампочка выключилась. Моменты вре-
мени включения и выключения можно измерить по часам К′- систе-
мы, и эти часы измеряют собственное  время  в точке М.  Коорди-
ната точки М на оси 0′Х′ соответствует х′1. Наблюдатель по часам 
этой системы измерил длительность интервала времени между нача-
лами двух событий 12o Δ ttt ′−′=′=τ .   
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Рис. 6.3 

 
Наблюдатель, находящийся в К-системе, тоже увидел эти собы-

тия и по часам, расположенным в своей системе, измерил длитель-
ность интервала времени между этими событиями 12Δ ttt −==τ . Срав-
ним интервалы времени, измеренные разными наблюдателями, вос-
пользовавшись преобразованиями Лоренца для приращений перемен-
ных. Для этого в четвертое уравнение (6.21) подставим 0Δ 11 =′−′=′ xxx , 
поскольку в К′- системе произошли оба события в точке М, неподвиж-
ной  в этой системе 
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2
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1

ΔΔ
v

tt
−

′
=    или      

2

2
o

c
1 v−

τ=τ  .                           (6.23) 

Из (6.23) следует, что интервал времени τо в 2
2

c
1 v−  раз мень-

ше интервала времени  τ,  как будто в К-системе ход часов медленнее.  
Отметим, что обнаруженные эффекты, как следствия преобразо-

ваний Лоренца, получили экспериментальное подтверждение в раз-
личных опытах и в частности в опытах на ускорителях элементарных 
частиц. Характерное для СТО явление замедления времени наблюда-
ется при распадах нестабильных элементарных частиц космических 
лучей или получаемых на ускорителях  высоких энергий. Такие час-
тицы движутся со скоростями близкими к скорости света и с точки 
зрения наблюдателя на Земле их время жизни от рождения до распа-
да, а, следовательно, и расстояния, пролетаемые этими частицами,  
увеличиваются в тысячи и десятки тысяч раз.  

 
Сокращение длины движущихся объектов 

 
Рассмотрим  объект в виде рейки, который расположен в систе-

ме К′ и  движется вместе с этой системой с постоянной скоростью v   
относительно системы  координат К (см. рис.6.4). Наблюдатель, нахо-
дящийся в системе К′, измеряя координаты х′1 левого и х′2 правого 
краев рейки, определит длину рейки  как xxxl ′=′−′= Δ12o . Поскольку в 
этой системе рейка относительно наблюдателя неподвижна, в приня-
той терминологии будем считать, что наблюдатель измерил  собст-
венную  длину  рейки. 
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Рис. 6.4 
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Наблюдателю в системе К, относительно которого рейка движет-
ся со скоростью v,  необходимо измерить одновременно координаты 
х1 и х2, чтобы определить длину рейки xxxl Δ12 =−= . На основе этих 
данных можно получить соотношение между l и lо, воспользовавшись  
первым уравнением  в (6.20) и имея в виду, что Δt=0  (координаты х1 и 
х2  измерены наблюдателем одновременно): 

2
2

2
2

c
1

Δ

c
1

ΔΔ
v
x

v
tvxx

−
=

−

Δ⋅−=′   .                         (6.24) 

Заменяя в (6.24) приращения координат на соответствующие дли-
ны, получим 

2
2

o c
1 vll −=  .                                      (6.25) 

Из (6.25) следует, что длина рейки в направлении, совпадающем 
с направлением скорости движения рейки (продольный размер тела), 
для наблюдателя, относительно которого рейка движется, будет  в 

2
2

c
1 v−  раз меньше, чем собственная длина рейки.  Или, иными сло-

вами, размеры подвижных тел сокращаются в направлении движения 
тела.  Отметим, что линейные размеры тела в направлении, перпенди-
кулярном скорости движения, совпадают с соответствующими разме-
рами покоящегося тела. 
 

6.4. Преобразование скоростей (сложение скоростей) 
 

Рассмотрим две инерциальные системы отсчета К и К′ (рис.6.5), 
в которых находятся наблюдатели, определяющие скорость частицы, 
расположенной в точке М. В К′-системе  частица движется со скоро-

стью 
td

d
′
′

=′ ru
r

r , где r′ – радиус-вектор точки М в К′-системе. Проекции 

этой скорости на оси координат К′-системы соответственно:  

td
xdux ′

′
=′  ;                     

td
ydu y ′
′

=′ ;                       
td
zduz ′
′

=′ .          (6.26) 

Какая скорость этой частицы будет в К-системе?   
Из уравнений кинематики её следует определить так: 

dt
dru
r

r = .                                                 (6.27) 
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Рис. 6.5 

 
Проекции скорости  иr  на оси координат К-системы  соответствен-

но:  

dt
dxux =  ;   

dt
dyuy = ;    

dt
dzuz = .                           (6.28) 

Из преобразований Лоренца следует связь между дифференциа-
лами переменных величин различных систем отсчета (см. формулы 
6.20 и 6.21).  

Для дифференциалов приращений прямых преобразований Ло-
ренца 

)dtvdxxd ⋅−γ=′ (  ;      dyyd =′ ;       dzzd =′  ;      v)dx(dttd 2c
−γ=′ .         (6.29) 

Для дифференциалов приращений обратных преобразований Ло-
ренца 

)tdvxddx ′⋅+′γ= (  ;     yddy ′= ;      zddz ′=  ;     v)xdtddt 2c
′

+′γ= ( ,        (6.30) 

где  коэффициент 
22 c1

1
v−

=γ . 

Запишем формулы для проекций скорости точки М на оси коор-
динат К′-системы, выраженные через соответствующие проекции ско-
рости точки М в К-системе. Для этого подставим уравнения системы 
(6.29) в уравнения системы (6.26):  

1. Для проекции скорости на ось 0′Х′ имеем 

222 c
)

c
(1

)(

)
c

(

)(
vu1

vu

dt
dxvdt

v
dt
dxdt

dxvdt

vdtdx
td
xdu

x

x
x

−

−=
⋅−

−
=

−γ

−γ=
′
′

=′ .              (6.31) 
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2. Для проекций скорости на оси 0′Y′ и 0′Z′ имеем 
 

)()()( 222 c
1

c
1

1

c
x

y
y vu

u

dt
dxvdt

dy

dxvdt

dy
td
ydu

−γ
=

⋅−γ
⋅=

−γ
=

′
′

=′ ;         (6.32) 
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zdu

x

z
z vvv −γ

=
⋅−γ

⋅=
−γ

=
′
′

=′ .            (6.33) 

Для вывода формул, связывающих проекции скорости точки М 
системы К с проекциями скорости точки М в системе К′, воспользу-
емся методом, показанным выше, только уравнения системы (6.30)  
подставим в  уравнения системы (6.28) и в итоге получим. 

3. Для проекции скорости точки М на ось 0Х  имеем 

2c
1 vu

vuu
x

x
x ′

+

+′
==   .                                        (6.34) 

 
4. Для проекций скорости точки М на оси 0Y и  0Z имеем  

)( 2c
1 x

y
y uv

u
u ′⋅+γ

′
= ;               

)( 2c
1 x

z
z uv

uu ′⋅+γ

′
= .                (6.35) 

Информация о проекции скорости точки М в К-системе, позво-
ляет найти модуль скорости этой точки 

2
z

222 uuuu yx ++=  .                                   (6.36) 
Отметим, что полученные соотношения дают преобразования 

скоростей, которые принципиально отличаются от сложения скоро-
стей при галилеевом преобразовании. При скорости v << c формулы 
(6.31 – 6.35) переходят в соответствующие формулы преобразования 
скоростей  Ньютоновой механики, а именно: 

vuu xx +′= ;        vuu xx −=′ ;            yy uu ′= ;             zz uu ′= . 
Отметим, что классическое сложение скоростей, основанное на 

преобразованиях Галилея, не выполняется для скорости света. Так, 
например, если в К′- системе скорость u′x = c, то в К-системе эта ско-
рость по (6.34) также равна с: 
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что и следует из основных положений теории относительности. 
 

6.5. Релятивистский импульс 
 

Если исходить из определения импульса, данного Ньютоном: 
vp rr m= ,                                             (6.38) 

где m – масса частицы, и полагать, что она постоянная величина, то 
можно показать, что при релятивистских скоростях движения группы 
частиц закон сохранения импульса этой группы не выполняется  при 
рассмотрении этой группы частиц из разных ИСО. Следовательно, при 
релятивистских скоростях движения импульс должен вычисляться 
иначе, чем в Ньютоновой механике. 

При определении импульса частицы массой m (это масса непод-
вижной частицы или масса покоя), движущейся со скоростью vr , по 
формуле  

,
2c1 2v

m
−

= vp
r

r                                       (6.39) 

закон сохранения импульса выполняется при переходе из одной ИСО 
в другую. Множитель, стоящий в формуле (6.39) перед скоростью, 
можно отождествлять с массой частицы, которая движется относи-
тельно наблюдателя со скоростью v  и многие физики называют эту 
массу релятивистской:  

.
2c1 2v

mm
−

=r                                       (6.40) 

Поправка к массе покоя в формулах (6.39) и (6.40) становится 
заметной при скоростях движения, близких к скорости света. В таб-
лице представлено отношение релятивисткой массы к массе покоя 
частицы в зависимости от скорости ее движения 

  

c
v  0,1 0,5 0,8 0,9 0,96 0,99 0,999 0,9999 0,99999 

m
mr

 

1,005 1,155 1,667 2,29 3,57 7,089 22,36 70,88 223,606 
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Как видно из таблицы, в широком интервале скоростей v , мень-
ших скорости света, это отношение незначительно отличается от еди-
ницы. Лишь при скоростях, сравнимых со скоростью света, заметно 
проявляется релятивистское возрастание массы тела.  

Опыты на ускорителях, в которых скорость частицы приближа-
лась по величине к скорости света, подтвердили зависимость реляти-
вистской массы частицы от скорости ее движения. 
 Обсудим, какие эффекты можно наблюдать, если на частицу 
действует постоянная сила в течение длительного времени?  В меха-
нике Ньютона скорость частицы будет расти, достигая сколь угодно 
больших значений, поскольку согласно a=F/m частица движется с по-
стоянным ускорением. С позиций релятивистской механики такой 
эффект невозможен. Через некоторое время ускорение частицы прак-
тически исчезнет (см. в таблице последние три колонки), но импульс 
будет продолжать расти, т.к. будет возрастать масса частицы. 
 

6.6. Взаимосвязь массы и энергии 
 

Для увеличения скорости частицы, необходимо, совершая рабо-
ту, сообщить ей дополнительно некоторую энергию, т.е. повысить 
энергию частицы. А из общего выражения для массы частицы (6.40), 
движущейся со скоростью v , следует, что увеличение скорости при-
водит к возрастанию массы частицы. Поэтому можно сделать вывод о 
закономерной связи энергии и массы. Такая связь становится весьма 
заметной при движении частицы с релятивистской скоростью. Это 
можно обосновать не только логически, но и аналитически, восполь-
зовавшись релятивистским уравнением движения частицы: 

Fv rr
=

−
)(

22 c1 v
m

dt
d .                                   (6.41) 

Умножив это уравнение на вектор скорости частицы vr , и диф-
ференцируя его левую часть, получим соотношение, связывающее пол-
ную энергию частицы и ее массу: 

.cm
cv

mcW 2
r22

2
=

−
=

1
                                  (6.42) 

Эта формула получена Эйнштейном и является фундаменталь-
ным законом физики.  
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Из соотношения (6,42) следует, что если скорость частицы равна 
нулю, то полная энергия  покоя  такой частицы 

W=mc2.                                           (6.43) 
Полная энергия частицы равна сумме ее кинетической энергии 

Wк и энергии покоя. Из этого следует, что кинетическая энергия час-
тицы 

.⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
−

−
=−

−
= 1

c1

1cc
c1

c
2

22
22

2

к 2v
mm

v
mW              (6.44) 

При скоростях частицы, незначительно отличающихся от скоро-

сти света,  у множителя в скобках  (6.44)   1
c1

1
22

>>
− v

, поэтому для 

таких частиц их кинетическая энергия практически равна полной энер-
гии. 
 

6.7.  Соотношение между полной энергией частицы  
и ее импульсом 

 
Воспользуемся установленными ранее соотношениями между 

энергией и массой частицы, а также между импульсом и массой час-
тицы 

                                                ,
22 c1 v

m
−

= vp
r

r  

                                             .
v

mcW
22

2

c1 −
=                                       (6.45) 

 
Поделим соответственно левые и правые части уравнений сис-

темы (6.45) 

2c
v

W
p

=  .                                          (6.46) 

Из этого уравнения выразим скорость 
W
pv

2c
=  и подставим во 

второе уравнение системы (6.45): 
 

.
)( 22

2

22

24

22

242
2

cc
cc

c
cc

pW
Wm

v
mW

2

−
=

−
=                            (6.47) 
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После преобразования (6.47) получим 
.4222 cc mpW +=                                       (6.48) 

 
Формулой (6.48) устанавливается связь между характеристика-

ми частицы: полной энергией W, импульсом  р и массой покоя m.  
 
6.8. Пространство и время в специальной теории относительности. 

Инварианты преобразования 
 

Преобразования Лоренца и следствия, вытекающие из них, по-
казывают, что время неотделимо от пространства и наоборот. Все фи-
зические явления все процессы в мире происходят в пространстве и 
времени. Пространство и время представляет единую субстанцию, ко-
торую называют пространственно-временной континуум. Пространст-
во выражает порядок существования отдельных объектов, а время – 
порядок смены явлений. Свойства пространства и времени делят на 
метрические – это протяженность и длительность, а также на тополо-
гические – это размерность, непрерывность и связанность простран-
ства со временем, направление времени.  
 Из преобразований Лоренца следует, что координаты и время 
относительны. Но имеются такие физические величины, которые не 
меняются при переходе от одной инерциальной системы к другой. Эти 
величины являются инвариантами. Существование инвариантных ве-
личин имеет принципиальное значение. Прежде всего, заметим: осно-
вы теории относительности построены на том, что скорость  света  
в  вакууме  – инвариант .   
 Другой инвариант – интервал события s. Квадрат интервала со-
бытия в К-системе определяется следующим образом: 

222222222 )( rtzyxts −=++−= cc  .                     (6.49) 
Величины ct, x, y, z  можно рассматривать как четыре координа-

ты события в четырехмерном пространстве-времени Минковского. 
Запишем формулу для интервала события в параметрах К′-системы. 

Координаты y  и z не меняются при переходе от одной инерциальной 
системы к другой. Поэтому уравнение (6.49)  в обозначениях двух 
систем запишем в виде 

)( 222222 zyxtcs ′+′+′−′=′ .                            (6.50) 
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Воспользуемся преобразованиями Лоренца и преобразуем (6.50) 
через параметры системы К  

[ ] 222
2

2
2222222 )(()( zyvtxxvtzyxts −−−γ−⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡ −γ=′+′+′−′=′

c
cc .    (6.51) 

После раскрытия скобок уравнения (6.51) и некоторых преобра-
зований получим 
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С учетом того, что 
)1

1

2

2
2

c
v( −

=γ , уравнение (6.52) преобразуется 

к виду 
2222222 szyxts =−−−=′ c  .                            (6.53) 

 
Из (6.53) следует, что, интервал ,  определяемый уравнениями 

(6.49) и (6.50), является  инвариантом  преобразований Лоренца, а 
интервал между двумя последовательными событиями Δs2 = Δs′2 так-
же инвариант. 
 

7. ЭЛЕМЕНТЫ МЕХАНИКИ ЖИДКОСТЕЙ И ГАЗОВ 
 

7.1. Общие положения газовой гидродинамики 
 

В практике часто встречаются явления, в которых форма тел ме-
няется в процессе их движения. Формоизменение тел под действием 
различных факторов называется течением. Частицы газа или жидко-
сти меняют свое местоположение при различных воздействиях на них. 
Следовательно, можно рассматривать газ и жидкость как своеобраз-
ные тела, движение которых описывается законами динамики. И хотя 
имеется принципиальное различие между газом и жидкостью (газ не 
имеет определенной формы и фиксированного объема, а жидкость  
может менять форму, но практически сохраняет неизменным свой 
объем) некоторые законы динамики жидкости и газа в основном оди-
наковы, поэтому  в курсе общей физики рассматривают единую науку 
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газовую гидродинамику. В дальнейшем изложении газовой гидроди-
намики мы будем употреблять преимущественно термины «жид-
кость» и «гидродинамика», если нет необходимости специально вы-
делить движущееся вещество.   
 

Понятие сплошной среды 
 Вещество состоит из атомов и молекул, которых много в любом 
существенном для нас объеме. Например, в одном кубическом мил-
лиметре воды при нормальных условиях содержится около 1020 моле-
кул Н2О. В таком же объеме водяного пара содержится около 1017 мо-
лекул.  Жидкости и газы, если не вдаваться в молекулярную структу-
ру вещества, можно рассматривать как непрерывные среды, применяя 
к описанию их движения характерные методы. В каждом месте про-
странства, занимаемого такой средой, можно прибором измерить па-
раметры состояния  температуру, плотность, давление. Такую среду 
можно рассматривать как сплошную, и измеренные или вычисленные 
параметры состояния приписать каждой точке среды. Среду, запол-
няемую молекулами, расстояние между которыми много больше раз-
меров прибора, измеряющего параметр состояния, нельзя рассматри-
вать сплошной.  

Описание течения сплошной среды сводится к рассмотрению 
поведения частицы жидкости. Частица жидкости или газа – это физи-
ческий образ, который представляется как бесконечно малая масса 
жидкости, занимающая бесконечно малый объем, и поэтому частица 
жидкости может рассматриваться как точка с конечным числом моле-
кул, обладающая всеми физическими свойствами жидкости. 
 

Вязкость среды 
Трудность изучения законов движения жидкости и газа обу-

словливается сложностью учета сил трения, которые оказывают су-
щественное влияние на её движение.  При движении жидкости между 
отдельными частицами движущейся среды существуют силы внут-
реннего трения, или по-другому, силы вязкости. Сила внутреннего 
трения сдвигу одного слоя движущейся среды относительно другого 
слоя пропорциональна градиенту скорости в направлении нормали к 
слоям (на рис.7.1 в направлении оси Z)  

dz
dvF η~   .                                              (7.1) 
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Коэффициент пропорциональности η в 
формуле (7.1) называется  коэффициентом дина-
мической вязкости, имеющий размерность кг/м·с. 
По предложению Л. Эйлера, удобнее начинать 
рассмотрение движения идеальной жидкости, т.е. 
лишенной вязкости, внося затем в найденные 
уравнения поправки, учитывающие силы трения 
реальных жидкостей.  
 

Сжимаемость среды 
 

При разных скоростях течения жидкости свойства среды оказы-
ваются разными. Это можно проверить в простом эксперименте: про-
ведите медленно рукой по воде и вы почувствуете обтекание струй-
ками, а если ударить по поверхности воды ладонью (только не очень 
сильно, иначе можно получить травму), то почувствуете, что вода ве-
дет себя как твердое тело. В зависимости от скорости движения среды 
или тела в среде проявляются процессы, вызывающие изменение  её 
плотности, т.е. наблюдается эффект, называемый сжимаемостью.  
Осмыслим этот эффект и введем критерий сжимаемости. 

 Рассмотрим тело длины L (рис. 7.2), на левую грань которого 
оказано воздействие, в результате чего эта сторона 
тела пришла в движение со скоростью v. В течение 
некоторого времени правая часть тела не будет 
двигаться, поскольку волна упругого взаимодейст-
вия между молекулами тела распространяется с ко-
нечной скоростью а, называемой скоростью звука. 
Время распространения упругой волны от границы 
до другой границы тела a

Lt =Δ . За время ∆t левый край тела сместит-

ся на расстояние 
a
LvtvL =⋅= ΔΔ   и тело станет короче на эту величи-

ну. Относительное сжатие тела 
a
v

L
L =Δ . Мерой сжимаемости  сплош-

ной среды служит критерий подобия – число Маха. Эта характери-
стика «M» равна отношению скорости v  течения среды к скорости 
звука a в той же точке потока 

Рис. 7.1 

z dv
dzv2

v1

ez

L 

ΔL 

v 

Рис.7.2 
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 a
vM = .                                             (7.2) 

При М<< 1 газы можно считать несжимаемыми. В воздухе сжи-
маемость необходимо учитывать при скорости, которая соответствует 
М>0,3. При М<1 течение называется дозвуковым, при М=1 – звуко-
вым, а при М>1 – сверхзвуковым. 

При гиперзвуковых скоростях (М>5) в газе становятся сущест-
венными физико-химические превращения в ударной волне или тор-
мозящем пограничном слое. 
 

Стационарное течение 
 

Течение жидкости называют стационарным, если в каждом мес-
те пространства, занятого текущей жидкостью, параметры, характери-
зующие свойства жидкости и движущегося потока (скорость, давле-
ние, плотность, температура и др.), остаются постоянными за время 
наблюдения этого течения. В ином случае течение является нестацио-
нарным. 
 

Поле скоростей. Линия тока. Трубка тока 
 

Картину текущей жидкости можно представить при помощи по-
ля скоростей движущихся частиц среды.  Каждой точке пространства, 
занятого текущей жидкостью, соответствует в момент времени t век-
тор скорости t)z,y,v(x, частицы вещества, находящейся в этой точке про-
странства.  

Анализ картины стационарного течения жидкости упростится, 
если мы «разобьем» на достаточно малые по сечению трубочки. Так 
как сечение трубки тока можно взять сколь угодно малым, то можно 
считать, что скорость частиц  одинакова в поперечном сечении труб-
ки и направлена перпендикулярно  к нормальному сечению трубки.  
 

7.2. Задачи механики жидкостей и газов 
 

Задачи механики жидкостей и газов сводятся к следующему:  
1) определение усилий, действующих на тела обтекаемые жид-

костью или движущиеся в жидкости. Задача такого типа рассматри-
ваются в различных областях техники. Например, определение силы 
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лобового сопротивления, действующей на движущийся самолет,  ло-
патку турбины, лопасти гребного винта корабля, ветровые нагрузки, 
действующие на телевизионные мачты, трубы, мосты, здания и со-
оружения, силы торможения, действующие на движущийся автомо-
биль и т.д.; 
 2) определение характера движения жидкости в трубах каналах, 
лабиринтах. 
 

7.3. Ламинарный и турбулентный режимы течения 
 

Течение вязкой жидкости в зависимости от ряда условий может 
быть ламинарным (слоистым) и турбулентным (вихревым). При ла-
минарном  режиме  отдельные слои жидкости скользят относительно 
друг друга, не смешиваясь между собой, а частицы жидкости движутся 
прямолинейно по параллельным друг другу траекториям (рис.7.3,а). 
При этом режиме движения скорости в каждой точке потока не изме-
няются во времени ни по величине, ни по направлению.  

В случае ламинарного течения жидкости согласно третьему за-
кону Ньютона более медленные слои за счет вязкого трения тормозят 
более быстрые и наоборот, быстрые ускоряют медленные. Причем 
молекулы стенок трубы не имеют тангенциальной составляющей ско-
рости, и пограничный слой жидкости жестко «прилипает» к ее стен-
кам. Таким образом, скорость движения отдельных равноудаленных 
от оси трубы цилиндрических слоев жидкости возрастает от нулевого 
до максимального значения по мере удаления от стенок трубы.  

При достаточно малых скоростях потока жидкости или газа те-
чение всегда является ламинарным, Однако при увеличении скорости 
всегда происходит переход в турбулентное течение, которое является 
уже существенно нестационарным и пространственно-неоднородным, 
поскольку скорость частиц жидкости, давление и другие характери-
стики среды изменяются во времени и пространстве нерегулярно, 
случайным образом даже при постоянных внешних условиях.  

Турбулентный режим характеризуется нарушением «струйчато-
сти» движения и изменением во времени скоростей потока в каждой 
точке сечения трубы по величине и направлению. При этом частицы 
жидкости движутся по сложным, все время изменяющимся и переме-
жающимся траекториям. Однако при неизменных внешних условиях 
постоянной оказывается средняя (по времени) скорость в каждой точ-
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ке сечения трубы. Профиль средних скоростей при турбулентном те-
чении показан на рис.7.3,б. Вблизи стенок средняя скорость турбу-
лентного течения жидкости меняется значительно, а в остальной час-
ти сечения средняя скорость практически остается постоянной. 

Переход ламинарного течения в турбулентное можно наблюдать, 
используя подкрашенные струйки жидкости или задымленного газа, 
движущиеся в прозрачной трубе. При ламинарном течении подкра-
шенная струйка имеет вид ровной линии. При переходе к турбулент-
ному течению жидкость завихряется, границы струйки размываются и 
краска постепенно расплывается по всему сечению трубы.  
  

Число Рейнольдса 

Основной параметр, с помощью которого описываются ламинар-
ное течение, турбулентное течение и переход от ламинарного течения 
к турбулентному течению, – число Рейнольдса Re, введеное англий-
ским инженером Осборном Рейнольдсом (1842 – 1912). Это критерий 
подобия, он определяется формулой  

.
η

ρRe lv ⋅⋅=                                            (7.3) 

Здесь η – коэффициент динамической вязкости, ρ – плотность 
жидкости, v  – скорость тела в неподвижной жидкости (например ско-
рость движения самолета или падения шара в вязкой среде) или ско-
рость невозмущенной части жидкости, набегающей на тело (напри-
мер скорость движения воздуха в аэродинамической трубе). Длина l, 
входящая в критерий Рейнольдса, – характерный размер возмущенной 
части потока жидкости. Для течения около сферы в качестве l можно 
взять диаметр сферы. Для самолета – это хорда крыла, а для трубы, по 
которой прокачивается газ или жидкость, – ее диаметр. 

Рис. 7.3 

а) б)
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Можно сравнивать числа Рейнольдса для течений различных сред 
(с различными значениями ρ и η) около двух сфер или двух геометри-
чески подобных самолетов. Однако лишено физического смысла срав-
нение чисел Рейнольдса течений около сферы и около самолета, так 
как эти тела не являются геометрически подобными и нельзя опреде-
лить один характерный размер, устанавливающий соответствие меж-
ду этими двумя видами течений.  

Сопоставление чисел Рейнольдса для однотипных течений мо-
жет служить указанием влияния вязкости среды на характер течения и 
проявление сил вязкости. Чем меньше Re, тем большую роль в дви-
жении жидкости играют силы вязкости. При течении по трубам очень 
малого сечения, например по капиллярам, жидкость можно считать 
вязкой и, наоборот, при течении жидкости большей вязкости по тру-
бам очень большого сечения, можно эту жидкость считать невязкой (в 
первом случае Re мал, а во втором случае Re большой). 

Существует критическое число Рейнольдса *Re , такое, что при 
вычисленном для потока *ReRe <  этот поток будет ламинарным, а 
при *ReRe>  – турбулентным. Критическое число Рейнольдса получа-
ют на основе экспериментальных исследований.  Например, для  воды 
в гладких круглых трубах критическое число Рейнольдса 2000Re =* .  

Изменение числа Re при течении в одной и той же трубке мож-
но осуществлять как изменением скорости потока, так и изменением 
вязкости жидкости, например, нагревая ее или заменяя на другую.  

Рассмотрим обтекание цилиндра вязкой средой и сопоставим вид 
обтекания со значениями чисел Рейнольдса (рис. 7.4).  

При числах Рейнольдса Re < 1 (рис. 7.4,а) наблюдается лами-
нарный режим течения.  

При значении Re ≥ 1 в потоке возникают области неустойчивости, 
однако новый тип течения окончательно определяется при Re > 10. 
При этом за цилиндром образуются два вихря (первая стадия неус-
тойчивости потока), но течение в целом остается стационарным и ла-
минарным (рис. 7.4,б).  

Обычно считают, что вихреобразование нарастает постепенно. Ко-
гда Re  принимает значения  от  10 до 30,  поток  меняет свой характер.  
При Re > 40 стационарное движение теряет устойчивость. Вихри уд-
линяются, отрываются и уносятся потоком жидкости. В результате за 
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цилиндром образуется так называемая вихревая дорожка. При отрыве 
вихря жидкость за цилиндром снова закручивается и возникает новый 
вихрь. Вихри отслаиваются то с одной, то с другой стороны и в ка-
кой-то момент вытягиваются вихревым следом за цилиндром. Такой 
поток вихрей называется цепочкой Кармана (рис. 7.4, в). Движение 
становится нестационарным. 

     

Рис. 7.4 

При Re > 1000 вихри уже не успевают формироваться и заме-
няются быстро турбулизирующимися областями; при Re ~ 104 дви-
жение становится нерегулярным; при Re ~ 105 турбулентная область 
продвигается вплоть до поверхности цилиндра (рис. 7.4, г). 
 

7.4. Уравнение движения в форме Эйлера 
 

 Рассмотрим жидкую (газообразную) среду плотностью ρ, дви-
жущуюся в поле силы тяжести (рис. 7.5). Ускорение свободного па-
дения g направлено в противоположную сторону оси ОZ, выбранной 
декартовой системы координат, и на рис. 7.5 задано соответствующим 
вектором.  Выделим в жидкости частицу в виде кубика со сторонами 
∆x, ∆y, ∆z. На частицу действует сила тяжести, а также  силы, обу-
словленные давлением на грани частицы со стороны окружающего ве-

Re = 10-2

a) б) 

в) г) 

Re = 20 

Re = 200 Re = 1000 
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щества. В общем случае силовое воздействие на противоположные гра-
ни частицы будет разным, вследствие существования в жидкости гра-
диентов давления. Определим проекции сил, действующих на частицу, 
на каждую ось системы координат и запишем уравнение движения час-
тицы. 

 
Рис. 7.5 

 
Проекция сил на ось 0Х обусловлена только действующими дав-

лениями, поэтому zyx
dx
dppzypFx ΔΔ)ΔΔΔ ⋅⋅+−⋅⋅= ( . После преобра-

зований полученной формулы проекцию силы Fx запишем в виде: 

zyx
dx
dpFx ΔΔΔ ⋅⋅−=   .                                      (7.4) 

Аналогично этому проекция сил на ось 0Y 

zyx
dy
dpFy ΔΔΔ ⋅⋅−= .                                       (7.5) 

X

Y

Z

p

p + Δx
dp
dx

p + Δydp
dy

p

p +
dp
dz Δz

p

Δx
Δy

Δz

ez

ey
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g
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Проекция сил на ось 0Z будет отличаться от других проекций на 
величину силы тяжести, действующей на частицу 

zyx
dz
dpgzyxFz ΔΔΔΔΔΔ ⋅⋅−⋅⋅⋅⋅ρ−= ,                      (7.6) 

где  объем частицы zyxV ΔΔΔΔ ⋅⋅= , а  ее масса zyxm ΔΔΔ ⋅⋅⋅ρ= . 
Запишем уравнение движения (второй закон Ньютона) в проек-

циях на соответствующие оси координат: 
 

zyx
dx
dp

dt
dvzyx x Δ⋅Δ⋅Δ−=Δ⋅Δ⋅Δ⋅ρ  ;                                                     . 

zyx
dy
dp

dt
dv

zyx y Δ⋅Δ⋅Δ−=Δ⋅Δ⋅Δ⋅ρ ;                                                (7.7) 

        zyx
dx
dpzyx

dt
dvzyx x Δ⋅Δ⋅Δ−⋅Δ⋅Δ⋅Δ⋅ρ−=Δ⋅Δ⋅Δ⋅ρ g  .                     

 
Каждое уравнение системы (7.7) преобразуем и умножим на со-

ответствующие орты 
 

      xx ee rr ⋅−=⋅⋅ρ
dx
dp

dt
dvx ;                                                                                    

   yy
y

dy
dp

dt
dv

ee rr ⋅−=⋅⋅ρ ;                                                                        (7.8) 

       zzz
x

dx
dp

dt
dv eee rrr ⋅−⋅⋅ρ−=⋅⋅ρ g .                                                                  

Сложим левые и правые части уравнений системы (7.8), а сла-
гаемое, содержащее ускорение свободного падения, запишем в виде 

gez
rr −=⋅g   

 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⋅+⋅+⋅−⋅ρ=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⋅+⋅+⋅⋅ρ zyzy eeegeee rrrrrrr

dz
dp

dy
dp

dx
dp

dt
dv

dt
dv

dt
dv

z
zy

z
x .    (7.9) 

 

В скобках левой части уравнения (7.9) ускорение частицы 
dt
dva
r

r = . 

В скобках правой части этого уравнения градиент давления 
 

pp
dz
dp

dy
dp

dx
dp

z ∇==⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⋅+⋅+⋅

rrrr gradzy eee .                  (7.10) 
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С учетом сделанных обозначений уравнение (7.10) принимает вид 

 p
dt
d grad

ρ
−= 1gv r

r
.                                   (7.11) 

 Формула (7.11) была получена членом Петербургской академии 
наук Леонардо Эйлером, и выражает основной закон динамики для  
частицы идеальной жидкости или газа. Можно сказать, что уравнение 
(7.11) по своей конструкции (и смыслу) является аналогом второго за-
кона Ньютона, записанному для частицы единичной массы. Умножим 
мысленно это уравнение на m=1. В левой части получим arm , в пра-
вой части сумму сил, связанных с действием силового поля (в рас-
смотренном примере это поле силы тяжести) и силы, обусловленной 
градиентом давления. 
 Уравнение (7.11) устанавливает важные механические соответст-
вия, которые существуют в потоке жидкости или газа: 

1) если в жидкой (газовой) среде создать градиент давления, то 
скорости частиц среды будут изменяться; 
2) торможение потока (изменение его скорости) приведет к воз-
никновению градиентов давления на соответствующих участках 
потока и появлению сил, действующих на фрагменты системы, 
обусловливающие торможение. 

 
7.5. Уравнение неразрывности  

 
Рассмотрим  течение  жидкости  внутри  некоторой  трубки тока 

(рис. 7.6), обладающей такими сечениями, что скорость молекул жид-
кости в любой точке каждого из них одинакова и в сечении S1 она равна  

1v , а в сечении S2 равна 2v . 
Будем полагать, что частицы 
жидкости не выходят за пре-
делы этой трубки и не появ-
ляются извне (такой подход 
реален в практическом слу-
чае, если границы трубки то-
ка, например, совместить с 
границами трубы перемен-
ного сечения, по которой пе-
ретекает жидкость). Масса воды dM, протекающая за время dt через 

S1 

S2 
v1 

v2 

Рис. 7.6  Рис. 7.6 
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сечения с площадями S1 и S2, будет одинаковой, поэтому имеет место 
равенство массовых секундных расходов жидкости через каждое се-
чение трубки тока, или 

dt
dM

dt
dM 21 = ,                                        (7.12) 

где                 1111 ρ= dtvSdM          и            2222 ρ= dtvSdM  .           (7.13) 

С учетом (7.13) уравнение (7.12) принимает вид: 

222111 ρ=ρ vSvS  .                                      (7.14) 

Формула (7.14) получила название уравнение  неразрывности  
для сжимаемой жидкости.  

Для несжимаемой жидкости плотности среды в разных частях 
жидкости одинаковые, т.е. 21 ρ=ρ . В этом случае уравнение неразрыв-
ности записывается в виде 

2211 vSvS =   .                                       (7.15) 

Физический смысл  уравнения неразрывности (7.14) и (7.15) за-
ключается в том, что жидкость нигде не «накапливается» внутри труб-
ки тока, т. е. за одинаковый временной интервал, сколько втекает  в 
трубку тока жидкости столько и вытекает. Иными словами уравнение 
неразрывности является аналогом закона сохранения массы. 
 Из уравнения неразрывности следует, что меняя геометрию по-
перечного сечения газового или жидкостного потока, можно менять 
его скорость. При уменьшении площади поперечного сечения потока 
его скорость возрастает. На рис.7.7 показан участок трубы переменно-
го сечения, по которому протекает идеальная жидкость. Ниже трубы 
качественно показан график скорости течения жидкости в зависимо-
сти от координаты x. На участках трубы, где сечение не меняется, 
скорость течения постоянная, на участках с уменьшающимся сечени-
ем скорость потока растет, а на участках, где сечение увеличивается, 
скорость потока падает. Выводы, сделанные выше, справедливы, если 
скорость потока дозвуковая, т.е. v<a или при М<1. При звуковых и 
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сверхзвуковых скоростях течения характер изменения скорости пото-
ка от сечения канала становится иным. 

 

 

 

 

 

Рис. 7.7 

Рассмотрим подробнее такой вариант течения газа по трубе пе-
ременного сечения. Для решения задачи рассмотрим систему уравне-
ний, в которую входит уравнение движения в форме Эйлера, уравне-
ние неразрывности и формула, определяющая скорость распростране-
ния звука в газе: 

  
dx
dp

dt
dv

ρ
1−=   ,                                        (7.16) 

const=⋅⋅ρ Sv   ,                                   (7.17) 

ρ
=

d
dpa2     .                                        (7.18) 

Преобразуем эту систему уравнений так, чтобы из нее исклю-
чить плотность движущейся среды, оставив в качестве переменных 
параметры, содержащие скорость v  и сечение S потока. В уравнении 
(7.16) выполним перестановку переменных величин 

ρ
dp

dt
dxdv −=⋅       или     

ρ
dpdvv −=⋅  ,                     (7.19) 

а затем в него подставим приращение давления dp, из уравнения (7.18) 
ρ2dadp =   

ρ
ρ2 da

dvv
⋅

−=⋅  .                                    (7.20) 

v 

X 
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Преобразуем уравнение (7.20), выделяя компоненту 

 2ρ
ρ

a
dvvd ⋅−= .                                        (7.21) 

Уравнение (7.17) прологарифмируем, )ln(lnlnln constρ =++ Sv , а 
затем продифференцируем 

0
ρ
ρ

=++
S
dS

v
dvd    .                             (7.22) 

В уравнение (7.22) подставим уравнения (7.21) и выполним 
группировку одинаковых членов уравнения 

02 =−+
a
dvv

v
dv

S
dS       или       012

2
=−− )(

a
v

v
dv

S
dS         (7.23) 

Перепишем уравнение (7.23) в удобном для анализа виде, заме-
няя в нем отношение скорости потока к скорости звука числом Маха 

 )( 12 −= M
v

dv
S
dS .                                  (7.24) 

Из уравнения (7.24) следует, что для дозвукового потока (М<1) 
приращения скорости и площади потока связаны обратным знаком, 
т.е. dS ~ – dv. В этом случае уменьшение площади потока будет при-
водить к увеличению его скорости, что было получено ранее из ана-
лиза уравнения неразрывности. Но при сверхзвуковых потоках (М>1)  
приращения скорости и площади потока связаны одинаковым знаком, 
т.е. dS ~  dv. Из этого следует, что увеличение  площади  сверхзву-
кового  потока  должно  приводить  и  к  увеличению  его  ско-
рости!!!  

Этот вывод нашел практическое применение в конструкциях ре-
активных (ракетных) двигателей (рис.7.8). Французский инженер Ла-
валь сконструировал сопло, получившее его имя. В ракетном двигате-
ле в камере сгорания развивается большое давление, вызывая истече-
ние продуктов горения через сопло. На суживающем участке поток 
дозвуковой и поэтому скорость потока нарастает, достигая в критиче-
ском сечении скорости, незначительно превышающей скорость звука, 
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т.е. M≥ 1. В расширяющейся части сопла скорость потока возрастает, 
достигая на выходе сопла значений  больше скорости звука.    

 

 
Рис.7.8 

 
7.6. Уравнение  Бернулли 

 
Рассмотрим стационарное течение идеальной жидкости плотно-

сти ρ в однородном поле силы тяжести под действием сторонних сил. 
Вследствие перепада давлений p1 - p2, вызванного внешними сторон-
ними силами, за интервал времени dt частицы жидкости, находящиеся 
в объеме между сечениями S1 и S2 трубки тока, сместятся вдоль нее. 
Частицы в сечении S1 сместятся на расстояние dL1 = v1dt  и окажутся в 
сечении S′1, а частицы в сечении S2 сместятся на расстояние dL2 = v2dt  
и окажутся в сечении S′2 (рис. 7.9). Объем жидкости  dV1 между сече-
ниями S1 и S′1 будет равен элементарному объему жидкости dV2 меж-
ду сечениями S2 и S′2 вследствие уравнения неразрывности. 

Для описания движения воспользуемся энергетическими сооб-
ражениями. Рассмотрим объем жидкости между сечениями S1 и S2 
трубки тока. Согласно закону изменения полной механической энер-
гии ее приращение ∆W равно работе внешних сторонних δAст и внут-
ренних неконсервативных сил, действующих на рассматриваемый объ-
ем жидкости. Последняя из этих составляющих в отсутствие внутрен-
него трения у идеальной жидкости равняется нулю и, следовательно,  

ст12 δAWW =− .                                      (7.25) 

Камера сгорания 

Критическое сечение
v 

X 

v=a 

v>a 
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Исходя из того, что работу совершают только тангенциальные со-
ставляющие сил, получим выражение для расчета работы по переме-
щению выделенного объема жидкости:  

δAст = p1·S1·dL1 – p2·S2·dL2 .                            (7.26) 
Из этой формулы и уравнения неразрывности струи следует, что  

δAст = (p1 – p2)·dV,                                      (7.27) 
где dV – объем жидкости, протекающей через сечение трубки тока за 
время dt. Приращение полной механической энергии ΔW найдем как 
сумму приращений кинетической и потенциальной энергий в 1-м и 2-м 
сечениях трубки тока:  

.)hgVhgV()
2

vVvV(W
2
1

12

2
2 ΔρΔρΔρ

2
ΔρΔ ⋅⋅⋅−⋅⋅⋅+⋅⋅−⋅⋅=      (7.28) 

Отсюда с учетом произвольности выбора сечений 1 и 2, решая 
совместно (7.25, 7.27, 7.28), получим, что для выбранной трубки тока 
справедливо следующее соотношение:  

const=++ pgh
v

ρ
2
ρ 2

.                                 (7.29) 

Это соотношение, называемое уравнением  Бернулли , получе-
но для достаточно узкой трубки тока и, строго говоря, справедливо, 
когда трубка тока переходит в линию тока. Оно хорошо выполняется 
для реальных жидкостей, обладающих малым внутренним трением.  

Это уравнение описывает стационарное течение несжимаемой 
жидкости (иногда употребляют термин «идеальная жидкость») и иг-

S1 

S2 

v2 h1 

h2 

p1 

p2 

v1 

1S′

2S ′1dL

2dL

Рис. 7.9 
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рает фундаментальную роль в гидродинамических исследованиях. Ес-
ли нам известно давление p1, скорость 1v  в некотором сечении трубки 
тока, находящемся на высоте h1, то в любом другом сечении на высо-
те h2 величины p2 и 2v  связаны соотношением  

22
2

11
1 ρ

2
ρρ

2
ρ pghvpghv 22

++=++ .                      (7.30)     

Рассмотрим более подробно физический смысл входящих в урав-
нение Бернулли членов. Так, статическое давление p численно равно 
работе сил давления, совершаемых над единичным объемом жидко-
сти; динамическое давление ρv2/2 есть кинетическая энергия единицы 
объема, а величина ρgh является потенциальной энергией единичного 
объема в поле силы тяжести. Давление p – это статическое давление, 
которое измерит манометр, находящийся в жидкости и движущийся 
вместе с нею; ρv2/2 – это динамическое давление; ρgh – гидростатиче-
ское давление. Заметим, что в покоящейся жидкости равенство (7.29) 
описывает гидростатическое распределение давлений. 
 Из уравнения Бернулли следует, что в области газового или гид-
равлического потока, где скорость больше, давление в этом сечении 
потока будет меньше. Это видно из формулы (7.30), в которое для уп-
рощения анализа явления подставим h1=h2 (это справедливо для пото-
ка, центры сечений которого находятся на одинаковой высоте): 
 

2
2

1
1

2
ρ

2
ρ pvpv 22

+=+ .                                (7.31) 

Многие эффекты объясняются связью скорости потока с давле-
нием в этом потоке. Например, наблюдается столкновение морских 
судов на встречных курсах при малых расстояниях между траекто-
риями движения. При разных скоростях обтекания крыла самолета бу-
дет разным давление со стороны потока на крыло, что приводит к 
возникновению подъемной силы. 
 

7.7. Циркуляция скорости. Теорема Жуковского 
 
Одна из задач газовой гидродинамики – определение усилий, 

действующих на тела, обтекаемые сплошной средой или движущиеся 
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в такой среде. В практике тела, взаимодействующие с потоком жид-
кости или газа, имеют конфигурацию специального профиля для дос-
тижения необходимого эффекта. Это, например, крыло самолета, ло-
патка турбины, гребной винт и т.д. Рассмотрим профиль крыла, рас-
положенного в плоско-параллельном потоке газа (рис. 7.10). У крыла 
самолета закругленная передняя поверхность (передняя кромка) и за-
остренная  задняя (задняя кромка). Скорость набегающего потока vr , 
поперечный размер крыла λ , угол наклона осевой крыла к вектору 
скорости потока – угол атаки α .   

В обычных условиях происходит «деформация» линий тока кры-
лом, и можно заметить образование вихря у задней кромки крыла. 
Образовавшийся вихрь срывается с кромки крыла и уносится пото-
ком. Вещество среды, ушедшее с вихрем, имеет момент импульса, 
следовательно, оставшееся у крыла вещество должно получить про-
тивоположный момент импульса (в соответствии с законом сохране-
ния момента импульса). Рассматривая такой эффект, Жуковский ввел 
условный, присоединенный к крылу вихрь. В нем вещество будет 
вращаться вокруг крыла в направлении, противоположном вращению 
унесенного вихря (на рис.7.10 по часовой стрелке), обеспечивая со-
хранение момента импульса системы. Такое движение вокруг крыла 
называется циркуляционным движением и определяется количест-
венной мерой, называемой циркуляцией скорости:  

∫=
L

vГ dlvr ,                                           (7.32) 

где L – контур, по которому вычисляется циркуляция скорости, а dl – 
элемент этого контура. Расчет циркуляции по формуле (7.32) приво-
дит к значению 

απλ= vГ v 2
1

.                                      (7.33) 

Унесенный вихрь α

vr

λ

Рис. 7.10 

Контур L 
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Как показывает теория, циркуляция скорости по любому замкнутому 
контуру, охватывающему тело, величина постоянная и зависит от тех 
параметров, которые входят в формулу (7.33).  
 

Теорема Жуковского 
 

Теорема сформулирована Н.Е. Жуковским в 1904 г. В ней рас-
сматривается подъемная сила, действующая на тело, находящееся в 
потоке жидкости или газа. Согласно этой теореме, подъемная сила 
обусловлена связанным с обтекаемым телом присоединенным вихрем. 
Причина существования таких вихрей – вязкость жидкости или газа. 
Возникает подъемная сила вследствие несимметрии обтекания пото-
ком крыла самолета. Такое обтекание можно объяснить,  как резуль-
тат наложения на симметричное течение циркуляционного потока во-
круг крыла, что приводит к увеличению скорости обтекания на одной 
стороне крыла (у верхней поверхности крыла на рис. 7.10) и умень-
шению – на другой (на рис.7.10 – нижней). Подъемная сила зависит 
от величины циркуляции скорости Гv и согласно теореме Жуковского 
определяется формулой 

lvГY ρv= ,                                       (7.34) 
где l – длина крыла в направлении, перпендикулярном скорости пото-
ка, ρ - плотность среды. 

Направление подъемной силы можно получить, если направле-
ние вектора скорости частиц среды, бесконечно удаленных от тела, 
мысленно совместить с телом и повернуть на 90о против направления 
циркуляционного движения (рис. 7.11). 

Теорема Жуковского лежит в основе современной теории крыла 
и гребного винта. С помощью теоремы Жуковского могут быть вы-
числены подъемная сила крыла конечного размаха, тяга гребного вин-
та, сила давления на лопатку турбины и др. 

Рис. 7.11

α
vr

Y
r
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Для вывода формулы подъемной силы крыла в (7.34)  подставим 
(7.33): 

SvlvY
22

1 2
2 ραπ=λραπ=  ,                        (7.35) 

где площадь крыла  S=λ·l.  
Как видно из (7.35), подъемная сила пропорциональна гидроди-

намическому давлению, площади крыла и углу атаки. В практической 
аэродинамике установлено, что подъемная сила зависит также от кон-
фигурации тела и эта конфигурация учитывается эмпирическим ко-
эффициентом подъемной силы Су, который определяется эксперимен-
тально при продувке моделей или натурных изделий в аэродинамиче-
ской трубе. С учетом сказанного формула для подъемной силы имеет 
вид: 

SvCY y 2

2ρ= .                                      (7.36) 

Отметим, что коэффициент подъемной силы зависит от угла ата-
ки, поэтому в практике управления летательным аппаратом при задан-
ной скорости полета изменение подъемной силы осуществляется ре-
гулированием угла атаки крыла.  
 
 

114



 

ПРИЛОЖЕНИЯ 
Приложение 1 

 
ЗАДАЧИ ДЛЯ САМОСТОЯТЕЛЬНОГО РЕШЕНИЯ 

И РАСЧЕТНО - ГРАФИЧЕСКИХ ЗАДАНИЙ 
 

Кинематика  
 

101∗. Тело брошено вертикально вверх с начальной скоростью 
ov =20,0 м/с. Когда тело достигло верхней точки полета из того же на-

чального пункта, с той же начальной скоростью ov  вертикально вверх 
брошено второе тело. На каком расстоянии h1 от начального пункта 
встретятся тела? Сопротивление воздуха не учитывать. Построить 
графики координаты каждого тела в функции от времени y=f(t). За t = 0 
принять момент начала движения первого тела. (Ответ: h1=15,3 м). 
 

102. Ракета, установленная на поверхности Земли, стартует вер-
тикально вверх. Ее ускорение на интервале  времени  t = 5,0 c меняет-
ся по закону а= kt2, где k = 0,4 м/с4. Получить аналитические выраже-
ния для скорости ракеты и пройденного пути. Определить скорость в 
момент времени t = 5 c с начала движения и путь, пройденный раке-
той за это время. Построить графики пройденного пути, скорости и 
ускорения ракеты для указанного интервала времени. (Ответ: v =16,7 м/с;   
s=20,8 м). 
 

103. Радиус-вектор материальной точки изменяется со временем 
по закону yx tt eer rrr ⋅+⋅= 23 3 , где xer  и yer  – орты осей 0Х и 0Y. Определить 
модуль скорости и модуль ускорения материальной точки для момента 
времени t = 1,5 c. Определить угол наклона вектора скорости к оси 0Х 
в момент времени t=1,0 c. (Ответ: v =11,6  м/с;  а =10,8 м/с2; α=63,4o). 
 

104. В некоторый начальный момент времени скорость матери-
альной точки, движущейся по прямолинейной траектории ov = 10,0 м/с, 
а ускорение постоянное и равное а = – 5,0 м/с2. Определить, во сколько 
раз путь Δs, пройденный материальной точкой, будет превышать мо-
                                                 
∗ Нумерация 101 и далее соответствует разделу «Механика». 
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дуль ее перемещения Δr после начала отсчета времени через интервал: 
1) t = 3,0 с; 2) t = 4,0 с. Построить графики пути и модуля перемеще-
ния в зависимости от времени. (Ответ:  1) Δs/Δr = 1,7;  2) Δs/Δr = ∞). 

 
105. Велосипедист ехал из одного пункта в другой. Первую треть 

пути он проехал со скоростью 1v = 18 км/ч. Далее половину оставше-
гося времени он ехал со скоростью 2v  = 22 км/ч, после чего до конеч-
ного пункта он шел пешком со скоростью 3v  = 5,0 км/ч. Определить 
среднюю скорость < v >  велосипедиста.  (Ответ:  14,7 км/ч). 
 

106. Тело брошено  под  углом α = 30° к горизонту со скоростью 
ov = 30,0 м/с. Каковы будут нормальное аn и тангенциальное аτ уско-

рения тела через время t = 1,0 с после начала движения? Построить 
графики зависимости проекций скорости xv  и yv  от времени на ин-
тервале движения тела до момента падения. (Ответ:   аn=9,62 м/с2;   
аτ = 1,92 м/с2 ).  
 

107. Материальная точка движется по окружности с постоянной 
угловой скоростью ω = π/6 рад/с. Во сколько раз путь Δs, пройденный 
точкой за время  t = 4,0 с, будет больше модуля ее перемещения Δr? 
Принять, что в момент начала отсчета времени радиус-вектор rr , за-
дающий положение точки на окружности, относительно выбранного 
направления повернут на угол α = π/3 рад. (Ответ:  Δs/Δr = 1,21).   
 

108. Материальная точка движется в плоскости XY согласно 
уравнениям x = А1+B1t+C1t2  и  y = А2+B2t+C2t2,  где  A1=A2=0,5 м,  
В1 = 7 м/с,  С1 = –12 м/с2, В2 = – 1 м/с, С2 = 0,2 м/с2. Определить анали-
тическую зависимость модуля радиус-вектора r положения точки в 
зависимости от времени. Построить траекторию точки и график зави-
симости r=f(t) до момента времени t=5,0 c, а также найти модули ско-
рости и ускорения точки в этот момент времени. (Ответ: v = 13,04 м/с; 
а = 4,02 м/с .) 
  

109. По краю равномерно вращающейся с угловой скоростью ω= 
=1,0 рад/с платформы идет человек с постоянной по модулю скоростью 
относительно платформы и обходит платформу за время t = 9,9 с. Оп-
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ределить ускорение а человека относительно Земли? Принять радиус 
платформы R = 2,0 м. (Ответ: а = 5,34 м/с2). 
 

110. Точка движется по окружности радиусом R = 30,0 см с по-
стоянным угловым ускорением. Определить тангенциальное ускоре-
ние точки, если известно, что за время t = 4,0 с она прошла угловой 
путь 6π, а в конце третьего оборота ее нормальное ускорение аn = 2,7 м/с2. 
Построить графики зависимости модулей нормального ускорения, тан-
генциального ускорения и угловой скорости от времени на указанном 
интервале времени: аn =f(t); аτ = f(t);  ω=f(t). (Ответ: аτ = 0,71 м/с2). 
 

Импульс тела. Закон сохранения импульса 
 

111. При горизонтальном полете со скоростью v  = 250 м/с снаряд 
массой m = 8,0 кг разорвался на две части. Большая часть массой  m1= 
= 6,0 кг получила скорость u1 = 400 м/с в направлении полета снаряда. 
Определить модуль и направление скорости u2 меньшей части снаря-
да. Определить величину внутренней энергии U, которая была выде-
лена при разрыве снаряда. Определить величину и направление им-
пульса системы тел после разрыва снаряда. (Ответ:    u2 = 200 м/с ; 
U=5,4·105 Дж). 
 

112. С тележки, свободно движущейся по горизонтальному пути 
со скоростью 1v = 3,0 м/с, в сторону, противоположную движению те-
лежки, прыгает человек, после чего скорость тележки стала равной 
u1=4,0 м/с. Определить горизонтальную составляющую скорости u2x 
человека при прыжке относительно тележки. Масса тележки m1 = 210 кг, 
масса человека m2 = 70 кг. (Ответ:  u2= 4 м/с). 
 

113. Два тела массами m1 =2,0 кг и m2 =5,0 кг, движущиеся сво-
бодно со скоростями xev rr ⋅= 101  (м/c) и yx eev rrr ⋅+⋅= 0,0, 532  (м/c), ис-
пытывают абсолютно  неупругое соударение. Чему равны скорость cvr , 
импульс pr  и модуль скорости  cv  центра масс системы  до и после удара?  
(Ответ:  yx eev rrr ⋅+⋅= 6,30,5c  ;   yx eep rrr ⋅+⋅= 0,20, 535 ;   cv =6,14 м/с). 
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114. Человек массой m1 = 70 кг, бегущий со скоростью 1v = 9,0 км/ч, 
догоняет тележку массой m2 = 190 кг, движущуюся со скоростью 

2v =3,6 км/ч, и вскакивает на нее. С какой скоростью станет двигаться 
тележка с человеком? С какой скоростью станет двигаться тележка с 
человеком, если человек до прыжка бежал навстречу тележке?   
(Ответ:  u1 =1,4 м/с;   u2 = 0,06 м/с).       
 

115. Тело массой m = 3,0 кг, двигаясь со скоростью v = 4,0 м/с,  
сталкивается с неподвижным телом такой же массы. Считая удар ме-
жду телами неупругим и центральным, найти количество механиче-
ской энергии ΔW, израсходованной на деформацию тел и на выде-
лившееся тепло. (Ответ: ΔW=12 Дж ).    

 
116. На полу стоит тележка в виде длинной доски, снабженной 

легкими колесами. На одном конце доски стоит человек. Масса его 
m1= 60 кг, масса доски m2 = 20 кг. С какой скоростью 2v  (относитель-
но пола) будет двигаться тележка, если человек пойдет вдоль нее со 
скоростью (относительно доски) v′  = 1,0 м/с? Массой колес и трени-
ем  тележки пренебречь. (Ответ: 2v =0,75 м/с).       
 

117. Снаряд, летевший со скоростью v  = 400 м/с, в верхней точ-
ке траектории разорвался на два осколка. Меньший осколок, масса 
которого составляет 40 % от массы снаряда, полетел в противополож-
ном направлении со скоростью u1 = 150 м/с. Определить скорость u2 
большого осколка. (Ответ:  u2 = 766,7 м/с).       
 

118. Частица массой m1 испытала лобовое абсолютно упругое 
столкновение с покоившейся частицей массой m2. Найти отношение 
масс частиц, если после столкновения они разлетелись в противопо-
ложных направлениях с одинаковыми по модулю скоростями. (От-
вет:  m1/ m2 = 1/3)       
 

119. Рыбак массой 70,0 кг, находясь на корме лодки длиной 
l=3,5 м и массой m = 200,0 кг, перешел в носовую часть лодки. На 
сколько переместится относительно берега лодка, если считать, что 
она расположена перпендикулярно берегу и нет течения воды. (От-
вет:  Δx=0,91 м).      
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120. Лодка длиной l = 3,0 м и массой m = 120 кг стоит на спо-
койной воде. На  носу  и  корме  находятся  два  рыбака массами m1 = 
= 60,0 кг и m2 = 90,0 кг. На сколько сдвинется лодка относительно во-
ды, если рыбаки поменяются местами. (Ответ: Δx=0,33 м).       

 
Закон сохранения энергии 

 
121. В деревянный шар массой m1 = 8,0 кг, подвешенный на ни-

ти длиной l = 1,8 м, попадает горизонтально летящая пуля массой m2 = 
= 4,0 г. С какой скоростью летела пуля, если нить с шаром и застряв-
шей в нем пулей отклонилась от вертикали на угол α = 5°? Размером 
шара пренебречь. Определить величину энергии, перешедшей во внут-
реннюю. Удар пули считать прямым, центральным. (Ответ: v = 438,2 м/с).       
 

122. По небольшому куску мягкого железа, лежащему на нако-
вальне массой m1 = 300 кг, ударяет молот массой m2 = 8,0 кг. Опреде-
лить КПД удара, если удар неупругий. Полезной считать энергию, за-
траченную на деформацию куска железа. (Ответ: η = 97 %).       
 

123. Шар массой m1 = 1,0 кг движется со скоростью 1v = 4,0 м/с 
и сталкивается с шаром массой m2 = 2,0 кг, движущимся навстречу 
ему со скоростью 2v = 3,0 м/с. Каковы скорости u1 и u2 шаров после 
удара? Удар считать абсолютно упругим, прямым, центральным.  
(Ответ:  u1 =5,33 м/с; u2 =1,66 м/с).       
 

124. Шар массой m1 = 3 кг движется со скоростью 1v = 2,0 м/с и 
сталкивается с покоящимся шаром массой m2 = 5,0 кг. Какая работа 
будет совершена при деформации шаров? Удар считать абсолютно 
неупругим, прямым, центральным.  (Ответ:  А =3,75 Дж).   
 

125. Определить КПД неупругого удара бойка массой m1 = 0,5 т, 
падающего на сваю массой m2 = 120 кг. Полезной считать энергию, за-
траченную на вбивание сваи.  (Ответ:    η = 81 %).    

 
126. Шар массой m1 = 4,0 кг движется со скоростью 1v  = 5,0 м/с 

и сталкивается с шаром массой m2 = 6,0 кг, который движется ему на-
встречу со скоростью 2v = 2,0 м/с. Определить скорости u1 и u2 шаров 
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после удара. Удар считать абсолютно упругим, прямым, центральным.  
(Ответ:  u1 =3,4 м/с; u2 =3,6 м/с).       
 

127. Из  ствола  автоматического  пистолета  вылетела пуля мас-
сой m1 = 10,0 г со скоростью v = 300 м/с. Затвор пистолета массой m2 = 
= 200 г прижимается к стволу пружиной, жесткость которой k = 25,0 кН/м. 
На какое расстояние отойдет затвор после выстрела? Считать, что 
пистолет жестко закреплен. (Ответ:  Δl= 4,2·10-2 м).       
 

128. Шар массой m1 = 5,0 кг движется со скоростью 1v = 1,0 м/с 
и сталкивается с покоящимся шаром массой m2 = 2,0 кг. Определить 
скорости u1 и u2 шаров после удара. Удар считать абсолютно упругим, 
прямым, центральным. (Ответ:   u1 = 0,43 м/с; u2 =1,43 м/с).       
 

129. Из орудия, не имеющего противооткатного устройства, произ-
водилась стрельба в горизонтальном направлении. Когда орудие было 
неподвижно закреплено, снаряд вылетел со скоростью 1v = 600 м/с, а 
когда орудию дали возможность свободно откатываться назад, снаряд 
вылетел со скоростью 1v = 580 м/с. С какой скоростью откатилось при 
этом орудие? (Ответ:  u = 41 м/с).       
 

130. Шар массой m1 = 2,0 кг сталкивается с покоящимся шаром 
большей массы и при этом теряет 40 % кинематической энергии. Оп-
ределить массу m2 большого шара. Удар считать абсолютно упругим, 
прямым, центральным.  (Ответ:  m = 15,7 кг).       
 

Работа силы 
 

131. Определить работу растяжения двух соединенных последо-
вательно пружин жестокостями k1 = 400 Н/м и k2 = 250 Н/м, если первая 
пружина при этом растянулась на Δl = 2,0 см.  (Ответ:  А = 0,21 Дж).       

 
132. Из  шахты глубиной  h = 600 м поднимают клеть массой  

m1=3,0 т на канате, каждый метр которого имеет массу m = 1,5 кг. Ка-
кая работа А совершается при поднятии клети на поверхность земли? 
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Каков КПД подъемного устройства? (Ответ:  А = 2,03·107 Дж;  η = 
= 87 %).       
 

133. Пружина жесткостью k = 500 Н/м сжата силой F = 100 Н. 
Определить работу А внешней силы, дополнительно сжимающей 
пружину еще на Δl = 2,0 см.  (Ответ:  A = 2,1 Дж).  
 

134. На двух параллельных пружинах одинаковой длины висит 
стержень, массой которого можно пренебречь. Жесткость пружин  
k1=0,5 кН/м и k2 = 1,0 кН/м. Длина стержня равна расстоянию между 
пружинами l = 0,1 м. На каком расстоянии от пружин следует подве-
сить небольшой груз, чтобы стержень оставался в горизонтальном 
положении после растяжения пружин. (Ответ:  l1=6,7 см;  l2=3,3 см).  
 

135. На пружину повесили груз массой m1 = 4,0 кг, в результате 
длина пружины стала 29 см.  При увеличении нагрузки до m2 = 10,0 кг 
длина пружины становится равной 35,0 см. Определить работу растя-
жения пружины. Определить приращение потенциальной энергии сис-
темы ΔWп после подвешивания второго груза. (Ответ:  А=4,9 Дж;   
ΔWп= 4,12 Дж).  
 

136. Если на верхний конец вертикально расположенной пружи-
ны положить груз, то пружина сожмется на Δl = 3,0 мм. На сколько 
сожмет пружину тот же груз, упавший на конец пружины с высоты h = 
= 8,0 см? (Ответ:  Δx=25,1·10-3 м).       
 

137. Из пружинного пистолета с пружиной жесткостью k = 150 Н/м 
был произведен выстрел пулей массой m = 8,0 г. Определить скорость 
v  пули при вылете ее из пистолета, если пружина была сжата на Δx = 
= 4,0 см. (Ответ:  v = 5,48 м/с).       
 

138. Налетев на пружинный буфер, вагон массой m = 16,0 т, дви-
гавшийся со скоростью v = 0,6 м/с, остановился, сжав пружину на Δl = 
= 8,0 см. Найти общую жесткость k пружин буфера. Какая сила дейст-
вует со стороны буфера на вагон после его остановки? (Ответ: 
k=9·105 Н/м).       
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139. Цепочка массой m= 0,5 кг и длиной l = 2,0 м лежит на ше-
роховатом столе, одним концом свисая со стола. Если длина свеши-
вающейся части превышает (1/3)l, то цепь соскальзывает со стола. 
Какую работу совершают силы трения, действующие на цепочку, при 
ее полном соскальзывании со стола? Определить скорость v  цепочки 
в момент ее отрыва от стола. (Ответ:  А=1,1 Дж;  v = 3,6 м/с).       
 

140. Какая работа А должна быть совершена при поднятии с 
земли материалов для постройки дымоходной трубы цилиндрической 
формы высотой h = 40,0 м. Наружный диаметр трубы D =5,0 м, внут-
ренний d =4,0 м. Плотность материала ρ принять равной 2800 кг/м3.  
(Ответ:А=8,4·107 Дж).       
 

Динамика поступательного и вращательного движений  
 

141. На горизонтальной поверхности лежит плоский брусок, мас-
сой m1 = 2,0 кг. Коэффициент трения бруска о поверхность μ1 = 0,2. 
На бруске находится другой плоский брусок массой  m2 = 8 кг. Коэф-
фициент трения соприкасающихся поверхностей брусков μ2 = 0,3. К 
верхнему бруску приложена сила F, направленная горизонтально. Оп-
ределить: 1) при каком значении силы F1 начнется совместное движе-
ние брусков по поверхности; 2) при каком значении силы F2 верхний 
брусок начнет проскальзывать относительно нижнего. (Ответ:  F1=19,6 Н;  
F2=39,2 Н). 
    

142. Маховик в виде диска диаметром D = 70,0 см и массой  m= 
= 20,0 кг вращается под действием силы F= 80,0 Н, приложенной по 
касательной к шкиву маховика. Определить угловое ускорение ε и 
число оборотов в минуту n  маховика через время t = 10,0 с после на-
чала действия силы, если радиус шкива r = 15,0 см. Силой трения  и 
массой шкива пренебречь. (Ответ:  ε=9,79 рад/с2 ;  n = 935 об/мин). 

 
143. Маховик насажен на горизонтально расположенную ось. На 

обод маховика диаметром D = 60 см намотан шнур, к концу которого 
привязан груз массой m = 2,0 кг. Определить момент инерции I махо-
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вика, если он, вращаясь равноускоренно под действием силы тяжести 
груза, за время t = 3,0 с приобрел угловую скорость ω = 9,0 рад/с. 
Трением в шарнирах оси маховика пренебречь. (Ответ: I=1,78 кг·м2). 
 

144. Нить с привязанными  к  ее концам грузами  массами m1 = 50 г 
и  m2 = 60 г перекинута через блок диаметром D = 4,0 см. Определить 
момент инерции I блока, если под действием силы тяжести грузов он 
получил угловое ускорение ε = 1,5 рад/с2. Трением в подшипниках 
блока и проскальзыванием нити пренебречь. (Ответ: I = 1,26·10-3 кг·м2). 
 

145. Тонкий стержень длиной l = 0,7 м и массой m= 1,2 кг вра-
щается вокруг оси, перпендикулярной стержню и проходящей через 
его край.  Закон изменения  угла  поворота  описывается  уравнением 
ϕ = Аt+Вt3,  где А = 2,0 рад/с, В = 0,2 рад/с3. Определить угловую ско-
рость стержня и вращающий момент силы, действующий на стержень 
через время t = 2,0 с после начала вращения. Сколько полных оборо-
тов N сделает стержень к моменту времени t = 4,0 с после начала 
вращения? (Ответ: ω=3,6 рад/с; М=0,47 Н·м; N=3).    
 

146. Колесо массой m = 1,5 кг и радиусом R=0,2 м скатывается 
по наклонной плоскости длиной l = 2,0 м и углом наклона α =30°. Оп-
ределить момент инерции колеса, если его скорость в конце наклон-
ной плоскости v = 3,8 м/c. Потерей энергии на трение пренебречь. 
(Ответ: I=0,081 кг·м2).    
 

147. Определить момент силы М, который необходимо прило-
жить к блоку, вращающемуся с частотой ν = (1/12) с-1, чтобы он оста-
новился в течении времени Δt = 8,0 с. Диаметр блока D = 30 см. Мас-
су блока m = 6,0 кг считать равномерно распределенной по ободу. 
Построить график зависимости угловой скорости блока в функции от 
времени. (Ответ:  M  = 8,8·10–3 Н·м).    

 
148. В однородном  плоском   диске  массой  1,0 кг  и  радиусом  

r=30 см вырезано круглое отверстие диаметром d = 20 см, центр кото-
рого находится на расстоянии l = 15 см от центра диска. Найти момент 
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инерции полученного тела относительно оси, проходящей через центр 
диска и перпендикулярной его поверхности. (Ответ: I =4,19·10-2 кг·м2).    
 

149. На краю стола установлен блок цилиндрической формы, 
который может свободно вращаться. Через блок перекинута невесо-
мая и нерастяжимая нить, к концам которой прикреплены грузы. 
Один груз движется по горизонтальной поверхности стола, а другой – 
вдоль вертикали вниз.  Определить коэффициент трения μ между гру-
зом и столом, если массы каждого груза и масса блока  одинаковы  и  
грузы  движутся с ускорением а = 2,6 м/с2. Проскальзыванием нити по 
блоку и силой трения в оси вращения блока пренебречь. (Ответ:  
μ=0,34).    
 

150. К концам легкой и нерастяжимой нити, перекинутой через 
блок, подвешены грузы массами m1 = 0,2 кг и m2 = 0,3 кг. Во сколько 
раз отличаются силы, действующие на нить по обе стороны от блока, 
если масса блока  m = 0,4 кг,  а его ось движется вертикально  вверх  с  
ускорением а = 2,0 м/с2 ? Силами трения в оси вращения блока и про-
скальзыванием нити по блоку пренебречь. (Ответ:  T2/T1=1,18). 

 
Закон сохранения момента импульса 

 
151. На скамье Жуковского стоит человек и держит на вытяну-

тых руках гири массой m = 3,0 кг каждая. Расстояние от каждой гири до 
оси вращения скамьи l1 = 70 см. Скамья вращается с частотой ν1 = 0,5 с-1. 
Как изменится частота вращения скамьи и какую работу А произведет 
человек, если он прижмет руки так, что расстояние от каждой гири до 
оси уменьшится до l2 = 20 см? Момент инерции человека и скамьи 
относительно оси I = 2,5 кг·м2. (Ответ:  ν2/ν1=1,98 ;  А=39,67 Дж). 
 

152. Скамья Жуковского с человеком вращается с угловой скоро-
стью ω1 = 5,0 рад/с. Человек держит в руках стержень вертикально по 
оси скамьи. С какой угловой скоростью ω2 будет вращаться скамья, ес-
ли человек повернет стержень так, чтобы он занял горизонтальное по-
ложение? Суммарный момент инерции человека и скамьи I = 6,0 кг·м2. 
Длина стержня  l = 1,8 м, масса m = 6,0 кг. Считать, что центр масс 
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стержня с человеком находится на оси вращения платформы. (Ответ:  
ω =3,94  рад/с). 
 

153. Платформа в форме сплошного диска диаметром D = 3,0 м 
и массой m1 = 180 кг может вращаться вокруг вертикальной оси. С 
какой угловой скоростью ω1 будет вращаться эта платформа, если по 
ее краю пойдет человек массой m2 = 70 кг со скоростью v  = 1,8 м/с 
относительно платформы? (Ответ:  ω =0,53 рад/с).  
 

154. На горизонтально расположенный вал насажены маховик в 
виде симметричного твердого тела и шкив радиусом R=4 см. На шкив 
намотана нить, к которой привязан груз массой m= 0,5 кг. Опускаясь 
равноускоренно, груз прошел путь s= 1,5 м за время t= 3 c. Опреде-
лить момент инерции вращающейся системы, принимая, что момент 
трения в подшипниках  вала равен нулю. (Ответ:  I=2,27·10-2 кг·м2). 
 

155. Тонкий стержень длиной l=50 см и массой  m= 400 г  вра-
щается относительно оси, проходящей через середину стержня и пер-
пендикулярной стержню. Угловая скорость стержня меняется по за-
кону t3,52,4ω += (числовые коэффициенты формулы заданы в едини-
цах системы СИ). Определить вращающийся момент силы, действую-
щий на стержень, и момент импульса стержня в момент времени t=2 c. 
Проанализируйте полученные результаты решения задачи.   
(Ответ:  М=2,9·10-2 Н·м;   L= 7,8·10-2  кг·м2/с). 
 

156. Однородный тонкий стержень длиной l = 1,0 м может сво-
бодно вращаться вокруг горизонтальной оси, проходящей через один 
из его концов. В другой конец абсолютно неупруго ударяет пуля мас-
сой m1 = 7,0 г. Траектория пули перпендикулярна стержню и к плос-
кости, в которой лежат стержень и ось вращения. Определить массу m 
стержня, если в результате попадания пули он отклонился на угол α = 
= 30°. Принять скорость пули v  = 360 м/с.  (Ответ:  m = 1,9 кг). 

 
157. На краю платформы в виде диска, вращающейся по инер-

ции вокруг вертикальной оси  с частотой ν1 = 6 мин-1, стоит человек 
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массой m1 =70 кг. Когда человек прошел в центр платформы, она ста-
ла вращаться с частотой ν2 = 9 мин-1. Определить массу m2 платфор-
мы. Ось вращения  платформы совпадает с ее осью симметрии, а мо-
мент инерции человека рассчитывать как для материальной точки.   
(Ответ:  m2 = 280 кг). 
 

158. На краю неподвижной скамьи Жуковского диаметром D = 
= 0,8 м и массой m1 = 6,0 кг стоит человек массой m2 = 60 кг. С какой 
угловой скоростью ω начнет вращаться скамья, если человек поймает 
летящий на него со скоростью v  = 5,0 м/с мяч массой m = 0,5 кг? Тра-
ектория мяча горизонтальна и проходит на расстоянии r = 0,4 м от 
оси скамьи. (Ответ:  ω=0,098 рад/c). 
 

159. Шарик  массой m = 60 г, привязанный к концу нити длиной  
l = 1,2 м, вращается с частотой ν = 2,0 с-1, опираясь на горизонталь-
ную плоскость. Нить другим концом привязана к вертикальной не-
подвижной оси и, наматываясь на ось, укорачивается, приближая ша-
рик к оси до расстояния l1=0,6 м. С какой частотой ν1 будет при этом 
вращаться шарик? Какую работу А совершает внешняя  сила, укора-
чивая нить? Трением шарика о плоскость пренебречь. (Ответ:  ν1 = 8 с-1; 
А=20,5 Дж).       
 

160. Однородный стержень длиной l = 1,0 м и массой m1 = 2,0 кг 
подвешен на горизонтальной оси вращения, проходящей через верх-
ний конец стержня. В точку стержня на расстоянии (2/3)l от оси  аб-
солютно упруго ударяет шарик массой m = 10,0 г. Траектория шарика 
перпендикулярна стержню и к плоскости, в которой лежат стержень и 
ось вращения. После удара стержень отклонился на угол α = 30°. Оп-
ределить скорость шарика. Трением в шарнирах оси вращения стерж-
ня пренебречь. (Ответ: v =100 м/с). 

 
Работа, мощность, энергия 

 
161. Найти работу силы при перемещении груза по наклонной 

плоскости вверх с ускорением а = 1,1 м/с2. Масса груза m = 120 кг, дли-
на наклонной плоскости l= 2,5 м, угол наклона плоскости к горизонту 
α=30°, коэффициент трения μ=0,14. (Ответ:  А=2158 Дж). 
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162. Тело массой m=2,0 кг, бросили со скоростью v = 10 м/с под 
углом α = 45° к горизонту. Пренебрегая сопротивлением воздуха, найти 
работу силы тяжести над телом при движении: а) до верхней точки 
траектории; б) на всем интервале движения по траектории. Построить 
график зависимости кинетической энергии тела от времени на интер-
вале движения тела. (Ответ:  а) –50 Дж;   б)   0 Дж). 
 

163. Скорость автомобиля на прямолинейном  участке разгона 
меняется по закону 20,20,4 ttv += (числовые коэффициенты формулы 
заданы в единицах системы СИ). Масса автомобиля 2000 кг. Найти 
работу силы тяги на интервале времени от t1=2 с до t2=4 c. Определить 
мощность, развиваемую автомобилем, в момент времени t = 4 c. 
(Ответ:  А=20,48 кДж; N=13,4 кВт). 
 

164. Горизонтально летящая пуля массой m = 8,0 г попадает в 
деревянный куб, лежащий на столе, и пробивает его. Определить, ка-
кая часть энергии пули перешла в тепло, если ее начальная скорость 

1v = 800 м/с, а  скорость на вылете из куба 2v = 100 м/с. Масс куба m = 
= 2,0 кг. Траектория пули проходит через центр куба, трением между 
кубом и столом пренебречь. (Ответ:  17,36 Дж). 
 

165. Автомобиль массой m = 8·103 кг движется со скоростью 
v =72 км/ч по горизонтальной поверхности и испытывает постоянную 
силу сопротивления F= 1600 Н. После прекращения действия силы 
тяги определить: 1) время, требуемое для того, чтобы остановилась 
машина; 2) расстояние, которое пройдет машина до полной останов-
ки; 3) работу силы сопротивления на всем пути. (Ответ: 1) t=100 c;   
2) s=1 км;   3) A=1,6·106 Дж). 
 

166. Определить кинетическую энергию вращающегося на то-
карном станке полого стального цилиндра длиной l = 400 мм. Внут-
ренний и наружный диаметры цилиндра соответственно равны d1= 60 
мм, d2= 100 мм. Число оборотов станка n = 120 об/мин. (Ответ:  Wк= 
=154,45 Дж). 
 

167. Однородный шар массы m = 2 кг скатывается без скольже-
ния по наклонной плоскости, составляющей угол α=30° с горизонтом. 
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Найти кинетическую энергию шара через t=5 с после начала движе-
ния. Построить график зависимости кинетической энергии шара от 
времени. (Ответ:  Wк = 430 Дж). 
 

168. Включенный вентилятор делает n = 900 об/мин. Момент 
инерции вентилятора I =1,1·10-2  кг·м2. После выключения электропи-
тания вентилятор, вращаясь равнозамедленно, сделал до остановки 75 
оборотов. Определить момент сил торможения и работу момента сил. 
Построить график зависимости кинетической энергии вентилятора от 
времени на интервале торможения. (Ответ: М=0,1 Н·м; А=48,8 Дж).   
 

169. Симметричное твердое тело вращается относительно оси 
симметрии с постоянной скоростью, соответствующей n=10 об/с. Ки-
нетическая энергия тела Wк=7,9·103 Н·м. За сколько времени прило-
женный к телу момент силы М= 50 Н·м увеличит угловую скорость 
тела в два раза? Построить график зависимости Wк=f(t) на этом ин-
тервале времени. (Ответ:  t= 5 c). 
 

170. Диск массой 5 кг насажен на вал, на котором он может вра-
щаться. К ободу диска приложена постоянная касательная сила F=20 Н. 
Какую кинетическую энергию будет иметь диск через 5 с после нача-
ла действия силы. Массой вала пренебречь. (Ответ:  Wк = 1,92 кДж). 
 

Потенциальное поле сил 
 

171. Определить напряженность G гравитационного поля на вы-
соте h = 1000 км над поверхностью Земли. Считать известными уско-
рение g свободного падения у поверхности Земли и ее радиус R. (От-
вет:  G = 7,33 м/с). 
 

172. Какая работа А будет совершена силами гравитационного 
поля при падении на Землю тела массой  m = 2,0 кг: 1) с высоты h = 
= 1000 км; 2) из бесконечности? (Ответ:  А1 = 1,675·107 Дж;  А2 = 
= 12,5·107 Дж). 

 
173. Из бесконечности на поверхность Земли падает метеорит 

массой m = 30 кг. Определить работу А, которая при этом будет со-
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вершена силами гравитационного поля Земли. Ускорение свободного 
падения g у поверхности Земли и ее радиус R считать известными.  
(Ответ: А1=1,87·109 Дж). 
 

174. С поверхности Земли вертикально вверх пущена ракета со ско-
ростью v = 5 км/с. На какую высоту поднимется ракета.  
(Ответ: h=1593 км). 
 

175. По круговой орбите вокруг Земли обращается спутник с пе-
риодом Т = 90 мин. Определить, на какой высоте от поверхности Зем-
ли движется спутник. Ускорение свободного падения g у поверхности 
Земли и ее радиус R считать известными. (Ответ:  h=260 км). 
 

176. На каком расстоянии r от центра Земли находится точка, в 
которой напряженность суммарного гравитационного поля Земли и 
Луны равна нулю? Принять, что масса Земли в 81 раз больше массы 
Луны и что расстояние от центра Земли до центра Луны равно 60 ра-
диусам Земли. (Ответ:  r=3,43·108 м). 
 

177. Спутник обращается вокруг Земли по круговой орбите на 
высоте h = 520 км. Определить период обращения спутника. Ускорение 
свободного падения g у поверхности Земли и ее радиус R считать из-
вестными. (Ответ:  Т=5,7·103  с). 

 
178. Определить линейную и угловую скорости спутника Земли, 

обращающегося по круговой орбите на высоте h = 1000 км. Ускорение 
свободного падения g у поверхности Земли и ее радиус считать из-
вестными. (Ответ:  v =7,33·103 м/с; ω=6,29·103 рад/с). 
 

179. Какова масса Земли, если принять, что Луна в течение года 
совершает 13 обращений вокруг Земли. Расстояние от Земли до Луны 
равно 3,844·108 м?  (Ответ:  М=5,7·1024 кг). 
 

180. На какой высоте круговой орбиты должен вращаться искус-
ственный спутник Земли, чтобы он находился все время над одной и 
той же точкой планеты? (Ответ:  h=35800 км). 
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Гидродинамика 
 

181. Широкий сосуд с небольшим отверстием в дне наполнен 
водой и керосином. Пренебрегая вязкостью, найти скорость выте-
кающей воды в начальный момент времени, если толщина слоя воды 
hв = 30 см, а слоя керосина – hк= 20 см. (Ответ: v =3 м/с).         
 

182. По горизонтально расположенной трубе протекает идеаль-
ная жидкость. На прямолинейном участке трубы вдоль ее оси давле-
ние меняется по закону p =A+Bx, где А=105 Па; В=102 Па/м. Опреде-
лить усилие,  которое действует на объем жидкости 1 см3 внутри трубы 
на этом участке. Ось ОХ совпадает с осью трубы. (Ответ:  F = 10-4  Н).         
 

183. Свинцовый шарик равномерно опускается в глицерине. При 
каком наибольшем диаметре шарика его обтекание еще остается ла-
минарным? Известно, что переход к турбулентному обтеканию соот-
ветствует числу Re≥0,5. (Ответ:  d =5,2 мм).       

 
184. Радиус круглого сечения трубопровода  монотонно умень-

шается по закону r = r0·e-αх, где α = 0,50 м-1, х – расстояние от начала 
трубопровода. Найти отношение чисел Рейнольдса в сечениях, отстоя-
щих друг от друга на Δх = 3,2 м. (Ответ:  Re2/Re1 = 4,95). 

 
185. Определить время истечения идеальной жидкости из откры-

того цилиндрической формы бака высотой 2 м, если диаметр неболь-
шого отверстия в дне бака в 50 раз меньше диаметра сосуда. (Ответ:  
t = 27 мин).         
 

186. Горизонтально расположенная прямая труба заполнена иде-
альной жидкостью. На участке трубы длиной Δх = 2,92 м разность 
давлений  Δp = 2,6·102 Па. Определить ускорение, с которым движут-
ся частицы жидкости, если ее плотность равна ρ = 890 кг/м3. (Ответ:  
а = 0,1 м/с2).         
 

187. Найти скорость течения углекислого газа в трубе, если из-
вестно, что за полчаса через поперечное сечение трубы протекает 0,51 кг 
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газа. Плотность газа принять равной ρ = 7,5 кг/м3. Диаметр трубы ра-
вен D=2,0 см. В решении задачи пренебречь вязкостью газа.  
(Ответ: v =0,12 м/с).         
 

188. Две свинцовые дробинки диаметром d1= 3 мм и d2= 1 мм 
опустили в бак с глицерином. Высота жидкости в баке h = 1 м. На 
сколько будет отличаться время Δt движения до дна этих дробинок. 
Температура глицерина 20 оC. (Ответ:  Δt =4 мин).         
 

189. В сосуд льется вода, причем за 1 с наливается 0,2 л воды. 
Каков должен быть диаметр отверстия в дне сосуда, чтобы вода в нем 
держалась на постоянном уровне, равном h = 8,3 см? (Ответ:  d =1,4 см).         
 

190. Шарик всплывает с постоянной скоростью в жидкости, плот-
ность которой в 4 раза больше плотности материала шарика. Во сколько 
раз сила трения, действующая на всплывающий шарик, отличается от 
веса этого шарика. (Ответ:  Fтр/(mg) = 3).         
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Приложение 2 
 
 

ЕДИНИЦЫ ИЗМЕРЕНИЯ. СИСТЕМА СИ 

Общие сведения 

В 1960 г. XI Генеральная конференция по мерам и весам приняла 
стандарт, который впервые получил название «Международная сис-
тема единиц (СИ)». 

В 1971 г. IV Генеральная конференция по мерам и весам внесла 
изменения в СИ, добавив, в частности, единицу измерения количества 
вещества (моль). 

В настоящее время СИ принята в качестве законной системы еди-
ниц измерения. 

Система СИ определяет семь основных  единиц измерения и 
производные  единицы измерения, а также набор приставок .  Ус-
тановлены стандартные сокращённые обозначения для единиц изме-
рения и правила записи производных единиц. 

В России действует ГОСТ 8.417-2002, предписывающий обяза-
тельное использование СИ. В нем перечислены единицы измерения, 
приведены их русские и международные названия и установлены пра-
вила их применения. По этим правилам в международных документах 
и на шкалах приборов допускается использовать только международ-
ные обозначения. Во внутренних документах и публикациях можно ис-
пользовать либо международные, либо русские обозначения (но не те 
и другие одновременно). 

Основные единицы 

Метр –  длина, равная 1650763,73 длины волны излучения в ва-
кууме, соответствующего переходу между уровнями 2р10 и 5d5 атома86 Kr. 
Позднее на XVII Генеральной конференции по мерам и весам (1983 г.) 
метр определен как длина пути, проходимого в вакууме светом за 
1/299 792 458 секунды. При этом скорость света в вакууме была по-
стулирована равной точно 299 792 458 м/с. 
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Килограмм – единица массы – представлен массой международ-
ного прототипа килограмма. Это цилиндр из сплава платины (90 %), и 
иридия (10 %) диаметром 39 мм и такой же высоты. Этот эталон обес-
печивает относительную точность его воспроизведения около 10-8. 

Секунда –  единица времени. Принято считать (XIII Генеральная 
конференция по мерам и весам, 1967 г), что секунда равна 9 192 631 770 
периодам излучения, соответствующего переходу между двумя сверх-
тонкими уровнями атома цезия-133. Относительная точность воспро-
изведения секунды с помощью цезиевого эталона частоты составляет 
около 10-11. 

Ампер – сила неизменяющегося тока, который, проходя по двум 
параллельным прямолинейным проводникам бесконечной длины и 
ничтожно малого кругового сечения, расположенным на расстоянии 1 м 
один от другого в вакууме, вызывает между этими проводниками си-
лу, равную 2·10-7 ньютон на каждый метр длины. 

Градус Кельвин – единица измерения температуры по термоди-
намической шкале, в которой для температуры тройной точки воды 
установлено значение 273,16о К (точно). 

Кандела – единица силы света, значение которой принимается 
таким, чтобы яркость полого излучателя при температуре затвердева-
ния платины была равна 60 кд/см2. 

Моль – количество вещества. Один моль любого вещества со-
держит, по определению, одинаковое число структурных элементов (чис-
ло Авагадро NA = 6,0220921·1023 моль-1). Это число атомов, содержа-
щихся в 0,012 кг изотопа углерода 12 С. 

Дополнительные единицы 

Плоский угол – радиан, равен углу между двумя радиусами ок-
ружности, длина дуги между которыми равна радиусу. 

Телесный угол – стерадиан, равен телесному углу с вершиной в 
центре сферы, вырезающему на поверхности сферы площадь, равную 
площади квадрата со стороной, равной радиусу сферы. 
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В рамках СИ считается, что основные единицы имеют незави-
симую размерность, т. е. ни одна из основных единиц не может быть 
получена из других. 

Обозначения основных и дополнительных единиц 
Единица измерения 

Наименование Обозначение Величина 
русское международное русское международное

Основные 
Длина метр metre (meter) м m 

Масса кило-
грамм kilogram кг kg 

Время секунда second с s 
Сила электрического 
тока Ампер ampere А A 

Термодинамическая 
температура Кельвин kelvin К K 

Сила света кандела candela кд cd 
Количество вещества моль mole моль mol 

Дополнительные  
Плоский угол радиан  рад rad 
Телесный угол стерадиан  ср sr 

 
Производные единицы получаются из основных с помощью ал-

гебраических действий, таких как умножение и деление. Некоторым 
из производных единиц в Системе СИ присвоены собственные назва-
ния, например, 1 Н = 1 м ·1 кг ·1 с-2  или в латинской транскрипции это 
записывается так –LMT-2. Ниже приведены таблицы производных еди-
ниц физических величин. 

 
Производные единицы Международной системы (СИ)∗ 

Величина Единица 

Наименование Обозна-
чение 

Размер-
ность 

Наимено-
вание 

Обозначение  
(русское) 

I. Производные единицы пространства и времени 

Площадь  S L2 квадратный 
метр м2 

                                                 
∗ Приведено по ГОСТ 9867-61 
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Величина Единица 

Наименование Обозна-
чение 

Размер-
ность 

Наимено-
вание 

Обозначение  
(русское) 

Объём, вме-
стимость V L3 кубический 

метр м3 

Скорость v, u LT-1 метр в се-
кунду м/с 

Ускорение a LT-2 
метр на се-
кунду в 
квадрате 

м/с2 

Частота пе-
риодического 
процесса 

f, ν T-1 герц Гц 

Частота дис-
кретных со-
бытий (часто-
та вращения, 
частота им-
пульсов и т.д.) 

f, ω T-1 
секунда  

в минус пер-
вой степени

с-1 

Угловая ско-
рость ω T-1 радиан в се-

кунду рад/с 

Угловое уско-
рение ε T-2 

радиан  
на секунду 
в квадрате 

рад/с2 

II. Производные единицы механических величин 

Плотность ρ L-3M 
килограмм 
на кубиче-
ский метр 

кг/м3 

Удельный 
объём v L3M-1 

кубический 
метр на ки-
лограмм 

м3/кг 

Момент инер-
ции (динами-
ческий) 

I L2M 
килограмм-
метр в квад-

рате 
кг·м2 

Количество 
движения 
(импульс) 

p LMT-1 
килограмм-
метр в се-
кунду 

кг·м/с 

Сила P, F LMT-2 ньютон Н 
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Величина Единица 

Наименование Обозна-
чение 

Размер-
ность 

Наимено-
вание 

Обозначение  
(русское) 

Вес G LMT-2 ньютон Н 

Удельный вес γ L-2MT-2 
ньютон на 
кубический 

метр 
Н/м3 

Давление p L-1MT-2 паскаль Па 
Напряжение 
(механиче-
ское) 

E, σ L-1MT-2 паскаль Па 

Коэффициент 
поверхност-
ного натяже-
ния 

σ MT-2 ньютон  
на метр Н/м 

Работа A L2MT-2 джоуль Дж 
Энергия E, W L2MT-2 джоуль Дж 

Молярная 
концентрация xi L-3N 

моль на ку-
бический 
метр 

моль/м3 

Мощность N, P L2MT-3 ватт Вт 
Коэффициент 
вязкости ди-
намический 

μ L-1MT-1 паскаль-
секунда Па· с 

Коэффициент 
вязкости ки-
нематичес-
кий 

ν L2T-1 
квадратный 
метр на се-
кунду 

м2/с 

Объёмный 
расход V L3T-1 

кубический 
метр на се-
кунду 

м3/с 

Массовый 
расход G, M MT-1 килограмм 

на секунду кг/с 

 
Единицы, не входящие в Систему СИ 

 
Некоторые единицы измерения, не входящие в Систему СИ, по 

решению Генеральной конференции по мерам и весам «допускаются 
для использования совместно с СИ». 
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Обозначение 
Единица  
измерения 

Между-
народ-
ное на-
звание 

русское междуна-
родное 

Величина в единицах СИ 

минута minute мин min 60 с 
час hour ч h 60 мин = 3600 с 
сутки day сут d 24 ч = 86 400 с 
градус degree ° ° (π/180) рад 

угловая минута minute ′ ′ (1/60)° = (π/10 800) 
угловая секунда second ″ ″ (1/60)′ = (П/648 000) 

литр litre 
(liter) л l, L 1 дм 3 

тонна tonne т t 1000 кг 

электронвольт electron 
volt эВ eV 10 -19 Дж 

атомная едини-
ца массы 

unified 
atomic 

mass unit 
а. е. м. u 1,49597870691 -27 кг 

астрономиче-
ская единица 

astronom
ical unit а. е. ua 10 11 м 

морская миля nautical 
mile миля   1852 м (точно) 

узел knot уз   1 морская миля в час =  
= (1852/3600) м/с 

ар are а a 10 2 м 2 
гектар hectare га ha 10 4 м 2 
бар bar бар bar 10 5 Па 

ангстрем еngstrem Е Е 10 -10 м 
барн barn б b 10 -28 м 2 

 
Приложение 3 

 
НЕКОТОРЫЕ ФИЗИЧЕСКИЕ ВЕЛИЧИНЫ 

И ОБОЗНАЧЕНИЯ 
Таблица П1 

 Основные физические постоянные 
Физическая постоянная 

 
Обозна-
чение 

Значение 

Нормальное ускорение свободного па-
дения 

g  9,81 м/c2 
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Окончание табл. П1 
Физическая постоянная 

 
Обозна-
чение 

Значение 

Гравитационная постоянная G  6,67*10-11 м3/(кг*с2)
Постоянная Авогадро AN  6,02*1023 моль-1 
Молярная газовая постоянная R  8,31 Дж/(моль*К) 
Стандартный объем mV  22,4*10-3 м3/моль 
Постоянная Больцмана k  1,38*10-23 Дж/К 
Заряд электрона e  1,60*10-19 Кл 
Скорость света в вакууме c  3,00*108 
Постоянная Стефана – Больцмана σ  5,67*10-8 Вт/(м2*К4)
Постоянная закона смещения Вина b  2,90*10-3 м*К 
Постоянная Планка 
 

h  
h  

6,63*10-34 Дж*с 
1,05*10-34 Дж*с 

Постоянная Ридберга R  1,10*107 м-1 
Радиус Бора a  0,529*10-10 м 
Комптоновская длина волны электрона Λ  2,43*10-12 м 
Магнетон Бора Bμ  0,927*10-23 А*м2 
Энергия ионизации атома водорода iE  2,18*10-18 Дж  

(13,6 эВ) 
Атомная единица массы ... меа  1,660*10-27 кг 
Электрическая постоянная 0ε  8,85*10-12 Ф/м 
Магнитная постоянная 0μ  4π*10-7 Гн/м 
Масса покоя электрона em  9,109*10-31 кг 
Масса покоя протона pm  1,675*10-27 кг 

 
Таблица П2 

Некоторые астрономические величины 

Наименование 
 

Значение 

Радиус Земли 6,37*106 м 
Масса Земли 5,98*1024 кг 
Радиус Солнца 6,95*108 м 
Масса Солнца 1,98*1030 кг 
Радиус Луны 1,74*106 м 
Масса Луны 7,33*1022 кг 

Расстояние от центра Земли до центра Солнца 1,49*1011 м 
Расстояние от центра Земли до центра Луны 3,84*108 м 

138



 

Таблица П3 
Физические свойства некоторых веществ 

Вещество 
 

Плотность,  
ρ, кг/м3 

(при 20оС) 

Предел проч-
ности,  

Φвр 107 Н/м2 

Модуль 
Юнга,  

Е, 1010 Н/м2 

 

Температу-
ра плавле-

ния,  
t 0С 

Алюминий  2700 8,96÷10,75 6,85 660 
Железо 7870 1,84 ÷22,5 10 ÷ 13 1535 
Латунь 8400   905÷1045 
Медь 8930 20 ÷25 11,2 1083 
Олово: 

белое 
серое 

 
7290 
5800 

1,47 ÷ 2,4 4,06 ÷5,86 231,9 

Золото 19300 12,4 8,06 1063 
Никель 8600÷8900 34,3÷56,1 20,2 1453 
Платина 21370 14,0 14,7 1769 
Ртуть 13546 – – - 38,86 
Свинец 11342 1,47 ÷1,76 1,62 327,3 
Серебро 10420÷10590 13,5 8,05 960,8 
Вольфрам 18600÷19100 69,9 ÷80,9 34,2 ÷ 40 3380 
Цинк 6920 2,94 ÷3,92 12,7 419,5 
Сталь 7700 29,4 19,6 1300 
Стекло 2400÷2800 - - - 
Лед 917 - - 0 
Пробка 220÷260 - - - 
Вода 1000 - - - 
Керосин 800 - - - 
Спирт 790 - - - 
Глицерин 1260 - - - 

 
Таблица П4 

 
Коэффициент динамической вязкости различных сред  

при атмосферном давлении 
Вещество Химическая 

формула t = 0o C t = 20o C t = 50o C t = 100o C 

Коэффициент динамической вязкости газов и пара при разных  
температурах, η⋅10-8 кг/(м⋅с) 

Воздух  1708 1812 1954 2180 
Водород Н2  840  880   938 1033 

139



 

Окончание табл. П4 
Вещество Химическая 

формула t = 0o C t = 20o C t = 50o C t = 100o C 

Гелий Не 1860 1946 2082 2281 
Азот N2 1665 1766 1883 2086 
Углекислый 
газ 

CO2 1367 1463 1607 1827 

Кислород O2 1910 2026 2182 2437 
Аргон Ar 2085 2215 2400 2695 
Водяной пар H2O  883 - 1065 1250 

 
Коэффициент динамической вязкости жидкостей при разных  

температурах,  η⋅10-3 кг/(м⋅с) 
Глицерин C3H8O3 12100 1480 180 13 
Бензол С6H6 0,770 0,584 - 0,269 
Анилин С6Н7 10,2 4,40 1,80 0,80 
Этиловый 
спирт 

С2Н5OH 1,773 - - - 

Вода, плот-
ностью  
103 кг/м3 

H2O 0,1786 1,0019 0,05477 - 

Бензин - - 0,530 - - 
Ртуть Hg 1,680 1,550 - - 
Молоко - - 1,80 - - 

 
Таблица П5 

Скорость звука в газах при 0 оС и давлении 1 атм. 
Газ Скорость звука а, м/с 

Водород 1284 
Гелий   965 
Метан   430 
Азот   334 
Кислород   314 
Воздух   331 

 
Таблица П6 

Скорость звука в жидкостях 
Жидкость Скорость звука а, м/с 

Вода обычная (при t = 25 oC) 1497 
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Окончание табл. П6 
Жидкость Скорость звука а, м/с 

Глицерин  (при t = 20 oC) 1923 
Этиловый спирт (при t = 20 oC) 1165 
Бензин  (при t = 25 oC) 1295 
Керосин (при t = 34 oC) 1295 
Ртуть (при t = 20 oC) 1452÷1461 

 
Таблица П7 

Масса и энергия покоя некоторых частиц 

m0  W0 
 
 

Частица 
кг 
 

а.е.м. 
 Дж МэВ 

Электрон 9,11*10-31 0,00055 8,16*10-14 0,511 
Протон 1,672*10-27 1,00728 1,50*10-10 938 
Нейтрон 1,675*10-27 1,00867 1,51*10-10 939 
Дейтрон 3,35*10-27 2,01355 3,00*10-10 1876 
α – частица 6,64*10-27 4,00149 5,96*10-10 3733 
Нейтральный  
π − мезон 

2,41*10-28 0,14498 2,16*10-11 135 

 
Таблица П8 

Греческий алфавит 
Обозначения 

букв 
Название букв  Обозначения 

букв 
 

Название 
букв 

 
Α,α альфа  Ν,ν ню 
Β,β бета  Ξ,ξ кси 
Γ,γ гамма  Ο,ο омикрон 
Δ,δ дэльта  Π,π пи 
Ε,ε эпсилон  Ρ,ρ ро 
Ζ,ζ дзета  Σ,σ сигма 
Η,η эта  Τ,τ тау 
Θ,θ тэта  Υ,υ ипсилон 
Ι,ι йота  Φ,φ фи 
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Окончание табл. П8 
Обозначения 

букв 
Название букв  Обозначения 

букв 
 

Название 
букв 

 
Κ,κ каппа  Χ,χ хи 
Λ,λ ламбда  Ψ,ψ пси 
Μ,μ мю  Ω,ω омега 

 
Таблица П9 

Приставки и множители для образования десятичных кратных  
и дольных единиц и их наименования 

Приставка 
 

Обозначение  Наименование 

 
Множитель 

 
Э экса 1018 

П пэта 1015 

Т тера 1012 

Г гига 109 

М мега 106 

к кило 103 

г гекто 102 

да дека 101 

д деци 10-1 

с санти 10-2 

м милли 10-3 

мк микро 10-6 

н нано 10-9 

п пико 10-12 

ф фемто 10-15 

а атто 10-18 
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