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ВВЕДЕНИЕ 
 

Учебное пособие направлено на закрепление у студентов зна-
ний, полученных из теоретического курса. Кроме того, решение прак-
тических задач помогает лучше понять и представить физические 
процессы, происходящие в электроэнергетической системе и электри-
ческих сетях при передаче и распределении электроэнергии. 

В современной прикладной науке проблема расчета установив-
шегося режима большой электроэнергетической системы была и 
остается в центре внимания исследователей. Это связано с тем, что с 
расчета установившегося режима электроэнергетической системы 
начинается множество исследований, таких как: 

– оптимизация режима по активным параметрам; 
– оптимизация развития структуры с учетом электрических 

станций; 
– установление уровня напряжения узлов и их регулирование с 

целью обеспечения необходимого качества электроэнергии; 
– расчет предельных режимов для определения устойчивости 

системы; 
– установление точных численных потерь активных мощностей 

в электрических сетях. 
Особенность решения проблемы установившегося режима 

большой электроэнергетической системы заключается в обеспечении 
инженерной наглядности для восприятия физических процессов, про-
исходящих как в данном объединении, так и в его отдельных звеньях 
(подсистемах). 

Из этого следует, что решение проблем большой электроэнерге-
тической системы связано не только с совершенствованием электрон-
ных вычислительных машин.  
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Расчет установившегося режима большой электроэнергетиче-
ской системы методом декомпозиции-диакоптики дает возможность с 
точки зрения инженерной наглядности проводить необходимые каче-
ственные и количественные исследования. 

При решении поставленной проблемы использованы теории 
представления большой электроэнергетической системы в виде сово-
купности радиально связанных подсистем, теории построения нели-
нейных математических моделей и современные методы их реализа-
ции, а также методы разложения нелинейных векторных функций в 
ряд Тейлора и теория матриц. 

В пособии приведены типичные задачи, возникающие при рас-
четах, анализе работы и проектировании сетей электрических систем. 
В первую очередь это представление в схемах замещения элементов 
электрических сетей с определением их параметров. Особое внимание 
уделено методам расчета установившихся нормальных режимов на 
примерах разомкнутых и простых замкнутых сетей.  
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Глава 1. КРАТКИЙ АНАЛИЗ ПО РАСЧЕТУ  
УСТАНОВИВШЕГОСЯ РЕЖИМА  

ЭЛЕКТРОЭНЕРГЕТИЧЕСКОЙ СИСТЕМЫ 
 

Исследования показывают, что в основу расчета при составле-
нии алгебраических уравнений установившегося режима электро-
энергетической системы (ЭЭС) положены построения соответствую-
щих математических моделей, которые можно классифицировать 
следующим образом: 

– математические модели Y – когда при построении системы 
соответствующих нелинейных алгебраических уравнений использу-
ются собственные и взаимные комплексные проводимости [1 – 27]; 

– математические модели Z – когда при построении системы 
соответствующих нелинейных алгебраических уравнений использу-
ются собственные и взаимные комплексные сопротивления [1 – 14]; 

– математические модели Y-Z – когда при построении системы 
соответствующих нелинейных алгебраических уравнений одновре-
менно используются частные и взаимно комплексные проводимости и 
сопротивления [1 – 27]. 

Построенные математические модели реализуются разными ме-
тодами, основанными на аналитическом принципе представления не-
линейных функций в ряде Тейлора. 

В настоящее время мы остановимся на особенностях реализации 
и использования отдельных математических моделей установившего-
ся режима ЭЭС. 
 

1.1. Выбор зависимых и независимых режимных параметров 
 

В основе исследований установившегося режима большой ЭЭС 
лежит построение соответствующих диакоптических математических 
моделей, которые представляются в виде совокупности радиально 
связанных подсистем. 

Для построения соответствующей математической модели 
необходимо выбрать состав независимых и зависимых параметров 
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как для ЭЭС, так и для подсистем. Понятие независимых и зависимых 
параметров одинаково как для отдельных подсистем, так и для ЭЭС. 

Каждый узел ЭЭС характеризуется комплексной мощностью и 
комплексным напряжением. Если их представить в виде реальных пе-
ременных, получим четыре режимных параметра: активные, реактив-
ные мощности, модуль напряжений и аргумент. 

Из четырех отмеченных режимных параметров в качестве ис-
ходной информации задают два, а другие два решают как результат 
реализации соответствующей математической модели. 

В зависимости от того, какие два из четырех узловых режимных 
параметров заданы в качестве исходной информации, узлы классифи-
цируют следующим образом: 

– узел типа U-Ψ – когда заданы модуль комплексного напряже-
ния и аргумент и необходимо определить активные (P) и реактивные 
(Q) мощности. Узел такого типа бывает обычно станционным, и его 
принимают как базисный по напряжению и балансирующий по мощ-

ности. Заданные параметры U-Ψu называют независимыми, а  
параметры P-Q, которые нужно определить, называют зависимыми 
режимными; 

– узел типа P-Q – когда заданы активные и реактивные мощно-
сти и необходимо определить модуль (U) комплексного напряжения и 
аргумент ( uΨ ). Узел такого типа может быть как станционным, так и 

нагрузочным. Предложенные параметры P-Q называют независимы-

ми, а параметры U-Ψu, которые нужно определить, называют зависи-
мыми режимными параметрами; 

– узел типа P-U – когда заданы активная мощность и модуль 
комплексных напряжений и необходимо определить реактивную 
мощность (Q) и аргумент комплексных напряжений ( uΨ ). Предло-

женные параметры P-U называют независимыми, а параметры Q-Ψu, 
которые нужно определить, называют зависимыми режимными. 

Делая выбор независимых и зависимых параметров, необходимо 
построить соответствующую диакоптическую математическую мо-
дель, которая представляет собой комплекс систем нелинейных ал-
гебраических уравнений ЭЭС. 



9 

1.2. Y – математические модели установившегося режима  
электроэнергетической системы 

 
Поскольку Y-матрицу ЭЭС строят непосредственно с электриче-

ской схемы, то на первоначальном этапе составления уравнений ши-
роко использовали Y – математические модели [1 – 10]. 

Если исследуемая ЭЭС имеет N независимых узлов, тогда соот-
ветствующую систему уравнений записывают в следующем виде: 
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В качестве Y – математической модели используют выражения 

активных и реактивных мощностей 
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где 
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Затем строят системы уравнений на основании приращения ре-

активных мощностей и исследуют их в форме системы нелинейных 
алгебраических уравнений, решая с применением компонентов ком-
плексных напряжений.  

В учебнике представлена примитивная, но содержательная схе-
ма замещения состоящая из шести узлов, которая имеет следующий 
вид (рис. 1). 

 

1 4 3

6 5 2

6

7

3

54

1

2

89

1010

n4

n7

 

Рис. 1. Схема замещения ЭЭС, состоящая из шести узлов 
 

Как видим, полученная схема имеет подразделения, которые 
свойственны сложным ЭЭС. 

В работе данную схему изучают наиболее подробным образом и 
реализуют соответствующую численную математическую модель с 
применением метода Ньютона – Рафсона. 

Темпы роста активных и реактивных мощностей узлов (см. рис. 1) 
приводят в следующем виде: 
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Для схемы, приведенной на рис. 1, систему матричных уравнений 

записывают следующим образом: 
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Из полученных матричных уравнений (1.1) следует, что узлы 2 и 

4 типа Р-Е, а 3 и 5 – нагрузочные, для которых задаются активные и 
реактивные мощности. Если приведем следующие обозначения: 
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тогда матричное уравнение (1.1) будет представлено в следующем 
компактном виде: 

 

.
δ









∆
∆








=








∆
∆

ELJ

NH

Q

P
         (1.2) 

 
Если обращать четырехблочную квадратную и неособенную 

матрицу, то получим 
 

.
δδ

1










∆
∆








=








∆
∆ −

ELJ

NH

E
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Блоки квадратной неособенной матрицы представляют в следу-
ющей аналитической форме: 

– при m = k 

;

,
δ

,

,
δ

2

2

kkk
k

k

k

k
kk

kkkk
k

k
kk

kkk
k

k
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k
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kkkk
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k
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Q

E

Q
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E
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E

P
N

EBQ
P

H

−=
∂
∂=

−=
∂
∂=

+=
∂
∂=

−=
∂
∂=

  

– при m ≠ k 

( )

( )

( ).1

,
δ

,
1

,
δ

kmkm
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k
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kmkm
m

k
km

kmkm
mm

k
km

kmkm
m

k
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ebfa
EE

Q
L

fbea
Q

J
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EE

P
N

ebfa
P

H

−=
∂
∂

=

+−=
∂
∂

=

+=
∂
∂

=

−=
∂
∂

=

  

Обобщая полученные результаты, можем сделать следующие 
выводы: 

– поперечные сопротивления учтены в собственных проводимо-
стях; 

– полученные математические модели реализованы по методу 
Ньютона – Рафсона; 
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– обращение квадратной матрицы приведено к решению систе-
мы нелинейных математических уравнений и реализовано по методу 
Гауса; 

– во время построения соответствующих уравнений учтен ко-
эффициент трансформации трансформатора; 

В этом случае основные сложности возникают при обращении 
неособенной квадратной матрицы Якоба. 

Если учесть то обстоятельство, что при реализации Y – матема-
тической модели возникает серьезная трудность для матрицы Якоба, 
то уравнение матрицы (1.2) для какой-нибудь итерации k можно 
представить в следующем виде: 










∆
∆Θ









=









∆
∆

+

+

1

1

k

k

kk

kk

k

k

VLJ

NH

Q

P
.  

Выражение полученной матрицы будет иметь вид 
 










∆
∆Θ









=









∆
∆

+

+

1

1

0

0
k

k

k

k

k

k

VL

H

Q

P
.    (1.3) 

 
Выражение (1.3) в некотором роде проясняет проблему матри-

цы, а именно мы без больших трудностей можем записать следующие 
простые выражения: 

,1+∆Θ=∆ kkk HP  
 

.1+∆=∆ kkk VLQ  
Ясно, что обращение обычных квадратных матриц Нk и Lk не 

представляет вычислительной сложности 

( ) ,
11 kkk PH ∆=∆Θ

−+  
 

( ) .
11 kkk QLV ∆=∆

−+  
Несмотря на то что вопрос обращения матрицы некоторым обра-

зом проясняется, общее время обращения особенно не уменьшается.  
На рис. 2 представлена простейшая, но имеющая разные слож-

ности электрическая схема, которая состоит из шести узлов, из кото-
рых узлы 1 и 6 являются станционными, а узлы 2, 3, 4 и 5 – нагрузоч-
ными. На схемах условно выставлены трансформаторы в виде витков. 
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Здесь проблема установившегося режима электрической системы 
решается методом Ньютона – Рафсона, когда в схеме функционируют 
трансформаторы с комплексными коэффицентами трансформации. 

Г1 Г6

Ф

4 5

1 6

32

E1

.
E2

.
E3

.

E4

.
E5

.

E6

.

t 4 t 5

T4 T5

23

 

Рис. 2. Простейшая схема замещения ЭЭС 
 

Для этой схемы строят соответствующие математические моде-
ли для разных случаев. 

Если предположить, что в схеме не работают трансформаторы, 
то линейное уравнение, исходящее из метода Ньютона – Рафсона в 
виде матрицы, будет выглядеть следующим образом: 
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,  (1.4) 

где 

m

k
km

P
H

δ∂
∂

= , 
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m
m

k
km E

E

P
N

∂
∂

= , 

 

m

k
km

Q
J

δ∂
∂

= , 

 

m
m

k
km E

E

Q
L

∂
∂= . 

 
Матричные элементы Якоба (1.4) в матричном выражении опре-

деляются следующим образом: 
Рк и Qк узловых мощностей 
 

1

ˆ ˆ .
N

k k k m km
m

P jQ E E Y
=

+ = ∑&  

 
Элементы матрицы Якоба определяются:  
– при разных индексах, когда k ≠ m 
 

,kmkmkmkm ebfaLH −==       
 

.kmkmkmkm fbeaJN +=−=      
 
– при равных индексах, когда k = m 
 

2
kkkkkk EBQH −−= ,      

 
2
kkkkkk EBQL −= ,     

 
2
kkkkkk EGPN += ,     

 
2
kkkkkk EGPJ −= ,     
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где  
( )

( )

( ),

,

,

mem

mmm

mem

IRa

EJf

ERe

&

&

&

=

=

=

  

( )

( )

( ).

,

,

kmmkm

kmekm

mmm

YJB

YRG

IJb

=

=

= &

 

 
Полученная математическая модель (1.4), которая строится в 

том случае, если не работают трансформаторы, дает возможность 
строить математические модели и в том случае, когда трансформато-
ры работают. 

Ниже изложены две формы для формулирования матрицы Якоба 
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где 

,m
m

k
km t

t

P
C

∂
∂=      (1.5) 
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.m
m

k
km t

t

Q
D

∂
∂=      (1.6) 

 
Схема трансформатора имеет следующий вид (рис. 3). 
 

Y 0

k
m  

 
Рис. 3. Представление схемы трансформатора 

 
Выражения мощностей для узлов k и m решаются 

( ) ∑

≠
≠
=

++=+
N

mi
ki

i
kiikkmmmkkkmkk YEEYtEEYEjQP

1

02 ˆˆˆˆ && ,    (1.7) 

 

( ) ( ) ∑

≠
≠
=

+++=+
N

mi
ki

i
kiimkmmkmmmmmmm YEEYtEEYYtEjQP

1

0022 ˆˆˆˆˆ && .   (1.8) 

 
Если дифференцировать выражения (1.7) и (1.8) согласно (1.5) и 

(1.6), получим: 
– при k ≠ m 
 

( )( )0000
kmkmmmmm jBGjfejba ++=+ ,    

 

( )0 0
km m k m k m kmC a e b f t N= + = ,     

 

( )0 0
km m k m k m kmD a f b e t L= − = ,     

 
а диагональные элементы определяются 
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( )0 2 2 0 02mm km m m k m k m mC G E t a e b f t= − + + , 

 

( )0 2 2 0 02mm km m m k m k m mD B E t a f b e t= − + − . 

 
В общем случае рекуррентное выражение Ньютона – Рафсона 

имеет следующий вид: 
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1.3. Z – математические модели установившегося режима  

электроэнергетической системы 
 

Параллельно с использованием Y – математических моделей 
установившегося режима ЭЭС использовались также Z – математиче-
ские модели [1 – 10].  

Сложность использования математических Z – моделей связана 
в основном с обращением матрицы Y, что требует большого объема 
вычислительных работ. 
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Однако разработано множество методов, которые можно с 
большим успехом использовать для построения Z-матриц. 

В основе этих методов лежит использование особенностей схем 
ЭЭС, при которых упрощается построение матрицы Z. Для построе-
ния Z-матрицы электрическую схему сначала представляют в виде 
графы, потом в виде дерева. Затем постепенно объединяют удаленные 
ветви и, когда восстанавливается начальная графа, строят матрицу Z.  

Важнейшая задача – вопрос коррекции матрицы Z, когда проис-
ходят структурные изменения первоначальной схемы. 

Согласно поставленной задаче новую матрицу Zн строят с по-
мощью уже известной матрицы Zс, когда возникает соответствующая 
дополнительная Z-матрица 

 
н с ,Z Z Z= + ∆       (1.9) 

 
где элементы допольнительной матрицы Z∆  определяются с помо-
щью элементов Zс и подключенных или отключенных комплексных 
сопротивлений. 

По вышеизученным методам можно создать матрицу Z, имея 
небольшое количество узлов. Поэтому для построения матрицы Z 
ЭЭС используют методы декомпозиции или диакоптики, сущность 
которых состоит в следующем: первоначальная схема ЭЭС превраща-
ется в радиально связанные подсистемы, которые связаны друг с дру-
гом одной электрической линией и имеют связь с единственным ба-
зисным узлом. При построении подматриц Z для отдельных подсхем 
или подсистем первые представляют в виде единой квазидиаметраль-
ной матрицы, как это показано ниже 
 

11 jiZ′     

γ′iZ  
  

 22 jiZ′
 

  

  M   

   NN jiZ′
 

t
iZ ,1
γ  δγZ′  
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Дополнительные ,γ′iZ  t
iZ ,1
γ  – прямоугольные матрицы строят с 

помощью подматриц ,
11 jiZ′  

22 jiZ′ … ,
NN jiZ′  а δγZ′ -матрицу – с помощью 

дополнительных матриц. Дополнительная δγZ′ -подматрица является 

квадратной, и ее порядок определяется количеством удаленных линий 
электропередач, вследствие чего первоначальная схема превращается 
в радиально связанные подсистемы. 

После построения расчетной матрицы (1.9) искомые матрицы Z 
определяют на основании следующего выражения: 

 
t

iiijij ZZZZZZ γδγγ ′′+′+′== .  

 
Фактически решен также вопрос построения и коррекции мат-

рицы Z для любых сложностей ЭЭС. 
Составленные нелинейные алгебраические уравнения типа Z 

решают по простейшему итерационному методу и в качестве основ-
ного расчетного выражения выбирают 
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В основном математическую модель Z приводят в следующем 

виде: 
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где 1E&  – величина комплексных напряжений первого узла, являюще-
гося базисным.  
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Электрический ток станционного узла GmI&  определяют по сле-
дующей формуле: 
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ˆ
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GmGm
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E

jQP
I

−=&  

 
Если к тому же узлу подключены как станция, так и нагрузка, то 

соответствующий ток будет определен на основании следующего вы-
ражения: 
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или 
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Математические модели Y и Z имеют как положительные, так и 

отрицательные стороны. 
1. Если схема замещения сильно неоднородна, т. е. к одному и 

тому же узлу подключены комплексные продольные сопротивления, 
имеющие разные величины, то математическая модель Y не обеспечи-
вает решение проблемы установившегося режима. 

2. Если схема замещения содержит отрицательные сопротивле-
ния, которые возникают во время построения схем замещения трех-
фазных трехрожковых трансформаторов, то в этом случае Y – матема-
тическая модель также не обеспечивает решения проблемы устано-
вившегося режима. 

3. При построении Z – математической модели нужно обращать 
Y-матрицу комплексных проводимостей, что требует большого объе-
ма вычислительных работ. 
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1.4. Y-Z – математические модели установившегося режима  
электроэнергетической системы 

 
Математическая модель Y-Z содержит положительные стороны 

математических моделей Y и Z:  
– при Y электрическая станция может быть в любом виде: 

«P-U», «P-Q», «P-U, P-Q»; 
– при Z безоговорочно обеспечивается соответствующая сходи-

мость нелинейных алгебраических уравнений. 
Соответствующая математическая модель представляется в сле-

дующем виде [12 – 24]: 
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где nnii IUIU &&&&  ,  и   ,  – комплексные напряжения и токи станционных и 

нагрузочных узлов; nnii YY  ,  – квадратные подматрицы станционных и 
нагрузочных узлов собственными и взаимными комплексными про-
водимостями inni YY = .  

Построенную систему нелинейных алгебраических уравнений 
предлагалось решить путем совмещения метода Ньютона – Рафсона и 
метода Якоба 

 
( )XFAX = ,      (1.10) 

 
где А – неособенная квадратная матрица, имеющая искомый вектор Х 
порядка N, а ( )xF  – нелинейная функция искомой переменной Х. 

Поскольку А – неособенная матрица, то из уравнения (1.10) 
можно определить X 

 

( ),1 XFAX −=   
 

или в виде рекуррентного выражения 
 

( )nn XFAX 1
1

−
+ = .     (1.11) 



24 

Система уравнений установившегося режима типа Y представ-
ляется в следующем виде: 

 
( )QPUIUY ,,&&& = ,     (1.12) 

или 

i

ii

j
jij

U

jQP
UY

ˆ
−

=∑ & .     (1.13) 

 
Представляя уравнение (1.12) в виде рекуррентного выражения 

(1.11), получим 
 

( )QPUIYU ,,1 && −= , 
или 

( )QPUZIU nn ,,1
&& =+      (1.14) 

 
– систему уравнений установившегося режима типа Z.  

Если узлы 1-M являются нагрузочными, то уравнение (1.13) 
принимает следующий вид: 
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Системы нелинейных алгебраических уравнений, представленные 
в уравнении (1.14) в виде Z и в уравнении (1.15) в виде Y, необходимо 
решать совместно. 

Качественный анализ показывает, что соответствующий вычис-
лительный алгоритм не обеспечивает общность решения, в результате 
чего он не нашел дальнейшего применения. 

С этой точки зрения предлагается более усовершенствованная 
математическая модель 
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Здесь m – количество станционных узлов вида P-U; k – количе-
ство нагрузочных узлов вида P-Q; j – нулевая матрица порядка 

( )mkm + :  
М – угловая матрица порядка ( )mkm + , каждый блок которой 

состоит из двух элементов, а остальные элементы равны нулю. 
Согласно (1.16) строят системы уравнений P-U, P-Q, которые 

решают разными методами.  
Математические модели Y-Z имеют следующие преимущества: 
1) обеспечивается большая продуктивность для системы, где ве-

личина активных сопротивлений превосходит величину реактивных  
R > X; 

2) сходимость итерационного процесса не зависит от выбора 
первоначальной величины зависимых режимных параметров; 

3) гарантируется решение проблемы ЭЭС, которая содержит 
продольные новые ветви; 

4) обеспечивается решение проблемы для существующих тяже-
лых режимов. 

В настоящее время математическая модель Y-Z представляется в 
совокупности подмоделей Y(Z) и Z(Y). 

Y(Z) – математическая подмодель представляется как 
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Z(Y) – математическая подмодель представляется как 
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Как Y(Z), так и Z(Y) – математическая подмодель реализуется по 

методу Ньютона – Рафсона, когда соответствующие рекуррентные 
выражения имеют следующий вид: 
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Как видим, вместо обращения матрицы порядка 2М (1.19) обра-

щаются две нижние неособенные квадратные матрицы порядка 2Г и 
2Н. Уравнения (1.17), (1.18) имеют следующий вид: 
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При типе станционных узлов Р-Q соответствующие математи-
ческие модели представляются следующим образом: 

– для станционных узлов  
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      (1.20) 

 
– для нагрузочных узлов  
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Системы (1.20) и (1.21) нелинейных алгебраических уравнений 
решают относительно искомых переменных Ψ um и ll II ′′′ ,  пользуясь 
так называемым методом минимизации, в основе которого лежит 
принцип построения вспомогательных функций. 

В этом случае для системы нелинейных алгебраических уравне-
ний (1.20) при обозначении вспомогательной функции буквой F(Ψ ) 
эта функция принимает следующий вид: 
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Если для системы уравнений (1.21) вспомогательную функцию 
обозначим буквой F(I), то она будет иметь следующий вид: 

 

( ) ( ) ( ){ }2 2

Г 1

 
m

pk qk
k

F I I I
= +

   = Φ + Φ   ∑ .    (1.23) 

 
При построении уравнения (1.22) согласно принципу минимиза-

ции вспомогательной функции, численное значение искомого вектора 
Ψ u является результатом решения нелинейного векторного уравнения 
Фpm (Ψ u), а численное значение искомого вектора I = (I', I"), полученное 
по принципу минимизации вспомогательной функции (1.23), – след-
ствие решения нелинейных векторных уравнений ( )[ ] ( )[ ]II qkpk ΦΦ   и  . 

В более компактном виде системы (1.20) и (1.21) соответственно 
можно представить в следующем виде: 

 
( )[ ] 0,Б =Ψϕ+−=Φ unnpmmmpm UPP ,      (1.24) 

 
( )[ ] .0,Б =Ψϕ+−=Φ unnqmmmqm UQQ       (1.25) 

 
Вышеприведенная функция ϕ рm системы (1.24) определяется со-

гласно следующему выражению: 
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а функции Фрk и Фqk системы (1.25) решаются так: 
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Согласно решению системы нелинейных алгебраических урав-

нений (1.24) и (1.25) рекуррентные выражения представляются в сле-
дующем виде: 
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В отличие от вышеприведенных математических моделей мате-

матические модели Y-Z представляются в следующем виде (когда 
станционные узлы могут быть одновременно как типа P-U, так и типа 
P-Q): 
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Поскольку при наличии аргументов комплексных напряжений 

станционных узлов типа Р-U можно определить численное значение 
реактивных мощностей, то из системы уравнений (1.26) можно ис-
ключить второе уравнение и можно представить математическую мо-
дель в следующем виде: 
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Полученное рекуррентное выражение реализации математиче-

ской подмодели (1.27) представляется в следующем виде: 
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Как видим, математическая подмодель (1.27) решается по мето-

ду минимизации. Реализация рекуррентного выражения математиче-
ской подмодели (1.28) представляется в следующем виде: 

 



















Φ

Φ



















′′∂
Φ∂

′∂
Φ∂

′′∂
Φ∂

′∂
Φ∂

−



















′′

′
=



















′′

′
−+

qi

pi

j

qi

j

qi

j

pi

j

pi
И

i

i

И

i

i

II

II

I

I

I

I

11

. 

 
Можно отметить, что математическая подмодель (1.28) решает-

ся по методу Ньютона – Рафсона. 
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1.5. Диакоптические математические модели Z  
установившегося режима электроэнергетической системы 

 
При реализации Z – математических моделей ЭЭС использовал-

ся также принцип диакоптического расщепления [5 – 18]. 
Термин «диакоптика» в энергетической литературе впервые был 

использован американским ученым-электротехником Габриелом 
Кроном. 

Диакоптика – от греч. копти – «разделить» и диа – «система». 
Фактически слово «диакоптика» можно перевести как разделенная 
система. Однако мы используем данное понятие в значении диакоп-
тическая математическая модель. 

Г. Крон выделил два типа диакоптики. 
1. Диакоптика диффузонного типа, когда ЭЭС нужно предста-

вить как комплекс радиально связанных подсистем, имеющих один 
общий узел, который может быть и базисным, как это представлено 
на рис. 4. 

Как можно заметить, все N подсистем связаны электрическим 
образом только с одним узлом. 

2. Диакоптика пуассонного типа, когда ЭЭС нужно предста-
вить как совокупность разделенных друг от друга подсистем, как это 
показано на рис. 5. 

 

 
Рис. 4. Диакоптика  
диффузонного типа 

 

 

Рис. 5. Диакоптика пуассонного типа 
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Если диакоптика диффузонного вида требует от ЭЭС особой 
структуры, которая ограничивает и даже исключает ее использование, 
то диакоптика пуассонного вида приводит к неразрешимости проблемы. 

Согласно новому диакоптиче-
скому направлению ЭЭС представ-
ляется как совокупность радиально 
связанных подсистем (рис. 6). 

Основное преимущество по-
строенной диакоптической модели в 
том, что полученные результаты 
расчетов совпадают с результатами 
расчетов классической математиче-
ской модели. 

Данные, полученные для каж-
дой предыдущей подсистемы, используют для построения соответ-
ствующей математической модели следующей подсистемы. Реализа-
ция каждого шага, или итерации, по отношению к подсистемам вос-
принимается как реализация одного шага, или итерации, для ЭЭС. 

Диакоптическая модель ЭЭС реализуется по методу Ньютона – 
Рафсона, в основе которого лежит построение расчетной матрицы Z, 
имеющей следующий вид: 
 

11 jiZ     
1111 Sii ZZ −γ  

 
22 jiZ    

2222 Sii ZZ −γ  

  . . .  . . . . . . . . . 

    
NN jiZ  

NNNN Sii ZZ −γ  

    Z Zδ −l  

 
Строим уравнения отдельных подсистем установившегося ре-

жима 















+=

+=

+=

.

..................

,

,

Б

Б

Б

22222

11111

NNNNN jjiii

jjiii

jjiii

IZUU

IZUU

IZUU

&&&

&&&

&&&

    (1.29) 

 

Рис. 6. ЭЭС представлена  
как совокупности радиально  

связанных N подсистем 

. 



33 

Отметим, что рассматриваемая новая система (1.29) представле-
на как совокупность радиально связанных N подсистем. 

Затем представим системы нелинейных алгебраических уравне-
ний в следующем виде: 
 

( ) ,0,
111

=′′′Φ iipi II      

( ) ,0,
111

=′′′Φ iiqi II      

 ( ) ,0,
222

=′′′Φ iipi II     

 ( ) ,0,
222

=′′′Φ iiqi II    . (1.30) 

  ...   

   ( ) ,0, =′′′Φ
NNN iipi II   

   ( ) :0, =′′′Φ
NNN iiqi II   

 
Как видно из системы (1.30), для каждой подсистемы соответ-

ственно составляется система нелинейных алгебраических уравнений 
по отношению к составляющим комплексных токов узлов. 

Введем следующие обозначения: 
 

( )
( )

( )







=′′′Φ

=′′′Φ

=Φ
,0,

,0,

111

111

11

iiqi

iipi

II

II

I      

 

( )
( )

( )







=′′′Φ

=′′′Φ

=Φ
,0,

,0,

222

222

22

iiqi

iipi

II

II

I      

 
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 
 

( )
( )

( )
1

, 0,

, 0,

N N N

N N

pi i i

N N

qi i i

I I

I

I I

 ′ ′′Φ =
Φ = 
 ′ ′′Φ =
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где система (1.30) представляется в следующем виде: 
 

( ) ,011 =Φ I     

. 
 ( ) ,022 =Φ I    

  . . .  

   ( ) :0=Φ NN I  

 
Сначала рассмотрим решение нелинейных векторных уравнений 

первого порядка по методу Ньютона – Рафсона, где соответствующее 
рекуррентное выражение имеет следующий вид: 

 

( ) ( )11

1

1

11И
1

1И
1 I

I

I
II Φ









∂
Φ∂−=

−
+ ,    (1.31) 

 
где И – номер итерации. 

Реализуя первую итерацию согласно рекуррентному выражению 
(1.31), получим новое численное значение I и построим соответству-
ющее рекуррентное выражение второй подсистемы 

 

( ) ( )22

1

2

22И
2

1И
2 I

I

I
II Φ









∂
Φ∂−=

−
+   

 
и т. д. 
 

Последнее рекуррентное выражение N подсистемы представим 
следующим образом: 

 

( ) ( )NN
N

NN
NN I

I

I
II Φ









∂
Φ∂−=

−
+

1
И1И . 

 
Реализуя первую итерацию, или первый шаг, всех N подсистем, 

мы реализуем первую итерацию, или первый шаг, всей системы со-
гласно диакоптическому принципу. 
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Потом перейдем на вторую итерацию, или второй шаг, и так да-
лее до тех пор, пока искомые переменные не получат численные зна-
чения требуемой точности. 

 
Контрольные вопросы 

 
1. Какие положительные стороны имеют Y – математические 

модели? 
2. Какие отрицательные стороны имеют Y – математические мо-

дели? 
3. Как представляют электрическую схему при построении  

Z-матрицы? 
4. Какие методы используют для построения Z-матрицы ЭЭС? 
5. По какому методу решают составленные нелинейные алгебра-

ические уравнения Z-типа? Запишите основную расчетную формулу.  
6. Какие отрицательные стороны имеют Z – математические мо-

дели? 
7. Какие положительные стороны имеет гибридная математиче-

ская модель Y-Z? Какие положительные стороны математических мо-
делей Y и Z содержит математическая модель Y-Z? 

8. Как представляют соответствующую математическую модель 
Y-Z? Запишите матричное уравнение.  

9. Какие преимущества имеют математические модели Y-Z? 
10. Какие пассивные параметры используют при построении Y – 

математических моделей? 
11. Какие пассивные параметры используют при построении  

Z – математических моделей? 
12. Какие пассивные параметры используют при построении  

Y-Z – математических моделей? 
13. Что означает понятие «диакоптика диффузонного типа»? 
14. Что означает понятие «диакоптика пуассонного вида»? 
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Глава 2. ПОСТРОЕНИЕ И РЕАЛИЗАЦИЯ «Z, P-Q» –  
МАТЕМАТИЧЕСКОЙ МОДЕЛИ УСТАНОВИВШЕГОСЯ  
РЕЖИМА ЭЛЕКТРОЭНЕРГЕТИЧЕСКОЙ СИСТЕМЫ 

 
2.1. Построение диакоптической математической модели  

разделенной электроэнергетической системы 
 

В основе построения диакоптической математической модели 
лежит матричное уравнение типа Y ЭЭС 

 
 ,UYI && =       (2.1) 

 
где I&  – многомерный вектор, или столбцевая матрица, независимых 
узлов комплексных токов; U&  – многомерный вектор, или столбцевая 
матрица, независимых узлов комплексных напряжений, приведенный 
при напряжении базисных узлов; Y – обычная квадратная матрица 
собственных и взаимно комплексных проводимостей независимых 
узлов. 

Если уравнение (2.1) представить в виде матричного уравнения 
типа Z, получим 

 
 ,IZUU Á

&&& +=      (2.2) 

 
где ÁU&  – комплексное напряжение базисного узла, аргумент которого 

примем равным нулю, так что можно записать ÁÁ UU =& ; Z – обра-

щенная форма Y и неособенное матричное уравнение независимых 
станционных узлов, составленных из собственных и взаимно ком-
плексных сопротивлений. 

Полученное матричное уравнение (2.2) можно представить в 
следующем алгебраическом виде: 

 

1

,
M

i ij jÁ
j

U U Z I
=

= +∑& & &  

 
где i, j – равные индексы; М – количество независимых узлов. 



37 

Предположим, что исследуемая ЭЭС состоит из (М + 1) узлов и 
что их необходимо представить как совокупность радиально связан-
ных подсистем. 

Отрезав ветви необходимого количества, заданную ЭЭС можно 
представить как совокупность радиально связанных N подсистем. 

Если выберем какой-либо станционный узел первой подсистемы 
базисным, тогда данная ЭЭС будет составлена из независимых узлов М. 
Допустим, что каждая подсистема соответственно состоит из 

NMMM K21,  узлов, так что .21 NMMMM +++= L  
Для подсистем выберем следующую систему индексов: 
 

( ),,,;,, 2211 NN jijijiji K=  
 

где 111 2 1, 0,, Ìji K=  – индексы первой подсистемы; 

12211122 2,1, MMMMMji =+++= K  – индексы второй подсистемы; 

NNNNNNNN MMMMMji ,1111 2,1, −−−− =+++= K  – индексы N под-

систем. 
Для противоположных узлов, возникших вследствие разрезания 

дополнительных ветвей, выбраны следующие индексы: 
 

( )

( ).,,;,,

,,,;,,

2211

2211

NN

NN

SSSS lKlll

K

=

γδγδγδ=γδ
 

 
Например, чтобы представить большую электроэнергетическую 

систему (БЭЭС) как совокупность N подсистем, необходимо отрезать 
L ветвей. 

Согласно выбранным индексам при разрезании и отстранении 
ветви БЭЭС можем записать следующее матричное уравнение: 

 

,

S
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или 

,

S

γ

γ

δδγδ

γ

δ

































′′′
′′′
′′′

=
















−
−
−

I

I

I

ZZZ

ZZZ

ZZZ

UU

UU

UU j

Sj

Sj

iSiij

Á

Á

Ái

&

&

&

&&

&&

&&

llll

   (2.3) 

 
где ( ÁUU && −1 ) – комплексные напряжения основных узлов ЭЭС, вы-

явленные по отношению к напряжениям базисных узлов; ( )ÁUU && −δ , 

( )ÁUU &&
l −  – встречные напряжения узлов по отношению к напряже-

ниям базисных узлов, выявленные при разрезании ветвей ЭЭС;  

jI&  – комплексные токи основных узлов; SII &&  ,γ  – комплексные токи, 

имеющие противоположные направления встречных узлов; ijZ ′  – соб-

ственные и взаимные комплексные сопротивления основных узлов; 

jjiSi ZZZZ l
′′′′ δγ ,,,  – основные и новоявленные взаимно комплексные со-

противления; SS ZZZZ ll
′′′′ γδδγ ,,,  – собственные и взаимно комплексные 

сопротивления новоявленных узлов. 
Поскольку γ−= II S

&& , матричное выражение (2.3) примет следу-

ющий вид: 
 

( )

( )

( ) .

,

,

γγ

γδδγδδ

γγ

IZZIZUU

IZZIZUU

IZZIZUU

SjjÁ

SjjÁ

iSijijÁi

&&&&

&&&&

&&&&

llll
′−′+′=−

′−′+′=−

′−′+′=−

    (2.4) 

 
Полученное выражение (2.4) дает возможность представить 

уравнение отдельных подсистем в следующем виде: 
 

( ) ( ) ,γ,γ,21,, 1111111111
IZZIZIZUU SiiNMijjiÁi
&&&&& ′−′++′=−    (2.5) 

 

( ) ( ) ,γ,γ,32,,1 22222222212
IZZIZIZUU SiiNMijji-Mi
&&&&& ′−′++′=−   (2.6) 

........................................................................................ 

( ) ( ) ,γ,γ,,,1,1
IZZIZIZUU

NNNNNNNNNN SiiNNNMijjiN-Mi
&&&&& ′−′++′=−  (2.7) 
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где jnjj III &K&&
21,  – 1-й, 2-й … N – векторы комплексных напряжений 

радиально связанных подсистем. 
С другой стороны, 
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Введем следующие обозначения: 
 

;

;

;

γ

γ

γ

222222

111111

NNNNNN Si

Si

Si

ZZZ

ZZZ

ZZZ

lll

lll

lll

LLLLLLLLL

′−′=′

′−′=′
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тогда матричные уравнения (2.5) – (2.7) можно представить в следу-
ющем виде: 
 

( ) ,γ,21,, 11111111
IZIZIZUU SiNMijjiÁi
&&&&& ′++′+=   (2.8) 

 

( ) ,γ,32,,1 22222222
IZIZIZUU SiNMijjiM-i
&&&&& ′++′+=   (2.9) 

 
...................................................................... 

 

( ) .γ,,,1,1
IZIZIZUU

NNNNNNN SiNNNMijjiN-Mi
&&&&& ′++′+=   (2.10) 
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Введем также следующие обозначения: 
 

,γ)2(1 11111 IZIZUU iNMiÁÁi &&&&
l++=   (2.11) 

 
,γ)3(21 221222 IZIZUU iNMiMÁi &&&&

l++= −   (2.12) 

 
.......................................................... 

.γ)(1, 11 IZIZUU NNNNN iNNNMiNMÁi &&&&
l++= −     (2.13) 

 
Можно отметить, что 

NN MMMi ZZZ 11 2211
, K  – элементы послед-

них столбов I, II и N клеток матрицы (2.4). 
Сейчас необходимо получить соответствующее выражение об-

рубленных ветвей для выявленных токов .γi  Поскольку 

ÁÁ UUUU &&&& −=−δ 1  – напряжение встречных узлов, тогда (2.4) можем 

записать как 
 

,)()( γγγδδγδ
''''''

IZZIZIZZIZ iSijijSjj &&&& −+=−+  

 
или 
 

.)()( γγδδγδ
''''''

IZZZZIZZ iSiSjijj && +−−−=−  

 
Отсюда ток 
 

( ) ( ) .δ
1

γSγγ IZZZZZZI jijjiSi && ′−′′+′−′−′−= −
δδ    (2.14) 

 
Если отметим 
 

,'''''
γδδγ ZZZZZ iSiS +−−=ll      (2.15) 

 
тогда выражение (2.14) примет следующий вид: 
 

IZZZI jijj &&
ll

)()'(
''

δ
1

γ −−= −
.     (2.16) 
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Поскольку ( )jNjjj IIII &K&&&
21,= , тогда можно представить выра-

жение (2.16) в следующем виде: 
 

,)'(
1

γ UZI j&&
ll ∆−= −

     (2.17) 

 
где 
 

 IZZIZZIZZU NNN jijjjijjjijjj &&&& )(...)()( ''''''
δδδ 222111

−++−+−=∆ .  (2.18) 

 
Отметим, что выражение (2.17), представленное в матрице llZ′ , 

квадратное, порядок которого определяется по количеству обрублен-
ных ветвей. 

В результате выражения (2.8) – (2.18) можно представить в сле-
дующем виде: 
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 (2.19) 

 
Полученную систему нелинейных алгебраических уравнений 

(2.19) можно представить в следующем виде: 
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Полученная система нелинейных алгебраических уравнений 

(2.19) на основе полученного матричного выражения (2.20) позволяет 
построить диакоптическую математическую модель установившегося 
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режима БЭЭС. Для этого нужно построить квадратные неособенные 
подматрицы комплексных сопротивлений узлов .,

2211 NN jijiji ZZZ K  

Построение данной подматрицы обусловлено обращением квад-
ратных неособенных матриц соответствующих  комплексных прово-
димостей узлов 

NN jijiji YYY K
2211

, . 

 
2.2. Расчет подматриц диакоптических видов 

 
Представим, что требуется построить первую подматрицу ,

11 jiZ  

для этого необходима соответствующая неособенная квадратная мат-
рица порядка 1Ì   

 





























−

−−−−−−−

−

−

−

−

11111111

11111111

11

11

11

11

,,14,3,2,1,

,11,14,13,12,11,1

,41,444434241

,31,334333231

,21,221232221

,11,114131211

MMMMMMMM

MMMMMMMM

MM

MM

MM

MM

YYYYYY

YYYYYY

YYYYYY

YYYYYY

YYYYYY

YYYYYY

M

M

LLLLMLLLLLLLL

M

M

M

M

.  (2.21) 

 
Для построения соответствующей подматрицы 

11 jiZ  по класси-

ческому методу нужно обращать неособенную квадратную матрицу 
(2.21). 

Представим 
 

[ ] 1
1111

−= YZ ,      (2.22) 
 

1

2221

1211
22

−









=

YY

YY
Z ,     (2.23) 

 
1

333231

132221

131211

33

−

















=
YYY

YYY

YYY

Z ,    (2.24) 
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1

44333241

34333231

24132221

14131211

44

−



















=

YYYY

YYYY

YYYY

YYYY

Z  ,    

 
............................................................ 

 
1

4321

444434241

334333231

224232221

114131211

111111

1

1

1

1

11

−



























=

MMMMMM

M

M

M

M

MM

YYYYY

YYYYY

YYYYY

YYYYY

YYYYY

Z

M

LLMLLLLLLLL

M

M

M

M

.    (2.25) 

 
Подматрица (2.22) составлена из одной комплексной величины, 

и ее обращение не представляет никакой сложности. Затем нужно об-
ращать матрицу (2.23) 

 










2221

1211

YY

YY
.     (2.26) 

 
Представим искомую обращенную матрицу в таком виде, в ка-

ком представлена первоначальная матрица (2.26) 
 










2221

1211

TT

TT
.     (2.27) 

 
В отношении подматриц (2.26) и (2.27) можно записать 
 








=







⋅








10

01

2221

1211

2221

1211

TT

TT

YY

YY
.    (2.28) 
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По выражению (2.28) можно составить следующую систему 
уравнений: 

 

















=+

=+

=+

=+

.1

,0

,0

,1

22221221

21221121

22121211

21121111

TYTY

TYTY

TYTY

TYTY

   

 
В результате получим четыре уравнения по отношению к четы-

рем неизвестным 22211211 ,,, TTTT  
 

( ) .

,

,

,

1

12
1

11212222

22
1

112121

2212
1

1112

22
1

112112
1

11
1

1111

−−

−

−

−−−

−=

−=

−=

+=

YYYYT

TYYT

TYYT

TYYYYYT

    (2.29) 

 
Исходя из выражения (2.22) выражение (2.29) можно предста-

вить в следующем виде: 
 

.
3332

2322









′′
′′

YY

YY
 (2.30) 

 
Можно отметить, что для получения обращенной подматрицы 

(2.23) не требовалось обращать какую-либо матрицу. Для правой ча-
сти записано только одно число, обращение которого не представляет 
никакой сложности. 
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Таким образом, в выражении (2.29) мы воспользовались резуль-
татом реализации первого шага. Сейчас рассмотрим обращение под-
матрицы (2.24), представив ее в следующем виде: 

 









=′

2221

1211
22 YY

YY
Y ,       

 

[ ] [ ] [ ]3333323132231323 ,, YYYYYYYY T =′=′=′ ,   
 

где Т – знак транспонирования. 
Здесь искомую матрицу также представим в первоначальном 

виде 
 










′′
′′

3332

2322

TT

TT
.  

 
В результате чего можем написать 
 








=








′′
′′










′′
′′

10

0

3332

2322

3332

2322 E

TT

TT

YY

YY
,  

 
где Е – единичная матрица. 

 
Составим следующую систему уравнений: 
 

















=′′+′′

=′′+′′

=′′+′′

=′′+′′

.1

,0

,0

,

33332332

32332232

33232322

32232222

TYTY

TYTY

TYTY

ETYTY

  

 



46 

Решим данную клеточную матричную систему по отношению к 
искомым величинам 33322322 ,,, TTTT ′′′′  
 

( ) ( ) ( )

( )

( )

( )[ ] .

,

,

,

1

23
1

22323333

33
1

223232

3323
1

2223

33
1

223223
1

22
1

2222

−−

−

−

−−−

′′′−′=′

′′′−=′

′′′−=′

′′′′′+′=′

YYYYT

TYYT

TYYT

TYYYYYT

   (2.31) 

 
Исходя из (2.23) и (2.31) получим 
 

[ ] .

,

,

,

1
2322323333

33223232

33232223

33223223222222

−′′′−′=′

′′′−=′

′′′−=′

′′′′′+′=′

YZYYT

TZYT

TYZT

TZYYZZT

    (2.32) 

 
Здесь можно отметить, что при обращении матрицы (2.30) также 

не возникло проблем. В этом случае достаточно только воспользо-
ваться полученной матрицей предыдущего шага. 

Необходимо отметить, что выражение, записанное в скобках по-
следней формулы (2.32), представляет собой одно число, обращение 
которого не представляет никакой сложности. 

Таким же образом можно обращать и другие матрицы. 
Посмотрим обращение матрицы (2.25) порядка 1Ì . 
Представим матрицу (2.25) в следующем виде: 
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








′′
′′

−

−−−

1111

1111

,1,

,11,1

MMMM

MMMM

YY

YY
,    (2.33) 

 
где 

 



















=′

−−−−

−

−

−−

1,12,11,1

1,22221

1,11211

1,1

1111

1

1

11

MMMM

M

M

MM

YYY

YYY

YYY

Y

M

LLMLLLL

M

M

,   

 

[ ]

[ ]

.

,

,

1111

1111111

1111111

,,

1,3211,

,1321,1

MMMM

MMMMMMM

T
MMMMMMM

YY

YYYYY

YYYYY

=′

=′

=′

−−

−−

L

L

   

 
Представим искомую противоположную матрицу по отношению 

к матрице (2.33) в следующем виде: 
 










′′
′′

−

−−−

1111

1111

,1,

,11,1

MMMM

MMMM

TT

TT
.  

 
Согласно данному условию 
 








=








′′
′′

⋅








′′
′′

−

−−−

−

−−−

10

0

1111

1111

1111

1111

,1,

,11,1

,1,

,11,1 E

TT

TT

YY

YY

MMMM

MMMM

MMMM

MMMM
.  

 
Построив системы четырех клеточных матричных уравнений с 

помощью четырех неизвестных клеток и решив их совместным обра-
зом, получим следующие выражения искомых противоположных 
матриц отдельных клеток: 
 



48 

( ) ( ) ( )

( )

( )

( )

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1

1, 1 1, 1 1, 1 1, , 1 1, 1 ,

1

1, 1, 1 1, ,

1

, 1 , 1 1, 1 ,

1

, , , 1 1, 1

,

,

,

M M M M M M M M M M M M M M

M M M M M M M M

M M M M M M M M

M M M M M M M M

T Y Y Y Y Y T

T Y Y T

T Y Y T

T Y Y Y Y

− − −
− − − − − − − − − −

−
− − − −

−
− − − −

−
− − −

′ ′ ′ ′ ′ ′ ′= +

′ ′ ′ ′= −

′ ′ ′ ′= −

′ ′ ′ ′ ′= −
1 1

1

1, .M M

−

−
 
  

(2.34) 

 
Согласно предыдущей постановке задачи очевидно, что 
 

( ) ,1
1,11,1 1111

−
−−−− ′= MMMM YZ  

 
и если учесть выражения (2.34), то последнее примет следующий вид: 
 

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

1, 1 1, 1 1, 1 1, , 1 1, 1 ,

1, 1, 1 1, ,

, 1 , 1 1, 1 ,

, , , 1 1, 1 1,

,

,

,

M M M M M M M M M M M M M M

M M M M M M M M

M M M M M M M M

M M M M M M M M M M

T Z Z Y Y Z T

T Z Y T

T Y Z T

T Y Y Z Y

− − − − − − − − − −

− − − −

− − − −

−
− − − −

′ ′ ′ ′ ′ ′ ′= +

′ ′ ′ ′= −

′ ′ ′ ′= −

 ′ ′ ′ ′ ′= − 
1
.

    (2.35) 

 
Отметим, что даже в этом случае не возникает проблемы обра-

щения какой-либо матрицы. Кроме того, как видим из первой части 
выражения (2.35), 

1 2, ,Ì ÌT′  то можно представить себе одну комплекс-

ную величину, обращение которой не требует сложности. 
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Представим выражение (2.35) в следующем виде: 
 

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

1, 1 1, 1 1, 1 1, , 1 1, 1 ,

1, 1, 1 1, ,

, 1 , 1 1, 1 ,

1

, , , 1 1, 1 1,

,

,

,

.

M M M M M M M M M M M M M M

M M M M M M M M

M M M M M M M M

M M M M M M M M M M

T Z Z Y Y Z T

T Z Y T

T Y Z T

T Y Y Z Y

− − − − − − − − − −

− − − −

− − − −

−
− − − −

= +

= −

= −

 = − 

   (2.36) 

 
Если введем следующие обозначения: 
 

111111 ,11,1,1α MMMMMM YZ −−−− = ,  

 

1,11,1, 111111
β −−−− = MMMMMM ZY ,  

 
тогда выражение (2.36) примет следующий вид: 
 

,βα
1111111111 ,1,,11,11,1 MMMMMMMMMM TZT −−−−−− +=   (2.37) 

 
,α

111111 ,,1,1 MMMMMM TT −− −=       (2.38) 

 
,β

111111 ,1,1, MMMMMM TT −− −=      (2.39) 

 

[ ] .β 1
,11,1,, 11111111

−
−−−−= MMMMMMMM YYT     (2.40) 

 
Необходимо отметить, что выражение (2.40) можно представить 

в следующем виде: 
 

[ ] 1
,11,,, 11111111

α −
−−−= MMMMMMMM YYT .  
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Структура приведенных выражений (2.37) – (2.40) показывает, 
что для определения численных значений искомых матриц необходи-
мо только перемножить несколько матриц, что не является вычисли-
тельно сложным процессом. 

Фактически мы описывали метод получения подматрицы .
11 jiZ  

Таким же образом можно построить подматрицы 
NN jj ZZ 11 22

K . 

 
2.3. Построение Z – расчетной диакоптической матрицы  

и ее коррекция 
 

В основе построения диакоптической математической модели 
лежит расчетная матрица Z, которая имеет следующий вид: 
 

1Z     1Z∆  

.                  (2.41) 
 2Z    2Z∆  

  . . .  . . . 
   NZ  NZ∆  

    ËË ZZ +∆  

 
Если матрица 1Z  составлена по отношению к единственному ба-

зисному узлу, то матрица  2Z  – по отношению к пограничному узлу 
первой подсистемы. NZ  – матрицу последней N-й подсистемы – со-
ставляют по отношению к пограничному узлу предпоследней подси-
стемы. Затем строят подсистемы NZZZ ∆∆∆ K21, ; число строк кото-
рых характеризуется числом узлов подматриц, а число столбцов – 
числом обрубленных ветвей. 

Каждый столбец подматрицы определяется разностью двух 
столбцов, номера которых совпадают с номерами тех узлов, между 
которыми находились удаленные ветви. 

Целесообразно каждый столбец прямоугольной подматрицы 
( )1 2, NZ Z Z Z∆ ∆ ∆ ∆K  пронумеровать. Номера прямоугольных подмат-

риц являются соответственно начальными и конечными номерами 
удаленной линии. )( ËË ZZ +∆  – квадратная матрица, порядок которой 

определяется по числу удаленных линий, притом ËZ∆  является пол-

ным прямоугольником, а ËZ  – диагональным прямоугольником. 
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Каждая строка ËZ∆ -матрицы определяется разностью двух 

строк прямоугольной матрицы Z∆ , номера которых совпадают с но-
мерами тех чисел, между которыми находятся удаленные ветви. 

Во время построения матрицы ËZ∆  при выборе соответствую-

щих строк подматрицы Z∆  необходимо иметь в виду, что к элемен-
там каждой последующей подматрицы по столбцам нужно прибавить 
элементы последних строк предыдущей подматрицы, этим и заверша-
ется построение подсчетной матрицы Z. 

Предположим, что в соответствующих узлах первоначальной 
ЭЭС происходят структурные изменения по причине подключения 
отдельных ветвей. В этом случае возникает проблема коррекции рас-
четной матрицы Z как в первой подсистеме, где находятся базисные 
узлы, так и в других радиально связанных подсистемах. 

В первой подсистеме структурные изменения происходят между 
ветвями из-за подключения или отключения отдельных ветвей, в ре-
зультате чего меняется матрица узловых сопротивлений 

1 1
.i jZ  

В случае если одновременно подключаются две ветви между уз-

лами А-В и С-D, то новая матрица H
jiZ
11
 определяется следующим вы-

ражением: 
 

Ä
ji

Ï
ji

H
ji ZZZ

111111
∆+= . 

 

Здесь Ï
jiZ
11
 представляет собой первоначальную матрицу, т. е. 

матрицу до подключения новых ветвей, а Ä
jiZ
11

∆  – дополнительную 

матрицу, которая выявляется вследствие подключения новых отме-
ченных ветвей. 

Элементы предварительной матрицы определяются согласно 
следующему выражению: 

 

( ) ( ) ( )[ ]{

( ) ( ) ( )[ ]},∆∆

∆∆
∆

1

DjCjABBjAjABCDiDiC

DjCjABCDBjAjCDiBiA
L
ij

ZZZZZZ

ZZZZZZZ

+−++−−+

++−++−−=

     (2.42) 
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где 
 

2

∆ 2 ,

∆ 2 ,

∆ ,

∆ ∆ ∆ ∆ ,

AB
AB AA BB AB

CD
CD CC DD CD

ABCD BC AD BD AC

AB CD ABCD

Z Z Z Z

Z Z Z Z

Z Z Z Z

= + + −

= + + −

= + − −

= ⋅ −

    (2.43) 

 

где CDAB ZZ ,  – комплексные сопротивления ветвей, которые подклю-
чаются между узлами А-В и С-D; CjÀjiciÀ ZZZZ ,,,  – комплексные со-

противления между теми же основными узлами, к которым подклю-

чаются начала ветвей CDAB ZZ , ; DjBjiDiB ZZZZ ,,, – комплексные со-

противления между теми же основными узлами, к которым подклю-

чаются концы ветвей CDAB ZZ , ; CAÀCCCÀA ZZZZ ,,,  – комплексные со-

противления, которые подключаются между узлами, к которым под-
ключаются начала этих ветвей; DBBDDDBB ZZZZ ,,,  – комплексные со-
противления между узлами, к которым подключаются концы этих 
ветвей; CDÀB ZZ ,  – комплексные сопротивления, происходящие между 

узлами, к которым подключаются начала и концы этих ветвей. 
Предположим, что одновременно подключаются не две ветви, а 

одна между узлами, тогда выражение (2.42) примет следующий вид: 
 

( )( )
ABBBAA

AB
BjAjiBiAL

ij
ZZZZ

ZZZZ
Z

2−++
+−−

= ,    (2.44) 

 
где ÂjÀjiÂiÀ ZZZZ ,,,  – комплексные сопротивления между узлами А и 

В; ÂÂÀA ZZ ,  – частные комплексные сопротивления между узлами А и 

В; ÀBZ  – продольные комплексные сопротивления между теми же са-

мыми узлами. 
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В результате этого меняется квадратная матрица узловых сопро-
тивлений первой подсистемы, составленной из единственного базис-
ного узла, которую мы обозначим по 

11 jiZ′ . Квадратные матрицы узло-

вых сопротивлений отдельных подсистем, т. е. ,,
3322 NN jijiji ZZZ K  

остаются неизменными, и искомая расчетная уточняющая матрица 
примет следующий вид: 
 

11jiZ ′     l1i
Z′∆   

 22 jiZ    l2i
Z∆   

  . . . . . .  . . . . . . .               (2.45) 

   NN jiZ  lNi
Z∆   

    ËË ZZ +′∆   

 
Как можно заметить, l1i

Z′∆  – прямоугольная подматрица, входя-

щая в выражение (2.45), тоже меняется по причине изменения матри-
цы 

11jiZ . Для других прямоугольных подматриц ( l2i
Z∆ , l3i

Z∆ …) 

необходимо сказать следующее: если ll 32 , ii  больше, чем номера уда-
ленных ветвей, тогда они остаются устойчивыми, в противном случае 
они тоже меняются. 

Прямоугольная lNi
Z∆  подматрица остается неизмененной, и 

квадратная подматрица ËZ ′∆  строится по вышеприведенному методу. 

Рассмотрим тот случай, когда изменения происходят в любой 
подсистеме типа k. 

Если квадратная матрица 
11 jiZ  первой подсистемы узловых со-

противлений связана с единственным и базисным узлом, то относи-
тельно других матриц узловых сопротивлений подсистемы мы то же 
самое сказать не можем. 

Каждая подматрица ( )1 ≠kZ
kk ji  следующей матрицы узловых 

сопротивлений подсистемы типа k строится по отношению к погра-
ничным узлам предыдущей подсистемы (k – 1). 

Для реализации структурных изменений матрицы узловых со-
противлений подсистемы типа k необходимо привести последнюю в 
форму пограничного узла, которая принадлежит данной подсистеме. 
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Для этого достаточно из элементов первоначальной расчетной 
матрицы (2.41) удалить величину взаимно комплексных сопротивле-
ний, которая связывает подсистему типа k с подсистемой [k – 1], т. е.  

( ) ( )kkkk ZZ 11 −− = . 

После этого можно реализовать структурные изменения рас-
сматриваемой подсистемы типа k. 

Структурное изменение в рассматриваемой подсистеме k может 
возникнуть даже из-за подключения или отключения отдельных вет-
вей. 

В том случае, если одновременно подключаются две ветви, 
можно воспользоваться следующим выражением: 

Ä
ji

Ï
ji

H
ji kkkkkk

ZZZ ∆+= . 

Элементы дополнительной матрицы Ä
ji kk

Z∆  определяются выра-

жениями (2.42) и (2.43), а в том случае, когда подключается одна 
ветвь, нужно воспользоваться выражением (2.44). 

После завершения построения матрицы 
kk jiZ  узловых сопро-

тивлений типа k ее необходимо привести в первоначальный вид, т. е. 
ее нужно построить по отношению к граничной точке подсистемы  
(k – 1). 

Для этого нужно прибавить элементы полученной новой под-
матрицы 

kk jiZ  к комплексному сопротивлению продольной ветви, ко-

торый связывает подсистему (k – 1) с подсистемой типа k. 
Если обозначим ее ,

kk jiZ′  то искомая уточненная расчетная мат-

рица будет иметь следующий вид: 
 

11jiZ      l1
∆ iZ   

 . . . . . .    . . . . . .  

  kk jiZ ′    lki
Z ′∆   

   . . . . . .  . . . . . . .        (2.46) 

    NN jiZ

 
lNi

Z∆   

     ËË ZZ +′∆   
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Рассматривая матрицу (2.46), можно отметить, что соответ-
ственно любым изменениям меняется и lki

Z′∆ . 

Необходимо обратить внимание и на то, что если такие высокие 
подматрицы l1

∆ iZ  не меняются выше lki
Z′∆ , то ниже данной подмат-

рицы меняются, и как всегда не меняется подматрица последней под-
матрицы. 

ËZ ′∆ -подматрицу, которая тоже изменяется, нужно построить по 

вышеприведенному методу. 
Во время коррекции расчетной диакоптической матрицы Z ме-

тод обеспечивает высокую маневренность при ее использовании, т. е. 
во время расчета установившегося режима оптимальной ЭЭС. 

Численные исследования показывают, что коррекция расчетной 
диакоптической матрицы Z требует небольшого вычислительного 
объема. 

 
2.4. Построение диакоптической модели «Z, P-Q» 

 
Строя диакоптическую матрицу Z и решая вопрос ее коррекции, 

мы можем перейти к построению диакоптической математической мо-
дели «Z, P-Q», когда для независимых станционных узлов в качестве 
исходной информации задаются активные и реактивные мощности. 

Для этого необходимо построить системы нелинейных алгебра-
ических уравнений, совокупность которых представляет собой диа-
коптическую математическую модель установившегося режима 
БЭЭС. 

Если умножим первую систему (2.19) на комплексно сопряжен-
ный ток ,

1i
i  тогда получим 

 
( ) ( )[ ]

( ) ( )[ ] ,0,φ,

,0,φ,

11111111

11111111

=′′′+−=′′′Φ

=′′′+−=′′′Φ

iiqiÁiiiiqi

iipiÁiiiipi

IIQQII

IIPPII

   (2.47) 
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где 

( ) ( ) ( )[ ]

( ) ( ) ( )[ ],,φ

,,φ

1

1
111111111111111

1

1
111111111111111

∑

∑

′′′−′′′−′′′′+′′=′′′

′′′−′′′+′′′′+′′=′′′

M

i
jijijijijijiiiqi

M

i
jijijijijijiiipi

IIIIRIIIIXII

IIIIXIIIIRII

  

 

( ).

,

11111

11111

iÁiiÁiÁi

iÁiiÁiÁi

IUIUQ

IUIUP

′′′′−′′−=

′′′′+′′=

 

 
Подмодель (2.47), полученную для первой подсистемы, нужно 

реализовать по методу второго порядка, или методу Ньютона – 
Рафсона, для чего построим следующую квадратную функцию: 

 

( ) ( )∑ Φ+Φ=
1

111

22

i
qipii IF ,    (2.48) 

 
где 
 

( )III ′′′= , .  
 
Квадратную функцию (2.24) разложим в ряд Тейлора 
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )Á

I

T

I

IFI
I

IF
II

I

IF
IFIF +∆

∂
∂∆+∆

∂
∂+=

00
2

2
0

2

1 ,  (2.49) 

 
где ( )ÁIF  – сумма слагаемых производных выше второго порядка ря-
да Тейлора, а Т – знак транспонирования. 

Если пренебречь слагаемым ( )ÁIF , тогда ряд (2.49) примет сле-
дующий вид: 

 

( ) ( ) ( ) ( )
I

I

IF
II

I

IF
IFIF

I

T

I

∆
∂

∂∆+∆
∂

∂+=
00

2

2
0

2

1
.  (2.50) 
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Необходимо найти такой прирост I∆ , который будет минимизи-
ровать функцию (2.50), и, соответственно, нужное условие запишем в 
следующем виде: 

 

( ) ( ) ( )
0 0

2
0

2

1
0.

2
T

I I

F I F I
F I I I I

I I I

 ∂ ∂∂
 + ∆ + ∆ ∆ =

∂∆ ∂ ∂  

  (2.51) 

 
Учитывая тот факт, что производная первой функции выраже-

ния (2.51) равна нулю, получим 
 

( ) ( )
.0

2

1

00 2

2

=











∆

∂
∂∆+∆

∂
∂

∆∂
∂

I
I

IF
II

I

IF

I
I

T

I

 

 
Введем следующие обозначения: 
 

( ) ( )
.0

2

1

00
2

2

=∆
∂

∂∆+∆
∂

∂
I

I

IF
II

I

IF

I

T

I

   (2.52) 

 
В результате получим 
 

( ) ( )IG
I

IF =






∂
∂  

 
– столбцевую матрицу градиента от заданной функции ( )1F  
 

( ) ( )IH
I

IF =








∂
∂

2

2

,  

 
которая называется матрицей Гессе и представляет собой необычную 
квадратную матрицу, имеющую элементы частных производных вто-
рого порядка. Тогда выражение (2.52) примет следующий вид: 
 

( ) ( ) .0=∆+ IIHIG      (2.53) 
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Из полученного выражения (2.53) определим I∆  
 

( )[ ] ( )[ ] .00
1

II
IGIHI ⋅−=∆      (2.54) 

 
Фактически выражение (2.54) представляет собой приращение 

коррекции вектора. 

Если обозначим новый вектор 1I , т. е. его значения для первого 
шага, тогда можем написать 

 

[ ] [ ] [ ]III ∆+= 01 ,      
 

или 
 

[ ] [ ] ( )[ ] ( )IGIHII
I

⋅−= −101
0

.   (2.55) 

 
Для первой подсистемы выражение (2.55) в развернутой форме 

принимает следующий вид: 
 

( ) ( )

( ) ( )

( )

( )

















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′∂
∂
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
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




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
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



′′∂′′∂
∂

′∂′′∂
∂

′′∂′∂
∂

′∂′∂
∂

−




















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′
=





















′′

′
−+
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1

11

1

1111

1

1111

1

1111

1

1111

1

11

11

11

11

,

,

1

,,

2

,,

2
,,

2

,,

2

,

,

1

,

,

l

l

ll

ll

i

i

i

i

Èiki

i

iki

i

iki

i

iki

i
È

ki

ki

È

ki

ki

I

IF
I

IF

II

IF

II

IF

II

IF

II

IF

I

I

I

I
. (2.56) 

 
Реализовав первый шаг, или итерацию, для первой подсистемы, 

определим компоненты комплексных токов и, соответственно, сами 
комплексные токи. 

Зная комплексный ток узла 1Ì  второй подсистемы, мы сможем 

определить комплексное напряжение .
1Ì

U&  Имея 
1Ì

U& , определим 
2ÁiU&  

и построим математическую подмодель второй подсистемы 
 

( ) ( )[ ]

( ) ( )[ ] ,0,φ,

,0,φ,

22222222

22222222

=′′′+−=′′′Φ

=′′′+−=′′′Φ

iiqiÁiiiiqi

iipiÁiiiipi

IIQQII

IIPPII

  (2.57) 
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где 

( ) ( ) ( )[ ]

( ) ( ) ( )[ ].,φ

,,φ

2

2
222222222222222

2

2
222222222222222

∑

∑

′′′−′′′−′′′′+′′=′′′

′′′−′′′+′′′′+′′=′′′

M

i
jijijijijijiiiqi

M

i
jijijijijijiiipi

IIIIRIIIIXII

IIIIXIIIIRII

  

 
С другой стороны, 
 

( ). 

,

22222

22222

iÁiiÁiÁi

iÁiiÁiÁi

IUIUQ

IUIUP

′′′′−′′−=

′′′′+′′=

  

 
Полученную математическую подмодель (2.57) также нужно ре-

ализовать по методу второго порядка, или методу Ньютона – Рафсо-
на, для чего построим следующую квадратичную функцию: 

 

( ) ( )
2 2 2

2

2 2
i pi qi

i

F I = Φ + Φ∑ .    (2.58) 

 
Поступив так же с функцией (2.58), как в предыдущем случае с 

математической подмоделью второй подсистемы, получим следую-
щее рекуррентное выражение: 
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. (2.59) 

 
Реализовав первый шаг, или итерацию, получим комплексные 

токи узлов второй подсистемы, а также комплексные токи 2Ì , пере-
крещивающиеся с узлами третьей подсистемы. 
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Определив комплексное напряжение 2Ì  узла, сможем построить 
математическую подмодель третьей подсистемы и т. д. 

Реализовав математическую подмодель предпоследней подси-
стемы, сможем определить 

NÁiU  и построить математическую подмо-

дель последней подсистемы 
 

( ) ( )[ ]

( ) ( )[ ] ,0,φ,

,0,φ,

=′′′+−=′′′Φ

=′′′+−=′′′Φ

NNNNNNNN

NNNNNNNN

iiqiÁiiiiqi

iipiÁiiiipi

IIQQII

IIPPII

  (2.60) 

 
где 
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С другой стороны, 
 

( ).

,

NNNNN

NNNNN

iÁiiÁiÁi

iÁiiÁiÁi

IUIUQ

IUIUP

′′′′−′′−=
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Полученную математическую подмодель (2.60) реализуем снова 

по методу второго порядка, или методу Ньютона – Рафсона, и соот-
ветствующая квадратичная функция представится в следующем виде: 

 
( ) ( )∑ Φ+Φ=

N
NNN

i
qipii IF 22 .     (2.61) 

 
Разложив ряд Тейлора (2.61) и сделав соответствующие моди-

фикации для реализации математической подмодели (2.60), получим 
следующее рекуррентное выражение: 
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. (2.62) 

 
Сейчас необходимо получить аналитические выражения част-

ных производных, входящих в состав рекуррентных выражений. 
 

2.5. Получение аналитических выражений  
с составляющими частных производных рекуррентных выражений 

 
Полученные аналитические выражения составляющих частных 

производных, входящих в рекуррентное выражение (2.56), определя-
ются согласно квадратичной функции (2.48). Частные производные, 
входящие в состав рекуррентных выражений (2.59) и (2.62), опреде-
ляются соответственно аналитическим видам (2.57) и (2.60). 

Поскольку частные производные, входящие в состав рекуррент-
ных выражений (2.56), (2.59) и (2.62), имеют тот же вид, мы предста-
вим их в обобщенном виде, предполагая, что 

 
( )NN jijijiji ,,;,, 2211 K= .  

 
Частные производные первого порядка, т. е. элементы столбце-

вой матрицы градиентов, определяются 
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Частные производные второго порядка, в данном случае элемен-
ты матрицы Гессе, определяются 
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Как можно заметить из (2.63) и (2.64), кроме выражений част-

ных производных первого и второго порядка в них также входят со-
ответствующие производные функции piΦ  и qiΦ . 

(2.64) 
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Для получения выражений частных производных указанных 
функций целесообразно представить их в следующем виде: 
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Согласно выражениям (2.65) и (2.66) можем получить частные 

производные первого и второго порядка, которые, соответственно, 
входят в состав рекуррентных выражений. 

Частные производные первого порядка определяются при рав-
ных индексах 

( ) ,2 ,,,

















′′−′+′+′−=
′∂

Φ∂
∑
≠ij
j

jjijjiiiiÁi
i

pi IXIRIRU
I

 

 

( ) ,2 ,,,

















′+′′+′′+′′−=
′′∂

Φ∂
∑
≠ij
j

jjijjiiiiÁi
i

pi IXIRIRU
I

 

 

( ) ,2 ,,,

















′′+′+′+′−−=
′∂

Φ∂
∑
≠ij
j

jjijjiiiiÁi
i

qi IRIXIXU
I  

 ( ) ,2 ,,,

















′′+′+′+′−−=
′∂

Φ∂
∑
≠ ij
j

jjijjiiiiÁi
i

qi IRIXIXU
I

 



64 

( )

( ) ,2

,2

,,,

,,,

















′+′′+′′+′′−=
′∂

Φ∂

















′′−′+′+′−=
′∂

Φ∂

∑

∑

≠

≠

ji
i

iijiijjjjÁj
j

pj

ji
ii

iijiijjjjÁj
j

pj

IXIRIRU
I

IXIRIRU
I

 

 

 

( )

( ) .2

,2

,,,

,,,

















′−′′+′′+′′−=
′′∂

Φ∂

















′′+′+′+′−−=
′∂

Φ∂

∑

∑

≠

≠

ji
i

iijiijijjÁj
j

qj

ji
i

iijiijjjjÁj
j

qj

IRIXIXU
I

IRIXIXU
I

 

 
При разных индексах 
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Частные производные второго порядка определяются 
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2.6. Вычислительный алгоритм реализации диакоптической  
математической модели «Z, P-Q» установившегося режима 

 
Для реализации вычислительной диакоптической математиче-

ской модели «Z, P-Q» установившегося режима предлагается соответ-
ствующий вычислительный алгоритм, который необходимо осу-
ществлять в следующей последовательности. 
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1. Исследовать схему замещения ЭЭС по совокупности подсистем, 
связанных друг с другом по единой линии, которая получается при от-
ключении соответствующего количества линий электропередач. 

2. Пронумеровать узлы по такому принципу, чтобы привести их 
в соответствие представленному принципу подсистем. В данном слу-
чае единственный и общий базисный узел, находящийся в первой 
подсистеме, имеет нумерацию 0, или Б, следующие подсистемы ну-
меруются другими натуральными числами. 

3. Построить диакоптическую Z – расчетную матрицу согласно 
предложенной методике в параграфе 2.4. 

4. Имея диакоптическую расчетную матрицу Z, построить чис-
ловую математическую модель первой подсистемы и рекуррентное 
выражение ее реализации. 

5. Подсчитать численные значения частных производных, вхо-
дящих в рекуррентное выражение первого и второго порядка, и реа-
лизовать математическую модель первой подсистемы. В результате 
чего будут получены численные значения узловых комплексных то-
ков первой подсистемы. 

6. Имея численные значения узловых комплексных токов первой 
подсистемы, подсчитать комплексное напряжение примыкающего уз-
ла второй подсистемы. Затем построить числовую математическую 
модель второй подсистемы и рекуррентное выражение ее реализации. 

7. Подсчитав численные значения частных производных первого 
и второго порядка, входящих в рекуррентное выражение, построенное 
для второй подсистемы, реализовать математическую модель и полу-
чить численные значения узловых комплексных токов. 

8. Имея численные значения узловых комплексных токов второй 
подсистемы, подсчитать комплексные напряжения, которые примы-
кают к третьей подсистеме, и построить числовую математическую 
модель подсистемы. 

9. Продолжать тем же образом строить числовую математиче-
скую модель предпоследней подсистемы и соответствующее рекур-
рентное выражение. Подсчитав численные значения частных произ-
водных первого и второго порядка, входящих в рекуррентное выра-
жение, построенное для предпоследней подсистемы, реализовать со-
ответствующую математическую модель. В результате будут получе-
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ны численные значения узловых комплексных токов предпоследней 
подсистемы. 

10. Имея численные значения узловых комплексных токов пред-
последней подсистемы, подсчитать комплексное напряжение узла, к 
которому примыкает последняя подсистема, и построить соответ-
ствующую математическую модель. 

11. Имея числовую математическую модель последней подсисте-
мы, построить рекуррентное выражение ее реализации и также сде-
лать шаг, или итерацию. 

12. В результате будут реализованы числовые математические 
модели всех подсистем и получены, соответственно, численные зна-
чения комплексных токов узлов. 

Совокупность численных значений комплексных токов всех 
подсистем представляет собой числовые значения комплексных токов 
узлов полной системы. 

После каждой полной итерации проверяем следующие условия: 
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где 
NN iiii QPQP ∆∆∆∆ ,,,,

11
K  – доступные не балансирующие прираще-

ния активных и реактивных мощностей узлов отдельных подсистем. 
 
Как всегда принимается, что 
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Контрольные вопросы 

 
1. Какое матричное уравнение лежит в основе построения диа-

коптической математической модели типа Y? 
2. Как можно представить матричное уравнение типа Z? 
3. Чему равен аргумент комплексного напряжения базисного узла? 
4. Какая матрица является обращенной формой матрицы Y?  
5. Как называется обращенная форма матрицы Z? 
6. Напишите матричное уравнение ЭЭС как совокупность N 

подсистем. 
7. Какая расчетная матрица лежит в основе построения диакоп-

тической математической модели? 
8. По отношению к какому узлу составляется матрица Z1? 
9. По отношению к какому узлу составляется матрица Z2? 

10. По отношению к какому узлу составляется матрица ZN? 
11. Что обеспечивает Z-метод во время коррекции расчетной диа-

коптической матрицы? 
12. Какие мощности задаются в качестве исходной информации 

для построения математической модели «Z, P-Q»? 
13. Что представляет собой матрица Гессе? 
14. Что получают после реализации первой итерации? 
15. Для чего предлагают исследовать схему замещения ЭЭС по 

совокупности подсистем? 
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Глава 3. ПОСТРОЕНИЕ «Z-Y, P-Q» – МАТЕМАТИЧЕСКОЙ  
МОДЕЛИ УСТАНОВИВШЕГОСЯ РЕЖИМА  
ЭЛЕКТРОЭНЕРГЕТИЧЕСКОЙ СИСТЕМЫ 

 
3.1. Построение Z-Y – диакоптической математической модели 

 
В основе диакоптической математической модели Z-Y лежит 

диакоптическая модель Z, которая имеет следующий вид: 
 

11 jiZ     

.                              (3.1) 
 22 jiZ    

  . . .  

   NN jiZ  

 
Полученная модель (3.1) представляет собой математическую 

модель радиально связанных подсистем. 
Для формулирования дальнейшего материала выберем следую-

щую систему предварительных индексов: 
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тогда матричное выражение (3.1) можно представить в следующем 
виде: 
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Кроме вышеприведенной обобщенной межподсистемной системы 
индексов необходимо также выбрать внутриподсистемные индексы. 

В данном случае 
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где 11 Н,Г  – количество электрических станций и нагрузок первой 
подсистемы соответственно; 
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где 22 Н,Г  – количество электрических станций и нагрузок второй 
подсистемы соответственно; 
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Γ=

l

  

 

где NN Н,Г  – количество электрических станций и нагрузок послед-
ней N подсистемы соответственно. 

Рассмотрим уравнение отдельных клеточных подматриц. 
Для первой клеточки 
 

















+








=









1

1

1111

1111

1

1

1

1

k

n

kn

kmnm

Б

Бmm

I

I

ZZ

ZZ

U

U

U

U
&

&

&

&

&

&

llll

.    (3.2) 

 
Написанное матричное уравнение (3.2) представим в открытом 

виде двух подматричных уравнений 
 

,
11111111 Б kkmnnmmm IZIZUU &&&& ++=     (3.3) 

 

11111111 Б kknn IZIZUU &&&&
llll ++= .    (3.4) 
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Эти две матрицы 
llnmZ  и 

lll kZ , входящие в подматричные урав-

нения, квадратны и неособенны. При расчете матрицы 
11kmZ  и 

11n
Zl  

обычно являются прямоугольными, однако в частном случае они мо-
гут быть квадратными. 

Поскольку матрица 
lll kZ  является квадратной и неособенной, то 

она имеет противоположную матрицу. 
Умножим матричное уравнение (3.4) на противоположную мат-

рицу 1
11

−
kZl , получим 

 

.
1111111111111111

11
Б

11
kkknnkkk IZZIZZUZUZ &&&&

llllllll

−−−− ++=  

 
Если иметь в виду, что 
 

,1
1111

1 =−
kk ZZ ll  

 
получим 

 

.
111111111111

1
Б

11
knnkkk IIZZUZUZ &&&&

llllll ++= −−−  

 
Из последнего выражения можем получить следующий вид для 

тока 
1kI& : 

 

111111111111

1
Б

11
llllll
&&&& UZUZIZZI kknnkk

−−− +−−= .   (3.5) 

 
Подставив полученное выражение (3.5) в уравнение (3.3), получим 

 
( )

111111111111111111

1
Б

11
Б llllll

&&&&&& UZUZIZZZIZUU kknnkkmnnmmm
−−− +−−++= . (3.6) 

 
Представим последнее выражение следующим образом: 

 

( ) .
111111111111111111111

111
llllll
&&&&& UZZIZZZZUZZUU kkmnnkkmnmБkkmБmm

−−− +−+−=  
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Введем следующие обозначения: 
в выражение (3.5) 
 

1 1 1 1

1
Б Бk kZ U I−− =l l
& & , 

 
а в выражение (3.6) 
 

ББ
1

Б 1111111 mkkmm UUZZU &&&
ll =− − . 

 
В результате уравнения (3.5) и (3.6) примут следующие виды 

соответственно: 
 

( )

.

,

1111111111

1111111111111111

11
Б

11
Б

llll

llll

&&&&

&&&&

UZIZZII

UZZIZZZZUU

knnkkk

kkmnnkkmnmmm

−−

−−

+−=

+−+=

      (3.7) 

 
Если систему матричных уравнений (3.7) запишем в одномат-

ричном виде, получим 
 






















−
−

+







=








−−

−−

1

1

111111

111111111111

1

1

1

1
11

11

Б

Б

llll

lll

&

&

&

&

&

&

U

I

ZZZ

ZZZZZZ

I

U

I

U n

knk

kkmnkkmnm

k

m

k

m . (3.8) 

 
Полученное матричное уравнение (3.8) называют гибридным 

уравнением, поскольку квадратная матрица коэффициентов составле-
на из совокупности Z и Y – обобщенных комплексных параметров. 

Введем следующие обозначения: 
 

.

,

,

,

1111

111111

111111

1111111111

1
,

,

,

,

kk

nknk

kkmm

nkkmnmnm

ZY

ZYC

YZB

ZYZZZ

ll

ll

ll

ll

&

&

−=

−=

=

−=
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При данных обозначениях матричное уравнение (3.8) примет 
следующий вид: 

 

















+








=









1

1

1111

1111

1

1

1

1

,,

,,

Б

Б

ll

l

&

&

&

&

&

&

&

&

U

I

YC

BZ

I

U

I

U n

knk

mnm

k

m

k

m .   (3.9) 

 

Те же самые обозначения можем сделать для второй и N подси-
стем. Для второй подсистемы получим 

 

















+








=









2

2

2222

2222

2

2

2

2

,,

,,

Б

Б

ll

l

&

&

&

&

&

&

&

&

U

I

YC

BZ

I

U

I

U n

knk

mnm

k

m

k

m .   (3.10) 

 

И для N подсистем можем написать 
 

















+








=









N

N

NNNN

NNNN

N

N

N

N

U

I

YC

BZ

I

U

I

U n

knk

mnm

k

m

k

m

ll

l

&

&

&

&

&

&

&

&

,,

,,

Б

Б .  (3.11) 

 
Согласно полученным видам уравнений (3.9) – (3.11) Z-Y – ма-

тематическую модель можем представить следующим образом: 
 

 1mU&

 
 

= 

 1Б
U&

  

+ 

 11,nmZ  
11l

&
mA        

 

 1n
I&   

.    (3.12) 

 1k
I&    1Б

I&

 
  11,nkB&  11,lkY         1l

&U   

 2mU&

 
  2Б

U&

 
    22 ,nmZ  22l

&
mA

 
     2nI&   

 2kI&    2Б
I&

 
    22,nkB&  22 ,lkY

 
     2l

&U   

 

. . .   

. . .       

. . .     

. . .  

 NmU&   N
U Б
&

 
       NN nmZ ,

 
NNmA l

&
,

 
  NnI&   

 NkI&    N
I Б&

 
       NN nkB ,

&

 
NNkY l,

 
  N

Ul
&
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Заметим, что в матричных уравнениях (3.9) – (3.11) элементами 
подматриц в виде А и В являются комплексные величины, не имею-
щие размерности. 

Рассмотрим матричное уравнение (3.9) в следующем виде: 
 









++=

++=

.

,

11111111

11111111

,,Б

,,Б

ll

ll

&&&&&

&&&&&

UYICII

UBIZUU

knnkkk

mnnmmm

   (3.13) 

 
Из матричного вида (3.13) перейдем к алгебраическому виду 
 

∑∑
Η+Γ

+Γ=

Γ

=
++=

11

11
111

1

1
11111

1
,

1
,Б ,

l

ll
&&&&& UBIZUU m

n
nnmmm    (3.14) 

 

∑∑
Η+Γ

+Γ=

Γ

=
++=

11

11
111

1

1
11111

1
,

1
,Б

l

ll
&&&&& UYICII k

n
nnkkk .    (3.15) 

 

где 
1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1

Б Б ,  , Б

Б , Б

,

.

m m m k k

k k

U U Z Y U

I Y U

= −

= −

l l

l l

& & &

& &

  

 
Умножим уравнение (3.14) на комплексно-сопряженный ток 

,
1mI  а уравнение (3.15) – на комплексно-сопряженное напряжение 

1

ˆ
kU  

и получим 
 

∑∑
Η+Γ

+Γ=

Γ

=
++=

11

11
1111

1

1
11111111

1
,

1
,Б ,ˆˆˆˆ

l

ll
&&&&&

mm
n

mnnmmmmm IUBIIZIUIU   (3.16) 

 

∑∑
Η+Γ

+Γ=

Γ

=
++=

11

11
1111

1

1
11111111

1
,

1
,Б

ˆˆˆˆ
l

ll
&&&&&

kk
n

knnkkkkk UUYUICUIUI .  (3.17) 
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Поскольку 
 

,ˆ

,ˆ

1111

1111

kkkk

mmmm

jQPIU

jQPIU

−=

+=

&

&

  

 
тогда системы уравнений (3.16) и (3.17) примут следующий вид: 
 

∑∑
Η+Γ

+Γ=

Γ

=
+ ++=

11

11
1111

1

1
11111111

1
,

1
, ,ˆˆˆ

l

ll
&&&&

mm
n

mnnmmБmmjm IUBIIZIUQP   (3.18) 

 

∑∑
Η+Γ

+Γ=

Γ

=
− ++=

11
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1111

1

1
11111111

1
,

1
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ˆˆˆ
l
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n

knnkkkkjk UUYUICUIQP .  (3.19) 

 
Сейчас необходимо с помощью уравнения (3.18) получить от-

дельные уравнения для 
11

и mm QP , а с помощью уравнения (3.19) – для 

1kP  и 
1kQ  
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1
1111111

1
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1
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


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и  
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1
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76 

или 
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Воспользуемся следующим обозначением: 
 










′′−′=

′′−′=





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      (3.22) 

 


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    (3.23) 
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Представляя вышеприведенные системы уравнений (3.20) и 
(3.21) реальными и мнимыми частями, можем определить выражения 
мощностей 

1mP  и 
1mQ  

 

( ) ( )[ ],1

1
11111111111111

1
,,Б ∑

Γ

=
′′′−′′′+′′′′+′′+=

n
nmnmnmnmnmnmmm IIIIXIIIIRPP  (3.24) 

 

( ) ( )[ ],1

1
11111111111111

1
,,Б ∑

Γ

=
′′′−′′′−′′′′+′′+=

n
nmnmnmnmnmnmmm IIIIRIIIIXQQ  (3.25) 

где 

( ),11

11
1111111111111

1
,,,,БББ ∑

Η+Γ

+Γ=
Τ′′′′+Τ′′+′′′′+′′=

n
mmmmmmmmm BBIUIUP llll   (3.26) 

 

( )∑
Η+Γ

+Γ=
Τ′′′−Τ′′′+′′′+′′′−=

11

11
1111111111111

1
,,,,БББ

n
mmmmmmmmm BBIUIUQ llll .   (3.27) 

 
В полученных выражениях (3.26) и (3.27) величины 

Б1mU ′&  и 
Б1mU ′′&  

определяются следующими матричными выражениями: 
 

( ) ( ) ,
11111111111111111111 ББББ llllll UgXbRUbXgRUU kkmkkmkkmkkmmm ′++′−−′=′   

 
( ) ( ) .

11111111111111111111 ББББ llllll UgXbRUbXgRUU kkmkkmkkmkkmmm ′′++′′−−′′=′′   

 
В вышеприведенных выражениях 

1111 ,, Т,Т ll mm ′′′  определяются 

следующим образом: 
 

.

,

111111

111111

,

,

mmm

mmm

IUIU

IUIU

′′′−′′′=Τ′′

′′′′+′′=Τ′

lll

lll

  

 
Рассмотрим системы уравнений (3.22) и (3.23); если мы пред-

ставим их реальными и мнимыми частями, можем определить выра-
жения мощностей 

1kP  и 
1kQ  
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( ) ( )[ ],11

11
11111111111111

1
,,Б ∑

Η+Γ

+Γ=
′′′−′′′+′′′′+′′+=

l

llllll UUUUbUUUUgPP kkkkkkkk  (3.28) 

 

( ) ( )[ ],11

11
11111111111111

1
,,Б ∑

Η+Γ

+Γ=
′′′′+′′−′′′−′′′+=

l

llllll UUUUbUUUUgQQ kkkkkkkk  (3.29) 

 
где 

( ),1

1
1111111111111

1
,,,,БББ ∑

Γ

=
′′′′+′′+′′′′+′′=

n
nknknknkkkkkk LCLCUIUIP   (3.30) 

 

( )∑
Γ

=
′′′−′′′+′′′−′′′=

1

1
1111111111111

1
,,,,БББ

n
nknknknkkkkkk LCLCUIUIQ .  (3.31) 

 
В двух последних выражениях (3.30) и (3.31) 

Б1k
I ′&  и 

Б1k
I ′′&  опреде-

ляются следующими матричными выражениями: 
 

( ),
1111111 Б,Б,Б llll UbUgI kkk ′′−′−=′       

 
( )

1111111 Б,Б,Б llll UbUgI kkk ′+′′−=′′ .    

 
С другой стороны, 

1111 ,, и nknk LL ′′′  определяются 

.

,
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,

,

nknknk

nknknk

IUIUL

IUIUL

′′′−′′′=′′

′′′′+′′=′
 

 
Пользуясь матричными уравнениями (3.10) второй подсистемы 

тем же образом, как и в предыдущем случае, получим соответственно 
следующие выражения для активных и реактивных мощностей: 

 

( ) ( )[ ],2

2
22222222222222

1
,,Б ∑

Γ

=
′′′−′′′+′′′′+′′+=

n
nmnmnmnmnmnmmm IIIIXIIIIRPP  (3.32) 
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( ) ( )[ ],2

2
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n
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где 
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l

llll mmmmmmmmm BBIUIUQ   

 
где величины 

2mU ′&  и 
2mU ′′&  определяются следующим матричным вы-

ражением: 
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С другой стороны, 
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Тогда получим следующие уравнения для активных и реактив-

ных мощностей: 
 

( ) ( )[ ],22

22
22222222222222

1
,,Б ∑

Η+Γ

+Γ=
′′′−′′′+′′′′+′′+=

l

llllll UUUUbUUUUgPP kkkkkkkk  (3.34) 

 

( ) ( )
2 2

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 2

Б , ,
1

.k k k k k k k kQ Q g U U U U b U U U U
Γ +Η
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 ∑ l l l l l l

l

 (3.35) 
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В данных уравнениях величины 
2БkP  и 

2БkQ  определяются сле-

дующими выражениями: 
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nknknknkkkkk LCLCUIUIP   

 

( ),2

2
2222222222222

1
,,,,БББ ∑

Γ

=
′′′−′′′+′′′−′′′=

n
nknknknkkkkkk LCLCUIUIQ  

 
где величины 

Б2kI ′&  и 
Б2kI ′′&  определяются следующими матричными 

выражениями: 
 

( )

( ),

,

2222222

2222222

Б,Б,Б

Б,Б,Б

llll

llll

UbUgI

UbUgI

kkk

kkk

′+′′−=′′

′′−′−=′

    

 

.

,

222222

222222

,

,

nknknk

nknknk

IUIUL

IUIUL

′′′−′′′=′′

′′′′+′′=′
   

  
Соответствующие уравнения следующей подсистемы для узло-

вых активных и реактивных мощностей будут иметь новые виды. 
На основе матричного уравнения (3.11) последней N подсисте-

мы можем написать следующие уравнения для активных и реактив-
ных мощностей: 

 

( ) ( )[ ],
1

,,Б ∑
Γ

=
′′′−′′′+′′′′+′′+=

N

N
NNNNNNNNNNNNNN

n
nmnmnmnmnmnmmm IIIIXIIIIRPP  (3.36) 

 

( ) ( )[ ],
1

,,Б ∑
Γ

=
′′′−′′′−′′′′+′′+=

N

N
NNNNNNNNNNNNNN

n
nmnmnmnmnmnmmm IIIIRIIIIXQQ  (3.37) 
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где  
 

( ),
1

,,,,БББ ∑
Η+Γ

+Γ=
Τ ′′′′+Τ′′+′′′′+′′=

NN

NN
NNNNNNNNNNNNN mmmmmmmmm BBIUIUP

l

llll
  

 

( )∑
Η+Γ

+Γ=
Τ ′′′−Τ′′′+′′′+′′′−=

NN

NN
NNNNNNNNNNNNN mmmmmmmmm BBIUIUQ

1
,,,,БББ

l

llll
.  

 
Величины БNmU ′  и БNmU ′′  определяются следующими матричны-

ми выражениями: 
 

( ) ( )
( ) ( ) .

,

ББББ

ББББ

NNNNNNNNNNNNNNNNNNNN

NNNNNNNNNNNNNNNNNNNN

UgXbRUbXgRUU
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lllll

′′+−′′−−′′=′′

′++′−−′=′
  

 
Величины 

NNNN mm ll ,, Т,Т ′′′  определяются следующими выраже-

ниями: 
 

.

,

,

,

NNNNNN

NNNNNN

mmm

mmm

IUIU

IUIU

′′′−′′′=Τ′′

′′′′+′′=Τ′

lll

lll

  

 
Для внутренней правой клеточки активных и реактивных мощно-

стей последней N подсистемы можем написать следующие уравнения: 
 

( ) ( )[ ],
1

,,Б ∑
Η+Γ

+Γ=
′′′−′′′+′′′′+′′+=

NN

NN
NNNNNNNNNNNNNN

UUUUbUUUUgPP kkkkkkkk
l

llllll
 (3.38) 

 

( ) ( )[ ],
1

,,Б ∑
Η+Γ

+Γ=
′′′′+′′−′′′−′′′+=

NN

NN
NNNNNNNNNNNNNN

UUUUbUUUUgQQ kkkkkkkk
l

llllll
 (3.39) 
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где 
 

( ),
1

,,,,БББ ∑
Γ

=
′′′′+′′+′′′′+′′=

N

N
NNNNNNNNNNNNN

n
nknknknkkkkkk LCLCUIUIP  (3.40) 

 

( )∑
Γ

=
′′′−′′′+′′′−′′′=

N

N
NNNNNNNNNNNNN

n
nknknknkkkkkk LCLCUIUIQ

1
,,,,БББ . (3.41) 

 
В выражениях (3.40) и (3.41) величины ББ и NN kk II ′′′  определяют-

ся следующим образом: 
 

( )

( ).g

,g

Б,Б,Б

Б,Б,Б

NNNNNNN

NNNNNNN

UbUI
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kkk

kkk

llll

llll
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′′−′−=′

  

 
Затем 
 

.

,

,

,

NNNNNN

NNNNNN

nknknk

nknknk
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′′′−′′′=′′

′′′′+′′=′

 

 
С другой стороны,  
 

( )

( ),

,Re

,,

,,

NNNN

NNNN

mmm
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ll
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&

&

=′′

=′

     

 
( )
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,,

,,

NNNN

NNNN
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CJC
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&

&

=′′

=′
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Представим системы уравнений (3.24) и (3.25) первой подсисте-
мы в виде следующих нераскрытых функций 

 
( )

( )







′′′+=

′′′+=

,,

,,

11111

11111

Б

Б

nnqmmm

nnpmmm

IIfQQ

IIfPP

     (3.42) 

 
а уравнения (3.28), (3.29) в виде 

 
( )

( )



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′′′+=
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11111
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Б
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где 
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

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В виде тех же нераскрытых функций можем представить систе-

мы уравнений (3.32) – (3.35) второй подсистемы 
 

( )

( )

2 2 2 2 2

2 2 2 2 2

Б

Б

, ,

,

m m pm n n

m m qm n n

P P f I I

Q Q f I I

 ′ ′′= +


 ′ ′′= +

     (3.44) 
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и  
( )

( )







′′′+=

′′′+=
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22222

22222

Б
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    (3.45) 

 
Здесь  
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Представим системы нелинейных алгебраических уравнений 

(3.36) – (3.39) N подсистемы соответственно в следующем виде: 
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Здесь  
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l
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Представим системы нелинейных алгебраических уравнений 

(3.42) и (3.43) первой подсистемы в следующем виде: 
 

( ) { [ ( )]}

( ) { [ ( )]}







=′′′+−=′′′
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( ) { ( ) }

( ) { ( ) }

1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1
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, , 0,

pk k k pk

qk k k qk
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F U U Q Q f U U
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


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l l l l

l l l l

    (3.47) 

 
а системы нелинейных алгебраических уравнений (3.44), (3.45) вто-
рой подсистемы в виде 
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Таким же образом представим системы нелинейных алгебраиче-

ских уравнений N подсистемы 
 

( ) { [ ( )]}
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 (3.51) 

 
Если представим вышеприведенные системы нелинейных ал-

гебраических уравнений (3.46) – (3.51) в виде нижеприведенных 
(3.52) – (3.57) 
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............................ 
............................ 
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то математическую модель (3.12) можем представить в следующем 
виде: 
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3.2. Получение рекуррентного выражения для реализации  
«Z-Y, P-Q» – диакоптической математической модели 

 
Полученную математическую модель (3.58) необходимо реали-

зовать по методу минимизации, или по методу Ньютона – Рафсона 
второго порядка [15 – 25]. 

Для этого необходимо сделать следующие дополнительные обо-
значения: 
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Затем для первой подсистемы 
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Следовательно, 
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Для второй подсистемы 
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Следовательно, 
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Для N подсистем 
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тогда функции ,

N Nm kF F будут представлены в следующем виде: 
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Согласно этим обозначениям математическая модель (3.58) 

примет следующий вид: 
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=
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.         (3.59) 
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   . . .   
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=
=

NN
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Как было отмечено, полученную математическую модель (3.59) 

можно реализовать по методу минимизации, или по методу  
Ньютона – Рафсона второго порядка, для которого нужно построить 
соответствующие квадратные функции. 
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Для каждой подсистемы составим квадратные функции, выби-
рая нелинейные векторные функции двух видов: верхнюю левую и 
нижнюю правую. 

Для нелинейных векторных математических моделей верхняя 
левая и нижняя правая отмеченные квадратные функции первой под-
системы запишутся следующим образом: 
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Для второй подсистемы 
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Как видим, квадратные функции, составленные для всех подси-

стем, являются одинаковыми, что дает возможность пользоваться 
обобщенными видами их представления 
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где 1, 2i N= K . 
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Разложив по отдельности квадратные функции (3.60) и (3.61) в 
ряд Тейлора, можем построить соответствующие рекуррентные вы-
ражения. 

 
Разложим квадратную функцию (3.60) в ряд Тейлора, получим 
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где ( )iIFБ  представляет собой сумму членов ряда Тейлора, которые 
имеют частные производные выше второго порядка. Если пренебречь 

( )iIFБ , квадратная функция (3.62) примет следующий вид: 
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Условие минимума полученной функции (3.63) имеет следую-

щий вид: 
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где Т – знак транспонирования. 

Поскольку 
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тогда выражение (3.64) примет следующий вид: 
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Из (3.65) следует, что 
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Введем следующие обозначения: 
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– неособенная квадратная матрица Гесса; 
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– столбцевая матрица градиента. 

В результате матричное выражение (3.66) примет следующий 
вид: 
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а в открытом и законченном виде 
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который будет правильным для всех подсистем. 

Разложив вспомогательную функцию (3.61) в ряд Тейлора, по-
лучим 
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где ( )iUFБ  представляет собой сумму тех членов ряда Тейлора, кото-
рые имеют частные производные выше второго порядка. Если прене-
бречь ( )iUFБ , то ряд Тейлора (3.68) примет следующий вид: 
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Поскольку 
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Из (3.69) следует 
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Введем следующие обозначения: 
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– неособенная квадратная матрица Гесса; 
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– столбцевая матрица градиента. 

В результате матричное выражение (3.70) примет следующий 
вид: 
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которое представится в открытом и законченном виде 
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и которое также будет правильным для всех подсистем. 
 

3.3. Получение частных производных аналитических видов, 
 входящих в состав рекуррентных выражений (3.67) 

 
Имея построенное рекуррентное выражение (3.67), нужно опре-

делить соответствующие производные. 
Сначала установим виды производных рекуррентного выраже-

ния (3.67). 
Частные производные первого порядка столбцевой матрицы 

градиента определяют следующим образом: 
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Пользуясь частными производными первого порядка (3.72), не-

трудно определить частные производные второго порядка матрицы 
Гесса 
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Как видим, в частные производные первого и второго порядков 
входят также соответствующие частные производные согласно функ-
циям pF  и qF . 

Из отмеченных функций частные производные первого порядка 
определяются следующим образом: 

– при равных индексах 
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– при разных индексах 
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С другой стороны, 
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Частные производные второго порядка определяются при рав-
ных индексах 

 

.0,0

,2,2

2

2

2

2

2

2

2

2

,2

2

2

2

,2

2

2

2

1

1

1

1

1

1

1

1

11

1

1

1

1
11

1

1

1

1

=
′′∂

∂
=

′∂
∂

=
′′∂

∂
=

′∂
∂

−=
′′∂

∂
=

′∂
∂

−=
′′∂

∂
=

′∂
∂

m

pn

m

qn

m

pn

m

pn

mm
m

pm

m

qm
mm

m

pm

m

pm

I

F

I

F

I

F

I

F

X
I

F

I

F
R

I

F

I

F

  

 
Частные производные второго порядка смешанного типа опре-

деляются 
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3.4. Получение частных производных аналитических видов,  
входящих в состав рекуррентных выражений (3.71) 

  
Определим частные производные первого и второго порядков 

рекуррентного выражения (3.71). 
Частные производные первого порядка столбцевой матрицы 

градиента определяются 
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С помощью полученных частных производных первого порядка 

(3.73) можно получить выражения частных производных второго по-
рядка 
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Частные производные функций qp FF   и , входящие в выражения 

(3.73) – (3.79), определяются следующим образом: 
– при равных индексах 
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– при разных индексах 
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С другой стороны, 
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Частные производные второго порядка определяются 
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Частные производные второго порядка смешанного типа опре-
деляются 
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В результате имеем аналитические виды всех типов частных 
производных рекуррентных выражений и можем перейти к описанию 
предложенного вычислительного алгоритма. 

 
3.5. Вычислительный алгоритм реализации математической  

модели установившегося режима электроэнергетической системы 
 

Для реализации численной математической модели установив-
шегося режима ЭЭС предлагается соответствующий вычислительный 
алгоритм, сущность которого состоит в следующем. 

1. Построить схему замещения исследуемой ЭЭС и в зависимо-
сти от ее структуры представить ее как совокупность подсистем, ко-
торые связаны друг с другом одной электрической линией посред-
ством отключения соответствующих ветвей. 

2. Осуществить нумерацию узлов с первой подсистемы, в кото-
рой находится единственный базисный (балансирующий) узел, кото-
рый следует обозначить 0 или Б. 

3. Построить диакоптическую Z-матрицу, которая приведена в 
(3.1) и представляет собой совокупность матриц подсистемы. 

4. Выбрать дополнительную систему межподсистемных индек-
сов и построить Z-Y – диакоптическую матрицу, которая приведена в 
(3.12). 

5. Пользуясь диакоптической (Z-Y)-матрицей (3.12), построить 
математические модели отдельных подсистем. При этом математиче-
ская подмодель каждой подсистемы представляет собой совокупность 
Z(Y)- и Y(Z)-подмоделей. Полученную математическую модель пред-
ставить как совокупность подмоделей в виде (3.58). 

6. Математическую модель (3.58) представить в новом виде 
(3.59) и построить вспомогательные квадратные функции минимиза-
ции отдельных подсистем. 

7. Разложив вспомогательную квадратную функцию первой 
подсистемы в ряд Тейлора, построить соответственное рекуррентное 
выражение. 

8. Получить аналитические виды частных производных первого 
и второго порядка, входящие в рекуррентное выражение реализации 
математической модели подсистем, и определить их численные зна-
чения. 

9. Давая искомым проводимостям первоначальные численные 
значения, пользуясь рекуррентным выражением, построенным для 
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первой подсистемы, осуществить первый шаг, или первую итерацию, 
и в результате получить новые численные значения искомых режим-
ных узлов. 

10. Имея численные значения приграничных параметров первой и 
второй подсистем, построить числовую математическую модель вто-
рой подсистемы и вспомогательную квадратичную функцию. 

11. Разложив вспомогательную квадратную функцию второй под-
системы в ряд Тейлора, построить соответствующее рекуррентное 
выражение. 

12. Определить численные значения частных производных перво-
го и второго порядка, входящие в рекуррентное выражение второй 
подсистемы, и осуществить первый шаг, или первую итерацию. 

13. Получив численные значения узловых режимных пригранич-
ных параметров второй подсистемы, построить численную математи-
ческую модель третьей подсистемы и так продолжать до численной 
математической модели N подсистем и построения соответствующего 
рекуррентного выражения. 

14. Осуществив первый шаг, или первую итерацию, для N подси-
стем, получить численные значения соответствующих режимных па-
раметров. 

15. Закончив первый шаг, или первую итерацию, для всех подси-
стем, в результате получить один шаг, или итерацию, для полных 
схем замещения и начать второй шаг для всех подсистем. 

Итерационный процесс считается завершенным, если обеспечи-
вается следующее условие для всех подсистем: 
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где 
iiii kkmm QPQP ∆∆∆∆ ,,,  – допустимые небалансирующие величины, 

которые обеспечивают точность решения численных результатов ис-
комых параметров. 

Здесь тоже принимаем 
 

,
21

PPPP
Nmmm ∆=∆==∆=∆ L     

 
,

21
QQQQ

Nmmm ∆=∆==∆=∆ L      

 
,

21
PPPP

Nkkk ∆=∆==∆=∆ L      

 
.

21
QQQQ

Nkkk ∆=∆==∆=∆ L     

 
С другой стороны, индекс i принимает соответствующие индек-

сы всех подсистем, так что .2,1 Ni K=  
 

Контрольные вопросы 
 

1. По какому методу реализуется диакоптическая математиче-
ская модель, если ЭЭС представлена как совокупность радиально свя-
занных N подсистем? 

2. Какими режимными параметрами характеризуется каждый 
узел ЭЭС? 

3. Какие режимные параметры задаются при узле типа U-Ψ? 
4. Какие режимные параметры задаются при узле типа P-Q? 
5. Какие режимные параметры задаются при узле типа P-U?  
6. Каким методом реализуется Z-Y, P-Q – математическая мо-

дель?  
7. Каким образом ЭЭС можно представить в виде радиально 

связанных подсистем? 
8. Чем характеризуется число строк подматрицы ∆Z? 
9. Когда происходит коррекция Z – расчетной матрицы? 

10. Каким методом решают построенные системы нелинейных 
алгебраических уравнений? 

11. Когда считается завершенным итерационный процесс решения? 
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Глава 4. ПОСТРОЕНИЕ «Z-Y, P-Q» – ЧИСЛЕННЫХ  
МАТЕМАТИЧЕСКИХ МОДЕЛЕЙ УСТАНОВИВШЕГОСЯ  

РЕЖИМА И ИХ РЕАЛИЗАЦИЯ 
 

Реализация численных математических моделей ЭЭС,  
состоящей из десяти узлов 

 
Рассматривается схема замещения ЭЭС, состоящей из десяти 

узлов, которая приведена на рис. 7. 
 

 

Рис. 7. Схема замещения ЭЭС, состоящей из десяти узлов 
 

Исследование осуществляется по разработанному вычислитель-
ному алгоритму. 

Режимные активные параметры узлов приведены в табл. 1. 
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Таблица 1 
Исходная информация относительно режимных параметров узлов 

Узел 
Параметр 

P, МВт Q, МВар U, кВ uΨ , град. 

ЭС-0 – – 220 0 
ЭС-1 110 100,0 – – 
ЭН-2 100 50,0 – – 
ЭН-3 60 30,0 – – 
ЭС-4 70 51,0 – – 
ЭН-5 80 40,0 – – 
ЭН-6 110 55,0 – – 
ЭС-7 60 136,7 – – 
ЭС-8 94 45,0 – – 
ЭН-9 96 48,0 – – 

 
1. Построенную схему замещения представим как совокупность 

трех подсистем посредством отключения ветвей 1-6, 2-5 и 4-9 (рис. 8). 
 

 
Рис. 8. Схема замещения ЭЭС, состоящей из десяти узлов,  
представленная в виде трех радиально связанных подсистем 
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2. Пронумеруем узлы: 
первая подсистема – 0(Б), 1, 2, 3; 
вторая подсистема – 4, 5, 6; 
третья подсистема – 7, 8, 9. 
3. Диакоптическая матрица Z как совокупность 

1 1 2 2 3 3
-, -, -i j i j i jZ Z Z под-

систем имеет следующий вид: 
 

11jiZ     
 22 jiZ   .                                           (4.1) 

  33jiZ   

 
4. Выберем следующие межподсистемные дополнительные ин-

дексы: 
первая подсистема – ( ) ( ) ;3,2;0,1 1111 == lknm  

вторая подсистема – ( ) ( ) ;6,5;0,4 2222 == lknm   

третья подсистема – ( ) ( ) .0,9;8,7 3333 == lknm   

1.1. До построения диакоптической численной матрицы Z-Y 
представим ее в буквенном виде 
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&

&
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km YC
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3333

3333
33

l

l

&

&

knk

mnm
km YC

BZ
YZ =− .  

 
Имея численные значения 321 ,, ZZZ  подматриц по матрице 

(4.1), получим 
 

  1 2 3 

=−
11 km YZ  

1 6,124694 + j10,09233 0,550795 + j0,001763 –0,017643 – j0,008115 

2 –0,550795 – j0,001763 0,041115 – j0,074256 –0,030179 + j0,056279 
3 0,017643 + j0,008115 –0,030179 + j0,056279 0,040568 – j0,088237 

     
  4 5 6 

=−
22 km YZ  

4 2,900837 + j4,748182 0,162913 – j0,003368 0,395661 + j0,037717 

5 –0,162913 + j0,003368 0,032557 – j0,049670 –0,026916 + j0,037995 
6 –0,395661 – j0,037717 –0,026916 + j0,037995 –0,043871 – j0,064693 

 
  7 8 9 

=−
33 km YZ  

7 5,409654 + j9,819633 4,268076 + j6,675977 –0,602214 – j0,023482 
8 4,268076 + j6,675977 7,219765 + j12,188958 0,720539 +  j0,034905 

9 –0,602214 – j0,023482 – 0,720539 – j0,034905 0,009959 – j0,018965 
 

Совокупность полученных трех подсистем представляет собой  
(Z-Y) – диакоптическую матрицу исследуемой схемы замещения. 

Для всех подсистем начало итерационного процесса примем 

равным === L&&
21 UU  0UU M

&& == , кВ 220ˆˆˆ
21 ===== UUUU ML . 

Первоначальные значения комплексных токов подсистем опре-
деляются 
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1.2. Построим математическую модель первой подсистемы как 
совокупность подмоделей Z1(Y1) и (Y1)Z1. 

 

( )[ ]

( )[ ]








=′′+′+−=

=′′+′+−=

,0Φ
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2
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IIXQQ

IIRPP

q

p

  

где 

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )

Б1 Б1 1 Б1 1 12 2 1 2 1 12 2 1 2 1

13 3 1 3 1 13 3 1 3 1

Б1 1Б 1 1Б 1 21 2 1 2 1 21 2 1 2 1

31 3 1 3

,

P U I U I A U I U I A U I U I

A U I U I A U I U I

Q U I U I A U I U I A U I U I

A U I U

′ ′ ′′ ′′ ′ ′ ′ ′′ ′′ ′′ ′ ′′ ′′ ′= + + + + − +  

′ ′ ′ ′′ ′′ ′′ ′ ′′ ′′ ′ + + + − 

′ ′′ ′′ ′ ′′ ′ ′ ′′ ′′ ′ ′ ′′ ′′ ′= − + + + + − +  

′′ ′ ′ ′′ ′′+ +( ) ( )1 31 3 1 3 1 .I A U I U I′ ′ ′′ ′′ ′ + − 

  

 

Для этой подсистемы в качестве вспомогательной функции будет 
 

( ) .2
1

2
11 qpIF Φ+Φ=      (4.2) 

 
Разложив квадратную функцию (4.2) в ряд Тейлора, можем по-

строить соответствующее рекуррентное выражение 
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.   (4.3) 

 

Частные производные, входящие в полученное рекуррентное 
выражение (4.3), определяются как частные производные первого по-
рядка 
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Частные производные второго порядка, входящие в матрицу 

Гессе, имеют следующий вид: 
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Частные производные первого и второго порядка типа pΦ  и qΦ , 

входящие в вышеприведенные частные производные первого и второ-

го порядка, определяются следующим образом: 

– частные производные первого порядка 
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С другой стороны, 
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Частные производные второго порядка определяются следую-

щими выражениями: 
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Определим численные значения вышеприведенных выражений 
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Поскольку имеем Б,1Б,1 , UU ′′′ , а также численные значения 

Б,2Б,2 , UU ′′′ и Б,3Б,3 , UU ′′′  величин, то можем определить 
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Затем можем определить  
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Определим численные значения функции 1pΦ  и 1qΦ  

 
( )

,109,0752050,500000]} 00,454545)( 2200,008115[

0,454545)]0(0,500000 200,017643[2{0,500000]} 0

0,454545)( 200,001763[20,454545)]( 00,5000000 [220

{0,5507950,4545454,9371850,500000 104,074917Б1

=⋅−−−
−−+⋅−+⋅−

−−⋅+−⋅+⋅×
×+−+⋅=P

 

 

,102,392136]}500000,00)454545,0(2200,017643[

0,454545)]( 00,500000 200,008115[2{0,500000]} 0

0,454545)( 200,550795[20,454545)]( 00,500000 [220

{0,0017630,500000 4,9371850,454545)( 104,074917Б1

=⋅−−⋅+
+−⋅+⋅−+⋅−

−−⋅−−⋅+⋅×
×+⋅+−⋅−=

  

Q

 

 
1,871808,]}0,454545)2(,50000026,124694[0075205,{1091101 −=−++−=Φ p  

 

1 100 {102 392136 10.092333[0,5000002 ( 0,454545 2]} 7,000407.q . )Φ = − + + − = −
 
 
 
 
 



 

116 

 

Имея численные значения всех необходимых величин, определим 
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Осуществим первый шаг, или первую итерацию, по отношению 

к вышеприведенным рекуррентным выражениям 
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Таким образом, получим результат реализации математической 

подмодели верхней левой части первой подсистемы. 
Перейдем к построению математической подмодели нижней 

правой части той же первой подсистемы. Для этого сначала остано-
вимся на построении соответствующей математической подмодели. 

Нелинейные алгебраические уравнения, представляющие соот-
ветствующую математическую подмодель, будут равны 
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С другой стороны,  
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(4.4) 



 

118 

Полученную математическую модель (4.4) также нужно реали-
зовать по методу второго порядка, для этого построим следующую 
квадратную функцию: 
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Разложив квадратную функцию (4.5) в ряд Тейлора, после соот-

ветствующих модификаций можем построить решение рекуррентного 
выражения вышеприведенной системы уравнений 
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Частные производные первого и второго порядка, входящие в 

данное рекуррентное выражение, определяются нижеприведенным 
выражением 
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Затем определим частные производные второго порядка неосо-
бенной квадратной матрицы Гессе 
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Необходимо иметь в виду следующее: 
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Определим частные производные первого и второго порядка по 

отношению к функциям pΦ  и qΦ . 

Прежде всего, определим частные производные первого порядка 
при равных индексах, когда 11 k=l , 
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При разных индексах, когда 11 k≠l , получим 
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Затем определим 
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Далее определим частные производные второго порядка по от-

ношению к pΦ  и qΦ , пользуясь выражениями частных производных 

первого порядка: 
– при равных индексах 
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Поскольку частные производные второго порядка функций БP  и 

БQ  типа равны нулю, тогда последние выражения примут следующий 
простейший вид: 
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При разных индексах 
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Определим численные значения частных производных 
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Для разных индексов 
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Затем определим частные производные второго порядка сме-
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Затем определим численные значения вышеприведенных выра-

жений 
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В результате мы имеем все численные значения, входящие в ре-

куррентное выражение, и можем осуществить первый шаг 
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Таким образом, получим результат реализации математической 
подмодели нижней правой части первой подсистемы 

 



















−

=



















′′
′′
′
′

135165,0

015827,8

920976,219

253681,220
1

3

2

3

2

U

U

U

U

. 

 
В результате осуществляется один полный шаг, или итерация, 

для первой подсистемы. Разберем вторую подсистему. 
Определим напряжение третьего приграничного узла первой и 

второй подсистем 
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Затем подсчитаем комплексный ток Б2kI&  
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В результате получим 
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Затем подсчитаем Б,4Б,4 ,UU ′′′  величины следующим образом: 
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Получив численное значение Б,4Б2
ˆ UU m

&=  комплексной величи-

ны, можем построить систему нелинейных алгебраических уравнений 
верхней левой части второй подсистемы 
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Построив квадратичную функцию 
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строим рекуррентное выражение реализации математической подмо-
дели верхней левой части второй подсистемы, которое имеет следу-
ющий вид: 
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Частные производные первого порядка имеют вид 
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Частные производные второго порядка, входящие в матрицу 

Гессе, имеют следующий вид: 
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Вышеприведенные частные производные первого и второго по-

рядка функций 4pΦ  и 4qΦ  типа определяются:  

– частные производные первого порядка 
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С другой стороны, 
 

( ) ( ),646646545545
4

4 UAUAUAUAU
I

P
Б

Б ′′′′−′′+′′′′−′′+′=
′∂

∂
4  

 

( ) ( ),646646545545
4

4 UAUAUAUAU
I

P
Б

Б ′′′+′′′+′′′+′′′+′′=
′′∂

∂
4  

 

( ) ( ),646646545545
4

4 UAUAUAUAU
I

Q
Б

Б ′′′+′′′+′′′+′′′+′′=
′∂

∂
4  

 

( ) ( ).646646545545
4

4 UAUAUAUAU
I

Q
Б

Б ′′−′′′′+′′−′′′′+′−=
′′∂

∂
4  

 
 
 



 

137 

Частные производные второго порядка определяются следую-
щими выражениями: 

 
2

4
4,42

4

2 ,p R
I

∂ Φ
= −

′∂
 

2
4

4,42
4

2 ,q X
I

∂ Φ
= −

′∂
 

 
2

4
4,42

4

2 ,p R
I

∂ Φ
= −

′′∂
 

2
4

4,42
4

2 .q X
I

∂ Φ
= −

′′∂
 

 
Частные производные смешанного типа определяются 
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Определим численные значения величин 4pΦ  и 4qΦ  
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Определим численные значения частных производных первого 
порядка 
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Затем  
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Имея численные значения всех необходимых величин, определим 
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Затем 
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Осуществим первый шаг вышеприведенным выражением 
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Таким образом, получим результат реализации математической 

подмодели верхней левой части первой подсистемы 
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Перейдем к построению математической подмодели нижней 

правой части той же подсистемы. Соответствующие математические 
подмодели, представляющие нелинейные алгебраические уравнения, 
будут иметь следующий вид: 
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С другой стороны, 
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Согласно функции (3.50) 
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рекуррентное выражение реализации полученной математической 
модели будет равно 
 





























′′∂
∂

′′∂
∂

′∂
∂

′∂
∂

































′′∂
∂

′′∂′′∂
∂

′∂′′∂
∂

′∂′′∂
∂

′′∂′′∂
∂

′′∂
∂

′∂′′∂
∂

′∂′′∂
∂

′′∂′∂
∂

′′∂′∂
∂

′∂
∂

′∂′∂
∂

′′∂′∂
∂

′′∂′∂
∂

′∂′∂
∂

′∂
∂

−































′′

′′

′

′

=































′′

′′

′

′

−

6

5

6

5

1

2
6

2

56

2

66

2

56

2
65

2

2
5

2

65

2

55

2
66

2

56

2

2
6

2

56

2
65

2

55

2

65

2

2
5

20

6

5

6

5

1

6

5

6

5

U

F
U

F
U

F
U

F

U

F

UU

F

UU

F

UU

F

UU

F

U

F

UU

F

UU

F

UU

F

UU

F

U

F

UU

F

UU

F

UU

F

UU

F

U

F

U

U

U

U

U

U

U

U

.  

 

 



 

142 

Определим частные производные первого порядка данного ре-
куррентного выражения  
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Затем определим частные производные второго порядка неосо-

бенной квадратной матрицы Гессе 
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Необходимо иметь в виду следующее отношение: 
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Определим частные производные первого и второго порядка по 

отношению к функциям pΦ  и qΦ . 

Сначала определим частные производные первого порядка при 
равных индексах, когда 11 k=l , 
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При разных индексах, когда 11 k≠l , получим 
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Затем определим 
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Определим частные производные второго порядка по отноше-

нию к функциям pΦ  и qΦ , пользуясь выражениями частных произ-

водных первого порядка. 
При равных индексах 
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Поскольку частные производные второго порядка функции БP  и 

БQ  типа равны нулю, то последние выражения примут следующие 
простейшие виды: 
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Для разных индексов  
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Определим частные производные второго порядка смешанного 

типа 
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Затем определим численные значения следующих величин: 
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Определим численные значения рекуррентного выражения 
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Определим частные производные второго порядка квадратной 
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Таким образом, получим результат реализации нижней правой 

части математической подмодели второй подсистемы 
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Напряжение шестого приграничного узла второй и третьей под-

систем 
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Затем определим 3БiU  согласно следующему выражению: 
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В результате получим 
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Затем подсчитаем комплексную величину Б3kI&  
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В результате получим 
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Таким образом, получим  
 










−
−

+






=








′′
′′

+








′
′

=







=

361797,1

37428,16

57105,57

70094,82

8Б

  Б7

Б8

  Б7

Б8

  Б7
Б3

j
U

U
j

U

U

U

U
Um &

&
& . 



 

155 

Получив численные значения элементов ( )Б8Б7Б ,
3

UUU m ′′=′  ком-

плексных величин, можем построить систему нелинейных алгебраи-
ческих уравнений верхней левой части третьей подсистемы 
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Имея систему нелинейных алгебраических уравнений, в данном 

случае математические подмодели верхней левой части третьей под-
системы, можем реализовать последние по методу минимизации, или 
второго порядка. 
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Как известно, в соответственном рекуррентном выражении дей-
ствует квадратная необычная матрица Гессе, имеющая следующий 
вид: 
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Она получается следующим образом: 

 

( ) .ФФФФ 2222
8787 qqppIF +++=  

 
Согласно функции (4.6) частные производные первого порядка 
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С помощью полученных частных производных первого порядка 
определим частные производные второго порядка, входящие в матри-
цу Гессе, 
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Необходимо иметь в виду следующие отношения: 
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Вышеприведенные частные производные первого и второго по-

рядка по функциям типа 87, pp ΦΦ  и 87, qq ΦΦ  определяются: 

– частные производные первого порядка при равных индексах  
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– при разных индексах 
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(4.6) 
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Затем определим 
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Определим частные производные второго порядка по отноше-

нию к функциям pΦ  и qΦ , пользуясь выражениями частных произ-

водных первого порядка. 
При равных индексах 
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Поскольку частные производные второго порядка функций типа 

БP  и БQ равны нулю, последние выражения примут следующие про-
стейшие виды: 
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При разных индексах 
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Определим выражения частных производных смешанного типа 
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Затем определим численные значения вышеполученных выра-
жений 
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Определим частные производные второго порядка 
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Подсчитаем численные значения градиентов 
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Необходимо иметь в виду следующие отношения: 
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Таким образом, получим результат реализации верхней левой 

математической подмодели третьей подсистемы 
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Следующая система нелинейных алгебраических уравнений 

представляет нижнюю правую подмодель третей подсистемы 
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Соответствующее рекуррентное выражение можно представить 
следующим образом: 
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Частные производные первого и второго порядка, входящие в 

данное рекуррентное выражение, определяются следующей квадрат-
ной функцией: 

 

( ) .2
9

2
99 qpUF Φ+Φ=      (4.7) 

 
Согласно функции (4.7) частные производные первого порядка 

определяются 
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Частные производные второго порядка, входящие в матрицу 

Гессе, имеют следующий вид: 
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Вышеприведенные частные производные первого и второго по-

рядка определяются по функциям типа 9pΦ  и 9qΦ . 

Частные производные первого порядка 
 

,2 999
9

9Б

9

9








 ′+
′∂

∂
−=

′∂
Φ∂

Ug
U

P

U
p

  ,2 999
9

9Б

9

9








 ′′+
′′∂

∂
−=

′′∂
Φ∂

Ug
U

P

U
p

 

 

,2 999
9

9Б

9

9








 ′−
′∂

∂
−=

′∂
Φ∂

Ub
U

Q

U
q

 .2 999
9

9Б

9

9








 ′′−
′′∂

∂
−=

′′∂
Φ∂

Ub
U

Q

U
p

 

 
С другой стороны, 
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Частные производные второго порядка определяются согласно 
следующим выражениям: 
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Частные производные смешанного типа определяются 
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Определим численные величины функций 9pΦ  и 9qΦ . 
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Затем определим 
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Частные производные второго порядка определяются 
 

,019918,0009958,02
2

9

9
2

−=⋅−=
′∂

Φ∂

U

p  

 

,019918,0009959,02
2

9

9
2

−=⋅−=
′′∂

Φ∂

U

p  

 

,037930,0018965,02
2

9

9
2

−=⋅−=
′∂

Φ∂

U

q  

 

,037930,0018965,02
2

9

9
2

−=⋅=
′′∂

Φ∂

U

q  

 

( )[

( )] .266343,906844075,7966899,125

923673,3341798,1362
9

9

−=−⋅+

+−⋅−=
′∂

∂
U

F

 

 

( )[ ] .942941,251458287,0966899,125500525,0341798,1362
9

9 =⋅+−⋅−=
′′∂

∂
U

F
 

 
Частные производные второго порядка матрицы Гессе опреде-

ляются 
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Осуществим первый шаг согласно вышеприведенному рекур-

рентному выражению 
 








−









−−
−

−







=









′′
′ −

942911,251

266343,906

759972,12261882,3

261882,3168094,140

0

220
101

9

9

U

U
, 

 















−

















−−

−
−

















−−=
















′′
−−
′ −

942911,251

266343,906

759972,12261882,3

261882,3168094,140

0

220
101

9

9

U

U

, 

 









=









−
−

−







=









′′
′

984975,17

884100,226

984975,17

884100,6

0

220
01

9

9

U

U
. 

 
В результате получим данные реализации нижней правой мате-

матической подмодели третьей подсистемы 
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Таким образом, осуществим один полный шаг по отношению ко 

всем трем подсистемам, а следовательно, и к целой ЭЭС. 
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Полученные результаты представим следующим образом: 
 

– для первой подсистемы 

424885,0492048,01 jI −=& , 

015827,8253681,2202 jU +=& , 

135165,0920976,2193 jU −=& , 

 
– второй подсистемы  

228854,0318133,04 jI −=& , 

,527527,24113454,2065 jU −=&  

789772,28602658,2096 jU −=& , 
 
– третьей подсистемы 

616905,0238370,07 jI −=& , 

206526,0406699,08 jI −=& , 

984975,17884100,2269 jU +=& . 
 

Чтобы начать вторую итерацию, необходимо подсчитать чис-
ленные значения комплексных токов для первой подсистемы (2-й и 
3-й узлы), второй подсистемы (5-й и 6-й узлы) и третьей подсистемы 
(9 узлов): 

 
– для первой подсистемы 
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– второй подсистемы 
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– третьей подсистемы 
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Имея численные значения комплексных токов третьей подси-

стемы, можем перейти к следующим итерациям. Отметим, что они 
осуществляются тем же образом. 
 

Результаты следующих итераций приведены в табл. 2 – 4. 
 

Таблица 2 
Поиск итерационного процесса элементов комплексных токов 

первой подсистемы десятиузловой ЭЭС 

Число 
итерации 

Искомые переменные 

111 IjII ′′+′=&  222 IjII ′′+′=&  333 IjII ′′+′=&  

1I ′  1I ′′  2I ′  2I ′′  3I ′  3I ′′  

0 0,500000 –0,454545 –0,454545 0,227272 –0,272727 0,136363 
1 0,492048 –0,424885 –0,445170 0,243212 –0,272909 0,136244 
2 0,482728 –0,405257 –0,421997 0,173536 –0,247609 0,094055 
3 0,482611 –0,405197 –0,420526 0,173670 –0,247513 0,094102 

 
Таблица 3 

Поиск итерационного процесса элементов комплексных токов 
второй подсистемы десятиузловой ЭЭС 

Число 
итерации 

Искомые переменные 

444 IjII ′′+′=&  555 IjII ′′+′=&  666 IjII ′′+′=&  

4I ′  4I ′′  5I ′  5I ′′  6I ′  6I ′′  

0 0,318181 –0,231818 –0,363636 0,181818 –0,500000 0,250000 
1 0,318133 –0,228854 –0,405487 0,145814 –0,550459 0,186793 
2 0,306957 –0,222233 –0,419218 0,135090 –0,545875 0,193733 
3 0,305801 –0,222045 –0,419586 0,134961 –0,544325 0,194618 
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Таблица 4 
Поиск итерационного процесса элементов комплексных токов 

третьей подсистемы десятиузловой ЭЭС 

Число 
итерации 

Искомые переменные 

777 IjII ′′+′=&  888 IjII ′′+′=&  999 IjII ′′+′=&  

7I ′  7I ′′  8I ′  8I ′′  9I ′  9I ′′  

0 0,272727 –0,621362 0,427272 –0,204545 –0,436363 0,218181 
1 0,238370 –0,616905 0,406699 –0,206526 –0,412575 0,244266 
2 0,239068 –0,610621 0,416333 –0,200854 –0,404605 0,234241 
3 0,238140 –0,610428 0,415613 –0,200106 –0,404217 0,234242 

 
Имея численные значения узловых комплексных токов отдель-

ных подсистем, нетрудно определить численные значения комплекс-
ных напряжений. 

Сравнение результатов расчета установившегося режима клас-
сическим и диакоптическим методами приведено в табл. 5. 

 
Таблица 5 

Сравнение результатов расчета установившегося режима  
классическим и диакоптическим методами 

Узел 

Метод 
Классический Диакоптический 

IjII ′′+′=& , кА IjII ′′+′=& , кА 

I ′  I ′′  I ′  I ′′  
ЭС-1 0,482519 –0,405197 0,482611 –0,405197 
ЭН-2 –0,421013 0,173733 –0,420526 0,173670 
ЭН-3 –0,247509 0,094102 –0,247513 0,094102 
ЭС-4 0,305794 –0,222044 0,305811 –0,222044 
ЭН-5 –0,419585 0,134963 –0,419586 0,134961 
ЭН-6 –0,544312 0,194589 –0,544326 0,194618 
ЭС-7 0,238194 –0,610427 0,238140 –0,610429 
ЭН-8 0,415599 –0,200091 0,415611 –0,200010 
ЭН-9 –0,404343 0,234239 –0,404217 0,234242 

 
Численные эксперименты показывают, что диакоптическая мо-

дель «Z-Y, P-Q» соответствует классической математической модели. 
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ 
 

Современная ЭЭС рассматривается как непрерывно развиваю-
щаяся большая и сложная система, состоящая из взаимосвязанных и 
взаимоуправляемых подсистем и занимающая огромное простран-
ство. Поэтому в современной прикладной науке проблема расчета 
установившегося режима ЭЭС была и остается актуальной. Один из 
решающих моментов при рассмотрении проблемы определения уста-
новившегося режима ЭЭС – обеспечение инженерной наглядности 
для восприятия физических процессов, происходящих как в данном 
объединении, так и в отдельных его звеньях (подсистемах). 

Из этого следует, что решение проблем большой ЭЭС не только 
связано с совершенствованием электронных вычислительных машин, 
но и требует создания качественно нового подхода, удовлетворяюще-
го отмеченным требованиям.  

Проблема установившегося режима большой и сложной ЭЭС с 
математической точки зрения сводится к решению систем нелиней-
ных алгебраических уравнений высокого порядка и представляет се-
рьезный интерес также для современной прикладной математики. Для 
составления нелинейных алгебраических уравнений высокого поряд-
ка ЭЭС представляют в виде радиально связанных подсистем (диа-
коптической системы), и соответствующие системы нелинейных ал-
гебраических уравнений установившегося режима реализуют мето-
дом минимизации. 

Расчет установившегося режима большой ЭЭС методом деком-
позиции-диакоптики – единственное направление, которое дает воз-
можность с точки зрения инженерной наглядности провести необхо-
димые качественные и количественные исследования.  

Построенные диакоптические математические модели позволя-
ют организовать итерационный процесс. Осуществляя один шаг, или 
одну итерацию, для каждой подсистемы, которая радиально связана с 
другими подсистемами, получаем один шаг, или одну итерацию, для 
полной ЭЭС. 
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Построена Z-обобщенная диакоптическая математическая мо-
дель, которая представляется в виде совокупности соответствующих 
подматриц отдельных подсистем и позволяет построить диакоптиче-
ские Y-Z – математические модели. На основании Y-Z – диакоптиче-
ских математических моделей можно построить также обобщенную 
математическую модель сложной и большой ЭЭС, когда станционные 
узлы могут быть типа P-Q. Построенные диакоптические математиче-
ские модели обеспечивают высокую наглядность для восприятия фи-
зических процессов, происходящих в сложной и большой ЭЭС. Ста-
новится возможным осуществлять количественное и качественное ис-
следование любого характера. 

В настоящее время исследование различных режимных вопро-
сов большой и сложной ЭЭС должно основываться на рациональном 
сочетании диакоптики и современной вычислительной техники. 
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ПРИЛОЖЕНИЯ 
 
РЕАЛИЗАЦИЯ ЧИСЛЕННЫХ МАТЕМАТИЧЕСКИХ МОДЕЛЕЙ 
 

Приложение 1 
 

Построение и реализация математической модели  
установившегося режима тринадцатиузловой схемы замещения 

электроэнергетической системы 
 

Соответствующая схема замещения тринадцатиузловой ЭЭС 
приведена на рис. П1. 

 

 

Рис. П1. Схема замещения тринадцатиузловой ЭЭС 
 

После удаления ветвей 1-6, 2-5, 4-9, 7-11 схема замещения рас-
сматриваемой ЭЭС, приведенная на рис. П1, представляется в виде 
совокупности четырех радиально связанных подсистем, как это пока-
зано на рис. П2. 
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Рис. П2. Схема замещения тринадцатиузловой ЭЭС  
как совокупность радиально связанных подсистем 

 
Пользуясь пассивными параметрами, приведенными в табл. П1, 

в данном случае численными значениями продольных комплексных 
сопротивлений, строим расчетную диакоптическую матрицу  (П1).  

 
Таблица П1 

Численные значения продольных комплексных сопротивлений 

Линии R X Линии R X 

0-1 13,5 21,8 5-6 16,5 23,4 
0-3 9,2 28,3 6-7 12,1 25,4 
1-2 11,2 18,8 7-8 8,4 11,2 
1-6 7,5 13,2 7-9 17,2 29,5 
2-3 7,4 13,8 7-11 7,5 13,2 
2-5 13,3 23,4 8-9 16,9 23,4 
3-4 5,7 11,2 9-10 5,7 11,2 
4-5 17,2 29,5 10-11 8,4 11,2 
4-6 8,4 11,2 1-12 17,2 29,5 
4-9 5,9 18,1 11-12 16,5 23,4 
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В табл. П2 приведены предварительные численные значения уз-
ловых активных параметров.  

 
Таблица П2 

Исходная информация узловых активных параметров  
тринадцатиузловой ЭЭС 

Узлы 
Параметр 

Р, МВт Q, Мвар U, кВ ϕ, град 

ЭС-0 – – 220 0 

ЭН-1 130 65 – – 

ЭС-2 110 50 – – 

ЭН-3 50 25 – – 

ЭН-4 90 45 – – 

ЭС-5 80 45 – – 

ЭН-6 100 50 – – 

ЭС-7 120 65 – – 

ЭН-8 108 54 – – 

ЭС-9 90 48 – – 

ЭН-10 94 47 – – 

ЭН-11 50 25 – – 

ЭС-12 150 70 – – 

 
В приложении приводятся только результаты реализации, по-

скольку однотипные математические модели схемы замещения деся-
тиузловой ЭЭС со всей подробностью приведены в главах 3 и 4. 

Согласно расчетной диакоптической матрице Z и численным 
значениям узловых активных параметров, приведенных в табл. П2, 
строим последовательно четыре математические подмодели, реализа-
ция которых приведена в табл. П3.  
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Таблица П3 
Результаты реализации установившихся режимов 

 диакоптических математических подмоделей 

Подмодель Узлы Комплексные токи 

I 
1 
2 
3 

0,593607  
0,497738 
0,227273 

+ 
– 
+ 

j0,296804 
j0,226244 
j0,113636 

II 
4 
5 
6 

0,410929 
0,377143 
0,456621 

+ 
- 
+ 

j0,205479 
j0,200893 
j0,228311 

III 
7 
8 
9 

0,540544 
0,540000 
0,401786 

– 
+ 
– 

j0,292793 
j0,245455 
j0,214286 

IV 
10 
11 
12 

0,429224 
0,228311 
0,669643 

+ 
+ 
– 

j0,214619 
j0,114155 
j0,312513 

 
Соответствующая численная математическая модель реализова-

лась классическим методом, и для узлов получились те же комплекс-
ные токи. Можно заметить, что полученные результаты показывают 
соответствие расчетов диакоптическим и классическим методами. 

Пользуясь расчетной диакоптической матрицей Z, строим Z-Y и 
Y-Z – диакоптические матрицы и соответствующие численные мате-
матические подмодели. Результаты реализации также показывают 
высокую работоспособность предложенных новых методов. 
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Приложение 2 
 

Построение и реализация численных математических моделей 
схемы замещения двадцатидвухузловой электроэнергетической 

системы 
 

Соответствующая схема замещения двадцатиузловой ЭЭС при-
ведена на рис. П3, а численные значения продольных комплексных 
сопротивлений – в табл. П4, где узлы 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 являются 
станционными, а узлы 8, 9, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 16, 17, 18, 19, 20, 21 – 
нагрузочными. 

 

 
 

 Рис. П3. Схема замещения двадцатиузловой ЭЭС 
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Таблица П.4 
Численные значения продольных комплексных сопротивлений 

Линии R X Линии R X Линии R X 

0-11 12,4 49,6 3-13 13,4 21,7 8-21 1,9 7,0 
0-20 0,4 2,4 4-19 10,2 18,5 10-13 17,2 34,4 
1-2 0,0 23,8 5-12 16,4 33,2 10-21 0,0 24,1 
1-11 0,9 3,8 5-19 2,9 7,4 12-19 12,1 34,2 
1-20 2,9 17,8 6-19 0,9 19,6 13-14 42,4 85,6 
1-21 1,4 8,6 6-20 1,1 33,1 14-15 8,1 24,8 
2-4 29,9 70,0 7-12 70,0 142,2 14-16 53,6 98,4 
3-4 10,4 20,8 7-15 0,4 18,2 15-18 5,1 19,8 
3-8 0,3 0,7 7-16 7,7 15,6 16-19 21,3 45,9 
3-9 15,2 37,6 7-17 2,3 43,2 17-18 2,1 19,8 
3-10 16,4 32,8 8-9 14,0 34,4 – – – 

  
После удаления ветвей 1-21, 4-3, 19-16 схема замещения, приве-

денная представляется как совокупность четырех подсистем  
на рис. П4. 

 

 
Рис. П4. Схема двадцатиузловой ЭЭС как совокупность  

четырех радиально связанных подсистем 
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Пользуясь численными значениями продольных комплексных 
сопротивлений, построим расчетную диакоптическую матрицу Z. 

В табл. П5 приведены численные значения узловых активных 
параметров. Согласно расчетной диакоптической матрице Z и чис-
ленным значениям узловых активных параметров, приведенным в 
табл. П5, последовательно построим численные математические под-
модели четырех подсистем. 
 

Таблица П5 
Заданная исходная информация относительно активных 

 параметров двадцатиузловой ЭЭС 

Узел 

Параметр 

Р, 
МВт 

Q, 
Мвар 

U, 
кВ 

uΨ , 

град. 
ЭС-0 – – 220,0 0 
ЭС-1 220,1 140,5 – – 
ЭС-2 190,0 89,8 – – 
ЭС-3 120,3 59,0 – – 
ЭС-4 130,9 55,7 – – 
ЭС-5 130,7 56,4 – – 
ЭС-6 120,0 70,0 – – 
ЭС-7 86,0 43,0 – – 
ЭН-8 96,1 48,7 – – 
ЭН-9 75,8 37,9 – – 
ЭН-10 174,2 87,1 – – 
ЭН-11 60,0 30,0 – – 
ЭН-12 22,2 11,1 – – 
ЭН-13 42,8 21,4 – – 
ЭН-14 75,5 37,8 – – 
ЭН-15 40,0 20,0 – – 
ЭН-16 26,0 13,0 – – 
ЭН-17 46,6 23,3 – – 
ЭН-18 50,2 25,1 – – 
ЭН-19 7,4 3,7 – – 
ЭН-20 150,3 100,1 – – 
ЭН-21 50,2 25,1 – – 
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Поскольку для дисятиузловой схемы замещения рассматривае-
мой ЭЭС расчет осуществлен со всей подробностью, то здесь приво-
дятся только результаты реализации в виде табл. П6 – П9. 

 
Таблица П6 

Результаты реализации диакоптической модели  
установившегося режима первой подсистемы 

Узлы Комплексные токи 

1 
2 
4 
6 
11 
19 

0,995477 – j0,635459 
0,853549 – j0,403414 
0,593113 – j0,252400 
0,543700– j0,317200 
0,273500 + j0,136700 
0,033700 + j0,016800 

 
Таблица П7 

Результаты реализации диакоптической модели  
установившегося режима второй подсистемы 

Узлы Комплексные токи 

5 
12 
19 

0,585600 – j0,252700 
0,101000 + j0,050500 
0,033700 + j0,016800 

 
Таблица П8 

Результаты реализации диакоптической модели  
установившегося режима третьей подсистемы 

Узлы Комплексные токи 

7 
14 
15 
16 
17 
18 

0,394100 – j0,197100 
0,347400 + j0,173953 
0,183402 + j0,091701 
0,119650 + j0,059825 
0,215342 + j0,107671 
0,228286 + j0,114143 
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 Таблица П9 
Результаты реализации диакоптической модели  
установившегося режима четвертой подсистемы 

Узлы Комплексные токи 

3 
8 
9 
10 
13 
21 

0,542381 – j0,266005 
0,459150 + j0,232680 
0,349148 + j0,174574 
0,800920 + j0,400460 
0,194900 + j0,097450 
0,229538 + j0,114769 

 
Соответствующая численная математическая модель реализова-

на классическим методом, и для узлов получены те же самые ком-
плексные токи. Понятно, что полученные результаты показывают ра-
ботоспособность диакоптического и классического методов. 

Пользуясь расчетной диакоптической матрицей Z строят также 
Z-Y и Y-Z – диакоптические матрицы и соответствующие численные 
математические подмодели, для реализации которых пользуются ме-
тодом минимизации, или методом Ньютона второго порядка. 

Необходимо отметить, что и здесь результаты реализации пока-
зывают высокую работоспособность предложенных новых методов. 
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