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ПРЕДИСЛОВИЕ 

 

Материал пособия соответствует 

программе второго курса обучения и 

включает раздел «Кратные и криволиней-

ные интегралы». 

Пособие содержит необходимый 

теоретический материал по рассматри-

ваемым разделам, примеры решения ти-

повых задач и индивидуальный типовой 

расчет, включающий 30 вариантов, для 

самостоятельного выполнения (с после-

дующей его защитой во время рейтинго-

вой недели). 

Обозначения и терминология, ис-

пользуемые в пособии, являются общеупо-

требительными и не нуждаются в специ-

альных пояснениях. Отметим, что посо-

бие ни в коей мере не призвано заменить 

более подробные курсы по кратным и кри-

волинейным интегралам, изложенные в 

классических учебниках и монографиях. 

Работа с изданием предполагает парал-

лельное изучение этой темы по книгам, 

указанным в библиографическом списке. 
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1. ОПРЕДЕЛЕНИЕ ДВОЙНОГО ИНТЕГРАЛА 

 

Пусть функция ),( yxfz   определена в некоторой области D ев-

клидовой плоскости. Разобьем область D кривыми на части 

n
DDDD 

21
. Будем предполагать, что 

ji
DD   при ji   не имеет 

внутренних точек. Тогда )()()()(
21 n

DSDSDSDS   . Это разбие-

ние будем обозначать через T. Введем понятие диаметра разбиения. 

Для этого сначала введем понятие диаметра множества: пусть М – про-

извольное множество, тогда диаметр множества равен 

),(max)(
21

PPdMdiam  , где МPP 
21

, . Диаметром разбиения назовем 

величину ))(),(),(max( 21 nT
DdiamDdiamDdiam  . Далее выберем 

точки 
iii

Ddc ),( , ni ,1 . Рассмотрим сумму 

 


n

i

iiinnn
DSdcfDSdcfDSdcfDSdcf

1

222111
)(),()(),()(),()(),( 

)(T
n

 – интегральная сумма. Она зависит от способа разбиения и вы-

бора точек.  

Определение. Число А называется пределом интегральной суммы )(T
n

  

при 0
T
 , если 0  0  такое, что для любого разбиения T  обла-

сти D на части с  
T

 и при любом выборе точек 
iii

Ddc ),(  выполня-

ется неравенство   АT
n

)( . 

Если предел существует, то говорят, что функция ),( yxfz   интегри-

руема в области D и этот предел обозначается dxdyyxf

D

 ),(  и называ-

ется двойным интегралом от ),( yxf  по области D. Таким образом,  

)(lim),(
0

Tdxdyyxf
n

D T


 

 . 

Терема 1.1. Если функция ),( yxf  интегрируема в области D, то она 

ограничена в области D.  

Доказательство. Из определения интегрируемости следует, что для 

1  0  такое, что для любого разбиения T  области D на части с 
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T

 и при любом выборе точек 
iii

Ddc ),(  выполняется неравенство 

1)(),()(),()(),(
222111

 АDSdcfDSdcfDSdcf
nnn

 . 

Раскроем модуль: 
 )(),())(),()(),((1

111222 DSdcfDSdcfDSdcfA nnn  

))(),()(),((1
222 nnn DSdcfDSdcfA   . 

Мы видим, что 
2111

),( AdcfA  , где 
1

A , 
2

A  - числа при 
111

),( Ddc  , то 

есть функция ограничена на 
1

D . Аналогично доказывается, что она 

ограничена на 
n

DD ,,
2
 , поэтому она ограничена на множестве D. Тео-

рема доказана.  

 

Геометрический смысл двойного интеграла 

 Рассмотрим в трехмерном пространстве следующее тело: 

)},(0,),(:),,{( yxfzDyxzyx  (рис.2). Разобьем область D прямыми, 

параллельными осям координат, на прямоугольники:

n
DDDD 

21
. Далее выберем точки 

iii
Ddc ),( , ni ,1 . Тогда 

)(),(
iii

DSdcf   - объем параллелепипеда с основанием 
i

D  и высотой 

),(
ii

dcf , а 



n

i

iii
DSdcf

1

)(),(  - объем тела, составленного из параллеле-

пипедов с основаниями 
i

D  и высотами ),(
ii

dcf , ni ,1 . Он прибли-

женно равен объему рассматриваемого тела и чем меньше диаметр раз-

биения, тем точнее объем, поэтому 





n

i

iii
DSdcfV

T 1
0

)(),(lim


, 

dxdyyxfV

D

 ),( . 

 

Свойства двойного интеграла 

1. Если область D разбита кривой на две части 
1

D  и 
2

D , функция

),( yxfz   интегрируема в области D, то она интегрируема в областях 

1
D  и 

2
D , обратно, если функция ),( yxf  интегрируема в  областях 

1
D  

и 
2

D , то она интегрируема в области D. При этом имеет место формула: 
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    dxdyyxfdxdyyxfdxdyyxf

DDD

 

21

),(),(),( . 

2. )(DSdxdy

D

 . 

3. dxdyyxfkdxdyyxfk

DD

  ),(),( . 

4. dxdyyxgdxdyyxfdxdyyxgyxf

DDD

  ),(),(),(),(( ) . 

5. Если ),(),( yxgyxf  , то dxdyyxgdxdyyxf

DD

  ),(),( . 

6. dxdyyxfdxdyyxf

D
D

  ),(),( . 

 

Вычисление двойного интеграла в случае прямоугольной области 

Терема 1.2. Пусть функция ),( yxfz   интегрируема в прямоугольнике 

},:),{( dycbxayxП   и для ],[ bax  существует интеграл 

)(),( xJdxdyyxf
d

c

 . Тогда функция )(xJ  интегрируема на отрезке ],[ ba  

и dxdyyxfdxxJ

D

b

a

  ),()(  или  

















b

a

d

cD

dyyxfdxdxdyyxf ),(),( . 

Примеры. 1) Вычислить двойной интеграл dxdyxyy

D

  )sin(3 , где 




3
2

,31:  yxD . 

Решение. Исходя из вида подынтегральной функции, сначала расста-

вим пределы сначала по y , потом по x : 

  
3

1

3

2

3

2

3

1

))cos((
1

3)sin(3)sin(3 xydy
y

ydxxyydydxdyxyy

D
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4
2

sin
2

3
sin

3

1
3sin3sin

3

1
3)cos3cos(3

3

2

3

2

 






































yydyyy . 

2) Вычислить двойной интеграл dxdyex

D

xy

  36 , где 

63,3ln2ln:  yxD . 

Решение. Исходя из вида подынтегральной функции, сначала расста-

вим пределы сначала по x , потом по y : 

   

























3ln

2ln

3

3

1

3ln

2ln

3ln

2ln

6

3

18
3

666 333 dxeeedx
x

xdyexdxdxdyex xx

D

xyxyxy

 

96
3

1
18

3

1
18

3

1
18 2ln2ln33ln3ln3

3ln

2ln

3 









































eeeeee xx .  

 

Вычисление двойного интеграла в случае произвольной области 

Пусть область D имеет следующий вид: 

)}()(,:),{( xgyxhbxayx  , где функции )(xh  и )(xg  непрерывны 

на отрезке ],[ ba . Такую область называют правильной в направлении 

оси Oy (рис.1).  

 

 

 

 

 

 

 

                      рис. 1 
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Пусть область D имеет следующий вид: 

}),()(:),{( dycyxyyx   , где функции )(y  и )(y  непре-

рывны на отрезке ],[ dc . Такую область называют правильной в направ-

лении оси Ox (рис.4). Область, правильную как в направлении оси Ox, 

так и в направлении оси Oy называют правильной областью. Пусть 

функция ),( yxfz   непрерывна в области D, правильной в направле-

нии оси Oy. Рассмотрим выражение  



















b

a

xg

xh

D
dyyxfdxI

)(

)(

),( , которое 

называется двукратным или повторным интегралом от функции 

),( yxf  по области D. В этом выражении сначала вычисляется интеграл 

по y, считая constx  . В результате получается непрерывная функция 

от x: )(),(
)(

)(

xJdyyxf
xg

xh

 . Затем эту функцию интегрируют по x в преде-

лах от a до b и получают некоторое число dxxJI
b

a

D  )( . 

 Может случиться так, что область D такова, что одна из функций 

)(xh  или )(xg  задается двумя аналитическими выражениями на от-

резке ],[ ba . Пусть, например, 












],[),(

],[),(
)(

2

1

bcxxh

caxxh
xh . 

Тогда двукратный интеграл запишется следующим образом: 

   



























































b

c

xg

xh

c

a

xg

xh

b

a

xg

xh

dyyxfdxdyyxfdxdyyxfdx
)(

)(

)(

)(

)(

)(
21

),(),(),( . 

Перечислим основные свойства двукратного интеграла. 

Терема 1.3.  Если правильную в направлении оси Oy область D разбить 

на две области 
1

D  и 
2

D  прямой, параллельной оси Oy или Ox, то дву-

кратный интеграл по области D будет равен сумме таких же интегралов 

по областям 
1

D  и 
2

D , то есть 
21

DDD
III  .  

Доказательство. Пусть прямая )( bcacx   разбивает область D на 

две правильные в направлении оси Oy области 
1

D  и 
2

D . Тогда  
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 c

a

xg

xh

b

c

c

a

b

a

b

a

xg

xh

D
dyyxfdxdxxJdxxJdxxJdyyxfdxI

)(

)(

)(

)(

),()()()(),(  

21

)(

)(

),(
DD

b

c

xg

xh

IIdyyxfdx   


















. 

 

                         рис. 2 

Пусть прямая hy   разбивает область D на две правильные в направ-

лении оси Oy области 
1

D  и 
2

D , как на рисунке 2. Область 
1

D  ограни-

чена снизу кривой )(xhy  , сверху кривой AEFB, уравнение которой 

запишем как )(* xgy  , с боков прямыми ax  , bx  . Область 
2

D  огра-

ничена снизу кривой hxhy  )(* , сверху кривой )(xgy  , ],[ dcx . То-

гда    


































 b

a

xg

xg

xg

xh

b

a

xg

xh

D
dyyxfdyyxfdxdyyxfdxI

)(

)(
*

)(
*

)(

)(

)(

),(),(),(  

  





































b

a

xg

xg

b

a

xg

xh

dyyxfdxdyyxfdx
)(

)(
*

)(
*

)(

),(),( . 
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Разобьем последний интеграл на сумму трех интегралов, применяя к 

внешнему интегралу теорему о разбиении промежутка интегрирова-

ния: 

    









































































b

d

xg

xg

d

c

xg

xg

c

a

xg

xg

b

a

xg

xg

dyyxfdxdyyxfdxdyyxfdxdyyxfdx
)(

)(
*

)(

)(
*

)(

)(
*

)(

)(
*

),(),(),(),(  

Так как )()(* xgxg   на отрезках ],[ ca  и ],[ bd , то первый и третий инте-

гралы равны нулю, поэтому  

21

)(

)(
*

)(
*

)(

),(),(
DD

d

с

xg

xg

b

a

xg

xh

D
IIdyyxfdxdyyxfdxI    





































. Теорема доказана. 

Следствие. Если область D разбита прямыми, параллельными осям ко-

ординат, на любое число правильных областей 
1

D ,
2

D ,…,
n

D , то 

n
DDDD

IIII  
21

. 

Терема 1.4. (оценка двукратного интеграла) 

Пусть ),(min yxfm
D

 , ),(max yxfM
D

 , S – площадь области D. Тогда  

SMdyyxfdxSm
b

a

xg

xh

  
















 )(

)(

),( .                                                             (1) 

Доказательство. Оценим внутренний интеграл, обозначив его 

)(),(
)(

)(

xJdyyxf
xg

xh

 . Тогда  )()()( xhxgMxJ  , следовательно,  

  SMdxxhxgMdxxJI
b

a

b

a

D
  )()()( ,  то есть SMI

D
 . Анало-

гично,  )()()( xhxgmxJ  , поэтому SmI
D

 . Теорема доказана. 

 

Терема 1.5. (теорема о среднем) 

Двукратный интеграл 
D

I  от непрерывной функции ),( yxfz   по обла-

сти D с площадью S равен произведению площади S  на значение функ-

ции в некоторой точке Р области D, то есть SPfI
D

 )( . 
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Доказательство. Из соотношения (1) имеем MI
S

m
D


1
. В силу непре-

рывности ),( yxfz   она принимает в некоторой точке Р области D зна-

чение, равное числу 
D

I
S

1
, то есть SPfI

D
 )( . Теорема доказана. 

Терема 1.6. Двойной интеграл от непрерывной функции ),( yxfz   по 

правильной области D равен двукратному интегралу от этой функции 

по D, то есть 

 



















b

a

xg

xhD

dyyxfdxdxdyyxf
)(

)(

),(),( .                                                                (2) 

Доказательство.  

Разобьем область D прямыми, параллельными осям координат, на n 

правильных областей 
1

D ,
2

D ,…,
n

D . Тогда по следствию из теоремы 

1.3 имеем 
n

DDDD
IIII  

21

. Преобразуем каждое из слагаемых по 

теореме о среднем )()(
ii

i
D

DSPfI  , тогда 



n

i

iiD
DSPfI

1

)()( , где 

i
P  - некоторая точка области 

i
D . Справа стоит интегральная сумма для 

функции ),( yxfz   по области D. Переходя в этом равенстве к пределу 

при n  и стремлении наибольшего диаметра областей 
1

D ,
2

D ,…,
n

D  

к нулю, получим  




D

n

i

ii

i
diamD

D
dxdyyxfDSPfI ),()()(lim

1
0)max(

. 

Теорема доказана. 

Замечание 1. Для случая неотрицательной функции ),( yxfz   фор-

мула (2) имеет наглядное геометрическое толкование. Рассмотрим 

тело:  ),(0,),(:),,( yxfzDyxzyx  . Мы показали, что 

dxdyyxfV

D

 ),( .       (3)                                                            

Вычислим объем этого тела по теореме о вычислении объема тела по 

площадям параллельных сечений. Проведем плоскость constx     
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( bxa  ). Вычислим площадь )(xS  фигуры, получающейся в сечении 

плоскостью constx  . Это есть криволинейная трапеция, ограничен-

ная линиями )(xhy  , )(xgy  , 0z , ),( yxfz  . Следовательно, 


)(

)(

),(
xg

xh

dyyxfS . Зная площади параллельных сечений, легко найти 

объем тела 
b

a

dxxSV )( , или, подставляя выражение для )(xS , полу-

чим: 

 



















b

a

xg

xh

dyyxfdxV
)(

)(

),( .       (4) 

В формулах (3) и (4) левые части равны, поэтому равны и правые части. 

 Геометрический смысл теоремы об оценке двукратного инте-

грала состоит в следующем: объем тела, ограниченного поверхностью 

),( yxfz  , плоскостью 0z  и цилиндрической поверхностью, направ-

ляющей которой служит граница области D, превосходит объем цилин-

дра с основанием D и высотой ),(min yxfm
D

  и меньше объем цилиндра 

с основанием D и высотой ),(max yxfM
D

 . 

Замечание 2. Пусть область D, правильная в направлении оси Ox, огра-

ничена линиями }),()(:),{( dycyxyyx   (рис.3) 

 

                    рис. 3 
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 В этом случае  

 



















d

c

y

yD

dxyxfdydxdyyxf
)(

)(

),(),(




.                                                          (5) 

При вычислении двойного интеграла его нужно представить либо по 

формуле (2), либо по формуле (5) в зависимости от вида области и вида 

подынтегральной функции. 

Замечание 3. Если область D не является правильной, то её разбивают 

на конечное число правильных в направлении оси Ox или в направле-

нии оси Oy областей. Вычисляя двойной интеграл по каждой из обла-

стей с помощью двукратного и складывая полученные результаты, по-

лучают искомый интеграл по области D. 

Примеры. 1) Вычислить двойной интеграл dxdyxy

D

 , где 

1,0,2,:  xxxyxyD . 

Решение.  

  

 

 

 

 

 

 

рис. 4 

Область интегрирования – правильная в направлении оси Oy (рис.4), 

поэтому 
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3
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2
2

2

1

0

41

0

3
1

0

2
2

2
21

0

1

0

2

  














 x
dxxdx

x
xx

y
xdxydyxdxdxdyxy

x

x

x

xD

2) Вычислить двойной интеграл dxdyxyx

D

  )(2 , где xyxyD  22,: . 

Решение. Область интегрирования – правильная в направлении  и оси 

Oy  и оси Ox (рис.5), поэтому пре-

делы расставляем в зависимости от 

вида подынтегральной функции сна-

чала по x, затем по y: 

 

 

 

 

 

 

 

              рис. 5 


















 

x

x

x

xD

yx
y

dxxdyxydxxdxdyxyx

2
21

0

2
1

0

22

2
)()(

2

 

10

1

1022
22

1

0

51

0

41

0

2
2

222
 















 x
dx

x
dxx

x
xxx . 

3) Вычислить двойной интеграл dxdyxy

D

 , где xyxyD 2,4: 2  . 

Область интегрирования – правильная в направлении оси Ox (рис.6), 

поэтому 
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              рис. 6 
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1
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2. ПРЕОБРАЗОВАНИЕ ПЛОЩАДИ ОБЛАСТИ ПРИ ЗАМЕНЕ 

ПЕРЕМЕННЫХ. ЗАМЕНА ПЕРЕМЕННЫХ В ДВОЙНОМ  

ИНТЕГРАЛЕ 

 

 Пусть есть два экземпляра плоскости XOY и UOV и заданы функ-

ции двух переменных ),( vuxx  , ),( vuyy  . Предположим, что эти 

функции определены в некоторой области  , тогда мы получим отоб-

ражение ),(),(:2 yxvuRD  . Будем предполагать, что эти функ-

ции имеют в области   непрерывные частные производные: 
u

x , 
v

x ,  

u
y ,

v
y . 

Рассмотрим определитель ),( vuJ
yy

xx

vu

vu 



, который называется 

Якобианом, 0),( vuJ . 

Будем предполагать, что отображение D , задаваемое функциями 

),( vuxx  , ),( vuyy  , будет взаимно однозначным,  тогда можно дока-

зать, что существует обратное отображение и оно будет непрерывным.  

 Рассмотрим на плоскости UOV кривую  










t
tvv

tuu
,

)(

)(
, та-

кую, что 0)()( 22  vu . Такие кривые  называются гладкими. Образом 

этой кривой будет кривая 
 
 

 










t
tvtuyy

tvtuxx
,

)(),(

)(),(
. 

Докажем, что она будет гладкой. Действительно,  
,

tvtut
vxuxx    

tvtut
vyuyy   . 

Посмотрим, могут ли производные обратиться в нуль одновременно: 












.0

,0

tvtu

tvtu

vyuy

vxux
 

Определитель этой системы есть Якобиан 0),( 



vuJ

yy

xx

vu

vu , поэтому 

система имеет единственное решение 0
t

u , 0
t

v , но это противоре-

чит условию 0)()( 22  vu . Значит образом гладкой кривой будет 

гладкая кривая. 
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 Выясним, как связаны между собой площади областей   и D. 

Терема 2.1. Если все частные производные 
u

x , 
v

x , 
u

y ,
v

y  непрерывны 

в области  , то  

)(),(),()(
00

 


SvuJdudvvuJDS , где ),(
00

vu . 

Доказательство (по Остроградскому). 

Рассмотрим на плоскости UOV маленький прямоугольник 
4321

PPPP , где 

),(
1

vuP , ),(
2

vuuP  , ),(
3

vvuuP  , ),(
4

vvuP  . Площадь такого 

прямоугольника равна vuS
PPPP


4321

. Найдем образ этого прямо-

угольника при отображении  ),(),,(),( vuyvuxvu   (рис.7): 

 

                                               рис. 7 

 

 ),(),,(
1

vuyvuxQ ,  ),(),,(
2

vuuyvuuxQ  , 

 ),(),,(
3

vvuuyvvuuxQ  ,  ),(),,(
4

vvuyvvuxQ  . 

Так как функции ),( vuxx  , ),( vuyy   имеют частные производные, то  

vvuxuvuxvuxvvuux
vu

 ),(),(),(),( . 

Пользуясь этой формулой, заменим точки 
2

Q , 
3

Q , 
4

Q  на близкие к ним 

точки 
2

Q , 
3

Q , 
4

Q   с координатами: 

)),(),(,),(),((
2

uvuyvuyuvuxvuxQ uu  , 

)),(),(),(,),(),(),((
3

vvuyuvuyvuyvvuxuvuxvuxQ vuvu  , 

)),(),(,),(),((
4

vvuyvuyvvuxvuxQ vv  . 
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Имеем 
43214321

QQQQQQQQ
SS


 . Убедимся, что 

4321
QQQQ   - параллело-

грамм. Действительно,  uyuxQQ
uu



 ,
21

  и  uyuxQQ
uu



 ,
34

. Тогда 

vuvuJ
vyvx

uyux

vyvx

uyux

kji

S

vv

uu

vv

uuQQQQ












),(

0

0
4321



. 

vuvuvuvuJS
QQQQ

 ),(),(
4321

 , где 0),(  vu  при 0u , 

0v . 

 Рассмотрим общий случай. Область   разобьем на прямоуголь-

ники прямыми, параллельными осям координат, тогда образом этих 

прямых при отображении  ),(),,(),( vuyvuxvu   будут некоторые глад-

кие кривые, 
ii

D , 



n

i

i
DSDS

1

)()( . Далее 

iiiiiiiii
vuvuvuvuJDS  ),(),()(  , 





n

i

iii

n

i

iii
SvuSvuJDS

11

)(),()(),()(  . 

Переходя к пределу в последнем равенстве, устремив диаметр разбие-

ния к нулю, получим: 

)(),()(),()(
00

 


SvuJсреднемотеоремепоdudvvuJDS , где 

),(
00

vu . Теорема доказана. 

 

Замена переменных в двойном интеграле 

Терема 2.2. Пусть функции ),( vuxx  , ),( vuyy   имеют частные про-

изводные 
u

x , 
v

x , 
u

y ,
v

y  в области   и Якобиан 0),( 



vuJ

yy

xx

vu

vu . 

Предположим, что при отображении  ),(),,(),( vuyvuxvu   область   

взаимно однозначно отображается в D и функция ),( yxf интегрируема 

в D, тогда dudvuuJvuyvuxfdxdyyxf

D

),()),(),((),( ,


 . 
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Доказательство. Разобьем область   на части гладкими кривыми, то-

гда образами этих кривых на плоскости XOY  будут гладкие кривые, 

которые разбивают область D на части 
i

D . Выберем точки 
iii

Dyx ),( , 

тогда 





n

i

iii

i
diamD

D

DSyxfdxdyyxf

1
0)max(

)(),(lim),( . 

По доказанному )(),()(
iiii

SvuJDS  . Возьмем ),(
iii

vuxx  , 

),(
iii

vuyy  , тогда  

 





n

i

iiiiiii
diam

D

SvuJvuyvuxfdxdyyxf

i 1
0)max(

)(),(),(),,(lim),( , а это 

есть интегральная сумма для функции ),()),(),,(( vuJvuyvuxf  . Пере-

ходя к пределу при 0)max( 
i

diam , получим  

dudvuuJvuyvuxfdxdyyxf

D

),()),(),((),( ,


 . Теорема доказана. 

Рассмотрим полярные координаты: 











.,sin

0,cos





ry

rrx
 

Тогда cos
r

x , 


sinrx  , sin
r

y , 


cosry  , Якобиан 

rrr
r

r








22 sincos

cossin

sincos
. Следовательно, формула перехода 

к полярным координатам имеет следующий вид: 

 rdrdrrfdxdyyxf

D




 )sin,cos(),( . 

Примеры. 1) Вычислить двойной интеграл dxdyyx

D

  22
, где 

1: 22  yxD . 

Решение. Область интегрирования представляет собой круг с центром 

в начале координат и радиусом 1. Перейдем к полярным координатам. 

Область интегрирования задается неравенствами: 1r ,   . То-

гда  
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3

2
3

1

0

3
1

0

222 










 



 
rdrrddxdyyx

D

. 

2) Вычислить двойной интеграл dxdy
x

y
arctg

D

 , где 91: 22  yxD , 

3

x
y  , xy 3 . 

Решение. Область интегрирования представляет собой часть кольца, 

ограниченного окружностями с центром в начале координат и радиу-

сами 1 и 3 и прямыми, проходящими через начало координат и состав-

ляющими с положительным направлением оси Ox углы 030  и 
060   

(рис.  8).  

 

                           рис. 8 

Перейдем к полярным координатам. Область D задается неравен-

ствами: 

31  r , 
36





 . Тогда  

36369
2

2
2

)(
2223

1

2
3

6

23

6

3

1





























 
rrdrdtgarctgdxdy

x

y
arctg

D

. 
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3) Вычислить двойной интеграл dxdyxy

D


2 , где yyxD 2: 22  , 

yyx 422  . 

Решение. Перепишем первое уравнение в виде: 1)1( 22  yx . Это 

уравнение окружности с центром в точке (0;1) и радиусом 1. Второе 

уравнение можно переписать в виде: 4)2( 22  yx . Это канониче-

ское уравнение окружности с центром в точке (0;2) и радиуса 4 (рис.9).  

 

                 рис. 9 

Перейдем к полярным координатам. Полярное уравнение первой 

окружности sin2r , второй sin4r . Так как полярный радиус не-

отрицательный, то полярный угол изменятся в пределах  0 . То-

гда  

  drrdrdrrrddxdyxy

D













sin4

sin2

4

0

222

sin4

sin2
0

2 sincossincos  

  















0

552

sin4

sin2

5

0

2 sin32sin1024sincos
5

1

5
sincos d

r
d  

0
8

sin

5

992
)(sinsin

5

992
sincos

5

992

0

8

0

7

0

7  




 dd . 
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4) Вычислить двойной интеграл dxdyxy

D

 , где 1:
2

2

2

2


b

y

a

x
D , 

0,0  yx . 

Решение. Область интегрирования представляет собой часть эллипса, 

расположенную в первой координатной четверти (рис.10).  

 

 
                            рис. 10 

Перейдем к обобщенным полярным координатам: 











.,sin

0,cos





rby

rrax
 

Уравнение эллипса в обобщенных полярных координатах будет 1r , 

2
0


  , якобиан равен abrJ  . Тогда  

  drrdbardrbarbraddxdyxy

D

1

0

3
2

0

22

1

0

2

0

sincossincos



  

8
)0cos(cos

162

2cos

84
2sin

2

1 2222

2

0

222

0

1

0

4
22 bababar

dba   






. 
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3. ВЫЧИСЛЕНИЕ ПЛОЩАДИ ПОВЕРХНОСТИ. 

ВЫЧИСЛЕНИЕ МАССЫ ПЛОСКОЙ ОБЛАСТИ, 

МОМЕНТОВ ИНЕРЦИИ И КООРДИНАТ  

ЦЕНТРА ПЛОСКОЙ ФИГУРЫ 

 

Дадим определение площади поверхности, ограниченной линией 

Г, поверхность задана уравнением ),( yxfz  , причем функция ),( yxf  

непрерывна и имеет непрерывные частные производные 
x

f   и 
y

f  . 

Пусть L – проекция линии Г на плоскость xOy . Область на плоскости 

xOy , ограниченную линией L, обозначим через D (рис.15). Разобьем 

область D произвольным образом на части 
n

DDDD 
21

. Выбе-

рем точки 
iiii

DP ),(  , ni ,1 . Точке 
i

P  будет соответствовать на по-

верхности точка )),(,,( iiiii
fM  . Через точку 

i
M  проведем касатель-

ную плоскость к поверхности. Ее уравнение имеет вид: 


i

zz ))(,())(,( iiiyiiix
yfxf   . 

На этой плоскости выделим такую область i , которая проектируется 

на плоскость xOy  в виде 
i

D . Составим )(

1

i

n

i

S 


. Предел этой суммы, 

когда наибольший из диаметров площадок 0i , называют площа-

дью поверхности, то есть по определению положим 

)(lim

1
0)(max

i

n

ii
diam

SS 







 .                                                                                                   (6) 

 Получим формулу для вычисления площади поверхности. Обо-

значим через i  угол между касательной плоскостью и плоскостью 

xOy . Тогда 
iii SDS  cos)()(  . Отсюда 

i

i
DS

S
i 


cos

)(
)(  .  

Угол i  в тоже время есть угол между осью Oz и нормалью к поверх-

ности, поэтому  

 
2

2 ),(),(1

1
cos








 



iiyiix

i

ff 

 . Следовательно,  
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    )(),(),(1)(
22

iiiyiixi
DSffS   . Подставляя это в (6), получим  







n

i

iiiyiix

i
diam

DSffS

1

22

0)(max

)()),(()),((1lim 


. 

Предел интегральной суммы, стоящей в правой части, есть по опреде-

лению двойной интеграл, поэтому окончательно получаем 

dxdyffS

D

iiyiix  22 )),(()),((1  . 

Пример. Найти площадь части поверхности xz 42  , вырезанной ци-

линдром xy 42   и плоскостью 1x . 

Решение. Проекцией этой части поверхности на плоскость xOy  будет 

область, изображенная на рисунке 11. 

   Выразим z из уравнения поверхности xz 2 , тогда 

x
z

x

1
 . Тогда  




 


dy

x

x
dxdxdy

x
S

x

x
D

2

2

1

0

1
2

1
12  




 
1

0

4
1

2 dxx
x

x


1

0

18 dxx  

)122(
3

16

3

)1(
16

1

0

2

3





x

. 

   рис. 11 

 

 Пусть в области D распределено некоторое вещество так, что на 

каждую единицу площади области D приходится определенное коли-

чество этого вещества. Рассмотрим произвольную площадку 
i

D  обла-

сти D. Пусть масса вещества, приходящаяся на эту площадку, есть  
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i
m , тогда 

)(
i

i

DS

m
 есть средняя поверхностная плотность вещества в об-

ласти 
i

D , следовательно, 




),()(
)(

lim
0)(

yxfPf
DS

m

i

i

DS
i

поверхностная 

плотность вещества в точке P. 

 Пусть теперь, обратно, в области D задана поверхностная плот-

ность ),( yxf  и требуется определить массу вещества в области D. 

Разобьем область D произвольным образом на части 

n
DDDD  

21
. Выберем точки 

ii
DP  , ni ,1 . Тогда )(

i
Pf  по-

верхностная плотность в точке 
ii

DP  . Следовательно, )()(
ii

DSPf   есть 

примерная масса вещества, содержащаяся на площадке 
i

D , а 





n

i

ii
DSPf

1

)()(  есть примерное общее количество вещество, распреде-

ленного в области D. Переходя к пределу при 0)max( 
i

diamD , полу-

чим dxdyyxfDM

D

 ),()( . 

 

Момент инерции плоской фигуры. 

Моментом инерции I материальной точки с массой m относи-

тельно некоторой точки О называется произведение массы m на квад-

рат ее расстояния r от точки О: 2mrI  . 

Моментом инерции системы материальных точек 
n

mmm ,,,
21
  

относительно некоторой точки О называется сумма моментов инерции 

отдельных точек системы: 



n

i

ii
rmI

1

2
. 

Определим момент инерции плоской фигуры D.  
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                            рис. 12 

Разобьем область D произвольным образом на части 

n
DDDD  

21
 (рис.12). Выберем точки 

iiii
DyxP ),( , ni ,1 . 

Назовем элементарным моментом инерции 
i

I  площадки 
i

D  произве-

дение )(
i

DS  на квадрат расстояния 222

iii
yxr  . Составим сумму таких 

моментов 









 
n

i

iii
DSyx

1

22 )( - интегральная сумма для функции 

22),( yxyxf   по области D. 

 Момент инерции фигуры D определяется как предел этой инте-

гральной суммы при 0)max( 
i

diamD :

 












n

i

iii
diamD

DSyxI

i 1

22

0)max(
0

)(lim dxdyyx

D

)( 22   -  момент инерции 

фигуры D относительно начала координат. 

Интегралы dxdyyI

D

x  2 , dxdyxI

D

y  2  называются, соответственно, 

моментами инерции фигуры D относительно осей Ox и Oy. 

Замечание. Если поверхностная плотность не равна 1, а является неко-

торой функцией ),( yx , то dxdyyxyxI

D

))(,( 22

0
  . 
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Пример. Вычислить момент инерции фигуры D, ограниченной лини-

ями  xy 12 , 0x , 0y  относительно оси Oy, если поверхностная 

плотность yyx ),( . 

Решение. Фигура D изображена на рисунке 13. 

 

                    рис. 13 

Имеем  
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24
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. 

 

Координаты центра тяжести плоской фигуры 

 Известно, что координаты центра тяжести системы материаль-

ных точек 
n

PPP ,,,
21
  c массами 

n
mmm ,,,

21
  определяются по форму-

лам 








n

i

i

n

i

ii

c

m

mx

x

1

1 , 








n

i

i

n

i

ii

c

m

my

y

1

1 . 
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Определим координаты центра тяжести плоской фигуры D. Разобьем 

ее произвольным образом на очень маленькие площадки 
i

D . Если по-

верхностная плотность равна 1, то )()(
ii

DSDm  . Если приближенно 

считать, что вся масса площадки 
i

D  сосредоточена в точке 

iiii
DyxP ),( , то D можно рассматривать как систему материальных то-

чек. Тогда координаты центра тяжести будут приближенно равны: 








n

i

i

n

i

ii

c

DS

DSx

x

1

1

)(

)(

, 








n

i

i

n

i

ii

c

DS

DSy

y

1

1

)(

)(

. 

Переходя к пределу при 0)max( 
i

diamD , получим: 

 






D

D

c dxdy

dxdyx

x , 






D

D

c dxdy

dxdyy

y . 

Если поверхностная плотность равна ),( yx , то соответствующие фор-

мулы будут иметь вид: 







D

D

c dxdy

dxdyyxx

x

),(

, 


 



D

D

c dxdy

dxdyyxy

y

),(

. 

Выражения dxdyyxxM

D

y
),(  и dxdyyxyM

D

x
),(  называются ста-

тическими моментами плоской фигуры D относительно осей Oy и Ox. 

Пример. Найти координаты центра тяжести однородной фигуры, огра-

ниченной кривыми xy sin , 0y , 
4


x . 

Решение. Фигура изображена на рисунке 14. 
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             рис. 14 

 Так как фигура однородная, то  
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4. ОПРЕДЕЛЕНИЕ ТРОЙНОГО ИНТЕГРАЛА 

И ЕГО СВОЙСТВА. ВЫЧИСЛЕНИЕ ТРОЙНЫХ 

ИНТЕГРАЛОВ ИХ СВЕДЕНИЕМ К ПОВТОРНЫМ. 

ЗАМЕНА ПЕРЕМЕННЫХ В ТРОЙНОМ ИНТЕГРАЛЕ 

 

Пусть G – ограниченная, замкнутая область трехмерного простран-

ства. Предположим, что в этой области определена функция трех пере-

менных ),,( zyxfu  . Разобьем область G  произвольным образом на 

части 
n

GGGG 
21

. Будем предполагать, что 
ji

GG   при ji  не 

имеет внутренних точек. При этих условиях 

)()()()(
21 n

GVGVGVGV   . 

Обозначим через )(
i

Gd диаметр области 
i

G , )(max
,1

i
ni

T
Gd



 . Выберем 

точки 
iiiii

GzyxP ),,( , ni ,1  и составим сумму )()(

1

ii

n

i

Т
GVPf  



 – ин-

тегральная сумма. Конечный 
Т

Т


 0

lim


 называется тройным интегралом 

от функции ),,( zyxfu   по области G и обозначается  

dxdydzzyxf

G

 ),,( . 

Свойства тройного интеграла: 

1. интегрируемая функция будет ограничена; 

2. непрерывная функция будет интегрируема на ограниченном за-

мкнутом множестве; 

3. если 
21

GGG  , 
21

GG  не имеет внутренних точек, функция 

),,( zyxfu   интегрируема в областях 
1

G  и 
2

G , то 

dxdydzzyxfdxdydzzyxfdxdydzzyxf

GGG

 

21

),,(),,(),,( . 

 

Вычисление тройного интеграла 

 Предположим, что пространственная область G, ограниченная за-

мкнутой поверхностью S, обладает следующими свойствами: 

1) любая прямая, параллельная оси Oz, проведенная через внутрен-

нюю точку области G, пересекает поверхность S в двух точках; 
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2) вся область G проектируется на плоскость xOy в правильную об-

ласть D; 

3) всякая часть области G, отсеченная плоскостью, параллельной 

любой их координатных плоскостей, также обладает свойствами 

1 и 2. 

Область G, обладающую указанными свойствами, называют пра-

вильной трехмерной областью. Примерами таких областей является 

эллипсоид, прямоугольный параллелепипед, тетраэдр и т.п. 

 Рассмотрим правильную трехмерную область 

}),(),(),()(,:),,{(
2121

yxzyxxyxbxazyxG   . Трех-

кратный интеграл по области G от функции трех переменных опреде-

ляется следующим образом: 

  









































b

a

x

x

yx

yx

G
dzzyxfdydxI

)(

)(

),(

),(

2

1

2

1

),,(









. 

Свойства трехкратного интеграла: 

1. Если область G разбита плоскостью, параллельной какой-либо их 

координатных плоскостей на две области 
1

G  и 
2

G , то трехкрат-

ный интеграл по области G равен сумме трехкратных интегралов 

по областям 
1

G  и 
2

G . При любом разбиении области G на конеч-

ное число областей 
n

GGGG 
21

 плоскостями, параллель-

ными координатным плоскостям, имеет место равенство 





n

i
i

GG
II

1

. 

2. Оценка трехкратного интеграла. 

Если ),,(min zyxfm
G

 , ),,(max zyxfM
G

 , то 

)()( GVMIGVm
G

 . 

Доказательство. Оценим сначала внутренний интеграл в трех-

кратном интеграле: 

)),(),((),,(
12

),(

),(

),(

),(

2

1

2

1

yxyxMdzMdzzyxf

yx

yx

yx

yx











  . 
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Тогда dxdyyxyxMI

D

G   )),(),((
12

 . Но последний двойной 

интеграл равен объему тела G. Поэтому )(GVMI
G

 . Анало-

гично доказывается оценка снизу. 

3. Теорема о среднем. 

Трехкратный интеграл от непрерывной функции ),,( zyxfu   по 

области G равен произведению объема G на значение функции в 

некоторой точке Р области G: )()( GVPfI
G

 . 

Теорема 4.1. Тройной интеграл от функции ),,( zyxfu   по правильной 

области G равен трехкратному интегралу от этой функции по области 

G, то есть: 

  









































b

a

x

x

yx

yxG

dzzyxfdydxdxdydzzyxf

)(

)(

),(

),(

2

1

2

1

),,(),,(









. 

Доказательство. Разобьем область G на правильные области плоско-

стями, параллельными координатным плоскостям: 
n

GGGG 
21

, 

тогда )()(

11





n

i

ii

n

i
i

GG
GVPfII , где 

iiiii
GzyxP ),,( , ni ,1 . Переходя 

к пределу при 0)(max
,1




i
ni

Gdiam , получим, что dxdydzzyxfI

G

G  ),,( . 

Теорема доказана. 

Следствие. Пусть тело имеет следующий вид 

}),(),(,),(:),,{(
21

yxzyxDyxzyxG   . Функция ),,( zyxfu  ин-

тегрируема в области G и при фиксированных Dyx ),(  существует 



),(

),(

2

1

),,(

yx

yx

dzzyxf





, тогда  

dxdydzzyxfdxdydzzyxf

D

yx

yxG

 






















),(

),(

2

1

),,(),,(





. 
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Примеры. 1) Вычислить тройной интеграл 


G
zyx

dxdydz
3)1(

, 

.0,0,0,2,3:  zyxyzxG  

Решение. Тело изображено на рис.15.  

 

                         рис. 15 

 Перейдем к трехкратному интегралу: 
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  xx
x

. 

2) Вычислить тройной интеграл 
G

dxdydzzxy 32 , 

.0,1,,:  zxxyxyzG  
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Решение. Перейдем к трехкратному интегралу: 

     
1

0 0

65
1

0 0
0

423

1

0 0 0

232

4

1

4

1
xx xyx xy

G

dyyxdxzdyxydxdzzxydydxdxdydzzxy  

364

1

1328

1

28

1

74

1
1

0

131

0

12
1

0 0

7
5  

x
dxx

y
dxx

x

. 

 

Замена переменных в тройном интеграле 

  Пусть задано отображение одного трехмерного пространства с 

координатами ),,( tvu в другое трехмерное пространство ),,( zyx : 

.

),,(

),,(

),,(















tvuzz

tvuyy

tvuxx
 

При этом отображении некоторая замкнутая область   взаимно одно-

значно и непрерывно отображается на область D. Пусть существуют и 

непрерывны все частные производные 
tvu

zxx  ,,,  . Обозначим через 

tvu

tvu

tvu

zzz

yyy

xxx

tvuJ







),,( .  

Тогда dudvdttvuztvuytvuxfdxdydzzyxf

D




 )),,(),,,(),,,((),,( . 

Рассмотрим две замены. 

1. Цилиндрические координаты: положение точки М определяется 

тремя числами ),,( zr , где ),( r полярные координаты проек-

ции точки М на плоскость xOy, z – аппликата точки М (рис.16).  
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 Тогда 
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,sin

0,cos

zzz

ry

rrx




 

Якобиан равен 

rr

r

J 





100

0cossin

0sincos
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                             рис. 16 

2. Сферические координаты: положение точки М определяется 

тремя числами ),,(  r , где OMr  ,   – угол между ОМ и поло-

жительным направлением оси Oz,   – угол между проекцией ра-

диус-вектора ОМ на плоскость xOy и осью Ox (рис 17).  

 

Тогда: 
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,sinsin

0,cossin







rz

ry

rrx
 

 

 

 

 

 

 

          рис. 17 

 



 37 

Якобиан равен 













sin0cos

sincoscossinsinsin

coscossinsincossin

r

rr

rr

J  

 )cossincoscossinsin(cos 2222  rr  

 sin)sinsincossin(sin 22222 rrrr  , sin2rJ  . 

Примеры. 1) Вычислить тройной интеграл 
G

dxdydzx2 , 

.: 2222 RzyxG   

Решение. Перейдем к сферическим координатам. В области G они из-

меняются так: Rr 0 ,   ,  0 . Следовательно,  
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4 5R
 . 

2) Вычислить тройной интеграл  

G

dxdydzyxz 22 , где область G 

ограничена цилиндром xyx 222   и плоскостями 0y , 0z , az  . 

Решение. Перейдем к цилиндрическим координатам. Уравнение ци-

линдра в этих координатах имеет вид cos2r , поэтому в силу неот-

рицательности полярного радиуса имеем: 
2

0


  , cos20  r , 

az 0 . Поэтому 
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Вычисление величин посредством тройного интеграла 

1. Объем пространственной области G равен 
G

dxdydz . 

2. Масса тела, занимающего пространственную область G равен 


G

dxdydzzyx ),,( , где ),,( zyx  - объемная плотность распределе-

ния массы тела в точке ),,( zyxМ . 

3. Координаты центра тяжести тела G равны: 
m

m
x

yz

c
 , 

m

m
y xz

c
 , 

m

m
z

xy

c
 , где 

yz
m , 

xz
m , 

xy
m  статические моменты тела относи-

тельно координатных плоскостей: 

G

yz
dxdydzzyxxm ),,( , 



G

xz
dxdydzzyxym ),,( , 

G

xy
dxdydzzyxzm ),,( . 

4. Моменты инерции тела относительно осей координат Ox, Oy, Oz 

и начала координат равны:  






 

G

x
dxdydzzyxzyI ),,(22  , 

 






 

G

y
dxdydzzyxzxI ),,(22  ,  







 

G

z
dxdydzzyxyxI ),,(22  , 

 






 

G

O
dxdydzzyxzyxI ),,(222  . 
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Примеры. 1) Вычислить объем тела G, ограниченного поверхно-

стями: 4 zyx , 3x , 2y , 0x , 0y , 0z . 

Решение. Тело изображено на рисунке 18, его проекция на плос-

кость xOy изображена на рисунке 19.  

                          

 

                   рис. 18                                               рис. 19 

 Тогда объем тела равен: 
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2) Вычислить объем тела G, ограниченного поверхностями: 

zzyx 2222  , 222 zyx  . 

Решение. Тело ограничено сферой 1)1( 222  zyx  с центром в 

точке (0,0,1) радиуса 1 и конусом 222 zyx  .  Снизу тело ограни-

чено конусом 22 yxz  , сверху – сферой 2211 yxz  . Про-

екцией тела на координатную плоскость xOy будет круг 122  yx . 
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Его уравнение получается путем исключения z из данных уравнений 

сферы и конуса. Переходя к цилиндрическим координатам найдем 

объем: 

  




1

11

22

22

22
yx

yx

yxG

dzdxdydxdydzV  

   























rdrrrddxdyyxyx

yx 1

2

0

1

0

22222

22

1111


  

 



































1

0

2

3

232
1

0

22 )1(
3

1

3

1

2

1
212 rrrdrrrrr . 

3) Найти массу тела, ограниченного цилиндрической поверхностью 

yx 22   и плоскостями 1 zy , 22  zy , если в каждой точке его 

объемная плотность равна ординате этой точки. 

Решение. По условию задачи объемная плотность в точке M(x, y, z) 

равна yM )( , тогда масса этого тела: 

  








y

yxy
G

xy
G

y

yG

dxdyyydxdyyydzydxdyydxdydzm

2

2

1

0

2
)1(2

1
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2

5

2
22)(2222)(

1

0

2

7

2
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0

2
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2

31

0
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 yydyyydyyyy . 

4) Найти координаты центра тяжести призматического тела, огра-

ниченного плоскостями 0x , 1y , 3y , 0z , 32  zx . 

Решение. Найдем объем рассматриваемого тела: 

2

9

2
3)3(

2

3
3

0
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3

1

3

0

2/)3(
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3

1

3
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x
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Тогда 
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2
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2
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x
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x

G
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1
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0

3

1

3

0

)3(
9

4
)3(

9

1

9

2

9

2
dxxdyxydxdzydydxydxdydzy
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5. КРИВОЛИНЕЙНЫЙ ИНТЕГРАЛ ПЕРВОГО РОДА 

И ЕГО СВЕДЕНИЕ К ОПРЕДЕЛЕННОМУ ИНТЕГРАЛУ 

 

Рассмотрим на плоскости непрерывную спрямляемую кривую AB и 

произвольную функцию ),( yxf , заданную вдоль этой кривой. Разо-

бьем кривую точками 
0

PA , BPPP
n
,,,

21
  на элементарные дуги



 ii
PP

1
 и выберем на них произвольно по точке ),(

iii
yxM



 ii
PP

1
. Со-

ставим сумму 



n

i

iii

n

i

ii
yxfMf

11

),()(  , где 
i

 длина дуги 


 ii
PP

1
. 

Определение. Если существует конечный предел 








n

i

iii

i

yxf

1

),(

0max

lim 



, то он называется криволинейным интегра-

лом первого рода и обозначается 
)(

),(

AB

dlyxf . 

Заметим, что криволинейный интеграл первого рода не зависит от 

направления, которое может быть придано кривой AB, то есть 

 

)()(

),(),(

BAAB

dlyxfdlyxf . 

Аналогично рассмотренному можно ввести понятие криволинейного 

рода первого рода по пространственной кривой 

 

)()(

),,()(

BAAB

dlzyxfdlMf . 

 Предположим, что на кривой AB произвольно установлено 

направление (одно из двух возможных) так, что положение точки М 

может быть определено длиной дуги l


AM , отсчитываемой от 

начальной точки А. Тогда кривая AB задается параметрически: 

,0,
)(

)(
Ll

lyy

lxx












 

а функция ),( yxf , заданная в точках кривой, сведется к сложной функ-

ции ))(),(( lylxf  от переменной l . 

Если через 
i
l , ni ,1  обозначить значения длин дуг, отвечающих вы-

бранным на кривой AB точкам деления 
n

PPP ,,,
21
 , то, очевидно, 
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iiii
lll 

1
 . Обозначив через 

i
l  значения, определяющие точки 

i
М )(

1 iii
lll 


, получим  




n

i

iii

n

i

ii
llylxfMf

11

)(),()(  , то есть инте-

гральная сумма для криволинейного интеграла первого рода является 

интегральной суммой для определенного интеграла, так что сразу 

имеем: 

 
L

AB

dllylxfdlMf

0)(

))(),(()( .                                                                    (7) 

Пусть теперь кривая задана произвольными параметрическими урав-

нениями: 

,,
)(

)(

















t
ty

tx
 

причем функции )(t  и )(t  непрерывны вместе со своими производ-

ными )(t и )(t  . Кроме того считаем, что кривая не имеет точек са-

мопересечений. Такая кривая заведомо спрямляема. Если возрастание 

длины дуги l  tlAM 


 отвечает возрастанию параметра t,  то  

   22 )()()( tttl   . 

Заменяя переменную в интеграле (7) справа, получим  

    dtttttfdlyxf

AB

 




 22

)(

)()())(),((),( .                                        (8) 

Если бы при возрастании параметра t длина дуги AM  убывала, то 

нужно перейти к дуге BM, таким образом, в формуле (8) нижний пре-

дел в интеграле справа должен быть меньше верхнего. 

 В случае кривой, заданной явным уравнением )(xyy  , bxa  , 

формула (8) принимает вид: 

  dxxyxyxfdlyxf
b

aAB

  2

)(

)(1))(,(),( . 

Примеры. Вычислить криволинейный интеграл  




 

)(

3 34

AB

dlyxI  от 

точки )0;1(A  до точки )1;0(В  

1) по прямой AB; 
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2) по дуге астроиды tx 3cos , ty 3sin . 

Решение. 1) Уравнение прямой AB имеет вид 1 xy , тогда 1y , а 

dxdl 2 . Имеем: 





 


































0

1

2

3

3

4

0

1

3

)(

3 )1(232213434 xxdxxxdlyxI

AB

 

25)2)1(3(2  . 

2) Найдем ttx sincos3 2  , tty cossin3 2  , тогда  

dtttdtttttdl sincos3cossin9sincos9 2424  . Имеем: 

 


























2
2

2
2

3

)(

3 )(coscos12sincos3sin3cos434









tdtdtttttdlyxI

AB

 

7

46

7

18
4sin

7

18
cos4)(sinsin9

2

2

7
2

2
32

5

 













tttdt . 

 

Вычисление величин посредством криволинейного интеграла 

первого рода 

1) Длина дуги плоской или пространственной кривой AB равна: 



)(

)(

AB

dlABL . 

2)  Масса материальной дуги AB с линейной плотностью вещества 

),()( yxM    равна 

)(

)()(

AB

dlMABm  . 

3) Координаты центра тяжести дуги AB с линейной плотностью ве-

щества ),()( yxM    равны: 

m

dlMx

x
AB

c




)(

)(

; 
m

dlMy

y
AB

c




)(

)(

; 
m

dlMz

z
AB

c




)(

)(

. 

В случае равномерного распределения массы const  выносится 

за знаки интегралов и сокращается. 
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Примеры. 1) Найти массу дуги AB кривой xy ln , 31  x , если в каж-

дой ее точке линейная плотность пропорциональна квадрату абсциссы 

точки. 

Решение. Находим 
x

y
1

 , dx
x

dl
2

1
1 , 2kx . Имеем: 




 









3

1

2

3

22

3

1

2

23

1

2

)(

1
3

)1(1
2

1
)( x

k
xdx

k
dx

x

x
kxdlMm

AB

  

 221010
3

210
3

2

3

2

3

















kk

. 

2) Найти координаты центра тяжести дуги AB винтовой линии 

tax cos , tay sin , btz  ,  x0 , если в каждой ее точке линейная 

плотность пропорциональна аппликате этой точки. 

Решение. Находим: tax sin , tay cos , bz  ,  

dtbadtzyxdl 22222 )()()(  ; 

22
2

0

2
2222

0)(

22
)( ba

bkt
bakbdtbatbkdlMm

AB

 






; 

 

 





0

2222

0)(

)cossin(cos)( tttbaakbdtbatbktadlMxI

AB

x
 

222 baabk  ; 

 





0

2222

0)(

)sincos(sin)( tttbaakbdtbatbktadlMyI

AB

y
 

22 baabk   ; 

22
32

22

0)(
3

)( ba
kb

dtbatbkbtdlMzI

AB

z
 






. 

Следовательно, 
2

4



a

m

I
x x

c
 ; 

2

2



a

m

I
y

y

c
 ; 

3

2 b

m

I
z z

c
 . 



 46 

 

6. КРИВОЛИНЕЙНЫЙ ИНТЕГРАЛ ВТОРОГО РОДА 
 

Пусть на плоскости задана простая незамкнутая кривая AB и 

вдоль нее определены функции ),( yxP  и ),( yxQ . Разобьем кривую точ-

ками 
0

PA , ByxPyxPyxP
nnn
),(,),,(),,(

222111
 . Обозначим этот набор 

точек через T, а через 
ii

ni
T

PP
1

,1

max




 . Выберем на дуге 


 ii
PP

1
 точку 

),(
iii

dcM  и составим сумму ))(()(
1

11

,




  i

n

i

iiii

n

i

in
xxMPxdcP . 

Определение. Число А называется пределом суммы ii

n

i

i
xdcP 



)( ,
1

 при 

0
T
 , если 0  0)(    такое, что для любого разбиения T с диа-

метром разбиения  
nT

A . 

Если этот предел существует, то он называется криволинейным инте-

гралом второго рода от функции ),( yxP  по кривой AB и обозначается 


)(

),(

AB

dxyxP . Действуя точно также, но рассматривая сумму 

))(()(
1

11

,




  i

n

i

iiii

n

i

i
yyMQydcQ , можно ввести понятие криволи-

нейным интегралом второго рода от функции ),( yxQ  по кривой AB как 

предел этой интегральной суммы: 
)(

),(

AB

dyyxQ . 

Как правило, эти интегралы рассматривают вместе и их сумму назы-

вают криволинейным интегралом второго рода «общего вида» и пола-

гают:  

)()()(

),(),(),(),(

ABABAB

dyyxQdxyxPdyyxQdxyxP . 

Свойства криволинейного интеграла второго рода: 

1) dyyxQdxyxPdyyxQdxyxP

BAAB

),(),(),(),(

)()(

  ; 

2) Если кривая AB разбита точкой С на части, то  
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QdyPdxQdyPdxQdyPdx

CBACAB

 
)()()(

. 

Подобным же образом можно ввести понятие криволинейного инте-

грала второго рода вдоль пространственной незамкнутой кривой AB. 

Если функция ),,( zyxP  задана в точках этой кривой, то строят сумму 

iii

n

i

i
xhdcP 



),( ,
1

 и рассматривают предел этой суммы при 

0max
1

,1





ii

ni

PP . Этот предел называется криволинейным интегралом 

второго рода от функции ),,( zyxP  по кривой AB и обозначается 


)(

),,(

AB

dxzyxP . Аналогично определяются интегралы вида


)(

),,(

AB

dyzyxQ  и 
)(

),,(

AB

dzzyxR . Наконец, рассматривается и интеграл об-

щего вида  dzzyxRdyzyxQdxzyxP

AB

),,(),,(),,(

)(


)(

),,(

AB

dxzyxP


)(

),,(

AB

dyzyxQ 

)(

),,(

AB

dzzyxR . 

 

Вычисление криволинейного интеграла второго рода 

Теорема 6.1. Пусть кривая AB задана параметрическими уравнениями: 

,,
)(

)(

















t
ty

tx
 

причем функции )(t  и )(t  непрерывны на отрезке ];[   и имеют не-

прерывные производные )(t и )(t  . При изменении параметра t от   

до  точка ))(),(( ttM   пробегает кривую в направлении от A к B. То-

гда криволинейный интеграл второго рода существует и равен 

  




 dttttPdxyxP

AB

)())(),((),(

)(

                                                                     (9) 

Доказательство. Разобьем отрезок ];[   на части 

 
n

tttt 
210

, тогда точки ))(),((
000
ttPA  , ))(),((

111
ttP 
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,…, BttP
nnn

))(),((   разбивают кривую на части. Пусть точка 

),(
iii

dcM


 ii
PP

1
, тогда )(

ii
c  , )(

ii
d  , где 

iii
tt 




1
. 

Так как 






i
t

i
t

iii
dttttx

1

1
)()()(  , то интегральная сумма может 

быть записана в виде: 





 
n

i

i

i

iiii

n

i

in

t

t

dttdcPxdcP

1
1

1

)(),()( ,  . 

С другой стороны, интеграл в правой части в формуле (9) можно пред-

ставить в виде суммы:  

 




 dttttPI )())(),(( 




 
n

i

i
t

i
t

dttttP

1
1

)())(),((  . 

Тогда   







ii

n

i

in
xdcPdttttPI ),()())(),((

1

 

=    








n

i

i
t

i
t

n

i

i
t

i
t

ii
dttdcPdttttP

1
1

1
1

)(),()())(),((  = 

=    




n

i

i
t

i
t

ii
dttdcPttP

1
1

)(),())(),((   

iii

n

i i
t

i
t

ttdcPttP 
 

)(),())(),((max

1
],

1
[

 . 

Так как )(t  непрерывна на отрезке ];[  , то она ограничена на нем, 

то есть Мt  )( . Функция ),( yxP  непрерывна на кривой, то есть на 

ограниченном замкнутом множестве, поэтому она будет равномерно 

непрерывна на кривой, следовательно, 0  0)(    такое, что при 

 
i

ct)( ,  
i

dt)(  
)(

),())(),((








M
dcPttP

ii
. 
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Если выбрать разбиение отрезка ];[   так, что 





i
t

T
0

max , то 

)(
),())(),((









M
dcPttP

ii
, поэтому окончательно получим:





 


 )(

)(
M

M
I

n
. 

Таким образом, при 0max 
i

t  имеем 

 







 dttttPdxyxP

AB

n

n

)())(),((),(lim

)(0

. Теорема доказана. 

Аналогично доказывается формула  




 dttttQdyyxQ

AB

)())(),((),(

)(

 и 

  




 dttttQtttPdyyxQdxyxP

AB

)())(),(()())(),((),(),(

)(

. 

Замечание. Определение криволинейного интеграла и указанный спо-

соб сведения его к определенному интегралу распространяется и на 

случай кривой, имеющей точки самопересечения, если только направ-

ление на ней по-прежнему определяется монотонным изменением па-

раметра t от  до  . 

 Пусть криволинейный интеграл берется по кривой AB, заданной 

явным уравнением: ,),( bxaxfy   тогда  

  
b

aAB

dxxfxfxQxfxPdyyxQdxyxP )())(,())(,(),(),(

)(

. 

Примеры. 1. Вычислить криволинейный интеграл dyxxydxI

OA

2

)(

2   , 

где )0;0(O , )1;1(A , если: 

a) (OA) – отрезок прямой; 

b) (OA) – дуга параболы 2xy  . 

Решение. a) Уравнение прямой, проходящей через точки )0;0(  и )1;1(  

имеет вид xy  , тогда dxdy  , поэтому получаем: 
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122
1

0

3
1

0

222

)(

  






 xdxxxdyxxydxI

OA

. 

b) На дуге параболы 2xy   имеем xdxdy 2 , тогда  

1222
1

0

4
1

0

332

)(

  






 xdxxxdyxxydxI

OA

. 

2. Вычислить криволинейный интеграл ydyxdxxyI

AB

2

)(

)1(   , где 

)0;1(A , )2;0(B  по дуге эллипса 








ty

tx

sin2

cos
. 

Решение. Имеем dttdx sin , dttdy cos2 . Тогда 

    tdtttdttttydyxdxxyI

AB

cos2sincos2)sin(1sincos2)1(
2

0

22

)(



 

  







2

0

2
2

0

32 )(sinsin2sincos4sinsincos2



tdtdtttttt 2
0

cos



t  

3

4
11

3

2
cos1sin

3

2
)(coscos4 2

0

4
2

0

2

0

33  






tttdt . 

 

Связь между криволинейными интегралами обоих типов 

Рассмотрим простую гладкую кривую AB и, выбрав в качестве пара-

метра длину дуги s


 AM , представим ее параметрическими уравнени-

ями: .0,
)(

)(
Ss

syy

sxx












 

Функции )(sx  и )(sy  будут иметь непрерывные производные )(sx , 

)(sy . Рассмотрим вектор 
1MM , спроектируем его на ось Ox (рис.20).  
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                                           рис. 20 

Тогда  

cos
11

MMxMMпр
Ox

 , sin
11

MMyMMпр
Oy

 , откуда 

1

cos
MM

x
 , 

1

sin
MM

y
 , 


















1

1

1
010

11

limlim
MM

MM

MM

x

MM

x

MMMM

 

)(sx . 

 Следовательно, )(cos sx , где   угол между касательной, направ-

ленной в сторону возрастания дуги, и осью Ox. Аналогично имеем, что 

)(sin sy . 

 Если вдоль кривой AB задана непрерывная функция ),( yxP , то 

имеем:  

 

)(00)(

cos)(cos))(),(()())(),(()(

AB

SS

AB

dsMPdssysxPdssxsysxPdxMP 

и криволинейный интеграл второго рода оказался сведенным к криво-

линейному интегралу первого рода. Аналогично получаем  

 

)()(

sin),(),(

ABAB

dsyxQdyyxQ  , 

 

)()(

)sin),(cos),((),(),(

ABAB

dsyxQyxPdyyxQdxyxP  . 

Аналогичную формулу можно получить для пространственной кривой: 

 

)()(

)coscoscos(

ABAB

dsRQPRdzQdyPdx  , где cos , cos , 

cos направляющие косинусы касательной. 
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7. ФОРМУЛА ГРИНА. УСЛОВИЯ НЕЗАВИСИМОСТИ  

КРИВОЛИНЕЙНОГО ИНТЕГРАЛА  

ОТ ПУТИ ИНТЕГРИРОВАНИЯ 

 

Эта формула связывает криволинейный интеграл и двойной. Пусть 

на плоскости задана замкнутая кривая  . Будем говорить, что кривая 

пробегается в положительном направлении, если при обходе кривой в 

этом направлении область, которую она ограничивает, остается слева 

(рис.21). Если не указано, в каком направлении пробегается замкнутая 

кривая, то будем считать, что она пробегается в положительном 

направлении. Интеграл по замкнутому контуру обозначается .  

Теорема 7.1. Пусть область D ограничена кусочно-глад-

кой кривой, функции ),( yxP  и ),( yxQ  непрерывны и 

имеют непрерывные частные производные 
y

P




 и 

x

Q




 

внутри области D и на границе D . Тогда  










  
















dxdy
y

P

x

Q
dyyxQdxyxP

D
D

),(),( формула Грина.    

    рис. 21                                                              

Доказательство. Рассмотрим частный случай области 

 )()(,:),( xgyxfbxayxD  . Тогда  

  

























 b

a

b

a

b

a

xg

xf

b

a

xg

xfD

dxxfxPdxxgxPdxyxPdxdy
y

P
dxdy

y

P
))(,())(,(),(

)(

)(

)(

)(

 

 

 4321

),(),(),(),(),(



dxyxPdxyxPdxyxPdxyxPdxyxP

D

, 

где 0,:
1

 dxax , поэтому 0),(

1




dxyxP . Аналогично 0,:
3

 dxbx , 

поэтому 0),(

3




dxyxP .  
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Далее, bxaxfy  ),(:
2
 ,  

b

a

dxxfxPdxyxP ))(,(),(

3


, 

bxaxgy  ),(:
4
 ,  

b

a

dxxgxPdxyxP ))(,(),(

3


. 

Следовательно,   



b

a
D

b

a

dxxgxPdxxfxPdxyxP ))(,())(,(),( . 

Таким образом мы доказали, что в этом случае dxdy
y

P
dxyxP

D
D









),( . 

Рассмотрим область D, которую прямыми, параллельными оси Oy, 

можно разбить на конечное число областей рассмотренного вида. То-

гда по доказанному dxdy
y

P
dxyxP

i
D

i
D









),( . Если мы сложим все три 

равенства, то в правой части получим dxdy
y

P

D





 . Когда складываем 

левые части, то замечаем, что отрезки прямых, с помощью которых мы 

разбивали область на части, встречаются дважды, причем пробегаются 

в противоположных направлениях и, поэтому при сложении криволи-

нейных интегралов по этим отрезкам они будут равны нулю.  

 Рассмотрим второй частный случай 

 )()(,:),( yfxygdxсyxD  . Тогда  

  

























 d

c

d

c

yf

yg

d

c

yf

ygD

dyyyfQdyyxQdydx
x

Q
dxdy

x

Q
)),((),(

)(

)(

)(

)(

 


d

c

dyyygQ )),(( . Следовательно, 

 



d

c

D

d

c

dyyyfQdyyygQdyyxQ )),(()),((),( . 

Таким образом, для области такого типа мы доказали формулу 
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dxdy
x

Q
dyyxQ

D
D









),( . 

Если прямыми, параллельными оси Ox можно разбить область D на 

области рассмотренного типа, то также как и в первом случае можно 

доказать, что эта формула справедлива для такого типа областей. 

 Если область D прямыми, параллельными оси Oy можно разбить на 

конечное число областей первого типа и прямыми, параллельными оси 

Ox разбить на конечное число областей второго типа, то формула Грина 

справедлива для области D. Теорема доказана. 

 

Вычисление площади с помощью криволинейных интегралов 

Если функции ),( yxP  и ),( yxQ  в формуле Грина подобрать так, 

чтобы выражение 
y

P

x

Q









 оказалось равным 1, то двойной интеграл при-

ведется к площади области D, и мы получим выражение этой площади с 

помощью криволинейного интеграла, взятого по D . 

Так, полагая xyxQ ),( , 0),( yxP , найдем 




D

xdyDS )( . При 

0),( yxQ , yyxP ),( , получим 




D

ydxDS )( . Наиболее употреби-

тельной является формула, отвечающая xyxQ
2

1
),(  , yyxP

2

1
),(  : 






D

ydxxdyDS
2

1
)( .                                                                         (10) 

Пример. Найти площадь эллипса с полуосями a и b. 

Решение. Воспользуемся параметрическими уравнениями эллипса: 

.20,
sin

cos










t
tby

tax
 По формуле (10) имеем  

 



2

0

2

0
2

1
sinsincoscos

2

1
)( abdtabdttatbdttbtaDS . 

При расстановке пределов интегрирования было принято во внимание, 

что положительный обход контура отвечает возрастанию параметра t. 
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Криволинейные интегралы, не зависящие  

от пути интегрирования 

Во многих случаях dyyxQdxyxP ),(),( 


 не зависит от пути инте-

грирования  . Выясним необходимые и достаточные условия выпол-

нения этого факта.  

Определение. Связным множеством на плоскости называется множе-

ство, любые две точки которого можно соединить кусочно-гладкой 

кривой, целиком лежащей в этом множестве.  

Теорема 7.2. Пусть функции ),( yxP  и ),( yxQ  непрерывны в связной 

области D. Тогда для того, чтобы криволинейный интеграл не зависел 

от пути интегрирования, необходимо и достаточно, чтобы нашлась 

функция ),( yxF  такая, что  ),(),(),( yxdFdyyxQdxyxP  

dy
y

F
dx

x

F









  или 

x

F
yxP




),( , 

y

F
yxQ




),( . 

Доказательство. Необходимость. Пусть существует функция ),( yxF  

такая, что 
x

F
yxP




),( , 

y

F
yxQ




),( . Рассмотрим две  точки А и В и лю-

бую кривую  , их соединяющую. Пусть .,
)(

)(
: 




 











t
ty

tx
 Тогда 

 )();( A ,  )();( B . 









  dy

y
F

dx
x

F
dyyxQdxyxP



),(),(  

  








  













dtttF

dt

d
dtttt

y

F
ttt

x

F
))(),(()())(),(()())(),(( 









 

)()())(),(( 



FFttF  ,  то есть интеграл не зависит от пути ин-

тегрирования. 

Достаточность. Пусть интеграл не зависит от пути интегрирования, то-

гда зафиксируем точку ),(
00

yx  и введем функцию 

dyyxQdxyxPyxF ),(),(),(  


, где  любой путь, соединяющий точку

),(
00

yx  с точкой ),( yx , входящий в область D. Это можно сделать, так 
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как интеграл не зависит от пути интегрирования. Докажем, что 

x

F
yxP




),( , 

y

F
yxQ




),( . 

По определению 
x

yxFyxxF

x

F

x 










),(),(
lim

0

. 

Для вычисления ),( yxxF   в качестве пути, соединяющего точку 

),(
00

yx  с точкой ),( yxx   возьмем путь, состоящий из  и 
1
 , где 

1
  

 отрезок прямой, параллельной оси Ox. Тогда 

   





1

),(),(
1

),(),(
1



dyyxQdxyxP
x

yxFyxxF
x

. Далее, 











 
 xx

x

xx

x

dtyxP
x

dtytP
x

yxP
x

yxFyxxF
),(

1
),(

1
),(

),(),(
 

  0),(),(max
1

),(),(
1

],[












 xyxPytP
x

dtyxPytP
x xxxt

xx

x

 при 

0x  так как функция ),( yxP  непрерывна. 

Мы доказали, что ),(
),(),(

lim
0

yxP
x

yxFyxxF

x

F

x













. Аналогично 

доказывается, что 
y

F
yxQ




),( . Теорема доказана. 

 

Необходимые и достаточные условия независимости  

криволинейного интеграла от пути интегрирования 

 Мы доказали, что для того, чтобы криволинейный интеграл не за-

висел от пути интегрирования в связной области необходимо и доста-

точно, чтобы нашлась функция ),( yxF  такая, что 

),(),(),( yxdFdyyxQdxyxP  , где dy
y

F
dx

x

F
dF









  или 

x

F
yxP




),( , 

y

F
yxQ




),( .  

В этом случае дифференциальная форма dyyxQdxyxP ),(),(   называ-

ется полной дифференциальной формой. 
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Теорема 7.3. Для того чтобы в связной области D криволинейный ин-

теграл dyyxQdxyxP ),(),( 


 не зависел от пути интегрирования необ-

ходимо и достаточно, чтобы криволинейный интеграл по любому за-

мкнутому контуру, лежащему в области D был равен нулю: 

 



dyyxQdxyxP ),(),( . 

Доказательство. Необходимость. Разобьем замкнутый контур на две 

части (рис.22).  

Пусть криволинейный интеграл не зависит от 

пути интегрирования, тогда 

QdyPdxQdyPdx

AnBAmB

  ,  

0 


QdyPdxQdyPdxQdyPdx

AmBAnB

. 

Достаточность. Рассуждая в обратном порядке 

видим, что если криволинейный интеграл по 

любому замкнутому контуру равен нулю, то он 

не зависит от пути интегрирования. Теорема до-

казана. 

 

              рис. 22 

 

Определение. Область D называется односвязной, если вмести с любой 

замкнутой кривой в нее входит и часть плоскости, которую ограничи-

вает данная кривая. В противном случае область D называется много-

связной. 

Теорема 7.4. Пусть область D односвязная и функции ),( yxP  и ),( yxQ  

непрерывны и имеют непрерывные частные производные 
y

P




 и 

x

Q




 в 

области D. Тогда для того, чтобы криволинейный интеграл QdyPdx
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не зависел от пути интегрирования необходимо и достаточно, чтобы 

x

Q

y

P









. 

Доказательство. Необходимость. Пусть криволинейный интеграл не 

зависит от пути интегрирования, тогда 

dy
y

F
dx

x

F
yxdFdyyxQdxyxP









 ),(),(),( , или  

x

F
yxP




),( , 

y

F
yxQ




),( . Продифференцируем первое равенство по y, 

второе – по x, получим  
yx

F

y

P








 2

 , 
xy

F

x

Q








 2

. Но смешанные произ-

водные равны, если они непрерывны, поэтому 
x

Q

y

P









. 

Достаточность. Пусть 
x

Q

y

P









. Достаточно доказать, что  

0


QdyPdx  по любому замкнутому контуру  , ограничивающему 

область DD 
1

. Применим формулу Грина: 

0),(),(

1










  













dxdy

y

P

x

Q
dyyxQdxyxP

D


. Теорема доказана. 

Следствие. Предположим, что в односвязной области D функции 

),( yxP  и ),( yxQ  непрерывны и имеют непрерывные частные производ-

ные 
y

P




 и 

x

Q




. Тогда для того, чтобы ),( yxdFQdyPdx   необходимо 

и достаточно, чтобы 
x

Q

y

P









. Заметим, что в этом случае  

 
),(

),(
00

),(),(),(
yx

yx

dvvuQduvuPyxF , где интеграл берется по любому 

пути, соединяющему точки ),(
00

yx  и ),( yx , лежащему в области D. 

Примеры. 1) Вычислить 



)0,3(

)1,2(

42234 )56()4( dyyyxdxxyxI . 
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Решение. Здесь 34 4),( xyxyxP  , 422 56),( yyxyxQ  , 212xy
y

P





, 

212xy
x

Q





,  то есть 

x

Q

y

P









, следовательно, интеграл не зависит от 

пути интегрирования. Соединим эти точки ломаной АСВ, где АС – от-

резок: 1y , 32  x , а СВ – отрезок: 3x , 01  y . Тогда  



 
















 

3

2

2
53

2

0

1

424

)()(

2
5

)554()4( x
x

dyyydxxxI

CBAC

 

6211810
5

32243
18

0

1

53 












 yy . 

2) Найти функцию ),( yxF  такую, что 

dyyxyxdxyxyxdF )32()23( 2222  . 

Решение. Имеем 22 23),( yxyxyxP  , 22 32),( yxyxyxQ  , 

yx
y

P
22 




, xy

x

Q
22 




. Тогда  

 
),(

)0,0(

2222 )32()23(),(
yx

dvvuvuduvuvuyxF . 

Соединим точки (0,0)  и ),( yx ломаной, состоящей из двух отрезков 
1


и 
2
 , где 

1
  – отрезок: 0v , xu0 , а 

2
  – отрезок: xu  , yv0 . 

Тогда  

  
xx y

vdvvxvxduuyxF
0

3

0 0

222 )32(3),(

21


 

Cyxyyxxvxvvx
y

 






 3223

0

322
. 

3) Найти функцию ),( yxF  такую, что 
2)(

)2(

yx

ydydxyx
dF




 . 

Решение. Имеем 
2)(

2
),(

yx

yx
yxP




 , 

2)(
),(

yx

y
yxQ


 ,  
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334

2

)(

2

)(

)2(2)(2

)(

))(2(2)(2

yx

y

yx

yxyx

yx

yxyxyx

y

P



















, 

3)(

2

yx

y

x

Q









. Тогда  










),(

),(

22

00

)()(

2
),(

yx

yx

dv
vu

v
du

vu

vu
yxF . 

Соединим точки ),(
00

yx  и ),( yx ломаной, состоящей из двух отрезков 

1
 и 

2
 , где 

1
  – отрезок: 

0
vv  , xux 

0
, а 

2
  – отрезок: xu  , 

yvy 
0

. Тогда  








  

x

x

y

y

dv
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v
du
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yxF
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 y

y

x

x

vu

u
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v
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0
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lnln

0

0
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0

0
00

0
00

0

0
0

lnlnlnln
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x
yx

yx
x

yx
yx

y
yx

yx

y
yx  

C
yx

x
yx 


 ln , где 1ln

00

0
00 




yx

y
yxC . 

4) С помощью формулы Грина вычислить  

 

L

dyyxxydxyxxy )()( , где 1:
2

2

2

2


b

y

a

x
L . 

Решение. Имеем yxxyyxP ),( , yxxyyxQ ),( , 1



x

y

P
, 

1



y

x

Q
. Тогда  



 61 

  


































abrdrddxdy
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dxdyxydyyxxydxyxxy
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xL

sin
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)()(

1
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2

2
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ТИПОВОЙ РАСЧЕТ    

 

1. Изменить порядок интегрирования, изобразив область инте-

грирования. 

1.   
 



 


0

1

01

2

0

2

),(),(

yy

dxyxfdydxyxfdy .          

2.   



2

1

0

2

1

0

0

2

),(),(

yy

dxyxfdydxyxfdy . 

3.   



2

1

2

0

1

0 0

2

),(),(

yy

dxyxfdydxyxfdy .          

4.   




 


0

1

01

2

0

2

),(),(

2 xx

dyyxfdxdyyxfdx .          

5.   



2

1

2

0

1

0 0

),(),(

yy

dxyxfdydxyxfdy .                                   

6.    
1

2

1

arccos

0

2

1

0

arcsin

0

),(),(
yy

dxyxfdydxyxfdy . 

7.   









0

1 0

1

2

2

0

),(),(

yy

dxyxfdydxyxfdy .                                   

8.   





e y

y

dxyxfdydxyxfdy

1

ln

1

1

0

0

),(),( . 

9.    









0

1 0

1

2

2

0

22

),(),(
xx

dyyxfdxdyyxfdx .                                 

10.   
 



 


0

3

0

24

3

2

0

4 22

),(),(

xx

dyyxfdxdyyxfdx . 
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11.   



e

xx

dyyxfdxdyyxfdx

1

1

ln

1

0

1

1

),(),(

2

.                                   

12.   



2

1

2

0

1

0

3

0

),(),(
yy

dxyxfdydxyxfdy . 

13.    
2

4

cos

0

4

0

sin

0

),(),(






yy

dxyxfdydxyxfdy . 

14.   




 


0

1

0

3

1

2

0

2

),(),(

xx

dyyxfdxdyyxfdx . 

15.    
e

y

y

dxyxfdydxyxfdy

1

1

ln

1

0 0

),(),( .                                

16.   



2

1

0

2

1

0

0

),(),(

yy

dxyxfdydxyxfdy . 

17.   



2

1

0

2

1

0

0

2

),(),(

yy

dxyxfdydxyxfdy .  

18.   



2

1

2

1

1

0 0

),(),(

3
yy

dxyxfdydxyxfdy . 

19.   



2

3

0

4

3

0

0

24 22

),(),(

xx

dyyxfdxdyyxfdx .                                

20.   




 


0

1

01

2

0

2 3

),(),(

yy

dxyxfdydxyxfdy . 

21.    
e

y

y

dxyxfdydxyxfdy

1

1

ln

1

0 0

),(),( .                     
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22.   



2

1

2

0

1

0 0

22

),(),(
xx

dyyxfdxdyyxfdx . 

23.    
2

4

4 cos

00

sin

0

),(),(







xx

dyyxfdxdyyxfdx .                       

24.   




 


0

1

01

2

0

2

),(),(

2 yy

dxyxfdydxyxfdy . 

25.   



2

1

2

0

1

0 0

),(),(

3
xx

dyyxfdxdyyxfdx . 

26.   



2

3

4

0

3

0

42

0

22

),(),(
xx

dyyxfdxdyyxfdx . 

27.   



2

1

0

2

1

0

0

),(),(

xx

dyyxfdxdyyxfdx .               

28.   



2

1

2

0

1

0 0

2

),(),(
xx

dyyxfdxdyyxfdx . 

29.   



2

1

2

0

1

0 0

2

),(),(

yy

dxyxfdydxyxfdy . 

30.   



2

1

2

0

1

0 0

),(),(
xx

dyyxfdxdyyxfdx . 

 

2. Вычислить двойной интеграл. 

1. .3ln,2ln,4,2:;
2

 yyxxDdydxey

D

xy

                                          



 65 

2. .
2

,,0:;
2

sin
2 x

yyxDdydx
xy

y

D

 









    

3.   .
2

,,2,1:;cos


  yyxxDdydxxyy

D

                                          

4. .,2,0:;
42

xyyxDdydxey

D

xy





 

5.   .
2

,,2,1:;sin


  yyxxDdydxxyy

D

                                          

6. .
2

,
2

,0:;
2

cos
2 x

yyxDdydx
xy

y

D

 








 
                  

7. .4ln,3ln,1,
2

1
:;4

2
 yyxxDdydxey

D

xy
                                          

8.   .,
2

,0:;sin4
2

xyyxDdydxxyy

D




 

9.   .
2

,,1,
2

1
:;2cos


  yyxxDdydxxyy

D

                                           

10. .
2

,2,0:;
82 x

yyxDdydxey

D

xy





        

11.   .
2

,
4

,3,2:;2sin12


 yyxxDdydxxyy

D

                                    

12.   .,,0:;cos
2

xyyxDdydxxyy

D

   



 66 

13. .3ln,2ln,8,4:;
4

 yyxxDdydxey

D

xy

                                    

14.   .2,2,0:;2sin4
2

xyyxDdydxxyy

D

          

15.   .
2

,
4

,2,1:;2cos2


 yyxxDdydxxyy

D

                                    

16. .,2,0:;
22

xyyxDdydxey

D

xy





 

17.   .2,,1,
2

1
:;sin   yyxxDdydxxyy

D

                                     

18.   .
2

,
2

,0:;2cos
2 x

yyxDdydxxyy

D




    

19. .4ln,3ln,
2

1
,

4

1
:;8

4
 yyxxDdydxey

D

xy
                                    

20. .
3

2
,

3

4
,0:;

2
sin3

2 x
yyxDdydx

xy
y

D

 








 
 

21.   .3,,1,
2

1
:;cos   yyxxDdydxxyy

D

                                      

22. .
2

,1,0:;
22 x

yyxDdydxey

D

xy





 

23.   .
2

3
,

2
,2,

2

1
:;2sin


 yyxxDdydxxyy

D

                                         

24.   .2,,0:;cos
2

xyyxDdydxxyy

D
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25. .3ln,2ln,6,3:;6
3

 yyxxDdydxey

D

xy

                                         

26. .,,0:;
2

sin
2

xyyxDdydx
xy

y

D

 









      

27.   .
2

3
,

2
,2,

2

1
:;2cos


 yyxxDdydxxyy

D

                                        

28. .2,4,0:;
82

xyyxDdydxey

D

xy





      

29.   .3,
2

,3,1:;sin3 


 yyxxDdydxxyy

D

                                         

30. .2,12,0:;
2

cos
2

xyyxDdydx
xy

y

D

 









  

 

3. Найти площадь фигуры, ограниченной данными линиями. 

1. .4,3,4,
3

 yyey
x

y x
               

2. .366,36 22 yxyx   

3. ).0(6,72 222  yxyyx  

4. yxyx 2,8 2  . 

5. .8,3,8,
3

 yyey
x

y x
 

6. .16,
2

1
,

2
 x

x
y

x
y  

7. yxyx 4,5 2  . 

8. ).0(6,12 222  yxyyx  

9. ).0(0,1232,12 22  xxxyxy   

10. .9,
2

3
,

2

3
 x

x
y

x
y  
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11. ).0(0,32,24 22  xxxyxy  

12. ).0(,0,cos,sin  xxxyxy  

13. xyxy 8,20 2  . 

14. .1823,18 22 xyxy   

15. .5,2,5,
2

 yyey
x

y x
 

16. xyxy 4,32 2  . 

17. ).0(23,36 222  yxyyx  

18. .4,
3

,3  x
x

yxy  

19. ).0(0,366,36 22  xxxyxy  

20. .
2

5
,

4

25 2 xyxy   

21. .16,
1

,  x
x

yxy  

22. .7,2,7,
2

 yyey
x

y x
 

23. yxyx 6,27 2  . 

24. ).0(0,6,72 22  yyyxyx  

25. .66,6 22 xyxy   

26. .4,
2

3
,

2

3
 x

x
y

x
y  

27. ).0(,0,cos,sin  xxxyxy  

28. .9,
3

,3  x
x

yxy  

29. .6,1,6,
1

 yyey
x

y x
 

30. yyxy 10,11 2  . 

 

4. Найти площадь фигуры, ограниченной данными линиями. 

1. .3,
3

,04,02 2222 xy
x

yyyxyyx                       
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2. .0,
3

,08,04 2222  y
x

yyxxyxx  

3. .3,
3

,08,06 2222 xy
x

yyyxyyx                           

4. .0,,04,02 2222  yxyyxxyxx  

5. .3,
3

,010,08 2222 xy
x

yyyxyyx                                 

6. .0,,08,04 2222  yxyyxxyxx  

7. .3,0,06,04 2222 xyyyyxyyx                                               

8. .0,3,010,02 2222  yxyyxxyxx  

9. .,0,010,06 2222 xyxyyxyyx                               

10. .
3

,3,04,02 2222 x
yxyyxxyxx   

11. .3,0,04,02 2222 xyxyyxyyx                             

12. .
3

,3,06,02 2222 x
yxyyxxyxx   

13. .3,0,06,04 2222 xyxyyxyyx                               

14. .
3

,3,08,02 2222 x
yxyyxxyxx   

15. .
3

,0,06,02 2222 x
yxyyxyyx                                    

16. .
3

,0,04,02 2222 x
yyyxxyxx   

17. .
3

,3,010,02 2222 x
yxyyyxyyx                             

18. .
3

,0,06,02 2222 x
yyyxxyxx   

19. .
3

,3,010,04 2222 x
yxyyyxyyx                            

20. .,0,06,02 2222 xyyyxxyxx   

21. .,0,04,02 2222 xyxyyxyyx                      

22. .3,0,04,02 2222 xyyyxxyxx   

23. .,0,08,06 2222 xyxyyxyyx                              

24. .3,0,08,04 2222 xyyyxxyxx   
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25. .,0,08,04 2222 xyxyyxyyx                      

26. .3,
3

,08,04 2222 xy
x

yyxxyxx   

27. .3,0,08,04 2222 xyxyyxyyx                       

28.  .3,
3

,06,04 2222 xy
x

yyxxyxx   

29.  .
3

,0,010,02 2222 x
yxyyxyyx                     

30. .3,
3

,010,06 2222 xy
x

yyxxyxx   

 

5. Пластинка D задана ограничивающими ее кривыми, ),( yx поверх-

ностная плотность. Найти массу пластинки. 

1. .7),();0(0,4,1 22 yxyxyyxyx                                                   

2. .),();0,0(0,0,4,1
22

2222

yx

yx
yxyxyxyxyx




   

3. .5
2

7
),();0(0,4,1 22 yxyxyyxyx                                            

4. .
52

),();0,0(0,0,16,9
22

2222

yx

yx
yxyxyxyxyx




   

5. .2
8

7
),();0(0,2,2 22 yxyxyyxyx                                        

6. .),();0,0(0,0,16,1
22

2222

yx

yx
yxyxyxyxyx




   

7. .6
2

7
),();0(0,

4
,2 22 yxyxyy

x
yx                                              

8. .
32

),();0,0(0,0,25,4
22

2222

yx

yx
yxyxyxyxyx




   

9. .3),();0(0,4,1 22 yxyxyyxyx                                              

10. .),();0,0(0,0,9,1
22

2222

yx

yx
yxyxyxyxyx
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11. .63),();0(0,,1 22 yxyxyyxyx                                              

12. 

.
2

),();0,0(0,0,25,9
22

2222

yx

xy
yxyxyxyxyx




   

13. .32),();0(0,
2

,2 22 yxyxyy
x

yx                                          

14. .
52

),();0,0(0,0,16,4
22

2222

yx

xy
yxyxyxyxyx




   

15. .37),();0(0,8,
2

1 22 yxyxyyxyx                                       

16. .
52

),();0,0(0,0,16,9
22

2222

yx

xy
yxyxyxyxyx




   

17. .27),();0(0,8,1 22 yxyxyyxyx                                           

18. .
3

),();0,0(0,0,16,1
22

2222

yx

yx
yxyxyxyxyx




   

19. .
24

7
),();0(0,2,2 22 y

xyxyyxyx                                        

20. .
2

),();0,0(0,0,4,1
22

2222

yx

yx
yxyxyxyxyx




   

21. .
4

7
),();0(0,2,2 22 yxyxyyxyx                                               

22. .
2

),();0,0(0,0,9,1
22

2222

yx

yx
yxyxyxyxyx




   

23. .8
2

7
),();0(0,

2
,2 22 yxyxyy

x
yx                                           

24. .
4

),();0,0(0,0,25,1
22

2222

yx

yx
yxyxyxyxyx




   

25. .36),();0(0,4,1 22 yxyxyyxyx                                       

26. .
3

),();0,0(0,0,16,4
22

2222

yx

yx
yxyxyxyxyx




   

27. .64),();0(0,
2

,2 22 yxyxyy
x

yx                                         

28. .
4

),();0,0(0,0,9,4
22

2222

yx

xy
yxyxyxyxyx
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29. .94),();0(0,2,
2

1 22 yxyxyyxyx                                      

30. .
2

),();0,0(0,0,9,4
22

2222

yx

xy
yxyxyxyxyx




    

 

6. Пластинка D задана неравенствами, ),( yx поверхностная плот-

ность. Найти массу пластинки. 

1. .),(;0,1
4

2
2

2 yyxx
y

x    

2. .),(;
3

2
,0,2

49
1

22

x

y
yx

x
yy

yx
   

3. .),(;0,1
259

2
22

yxyxy
yx

   

4. .),(;0,1
49

2
22

yxyxy
yx

   

5. .
8

),(;
2

,0,4
4

1
3

2
2

x

y
yx

x
yyy

x
   

6. .7),(;0,1
9

62
2

xyyxxy
x

   

7. .),(;0,1
4

42
2

yyxxy
x

   

8. .),(;
2

3
,0,4

94
1

22

y

x
yx

x
yx

yx
   

9. .),(;
2

,0,4
416

1
22

y

x
yx

x
yx

yx
   

10. .),(;0,0,1
94

3
22

yxyxyx
yx

   

11. .6),(;0,0,1
4

332
2

yxyxyxy
x

   

12. .),(;
2

,0,25
4

1
3

2
2

y

x
yx

x
yxy

x
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13. .),(;0,1
49

22
22

yxyxy
yx

   

14. .5),(;0,0,1
16

72
2

xyyxyxy
x

   

15. .30),(;0,0,1
4

732
2

yxyxyxy
x

   

16. .),(;
3

2
,0,3

49
1

22

x

y
yx

x
yy

yx
   

17. .7),(;0,1
25

4
2

2 yxyxy
y

x    

18. .35),(;0,1
9

34
2

2 yxyxy
y

x    

19. .),(;0,1
94

2
22

xyxy
yx

   

20. .),(;4,0,9
16

1
3

2
2

x

y
yxxyy

y
x    

21. .11),(;0,1
9

82
2

xyyxxy
x

   

22. .),(;2,0,5
164

1
22

y

x
yxxyx

yx
   

23. .),(;
3

2
,0,5

49
1

22

y

x
yx

x
yx

yx
   

24. .),(;0,0,1
94

5
22

yxyxyx
yx

   

25. .),(;0,1
254

4
22

xyxy
yx

   

26. .15),(;0,0,1
4

35
2

2 yxyxyx
y

x    

27. .
9

),(;
2

3
,0,36

94
1

3

22

y

x
yx

x
yx

yx
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28. .6),(;0,0,1
100

92
2

xyyxyxy
x

   

29. .105),(;0,0,1
16

932
2

yxyxyxy
x

   

30. .
27

),(;
3

4
,0,2

169
1

5

22

x

y
yx

x
yy

yx
   

    

7. Тело V задано ограничивающими его поверхностями, ),,( zyx объ-

емная плотность. Найти массу тела. 

 

1. .
13

),,(;2,0,2,216
2y

zyxzxzxyxy    

2. .
3

4
),,(;

3

5
5,0,

3

5
,5

x

y
zyx

x
zz

x
yxy    

3. .16),,(;15,0,0,,2 222 yxzyxxzzyxyyx    

4. .20),,(;12,0,,2 2xyzyxyzzxyyx    

5. .
5

14
),,(;3,0,

6

5
,

2

5 x
zyxyzz

y
x

y
x    

 6. .
3

8
),,(;

2

1
,0,25,220

3x

y
zyxzxzyxyx    

7. .20),,(;30,0,0,,2 222 yzyxyzzxyxyx    

8. .15),,(;
5

12
,0,,2 xyzyx

x
zzyxyx    

9. .143),,(;
2

1
,0,22,217 4xzyxzxzxyxy    

10. .
25

84
),,(;

9

)3(5
,0,

9

5
,

3

5 y
zyx

x
zz

x
y

x
y 


   

11. .1,1),,(;
11

15
,0,0,2,8 222 yxzyx

x
zzyxyyx    

12. .
4

35
),,(;3,0,2,4

2xy
zyxyzzxyyx    

13. .
3

7
),,(;

18

)3(5
,0,

18

5
,

6

5 y
zyx

y
zz

y
x

y
x 
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14. .5),,(;2,0,24,219 xzyxzyzyxyx    

15. .3),,(;5,0,0,2,8 222 xyzyxyzzxyxyx    

16. .5),,(;
5

3
,0,2,4 yzyx

x
zzyxyx    

17. .7),,(;3,0,3,36 xzyxzxzxyxy                                        

18. .7),,(;
18

)3(5
,0,

18

5
,

6

5 2xzyx
x

zz
x

y
x

y 


    

19. .4),,(;
9

2
,0,0,3,1822 yzyx

x
zzyxyyx                                             

20. .
9

),,(;4,0,3,6
2x

y
zyxyzzxyyx    

21. .
27

4
),,(;3,0,32,37

3xy
zyxzyzyxyx                                          

22. .
4

),,(;
9

)3(5
,0,

9

5
,

3

5

y

x
zyx

y
zz

y
x

y
x 


   

23. .
4

),,(;
3

10
,0,0,3,1822 xy

zyx
y

zzxyxyx                                      

24. .
27

35
),,(;4,0,3,6

2 yx
zyxxzzyxyx        

25. .13),,(;,0,15,15 )1(15 xzyxzzxyxy x                                                         

26. .7),,(;
17

3
,0,0,5,50 222 yzyx

x
zzyxyyx        

27. .
29

35
),,(;3,0,4,8

xy
zyxyzzxyyx                                                 

28. .),,(;2,0,2,216 xyzyxzyzyxyx        

29. .7),,();1(15,0,15,15 2yzyxyzzyxyx                                            

30. .),,(;
5

4
,0,0,5,50 222 xyzyx

y
zzxyxyx        

 

8. Найти объем тела, заданного ограничивающими его поверхно-

стями 

1. .
4

5
,0,222 xzzyyx                   

2. .4,0,22 2222  yxzzyyx                   
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3. .,0,4, 222222 yxzzyyxyyx                 

4. .3,0,422 yzzxyx   

5. .4,0,22 2222  yxzzxyx                 

6. ).0(0,,0,10,7 222222  yyyxzzxyxxyx  

7. .8,0,422 yzzxyx                 

8. .4,0,22 2222  yxzzyyx               

9. ).0(0,,0,5,2 222222  yyyxzzxyxxyx               

10. .7,0,222 xzzyyx     

11. .9,0,23 2222  yxzzyyx               

12. .,0,5, 222222 yxzzyyxyyx   

13. .2,0,222 xzzyyx                

14. .9,0,23 2222  yxzzyyx  

15. .,0,3, 222222 yxzzyyxyyx                

16. .4,0,22 2222  yxzzyyx  

17. .12,0,422 yzzxyx                

18. .,0,9,7 222222 yxzzxyxxyx   

19. .16,0,24 2222  yxzzyyx                

20. .4,0,422 xzzyyx   

21. ).0(0,,0,7,4 222222  yyyxzzyyxyyx                

22. .16,0,24 2222  yxzzyx  

23. .
4

17
,0,422 yzzxyx                

24. .,0,12,9 222222 yxzzxyxxyx    

25. .4,0,22 2222  yxzzxyx                

26. .6,0,422 xzzyyx   

27. ).0(0,,0,13,10 222222  yyyxzzxyxxyx               

28. .4,0,22 2222  yxzzyyx   

29. .
4

21
,0,622 yzzyx                 



 77 

30. .,0,8,5 222222 yxzzyyxyyx   

 

9. Найти статический момент тела V относительно координатных 

плоскостей: в вариантах № 1-10 
xy

M , в вариантах № 11-20 

xz
M , в вариантах № 21-30 

yz
M . Однородное тело V плотности 

1  задано ограничивающими его поверхностями. 

1. .0,0,0,24432  zyxzyx                       

2. ).0(0,2,222  xxzzyx  

3. ).0(0),0(0,16222  xxzzzyx                      

4. ).0(0,2,22  xxzzyx     

5. ).0(0,2,0,922  yyzzyx                            

6. .0,0,0,623  zyxzyx                                                               

7. ).0(0,3,2 222  xxzzyx                         

8. ).0(0),0(0,9222  yyzzzyx                                        

9. ).0(0,4,322  xxzzyx                        

10. ).0(0,3,0,822  yyzzyx  

11. .0,0,0,2434  zyxzyx                    

12. ).0(0,6,0,622  yyzzyx                  

13. ).0(0),0(0,9222  yyzzzyx                     

14. .0,0,0,1623  zyxzyx                     

15. ).0(0,6,222  yyzzyx                      

16. ).0(0,24,22  yyzzyx  

17. ).0(0,8,0,822  yyzzyx                       

18. ).0(0),0(0,15222  yyzzzyx                  

19. ).0(0,5,2 222  yyzzyx                     

20. ).0(0,3,622  yyzzyx  

21. .0,0,0,1243  zyxzyx                 

22. ).0(0,2,0,922  xxzzyx  

23. ).0(0),0(0,12222  xxzzzyx                  

24. ).0(0,4,222  xxzzyx  
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25. ).0(0,8,22  xxzzyx                   

26. .0,0,0,1262  zyxzyx  

27. ).0(0,3,0,422  xxzzyx                        

28. ).0(0),0(0,10222  xxzzzyx  

29. ).0(0,6,2 222  xxzzyx                                     

30. ).0(0,6,522  xxzzyx  

 

10. Найти объем тела, заданного ограничивающими его поверх-

ностями  

1. .224),(122 22  xzyxz               

2. .2021,1)1(10 22 xzyxz  






        

3. .316,3)(8 22  xzyxz                 

4. .3840,)1(202 22  






 xzyxz  

5. .284),(144 22 xzyxz                 

6. .5956,3)1(28 22  






 xzyxz   

7. .643,3)(32 22 xzyxz                  

8. .812,)1(64 22  






 xzyxz  

9. .28),(42 22  xzyxz              

10. .4447,3)1(22 22 xzyxz  






  

11. .148,1)(24 22  xzyxz           

12. .3436,)1(182 22  






 xzyxz  

13. .132,1)(16 22  xzyxz         

14. .6160,1)1(30 22  






 xzyxz   

15. .252,2)(26 22  xzyxz            

16. .54,1)1(2 22  






 xzyxz   

17. .14,1)(2 22  yzyxz          
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18. .5250,2)1(26 22 xzyxz  






   

19. .160,1)(30 22  yzyxz            

20. .3332,1)1(16 22  






 xzyxz  

21. .362,182 22 yzyxz  






            

22. .4948,1)1(24 22  






 xzyxz  

23. .443,3)(22 22 yzyxz             

24. .68,)1(42 22  






 xzyxz  

25. .412,64 22  






 yzyxz             

26. .6467,3)1(32 22 xzyxz  






   

27. .356,3)(28 22  yzyxz         

28. .2428,)1(144 22  






 xzyxz   

29. .402,202 22 yzyxz  






           

30. .1916,3)1(8 22  






 xzyxz   

 

11. Найти объем тела, заданного неравенствами 

1. .0,
335

,491
2222

222 





 yx
yx

z
yx

zyx                 

2. .03,
315

,644
2222

222 





 yx
yx

z
yx

zyx           

3. .0
3

,
3

,644
22

222 


 y
xyx

zzyx                                        

4. .
3

0,
63

,364
22

222 x
y

yx
zzyx 


                     

5. .33,
99

,361
22

222 xyx
yx

zzyx 
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6. .33,
99

,10025
22

222 xyx
yx

zzyx 


     

7. .3,
3

,
24

0,491
22

222 xy
x

y
yx

zzyx 


               

8. .3,
3

,0
24

,12125
22

222 xyy
x

z
yx

zyx 


           

9. .0,
335

,644
2222

222 





 yx
yx

z
yx

zyx                

10. .03,
315

,10016
2222

222 





 yx
yx

z
yx

zyx              

11. .
3

3,
3

,10016
22

222 x
yx

yx
zzyx 


         

12. .3
3

,
63

,6416
22

222 xy
xyx

zzyx 


   

13. .3,0,
99

,494
22

222 xyy
yx

zzyx 


            

14. .3,0,
99

,12136
22

222 xyy
yx

zzyx 


           

15. .
3

,3,
24

0,644
22

222 x
yxy

yx
zzyx 


                                    

16. .
3

,3,0
24

,14436
22

222 x
yxyz

yx
zyx 


           

17. .0,
353

,819
2222

222 xy
yx

z
yx

zyx 





              

18. .30,
153

,14436
2222

222 xy
yx

z
yx

zyx 





  

19. .3
3

,
3

,14436
22

222 xy
xyx

zzyx 
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20. .3
3

,
63

,10036
22

222 xy
xyx

zzyx 


            

21. .
3

,
3

,
99

,649
22

222 x
y

x
y

yx
zzyx 


                                        

22. .
3

,
3

,
99

,14449
22

222 x
y

x
y

yx
zzyx 


            

23. .
3

,0,0
24

,1699
22

222 x
yyz

yx
zyx 


           

24. .
3

,0,
24

0,8149
22

222 x
yy

yx
zzyx 


  

25. .0,
353

,10016
2222

222 xy
yx

z
yx

zyx 





            

26. .30,
253

,19664
2222

222 xy
yx

z
yx

zyx 





              

27. .0
3

,
3

,19664
22

222 


 y
x

yx
zzyx                                            

28. .30,
63

,14464
22

222 xy
yx

zzyx 


          

29. .3,0,
99

,8116
22

222 xyy
yx

zzyx 


            

30. .3,0,
99

,16964
22

222 xyy
yx

zzyx 


  

 

12. Вычислить криволинейный интеграл первого рода. 

1. 
L

dlx2 , где L – часть кривой xy ln  от точки (1;0) до точки )2ln;2( . 

2.  

L

dlyx )( 22 , где L – отрезок прямой от точки (1;1) до точки (2;4).    
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3. 
L

ydl , где L – часть параболы xy 42   от точки (0;0) до точки (1;2).                

4. 
L

xdlsin , где L – часть кривой )ln(cos xy   от точки (0;0) до точки 















3

2
ln;

6


. 

    

5. 
L

xdl , где L – часть кривой 2arcsin xxxy   от точки 
















4

3

6
;

4

1 
 до точки 











2
;1


. 

6. 
L

dlx2 , где L – часть кривой )1ln( 2  xy  от точки )3ln;2( до точки 

)8ln;3( . 

7. 
L yx

dl

22

, где L – отрезок прямой от точки (0;-2) до точки (4;0).    

8. 
L

xdl , где L – часть кривой xy ln  от точки (1;0) до точки )3ln;3( . 

 

9. 
L

ydl , где L – часть параболы xy 22  , отсеченная параболой yx 22  .             

10. 
L

dlxtg , где L – часть кривой )ln(cos xy   от точки 














3

2
ln;

6


 до 

точки 












2ln;

3


. 

11. 
L

dlx2 , где L – часть кривой 2arcsin xxxy   от точки 
















2

1

4
;

2

1 
 до точки 











2
;1


. 

12. 
L

xdl , где L – часть кривой )1ln( 2  xy  от точки )2ln;3( до точки 

)4ln;5( . 
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13. 
L

xydl , где L – контур квадрата 1 yx .             

14. 
L

dl
y

x
, где L – часть параболы 22 xy   от точки 















2

1
;1 до точки (2;2). 

15. 
L

xdlcos , где L – часть кривой )ln(sin xy   от точки 














2

3
ln;

3


 до 

точки 









0;

2


. 

16. 
L

dlx 2

3

, где L – часть кривой 2arcsin xxxy   от точки 
















4

3

6
;

4

1 
до точки 
















4

3

3
;

4

3 
. 

 

17. 
L

dlx3 , где L – часть кривой )1ln(1 2  xy  от точки )8ln1;3(   до 

точки )15ln1;4(  . 

18. 
L

ydlx2 , где L – отрезок прямой от точки (0;1) до точки (1;3).    

 

19. 
L

xdl , где L – часть параболы 24 xy   от точки (0;0) до точки (2;1).                        

20. 
L

dlxctg , где L – часть кривой )ln(sin xy   от точки 












 2ln;

6


 до 

точки 














2

3
ln;

3


. 

 

21.  

L

dlx1 , где L – часть кривой 21arccos xxy   от точки 













2
1;0


до точки 
















2

1

6
;

2

3 
. 
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22. 
L

xdl , где L – часть кривой )1ln(1 2  xy  от точки )1;2(  до точки 

)2ln1;3(  . 
 

23. 


L
yx

dl
, где L – отрезок прямой от точки )1;0(  до точки (4;1).                    

24. 
L

dlx3 , где L – часть параболы 22 xy   от точки (2;2) до точки 














2

9
;3

. 

25.  

L

dlx)1( , где L – часть кривой 21arccos xxy   от точки 
















32

3
;

2

1 
до точки 
















2

2

4
;

2

2 
. 

26. 
L

dlx2 , где L – часть кривой )1ln(1 2  xy  от точки )3ln1;2(   до 

точки )4ln1;5(  . 

27. 
L yx

dl

422

, где L – отрезок прямой от точки )0;0( до точки (1;4).  

28.  

L

dlx1 , где L – часть кривой 21arcsin xxy   от точки  1;0  до 

точки 















2

2

4
;

2

2 
. 

29. 


L
yx

dl
, где L – отрезок прямой от точки )1;0( до точки (1;4).                     

30. 
L

dly2 , где L – часть параболы xy 82   от точки )22;1(  до точки 

)4;2( . 

   

13. Найти массу дуги  с линейной плотностью ),()( yxM   . 

1.   – дуга окружности yyxyyx  ),();0(422  .           

2.   – линия .),(;
2

0,
cos8sin6

cos6sin8
xyxt

tty

ttx
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3.   – линия .),(;20,sin2

cos2
222 zyxyxt

tz

ty

tx

















              

4.      

5.   – четверть окружности xyxyxyx 2),(;0,0,922   .              

6.   – полуокружность 322 6),(;0,4 yyxyyx   .    

7.   – кардиоида .),(;
2sinsin2

2coscos2
yyx

tty

ttx












            

8.   – линия .4),(;20,

6

4
6

4

xyxt
t

y

t
x




















   

9.   – линия .),(;20,sin

cos
22 yxzyxt

tz

ty

tx

















           

10.   – первая арка циклоиды 

.3),(;20,
)cos1(4

)sin(4
yyxt

ty

ttx












     

 

11.   – линия .2),(;20,sin

cos
22 yxzyxt

tz

tty

ttx

















           

12.   – линия .),(;
2

0,
2sinsin2

2coscos2
xyxt

tty

ttx















    

13.   – линия .8),(;
4

0,

2

3

sin

cos

333

3































xyyxyxt

t
z

ty

tx




               

14.   – полуарка циклоиды .3),(;0,
)cos1(2

)sin(2
xyxt

ty

ttx












   

 

15.   – линия .),(;20,sin2

cos2
222 zyxyxt

tz

ty

tx
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16.   – линия .),(;
2

,
cos4sin3

cos3sin4
yyxt

tty

ttx















              

 

17.   – полуарка циклоиды .),(;0,
)cos1(3

)sin(3
yyxt

ty

ttx












             

18.   – линия .),(;
4

0,

2

3

sin

cos

3 23 23

3





































yxxyyxt

t
z

ty

tx




 

 

19.   – часть окружности 
2

22 1
),(;1,4

x
yxxyx   .             

20.   – часть кардиоиды .),(;
2

0,
2sinsin2

2coscos2
xyxt

tty

ttx















       

 

21.   – линия .),(;10,

6

4
4

3

2

6

4

yyxt
t

y

t
x




















              

22.   – линия .),(;0,

4

sin3

cos3

yzyxt

tz

ty

tx

















      

 

23.   – линия .),(;0,sin2

cos2
22 yxyxt

tz

tty

ttx

















           

24.   – линия .),(;0,
)sin(cos

)sin(cos 22 yxyxt
ttey

ttex

t

t














  

25.   – часть окружности 
2

22 1
),(;

2

33
,9

y
yxyyx   .             

26.   – линия .),(;
2

0,

3

sin2

cos2

xzyxt

tz

ty

tx
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27.   – линия .3),(;
2

0,

2

sin3

cos3

zyxt

tz

tty

ttx




















            

28.   – линия .2),(;
2

0,

3

)sin(cos

)sin(cos

zyxt

ez

ttey

ttex

t

t

t
























 

29.   – линия .3),(;
2

0,

3

2

sin2cos)2(

cos2sin)2(

3

2

2

zyxt

t
z

tttty

ttttx


























 

30.   – линия .2),(;
2

0,

2

sin3

cos3

xyyxt

tz

ty

tx
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КОНТРОЛЬНЫЕ ВОПРОСЫ ПО КУРСУ  

«КРАТНЫЕ И КРИВОЛИНЕЙНЫЕ ИНТЕГРАЛЫ»  

 

1. Определение двойного интеграла.  

2. Геометрический смысл двойного интеграла. 

3. Свойства двойного интеграла. 

4. Вычисление двойного интеграла в случае прямоугольной обла-

сти. 

5. Вычисление двойного интеграла в случае произвольной области. 

6. Преобразование площади области при замене переменной. 

7. Замена переменных в двойном интеграле. 

8. Вычисление площади поверхности. 

9. Вычисление массы плоской области. 

10. Вычисление моментов инерции и координат центра тяжести 

плоской фигуры. 

11. Определение тройного интеграла и его свойства. 

12. Вычисление тройных интегралов их сведением к повторным. 

13. Замена переменных в тройном интеграле. 

14. Вычисление величин посредством тройного интеграла. 

15. Криволинейный интеграл первого рода и его сведение к опреде-

ленному. 

16. Вычисление величин посредством криволинейного интеграла 

первого рода. 

17. Криволинейный интеграл второго рода. 

18. Вычисление криволинейного интеграла второго рода. 

19. Связь между криволинейными интегралами обоих типов. 

20. Формула Грина.  

21. Условия независимости криволинейного интеграла от пути ин-

тегрирования. 
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

 

 Учебно-практическое пособие отражает опыт работы автора со 

студентами очной формы обучения технических специальностей. Ма-

териал пособия содержит раздел высшей математики, изучаемый во 

втором семестре «Кратные и криволинейные интегралы».   

 Проблема совершенствования содержания и методов обучения в 

высшей школе приобрела особую актуальность в нашем меняющемся 

обществе. Важнейший элемент математического образования – созда-

ние учебников и пособий, отвечающих современным требованиям тео-

рии и практики преподавания. Опыт показал, что для студентов очной 

формы обучения значительную трудность представляет усвоение тео-

ретического материала. Поэтому в пособии большое внимание уделено 

доступному изложению теоретического материала, подробному дока-

зательству основных теорем курса. Также студенты сталкиваются с 

проблемами решения типовых задач. В связи с этим в пособии де-

тально разобраны все примеры и задачи из индивидуальных типовых 

расчетов. Подробные объяснения к решениям направлены на форми-

рование у обучающихся научного стиля изложения, умения выражать 

свои мысли.  

 В пособии среди прочих решается и задача выделения необходи-

мого минимума сопутствующего материала, обеспечивающего усвое-

ние основного содержания. Автор стремился соединить доступность 

изложения с краткостью конспекта, облегчить процесс усвоения зна-

ний за счет доступного изложения и упрощения доказательств. 

 В настоящее время будущие инженеры, экономисты, строители 

нуждаются в серьёзной математической подготовке. Этим и определя-

ется место математики в системе высшего образования. Изучение ма-

тематики способствует усвоению современного стиля научного мыш-

ления и является условием его применения в конкретных науках.   

 

 

 



 90 

БИБЛИОГРАФИЧЕСКИЙ СПИСОК 

 

1. Архипов, Г. И. Лекции по математическому анализу : учеб. для 

вузов. – М. : Дрофа, 2004. – 640 с. – ISBN 5-7107-8334-X.8112-775- 

2. Пискунов, Н. С. Дифференциальное и интегральное исчисле-

ние для втузов. – 13-е изд., стер. – М. : Наука, 1985. – 560 с. 

3. Бугров, Я. С. Высшая математика. Дифференциальные уравне-

ния. Кратные интегралы. Ряды. Функции комплексного переменного : 

учеб. для вузов / Я. С. Бугров, С. М. Никольский. – 3-е изд., испр. – М. : 

Наука, 1989. – 464 с. – ISBN 5-02-013925-4. 

4. Давыдова, Л. В. Кратные и криволинейные интегралы и теория 

поля : Задания к типовым расчетам по высшей математике / Л. В. Давы-

дова, В. Я. Овечкин, М. А. Шепилов ; под ред. К. В. Валикова ; Владим. 

гос. ун-т. − Владимир, 1994. – 52 с.  

5. Сборник задач по кратным, криволинейным, поверхностным 

интегралам и теории поля / Л. В. Давыдова [и др.] ; Владим. гос. ун-т. − 

2-е изд., доп. и перераб. − Владимир, 2004. – 72 с. – ISBN 5-89368-513-

X.  

  

  



 91 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Учебное электронное издание 

 

 

КРАТНЫЕ И КРИВОЛИНЕЙНЫЕ ИНТЕГРАЛЫ 

 

Учебно-практическое пособие 

 

Автор-составитель  

КРАШЕНИННИКОВА Ольга Витальевна 

 

Издается в авторской редакции 

 

Системные требования: Intel от 1,3 ГГц; Windows 7/8/10; Adobe Reader;  

дисковод DVD-ROM. 

 

Тираж 25 экз. 

 

Владимирский государственный университет  

имени Александра Григорьевича и Николая Григорьевича Столетовых 

Изд-во ВлГУ 

rio.vlgu@yandex.ru 

 

Институт информационных технологий и электроники 

кафедра функционального анализа и его приложений 

krashola2012@yandex.ru  

 


