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подготовке студентов к занятию, вариантное лабораторное задание, контрольные во-
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В В Е Д Е Н И Е 
 

Методические указания предназначены для освоения вычислитель-
ной среды MathCAD с целью применения этого пакета при проектирова-
нии электронных средств. Согласно учебному плану для бакалавров на-
правления 210200 – проектирование и технология электронных средств, а 
также студентов специальностей 210201 – проектирование и технология 
радиоэлектронных средств и 210202 – проектирование и технология элек-
тронно-вычислительных средств эти занятия проводятся на втором году 
обучения в виде лабораторных работ по дисциплине «Практикум по 
САПР». 

Данная часть указаний содержит описание четырех лабораторных 
работ, посвященных приобретению навыков инженерных расчетов с ис-
пользованием средств автоматизации. Темы и примеры занятий ориенти-
рованы на решение технических задач по дисциплинам уже прочитанным 
или читаемым студентам одновременно с освоением среды MathCAD. Ла-
бораторные работы рассчитаны на одно аудиторное занятие длительно-
стью четыре академических часа. Исключением является работа «Системы 
линейных уравнений и анализ цепей постоянного тока», которая состоит 
из двух частей и рассчитана на два четырехчасовых аудиторных занятия.  

Предполагается, что описанные в данных указаниях лабораторные 
работы выполняются после изучения основ работы в среде MathCAD и 
студенты знакомы с форматами операторов среды и общей структурой 
программы. Изучение этих основ может быть произведено в общематема-
тических дисциплинах или в курсе «Практикум по САПР». 
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Лабораторная работа № 1 
ВЫВОД РЕЗУЛЬТАТОВ РАСЧЕТОВ  

В ГРАФИЧЕСКОЙ ФОРМЕ 
 
 

Цель работы: Освоение методов построения двумерных и трехмер-
ных графиков электрических сигналов, включая графики в полярных коор-
динатах, графики поверхности, контурные графики, точечные графики, 
столбчатые и векторные диаграммы. 

 
 

1.1. Подготовка к работе 
 

При подготовке к данной лабораторной работе необходимо соста-
вить заготовку отчета и проработать по данному пособию и с привлечени-
ем литературы следующие вопросы: 

• Ранжированные переменные, их назначение, формат и примене-
ние при создании матричных переменных. 

• Индексные переменные, их назначение, формат и применение 
при создании матричных переменных. 

• Методы создания матричных переменных и использование их 
для построения графиков различных видов. 

• Виды графиков, применяемые в среде MathCAD, их построение и 
форматирование. 

В процессе выполнения работы необходимо: 
• Ознакомиться со способами подготовки в явном виде исходных 
данных для построения графиков. 

• Освоить построение и форматирование графиков в декартовых 
координатах. 

• Изучить дополнительные средства работы с графиками для точ-
ного считывания значений и выделения фрагментов в увеличен-
ном масштабе. 
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• Освоить построение и форматирование графиков в полярных ко-
ординатах. 

• Освоить построение и форматирование трехмерных графиков 
всех видов, предусмотренных данным пакетом. 

 
 

1.2.Теоретические сведения 
 

1.2.1. Построение двумерных графиков 
 

В среде MathCAD можно построить два вида двумерных графиков: в 
декартовых и полярных координатах.  

Для построения двумерных графиков необходимо задать два множе-
ства: множество значений аргументов и соответствующее ему множество 
значений функции. Форма и способ задания множеств аргумента и функ-
ции индивидуальны и зависят от особенностей графика.  

Графический процессор может автоматически создавать эти массивы 
при быстром построении графиков, если в полях ввода аргумента и функ-
ции задавать функции. Способ быстрого построения двумерных графиков 
описан в [1, п.2.6]. Среда применяет линейную шкалу, самостоятельно вы-
бирая количество точек графика и шаг между ними. Так как делается это 
без учета индивидуальных особенностей графика, часто требуется допол-
нительная коррекция крайних значений обеих шкал. Кроме этого недос-
татка данный способ имеет ограничения. В автоматическом режиме невоз-
можно, например, применить логарифмическую и другие нелинейные 
шкалы. По этой причине основными можно считать способы с явным за-
данием значений аргумента и функции, изучение которых и является це-
лью данной работы.  

Декартов график строится на плоскости. В качестве осей использу-
ются два взаимно ортогональных направления. Горизонтальная ось X слу-
жит аргументом, а вертикальная ось Y называется функцией. Поэтому в 
меню ему соответствует название X-Y Plot.  

Для построения графика достаточно выполнить следующую последова-
тельность действий: 

A. Установить маркер ввода (красный крест) на рабочем поле правее 
или ниже определения переменных x и y в том месте, где должен 
быть расположен левый верхний угол будущего графика.  
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B. Выбрать пункт Insert/Graph/X Y Plot… или щелкнуть левой кноп-
кой мыши по пиктограмме декартова графика на соответствующей 
инструментальной панели, установленной предварительно с помо-
щью пункта View/Toolbars/Graph. На месте маркера ввода появит-
ся прямоугольный шаблон-заготовка графика с двумя черными 
прямоугольниками, обозначающими поля ввода. Под горизонталь-
ной осью располагается поле ввода аргумента (черный прямо-
угольник), а слева от вертикальной – поле функции.  

C. Указать в поле аргумента графика имя переменной, описывающей 
аргумент (x). Если на одном рисунке строится несколько графиков 
с разными аргументами, надо после имени вектора аргумента вве-
сти символ запятой. После нее появится черный прямоугольник, 
т.е. новое поле ввода аргумента следующего графика.  

D. Переместив указатель ввода с помощью мыши в поле функции, за-
дать имя переменной, описывающей функцию (Y). Если строится 
несколько графиков, новые переменные функций вводятся через 
запятую аналогично вводу векторов аргументов. 

E. Щелкнуть указателем мыши за пределами графика. Если действует 
режим автоматического пересчета результатов, на экране вместо 
шаблона появится график. Если установлен режим ручного запуска 
расчетов, требуется дополнительно щелкнуть по пиктограмме Cal-
culate, имеющий вид жирного знака равенства на инструменталь-
ной панели рабочего окна пакета.  

F. Проанализировать построенный график. Если вид графика полно-
стью соответствует требованиям, можно считать, что построение 
закончено. Если не подходят крайние значения шкал аргумента 
и/или функции, их следует изменить. Для этого надо щелчком ле-
вой кнопки мыши выделить график и ввести новые значения в по-
ля, которые появились около концов шкал.  

G. Если требуется изменить типы шкал или линий графика, их цвет и 
т.п., производят форматирование графика, которое выполняют с 
помощью диалогового окна форматирования Format/Graph/X Y 
Plot. Выйти в это диалоговое окно удобнее с помощью контекстно-
го меню, щелкнув правой кнопкой мыши по графику и выбрав 
пункт Format или двойным щелчком левой кнопки мыши по изо-
бражению графика.  
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Само форматирование выполняется согласно инструкциям диалого-
вого окна. На рис.1.1 приведен построенный график параболы. 

 

xi                                                                                                xi 

                        а) в формате lines                                                     б)  в формате stem 

Рис. 1.1 
 

Приведенная на рис. 1.1 программа производит автоматический рас-
чет обоих массивов значений координат графика в явном виде. Рассмотрим 
особенности явного задания аргумента и функции. Рассмотрим два спосо-
ба задания. При применении первого способа рассчитываются явно оба 
массива. При втором – явно задается только аргумент в виде ранжирован-
ной переменной, а функция (координата Y) – через функцию, определяе-
мую пользователем.  

Следует заметить, что выражения с векторными переменными, 
имеющими индексы в виде ранжированных переменных, в разных версиях 
могут иметь различные форматы. Выражение  

i iY := F (x ),  
принимаемое нормально в версии MathCAD-2001, в некоторых других 
версиях принимается в только в следующем виде 

iY := F (x ).  
Явное задание обоих массивов аргумента и функции является наибо-

лее универсальным способом построения графиков в среде MathCAD.  

   yi     yi

   Подготовка векторов аргумента и функции          i: = 0…10 
                  хi:= 

2
i          Yi:=(хi)2 

                              Построение графика 
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Массивы задаются в виде векторных переменных, значения элемен-
тов которых и являются последовательными значениями аргумента или 
функции. Эти векторные переменные могут вводиться вручную или рас-
считываются любым способом. Например, применяя ввод матрицы с од-
ним столбцом. В среде MathCAD это рационально делать, если точки гра-
фика рассчитаны ранее и число их мало.  

Размерность обоих векторов (число элементов в них) в декартовых 
графиках должна быть одинаковой.  

Расчет вектора аргумента выполняется в три этапа:  
•  Первый этап состоит в определении интервала изменения аргумен-
та и числа значений аргументов. Это делается человеком, исходя из 
формы предполагаемого графика, желаемого участка отображения, 
требуемой точности представления и плавности кривой. Число зна-
чений равно числу точек на графике. В двумерном графике на рис.1 
аргумент только один.  

•  Второй этап заключается в нумерации всех точек графика в поряд-
ке следования. Делать это можно с помощью целочисленной ран-
жированной переменной [1, п. 2.4.5] с шагом, равным единице, на-
пример:  

. 
Здесь N – номер последней точки графика, который должен быть оп-
ределен ранее; 
          i – текущий номер значения.  

Первое значение i может начинаться с нуля, как в приведенном 
примере, или единицы в зависимости от принятого начального номе-
ра первого элемента в векторных переменных. Начальный номер по 
умолчанию имеет нулевое значение. В этом случае общее число то-
чек будет равно N+1. Начальный номер может изменяться присвое-
нием 0 или 1 системной переменной ORIGIN.  

Если на одном поле строится несколько совмещенных графиков, с 
разными аргументами, нумерация выполняется для каждого аргу-
мента.  

•  На третьем этапе рассчитываются шкалы, т.е. значения аргументов, 
которые они принимают при переборе всех точек графика. Удобно 
рассчитывать шкалы с помощью векторной переменной x с индек-
сом, например: 

. 
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Индекс i, означающий номер элемента вектора, в этом случае за-
дает номер очередного значения аргумента. Функция f(i) в общем 
случае может быть произвольной. На практике чаще всего применя-
ют линейные и логарифмические шкалы. Для реализации линейной 
шкалы функция тоже должна быть линейной, т.е.  

. 
Константа K играет роль калибровки шкалы. Она определяется 

как отношение разности максимального и минимального значений 
шкалы аргумента графика к числу интервалов между значениями ар-
гумента (между точками на двумерном графике). 

Так как в этой формуле i ранжированная переменная и принимает 
множество значений, встречая ее, процессор будет повторять расчет 
точек графика столько раз, сколько в ней значений. В результате ре-
зультат запишется в виде векторной переменной x, содержащей N+1 
значений аргумента. 
Расчет значений функции )(xF , строящейся на графике, выполняет-

ся аналогично расчету аргумента, например: 

i iY :=F(x ).  
Этим способом построен график на рис.1. 
При втором способе явно задается только аргумент. Используется 

ранжированная переменная x, последовательные значения которой явля-
ются значениями аргумента. Если определены начало, конец шкалы и шаг, 
то согласно формату задания ранжированной переменной  

х:=х0,х1..хN,  
где x0,x1 и xN – первое, второе и последнее значения на шкале аргумента 
будущего графика. 

Первое и последнее значения ранжированной переменной должны со-
ответствовать минимальному и максимальному значениям аргумента, т.е. 
началу и концу горизонтальной шкалы. Для выбора их необходимо предва-
рительно проанализировать форму будущего графика. Если это не сделать 
или выбрать неверно, изображение графика может принять любую форму. 
Оно не будет соответствовать отображаемой функции.  

Второе значение рассчитывается исходя из числа точек на графике. 
Числом точек на графике задаются исходя из желаемой наглядности гра-
фика. Чем больше точек на графике, тем плавней кривая графика, но 
дольше выполняется программа построения графика. 
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Дальнейшие действия по построению графика подобны действиям 
предыдущего пункта. Имя ранжированной переменной задается в поле 
ввода аргумента графика, а в поле ввода функции графика записывает-
ся выражение, описывающее связь между аргументом и функцией гра-
фика.  

Если это выражение слишком большое, вводить его в поле ввода 
достаточно неудобно. Тогда рационально заменить его с помощью опера-
тора определенной пользователем функции.  

Y:=F(x).  
Имя функции, определенной пользователем, вводится в поле вместо 

выражения. На рис. 1.2 приведено два варианта построения графика опи-
санным способом. Число точек на графике принято равным 100 плюс од-
на точка, которая получается дополнительно, так как счет начинается с 
нуля. 

 

 
Рис. 1.2 

 
Этот способ проще, но позволяет строить только графики с линей-

ными шкалами. Он удобен, если данные представлены в виде формулы. 
Эту формулу можно вписать в поле ввода функции графика как        на 
рис. 1.2, а или представить сначала ее в виде функции пользователя как 
на рис. 1.2, б. 

           а)                                                                   б) 

 
    Подготовка аргумента      N:= 100 
 
    Задание функции  –               Y(α):=4·cos(α·deg) 
 
   Построение графика 
 

4cos (α·deg) Y (α) 
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Форматирование вида графиков можно выполнить с помощью 
специальной панели, вызываемой посредством пункта меню     
Format/Graph/X-Y_Plot. Эта панель позволяет управлять общим видом 
графика, видом осей, типом графика (плавная кривая, точечный график, 
гистограмма, линейчатый график и др.), цветом и видом линий или то-
чек.  

На примере рис. 1.2 график параболы построен дважды. Графики    
a) и б) идентичны, но выполнены с разным форматированием. На графике 
a) применен формат lines, а на б) – stem. 

Вызывать форматирование удобно двойным щелчком левой клавиши 
мыши по изображению графика на рабочем поле или через контекстное 
меню, т.е. щелчком правой кнопки. 

Средства обработки данных, представленных в виде графиков, 
представлены в среде MathCAD двумя пунктами. Пункт  
Format/Graph/Trace… позволяет считывать точные значения координат 
на готовых графиках с помощью панели X-Y Trace. После появления па-
нели надо сделать щелчок левой клавишей мыши в том месте графика, ко-
торое надо считать. Точное положение считываемой точки подбирается 
перемещением мыши с удерживаемой левой клавишей.  

С помощью пункта Format/Graph/Zoom… можно получать изо-
бражения выделенных фрагментов, существующих графиков. При вызове 
пункта появляется панель X-Y Zoom. Наведя указатель мыши на нужный 
участок графика, следует нажать левую клавишу мыши и, удерживая кла-
вишу, диагональным движением выделить прямоугольную область. По-
сле щелчка по кнопке Ok выделенный участок растянется на все поле 
графика.  

Графики в полярных координатах являются вторым видом графиков, 
выполняемых на плоскости (Polar Plot). Для задания точки пространства в 
полярных координатах используется геометрический вектор, начало кото-
рого располагается в начале координат, а вершиной является определяемая 
точка. В качестве аргумента служит угол между начальным направлением, 
обычно горизонтальным, и направлением геометрического вектора (аргу-
мент вектора). Функцией в полярных координатах считается длина этого 
вектора (модуль вектора).  

Построение графиков в полярных координатах производится с по-
мощью меню Insert/Graph/Polar Plot. На рис. 1.3 приведен пример по-
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строения графика в полярных координатах по формуле из предыдущего 
примера. 

 
Рис. 1.3 

 
1.2.2. Трехмерные графики 

 
Чтобы создать трехмерный график, требуется нажать кнопку с изображе-

нием одного из типов трехмерных графиков на панели инструментов Graph 
(График). В результате появится пустая область графика с тремя осями 
(рис.1.4) и единственным полем ввода в нижнем левом углу. В этот поле 
ввода следует ввести данные, описывающие график. 

Для трехмерных графиков преду-
смотрено три основных формата зада-
ния входных данных – координат точек 
графика: 

А. Функция пользователя двух пе-
ременных – применяется для быст-
рого построения графиков. Эта 
функция должна описывать значе-
ние координаты Z в зависимости от 
значений координат X и Y. Расчет 
массивов координат выполняется 

автоматически. Достоинством этого формата является простота, а не-
достатком – ограниченные возможности. 

Рис. 1.4 
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Б. Матричная переменная – определяет трехмерный график, у которо-
го координата x принимается равной номеру столбца матрицы, коор-
дината y – номеру строки, а числовые значения элементов соответст-
вуют координате z. 
В. Три векторных или матричных переменных – каждая переменная 
соответствует своей координате. Наиболее часто применяется в то-
чечных графиках. В других видах графиков этот формат поддержива-
ется не всегда корректно. Номер элемента в векторах задает номер оп-
ределяемой точки. Векторы должны записываются в поле ввода в 
круглых скобках через запятую. Если применить матричные перемен-
ные, можно строить более сложные трехмерные поверхности [2]. 
Создавать массивы входных данных можно любым способом, на-

пример, так же как и в предыдущем параграфе. 
Рассмотрим технику построения трехмерных графиков различных 

типов с использованием различных способов подготовки данных.  
График поверхности Surface Plot позволяет графически отобразить 

функцию двух переменных Z(x,y) в трехмерном пространстве.  
Для быстрого построения графика достаточно определить Z(x,y) как 

функцию пользователя и вписать ее имя в поле ввода графика. Пример та-
кого построения приведен на рис. 1.5. 

 

 
Рис. 1.5 
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Для удобства наблюдения графика его можно вращать в пространст-
ве вокруг любой из осей. Для вращения надо выбрать точку на поверхно-
сти графика, нажать левую клавишу мыши и перемещать ее, удерживая 
клавишу. Если не удается повернуть график в желаемое положение, выбе-
рите другую точку поверхности графика. Вращением можно придать очень 
наглядное изображение графика. 

Построение графика с использованием функции пользователя не всегда 
обеспечивает правильное масштабирование. Изменение масштаба можно вы-
полнить ручным форматированием с помощью вкладки Quick Plot Data. 
Форматирование трехмерных графиков значительно богаче, чем у двумер-
ных. Можно управлять типом и цветом линий или осей, вводить дополни-
тельные надписи и источники освещения, убирать невидимые части и т.д. 

График линий уровня Contour Plot изображает линии пересечения 
заданной поверхности с горизонтальными секущими плоскостями.  

Для примера выполним построение этого трехмерного графика по 
данным рис.1.5. Для описания поверхности применим матрицу Z, которую 
рассчитаем по методике, аналогичной примененной на рис. 1.1. Пример 
построения приведен на рис. 1.6. 

 
Рис. 1.6 

С помощью графика линий уровня можно наглядно представлять 
распределения различных скалярных физических величин на плоскости. 
Это может быть распределение температуры на печатной плате или высота 
земной поверхности на географических картах. 
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Гистограммы строятся с помощью пункта 3D Bar Plot. Пример по-
строения гистограммы приведен на рис. 1.7.  

 
Рис. 1.7 

 

Данные для построения гистограмм готовятся в виде матрицы. Гото-
вить ее можно любым из рассмотренных ранее способов, в т.ч. можно зане-
сти их с помощью п. Insert/Matrix… ручным способом. На этом графике хо-
рошо видно, что в трехмерных диаграммах графический процессор отклады-
вает на вертикальной оси значения 
ячеек матрицы, а номера столбцов и 
строк используются в качестве значе-
ний координат X и Y.  

Гистограммы широко исполь-
зуются при отображении статисти-
ческих и экономических данных. 

Точечный график вызывается 
с помощью п. 3D Scatter Plot. Стро-
ить его можно любым из рассмот-
ренных способов.  

Изображение обычных трех-
мерных поверхностей в виде точеч-
ного графика часто бывает ненагляд-
ным как на рис. 1.8. По этой причине Рис. 1.8 
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точечный формат чаще используется для изображения пространственных 
траекторий, называемых в электронике годографами. Пример изображения 
трехмерного годографа представлен на рис. 1.9. 

 
Рис. 1.9 

 
Особенностью примера на рис.1.9 является применение нового фор-

мата данных (X,y,P), передаваемых графическому процессору. Здесь в 
круглых скобках задаются три векторных переменных X, y и P. Каждые три 
элемента из всех трех векторов с одинаковым номером отражают одну 
точку графика.  

Графики векторных полей Vector Field Plot удобны для отображе-
ния направленных физических величин. Примером такой величины   
может служить распределение напряженности электромагнитного поля, 
для которого в каждой точке необходимо задать амплитуду и направле-
ние. График движения потока охлаждающего теплоносителя также    
может представляться векторным графиком. Так как надо задавать рас-
пределение одновременно двух величин, матрица Z должна быть ком-
плексной величиной. Тогда для каждой точки на плоскости будет изо-
бражен вектор, длина которого равна модулю значения соответствующего  
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элемента матрицы Z, а угол поворота - его аргументу. Пример графика 
векторного поля приведен на рис. 1.10. 

 
 

Рис. 1.10.  
 

График, представленный на рис. 1.10, а, построен по матрице Z, все 
элементы которой положительные вещественные числа. По этой причине 
все векторы графика направлены одинаково, а именно слева направо, что 
соответствует нулевому углу в полярной системе координат. Длина векто-
ров соответствует значениям чисел в матрице Z. Чтобы вектор некоторой 
точки повернулся, соответствующий элемент матрицы должен быть ком-
плексным числом. Это продемонстрировано на рис. 1.10, б, где в качестве 
матрицы входных данных использована та же матрица умноженная на 
комплексное число 1+i. Так как аргумент этого числа равен 45 градусам, 
все векторы повернулись на такой же угол. 

Форматирование всех трехмерных графиков выполняется с помощью 
диалогового окна 3-D Plot Format (Форматирование 3-D графика), которое 
вызывается через меню Format/Graph/3D Plot или двойным щелчком мыши 
по графику, или через контекстное меню с помощью правой кнопки мыши. 

 
 

1.3. Лабораторное задание 
 
1. Изучить способы построения двумерных графиков. 

1.1. Используя явное задание массивов данных, построить де-
картов график функции №1 из задания лабораторной работы 
по изучению основ применения пакета MathCAD [1]. 

 

        а)                                                 б)
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1.2. Изучить форматирование двумерных графиков и построить 
предыдущий график в формате stem. 
1.3. Используя задание массива значений аргумента, построить 
декартов график функции № 2 из задания лабораторной работы 
по изучению основ применения пакета MathCAD [1]. 

2. Построить трехмерные графики по своим примерам. Средствами 
форматирования графиков придать им наглядный вид. Подготовка данных 
для каждого графика должна выполняться способом, отличным от приме-
ненного при построении графика того же вида в п. 1.2.2: 

• график поверхности; 
• точечный график; 
• столбчатую диаграмму; 
• векторную диаграмму. Изображения векторов должны иметь 
переменный угол наклона и длину. 

3. Преобразовать график поверхности в контурный график с помо-
щью панели форматирования. 

 
1.4. Вопросы для самопроверки 

 
1. Какие форматы входных данных применяются при построении 

двумерных и трехмерных графиков? 
2. Что делать, если при быстром построении графиков они получа-

ются хаотической формы и не соответствуют заданным формулам? 
3. Почему при построении двумерных графиков применяют вектор-

ные переменные, а для трехмерных – матричную переменную? 
4. Какие значения откладывает графический процессор по осям x и y, 

если при построении трехмерного графика применяется матричная пере-
менная?  

5. Как построить график кривой линии в трехмерном пространстве?  
 

1.5. Рекомендательный библиографический список  
 

1. Основы применения пакета MathCAD при проектировании ЭС : ме-
тод. указания к лаб. работе по курсу «Практикум по САПР» / Владим. гос.  
ун-т ; сост. Г. Д. Давыдов. – Владимир : Изд-во Владим. гос. ун-та, 2007. – 44 с. 

2. Дьяконов, В. MathCaD 2001 : учеб. курс / В. Дьяконов. – СПб.: Пи-
тер, 2001. – С. 184 – 231. – ISBN 5-318-00367-2. 
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Лабораторная работа № 2 
СИСТЕМЫ ЛИНЕЙНЫХ УРАВНЕНИЙ И АНАЛИЗ 

ЦЕПЕЙ ПОСТОЯННОГО ТОКА 
 
 

Цель работы: Изучение методов решения систем уравнений в среде 
MathCAD. Освоение способов использования MathCAD для анализа режи-
мов по постоянному току электрических цепей электронных средств. 

 
2.1. Подготовка к работе 

2.1.1. Состав теоретической подготовки 
 

Данная лабораторная работа рассчитана на два аудиторных занятия 
по четыре академических часа каждая. Она состоит из двух логически свя-
занных частей. Первая часть посвящена методам решения в среде Math-
CAD систем уравнений, наиболее применимых в электронике. Во второй 
части рассматривается технология использования этих методов при анали-
зе электрических схем с использованием MathCAD. 

При подготовке к лабораторной работе необходимо по данным мето-
дическим указаниям, рекомендованной и математической литературе 
предварительно проработать следующие вопросы: 

- основные понятия систем линейных и нелинейных уравнений;  
- методику решения систем линейных и нелинейных уравнений в 

среде MathCAD методом последовательных приближений; 
-  методику решения систем линейных уравнений в среде MathCAD 

методами матричной алгебры; 
- основы теории метода узловых потенциалов;  
-  принцип работы простейшего резистивного усилителя класса А и 

режим его по постоянному току.  
По результатам подготовки требуется составить заготовку отчета в 

электронной форме. Она должна содержать титульный лист, цель работы, 
теоретическую часть и лабораторное задание. Теоретическая часть гото-
вится каждым студентом самостоятельно и может содержать краткое опи-
сание основных приемов работы с пакетом и его свойств, которые студен-
ту представляются наиболее важными и могут помочь при защите лабора-
торной работы. Текст теоретической части пишется студентом на основа-
нии его знаний приобретенных в процессе подготовки к лабораторной ра-
боте, копирование материалов других авторов не допускается. 
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2.1.2. Варианты лабораторного задания 
 

Предполагается выполнение каждым студентом собственного вари-
анта. Исходные данные по вариантам приведены в таблицах вариантов за-
даний (табл. 2.1). Номер варианта соответствует номеру фамилии студента 
в учебном журнале академической группы. 

Таблица 2.1 
Варианты заданий 

№ 
п/п 

Ep, 
В 

Схема,
рис.

R1,
кОм

R2,
кОм

R3,
кОм

Rk, 
кОм 

  1 5 2.1 5 2 0,5 2 
  2 15 2.2 10 12 3 - 
  3 10 2.3 7 4 1 1 
  4 8 2.1 6 3 0,6 1 
  5 20 2.2 15 12 3 - 
  6 18 2.3 10 3 1 1 
  7 7 2.1 4 2 0,3 1 
  8 6 2.2 7 8 3 - 
  9 5 2.3 4 2 0,5 1 
10 10 2.1 7 3 1 2 
11 12 2.2 8 9 2 - 
12 3 2.3 3 1 0,6 2 
13 16 2.2 12 10 4 - 
14 14 2.1 8 4 0,8 1,5 
15 7 2.2 15 15 2 - 
16 12 2.3 5 12 3 2 
17 17 2.1 8 3 0,5 2 
18 12 2.2 6 8 3 - 
19 5 2.3 4 1,5 0,2 0.4 
20 3 2.1 3 1,4 0,3 0,5 
21 10 2.2 9 7 1 - 
22 4 2.3 4 2 0,3 0,2 
23 3 2.1 4 2 0,4 2 
24 6 2.2 3 4 1 - 
25 3 2.3 3 2 0,1 0,2 
26 7 2.1 8 4 0,6 1,5 
27 5 2.2 8 7 2 - 
28 12 2.3 5 2 1 0,3 
29 4 2.1 7 3 0,5 2 
30 6 2.2 6 6 2 - 

Во всех вариантах заданий используется кремниевый транзистор с на-
пряжением отпирания линеаризованной вольтамперной характеристики 
ЕБ0=0,75В. Схемы вариантов исследуемого каскада приведены на рис. 2.1 – 2.3.  
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Эквивалентная схема транзистора представлена в подп. 2.2.2, а значения 
параметров ее элементов приведены в таблице параметров транзистора 
(табл. 2.2). 

Таблица 2.2 
Параметры транзистора 

№ 
п/п 

Ik0, 
мкА. B rb1, 

Ом. 
rb2,
Ом.

rk,
Ом.

Rki,
кОм.

re,
Ом.

Ck0, 
пФ.

Ce0, 
пФ. 

Eb0, 
В.

1 1 50 40 30 20 300 20 10 100 0,75 
2 0,2 40 50 0 50 60 15 30 220 0,75
3 0,3 50 50 70 20 50 50 15 120 0,75 
4 0,4 60 30 0 10 30 25 20 150 0,75
5 0,05 30 70 50 40 53 40 5 50 0,75 
6 0,06 70 20 40 30 80 20 8 75 0,75
7 0,7 70 20 - 15 40 20 12 80 0,75 
8 0,08 50 20 40 20 25 40 23 200 0,75
9 0,2 30 0 30 4 30 35 40 450 0,75 
10 0,5 40 50 60 30 100 15 21 200 0,75
11 0,11 70 40 0 60 50 50 10 80 0,75 
12 0,3 70 20 10 3 20 10 8 90 0,75
13 0,13 100 0 40 20 30 40 4 45 0,75 
14 0,3 70 20 - 10 30 30 3 40 0,75
15 0,16 20 70 60 20 40 50 5 50 0,75 
16 0,5 40 20 20 4 20 10 15 130 0,75
17 0,2 60 25 15 10 25 20 20 250 0,75 
18 0,18 25 90 80 30 60 35 6 50 0,75
19 1 50 15 20 12 25 15 12 100 0,75 
20 1 40 10 10 5 10 17 4 30 0,75
21 0,20 80 60 0 60 70 50 9 100 0,75 
22 0,5 40 9 4 2 10 5 15 130 0,75
23 0,08 50 20 - 3 9 10 12 110 0,75 
24 0,24 30 30 50 90 100 37 20 220 0,75
25 1 70 5 0 2 6 40 10 110 0,75 
26 0,3 70 20 - 10 30 30 30 200 0,75
27 0,3 40 0 30 25 30 17 4 35 0,75 
28 0,05 40 20 20 4 20 10 25 200 0,75
29 0,2 40 50 60 30 100 15 2 20 0,75 
30 0,3 40 20 0 30 40 25 14 130 0,75
 

В таблице параметров использованы следующие обозначения: 
 Ik0 – тепловой ток коллектора; 
 B – коэффициент усиления транзистора по току; 
 rb1 – сопротивление периферийной области базы транзистора; 
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 rb2 – сопротивление активной области базы транзистора; 
 rk – сопротивление цепи коллектора; 
 Rki – сопротивление утечки; 
 re – сопротивление цепи эмиттера; 
 Ck0 – емкость коллекторного перехода; 
 Ce0 – емкость эмиттерного перехода; 

Eb0 – напряжение отпирания транзистора.  
 

 
 

Рис. 2.1 
 

 
 

Рис. 2.2 
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Рис. 2.3 

 
 

2.2. Основные теоретические положения 
 

2.2.1. Решение систем нелинейных уравнений 
 

В среде MathCAD имеется несколько встроенных функций, на осно-
ве которых можно решать системы нелинейных уравнений. К ним относят-
ся функции: Find, Minerr, Root и др. В данной работе изучается примене-
ние функции Find как обладающей наибольшими возможностями.  

Для решения систем нелинейных и линейных уравнений с помощью 
функции Find в MathCAD предусмотрен специальный вычислительный 
блок, состоящий из четырех логических частей, записываемых последова-
тельно: 

 определение исходных данных и начальных значений отыскивае-
мых неизвестных; 

 Given – ключевое слово, отмечающее начало записи системы 
уравнений; 

 система уравнений; 
 Find(x1,x2, … ,xm) – встроенная функция для решения системы 
относительно неизвестных x1,x2, … ,xm. 

В первой части обязательным действием является задание начальных 
значений отыскиваемых неизвестных. Это обусловлено использованием в 
функции Find численных методов, которые ищут решение путем последо-
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вательного расчета приближенных решений с уточнением их на каждой 
последующей итерации [1, с. 210]. Эти значения используются как исход-
ные на первой итерации. С них начинается поиск решения. Если система 
имеет единственное решение, величины начальных значений не влияют на 
конечный результат и могут задаваться произвольно. При наличии не-
скольких корней функция Find находит только один из них. Выбор началь-
ных значений определяет, к какому из возможных решений приведет по-
следовательность приближений.  

Процесс решения может завершаться неудачей в двух случаях: при 
отсутствии корней системы и при отсутствии сходимости итерационного 
процесса. Чтобы избежать бесполезных потерь времени на поиски отсутст-
вующего решения необходимо проводить анализ системы на наличие и 
число корней. Этот анализ индивидуален и достаточно сложен, но только 
он позволяет сделать вывод о принципиальной возможности решения и 
оправдать дальнейшие усилия. Если имеется уверенность в наличии кор-
ней, но сходимость вызывает сомнения, то можно попробовать применить 
другой метод последовательных приближений и другие начальные значе-
ния неизвестных. Для замены метода надо:  

- вызвать контекстное меню щелчком правой кнопки мыши по функ-
ции Find; 

- навести маркер на пункт Nonlinear и по положению точки узнать 
применяемый по умолчанию метод; 

- установить новый метод щелчком левой кнопки мыши по соответ-
ствующему пункту. 

Возможно использование трех методов последовательного прибли-
жения: Conjugate Gradient (Сопряжение градиентов), Quasi-Newton (Квази-
Ньютоновский) и Levenberg-Maquardt (Левенберга). По умолчанию произ-
водится автоматический выбор метода. После ручной установки метода 
применяется только заданный пользователем метод. Чтобы вернуться к ав-
томатическому выбору, надо установить галочку в пункте AutoSelect в 
контекстном меню. 

Определение в первой части исходных данных и констант, которые 
могут потребоваться для удобства последующей записи уравнений, не яв-
ляется обязательным.  

Запись системы в третьей части вычислительного блока производит-
ся в виде последовательности логических выражений. Это означает, что 
вместо привычного знака равенства надо использовать оператор логиче-
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ского равенства. Вводить его можно с инструментальной панели Boolean 
или с клавиатуры одновременным нажатием двух клавиш <Ctrl>+<=>.        
В среде MathCAD кроме равенства могут использоваться и условия типа 
больше или меньше в специальных задачах. 

Конец вычислительного блока математический процессор MathCAD 
распознает по наличию в очередном выражении встроенной функции Find. 
Результатом вычислений этой функции является векторная переменная, 
содержащая значения неизвестных, соответствующих найденному реше-
нию. В качестве аргументов функции Find задаются переменные, исполь-
зованные в качестве неизвестных.  

Рассмотрим пример решения системы нелинейных уравнений мето-
дом последовательных приближений. Пусть требуется решить систему 
уравнений 

2 3 0;
3 2 cos( ) 0.
X Y

X Y
+ − =

+ =
 

Для анализа числа корней эта система в графической форме пред-
ставлена на рис. 2.4 в виде функций пользователя, отражающих связи ме-
жду неизвестными X и Y. По ним построены графики, которые показывают 
траектории возможных решений. Решения располагаются в точках пересе-
чения кривых. 

 
Рис. 2.4 
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Из графиков видно, что система имеет два корня. На рис. 2.5 пред-
ставлено решение системы. 

 

 
Рис. 2.5 

 
Начальные значения неизвестных практически произвольно приняты 

равными единице. Полученный корень соответствует правой точке пересе-
чения на графике рис. 2.4. Чтобы отыскать второй корень можно поменять 
начальные значения неизвестных. На рис. 2.6 представлено решение, при-
водящее ко второму корню. 

 

 
Рис. 2.6 
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Для окончательного завершения решения необходимо выполнить 
проверку полученных результатов путем подстановки корней в уравнения. 
Возможный пример проверки представлен на рис. 2.7. 

 

 
Рис. 2.7 

 
 

2.2.2. Решение систем линейных уравнений 
 

Системой линейных уравнений называют совокупность уравнений 
вида 

 

1,1 1 1,2 2 1, 1, 1... ... ;j j N Na x a x a x a x b+ + + + + =  

2 ,1 1 2 ,2 2 2 , 2 , 2... ... ;j j N Na x a x a x a x b+ + + + + =  
. . .  

,1 1 ,2 2 , ,... ... ;i i i j j i N N ia x a x a x a x b+ + + + + =  
. . . 

NNNijjNNN bxaxaxaxa =+++++ ,,22,11, ...... . 
 

Здесь jia ,  – постоянные коэффициенты при неизвестных jx ; 

 ib  –  свободные члены уравнений.  
Такая система уравнений имеет одно единственное решение, если 

она не содержит линейно зависимых уравнений и число неизвестных пе-
ременных равно числу уравнений. 

Очевидно, что эта форма записи вполне соответствует форме урав-
нений решаемых по методу последовательных приближений и может ре-
шаться с помощью вычислительного блока Given-Find. Практически более 
удобно решать систему линейных уравнений в матричной форме. 



-28- 
 

В матричной форме такую систему можно записать как  
BXA =⋅ , 

где  A  – матрица коэффициентов  уравнений  jia ,   размерностью  N×N,    
X – вектор неизвестных,  B – вектор правых частей уравнений.  

Решение  этой системы  в матричной форме находится с помощью 
уравнения  

BAX ⋅= −1 , 
где  A-1 – обращенная матрица A . 

Ввод матриц и векторов в MathCAD можно выполнить с помощью 
пункта главного меню Insert/Matrix… . С помощью панели, приведенной 
на рис. 2.8, задается размер матрицы.  

В поле Rows надо задать число 
строк в матрице, а в поле Columns – 
число столбцов. В примере задано пять 
строк и три столбца. Для матрицы A 
число строк и столбцов берется одина-
ковое и равное N. Для вектора правых 
частей задается N строк и один столбец. 

После щелчка левой кнопки мы-
ши по клавише Ok на рабочем поле па-
кета в позиции ввода появится изобра-
жение матрицы с черными полями ввода  
как это приведено на рис. 2.9. 

 
В каждое поле ввода матрицы A вводится 

соответствующее значение ,i ja , а в поля вектора   

B – значение bi.  
Задание обращенной матрицы A-1 в среде 

MathCAD выполняется с помощью инструмен-
тальной панели Matrix оператором, обозначен-
ным символом X-1. Можно также просто возвести 
в степень -1 переменную, содержащую матрицу. 
Математический процессор автоматически опо-

знает вид переменной и производит обращение матрицы. 
  

Рис. 2.8 

Рис. 2.9 
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На рис. 2.10 приведен пример решения линейной системы методом 
последовательных приближений, а на рис. 2.11 – в матричной форме.  

 
Пусть требуется решить систему линейных уравнений:

2 X1⋅ 5 X4⋅+ X2+ 3− 0
X3 X2− 7 X1⋅+ 6
4 X3− 2 X5⋅
3 X1⋅ 7 X2⋅− 11 X3⋅+ X4− 4 X5⋅+ 17
X3 X5+ 0

Данная система линейнонезависима и имеет единственное 
решение

РЕШЕНИЕ

А) Методом последовательных приближений:

X1 0:= X2 0:= X3 0:= X4 0:= X5 0:=

Given

2 X1⋅ 5 X4⋅+ X2+ 3− 0

X3 X2− 7 X1⋅+ 6

4 X3− 2 X5⋅

3 X1⋅ 7 X2⋅− 11 X3⋅+ X4− 4 X5⋅+ 17

X3 X5+ 0

O1 Find X1 X2, X3, X4, X5,( ):=
O1

0.507

6.452−

4−

1.688

4

⎛
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

⎞
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

=

 
 

Рис. 2.10 

 

Данная система линейно независима и имеет единственное 
решение 
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Рис. 2.11 

 
 

 
2.2.3. Анализ режима усилительного каскада по постоянному току 
 

 
Цель анализа режима покоя каскадов электронных устройств – опре-

деление постоянных токов и напряжений элементов схемы при отсутствии 
входного сигнала. По этим значениям можно оценить принципиальную 
возможности усиления сигналов каскадом, возможную величину выход-
ных колебаний, тепловыделение в элементах и другие параметры схемы. 
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Наиболее важен режим работы активного элемента, на котором построен 
каскад. Ниже рассматривается порядок расчета реального узла электрон-
ного устройства на примере усилительного каскада с биполярным транзи-
стором.  

Анализ основывается на принципиальной электрической схеме кас-
када. При этом для расчетов применяются основные законы и методы 
теории электрических цепей: законы Ома и Кирхгофа, методы контурных 
токов и узловых потенциалов. В данном случае они используются в про-
стейшем виде, соответствующем  цепям постоянного тока, но и при ана-
лизе прохождения гармонических колебаний, приведенная ниже техноло-
гия вполне применима. Эти методы используют в своих уравнениях идеа-
лизированное представление элементов, отражающих исследуемый про-
цесс.  

 
Преобразование принципиальной электрической схемы к эквивалентной 

 
В принципиальных электрических схемах элементы описываются с 

позиции конструкции, т.е. в первую очередь указываются тип элемента 
как комплектующего изделия, производитель и номинальный параметр. 
Только часть этих сведений может участвовать в электрическом расчете. 
При этом может требоваться коррекция данных с учетом электрических 
режимов, частотного диапазона и др. Чтобы произвести численный ана-
лиз схемы необходимо реальную схему заменить эквивалентной. 

Эквивалентная схема должна быть составлена так, чтобы она дос-
таточно точно соответствовала работе реальной, с точки зрения иссле-
дуемого процесса, но содержала бы только идеализированные электри-
ческие элементы и их параметры. Эти параметры можно найти в описа-
ниях комплектующих или в литературе. Если для замены реальных эле-
ментов использовать полные описания всех их свойств, эквивалентная 
схема может  получиться неоправданно усложненной. Поэтому следует 
внимательно оценивать величину влияния каждого параметра на иссле-
дуемый процесс и отбрасывать параметры и элементы, влияние которых 
на результат можно считать незначительным.  

Порядок анализа рассмотрим на примере простейшего усилителя со-
бранного по схеме рис. 2.12. 
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Будем для примера считать, что элементы схемы усилителя имеют 
следующие параметры: 

 

 

 
 

Рис. 2.12 
 

Эквивалентную схему получают путем поэтапных преобразований 
принципиальной схемы. На каждом этапе производятся только однооб-
разные типовые преобразования. Схема обязательно перерисовывается. 
Такой подход позволяет значительно уменьшить число возможных оши-
бок. 

На первом этапе необходимо проанализировать качественное влияние 
каждого элемента на работу всей схемы в исследуемом режиме и упростить 
схему удалением элементов, практически не влияющих на работу схемы.  

Элементы, токи в которых пренебрежимо малы, могут быть замене-
ны разрывом на соответствующем участке схемы. Если ток элемента имеет 
существенное значение, но падение напряжения на нем настолько мало что 
не влияет на работу схемы, его можно заменить проводником.  

Для упрощения схемы можно учесть зависимость сопротивления 
элементов от частоты. В данном случае рассчитывается режим покоя по 
постоянному току, т.е. при отсутствии или малой амплитуде напряжения 
U1. Схему можно считать линейной и влиянием переменных токов на ре-
жим по постоянному току можно пренебречь. 
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В этом случае влияние конденсаторов скажется только в виде незна-
чительной утечки через диэлектрик изоляции пластин. Он может быть за-
менен сопротивлением большой величины. Так как конденсаторы, исполь-
зуемые в электронной аппаратуре, отличаются высоким качеством изоля-
ции можно этим эффектом пренебречь и удалить их из схемы, заменяя 
конденсаторы просто разрывом и пренебрегая утечкой. 

Катушки индуктивности и трансформаторы на постоянном токе не 
создают ЭДС самоиндукции и взаимоиндукции, поэтому их влияние сво-
дится к эффекту омического сопротивления проводов обмоток, и они мо-
гут на постоянном токе заменяться сопротивлениями. Чаще всего это со-
противление много меньше сопротивления других элементов схемы, со-
единенных с катушками последовательно. В этом случае катушки на эк-
вивалентной схеме следует заменять перемычками. 

Резисторы на постоянном и переменном токе средних частот ведут 
себя примерно одинаково. На эквивалентной схеме они заменяются сопро-
тивлением равным номинальному значению. Отличия наблюдаются только 
на высоких и сверхвысоких частотах при неудачном выборе типа резисто-
ра или при повышенных требованиях к точности анализа. 

Источники постоянных напряжений и токов заменяются эквивалент-
ными схемами, содержащими соответствующий идеализированный источ-
ник и внутреннее сопротивление.  

Если внутреннее сопротивление источника очень мало или велико, 
им можно пренебрегать. Реальный источник напряжения, имеющий очень 
малое выходное сопротивление, близок по свойствам к  идеализированно-
му источнику напряжения. Реальный источник с очень большим выходным 
сопротивлением по свойствам ближе к идеализированному источнику то-
ка, поэтому его удобно заменять идеа-
лизированным источником тока.  

Эквивалентная схема рассматри-
ваемого усилителя после упрощения 
примет вид, представленный на рис. 2.13. 

Эта схема по постоянному току 
идентична исходной, но она существен-
но проще и удобней для анализа. К со-
жалению, она содержит транзистор, ко-
торый в таком не формализованном ви-
де не может участвовать в расчетах. Его ролью в работе схемы нельзя пре-
небречь. 

Рис.2.13 
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На втором этапе надо заменить эквивалентными схемами элементы, 
описания которых недостаточно формализовано. В данной схеме это тран-
зистор. Для анализа работы транзистора на постоянном токе в активном 
режиме можно использовать, например, Т-образную эквивалентную схему 
биполярного транзистора, изображенную на рис. 2.14.  

 

 
 

Рис. 2.14 
 
Здесь rb1, rb2 – объемные сопротивления периферийной и активной 

областей базы; 
rk – сопротивление контактного перехода коллекторной области;  
Rik – внутреннее сопротивление транзистора; 
re – сопротивление эмиттера; 
Ik0 – тепловой ток коллекторного перехода. Считаем Ik0=1 мкА; 
Eb0 – напряжение отпирания транзистора, оно соответствует точке 

перегиба передаточной вольт-амперной характеристики, аппроксимиро-
ванной прямыми линиями. В лабораторной работе для всех вариантов 
транзистор считается кремниевым и принимается Eb0=0,75 В; 

Ibi – ток внутренней (активной области) базы транзистора; 
k i b iI =B ×I – ток коллектора транзистора, порождаемый током ин-

жекции эмиттерного перехода, который в первом приближении пропор-
ционален току внутренней базы транзистора Ibi; 
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B  – коэффициент усиления транзистора потоку в схеме с общим 
эмиттером.  

Эта схема содержит только идеализированные элементы и ее можно 
вставить в эквивалентную схему усилителя вместо транзистора. В резуль-
тате получаем схему рис. 2.15, пригодную для расчетов известными мето-
дами теоретической электротехники. 

 

 
Рис. 2.15 

 
 Параметры эквивалентной схемы транзистора, использованные в 
рассматриваемом примере (см. рис. 2.12): 

 
 
 
 

Расчет узловых потенциалов 
 

Расчет электрических схем в среде MathCAD удобно выполнять с 
помощью метода узловых потенциалов. Ниже приведен возможный поря-
док расчетов с необходимыми пояснениями из теории метода узловых по-
тенциалов. 
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А. Преобразовать источники напряжения в источники тока с помо-
щью теоремы об эквивалентном генераторе.  

Метод узловых потенциалов требует, чтобы на схеме присутствова-
ли только источники тока и не допускает наличия источников напряжения.  

Согласно теореме об эквивалентном генераторе реальный источник 
может быть представлен в любой из двух эквивалентных схем, изображен-
ных на рис. 2.16. Обе схемы совершенно равноправны, и можно перехо-
дить от одной к другой в зависимости от конкретных требований приме-
няемой методики расчета. 

 

 
Рис. 2.16 

 
Здесь E, I – эквивалентные идеализированные источники; 

Zi – внутреннее сопротивление реального источника. 
Важной особенностью теоремы является то, что она справедлива 

только для реальных источников и непосредственно не может приме-
няться к отдельно взятому идеализированному источнику. Поэтому не-
обходимо сначала идеализированный источник дополнить внутренним 
сопротивлением и применять теорему к получившемуся реальному ис-
точнику. Если естественное внутреннее сопротивление источника отсут-
ствует, можно добавить его искусственно, включив в схему дополни-
тельное сопротивление с параметрами, не влияющими на распределение 
токов и напряжений в ветвях электрической цепи. Идеализированный 
источник напряжения можно представить как реальный, но с малым 
внутренним сопротивлением. Это сопротивление должно быть таким, 
чтобы падение напряжения на нем было заведомо меньше допустимой 
погрешности задания напряжения источника. С другой стороны величи-
ну внутреннего сопротивления нельзя выбирать слишком малой вслед-
ствие ограниченной точности вычислений в подпрограммах среды 
MathCAD. Практически принятая по умолчанию точность расчетов дос-
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таточна, если падение напряжения на внутреннем сопротивлении со-
ставляет около 10-2 – 10-3 от напряжения источника. 

На данной схеме 2.15 имеется два источника напряжения Eb0 и Ep. 
В обоих случаях заменяем их эквивалентными источниками тока (см. 
рис. 2.13). Сначала подбираем элементы, которые можно использовать 
как внутренние сопротивления эквивалентных генераторов. В первом 
случае можно воспользоваться имеющимся сопротивлением rb2. Во вто-
ром случае Rk не желательно использовать в качестве внутреннего со-
противления источника, так как точку подключения Ep желательно со-
хранить для контроля правильности расчетов. Для приведения этого 
идеализированного источника к реальному можно искусственно ввести 
дополнительное пренебрежимо малое внутреннее сопротивление   
Rp=0,1 Ом. После замены источников получаем схему рис. 2.17 

 

 
 

Рис. 2.17 
 

Б. Выбрать нулевой узел и пронумеровать все остальные узлы по 
порядку, проставляя номера узлов на схеме. В качестве нулевого узла ре-
альных схем электронных устройств удобно выбирать узел, соединенный с 
нулевым проводом.  

При выделении узлов следует помнить, что все точки схемы, соеди-
ненные проводниками без элементов, считаются одним узлом. 
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В. Задаться направлением действия узловых потенциалов. Принци-
пиально направление можно выбирать произвольно, однако в этом случае 
усложняются правила определения знаков элементов уравнений, и увели-
чивается число ошибок. Рекомендуется для всех узлов выбирать направле-
ние от данного узла к нулевому. На схеме рис. 2.18 около каждого узла 
проставлен его номер и стрелка, направленная сверху вниз и обозначаю-
щая направление действия напряжения узла.  

 

 
Рис. 2.18 

 
Приведенные ниже правила определения знаков коэффициентов сис-

темы уравнений соответствуют именно таким рекомендациям по выбору 
нулевого узла и заданию полярности узловых потенциалов. При других ва-
риантах выбора знаки могут получиться неправильными.  

Направления токов на правила составления системы узловых урав-
нений не влияют, поэтому их можно выбирать произвольно. Надо только 
при расчете токов действующее на ветви напряжение брать как разность 
потенциала узла, из которого ток вытекает, и потенциала узла, в который 
он втекает согласно заданному направлению. Если последнее не будет со-
ответствовать фактическому направлению, ток получится со знаком минус. 
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Чтобы результаты расчетов были наглядными, направления токов пред-
почтительно принимать с учетом физических процессов в схеме. 

Г. Составить систему линейных уравнений по методу узловых по-
тенциалов. 

Метод узловых потенциалов предполагает, что для каждого узла, 
кроме нулевого, составляется узловое уравнение. Все вместе они образуют 
систему линейно-независимых уравнений, которая в канонической форме 
имеет следующий вид: 

 
1,1 1 1,2 2 1, 1, 1

2,1 1 2,2 2 2, 2, 2

... ... ;

... ... ;
j j N N

j j N N

Y U Y U Y U Y U I

Y U Y U Y U Y U I

⋅ + ⋅ + + ⋅ + + ⋅ =

⋅ + ⋅ + + ⋅ + + ⋅ =
 

. . . 
,1 1 ,2 2 , ,. . . . . . ;i i i j j i n N iY U Y U Y U Y U I⋅ + ⋅ + + ⋅ + + ⋅ =  

. . . 
,1 1 ,2 2 , ,... ... .N N N j j N n N NY U Y U Y U Y U I⋅ + ⋅ + + ⋅ + + ⋅ =  

 
Здесь 1... NU U – узловые потенциалы, т.е. напряжения на узлах от-

носительно нулевого узла, являющиеся неизвестными системы уравнений; 
,i jY – коэффициенты при неизвестных. Они имеют размерность 

проводимости  и  определяются  проводимостями  ветвей  подключенных  
к  i–му узлу. В цепях постоянного тока проводимости вещественные числа. 
В цепях переменного тока узловые проводимости могут быть комплекс-
ными числами; 

iI  – узловые токи.  
В методе узловых потенциалов в зависимости от способа определе-

ния существует два вида узловых проводимостей.  

Проводимости Yii, у которых номер столбца равен номеру строки, на-
зываются собственными проводимостями узлов. Собственные проводимо-
сти находятся на диагонали матрицы проводимостей, и часто зовутся диа-
гональными элементами. Численно собственная проводимость Yii узла i  
равна сумме проводимостей всех ветвей, подключенных к данному узлу. 
Собственные проводимости узлов вставляются в уравнения со знаком 
плюс.  

Проводимости Yij, у которых номер столбца не равен номеру строки 
( ji ≠ ), называются взаимными проводимостями узлов. Номер столбца оп-
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ределяет номер узла, с которым i-ый узел взаимодействует через взаимную 
проводимость. Под взаимной проводимостью понимают сумму проводи-
мостей ветвей, подключенных одним концом к данному узлу, а другим к 
узлу с номером равным номеру столбца. Взаимные проводимости берутся 
в уравнении и в матрице всегда со знаком минус. Если между двумя узла-
ми нет общих ветвей, соответствующая взаимная проводимость приравни-
вается к нулю.  

Для облегчения составления матрицы следует учитывать, что все 
взаимные проводимости обязательно присутствуют в собственной прово-
димости узлового уравнения, поэтому при записи взаимных проводимо-
стей можно не просматривать каждый раз всю схему, а брать проводимо-
сти из выражений собственных проводимостей.  

Узловые токи образуют правые части уравнений, не содержащие не-
известных. Узловой ток i-го узла равен сумме токов всех источников то-
ка, которые подключены к узлу. С учетом принятых направлений узловых 
потенциалов втекающий ток источника берется со знаком плюс, а выте-
кающий со знаком – минус. 

Система уравнений, составленная по схеме рис. 2.18, представлена в 
формате MathCAD (рис. 2.19). 

  

 
Рис. 2.19 
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Д. Проверить правые части уравнений на наличие в них неизвест-
ных величин. Выявить их можно любым доступным способом. В среде 
MathCAD это можно сделать просто и достоверно, если составить вектор 
правых частей уравнений. Составлять вектор, а в дальнейшем и матрицу 
проводимостей, следует в символическом виде. Такой способ уменьшает 
количество ошибок по сравнению с подстановкой чисел и делает удобо-
читаемым текст листинга программы. Для нашего примера получим век-
тор, изображенный на рис. 2.20. 

На рабочем поле пакета пере-

менная Iki в процессе интерпретации 
команд будет отмечена красным 
цветом. Так как черно-белое        
изображение не передает цвет               
на рис. 2.20 эта переменная под-
черкнута. Красный цвет отмечает 
наличие ошибки в тексте вычисли-
тельной программы. В данном слу-
чае он будет означать, что перемен-

ная Iki не определена, т.е. является 
неизвестной величиной. В результа-
те число неизвестных оказывается 
больше числа уравнений, что делает систему неразрешимой. Подобная си-
туация типична для активных элементов электронных устройств, так как в 
их эквивалентных схемах присутствуют управляемые источники тока. Для 
биполярного транзистора таким источником выступает ток инжекции эмит-

тера, обозначенный здесь переменной Iki. 
 
Е. Дополнить при необходимости систему новыми уравнениями. 
Для решения системы рис. 2.19 необходимо добавить как минимум 

одно уравнение. Из комментариев к эквивалентной схеме на рис. 2.14 
имеем 

.ki biI B I= ⋅  
 
 

Рис. 2.20 
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Данное уравнение содержит неизвестный ток Ibi и число неизвестных 
опять превышает число независимых уравнений. На основании первого за-
кона Кирхгофа по схеме рис. 2.18 можно составить еще одно уравнение 

2 0 0,b b biI I I− − =  
 

где  2 3
2

2
.b

b

U UI
r
−=  

Таким образом, для неизвестной Ibi мы составили уравнение 
 

2 3 0
2 2

1 1 0.b bi
b b

U U I I
r r

⋅ − ⋅ − − =  

В результате получено два дополнительных независимых уравнения, 
которые надо включить в систему. Теперь в системе число независимых 
уравнений равно числу неизвестных. Для реальных физически реализуе-
мых электрических устройств это означает, что полученная система урав-
нений разрешима. Включить новые уравнения в систему можно увеличе-
нием числа уравнений или способом подстановки неизвестных из допол-
нительных уравнений в уравнения рис. 2.19. Подстановка потребует ряда 
ручных операций, чреватых дополнительными ошибками и увеличенной 
трудоемкостью, поэтому в среде MathCAD используется только дополне-
ние.  

Чтобы дополнить систему, необходимо дополнительные и основные 
уравнения привести к виду, соответствующему методу узловых потенциа-
лов, т.е. неизвестные переносятся в левую часть уравнений, где распола-
гаются в порядке возрастания индексов, а известные – в правую часть.  

Неизвестные Iki и Ibi заменим новыми обозначениями U7 и U8 соответст-
венно. Дополнительные уравнения примут следующий вид: 

 

1 2 3 4 5 6 7 8

1 2 3 4 5 6 7 8 0
2 2

0 0 0 0 0 0 1 0 :
1 10 0 0 0 0 1 .b
b b

U U U U U U U B U

U U U U U U U U I
r r

⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ − ⋅ =

⋅ + ⋅ − ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ − ⋅ =  

 

В основных уравнениях надо перенести неизвестную Iki из правой 
части уравнений в левую с заменой  знака на противоположный. Допол-
ненная система в развернутом виде показана на рис. 2.21. 
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Рис. 2.21 

 
 

Решение системы уравнений 
 

Решение ищется с применением методов матричной алгебры по ме-
тодике, описанной в подп. 2.2.2. Оно имеет вид матричного уравнения  

1 .U Y I−= ⋅  
Рассмотрим необходимые действия по порядку. 
 
Составляем матрицу коэффициентов и вектор правых частей уравне-

ний по дополненной системе уравнений. 
Матрица проводимостей Y  и вектор узловых токов I  приведены в 

виде фрагмента листинга на рис. 2.22. Они созданы при помощи оператора 
Insert/Matrix… . Очевидно, что в такой форме матрица и вектор очень на-
глядны и позволяют с большой достоверностью проверить их правиль-
ность непосредственно по эквивалентной схеме. Этой формой и надо поль-
зоваться в лабораторной работе. Недостатки такого способа создания мат-
рицы сказываются при увеличении ее размерности. Требуется вводить зна-
чительное количество одинаковых элементов и изображение матрицы ста-
новится менее удобным, так как не помещается целиком в рабочем окне 
пакета. В таком случае можно пользоваться специальными функциями 
создания матриц [1] и индексными переменными. 
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Матрицу проводимостей можно создавать в виде векторной пере-
менной с двумя подстрочными индексами. Размер матрицы автоматически 
определяется при присвоении значения элементу с наибольшими номера-
ми строки и столбца. Остальным элементам матрицы по умолчанию при-
сваиваются нулевые значения. Если необходимо увеличить размеры мат-
рицы при дополнении системы новыми уравнениями, достаточно просто 
ввести новые элементы с большими значениями индексов. При этом ранее 
определенные элементы сохраняются. Следует учитывать, что по умолча-
нию счет столбцов и строк начинается с нуля. Можно установить порядок 
счета с единицы при помощи переменной ORIGIN:=1. На рис. 2.23 приве-
ден текст определения матрицы для системы рис. 2.19, полученной непо-
средственно по эквивалентной схеме с использованием индексной пере-
менной. 

 

 
 

Рис. 2.23 
 
Способ определения матрицы, представленный на рис. 2.23, не тре-

бует ручного ввода нулевых значений. Они заносятся автоматически по 
умолчанию. Чтобы дополнить матрицу новыми уравнениями, достаточно 
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просто присвоить значения дополнительным элементам, как показано       
на рис. 2.24. 

 
 

Рис. 2.24 
 
Эти операторы добавят в матрицу две строки и два новых столбца. 

Дополнительные строки и столбцы матрицы теперь определены полностью 
и заполнены коэффициентами дополнительных уравнений. 

Независимо от примененного способа определения получится окон-
чательная матрица, которая оператором чтения была выведена на рабочее 
поле и приведена на рис. 2.25. 

 

 
 

Рис. 2.25 
 

Распечатка на рис. 2.25 иллюстрирует, что математический процес-
сор MathCAD самостоятельно и без ошибок подставил числовые значения 
переменных, произвел необходимые вычисления по формулам и хранит 
матрицу в числовом виде.  

На последнем этапе расчета необходимо решить полученную систе-
му уравнений и представить результат в наглядном виде.  
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В соответствии с рассмотренной процедурой решения линейных 
уравнений приведенная система в матричной форме записывается в виде 

IUY =⋅ . 
Здесь U=(U1, U2, U3, … Un) – вектор-столбец, составленный из неиз-

вестных. 
Решение системы записывается в виде скалярного произведения 
 

1 .U Y I−= ⋅  
 
Решение системы уравнений приведено на рис. 2.26.  

 

 
 

Рис. 2.26 
 
 

Проверка решения 
 

Проверить правильность решения можно различными способами, 
например, составить для каждого узла эквивалентной схемы уравнения по 
первому закону Кирхгофа. В узлах, которые соответствуют правильно со-
ставленным уравнениям, сумма токов должна равняться нулю. Отклонение 
от нуля возможно в пределах точности вычислений. Если при составлении 
узлового уравнения вкралась ошибка, сумма токов этого узла получится не 
равной нулю. Этот признак обычно позволяет определить уравнение, со-
держащее ошибку. На рис. 2.27 приведен листинг возможной программы 
проверки примера. 
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Рис. 2.27 
 
 
 

Расчет напряжений и токов элементов 
 

Расчет напряжений и токов всех элементов принципиальной схемы 
производится с помощью законов Ома и Кирхгофа индивидуально для ка-
ждого элемента. Его удобно провести при проверке, как это сделано на 
рис. 2.27. Наибольший  интерес представляют токи и напряжения транзи-
стора, потому что они определяют характеристики и само наличие усиле-
ния. На рис. 2.27 явно определены: 

  - ток коллектора Ik=2,84 мА; 
  - ток эмиттера Ie=2,86 мА; 
  - ток базы Ib= 16,8 мкА. 

Легко определяются: 
  - напряжение между эмиттером и коллектором Uek=U5=3,73 В; 
  - напряжение эмиттерного перехода Ueb=U1=0,82 В; 
  - напряжение коллекторного перехода Ubk=U1 – U5= – 2,91 В. 
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Анализ рабочего режима транзистора 
 

При анализе режима транзистора по постоянному току в резистив-
ном усилителе класса А надо проверить соответствие общим и специаль-
ным требованиям. В данном случае рассматривается усилительный каскад 
общего назначения, поэтому можно рассмотреть только наиболее общие 
требования. К ним относятся следующие требования и ограничения: 

- наиболее полно использовать энергию источника питания и получить 
максимальную амплитуду выходного сигнала можно, если напряжение 
между коллектором и эмиттером транзистора примерно равно напряжению 
на резисторе нагрузки Rk и по возможности приближается к половине на-
пряжения питания; 

- амплитуда тока неискаженных колебаний транзистора не может быть 
больше тока покоя транзистора. Если принять ток нагрузки равным току 
через Rk, можно считать что амплитуда выходного тока будет не более по-
ловины тока покоя; 

- ток базы должен быть втекающим и близким к величине, определяе-
мой выражением Ib=Ik/B. Если это не выполняется, транзистор обладает 
большим тепловым током и не пригоден для работы с малым током кол-
лектора, т.е. ток покоя коллектора должен быть увеличен; 

- ток в резисторах делителя R1,R2 должен превышать ток базы в 3 – 4 
раза, а напряжение на эмиттере должно составлять 0,1 – 0,2Ep, чтобы схе-
ма стабилизации режима работала эффективно.   

 

 

 

2.3. Лабораторное задание 
 

Часть 1. Решение систем уравнений в среде MathCAD 
 
1. Изучить с помощью примеров решение систем уравнений методом 

последовательных приближений. 
1.1. Составить самостоятельно и записать в канонической форме 
простейшую систему нелинейных уравнений, содержащую 2 – 3 
неизвестных и имеющую несколько решений. 
1.2. Провести анализ на наличие и количество решений. 
1.3. Ввести эту систему уравнений и решить ее.  
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1.4. Произвести проверку. 
1.5. Найти остальные корни этой системы. 
1.6. Составить самостоятельно, записать в канонической форме 
и решить методом последовательных приближений систему ли-
нейных уравнений, содержащую 4 – 5 неизвестных. 

2. Изучить решение линейных уравнений в матричной форме. 
2.1. Записать ранее составленную систему линейных уравнений 
в матричной форме. 
2.2. Решить ее путем перемножения матрицы коэффициентов и 
вектора свободных членов уравнения. 
2.3. Произвести проверку. 

 
 
 

 Часть 2. Анализ линейных цепей на постоянном токе 
 
1. Изучить порядок преобразования принципиальной схемы к экви-

валентной. 
1.1. Изобразить схему резистивного усилителя со стабилизацией 
режима с помощью параллельной обратной связи и сопротивле-
ния в цепи эмиттера. Схему и параметры взять из таблицы вари-
антов. 
1.2. Составить эквивалентную схему этого каскада и последова-
тельно преобразовать ее к форме, пригодной для решения по 
методу узловых потенциалов. 

2. Освоить технологию расчетов по методу узловых потенциалов в 
среде MathCAD. 

2.1. Пользуясь полученной эквивалентной схемой составить 
систему уравнений по методу узловых потенциалов. 
2.2. Если в векторе узловых потенциалов присутствуют неиз-
вестные величины, составить систему уравнений с необходи-
мыми дополнениями. 
2.3. Составить матрицу проводимостей и вектор узловых токов с 
учетом дополнительных уравнений. 
2.4. Решить полученную систему уравнений. 

3. Рассчитать токи и напряжения всех элементов принципиальной 
схемы усилителя.  
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4. Проанализировать режим покоя транзистора получившегося 
усилителя и сделать выводы о величине возможных максимальных зна-
чений токов и напряжений выходных сигналов, а также о необходимых 
изменениях в режиме для увеличения напряжения и мощности выходно-
го сигнала. 
 
 

2.4. Вопросы для самопроверки 
 

1. Как выглядит структура листинга блока MathCAD для решения по 
методу последовательных приближений?  

2. Какие уравнения можно решать с помощью методов матричной ал-
гебры?  

3. Опишите порядок действий, которые необходимо выполнить для 
анализа реального электрического устройства в среде MathCAD. 

4. Почему на эквивалентной схеме для анализа по постоянному току 
конденсаторы следует заменить разрывами цепи? Как следует заменять ка-
тушки индуктивности и источники переменного напряжения?  

5. Какие элементы не должны присутствовать на эквивалентной схеме, 
подготовленной для анализа по методу узловых потенциалов? Как с ними 
следует поступить? 

6. Почему направления узловых потенциалов предпочтительно брать 
от данного узла к нулевому? 

7. Сколько уравнений составляется по методу узловых потенциалов? 
8. Как дополнить систему уравнений, если эквивалентная схема со-

держит управляемые источники тока?  
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2. Кудрявцев, Е. М. MathCAD 11 : Полное руководство по русской 
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Лабораторная работа № 3 
РАСЧЕТЫ ПО МЕТОДУ КОМПЛЕКСНЫХ АМПЛИТУД  

 
 

Цель работы: Изучение возможностей пакета MathCAD для анализа 
линейных цепей переменного тока при гармоническом воздействии. При-
обретение навыков применения метода комплексных амплитуд в среде 
MathCAD. 

 
3.1. Подготовка к работе 

 
В процессе подготовки к выполнению данной лабораторной работы 

каждый студент должен, используя техническую литературу, конспекты 
лекций по электротехнике и данное пособие, повторить основы анализа 
линейных цепей при воздействии гармонических колебаний и метода ком-
плексных амплитуд. Необходимо разобрать следующие теоретические во-
просы: 

 - математическое представление гармонических колебаний в виде 
мгновенных значений, комплексной амплитуды и векторных диаграмм; 

- формула Эйлера, алгебраическая, экспоненциальная и тригоно-
метрическая формы представления комплексной амплитуды; 

 - основные действия над гармоническими колебаниями во всех 
трех видах представления; 

- закон Ома в символической форме; 
- действия над комплексными числами в среде MathCAD. 

Также требуется самостоятельно подготовить в электронной или ру-
кописной форме заготовку отчета. Последняя должна содержать титуль-
ный лист, цель работы, краткие теоретические сведения и лабораторное 
задание, включая вариант задания из приведенной табл. 3.1. 

 
3.2. Основы метода комплексных амплитуд 

 
При анализе линейных цепей переменного тока используется уни-

кальное свойство гармонических колебаний проходить по линейным це-
пям, не меняя своей формы. Если на вход линейной цепи подключить ис-
точник гармонических колебаний, то токи во всех элементах и напряжения 
на них будут иметь синусоидальную форму с частотой равной частоте 
входных колебаний. 
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Таблица 3.1 
Варианты заданий 

Номер 
 в журн. 
группы 

Параметры гармонических колебаний Интегр. цепь
Т, 
мкс 

Am1, 
 В 

Am2, 
 В 

Am3, 
 В 

Ψ1, 
град 

Ψ2, 
град 

Ψ3, 
град 

Rin, 
кОм 

Сin, 
пФ 

1 5 2 11 6 0 30 -30 1 1000 
2 10 15 12 20 0 -45 30 3 670 
3 15 20 13 30 0 15 -60 5 600 
4 20 12 14 25 0 20 -40 10 400 
5 30 30 25 40 0 60 -60 4 1500 
6 40 13 11 20 0 -15 15 2 4000 
7 50 4 12 10 0 75 -45 4 2500 
8 1 5 13 10 0 -60 60 6 40 
9 0,2 3 14 12 0 30 -15 0.2 200 
10 0,3 4 15 20 0 -45 75 2 30 
11 0,4 5 11 15 0 15 -60 4 20 
12 0,5 6 12 8 0 20 -40 4 25 
13 0,8 7 13 6 0 60 -60 4 40 
14 50 5 14 11 0 -15 15 10 1000 
15 2 6 15 9 0 75 -45 8 50 
16 15 3 11 5 0 -60 60 10 300 
17 50 15 12 20 0 30 -60 4 2500 
18 1 14 13 40 0 30 -30 1 200 
19 0,2 3 14 11 0 -60 -45 3 15 
20 0,3 4 15 7 0 -40 15 4 15 
21 30 6 8 3 0 -60 20 2 3000 
22 33 7 12 10 0 15 -60 4 2000 
23 0,8 8 13 15 0 45 -15 0.6 300 
24 50 6 14 18 0 60 -75 4 2400 
25 2 7 15 13 0 -15 60 6 70 
26 15 8 11 12 0 75 -30 8 400 
27 50 9 12 19 0 -60 30 10 1000 
28 1 7 13 6 0 40 -60 4 50 
29 0,2 5 14 11 0 60 -40 2 20 
30 10 6 15 9 0 15 -15 4 500 
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При прохождении гармонического колебания через линейную цепь у 
него будет меняться только амплитуда и начальная фаза. Рассчитать их 
можно, если воспользоваться методом комплексных амплитуд с примене-
нием закона Ома в символической форме. Это позволяет упростить расчет 
электрических линейных цепей, заменив решение системы дифференци-
альных уравнений системой линейных уравнений в пространстве ком-
плексных чисел.  

Благодаря тому, что для линейных цепей справедлив принцип супер-
позиции, можно анализ прохождения сложных сигналов заменить анали-
зом составляющих их гармонических колебаний. Для этого достаточно 
представить сложное колебание в виде суммы гармонических колебаний, 
например с помощью ряда Фурье. Тогда можно рассмотреть независимо 
воздействие каждой составляющей и потом сложить их реакции. Результат 
будет равен реакции цепи на сложное колебание.  

 

3.2.1. Формы представления гармонических колебаний 
 
Электрическое колебание, которое описывается гармоническими (ко-

синусоидальной и синусоидальной) функциями времени, называется гар-
моническим. Такое колебание (рис. 3.1) записывают, используя функцию 
косинуса 

s(t)=Am (ωt – ψ)                                      (3.1) 
Здесь Аm – амплитуда; ωt – ψ=θ(t) – фаза, значение которой в момент 

времени (t=0) называют начальной фазой: ψ= – θ(t=0).  
 

 
Рис 3.1 

 
 

Продолжительность периода колебания Т выражают в секундах. Чис-
ло периодов за секунду называют частотой колебания  f=1/T и выражают в 
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герцах. Величину ω=2πf называют угловой частотой и выражают в радиа-
нах в секунду. 

Из выражения (3.1) видно, что гармоническое колебание заданной 
частоты полностью характеризуется двумя величинами: амплитудой Am и 
фазой θ. Как известно, аналогичными величинами определяется положение 
вектора на плоскости. Используя эту аналогию, гармоническое колебание 
можно условно изображать вектором на плоскости. Так как фаза θ в тече-
ние времени меняется, то вектор, изображающий колебание, вращается с 
постоянной угловой скоростью ω. В соответствии с общепринятым пред-
ставлением векторов на плоскости он будет вращаться против часовой 
стрелки, что соответствует увеличению угла θ с течением времени, т.е по-
ложительному направлению вращения. При анализе электрической цепи, 
находящейся под воздействием источников гармонических ЭДС с одина-
ковыми частотами токи и напряжения в цепи, удобнее изображать непод-
вижными векторами, соответствующими положению вращающегося век-
тора при t=0. При этом длина вектора принимается равной амплитуде ко-
лебания, а угол поворота – начальной фазе (рис. 3.2). 

Физически начальная фаза ψ 
означает запаздывание колебания 
во времени, выраженное в долях 
периода. В связи с тем, что в фор-
муле гармонического колебания 
(3.1) ψ входит с отрицательным 
знаком она откладывается на гра-
фике рис. 3.2 по часовой стрелке 
от нулевого направления.  

В векторной форме удобно выполнять сложение двух и более гармо-
нических колебаний. Для получения графика мгновенных значений 
сложного колебания, состоящего из суммы двух колебаний одинаковой 
частоты и представленных графиками, необходимо сложить значения 
обоих колебаний для каждого момента времени и построить график сум-
мы. Эта процедура требует выполнения большого числа математических 
операций. Если же составляющие колебания представлены в виде векто-
ров, достаточно от вершины вектора первого колебания отложить вектор 
второго колебания и нарисовать вектор суммарного колебания, считая его 
основанием основание первого вектора, а вершиной – вершину второго 

Рис. 3.2 
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вектора. Сложение двух векторов можно выполнять и другими способа-
ми, например, используя правило параллелограмма.  

Наряду с векторным представлением гармонические колебания можно 
представить комплексными числами. Проекция вектора на горизонталь-
ную ось соответствует реальной части комплексного числа, а на верти-
кальную – мнимой части. 

На основании формулы Эйлера 

cos sinje jα = α + α                                      (3.2) 

комплексное число может быть представлено в алгебраической, экспонен-
циальной или тригонометрической формах. 

a+jb=Ame ja=Amcosα +jAmsinα . 

Подобно гармоническому колебанию оно полностью характеризуется 
модулем Am и аргументом α, соответствующими амплитуде и фазе гармо-
нического колебания. Комплексное число mA& =Аmе-јψ называют комплекс-
ной амплитудой гармонического колебания. 

Переход от временной функции к комплексной амплитуде обратим: 

s(t)=Amcos(ωt–ψ)  Àm. 

Аналогично сумма гармонических функций равных частот заменяется 
суммой комплексных амплитуд: 

                       
(3.3)

 
Задание комплексных чисел в среде MathCAD производится доста-

точно просто: вещественная часть задается в обычной форме. Для задания 
мнимой части используются символы i или j. Если мнимая часть задается в 
виде числовой константы, символ i или j пишется непосредственно после 
числовой константы без каких-либо разделяющих символов или знака ум-
ножения. Если мнимая часть представлена в виде переменной или выраже-
ния, то по правилам среды MathCAD символ i или j будет воспринят как 
имя переменной, а не как символ мнимой величины. Чтобы обозначить 
мнимую часть в этом случае надо искусственно умножить мнимую часть 
на 1i или 1j. 
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3.2.2. Закон Ома в символической форме 

Для колебаний электрического тока гармонической формы, проте-
кающего по ветви  линейной цепи, отношение комплексных амплитуд на-
пряжения U&  и тока I&   будет величиной постоянной 

IUZ && /= . 

Это отношение, определяемое свойствами элементов, образующих 
ветвь, в общем случае будет величиной комплексной. Оно называется 
комплексным сопротивлением ветви и может быть представлено в экспо-
ненциальной форме: 

     Z = r +jx = |Z| ejφ, 

где |Z| = U/I;  φ = ψI – ψU. 

 
Модуль комплексного сопротивления |Z| называется полным сопро-

тивлением ветви, а φ – сдвигом фаз между напряжением и током в ветви. 
Вещественная часть r комплексного сопротивления Z называется активной 
составляющей, а мнимая – реактивной. 

Таким образом, для цепи гармонических колебаний справедливо со-
отношение между напряжением и током аналогичное закону Ома в обыч-
ной форме.  

Комплексное сопротивление идеального резистора с сопротивлением 
R является чисто активным: 

      ZR = R.   

Комплексное сопротивление индуктивности или емкости имеет толь-
ко реактивную составляющую. 

ZL = jωL и  ZC = 1/jωC. 
Сопротивление последовательно соединенного резистора и конденса-

тора будет равно сумме их комплексных сопротивлений 
ZRC = ZR + ZC = R – j/ωC . 

 
3.3. Рекомендации по выполнению работы 

 
3.3.1. Моделирование колебаний в среде MathCAD 

  
Для решения ряда задач в среде MathCAD требуется создать модель 

электрического колебания в определенном формате, в котором она прини-
мается рядом стандартных функций в качестве исходных данных. В этом 



-58- 
 

формате также возможны типовые преобразования сразу всего колебания, 
а не его отдельного значения в фиксированный момент времени. Одна из 
применяемых форм – представление электрического колебания в виде век-
торной переменной, содержащей массив значений колебания в заданные 
моменты времени.  

Моменты времени могут задаваться также в виде вектора. Обычно 
они выбираются с фиксированным шагом в требуемом интервале времени. 
Тогда время может задаваться ранжированной переменной. В ряде случаев 
моменты времени логически определены самой функцией, подлежащей 
выполнению. Тогда формат входных данных функции не требует вектора 
времени и формируется автоматически. Для периодических колебаний мо-
дель обычно строится на интервале времени равном одному периоду, но 
средства MathCAD позволяют при необходимости реализовать и нужное 
число повторений колебаний.  

Построение модели электрических колебаний выполняется аналогич-
но созданию массивов значений координат графиков. Если колебание на 
заданном интервале времени описывается функцией )(ts , можно задать 
вектор значений сигнала s с помощью выражения 

)(: ii tss = , 

где it  – значение i-го момента времени; 
 i – номер значения в виде ранжированной переменной. 
На рис. 3.3 приведен пример создания модели гармонического коле-

бания напряжения в виде вектора u, по которому построен график этого 
напряжения. 

 
3.3.2. Измерение параметров гармонического колебания по графику  

или осциллограмме 
 
По осциллограмме можно определить амплитуду и начальную фазу 

колебания. Амплитуда легко измеряется как величина максимального или 
минимального отклонения графика от нулевого уровня, если отсутствует 
постоянное смещение. На практике такое смещение может быть. Поэтому 
амплитуду определяют как половину разности между максимальным и ми-
нимальным значениями колебания.  
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Рис. 3.3 

 
Для определения начальной фазы согласно рис. 3.1 достаточно опре-

делить величину запаздывания Δt первого максимума относительно нуля 
оси времени и по ней рассчитать ψ. Так как аргумент косинуса может быть 
только угловой мерой, то начальную фазу определяют в радианах или гра-
дусах по формуле 

2 t
T
Δψ = π (рад), или  360 t

T
Δψ = , 

где Δt – величина запаздывания колебания относительно эталонного коле-
бания с нулевой начальной фазой.  

Недостатком описанного метода является низкая точность определения 
положения максимума во времени, так как вершина косинусоиды очень 
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плавно меняется во времени. На практике запаздывание колебания фикси-
руют по моменту пересечения оси времени. При этом удобно для сравнения 
использовать осциллограмму опорного гармонического колебания s0(t) та-
кой же частоты с нулевой начальной фазой, как показано на рис. 3.4. 

Рис. 3.4 
 
 
         3.3.3. Анализ прохождения гармонических колебаний 

            через простейшую линейную цепь 
 
Принципиальная схема интегрирующей цепи представлена на рис. 3.5.  

Гармонические колебания с амплиту-
дой напряжения U1 подаются на вход цепи. 
Напряжение U2 считается выходным. 

Данная схема относится к линейным 
электрическим цепям. Для самостоятельно-
го вывода формул тока и напряжений сле-
дует воспользоваться законами Ома и 
Кирхгофа в символической форме. 

 
 

3.4. Лабораторное задание 
 

1. Изучить формы представления в MathCAD гармонических колеба-
ний в комплексной и векторной форме. 

Рис. 3.5 
 

Т 
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1.1. Построить совмещенные графики мгновенных значений трех 
гармонических колебаний одинаковой частоты с параметрами, 
соответствующими варианту задания.  
1.2. Построить график мгновенных значений колебания равного 
сумме всех трех заданных колебаний, используя аналитические 
выражения мгновенных значений колебаний.  
1.3. По графикам пп. 1.1 и 1.2 определить и записать комплекс-
ные амплитуды колебаний в экспоненциальной, тригонометриче-
ской и алгебраической форме.  
1.4. Сложить три исходных колебания в комплексной форме (че-
рез комплексные амплитуды). По комплексной амплитуде по-
строить график мгновенных значений результирующего колеба-
ния. Сравнить этот график  с графиком суммарного колебания в 
п. 1.2 и сделать выводы о свойствах комплексных амплитуд. 
1.5. Построить вручную на листе бумаги или миллиметровки век-
торную диаграмму трех исходных колебаний, используя их ком-
плексные амплитуды из п. 1.3. Вектор первого колебания постро-
ить по его комплексной амплитуде в экспоненциальной форме, 
второго – в тригонометрической форме, а третьего – в алгебраи-
ческой. 
1.6. Сложить полученные векторы графически, т.е. на векторной 
диаграмме.  
1.7. По получившемуся изображению вектора определить ком-
плексную амплитуду суммарного колебания и сравнить итог 
сложения в векторной форме с результатами п. 1.4. 

2. Провести анализ прохождения гармонических колебаний через про-
стейшую электрическую цепь. 

2.1. Рассчитать комплексные амплитуды напряжений на всех 
элементах интегрирующей цепи, используя закон Ома в симво-
лической форме.  
2.2. Построить графики напряжений на входе и выходе цепи. 
2.3. Построить векторную диаграмму тока и напряжений на всех 
элементах цепи. 
2.4. Проанализировать результаты пп. 2.2 и 2.3 и составить за-
ключение об изменении формы, частоты, амплитуды, фазы и 
временной задержки колебаний при прохождении через линей-
ную цепь. 
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3.5. Вопросы для самопроверки 
 

1. Почему нельзя рассчитать амплитуду суммы гармонических коле-
баний как простую сумму амплитудных значений составляющих? 

2. Какими способами в среде MathCAD можно определить комплекс-
ную амплитуду суммы гармонических колебаний одинаковой частоты? 

3. Как построить график мгновенных значений колебания равного 
сумме двух гармонических колебаний разных частот? 

4. Как построить график мгновенных значений гармонического коле-
бания, если известна его комплексная амплитуда?  

5. Как рассчитать в MathCAD комплексную амплитуду, зная времен-
ной график гармонического колебания? 

6. Какие формы представления комплексной амплитуды можно ис-
пользовать в MathCAD? 
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Лабораторная работа № 4 
АНАЛИЗ СЛОЖНЫХ ЛИНЕЙНЫХ ЦЕПЕЙ НА ПЕРЕМЕННОМ 

ТОКЕ  
 

Цель работы: Изучение возможностей пакета MathCAD для анализа 
прохождения гармонических колебаний через линейные цепи электронных 
устройств с помощью матричных преобразований в комплексной форме. 
Освоения расчета цепей переменного тока с помощью метода узловых на-
пряжений. Ознакомление с приемами преобразования эквивалентных схем 
по переменному току на примере простейшего транзисторного усилитель-
ного каскада предварительного усиления.  

 
4.1. Подготовка к работе 

 
Для выполнения лабораторной работы студенту необходимо знать 

следующие теоретические вопросы: свойства основных элементов элек-
трических схем при воздействии гармонических колебаний, основы метода 
комплексных амплитуд, закон Ома в символической форме, метод узловых 
потенциалов, представление комплексных чисел и решение систем линей-
ных уравнений в среде MathCAD.  В процессе подготовки к выполнению 
данной лабораторной работы каждый студент должен при необходимости 
повторить перечисленные 
теоретические вопросы и са-
мостоятельно подготовить 
заготовку отчета. Последняя 
должна содержать титульный 
лист, цель работы, краткие 
теоретические сведения и 
лабораторное задание, вклю-
чая вариант задания, номер 
которого выбирается из 
учебного журнала группы по 
номеру фамилии студента  
(табл. 4.1), а параметры тран-
зистора из табл. 4.2. Принципиальные схемы электрических цепей, на ко-
торых выполняются исследования, приведены на рис 4.1; 4.2; 4.3. 

 

Рис. 4.1 
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Рис. 4.2 
 
 
 

 
 

Рис. 4.3 
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Таблица 4.1 
Варианты заданий 

№ 
п/п 

Uвх, 
мВ 

F, 
МГц 

Схема 
R1, 
кОм 

R2, 
кОм 

R3, 
кОм 

Rk, 
кОм 

1 11 1 4.1 5 2 0,5 2 
2 2200 0,2 4.22 10 12 3 - 
3 10 3 4.3 7 1 4 1 
4 14 4 4.1 6 3 0,6 1 
5 1100 0,5 4.2 15 12 4 - 
6 20 6 4.3 10 3 1 1 
7 7 7 4.1 4 2 0,3 1 
8 1300 0,8 4.2 7 8 3 - 
9 5 20 4.3 4 2 1 0,5 
10 10 0,5 4.1 7 3 1 2 
11 150 0,11 4.2 8 6 4 - 
12 30 30 4.3 3 1 1 0,6 
13 400 0,13 4.2 12 10 5 - 
14 14 3 4.1 8 4 0,8 1,5 
15 1800 0,16 4.2 5 5 2 - 
16 12 25 4.3 5 2 1 0,3 
17 17 2 4.1 8 3 1 1 
18 2200 0,18 4.2 6 8 3 - 
19 15 10 4.3 4 2 0,4 0,4 
20 2 10 4.1 3 1,4 0,3 0,5 
21 300 0,20 4.2 9 7 1 - 
22 17 50 4.3 3 1 0,2 0,2 
23 3 8 4.1 4 2 0,4 20 
24 200 0,24 4.2 3 4 1 - 
25 30 100 4.3 3 2 0,2 0,1 
26 3 3 4.1 8 4 0,8 1,5 
27 250 0,3 4.2 8 4 2 - 
28 12 25 4.3 5 2 1 0,3 
29 4 2 4.1 7 3 1 2 
30 600 0,3 4.2 6 6 2 - 
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Таблица 4.2 
Параметры транзистора 

№ 
п/п 

B 
rb1, 

Ом 
rb2, 

Ом 
Ck0, 

пФ 
Ce0, 

пФ 
re, 

Ом 

Rik, 

кОм 
rk, 

Ом 
1 50 40 30 20 90 20 20 2 
2 40 50 0 50 60 15 10 6 
3 50 50 70 20 50 50 2 0 
4 60 30 0 10 30 25 - 7 
5 30 70 50 40 53 40 6 4 
6 70 20 40 30 80 20 9 1 
7 70 20 - 15 40 20 2 0 
8 50 20 40 20 25 40 - 3 
9 30 0 30 4 30 35 6 2 
10 40 50 60 30 80 15 9 0 
11 70 40 0 60 50 50 20 6 
12 70 20 10 3 20 10 2 9 
13 90 0 40 20 30 40 - 3 
14 70 20 - 10 30 30 6 9 
15 20 70 60 20 40 50 9 0 
16 40 20 20 4 20 10 6 4 
17 60 25 15 10 25 20 9 1 
18 25 90 80 30 60 35 2 0 
19 50 15 20 12 25 15 - 3 
20 40 10 10 5 10 17 6 2 
21 80 60 0 60 70 50 9 0 
22 40 9 4 2 10 5 20 6 
23 50 20 - 3 9 10 2 9 
24 30 30 50 90 90 37 - 3 
25 70 5 0 2 6 40 20 9 
26 70 20 - 10 30 30 2 0 
27 40 0 30 25 30 17 - 2 
28 40 20 20 4 20 10 6 0 
29 40 50 60 30 70 15 9 6 
30 40 20 0 30 40 25 6 9 
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4.2. Рекомендации по выполнению работы 
 
Как и при анализе цепей постоянного тока, выполнение расчетов по 

методу узловых потенциалов требует предварительного приведения 
принципиальной схемы к эквивалентной, пригодной для данного метода. 
Такая расчетная схема получается путем поэтапных преобразований по-
добных, выполняемым при анализе режимов каскадов по постоянному 
току. Отличия будут состоять в ином поведении разных элементов на пе-
ременном токе.   

На рис. 4.1. 4.2, 4.3 изображены типовые каскады резистивных уси-
лителей переменного тока и напряжения. На рис. 4.1 представлена схема с 
общим эмиттером, наиболее часто применяемая для усиления слабых сиг-
налов; на рис. 4.2 – схема усилителя с общим коллектором, называемая 
эмиттерным повторителем, обладающая высоким входным сопротивлени-
ем; на рис. 4.3 – схема с общей базой, позволяющая строить усилители с 
наилучшими частотными свойствами. Каждый студент выполняет расчеты 
с одним из приведенных вариантов схемы в соответствии с таблицей. Во 
всех случаях считается, что на вход усилителя подано гармоническое ко-
лебание с амплитудой Uвх, частотой F и нулевой начальной фазой от ис-
точника напряжения, выходным сопротивлением которого можно пренеб-
речь. Амплитуда колебаний считается достаточно малой, чтобы можно 
было отнести всю схему к классу линейных цепей. Выходная цепь усили-
теля считается ненагруженной. Источник питания также можно считать 
идеальным.  

На первом этапе необходимо проанализировать качественное влия-
ние каждого элемента на работу всей схемы в исследуемом режиме и уп-
ростить схему удалением элементов практически не влияющих на работу 
схемы.  

В цепях переменного тока анализ влияния конденсаторов и индук-
тивностей более сложен, чем на постоянном токе. В этом случае необхо-
димо учитывать дополнительно реактивное сопротивление элементов:     
XL =ωL и XC =1/ωC. Для точного анализа эти сопротивления следует рас-
считывать и сравнивать с величиной сопротивлений соседних элементов 
цепи. Обычно это достаточно трудоемкая работа. Облегчить ее можно, ис-
пользуя знания о функциях, выполняемых элементами в схеме и о рабочем 
диапазоне частот каскада. 
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Резонансные усилители, как правило, предназначены для усиления 
узкополосных сигналов, поэтому при получении эквивалентной схемы 
можно учитывать сопротивление  только на этой частоте. Широкополос-
ные усилители работают в большом диапазоне частот, в котором величина 
сопротивления реактивных элементов может меняться значительно. По-
этому анализ лучше проводить на трех частотах: на нижней границе, на 
верхней границе и в середине рабочего диапазона частот, составляя для 
каждого из трех случаев свою эквивалентную схему. В данной работе 
предполагается, что расчет ведется вблизи середины рабочего диапазона 
частот. 

Разделительные конденсаторы Cr предназначены для передачи пе-
ременного тока сигнала с выхода одного каскада на вход другого. На вы-
ходе предыдущего каскада, как правило, присутствует относительно 
большое напряжение, которое не должно попасть на базу транзистора 
следующего каскада. Наличие изоляции между обкладками разделитель-
ных конденсаторов обеспечивает разделение каскадов по постоянному 
току. Для хорошей передачи сигнала емкость разделительного конденса-
тора выбирается достаточно большой, чтобы падение напряжения на 
средних частотах рабочего диапазона было незначительным. По этой 
причине сопротивлением разделительных конденсаторов на средних и 
верхних частотах можно пренебрегать и заменять в эквивалентных схе-
мах перемычками, если есть уверенность что, их емкость выбрана пра-
вильно. На нижних частотах рабочего диапазона сопротивление конден-
саторов увеличивается и влияние их становится значительным, поэтому 
пренебрегать ими можно только после тщательной проверки. 

Блокировочные конденсаторы в цепи эмиттера Cbl ведут себя по-
добно разделительным конденсаторам. Их в области средних и верхних 
частот можно заменять перемычками. На нижних частотах они обычно 
являются основной причиной снижения усиления с уменьшением частоты 
сигнала. В таком случае их необходимо учитывать как реактивные сопро-
тивления. 

Активные сопротивления не меняют своих значений в зависимости 
от частоты, поэтому их величины сравнивают только с сопротивлением со-
седних элементов и из общих соображений принимают решение о возмож-
ной замене перемычкой или разрывом, если их параметры во много раз от-
личаются от соединенных с ними другими элементов.  
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Источники питания для переменных токов сигналов имеют практи-
чески нулевое сопротивление, поэтому они заменяются простыми пере-
мычками без указания постоянного напряжения питания. Источники по-
стоянного тока, например тепловой ток транзистора, для переменных то-
ков представляют большое сопротивление и заменяются разрывом. 

На принципиальной схеме обычно не изображается источник вход-
ного сигнала. Для расчета  характеристик усилителя знание свойств этого 
источника обязательно. Если он не задан, необходимо самостоятельно до-
определить его выходное сопротивление и ЭДС. Наиболее правильно взять 
их из результатов расчета предыдущего каскада или из технических усло-
вий на данный каскад. В данной лабораторной работе ЭДС задана в виде 
амплитуды входного сигнала, а выходное сопротивление предыдущего 
каскада считается много меньше входного сопротивления исследуемого 
каскада. В этом случае 
внутренним сопротив-
лением источника сиг-
нала можно пренеб-
речь и считать его рав-
ным нулю. 

Построение эк-
вивалентной схемы 
рассмотрим на приме-
ре усилительного кас-
када, принципиальная 
схема которого приве-
дена на рис. 4.4. 

                                           Рис. 4.4 
 
Будем для примера считать, что элементы схемы усилителя имеют 

следующие параметры: 

 
В данной лабораторной работе расчет выполняется в предположе-

ние, что заданная частота относится к средним или верхним частотам ра-
бочего диапазона усилителя и выполняется с повышенной точностью для 
учета возможных фазовых искажений. Входное сопротивление каскада, 
подключаемого к выходу данного, считается большим и не влияющим на 
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величину U2. Учитывая приведенные соображения, эта схема на первом 
этапе может быть упрощена и приведена к виду рис. 4.5. 

 
Рис. 4.5 

 
На втором этапе надо заменить эквивалентными схемами элементы, 

описания которых недостаточно формализовано. Для анализа можно со-
ставить Т-образную эквивалентную схему биполярного транзистора по пе-
ременному току. Это одна из возможных эквивалентных схем биполярного 
транзистора пригодная для анализа усилителей переменного тока в режиме 

малого сигнала (рис. 4.6).  
Здесь rb1, rb2 – объемные со-
противления периферийной и 
активной областей базы; 

rk – сопротивление кон-
тактного перехода коллектор-
ной области;  

Rik – внутреннее сопро-
тивление транзистора; 

re – сопротивление эмит-
тера; 

Ik0 – тепловой ток кол-
лекторного перехода; 

Eb0 – напряжение отпи-
рания транзистора, оно соответствует точке перегиба передаточной вольт - 
амперной характеристики, аппроксимированной прямыми линиями; 

Ibi – ток внутренней (активной области) базы транзистора; 
Ck0, Ce0 – емкости коллекторного и эмиттерного переходов; 
Iki=B*Ibi – ток коллектора транзистора, порождаемый током инжек-

ции эмиттерного перехода. 

Рис. 4.6.  



-71- 
 

В примере расчета будем считать, что транзистор имеет следующие 
параметры: 

 
Влияние внутренних емкостей транзистора Ck0  и Ce0 зависит от соот-

ношения граничной частоты усиления транзистора fα, расчетной частоты и 
требуемой точности. На верхних  частотах рабочего диапазона усилителя 
влияние этих емкостей почти всегда значительно по всем параметрам, осо-
бенно если расчетная частота больше 10 – 20 fα. На средних частотах эти ем-
кости обычно влияют на сдвиг фазы между выходным и входным сигналом, 
поэтому пренебрегать ими при точных расчетах нельзя. Последнее особенно 
относится к емкости Ck0. На нижних частотах рабочего диапазона широко-
полосных усилителей этими емкостями обычно можно пренебречь. 

В этой схеме присутствуют источники постоянного тока Ik0 и на-

пряжения Eb0, которые могут влиять на режим транзистора по постоянно-
му току. Если правильный режим по постоянному току уже обеспечен, 
можно считать что они не влияют на работу по переменному току. Источ-
ник постоянного тока можно заменить разрывом, а источник постоянного 
напряжения – перемычкой. Подставив получившуюся эквивалентную схе-
му в схему рис. 4.5, получим схему, приведенную на рис. 4.7. 

 
Рис. 4.7 

 
Таким образом, получили схему пригодную для расчетов известны-

ми методами теоретической электротехники. 
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Расчет электрических схем переменного тока с помощью пакета 
MathCAD удобно выполнять методом узловых потенциалов. Расчет цепей 
переменного тока подобен расчету цепей постоянного тока, но узловые 
напряжения являются комплексными амплитудами гармонических колеба-
ний заданной частоты. Действия выполняются в следующем порядке. 

А. Преобразовать источники напряжения в источники тока с помощью 
теоремы об эквивалентном генераторе. На схеме рассматриваемого примера 
имеется один источник напряжения – источник входного сигнала. Так как нет 
соединенного с ним последовательно элемента, который можно было бы при-
нять за внутреннее сопротивление источника, добавляем дополнительное со-
противление Ri1. Чтобы дополнительное сопротивление не влияло на резуль-
таты расчетов его величину берем заведомо много меньше чем входное сопро-
тивление транзистора вместе с сопротивлениями R1 и R2, например 1 Ом. 

Б. Выбрать нулевой узел и пронумеровать все остальные узлы по 
порядку, проставляя номера узлов на схеме. В качестве нулевого узла ре-
альных схем электронных устройств удобно выбирать узел, соединенный с 
нулевым проводом. 

В. Задаться направлением действия узловых потенциалов. Рекомен-
дуется для всех узлов брать одинаковые направления, а именно от данного 
узла к нулевому. На схеме это соответствует изображению стрелки сверху 
вниз. Расчетная схема, получающаяся в результате выполнения пп. А, Б, В, 
Г, приведена на рис. 4.8. 

 
Рис. 4.8 
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Г. Составить матрицу узловых проводимостей и вектор узловых то-
ков. При использовании пакета MathCAD элементы этих переменных за-
писываются в виде формул. Такой подход позволяет обойтись без записи 
систем уравнений, на которых основывается расчет. Достаточно знать ос-
новы метода узловых потенциалов и правила составления системы уравне-
ний и узловых проводимостей. 

Правила формирования линейных уравнений по методу 
узловых потенциалов 

Уравнения составляются в канонической форме для всех узлов, кро-
ме нулевого, и имеют следующий вид: 

 
Y11 U1 + Y12 U2 + …+ Y1j Uj  + … + Y1n Un  = I1; 
Y21 U1 + Y22 U2 + …+ Y2j Uj  + … + Y2n Un  = I2; 

… 

 

Yi1 U1  +  Yi2 U2 + …+ Yij Uj  + … + Yin Un   = Ii; 
… 

 

Yn1 U1 + Yn2 U2 + …+ Ynj Uj  + … + Ynn Un  = In. 
 

Здесь U1 … Un – узловые потенциалы, являющиеся неизвестными 
системы уравнений. Под узловыми потенциалами в данном случае пони-
маются комплексные амплитуды напряжений гармонических колебаний, 
существующих в узлах; 

Yij – узловые проводимости рассчитываются по правилам аналогич-
ным цепям постоянного тока, но являются комплексными величинами, 
учитывающими реактивные проводимости конденсаторов и индуктивно-
стей для гармонических колебаний; 

Ii – узловые токи. Они равны сумме токов идеализированных источ-
ников тока, подключенных к i-му узлу. Ток источника берется со знаком 
плюс, если он втекает в узел, и – со знаком минус, если вытекает. Направ-
ление тока берется в соответствии с направлением стрелок в обозначении 
источников, которые задаются в соответствии с положительной полувол-
ной гармонического колебания с нулевой начальной фазой. 

Уравнения по методу узловых потенциалов являются линейными. 
Приведенная форма записи называется канонической. Эта форма удобна 
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для составления матрицы узловых проводимостей и вектора узловых токов 
для решения системы методами матричной алгебры. 

Узловые проводимости Yii, у которых первый и второй индексы оди-
наковы, называются собственными проводимостями узлов. Они равны 
сумме комплексных  проводимостей всех ветвей, подключенных к узлу, и 
подставляются в уравнения с общим знаком плюс.  

Узловые проводимости Yij, у которых первый и второй индексы раз-
личны, являются взаимными проводимостями. Они равны сумме ком-
плексных проводимостей ветвей, подключенных одним концом к  i-му уз-
лу, а другим – к  j-му узлу. При подстановке в уравнения взаимные прово-
димости берутся со знаком минус. Так как под ветвью понимается после-
довательно – параллельное соединение элементов, подключенное всего с 
двумя концами к узлам, сложные ветви, образующиеся последовательным 
соединенным ветвей, проходящих через другие узлы, в расчетах не участ-
вуют. 

Полученные уравнения в матричной форме выглядят как 
 

U·Y=I, 
 

где U – вектор узловых напряжений, являющийся искомым решением 
системы; 

 Y – матрица узловых проводимостей, составленная по вышеописан-
ным правилам; 

 I – вектор узловых токов. 
Решение ищется в виде скалярного произведения матрицы обратной 

матрице узловых проводимостей и вектора узловых токов 
 

U=Y-1·I. 
 

Все переменные в этом уравнении комплексные векторного типа. В 
пакете MathCAD такие переменные успешно обрабатываются, и результат 
получается в виде вектора комплексных амплитуд напряжений гармониче-
ских колебаний в узлах. Определенные проблем могут появиться, если не 
учесть что по умолчанию номера векторных переменных начинаются с ну-
ля. Чтобы избежать недоразумений, здесь необходимо изменить значение 
системной переменной ORIGIN с нуля на единицу.  
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Матрицу узловых проводимостей Y согласно изложенным правилам 
составляем по эквивалентной схеме или по уравнениям, если они состав-
лены. Текст подготовки матрицы приведен на рис. 4.9. 

 

 
Рис. 4.9 

 
Ввод в виде символьных формул вместо числовых значений облег-

чает проверку и отладку программы. Особенно это становится ясным, если 
учесть, что не нулевые значения коэффициентов в узловом уравнении мо-
гут иметь только те взаимные проводимости, которые присутствуют в 
формуле собственной проводимости данного узла. Ввод облегчается тем, 
что матрицы, получающиеся при применении метода узловых потенциа-
лов, симметричны относительно диагонали. Матрица в числовом виде 
приведена на рис. 4.10. 

 

 
 

Рис. 4.10 
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Из приведенного примера видно, что узловые проводимости с нуле-
выми значениями в такой форме ввода могут не задаваться. Нулевые зна-
чения им присваиваются по умолчанию.  

Вектор узловых токов составляется в символьной форме по схеме и 
приведен на рис. 4.11.  

Из текста определения вектора видно, что пе-
ременная Iki  является дополнительной неизвест-
ной, не предусмотренной методом узловых потен-
циалов. Это означает, что число неизвестных боль-
ше чем число линейно независимых уравнений в 
системе, и она не разрешима. Полученные матрица 
и вектор соответствуют системе уравнений, приве-
денной на рис. 4.12 и составленной так же по схеме 
рис. 4.8. 

 
 

 
Рис. 4.12 

 
Из этой системы, состоящей из пяти линейно независимых уравне-

ний, видно, что кроме узловых потенциалов присутствует дополнительная 
неизвестная величина Iik, которая сама выражается через другую неиз-
вестную величину Ibi. По этой причине для решения необходимо добавить 
два новых уравнения и неизвестную Iki  перенести из правой части в ле-
вую. Уравнение для Iik имеется в описании эквивалентной схемы транзи-
стора. В нем присутствует неизвестная Ibi, которую можно выразить через 

Рис. 4.11 
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узловые потенциалы U5 и U3. Таким образом, можем ввести два новых 
уравнения (рис. 4.13). 

 
Рис. 4.13 

 
 

Если добавить эти уравнения в систему и изобразить ее в канониче-
ской форме, получим следующую систему уравнений (рис. 4.14): 

 

 
 

Рис. 4.14 
 

Из этого следует, что переменную Iki можно считать шестой неиз-
вестной, а Ibi – седьмой. В систему добавилось два уравнения. Таким обра-
зом, надо увеличить размерность матрицы проводимостей и вектора узло-
вых токов. Также требуется определить ненулевые элементы матрицы.  

Новая матрица получится, если доопределить два новых столбца и 
две строки. Чтобы учесть перенос неизвестной Iki из правой части в левую, 
надо в третьей и четвертой строке задать соответствующие значения ко-
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эффициентов при этой неизвестной. Шестую и седьмую строки матрицы 
надо составить из дополнительных уравнений. 

 

 
 

В численной  форме матрица выглядит следующим образом. 
 

 
Вектор узловых токов, согласно 

уравнениям рис. 4.14, увеличился только на 
два элемента нулевой величины, поэтому 
достаточно явно доопределить только по-
следний его элемент (рис. 4.15). 

Решение получаем в матричной фор-
ме (рис. 4.16). 

 
 

           Рис. 4.15 
 

 
 

Рис. 4.16 
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Анализ результатов расчетов, полученных в данной лабораторной 
работе, проводится  на основе знаний, приобретенных при изучении мето-
да комплексных амплитуд. 

 
 
 

4.3. Лабораторное задание 
 

1. Изобразить принципиальную схему исследуемого узла согласно 
номеру варианта равного номеру фамилии студента в учебном журнале. 

2. Преобразовать принципиальную схему узла в эквивалентную. Ис-
ходную и окончательную (расчетную) эквивалентные схемы обязательно 
привести в отчете. 

3. Рассчитать напряжения в узлах схемы методом узловых напряже-
ний. 

3.1. Преобразовать эквивалентную схему к виду, соответствую-
щему методу узловых напряжений (расчетная схема).  
3.2. Выбрать нулевой узел. В качестве нулевого рационально 
принять узел, соответствующий нулевому проводу принципи-
альной схемы. 
3.3. Пронумеровать оставшиеся узлы по порядку и задать для 
них положительные направления действия узловых напряжений 
относительно нулевого узла. Направления рекомендуется при-
нять во всех узлах сверху вниз.   
3.4. Для всех узлов, исключая нулевой узел, составить узловые 
уравнения в канонической форме. 
3.5. Если в правых частях  уравнений присутствуют неизвестные 
величины, необходимо добавить соответствующее число урав-
нений в систему. 
3.6. Решить систему уравнений методом матричных преобразо-
ваний. 

4. Определить по результатам расчета коэффициент усиления и фа-
зовый сдвиг сигнала на заданной частоте и на частоте меньшей в 10 раз. 
Для обоих случаев построить векторные диаграммы входного и выходного 
напряжений. По ним сделать вывод о влиянии коллекторной и эмиттерной 
емкостей на усиление и фазовую задержку усилителя. 
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4.4. Вопросы для самопроверки 
 
 
1. Почему коэффициенты при неизвестных в системе уравнений для 

цепи переменного тока в общем случае комплексные числа? 
2. Как определить сдвиг фазы колебания при прохождении через 

каскад? 
3. Почему при составлении эквивалентной схемы каскада электрон-

ного устройства надо добавлять источник напряжения на входе? 
4. Почему на переменном токе источник питания заменяется пере-

мычкой, а источник тока – разрывом? 
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