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ВВЕДЕНИЕ 

 

Рабочие программы дисциплины «Прикладная механика» для оч-

ной и заочной форм обучения направлений подготовки 18.03.01 «Хи-

мические технологии», 19.03.02 «Продукты питания из растительного 

сырья» предусматривают самостоятельную работу студентов с выпол-

нением индивидуальных заданий, а также практические занятия. При-

кладная механика – комплексная дисциплина, которая состоит из трех 

разделов: «Статика», «Сопротивление материалов» и «Детали машин».  

Практикум содержит задания по следующим темам: 

– плоская система сил, определение реакций связей;  

– геометрические характеристики плоских сечений; 

– расчет стержней на прочность при растяжении и сжатии, круче-

нии и прямом изгибе; 

– расчет стержней на прочность при сложном сопротивлении; 

– кинематический и силовой расчет привода; 

– расчет элементов передач привода. 

В практикуме приведены основные теоретические положения 

разделов дисциплины, задания для практических и самостоятельных 

работ, методические указания к выполнению заданий, примеры реше-

ния задач. Каждый студент выполняет задание по индивидуальному 

варианту, который выдает преподаватель.  

Задания (текстовая и графическая части), оформленные согласно 

требованиям, представляются на защиту в сроки, указанные в рабочей 

программе. Во время защиты работы студент должен ответить на во-

просы по теме задания, показать знание основных положений теорети-

ческой части соответствующей темы, владеть методами расчета типо-

вых элементов конструкций. 
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Общие требования к выполнению и оформлению заданий: 

1. Выписать условие задачи с эскизом заданной схемы и исход-

ными данными для расчета по индивидуальному варианту. 

2. Записи выполнять четко и аккуратно, схемы и рисунки изобра-

жать с использованием чертежных инструментов. 

3. Текстовая часть должна содержать названия этапов решения, 

краткие пояснения хода решения задачи, расчетные формулы, числен-

ные расчеты и результаты вычислений по каждому этапу решения. 

4. Численные расчеты проводить в системе СИ: силы – в ньютонах 

(Н), линейные размеры – в метрах (м), нормальные и касательные напря-

жения – в паскалях (Па), мегапаскалях (мПа, 1 МПа = 106 Па). Числен-

ные значения величин подставлять в расчетную формулу в системе еди-

ниц СИ без промежуточных преобразований и затем записывать резуль-

тат вычислений с указанием размерности и единиц измерения. 

5. Схемы и графики (эпюры) выполнять в выбранном масштабе; 

на всех расчетных схемах необходимо указывать численные значения 

линейных размеров, нагрузки (сил, моментов), реакций опор; реакции 

опор показывать в действительном направлении с учетом знаков, по-

лученных при решении. 

6. На расчетных схемах элементов (стержней, валов, балок и т. п.) 

принимать правую систему осей координат: ось x – продольная ось 

стержня (балки, вала); оси y, z – поперечные оси. При изображении от-

дельных видов элемента указывать направление, с которого получено 

данное изображение, например: вид на балку сверху – с положитель-

ного конца оси y; использовать, как правило, основные виды – с поло-

жительных концов соответствующих координатных осей; при реше-

нии задач показывать вертикальную плоскость xy в плоскости рисунка, 

горизонтальную плоскость xz – вид с положительного конца оси y, т. е. 

сверху или в аксонометрическом (пространственном) виде (см. при-

меры решения задач);  строить эпюры внутренних усилий (внутренних 

силовых факторов). 
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7. Окончательные результаты записывать в виде ответа. 

8. Оформить задание в формате Word или рукописно и сдать на 

проверку преподавателю в сроки, установленные рабочей программой 

дисциплины. Для студентов, обучающихся по заочной форме с приме-

нением дистанционных технологий, прислать работу, выполненную в 

соответствии с требованиями, на сайт Центра дистанционного обуче-

ния ВлГУ (ЦДО).  

Данные для решения задач выбираются из таблиц к задачам в со-

ответствии с индивидуальным вариантом (шифром), выданным препо-

давателем. Номер варианта состоит из четырёх цифр. Каждая цифра 

соответствует номеру строки в соответствующем столбце. По первой 

цифре берутся данные из строки первого столбца таблицы, обозначен-

ного римской цифрой I, по второй цифре берутся данные из строки 

столбца II, по третьей – из столбца III, по четвёртой – из столбца IV. 

Пример выбора данных: вариант 1835. 

 

Номер 

строки 

I II III IV 

данные данные данные данные 

1     

2     

3     

4     

5     

6     

7     

8     

9     

0     
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Задание 1 

 

ПЛОСКАЯ СИСТЕМА СИЛ. 

 ОПРЕДЕЛЕНИЕ РЕАКЦИЙ СВЯЗЕЙ 

 

В задание входят задачи, в которых рассматривается равновесие 

абсолютно твердых тел под действием внешних сил. При равновесии 

тела должны выполняться определенные условия равновесия, завися-

щие от вида системы действующих на тело сил. Эти условия можно 

выразить либо в геометрической (графической) форме, либо в анали-

тической – в виде системы уравнений. При решении задач статики 

необходимо придерживаться определенного порядка решения, кото-

рый сводится к следующим шагам:  

– выбор тела, равновесие которого следует рассмотреть для опре-

деления искомых величин (реакций связей, неизвестных сил);  

– освобождение тела от связей и замена их реакциями; 

– изображение схемы выбранного тела с указанием всех действу-

ющих на него сил, включая реакции отброшенных связей; все эле-

менты рисунка (тело, линейные размеры и т. п.) необходимо изобра-

жать в определенном масштабе, углы откладывать согласно заданным 

значениям; 

– составление условий равновесия (выбор их формы зависит от 

вида системы сил, действующих на тело); 

– определение искомых величин из условий равновесия; 

– проверка полученных результатов. 

 

Задача № 1 

Однородное тело весом P удерживается в равновесии связями, 

показанными на схеме (рис. 1). Сила веса тела P и реакции связей об-

разуют плоскую систему сходящихся сил.  

При заданных углах α и β определить реакции указанных связей 

аналитически. Проверить правильность найденных реакций связей гра-

фическим способом. Номер схемы, условие задачи, данные, необходи-

мые для решения, выбрать по варианту из табл. 1.  
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Схема 1. Стержни 1 и 2 соединены между собой и с вертикальной 

стеной шарнирами. К шарниру В подвешено однородное тело весом P. 

Определить реакции стержней N1, N2. 

Схема 2. На двух взаимно перпендикулярных гладких плоскостях 

1 и 2 лежит однородный шар весом Р. Определить реакции плоскостей 

1, 2 – N1, N2.  

Схема 3. Однородный стержень АВ весом Р и длиной l подвешен 

в точке С на двух тросах 1 и 2 одинаковой длины. Определить реакции 

тросов S1, S2. 

Схема 4. Однородный стержень АВ весом Р прикреплен шар-

нирно к стене в точке А и опирается свободно нижним концом В на 

наклонную плоскость. Определить реакции шарнира А – RA и плоско-

сти – RB. 

Схема 5. Стержни 1 и 2 соединены между собой и с вертикальной 

стеной шарнирами. К шарниру В подвешено однородное тело весом P. 

Определить реакции стержней N1, N2.  

Схема 6. Однородный шар весом Р удерживается на гладкой 

наклонной плоскости тросом. Определить реакции плоскости N и 

троса S. 

Схема 7. Однородный стержень АВ весом P прикреплен к верти-

кальной стене шарниром А и удерживается тросом BC. Определить ре-

акции троса S и шарнира RA. 

Схема 8. Стержень АВ весом P концом А упирается в гладкую 

вертикальную стену и удерживается в наклонном положении тросом 

ВС. Определить реакции стены N и троса S при AC = AD. 

Схема 9. Тело весом Р подвешено на стержнях 1 и 2, составляю-

щих с потолком и стеной углы  и  соответственно. Определить реак-

ции стержней N1, N2.   

Схема 10. Однородный стержень АВ весом Р прикреплен шар-

нирно к полу в точке А и опирается свободно верхним концом В на 

гладкую наклонную плоскость. Определить реакции шарнира А – RA и 

плоскости – RB.  
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Таблица 1 

Номер 

строки 

I II III IV 

Номер схемы Вес тела P, Н 
Углы 

Длина l, м 
α, град β, град 

1   1   100 30 20 2,0 

2   2   300 40 30 1,6 

3   3   200 60 40 1,2 

4   4   500 20 50 1,4 

5   5   400 45 60 1,5 

6   6   700 30 20 1,8 

7   7   600 45 30 1,1 

8   8   900 60 40 1,7 

9   9 1000 20 50 0,8 

0 10   800 40 60 1,0 

 

Указания к решению задачи № 1 

В задаче рассматривается равновесие тела, которое находится 

под действием плоской системы сходящихся сил. Тело при этом при-

нимается однородным, центр тяжести такого тела находится в его гео-

метрическом центре. В центре тяжести прикладываем равнодействую-

щую сил тяжести (вес) тела.  

Система сходящихся сил – это система сил, линии действия ко-

торых пересекаются в одной точке (рис. 2). 

   

Рис. 2 

 

F2 

A 

 F4 

F3 
F1 
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Согласно аксиомам статики все силы можно перенести в точку 

пересечения их линий действия (рис. 3, а) и сложить их аналитически 

или графически. Сумма сил является равнодействующей R исходной 

системы сходящихся сил. Равнодействующая сходящихся сил прило-

жена в точке пересечения линий действия сил и равна их геометриче-

ской (векторной) сумме (рис. 3, б): 

𝑅 = ∑ 𝐹𝑖

𝑛

1

, 

где 𝐹𝑖 – сила. 

 

 
а)                                                              б) 

Рис. 3 

 

Условия равновесия плоской системы сходящихся сил 

Для равновесия приложенной к телу системы сходящихся сил 

необходимо и достаточно, чтобы равнодействующая этих сил R была 

равна нулю. Условия равновесия системы сходящихся сил можно вы-

разить в двух формах – геометрической и аналитической:  

а) геометрическая форма условия равновесия: для равновесия си-

стемы сходящихся сил необходимо и достаточно, чтобы силовой мно-

гоугольник был замкнут, тогда R = 0; 

б) аналитическая форма условий равновесия: равнодействующая 

R равна нулю, если её составляющие в координатных осях xy равны 

а
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нулю: Rx = 0, Ry = 0. Отсюда следует, что для равновесия плоской си-

стемы сходящихся сил необходимо и достаточно, чтобы суммы про-

екций этих сил на каждую из двух координатных осей x и y были равны 

нулю. Уравнения равновесия сходящихся сил имеют вид 

∑ 𝐹𝑖𝑥

𝑛

1

= 0;   ∑ 𝐹𝑖𝑦

𝑛

1

= 0. 

 Упрощенная запись уравнений равновесия плоской системы схо-

дящихся сил имеет вид 

∑ 𝑋 = 0; ∑ 𝑌 = 0. 

 

Примеры решения задачи № 1 

Пример 1. Однородный шар весом P подвешен на нити к стене 

(рис. 4, а). Определить реакцию нити S и реакцию стены N. 

 

 
а)                                           б)                                           в) 

Рис. 4 

 

Решение 

Аналитический способ 

1. Выбираем тело, равновесие которого необходимо рассмотреть 

для определения реакций стены (плоскости) и нити. Отбрасываем 

связи, реакции которых требуется найти, и выявляем объект равнове-

сия – это шар. На расчетной схеме показываем шар с приложенными к 

нему силой веса Р и реакциями стены N и нити S (см. рис. 4, б). 

S 

N 

P 

α 

N 

S 

 P 

x 

y 

α α 
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2. Составляем уравнения равновесия для плоской системы сходя-

щихся сил: 

∑ 𝑋 = 0;  𝑁 − 𝑆 sin α = 0 ; 

∑ 𝑌 = 0; −𝑃 + 𝑆 cos α = 0. 

Из уравнений равновесия получаем 

𝑁 = 𝑃 tg α ,   𝑆 =
𝑃

cos α
. 

 

Графический способ (проверка) 

Строим векторный треугольник. Откладываем вектор силы веса 

шара Р в масштабе. Через начало и конец этого вектора проводим пря-

мые линии, параллельные линиям дей-

ствия реакций связей – стены N и нити S 

(рис. 5, а). Замыкаем векторный тре-

угольник по направлению вектора P 

(рис. 5, б). Из векторного треугольника 

получаем: N = P tg α; S = 
P

cos α
.  

Результаты аналитического и гра-

фического решений совпадают. 

Ответ: реакция стены N = P tg α; реакция нити S = 
P

cos α
. 

Пример 2. Груз весом P подвешен на двух стержнях, соединен-

ных между собой и с основанием шарнирами А, В, С. Определить ре-

акции стержней 1 и 2.  

Данные к расчету: P = 8 кН; α = 30°. 

 

Решение 

1. Изображаем расчетную схему (рис. 6, а). Отбрасываем связи, 

реакции которых требуется найти (стержни 1 и 2). Объектом равнове-

сия является узел В. 

2. Показываем на схеме силу веса груза P и реакции стержней N1, 

N2, считая стержни растянутыми (рис. 6, б).   

P 

S 

N 

P 
α α 

Рис. 5 

а) б) 
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а)                                                                      б) 

Рис. 6 

 

3. Для плоской системы сходящихся сил составляем два уравне-

ния равновесия проекций сил на оси x и y: 

∑ 𝑋 = 0; −𝑁1 − 𝑁2 sin α = 0; 

∑ 𝑌 = 0; −𝐹 − 𝑁2 cos α = 0. 

4. Из уравнений находим реакции стержней: 

𝑁2 = −
𝐹

cos α
= −

8

cos 30°
= −9,2 кН; 

𝑁1 = −𝑁2 sin α = −(−9,2 sin 30°) = 4,6 кН. 
Графическую проверку проводим так же, как в примере № 1. 

Ответ: N1 = 4,6 кН – стержень 1 растянут; N2 = –9,2 кН – стер-

жень 2 сжат. 

 

Задача № 2 

 Горизонтальная балка прикреплена к основанию двумя шарнир-

ными опорами и нагружена сосредоточенной силой F, распределенной 

нагрузкой интенсивностью q и парой сил с моментом M (рис. 7). 

 Определить реакции шарнирных опор. Номер схемы балки, дан-

ные для расчета выбрать по варианту из табл. 2. 

 

Задача № 3 

Балка жестко заделана в стену и нагружена сосредоточенной си-

лой F, распределенной нагрузкой интенсивностью q и парой сил с мо-

ментом M (рис. 8).  

 C 

B A 1 

2 

B 

x 

y 

N1 

P 

N2 

α α 

P 
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Определить реакции жесткой заделки. Номер схемы балки, дан-

ные для расчета выбрать по варианту из табл. 2. 
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1 2 
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Рис. 8 
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Таблица 2 

Номер 

строки 

I II III IV 

Номер схемы a, м b, м F, кН q, кН/м M, кН ∙ м 

1   1 2,4 1,2   6   4   8 

2    2 2,8 1,5   8   6   6 

3   3 3,0 1,6 12  5 12 

4   4 3,2 1,8 14   8   4 

5   5 3,4 2,0 15 12 15 

6   6 3,6 1,4   9 15 18 

7   7 3,8 1,9 18   9 10 

8   8 4,0 1,7 10 18   9 

9   9 3,5 1,3 24 10   7 

0 10 2,7 1,1   5 14   5 
 

 

Указания к решению задач № 2, 3 

В задачах рассматривается равновесие тел, на которые действует 

произвольная плоская система сил. Тела удерживаются в равновесии 

связями, которые представляют собой шарнирно-подвижную, шар-

нирно-неподвижную опоры и жесткую заделку. 

Система сил, линии действия которых лежат в одной плоскости 

произвольно, называется плоской системой сил. Плоскую систему сил 

можно привести к заданному центру O и найти главный вектор R и 

главный момент M системы сил. Главный вектор равен векторной 

сумме сил, входящих в систему, а главный момент – сумме моментов 

сил относительно центра приведения О:  

𝑅 = ∑ 𝐹𝑖 ;     𝑀 = ∑ 𝑀𝑖𝑂. 

Главный вектор лежит в плоскости действия сил, а главный мо-

мент представляет собой момент пары сил, плоскость действия кото-

рой совпадает с плоскостью, в которой действуют силы (рис. 9). 

Частный случай плоской системы сил – система параллельных 

сил, лежащих в одной плоскости. 

При равновесии системы сил главный вектор R и главный момент 

M системы равны нулю. 
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Рис. 9 

 

 Раскладывая главный вектор на составляющие по координатным 

осям x и y и приравнивая их к нулю, получим два уравнения равновесия 

в проекциях сил на эти оси. Третье уравнение равновесия получим, 

найдя главный момент как алгебраическую сумму моментов сил отно-

сительно любой точки, лежащей в плоскости действия сил, и прирав-

няв её к нулю: 

𝑅𝑥 = ∑ 𝐹𝑖𝑥

𝑛

1

= 0; 

𝑅𝑦 = ∑ 𝐹𝑖𝑦

𝑛

1

= 0; 

𝑀𝑂 = ∑ 𝑀𝑂(𝐹𝑖

𝑛

1

) = 0. 

Для равновесия плоской системы сил, действующих на твердое 

тело, необходимо и достаточно, чтобы сумма проекций этих сил на 

каждую из двух осей координат x и y, расположенных в плоскости дей-

ствия сил, была равна нулю и алгебраическая сумма моментов сил от-

носительно любой точки, находящейся в той же плоскости, также 

была равна нулю. Уравнения равновесия можно записать в более про-

стом виде: 

∑ 𝑋 = 0;   ∑ 𝑌 = 0;  ∑ 𝑀𝐴 = 0. 

Эти уравнения называются основными уравнениями равновесия 

плоской системы сил (первая форма уравнений равновесия). 

F1 
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F2 

O x 
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Вторая форма уравнений равновесия: 

∑ 𝑋 = 0;   ∑ 𝑀𝐴 = 0;  ∑ 𝑀𝐵 = 0, 

где А и В – две произвольные точки в плоскости действия сил, причем 

прямая АВ не перпендикулярна оси x. 

Третья форма уравнений равновесия: 

∑ 𝑀𝐴 = 0;   ∑ 𝑀𝐵 = 0;  ∑ 𝑀𝐶 = 0, 

где А, В, С – три точки в плоскости действия сил, не лежащие на одной 

прямой. 

При решении задач на определение реакций следует выбрать 

«удобную» форму уравнений равновесия, так чтобы каждое уравнение 

содержало одну неизвестную реакцию связи. Для решения задачи № 2, 

в которой требуется найти реакции шарнирных опор балки, рациональ-

нее выбрать вторую форму уравнений равновесия, а для решения за-

дачи № 3 – первую форму. 

 

Пример решения задачи № 2 

Определить реакции опор двухопорной балки (рис. 10).  

Данные для расчета: a = 1,5 м; l = 3 м; b = 1,2 м; F = 8 кН; q = 10 кН/м; 

М = 15 кН ∙ м. 

Решение 

1. Изобразим расчетную схему балки с указанием численных зна-

чений нагрузки (сил, моментов) и линейных размеров. Опоры обозна-

чим буквами А и В. Определим равнодействующую распределенной 

нагрузки Q = ql = 10 ∙ 3 = 30 кН, покажем Q на схеме. 

2. Покажем реакции шарнирных опор балки на схеме (рис. 10). 

 

 
 

Рис. 10 

 

D 

XA = 0 
l = 3 м 

YB = 6 кН 

Q = 30 кН  

a = 1,5 м 

М = 15 кН ∙ м 

b = 1,2 м 

y 

x A 

F = 8 кН 
q = 10 кН/м 

 B 

YA = 32 кН 
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3. Составим уравнения равновесия и определим реакции опор. 

Используем вторую форму уравнений равновесия. Уравнение проек-

ций сил на ось x 

∑ 𝑋 = 0;  отсюда 𝑋𝐴 = 0. 

Уравнение моментов относительно точки А 

∑ 𝑀𝐴 = 0;  𝐹𝑎 + 𝑀 − 𝑄
𝑙

2
+ 𝑌𝐵𝑙 = 0,  

отсюда 

 𝑌𝐵 =
1

𝑙
(−𝐹𝑎 − 𝑀 + 𝑄

𝑙

2
) =

1

3
(−8 ∙ 1,5 − 15 + 30 ∙

3

2
) =

−27 + 45

3
= 6 кН. 

Уравнение моментов относительно точки В 

∑ 𝑀𝐵 = 0;  𝐹(𝑎 + 𝑙) + 𝑄
𝑙

2
+ 𝑀 − 𝑌𝐴𝑙 = 0, 

отсюда 

𝑌𝐴 =
1

𝑙
(𝐹(𝑎 + 𝑙) + 𝑄

𝑙

2
+ 𝑀) =

1

3
(8(1,5 + 3) + 30

3

2
+ 15) = 32 кН. 

4. Для проверки правильности определения реакций опор соста-

вим уравнение равновесия, которое не было использовано при реше-

нии, и подставим в него найденные значения реакций опор. Уравнение 

проекций сил на ось y 

∑ 𝑌 = 0; 𝑌𝐴 + 𝑌𝐵 − 𝐹 − 𝑄 = 0;  32 + 6 − 8 − 30 = 0.  38 – 38 = 0 –

уравнение выполняется, реакции опор найдены верно. 

Для проверки также можно составить уравнение моментов отно-

сительно какой-либо точки, например относительно точки D: 

     ∑ 𝑀𝐷 = 0;   32 ∙ 1,5 − 30 ∙ 3 + 6 ∙ 4,5 + 15 = 0;   90 − 90 = 0. 

Реакции опор найдены верно. Показываем реакции опор YA и YB 

на схеме балки (см. рис. 10). 

Ответ: реакции опоры А  XA= 0, YA= 32 кН; реакция опоры В 

YB = 6 кН. 

Пример решения задачи № 3 

 Для балки, жестко заделанной в стену (рис. 11), определить ре-

акции жесткой заделки А.  

Данные для расчета: a = 1,5 м; b = 2 м; F = 24 кН; q = 8 кН/м;           

М = 35 кН ∙ м. 
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Решение 

1. Изображаем заданную балку в масштабе с указанием числен-

ных значений размеров и нагрузки (рис. 11). Находим равнодействую-

щую распределенной нагрузки Q = qb = 8 ∙ 2 = 16 кН. 

 

 

Рис. 11 

 

2. Показываем реакции жесткой заделки А – момент заделки МА, 

вертикальную реакцию YA и горизонтальную реакцию XA.  

3. Составляем уравнения равновесия, из которых находим иско-

мые реакции. Используем первую форму уравнений равновесия: 

Уравнение проекций на ось x 

∑ 𝑋 = 0, отсюда 𝑋𝐴 = 0. 

Уравнение проекций на ось y 

∑ 𝑌 = 0; 𝑌𝐴 + 𝐹 − 𝑄 = 0, 

отсюда   𝑌𝐴 = −𝐹 + 𝑄 = −24 + 16 = −8 кН. 

Уравнение моментов относительно точки А 

∑ 𝑀𝐴 = 0; 𝑀𝐴 + 𝐹𝑎 − 𝑄(𝑎 + 𝑏
2⁄ ) − 𝑀 = 0, 

отсюда 𝑀𝐴 = −𝐹𝑎 + 𝑄(𝑎 + 𝑏
2⁄ ) + 𝑀 = −24 ∙ 1,5 + 16(1,5 + 1) +

+ 35 = 39 кН ∙ м. 

Знак минус в выражении для реакции YA означает, что реакция 

направлена не вверх, как считали при составлении уравнения, а вниз. 

А 

 F = 24 

кН 

b = 2 м a = 1,5 м 

q = 8 кН/м 
М = 35 кН ∙ м 

В x 

y 

Q = 16 кН 

 YA 

MA 

XA 
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Положительный знак в значении момента заделки означает, что она 

направлена так, как считали при составлении уравнения равновесия,      

т. е. против хода часовой стрелки. 

4. Проверка правильности определения реакций. Составим урав-

нение моментов относительно точки В и подставим в него полученные 

значения реакций заделки: 

∑ 𝑀𝐵 = 0; 𝑀𝐴 − 𝑌𝐴(𝑎 + 𝑏) − 𝐹𝑏 + 𝑄 ∙ 𝑏
2⁄ − 𝑀 = 0; 

39 + 8(1,5 + 2) – 24 ∙ 2 + 16 ∙ 1 – 35 = 39 + 28 – 48 + 16 – 35 = 

= 83 − 83 = 0.  

Реакции опор найдены верно (рис. 12). 

Ответ: XA = 0; YA = 8 кН, направлена вниз; МА = 39 кН ∙ м, направ-

лен против часовой стрелки.  

 

 

 

Рис. 12 

 

Задача № 4 

Для заданного симметричного плоского сечения (рис. 13) тре-

буется: 

– определить положение центра тяжести; 

– построить главные центральные оси (zC – горизонтальная ось, 

yC – вертикальная ось); 

– найти главные центральные моменты инерции Izc
, Iyc

. 

Данные для расчета выбрать по варианту из табл. 3.  

 

B 
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x 
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Таблица 3 

Номер  

строки 

I II III IV 

Номер схемы сечения а, мм b, мм с, мм 

1   1 60 46 80 

2   2 45 52 70 

3   3 50 56 96 

4   4 40 38 84 

5   5 36 54 50 

6   6 54 45 90 

7   7 48 50 65 

8   8 64 35 90 

9   9 42 60 75 

0 10 56 40 60 
 

Указания к решению задачи № 4 

Определение геометрических характеристик плоских сечений ре-

комендуется выполнять в следующем порядке: 

1. Начертить сечение по заданным размерам в масштабе. 

2. Разбить сечение на простые фигуры (прил. 1). 

3. Показать центры тяжести простых фигур – точки Ci; провести 

в каждой фигуре собственные центральные оси (𝑧𝐶𝑖
 – горизонтальные 

оси, 𝑦𝐶𝑖 
– вертикальные оси, i – номер простой фигуры) и выбрать оси 

z, y вспомогательной системы координат zOy.  

4. Найти координаты центра тяжести заданной фигуры в системе 

осей zOy по следующим формулам:  

𝑧𝐶 =
∑ 𝐴𝑖𝑧𝐶𝑖

∑ 𝐴𝑖
=

𝐴1𝑧𝐶1
+ 𝐴2𝑧𝐶2

+ ⋯ + 𝐴𝑛𝑧𝐶𝑛

𝐴1 + 𝐴2 + ⋯ + 𝐴𝑛
; 

𝑦𝐶 =
∑ 𝐴𝑖𝑦𝐶𝑖

∑ 𝐴𝑖

=
𝐴1𝑦𝐶1

+ 𝐴2𝑦𝐶2
+ ⋯ + 𝐴𝑛𝑦𝐶𝑛

𝐴1 + 𝐴2 + ⋯ + 𝐴𝑛

, 

где Ai – площадь i-й простой фигуры; 𝑧𝐶𝑖
 и 𝑦𝐶𝑖

 – координаты центра 

тяжести i-й фигуры в выбранной вспомогательной системе осей zOy. 

Суммирование проводится по количеству фигур разбиения алгеб-

раически (i = 1, 2, … n), т. е. для фигур, изображающих отверстия и 

вырезы, площади принимаются отрицательными. 
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5. Провести через найденный центр тяжести С всего сечения оси 

zC и yC – центральные оси заданного сечения.  

6. Вычислить главные центральные моменты инерции сечения 

относительно главных центральных осей zC и yC по формулам 

𝐼𝑧𝐶
= ∑ (𝐼𝑧𝐶𝑖

+ 𝑎𝑖
2𝐴𝑖)

𝑛

𝑖=1

; 

𝐼𝑦𝐶
= ∑ (𝐼𝑦𝐶𝑖

+ 𝑏𝑖
2𝐴𝑖)

𝑛

𝑖=1

, 

где ai – расстояния между горизонтальными осями zC и zCi
; bi – рассто-

яния между вертикальными осями y
C

 и y
Ci

. 

7. Результаты расчета записать в ответе. 

 

Пример решения задачи № 4 

Для заданного плоского сечения требуется: 

– определить положение центра тяжести; 

– построить главные центральные оси; 

– определить главные центральные мо-

менты инерции.  

Данные для расчета: а = 80 мм = 8 см;  

b = 20 мм = 2 см; с = 60 мм = 6 см; схема сечения 

показана на рис. 14. 

 

Решение 

1. Изображаем заданное сечение в масштабе (рис. 15). Для удоб-

ства расчета размеры указываем в сантиметрах. На рис. 15, 16 после-

довательно показан порядок построений, необходимых для расчета. 

При выполнении задания все построения можно изображать на одном 

рисунке.  

2. Разбиваем сечение на две части – прямоугольник 1 и треуголь-

ник 2 (см. прил. 1). Для каждой части показываем положение центра 

тяжести (точки С1 и С2) и главные центральные оси – для прямоуголь-

ника оси z1C1y
1
, для треугольника – z2C2y

2
.  

a 

c 

b 

a
 

b 

Рис. 14 
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3. Выбираем вспомогательную систему координат zOy (рис. 15), 

относительно которой будем определять положение центра тяжести се-

чения точки С. Ось y совмещаем с осью симметрии сечения, а ось z – с 

нижним основанием сечения.  

 

 
 

Рис. 15 

 

4. Определяем координаты центра тяжести сечения. Находим: 

– площади частей сечения: 

𝐴1 = 𝑏1ℎ1 = 12 ∙ 8 = 96 см2; 

𝐴2 =
1

2
𝑏2ℎ2 =

1

2
∙ 8 ∙ 6 = 24 см2; 

– координаты центров тяжести частей 1 и 2 в осях системы коор-

динат zOy (см. рис. 15):  z𝐶1 = z𝐶2 = 0; y
𝐶1

 = 4 см; y
𝐶2

 = 10 см; 

– координаты центра тяжести заданного сечения в осях системы 

координат zOy:  

𝑧𝐶 = 0;  𝑦𝐶 =
∑ 𝐴𝑖𝑦𝐶𝑖

∑ 𝐴𝑖

=
96 ∙ 4 + 24 ∙ 10

96 + 24
= 5,2 см. 

Показываем на схеме сечения координату y
C

 и центр тяжести се-

чения – точку С (рис. 16). 

1 
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5. Проводим главные центральные оси сечения zC, yC (рис. 16). 

 

 
 

Рис. 16 

 

6. Вычисляем главные центральные моменты инерции сечения 

относительно главных центральных осей zC и y
C

:  

– расстояния между главной центральной осью zC и осями z1, z2 

 a1 = 5,2 – 4 = 1,2 см; a2 = 10 – 5,2 = 4,8 см; 

– расстояния b1 = b2 = 0, так как оси y
1
, y

2 
и y

C
 совпадают;  

– главные центральные моменты инерции сечения: 

𝐼𝑧𝐶
= ∑(𝐼𝑧𝑖

+ 𝑎𝑖
2𝐴𝑖) = (

𝑏1ℎ1
3

12
+ 𝑎1

2𝐴1) + (
𝑏2ℎ2

3

36
+ 𝑎2

2𝐴2) = 

= (
12 ∙ 83

12
+ 1,22 ∙ 96) + (

8 ∙ 63

36
+ 4,82 ∙ 24) = 1251,2 см4; 

𝐼𝑦𝐶
= ∑(𝐼𝑦𝑖

+ 𝑏𝑖
2𝐴𝑖) =

𝑏1 
3 ℎ1

12
+

𝑏2 
3 ℎ2

48
=

123 ∙ 8

12
+

83 ∙ 6

48
=1216 см4. 

Ответ: положение центра тяжести сечения – точка С и главные 

центральные оси zC, yC показаны на рис. 16. Главные центральные мо-

менты инерции IzC
 = 1251,2 см4; IyC

 = 1216 см4. 

b2 = 8 см 
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Задание 2 

 

РАСЧЕТЫ НА ПРОЧНОСТЬ И ЖЕСТКОСТЬ ПРЯМЫХ 

СТЕРЖНЕЙ ПРИ РАСТЯЖЕНИИ И СЖАТИИ, КРУЧЕНИИ, 

ПРЯМОМ ИЗГИБЕ И СЛОЖНОМ СОПРОТИВЛЕНИИ 

 

В задании приведены задачи на темы раздела рабочей программы 

«Сопротивление материалов». К решению задач и выполнению само-

стоятельных индивидуальных заданий студент может приступить по-

сле изучения соответствующих тем по лекциям и учебникам.  

Задачи и примеры расположены в последовательности, принятой 

в традиционном изложении материала курса «Сопротивление матери-

алов». Основным объектом расчета в задачах является прямолинейный 

стержень. В расчетах на прочность и жесткость типовых стержней вме-

сто самого стержня принято рассматривать его расчетную схему, кото-

рая представляет собой упрощенное изображение реального стержня 

без учета несущественных факторов. Также схематично показывается 

нагрузка – силы, моменты и др. На расчетной схеме изображаются ти-

повые опоры. Основные типы опор – шарнирно-подвижная, шарнирно- 

неподвижная и жесткая заделка. Типы опор зависят от назначения 

стержня. В задачах приведены расчетные схемы статически определи-

мых стержней, для которых все усилия, внешние (реакции опор) и 

внутренние, можно найти из уравнений равновесия статики.  

 

Задача № 1 

Горизонтальный прямой стержень жестко заделан в стену левым 

концом и нагружен сосредоточенными силами Fi (i = 1, 2, 3), прило-

женными вдоль его продольной оси (рис. 17).  

Требуется: 

– изобразить расчетную схему стержня; 

– найти реакцию опоры (жесткой заделки); 

– построить эпюры продольной силы N и нормальных напряже-

ний σ; 
– из условия прочности определить площадь А поперечного сече-

ния стержня; 

– найти изменение длины (удлинения или укорочения) участков 

стержня ∆li и полное изменение длины стержня ∆l; 

– определить относительные продольные деформации εxi на 

участках стержня и проверить выполнение условия жесткости. 
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Номер схемы стержня, данные для расчета выбрать по варианту 

из табл. 4. При расчете принять E = 2 ∙ 105 МПа, εx = 1  103. 

 

 

Рис. 17 
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Таблица 4 

Номер 

строки 

I II III IV 

Номер 

схемы 
a, м b, м c, м F1, кН F2, кН F3, кН [σ], МПа 

1   1 0,5 1,0 0,4 32 14 28 120 

2   2 0,4 0,9 0,2 16 20 12 140 

3   3 0,3 0,8 0,5 24 18 40 160 

4   4 0,2 0,7 0,6 18 30 24 100 

5   5 0,4 0,6 0,3 26 12 14 150 

6   6 0,5 0,4 0,8 36 14 26 120 

7   7 0,6 0,3 0,9 25 15 36 130 

8   8 0,7 0,2 0,4 12 28 20 140 

9   9 0,8 0,4 0,6 30 15 28 150 

0 10 0,3 0,6 0,5 27 10 18 160 

 

Указания к решению задачи № 1 

В задаче рассматривается проектировочный расчет на прочность 

прямого стержня при растяжении и сжатии. В ходе решения изучается 

построение эпюр внутренних усилий (внутренних силовых факторов). 

Внутренним усилием при растяжении и сжатии является продольная 

сила N. Внутренние усилия находят методом сечений.  

Рекомендуется следующий порядок решения задачи: 

1. Изобразить расчетную схему стержня с указанием численных 

значений сил, линейных размеров. 

2. Определить реакцию жесткой заделки. 

3. Разбить рассматриваемый стержень на участки так, чтобы в 

пределах каждого участка характер нагрузки не менялся; в этом случае 

границами участков выступают сечения, в которых приложены внеш-

ние силы. Согласно методу сечений на каждом участке мысленно про-

вести секущую плоскость и для отсеченной части стержня составить 

уравнение равновесия проекций сил на продольную ось стержня, вклю-

чив в это уравнение продольную силу на данном участке. Из уравнений 

равновесия найти продольные силы Ni и построить эпюру N.  

4. Определить площадь поперечного сечения из условия прочности 

|σ|max =
|𝑁|max

𝐴
≤ [σ],  

отсюда  𝐴 ≥
|𝑁|max

[σ]
. 
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5. Определить нормальное напряжение на каждом i-м участке по 

формуле σi = 
Ni

A
  и построить эпюру нормальных напряжений. 

6. Определить изменение длины каждого участка (удлинение или 

укорочение) по формуле li = 
Nili

EA
.  

 Определить полное изменение длины стержня ∆l = ∑ ∆li. 

7. Определить на участках стержня относительную продольную 

деформацию по формуле εxi = 
∆li

li
 = 

σi

E
 и проверить выполнение условия 

жесткости εxi ≤ [εx].  

8. Результаты расчета записать в ответе. 

 

Пример решения задачи № 1 

Горизонтальный прямой стержень жестко заделан левым концом 

в стену и нагружен сосредоточенными силами Fi.  

Требуется: 

– изобразить расчетную схему стержня; 

– найти реакцию опоры (жесткой заделки); 

– построить эпюры продольной силы N и нормальных напряже-

ний σ; 

– из условия прочности определить площадь А поперечного сече-

ния стержня; 

– найти удлинения (укорочения) участков стержня ∆li и полное 

изменение длины стержня ∆l; 

– определить относительные продольные деформации εxi на 

участках стержня и проверить выполнение условия жесткости. 

Данные для расчета: схема стержня (рис. 18); a = 0,4 м; b = 0,5 м; 

c = 0,6 м; F1 = 27 кН; F2 = 38 кН; F3 = 30 кН; [σ] = 180 МПа; 

E = 2 ∙ 105 МПа;  = 1  10–3. 

 

 
 

Рис. 18 

B 

F3 F2 F1 

c b a 

x D 
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Решение 

1. Изображаем расчетную схему стержня с указанием численных 

значений сил и линейных размеров (рис. 19).  

 

 

Рис. 19 

 

2. Показываем предварительно реакцию заделки RB в положи-

тельном направлении оси x. Составляем уравнение равновесия проек-

ций сил на ось x: 

∑ 𝑋 = 0; 𝐹1 − 𝐹2 + 𝐹3 + 𝑅𝐵 = 0.  

Определяем реакцию заделки:   

𝑅𝐵 = −𝐹1 + 𝐹2 − 𝐹3 = −27 + 38 − 30 = −19 кН. 

Знак минус означает, что реакция RB направлена не вправо, как счи-

тали при составлении уравнения равновесия, а влево. Показываем на рас-

четной схеме действительное направление реакции (рис. 20, а). Правиль-

ность определения реакции легко проверить, если сложить силы, прило-

женные вправо (F1, F3), и силы, приложенные влево (F2, RB). Результаты 

сложения должны быть одинаковые («сколько вправо – столько влево»).  

3.  Разбиваем стержень на участки. В нашем случае – три участка, 

обозначаем номера участков – 1, 2, 3. Методом сечений определяем 

продольную силу на каждом участке. 

Участок 1. Мысленно проводим секущую плоскость I-I на пер-

вом участке стержня (рис. 20, а). Рассмотрим отсеченную правую часть 

стержня. Продольную силу N1 принимаем 

положительной и показываем её «от сече-

ния», т. е. считаем первый участок растяну-

тым. Таким же образом необходимо неизвестную продольную силу 

изображать на всех участках. Составляем уравнение равновесия для от-

сеченной части:      

B 

F3 = 30 кН F2 = 38 кН F1 = 27 кН 

с = 0,6 м b = 0,5 м a = 0,4 м 

x D 

RB 

F1 = 27 кН N1 

x 
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∑ X = 0 ;  F1 – N1 = 0; отсюда N1 = F1 = 27 кН; N1  0 – растяжение. 

Участок 2. Проводим секущую плоскость II-II на втором участке. 

Рассмотрим отсечен-

ную правую часть 

стержня.  

 Уравнение равновесия для отсеченной правой части стержня  

∑ X  =  0; F1 – F2 –  N2 = 0; отсюда N2 = F1 – F2 = 27 – 38 = –11 кН;   

N2 < 0 – сжатие. 

Участок 3. Проводим секущую 

плоскость III-III на третьем участке. Рас-

смотрим левую отсеченную часть 

стержня. Уравнение равновесия для этой части выглядит следующим 

образом:  

∑ X = 0; N3 – RB = 0; отсюда N3 = RB = 19 кН; N3 > 0 – растяжение. 

 При построении эпюры продольных сил можно использовать 

свойства эпюр и учитывать вид деформации, вызываемой каждой си-

лой. К стержню приложены три сосредоточенные силы, на всех участ-

ках эпюра N параллельна оси эпюры, т. е. оси x. В тех сечениях, где 

приложены силы, на эпюре появляются «скачки», равные по величине 

соответствующей силе. Продольная сила в сечении равна алгебраиче-

ской сумме внешних сил, приложенных по одну сторону (справа или 

слева) от рассматриваемого сечения. Силы, направленные от заделки 

(вправо на рис. 19), вызывают растяжение участков стержня между 

сечением, где приложена сила, и заделкой; силы, направленные к за-

делке (влево), вызывают сжатие соответствующих участков стержня.  

Определим продольные силы на участках стержня, складывая 

внешние силы справа от сечения, т. е. перемещаемся от свободного 

конца стержня D. 

Участок 1:   N1 = F1 = 27 кН – растяжение, сила F1 направлена от 

заделки и вызывает растяжение всего стержня. 

N3  RB 

  x 

F2  = 38 кН 
F1 = 27 кН N2 

x 
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Участок 2:  N2 = F1 – F2 = 27 – 38 = –11 кН – сжатие, на участках 

1 и 2 деформацию вызывают обе силы и сжатие является результатом 

их совместного действия (сила F2 направлена к заделке и по модулю 

больше силы F1). 

Участок 3:  N3 = F1 – F2 + F3 = 27 – 38 + 30 = 19 кН – растяжение, 

на участке 3 деформацию вызывают три силы, растяжение является ре-

зультатом их совместного действия (вправо – сумма сил больше, чем 

влево). 

По найденным значениям продольных сил строим эпюру N 

(рис. 20, б). Численные значения продольных сил на участках стержня 

откладываем в выбранном масштабе. 

4. Условие прочности при растяжении – сжатии стержня при по-

стоянной площади поперечного сечения A = const 

|σ|max =
|𝑁|max

𝐴
≤ [σ], 

где |σ|max − наибольшее по модулю нормальное напряжение; |𝑁|max – 

наибольшая по модулю продольная сила; A – площадь поперечного се-

чения стержня; [σ] − допускаемое напряжение для материала стержня. 

Из условия прочности находим площадь поперечного сечения 

стержня: 

𝐴 ≥
|𝑁|max

[σ]
=

𝑁1

[σ]
=

27 ∙ 103

180 ∙ 106
= 1,5 ∙ 10−4 м2  = 1,5 см2. 

5. Находим нормальные напряжения на участках стержня: 

σ1 =
𝑁1

𝐴
=

27 ∙ 103

1,5 ∙ 10−4
= 180 ∙ 106 Па = 180 МПа; 

σ2 =
𝑁2

𝐴
=

−11 ∙ 103

1,5 ∙ 10−4
= −73,3 ∙ 106 Па = −73,3 МПа; 

σ3 =
𝑁3

𝐴
=

19 ∙ 103

1,5 ∙ 10−4
= 126,6 ∙ 106 Па = 126,6 МПа. 

На всех участках условие прочности выполнено: σ𝑖 ≤ [σ].  

Строим эпюру нормальных напряжений (рис. 20, в). По виду она 

подобна эпюре продольных сил, но ординаты в масштабе равны нор-

мальным напряжениям в соответствующих сечениях стержня. 
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6. Определим изменение длины на участках стержня по формуле 

∆𝑙𝑖 =
𝑁𝑖𝑙𝑖

𝐸𝐴
. 

Найдем жесткость поперечного сечения стержня ЕА: 

𝐸𝐴 = 2 ∙ 105 ∙ 106 ∙ 1,5 ∙ 10−4 = 3 ∙ 107 Н. 

Тогда 

∆𝑙1 =
𝑁1𝑙1

𝐸𝐴
=

𝑁1𝑐

𝐸𝐴
=

27 ∙ 103 ∙ 0,6

3 ∙ 107
= 5,4 ∙ 10−4 м = 0,54 мм; 

∆𝑙2 =
𝑁2𝑙2

𝐸𝐴
=

𝑁2𝑏

𝐸𝐴
=

−11 ∙ 103 ∙ 0,5

3 ∙ 107
= −1,8 ∙ 10−4 м = −0,18 мм; 

∆𝑙3 =
𝑁3𝑙3

𝐸𝐴
=

𝑁3𝑎

𝐸𝐴
=

19 ∙ 103 ∙ 0,4

3 ∙ 107
= 2,5 ∙ 10−4 м = 0,25 мм. 

Полное изменение длины стержня 

∆𝑙 = ∑ ∆𝑙𝑖 = 0,54 − 0,18 + 0,25 = 0,61 мм.  

7.  Определим относительную продольную деформацию на 

участках стержня по закону Гука: 

ε𝑖 =
σ𝑖

𝐸
; 

ε1 =
σ1

𝐸
=

180

2 ∙ 105
= 0,90 ∙ 10−3; 

ε2 =
σ2

𝐸
=

−73,3

2 ∙ 105
= −0,37 ∙ 10−3; 

ε3 =
σ3

𝐸
=

126,6

2 ∙ 105
= 0,63 ∙ 10−3. 

Условие жесткости выполнено на всех участках стержня: εi  ≤ 

≤ [ε] = 1 ∙ 10–3.  

Расчетную схему стержня и эпюры построить на одном листе тет-

ради; на схеме и эпюрах указать численные значения заданных вели-

чин и величины, полученные в результате расчета. 

Ответ: площадь поперечного сечения стержня А = 1,5 см2.  Усло-

вие прочности выполнено на всех участках стержня. Изменение длины 

стержня (удлинение) ∆l = 0,61 мм. Условие жесткости выполнено на 

всех участках стержня. 
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Рис. 20 

 

Задача № 2 

Для вертикального ступенчатого стержня, жестко заделанного в 

основание (рис. 21), требуется: 

– изобразить расчетную схему стержня; 

– построить эпюру продольной силы N; 

– построить эпюру нормального напряжения σ в общем виде и опреде-

лить положение опасного сечения; 

– из условия прочности определить параметр площади попереч-

ного сечения стержня А; 

– определить нормальные напряжения σi на участках стержня и 

построить эпюру нормального напряжения с указанием ординат эпюры 

в численном виде, сделать вывод о правильности определения пло-

щади А.  

Исходные данные для расчета и номер схемы стержня выбрать по 

варианту из табл. 5. 

Эпюра N, кН  

19 

27 

11 

б) 

Эпюра σ, МПа 

180 

73,3 

126,6 

в) 

F2 = 38 кН 

3 2 1 

а) 

B 

F3 = 30 кН F1 = 27 кН 

с = 0,6 м b = 0,5 м a = 0,4 м 

x D 

RB  = 19 кН 

I 

I 

III II 

III 

II 
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Рис. 21 

Таблица 5 

Номер 

строки 

I II III IV 

Номер схемы F1, кН F2, кН q, кН/м a, м [σ], МПа 

1   1 10 42 10 0,40   10 

2   2 15 46 12 0,42   12 

3   3 20 50 14 0,44   14 

4   4 45 34 16 0,46   16 

5   5 35 20  8 0,30   18 

6   6 30 14  6 0,32 100 

7   7 16 30  4 0,34 110 

8   8 24 40 18 0,36 120 

9   9 32 25  5 0,38 130 

0 10 26 60 15 0,40 140 
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Указания к решению задачи № 2 

В задаче рассматривается проектировочный расчет на прочность 

ступенчатого стержня при растяжении и сжатии. Внутренним усилием 

при растяжении и сжатии является продольная сила N. Для ее опреде-

ления на участках стержня используется метод сечений. В ходе реше-

ния изучается построение эпюр продольной силы и нормального 

напряжения. 

Рекомендуется следующий порядок решения задачи: 

1. Изобразить схему стержня с указанием численных значений  

сил и линейных размеров.  

2. Определить реакцию опоры – жесткой заделки. 

3. Разбить рассматриваемый стержень на участки так, чтобы в 

пределах участка характер нагрузки не изменялся и площадь попереч-

ного сечения была постоянной (Ai = const). Для каждого i-го участка 

составить выражения для продольной силы Ni и построить эпюру N. 

Ординаты эпюры откладывать в относительном масштабе. 

4. Определить в общем виде нормальное напряжение на каждом 

участке σi = 
Ni

Ai
 и построить эпюру нормальных напряжений. По этой 

эпюре определить в общем виде наибольшее по модулю нормальное 

напряжение |σ|max. 

5. Записать условие прочности при растяжении и сжатии – 

|σ|max ≤ [σ]. Определить из условия прочности параметр А площади по-

перечного сечения стержня.  

6. Найти численные значения нормального напряжения на каж-

дом i-м участке и построить эпюру нормальных напряжений. 

7. Проверить выполнение условия прочности на всех участках и 

записать вывод о правильности определения площади поперечного се-

чения стержня. 

8. Результаты расчета записать в ответе. 
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Пример решения задачи № 2 

Для заданного ступенчатого стержня (рис. 22) требуется: 

– изобразить расчетную схему стержня; 

– построить эпюру продольной силы N; 

– построить эпюру нормального напряжения σ в об-

щем виде и определить положение опасного сечения; 

– из условия прочности определить площадь по-

перечного сечения стержня А; 

– определить нормальные напряжения σi на 

участках стержня и построить эпюру нормального 

напряжения с указанием ординат эпюры в численном 

виде, сделать вывод о правильности определения пло-

щади А. 

Данные для расчета: F1 = 14 кН; F2 = 28 кН; q = 20 кН/м; a = 0,6 м; 

[σ] = 100 МПа. 

 

Решение 

1. Изображаем расчетную схему стержня с указанием числен-

ных значений сил, линейных размеров участков стержня. Ось х 

направим вдоль стержня, поместив начало оси в неподвижном сече-

нии B (рис. 23, а). 

Определяем реакцию заделки B, составив уравнение равновесия 

стержня в проекциях сил на ось х: 

∑ 𝑋 = 0; 𝐹1 − 𝑞 ∙ 3𝑎 − 𝐹2 + 𝑅𝐵 = 0. 

Отсюда 𝑅𝐵 = −𝐹1 + 𝑞 ∙ 3𝑎 + 𝐹2 = −14 + 20 ∙ 1,8 + 28 = 50 кН. 

2. Разбиваем стержень на участки: три участка (i = 1, 2, 3); номера 

участков обозначаем на схеме (рис. 23, а). 

3. Методом сечений найдем продольную силу Ni на каждом 

участке. Мысленно проводим секущую плоскость на каждом участке 

Рис. 22 

F2 

F1 

a
 

2
a

 
a

 

A 

2,5A 
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перпендикулярно продольной оси стержня x и составляем расчетную 

схему отсеченной части стержня. Продольную силу Ni в сечении изоб-

разим по внешней нормали (от сечения), считая ее положительной. При 

этом можно оставить нижнюю или верхнюю часть стержня. Координата 

хi определяет положение сечения на i-м участке (рис. 23, б). Для отсечен-

ных частей стержня составим уравнение проекций сил на ось х и 

найдем продольную силу на каждом участке. 

Участок 1  ах  10 : 

∑ 𝑋 = 0; 𝑅𝐵 − 𝑞𝑥1 + 𝑁1 = 0;  

𝑁1 = −𝑅𝐵 + 𝑞𝑥1 = −50 + 20𝑥1; 

𝑁1(0) = −50 кН;  𝑁1(𝑎) = −50 + 20 ∙ 0,6 = −38 кН. 

Участок 2  ах 20 2  : 

∑ 𝑋 = 0; 𝑅𝐵 − 𝑞(𝑎 + 𝑥2) − 𝐹2 + 𝑁2 = 0;  

𝑁2 = −𝑅𝐵 + 𝑞(𝑎 + 𝑥2) + 𝐹2 = −50 + 20(0,6 + 𝑥2) + 28; 

𝑁2(0) = −10 кН;  

𝑁2(2𝑎) = −50 + 20 ∙ 0,6 + 20 ∙ 1,2 + 28 = 14 кН. 

Участок 3 (0 ≤ 𝑥3 ≤ 𝑎):  

∑ 𝑋 = 0; 𝐹1 − 𝑁3 = 0; 𝑁3 = 𝐹1 = 14 кН.  

По найденным значения Ni строим эпюру продольной силы N 

(рис. 23, в). 

4. Определим нормальные напряжения σi в поперечных сечениях 

стержня на каждом участке в общем виде. 

Участок 1  ах  10 : 

           σ1 =
𝑁1

𝐴1

=
−50 + 20𝑥1

2,5𝐴
; 

           σ1(0) =
−50

2,5𝐴
= −

20

𝐴
;  σ1(𝑎) =

−38

2,5𝐴
= −

15,2

𝐴
. 
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Участок 2 (0 ≤ x2 ≤ 2a):  

           σ2 =
𝑁2

𝐴2

=
−22 + 20(0,6 + 𝑥2)

2,5𝐴
; 

           σ2(0) =
−10

2,5𝐴
= −

4

𝐴
; σ2(2𝑎) =

14

2,5𝐴
=

5,6

𝐴
. 

Участок 3:  σ3 =
𝑁3

𝐴3
=

14

𝐴
 . 

Строим эпюру нормальных напряжений σ в общем виде (рис. 23, г) 

и находим наибольшее по модулю нормальное напряжение: |σ|max =  

= |σ1(0)|  = 
20

A
. 

5. Условие прочности для стержня |σ|max =
20

 A
 ≤[ σ]. 

Отсюда определяем площадь поперечного сечения стержня:  

           𝐴 ≥
20

[σ]
=

20 ∙ 103

100 ∙ 106
= 2 ∙ 10−4м2 = 2 см2. 

6. Численные значения напряжений на участках стержня: 

σ1(0) =
−50

2,5𝐴
=

−50 ∙ 103

2,5 ∙ 2 ∙ 10−4 = −100 ∙ 106 Па = −100 МПа;  

σ1(𝑎) =
−38

2,5𝐴
=

−38 ∙ 103

2,5 ∙ 2 ∙ 10−4 = −76 ∙ 106 Па = −76 МПа;  

σ2(0) =
−10

2,5𝐴
=

−10 ∙ 103

2,5 ∙ 2 ∙ 10−4 = −20 ∙ 106 Па = −20 МПа;  

σ2(2𝑎) =
14

2,5𝐴
=

14 ∙ 103

2,5 ∙ 2 ∙ 10−4 = 28 ∙ 106 Па = 28 МПа;  

σ3 =
𝑁3

𝐴3
=

14

𝐴
=

14 ∙ 103

2 ∙ 10−4 = 70 ∙ 106 Па = 70 МПа.  

Найденные численные значения указываем на эпюре нормаль-

ных напряжений (рис. 23, д). Условие прочности выполнено на всех 

участках стержня: |σi| ≤ [σ] = 100 МПа. 

Ответ: площадь поперечного сечения стержня А = 2 см2. 
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Задача № 3 

На вал с круглым поперечным сечением действует система пар 

сил Mi (i = 1, 2, 3, 4), плоскости действия которых перпендикулярны 

продольной оси вала. Вал удерживается в горизонтальном положении 

цилиндрическими шарнирами, оси которых совпадают с осью вала (на 

рис. 24 не показаны).  

Требуется: 

– изобразить расчетную схему вала; 

– построить эпюру крутящего момента Мк ;  

– из условия прочности определить диаметр d вала; 

– построить эпюру максимальных касательных напряжений maх; 

– проверить выполнение условия прочности на участках вала и 

сделать вывод о правильности определения диаметра вала d; 

– определить углы закручивания i на участках вала и полный 

угол закручивания вала ; 

– найти относительные углы закручивания θi на участках вала и 

проверить выполнение условия жесткости.  

Данные для расчета и номер схемы вала (рис. 24) выбрать по ва-

рианту из табл. 6. При расчете принять G = 8 ∙ 104 МПа, [θ] = 1 град/м. 

Таблица 6 

Номер 

строки 

I II III IV 

Номер 

схемы 

М1,  

кН  м 

М2,  

кН  м 

М3, 

кН  м 

М4, 

кН  м 
a, м b, м c, м 

[τ], 

МПа 

1   1     0    1,2     2,0     1,6 0,22 0,16 0,14 40 

2   2     0,8    0     1,2     1,6 0,19 0,14 0,20 50 

3   3     1,2    1,5     0     0,7 0,18 0,20 0,12 65 

4   4     1,4    0,8     1,6     0 0,15 0,24 0,16 60 

5   5     0    0,7     1,5     1,2 0,16 0,18 0,25 35 

6   6     1,6    0     1,2     1,4 0,25 0,16 0,18 40 

7   7     0,9    1,1     0     1,4 0,14 0,15 0,22 45 

8   8     1,2    0,8     1,3      0 0,18 0,24 0,15 50 

9   9     0    1,9     1,2     1,1 0,12 0,14 0,16 55 

0 10     0,6    0     1,1     1,5 0,15 0,18 0,20 30 

 

Указания к решению задачи № 3  

В задаче рассматривается проектировочный расчет вала. В ходе 

решения необходимо определить крутящий момент на участках вала ме-

тодом сечений и построить эпюру Мк. Для вала с постоянным по длине 

диаметром d опасное сечение находят по эпюре крутящего момента. 
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Расчет вала рекомендуется проводить в следующем порядке: 

1. Изобразить схему вала; на схеме указать численные значения 

заданных моментов. 

2. Найти неизвестный момент М0 из уравнения равновесия внеш-

них моментов относительно оси x: ∑ Mx  = 0.  
3. Разбить вал на участки, обозначить их номерами j = 1, 2, 3 … . 

4. Методом сечений определить крутящие моменты на участках 

вала: на каждом участке мысленно провести секущую плоскость и со-

ставить для отсеченной части вала уравнение равновесия моментов от-

носительно продольной оси x, включая в эти уравнения крутящий мо-

мент 𝑀к𝑗 на данном участке. По полученным значениям построить 

эпюру крутящих моментов Mк, определить по ней наибольшее числен-

ное значение крутящего момента |Mк|max. 

5. Записать условие прочности при кручении 

τmax =
|𝑀к|max

𝑊𝑝
≤ [τ], 

где 𝑊𝑝 – полярный момент сопротивления круглого поперечного сече-

ния, 𝑊𝑝 =
π𝑑3

16
; d – диаметр сечения вала. 

6. Из условия прочности найти полярный момент сопротивления 

сечения WP: 

𝑊𝑝 ≥
|𝑀к|max

[τ]
. 

Определить диаметр вала: d ≥ √
16Wp

π

3

.                     

Диаметр вала также можно найти по формуле  

𝑑 ≥ √
16|𝑀к|max

π[τ]

3

. 

7. Найти значения наибольших касательных напряжений τ max j  

на участках вала для расчетного значения диаметра d: 

τmax 𝑗 =
𝑀к𝑗

𝑊𝑝

, 

где  j – номер участка. 

По найденным значениям построить эпюру наибольших касатель-

ных напряжений τmax на участках вала. Все значения напряжений  
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на этой эпюре должны соответствовать условию прочности при круче-

нии: |τj|max
 ≤ [τ]. 

8. Определить углы закручивания (углы поворота сечений) на 

каждом участке вала по формуле 

 φ𝑗 =
𝑀к𝑗𝑙𝑗

𝐺𝐼𝑝
, 

где lj – длина участка; G – модуль сдвига, для стали G = 8 ∙ 104 МПа;  

Ip – полярный момент инерции поперечного сечения вала, Ip =
πd 4

32
. 

Найти полный угол закручивания вала φ = ∑ φ
j
. 

9. Определить относительные углы закручивания на участках 

вала θj=
Mкj

GIp
=

φj

lj
 и проверить условие жесткости  θj ≤ [θ]. 

Если условие жесткости не выполнено, то требуется определить 

диаметр вала d из условия жесткости: 

𝑑ж ≥ √
32|𝑀к| max

π𝐺[θ]
.

4

 

Выбрать окончательно из двух значений диаметра d и dж наиболь-

ший. 

10. Результаты расчета записать в ответе. 

 

Пример решения задачи № 3 

Для вала с круглым поперечным сечением требуется: 

– изобразить расчетную схему вала; 

– построить эпюру крутящего момента Мк;  

– из условия прочности определить диаметр d вала; 

– построить эпюру максимальных касательных напряжений maх; 

– проверить выполнение условия прочности на участках вала и 

сделать вывод о правильности определения диаметра вала d; 

– определить углы закручивания i на участках вала и полный 

угол закручивания вала ; 

– найти относительные углы закручивания θi на участках вала и 

проверить выполнение условия жесткости.  

Данные для расчета: М1 = 600 Н ∙ м; М2 = 900 Н ∙ м; М3 = 0;   

М4 = 200 Н ∙ м; a = 0,2 м; b = 0,4 м; c = 0,2 м; [τ] = 30 МПа;               

G = 8 ∙ 104 МПа; [θ] = 1 град/м. 
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Решение 

1. Изображаем схему вала с указанием численных значений за-

данных моментов (рис. 25, а). 

2. Находим неизвестный момент М0 из уравнения внешних мо-

ментов относительно оси x: 

∑ 𝑀𝒙 = 0; −𝑀1 + 𝑀2 + 𝑀4 + 𝑀0 = 0. 

Отсюда M0 = M1 – M2 – M4 = 600 – 900 – 200 = –500 Н ∙ м. 

Знак минус означает, что момент М0 направлен не против хода 

часовой стрелки, а по ходу часовой стрелки. Учтем это на схеме 

(рис. 25, а), покажем момент М0 в правильном направлении.  

3. Разбиваем вал на три участка, обозначаем их номерами 1, 2, 3. 

4. На каждом участке мысленно проводим секущую плоскость 

(рис. 25, б) и составляем уравнение равновесия моментов относительно 

оси x, включая в эти уравнения крутящие моменты Mкj. 

Участок 1:  

–M1 + Mк1 = 0; Mк1 = M1 = 600 Н ∙ м.   
Участок 2: 

−𝑀1 + 𝑀2 + 𝑀к2 = 0; 𝑀к2 = 𝑀1 − 𝑀2 = 600 − 900 = −300 Н ∙ м. 
Участок 3: для правой отсеченной части вала 

−𝑀0 − 𝑀к3 = 0;  𝑀к3 = −𝑀0 = −500 Н ∙ м.  
По полученным значениям строим эпюру крутящих моментов 

(рис. 25, в). Наибольшее значение крутящего момента 

𝑀к max = 600 Н ∙ м. 
5. Условие прочности при кручении  

τmax =
|𝑀к|max

𝑊𝑝

≤ [τ]. 

Отсюда 

𝑊𝑝 ≥
|𝑀к|max

[τ]
=

600

30 ∙ 106
= 20 ∙ 10−6м3 = 20 см3; 

𝑑 ≥ √
16𝑊𝑝

π

3

= √
16 ∙ 20

3,14

3

= √101,91
3

= 4,67 см. 

Диаметр вала определим также по формуле 

    𝑑 ≥ √
16|𝑀к|max

π[τ]

3

= √
16 ∙ 600

3,14 ∙ 30 ∙ 106

3

= 4,67 ∙ 10−2м = 4,67 см. 
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6. Находим значения наибольших касательных напряжений на 

участках вала. 

Участок 1:  τmax1 =
𝑀к1

𝑊𝑝
=

600

20 ∙ 10−6 = 30 ∙ 106 Па = 30 МПа. 

Участок 2:  τmax2 =
𝑀к2

𝑊𝑝
=

−300

20 ∙ 10−6 = −15 ∙ 106Па = −15МПа. 

Участок 3:  τmax3 =
𝑀к3

𝑊𝑝
=

−500

20 ∙ 10−6 = −25 ∙ 106 Па = −25 МПа. 

По найденным значениям строим эпюру наибольших касатель-

ных напряжений на участках вала (рис. 25, г). Все значения напряже-

ний на этой эпюре должны соответствовать условию прочности при 

кручении: |τ𝑗|
max

≤ [τ]. 

Условие прочности выполнено на всех участках. 

7. Находим углы закручивания (углы поворота сечений) на каж-

дом участке вала по формуле 

φ𝑗 =
𝑀к𝑗𝑙𝑗

𝐺𝐼𝑝

, 

где lj – длина участка; G – модуль сдвига, для стали 𝐺 = 8 ∙ 104 МПа; 

𝐼𝑝 – полярный момент инерции круглого сечения, 𝐼𝑝 =
π𝑑4

32
= 𝑊𝑝

𝑑

2
= 

=
3,14 ∙ 4,674

32
= 46,71 см4; 𝐺𝐼𝑝 – жесткость поперечного сечения при кру-

чении, 𝐺𝐼𝑝 = 8 ∙ 104 ∙ 106 ∙ 46,71 ∙ 10−8 = 373,7 ∙ 102 Н ∙ м2. 

Участок 1:  φ1 =
600 ∙ 0,2

373,7 ∙ 102 = 0,32 ∙ 10−2рад = 0,184 град. 

Участок 2:  φ2 =
−300 ∙ 2 ∙ 0,2

373,7 ∙ 102 = −0,32 ∙ 10−2рад = −0,184 град. 

Участок 3:  φ3 =
−500 ∙ 0,2

373,7 ∙ 102 = −0,267 ∙ 10−2рад = −0,153 град. 

Полный угол поворота правого сечения вала относительно левого 

сечения 

φ = ∑ φ𝑗 = φ1 + φ2 + φ3 = 0,184 − 0,184 − 0,153 = −0,153 град. 

8. Определяем относительные (погонные) углы на участках вала 

по формуле θ = 
φj

lj
: 

θ1 =
φ1

𝑎
=

0,184

0,2
= 0,92  град/м;  
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θ2 =
φ2

𝑏
=

−0,184

0,4
= − 0,46 град/м;  

θ3 =
φ3

𝑐
=

−0,153

0,2
= − 0,765 град/м.  

Условие жесткости j   = 1 град/м выполнено на всех участ-

ках вала.  

 

 

 

 

Рис. 25 

 

Ответ: диаметр вала d = 4,67 см; полный угол закручивания 

φ = 0,153 град; условия прочности и жесткости выполнены на всех 

участках.  
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Н ∙ м 
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а) 

б) 

в) 

г) 
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Задача № 4 

Стальной вал нагружен сосредоточенными парами сил M1, M2, 

плоскости действия которых перпендикулярны его продольной оси 

(рис. 26). Правый конец вала жестко заделан.  

Требуется: 

– изобразить расчетную схему вала с указанием численных зна-

чений заданных моментов и линейных размеров; 

– определить крутящие моменты на участках вала Мкj и построить 

эпюру Мк;  

– из условия прочности при кручении определить полярный мо-

мент сопротивления поперечного сечения вала Wp;     

– найти диаметр d сплошного круглого сечения вала (рис. 27, а);     

наружный диаметр dн и внутренний диаметр dв кольцевого сечения 

вала при заданном соотношении с = dв/dн (рис. 27, б); 

– сравнить валы с заданными сечениями по расходу материала; 

– построить эпюру максимальных касательных напряжений maх; 

– определить углы закручивания j на участках вала со сплошным 

сечением и полный угол закручивания вала . 

Данные для расчета выбрать по варианту из табл. 7. При расчете 

принять G = 8 ∙ 104 МПа.  

Таблица 7 

Номер строки 
I II III IV 

М1, Н  м М2, Н  м a, м b, м c [τ] 

1 1400   600 0,2 0,5 0,65 40 

2   700 2400 0,5 0,3 0,50 50 

3 1500 3100 0,6 0,2 0,60 65 

4 1200   800 0,3 0,4 0,70 60 

5   900 2600 0,4 0,3 0,80 75 

6   800 2200 0,5 0,4 0,45 40 

7 2400   900 0,2 0,6 0,40 80 

8   300 1800 0,4 0,4 0,55 50 

9 2800   700 0,3 0,5 0,65 55 

0   600 1500 0,6 0,3 0,75 70 
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Рис. 26 

 

 
а)                                                   б) 

Рис. 27 

 

Указания к решению задачи № 4  

В задаче рассматривается проектировочный расчет вала при кру-

чении. В ходе решения необходимо определить крутящий момент на 

участках вала методом сечений и построить эпюру Мк. Для вала с по-

стоянным по длине диаметром опасное сечение находят по эпюре кру-

тящего момента.  

Расчет вала рекомендуется проводить в следующем порядке: 

1. Изобразить расчетную схему вала; на схеме указать численные 

значения заданных моментов M1, M2. 

2. Найти момент заделки М0 из уравнения равновесия внешних 

моментов относительно продольной оси вала x: ∑ Mx = 0.  
3. Разбить вал на участки, обозначить их номерами j = 1, 2. 

4. Методом сечений определить крутящие моменты на участках 

вала: на каждом участке мысленно провести секущую плоскость и со-

ставить для отсеченной части вала уравнение равновесия моментов от-

носительно продольной оси x, включая в эти уравнения крутящий мо-

мент Mкj на данном участке. По полученным значениям построить 

эпюру крутящих моментов. По эпюре крутящих моментов Mк опреде-

лить наибольшее численное значение крутящего момента |Mк|max.  

M2 M1 

a b 

x 

c = dв /dн 

d dв dн 



51 

5. Записать условие прочности при кручении 

τmax =
|𝑀к|max

𝑊𝑝
≤ . 

Отсюда найти полярный момент поперечного сечения вала 

𝑊𝑝 =
|𝑀к|max


. 

Полярный момент сплошного круглого сечения вала (см. рис. 27, а) 

определяется по формуле 

𝑊𝑝 =
π𝑑3

16
, 

где d – диаметр сечения.  

Определить диаметр сплошного круглого сечения вала  

𝑑 ≥ √
16𝑊𝑝

π

3

. 

6. Полярный момент кольцевого сечения вала определяется по 

формуле 

𝑊𝑝 =
π𝑑н

3(1 − с4)

16
, 

где dн – наружный диаметр кольцевого сечения, с = dв /dн (см. рис. 27, б).  

Определить наружный диаметр кольцевого сечения 

𝑑н ≥ √
16𝑊𝑝

π(1 − 𝑐4)

3

. 

Найти внутренний диаметр кольцевого сечения dв = cdн. 

7. Определить площади заданных сечений вала и их соотноше-

ние, сделать вывод о выборе рационального сечения по расходу мате-

риала. 

 8. Найти значения наибольших касательных напряжений τmaxj на 

участках вала для расчетного значения полярного момента сопротив-

ления 

τmax𝑗 =
𝑀к𝑗

𝑊𝑝

, 

где  j – номер участка. 
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По найденным значениям построить эпюру наибольших каса-

тельных напряжений. Все значения напряжений на этой эпюре должны 

соответствовать условию прочности при кручении: |τj|max
 ≤ . 

9. Определить углы закручивания (углы поворота сечений) на 

каждом участке вала по формуле 

φ𝑗 =
𝑀к𝑗𝑙𝑗

𝐺𝐼𝑝
, 

где lj – длина участка; G – модуль сдвига; Ip – полярный момент инер-

ции круглого сечения вала, Ip = 
πd

4

32
. 

10. Найти полный угол закручивания вала φ = ∑ φ
j
. 

11. Результаты расчета записать в ответе. 

 

Пример решения задачи № 4 

Стальной вал жестко заделан правым концом и нагружен сосре-

доточенными парами сил М1 и М2, плоскости действия которых пер-

пендикулярны его продольной оси.  

Требуется: 

– изобразить расчетную схему вала с указанием численных зна-

чений моментов М1, М2 и линейных размеров; 

– построить эпюру крутящего момента Мк; 

– из условия прочности при кручении определить полярный мо-

мент сопротивления поперечного сечения вала Wp;   

– найти диаметр d сплошного круглого сечения вала (см. рис. 27, а); 

наружный диаметр dн и внутренний диаметр dв кольцевого сечения вала 

при заданном соотношении с = dв/dн (см. рис. 27, б); 

– сравнить валы с кольцевым и сплошным сечениями по расходу 

материала; 

– построить эпюру максимальных касательных напряжений maх; 

– определить углы закручивания i на участках вала и полный 

угол закручивания вала . 

Данные для расчета: схема вала; М1 = 700 Н ∙ м; М2 = 1900 Н ∙ м; 

а = 0,35 м; b = 0,25 м; с = 0,75; [ = 35 МПа; G = 8 ∙ 104 МПа.  
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Решение 

1. Изобразим расчетную схему вала (рис. 28, а). На схеме укажем 

численные значения заданных моментов M1, M2, линейных размеров a 

и b. Момент заделки М0 покажем предварительно против хода часовой 

стрелки (пунктирная стрелка на рис. 28, а). 

 

 

Рис. 28 

 

2. Находим момент заделки М0 из уравнения равновесия внешних 

моментов относительно продольной оси вала x:  

∑ 𝑀𝑥 = 0; −𝑀1 + 𝑀2 + 𝑀0  = 0, 

𝑀0 = 𝑀1 − 𝑀2 = 700 − 1900 = −1200 Н ∙ м. 

Знак минус означает, что момент заделки направлен по ходу ча-

совой стрелки. Показываем момент М0 на схеме вала (см. рис. 28, а). 

3. Разбиваем вал на участки, обозначаем их номерами 1, 2.  

4. Методом сечений определяем крутящие моменты на участках 

вала: на каждом участке мысленно проводим секущую плоскость и со-

ставляем для отсеченной части вала уравнение равновесия моментов 

относительно продольной оси x, включая в эти уравнения крутящий 

момент 𝑀к𝑗 на данном участке. 

 Мк, Н  м  700  

1200 

 a = 0,35 м   b = 0,25 м  

M1 = 700 Н  м M0 = 1200 Н  м M2 = 1900 Н  м 

  x 

20,4  

35 

 max, МПа 

1 2 

а) 

б) 

в) 

A B 
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Участок 1 (левая отсеченная 

часть вала):  

∑ 𝑀𝑥 = 0; −𝑀1 + 𝑀к1 = 0; 𝑀к1  =
= 𝑀1 = 700 Н ∙ м.  

Участок 2 (левая отсеченная 

часть вала): 

         ∑ 𝑀𝑥 = 0; −𝑀1 + 𝑀2+ 𝑀к2 = 0. 
Отсюда  𝑀к2  = 𝑀1 − 𝑀2 = 

= 700 − 1900 = −1200 Н ∙ м. 
Как видно из приведенных вычислений, внутренний крутящий 

момент на участке вала равен алгебраической сумме внешних момен-

тов, приложенных к валу левее сечения на данном участке. Этот кру-

тящий момент на участке при простой нагрузке можно подсчитать в 

уме, не строя дополнительных схем отсеченных частей вала. По зна-

чениям Мкj строим эпюру крутящих моментов Мк (см. рис. 28, б), по 

которой определяем наибольшее численное значение крутящего мо-

мента |Mк|max = 1200 Н ∙ м.  

5. Условие прочности при кручении 

τmax =
|𝑀к|max

𝑊𝑝

≤ . 

Отсюда полярный момент поперечного сечения вала 

𝑊𝑝 =
|𝑀к|max


=

1200

35 ∙ 106
= 34,3 ∙ 10−6 м3 = 34,3 см3. 

6. Полярный момент сплошного круглого сечения вала Wp опре-

деляется по формуле Wp = 
πd

3

16
, где d – диаметр сечения. 

Определяем диаметр сплошного круглого сечения вала  

𝑑 ≥ √
16𝑊𝑝

π

3

= √
16 ∙ 34,3

3,14

3

= 5,59 см. 

Полярный момент кольцевого сечения вала определяется по 

формуле 

𝑊𝑝 =
π𝑑н

3(1 − с4)

16
, 

где dн – наружный диаметр кольцевого сечения, с = dв/dн.  

Определим наружный диаметр кольцевого сечения 

𝑑н ≥ √
16𝑊𝑝

π(1 − 𝑐4)

3

= √
16 ∙ 34,3

3,14(1 − 0,754)

3

= 6,35 см. 

x 

x 
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Найдем внутренний диаметр кольцевого сечения  

𝑑в = 𝑐𝑑н = 0,75 ∙ 6,35 = 4,76 см. 

7. Определим площади заданных сечений вала: 

– для сплошного сечения вала A = 
πd

2

4
 = 

3,14 ∙ 5,592

4
 = 24,53 см2; 

– для кольцевого сечения вала 

𝐴к =
π𝑑н

2

4
(1 − 𝑐2) =

3,14 ∙ 6,352

4
(1 − 0,752) = 13,86 см2. 

Соотношение площадей сплошного и кольцевого сечений состав-

ляет 

𝐴

𝐴к
=

24,53

13,86
= 1,77 ≈ 1,8. 

Площадь вала со сплошным сечением превышает в 1,8 раза пло-

щадь вала с кольцевым сечением при одинаковой прочности обоих ва-

лов. В таком же соотношении находятся масса и вес валов. Наиболее 

рациональным по расходу материала при кручении является кольцевое 

сечение.  

 8. Находим значения наибольших касательных напряжений τmaxj 

на участках вала для расчетного значения полярного момента сопро-

тивления по формуле 

τmax𝑗 =
𝑀к𝑗

𝑊𝑝
, 

 где  j – номер участка: 

τmax1 =
𝑀к1

𝑊𝑝

=
700

34,3 ∙ 10−6
= 20,4 ∙ 106 Па = 20,4 МПа; 

τmax2 =
𝑀к2

𝑊𝑝

=
−1200

34,3 ∙ 10−6
= −35 ∙ 106 Па = −35 МПа. 

По найденным значениям строим эпюру наибольших касательных 

напряжений (см. рис. 28, в). Все значения напряжений на этой эпюре 

соответствуют условию прочности при кручении: |τj|max
 ≤ . 
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9. Определим углы закручивания (углы поворота сечений) на 

каждом участке вала со сплошным сечением по формуле 

φ𝑗 =
𝑀к𝑗𝑙𝑗

𝐺𝐼𝑝

, 

где  lj – длина участка; G – модуль сдвига материала вала; Ip – полярный 

момент инерции сплошного круглого сечения вала, Ip=
πd

4

32
; для рассмат-

риваемого вала 

𝐼𝑝 =
π𝑑4

32
=

3,14 ∙ 5,594

32
= 95,8 см4 = 95,8 ∙ 10−8 м4. 

Найдем жесткость поперечного сечения вала при кручении 

𝐺𝐼𝑝 = 8 ∙ 104 ∙ 106 ∙ 95,8 ∙ 10−8 = 766,4 ∙ 102 Н ∙ м2. 

Углы закручивания на участках вала 

φ1 =
𝑀к1𝑎

𝐺𝐼𝑝
=

700 ∙ 0,35

766,4 ∙ 102
= 0,32 ∙ 10−2 рад = 0,18 град; 

φ2 =
𝑀к2𝑏

𝐺𝐼𝑝

=
−1200 ∙ 0,25

766,4 ∙ 102
= −0,39 ∙ 10−2 рад = −0,22 град. 

1 рад = 57,3° (угловые градусы, град). 

10. Найдем полный угол закручивания вала – угол поворота ле-

вого сечения вала А относительно правого (неподвижного) сечения В: 

φ = ∑ φ𝑗 = φ1 + φ2 = 0,18 − 0,22 = −0,04 град. 

Ответ: диаметр сплошного круглого сечения вала d = 5,59 см; 

наружный и внутренний диаметры кольцевого сечения вала dн = 6,35 см, 

dв = 4,76 см; полный угол закручивания вала  = 0,04 град. 

 

Задача № 5 

На стальную двухопорную балку действует нагрузка в виде со-

средоточенной силы F, распределенной силы интенсивностью q и пары 

сил с моментом М (рис. 29).  

Требуется: 

– изобразить расчетную схему балки согласно варианту, указать 

на схеме численные значения нагрузки, линейные размеры; 

– определить поперечную силу Qy, изгибающий момент Mz на 

участках балки и построить эпюры; определить положение опасного 

сечения; 
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– записать условие прочности при изгибе по нормальным напря-

жениям; 

– определить осевой момент сопротивления поперечного сечения 

балки Wz; 

– для заданных форм поперечного сечения балки (рис. 30) 

определить размеры сечения: двутавровое сечение – номер двутавра 

(рис. 30, а); прямоугольное сечение – высоту h и ширину b (рис. 30, б). 

Сравнить балки с указанными формами поперечного сечения по рас-

ходу материала (по массе). Указать наиболее рациональное сечение по 

расходу материала. 

Данные для расчета выбрать из табл. 8 по номеру варианта.  

 

Таблица 8            

Номер  

строки 

I II III IV 

l, м a, м F, кН q, кН/м M, кН  м [σ], МПа 

1 4,2 1,8 18 12 14 160 

2 5,4 2,2 12 10 18 180 

3 4,6 2,4 24 15 12 170 

4 4,5 2,0 16 20 15 200 

5 3,8 2,6 20 14 16 210 

6 4,2 1,5 14 16 24 160 

7 5,2 2,2 10 18 20 180 

8 5,0 2,3 28 16 21 170 

9 4,8 2,4 30 24 25 200 

0 3,6 1,6 25 22 28 210 
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Рис. 30 

 

Указания к решению задачи № 5 

В задаче рассматривается проектировочный расчет балки при пря-

мом изгибе. Расчет рекомендуется проводить в следующем порядке: 

1. Изобразить расчетную схему балки с указанием численных 

значений сил F, q, момента М, линейных размеров. 

2. Определить реакции опор балки А и В. 

3. Разбить балку на участки так, чтобы в пределах каждого 

участка характер внешней нагрузки не изменялся. 

Номера участков указать на схеме (i = 1, 2, …). 

4. На каждом участке методом сечений определить поперечную 

силу Qy и изгибающий момент Mz. Мысленно провести секущую плос-

кость на рассматриваемом участке и составить уравнения равновесия 

для отсеченной части балки (левой или правой), из этих уравнений 

найти искомые внутренние усилия. По полученным значениям постро-

ить эпюры поперечной силы Qy и изгибающего момента Mz. При по-

строении эпюр можно использовать справочные данные для типовых 

балок [1]. 

5. По эпюре Mz найти опасное сечение, в котором возникает 

наибольший по модулю изгибающий момент |Mz|max. 

6. Записать условие прочности по нормальным напряжениям при 

прямом изгибе: 

σmax =
|𝑀𝑧|max

𝑊𝑧

≤ [σ]. 

h
 

b 

h/b = 2 

b 

h
 

z 

y 
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Из условия прочности найти осевой момент сопротивления попе-

речного сечения балки Wz: 

𝑊𝑧 ≥
|𝑀𝑧|max

[σ]
. 

7. Для сечения (см. рис. 30, а) по таблице сортамента (прил. 2) 

подобрать номер двутавровой балки так, чтобы табличное значение 

осевого момента сопротивления Wx табл  было как можно ближе к рас-

четному значению Wz. Проверить выполнение условия прочности для 

выбранного номера балки: 

|σ|max =
|𝑀𝑧|max

𝑊𝑥 табл

≤ [σ]. 

Расхождение между наибольшим нормальным напряжением для 

выбранного номера двутавра и расчетным сопротивлением не должно 

превышать ± 5 % (в случае недогрузки балки допускается до 10 %): 

|∆σ| =
[σ]−|σ|max

[σ]
100 ≤ ±5 %. 

8. Для сечения (см. рис. 30, б) осевой момент сопротивления пря-

моугольного поперечного сечения балки определяется по формуле 

𝑊𝑧 =
𝑏ℎ2

6
=

𝑏(2𝑏)2

6
=

2𝑏3

3
. 

Отсюда размер b поперечного сечения балки  b ≥ √
3Wz

2

3
. 

Проверить выполнение условия прочности при найденных разме-

рах b и h = 2b: определить численно Wz, подставить это значение в усло-

вие прочности и убедиться, что условие прочности выполняется. 

9. Сравнить балки с заданными сечениями по расходу материала, 

учитывая соотношение площадей прямоугольного и двутаврового се-

чений. Указать наиболее рациональное сечение по расходу материала 

(по массе). 

10. Результаты расчета записать в ответе. 

 

Пример решения задачи № 5 

На стальную двухопорную балку действует нагрузка в виде со-

средоточенной силы F, распределенной силы интенсивностью q и пары 

сил с моментом М.  
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Требуется: 

– изобразить расчетную схему балки согласно варианту задания, 

указать на схеме численные значения нагрузки – сил и момента, линей-

ных размеров участков балки; 

– определить поперечную силу Qy и изгибающий момент Mz на 

участках балки и построить эпюры; определить положение опасного 

сечения, в котором возникает наибольший изгибающий момент; 

– составить условие прочности по нормальным напряжениям; 

– определить осевой момент сопротивления поперечного сечения 

балки Wz; 

– для заданных форм поперечного сечения балки (см. рис. 30) опре-

делить размеры сечения: двутавровое сечение (см. рис. 30, а) – номер дву-

тавра подобрать по таблице (см. прил. 2); прямоугольное сечение (см. 

рис. 30, б) – ширину b и высоту h при h = 2b. Сравнить балки с указан-

ными формами поперечного сечения по расходу материала (по массе). 

Указать наиболее рациональное сечение балки по расходу материала. 

Данные для расчета: схема балки (рис. 31); l = 4,5 м; a = 1,5 м;   

F = 15 кН; q = 4 кН/м; M = 9 кН ∙ м; [σ] = 210 МПа.  
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Решение 

В задаче рассматривается проектировочный расчет балки при 

прямом изгибе.  

1. Изображаем расчетную схему балки с указанием численных 

значений сил F, q, момента М, линейных размеров (рис. 32, а). 

2. Определяем реакции опор балки RA и RB из уравнений равнове-

сия моментов относительно точек A и B: 

∑ 𝑀𝐴 = 0; 𝐹𝑎 − 𝑞𝑙
𝑙

2
− 𝑀 + 𝑅𝐵𝑙 = 0. 

Отсюда 

𝑅𝐵 =
1

𝑙
(−𝐹𝑎 + 𝑞𝑙

𝑙

2
+ 𝑀) =

1

4,5
(−15 ∙ 1,5 + 4 ∙ 4,5 ∙

4,5

2
+ 9) = 

= 6 кН. 

∑ 𝑀𝐵 = 0;  𝐹(𝑎 + 𝑙) + 𝑞𝑙
𝑙

2
− 𝑀 − 𝑅𝐴𝑙 = 0.  

Следовательно, 

𝑅𝐴 =
1

𝑙
(𝐹(𝑎 + 𝑙) + 𝑞

𝑙2

2
− 𝑀) =

1

4,5
(15 ∙ 6 + 4 ∙

4,52

2
− 9) = 27 кН. 

Реакции опор показываем на расчетной схеме балки (рис. 32, а). 

3. Разбиваем балку на участки так, чтобы в пределах каждого 

участка характер внешней нагрузки не изменялся. Номера участков 1, 

2 указываем на схеме (рис. 32, а). 

4. Методом сечений определяем поперечную силу Qy и изгибаю-

щий момент Mz в сечениях балки: мысленно проводим секущую плос-

кость на каждом участке и составляем уравнения равновесия для отсе-

ченной части балки (левой или правой), из этих уравнений находим 

внутренние усилия.  

Для рассматриваемой схемы балки можно найти внутренние уси-

лия, используя свойства эпюр и справочные данные для типовых ба-

лок. На левом участке 1 поперечная сила Q
y1

= –F = –15 кН, что соот-

ветствует «скачку» на величину и по направлению силы F на эпюре по-

перечной силы. Изгибающий момент на этом участке изменяется по ли-

нейному закону Mz1 = –Fx1, где x1 – координата, определяющая положе-

ние сечения на участке 1 (от левого конца балки D). В сечении D при  

x1 = 0 Mz1(0) = 0, в сечении А при x1 = а Mz1(a) = –Fa = –22,5 кН ∙ м. 

Эпюра изгибающего момента на участке 1 имеет вид наклонной пря-

мой, построена на сжатых волокнах, т. е. «вниз».  
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Рассмотрим подробнее определение внутренних усилий на 

участке 2 как более сложном по виду нагрузки. Отсеченная левая часть 

балки показана на схеме слева.  Составим 

уравнения равновесия для этой части 

балки при 0 ≤ x2 ≤ l.  
Уравнение проекций сил, прило-

женных к отсеченной левой части балки, 

на ось y 

∑ 𝑌 = 0; −𝐹 + 𝑅𝐴 − 𝑞𝑥2 − 𝑄𝑦2 = 0. 

Отсюда  

𝑄𝑦2 = −𝐹 + 𝑅𝐴 − 𝑞𝑥2 = −15 + 27 − 4𝑥2 = 12 − 4𝑥2. 

Уравнение моментов составляем относительно оси z в попереч-

ном сечении (на схеме сверху след этой оси показан выделенной точ-

кой на правом конце отсеченной части балки):  

 ∑ 𝑀𝑧 = 0; 𝐹(𝑎 + 𝑥2) − 𝑅𝐴𝑥2 + 𝑞𝑥2
𝑥2

2
+𝑀𝑧2 = 0. 

Отсюда  

𝑀𝑧2 = −𝐹(𝑎 + 𝑥2) + 𝑅𝐴𝑥2 − 𝑞𝑥2

𝑥2

2
= −15(1,5 + 𝑥2) + 27𝑥2 − 4

𝑥2
2

2
.  

 
Рис. 32 
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По выражениям для Qy2 и Mz2 находим численные значения внут-

ренних усилий на участке 2 в характерных сечениях: 

𝑥2 = 0; 𝑄𝑦2(0) = 12 кН; 𝑀𝑧2(0) = −22,5 кН ∙ м; 

𝑥2 = 𝑙 = 4,5 м; 𝑄𝑦2(𝑙) = −6 кН; 𝑀𝑧2(𝑙) =  −9 кН ∙ м. 

Определим положение сечения C, в котором на участке 2 попе-

речная сила меняет знак: Q
y2

 = 12 – 4x2 = 0 при x2 
* = 3 м – от точки A.  

В этом сечении изгибающий момент принимает экстремальное 

значение Mz max = –4,5 кН ∙ м. 

По полученным значениям строим эпюры поперечной силы Qy 

(см. рис. 32, б) и изгибающего момента Mz (см. рис. 32, в), эпюру Mz 

строим на сжатых волокнах (отрицательные значения изгибающих мо-

ментов откладываем вниз).  

5. По эпюре Mz находим опасное сечение, в котором возникает 

наибольший по модулю изгибающий момент |Mz|max = 22,5 кН ∙ м. 

6. Условие прочности при прямом изгибе 

σmax =
|𝑀𝑧|max

𝑊𝑧

≤ [σ]. 

 Из условия прочности определяем осевой момент сопротивления 

поперечного сечения балки Wz: 

𝑊𝑧 ≥
|𝑀𝑧|max

[σ]
=

22,5 ∙ 103

210 ∙ 106
= 107,14 ∙ 10−6 м3 = 107,14 см3. 

7. Для сечения (см. рис. 31, а) по таблице сортамента (см. прил. 2) 

подбираем номер двутавровой балки так, чтобы табличное значение 

осевого момента сопротивления Wx табл  было как можно ближе к 

расчетному значению Wz. Выбираем двутавровую балку № 16, 

Wx табл = 109 см3; A = 20,2 см2. Проверяем выполнение условия прочно-

сти для выбранного номера балки: 

|σ|max =
|𝑀𝑧|max

𝑊𝑥 табл
=

22,5 ∙ 103

109 ∙ 106
= 206,4 ∙ 106Па = 206,4 МПа. 

Условие прочности выполнено при [σ] = 210 МПа. 

Определим расхождение между наибольшим нормальным напря-

жением для выбранного номера двутавра и допускаемым напряжением 
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|∆σ| =
[σ] − |σ|max

[σ]
100 % =

210 − 206,4

210
100 % = 1,7 %, 

допустимое расхождение – до 5 %. 

8. Для сечения (см. рис. 31, б) осевой момент сопротивления пря-

моугольного поперечного сечения балки определяется по формуле 

𝑊𝑥 =
𝑏ℎ2

6
=

𝑏(2𝑏)2

6
=

2𝑏3

3
. 

Отсюда размер b поперечного сечения балки 

𝑏 ≥ √
3𝑊𝑥

2
 

3

= √
3 ∙ 107,14

2

3

= 5,44 см. 

Размер h = 2b = 2 ∙ 5,44 = 10,88 см. 

Площадь прямоугольного сечения балки  

𝐴пр = 𝑏ℎ = 5,44 ∙ 10,88 = 59,2 см2. 

Проверяем выполнение условия прочности при найденном раз-

мере b:  

𝑊𝑧 =
𝑏ℎ2

6
=

5,44 ∙ 10,882

6
= 107,32 см3. 

Наибольшее нормальное напряжение 

   σmax =
|𝑀𝑧 |max

𝑊𝑧

=
22,5 ∙ 103

107,32 ∙ 10−6
= 209,6 ∙ 106 Па = 209,6 МПа ≤ [σ]. 

Условие прочности выполнено при [σ] = 210 МПа. 

9. Сравним балки с указанными формами поперечного сечения по 

расходу материала (по массе). Определим соотношение площадей по-

перечных сечений балок: 

𝐴пр

𝐴
=

59,2

20,2
= 2,93. 

В таком же соотношении находятся массы и, соответственно, 

веса балок, т. е. при одинаковой прочности расход материала на балку 

с прямоугольным сечением почти в три раза больше, чем на двутавро-

вую балку. Наиболее рациональным по расходу материала является 

двутавровое сечение. 

Ответ: двутавровая балка № 16; прямоугольное сечение с разме-

рами b = 5,44 см; h = 10,88 см. 
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Задача № 6 

Для двух заданных схем балок – двухопорной консольной (рис. 

33, а) и консоли (рис. 33, б) – требуется: 

– изобразить расчетную схему балки; 

– построить эпюры поперечной силы и изгибающего момента; 

– из условия прочности подобрать:  

а) для схемы (рис. 33, а) определить размеры поперечного сече-

ния стальной балки для заданных форм: двутавровое сечение – подо-

брать номер двутавра; прямоугольное сечение – определить высоту h и 

ширину b при h/b = k; принять допускаемое напряжение [σ] = 160 МПа; 

б) для схемы (рис. 33, б) найти диаметр d круглого поперечного 

сечения деревянной балки при допускаемом напряжении [σ] = 10 МПа.  

Данные для расчета и схемы балок выбрать по варианту из табл. 9. 

 

Таблица 9 

Номер 

строки 

I II III IV 

Номер 

схемы 
a, м b, м c, м F, кН  M, кН  м  q, кН/м k 

1   1 1,0 0,8 2,0 15 10 30 1,5 

2   2 1,2 0,9 1,8 17 12 28 1,8 

3   3 1,4 1,0 1,6 19 14 26 2,0 

4   4 1,3 1,1 1,4 10 16 24 2,5 

5   5 1,1 1,4 1,7 12 18 22 1,0 

6   6 1,6 1,3 1,9 14 20 20 1,6 

7   7 1,5 1,2 1,5 16 12 32 1,4 

8   8 2,0 0,7 1,1 13 16 20 2,2 

9   9 1,9 0,6 1,2 18 14 34 2,4 

0 10 1,8 1,5 1,0 20 18 36 1,2 
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Указания к решению задачи № 6 

В задаче рассматривается проектировочный расчет стержня при 

прямом изгибе. Стержень в случае изгиба называется балкой. Расчет 

рекомендуется проводить в следующем порядке: 

1. Изобразить расчетную схему балки с указанием численных 

значений сил F, q, моментов М, линейных размеров. 

2. Определить реакции опор балки. При определении реакций 

следует учитывать вид опоры и выбирать уравнения равновесия так, 

чтобы в каждое уравнение входила одна неизвестная реакция. Для 

двухопорной балки (см. рис. 33, а) при действии плоской системы па-

раллельных сил следует использовать вторую форму уравнений равно-

весия, а для консоли (см. рис. 33, б) – первую форму уравнений равно-

весия. Правильность найденных значений реакций требуется прове-

рить. Для этого необходимо составить уравнение равновесия, которое 

не использовалось при расчете ранее. При подстановке в него значений 

найденных реакций опор оно обращается в тождество.  

 3. Разбить балку на участки так, чтобы в пределах каждого 

участка характер внешней нагрузки не изменялся. 

Номера участков указать на схеме (i = 1, 2, 3…). 

4. На каждом участке методом сечений определить поперечную 

силу Qy и изгибающий момент Mz: мысленно провести секущую плос-

кость на рассматриваемом участке и составить уравнения равновесия 

для отсеченной части балки (левой или правой), из этих уравнений 

найти искомые внутренние усилия. По полученным значениям постро-

ить эпюры поперечной силы Qy и изгибающего момента Mz (эпюру Mz 

строить на сжатых волокнах).  

5. По эпюре Mz найти опасное сечение, в котором возникает 

наибольший по модулю изгибающий момент |Mz|max. 

6. Записать условие прочности при изгибе: 

σmax =
|𝑀𝑧|max

𝑊𝑧

≤ [σ]. 

Из условия прочности найти осевой момент сопротивления попе-

речного сечения балки Wz: 

𝑊𝑧 ≥
|𝑀𝑧|max

[σ]
. 
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7. Для схемы (см. рис. 33, а) по таблице сортамента (см. прил. 2) 

подобрать номер двутавровой балки так, чтобы табличное значение 

осевого момента сопротивления Wx табл  было как можно ближе к рас-

четному значению Wz. Проверить выполнение условия прочности для 

выбранного номера балки: 

|σ|max =
|𝑀𝑧|max

𝑊𝑥 табл

≤ [σ]. 

Расхождение между наибольшим нормальным напряжением для 

выбранного номера двутавра и допускаемым напряжением не должно 

превышать ± 5 %: 

|∆σ| =
[σ] − |σ|max

[σ]
100 % ≤ ± 5 %. 

Определить размеры прямоугольного поперечного сечения 

балки. Момент сопротивления прямоугольного сечения относительно 

поперечной оси z (h/b = k) 

𝑊𝑧 =
𝑏ℎ2

6
=

𝑏3𝑘2

6
. 

Отсюда  𝑏 ≥ √
6𝑊𝑧

𝑘2

3
;   ℎ = 𝑘𝑏. 

Сравнить балки с двутавровым и прямоугольным сечениями по 

расходу материала. Масса М балки пропорциональна площади попе-

речного сечения А. Для балок с заданными сечениями получим 

𝑀пр

𝑀дв

=
𝐴пр

𝐴дв

, 

где Мпр, Апр = bh – масса и площадь поперечного сечения балки с пря-

моугольным сечением; Мдв, Адв – масса и площадь поперечного сечения 

двутавровой балки, принимаются по номеру балки из таблицы (см. 

прил. 2). 

8. Для схемы (см. рис. 33, б) осевой момент сопротивления круг-

лого поперечного сечения балки определяется по формуле 

𝑊𝑧 =
π𝑑3

32
. 
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Отсюда диаметр d поперечного сечения балки 

𝑑 ≥ √
32𝑊𝑧

𝜋

3

. 

Проверить выполнение условия прочности при найденном диа-

метре d: определить численно Wz, подставить это значение в условие 

прочности и убедиться, что условие выполняется. 

9. Результаты расчета записать в ответе. 

 

Пример решения задачи № 6 

Задача № 6, схема «а». Для заданной схемы двухопорной балки 

(см. рис. 33, а) требуется: 

– изобразить расчетную схему балки; 

– построить эпюры поперечной силы и изгибающего момента; 

– из условия прочности определить размеры поперечного сечения 

стальной балки для заданных форм: двутавровое сечение – подобрать 

номер двутавра (см. прил. 2); прямоугольное сечение – определить вы-

соту h и ширину b при h/b = k; принять допускаемое напряжение [σ] = 

= 160 МПа. 

Данные для расчета: схема балки (рис. 34); F = 8 кН; q = 10 кН/м; 

M = 15 кН ∙ м; a = 1,5 м; b = 3 м; h/b = k = 2. 

 

 

RB = 6 кН 

RA = 32 кН 

  

A B 
Q = 30 кН  

F = 8 кН 

b = 3 м a = 1,5 м 

 

М = 15 кН  м q = 10 кН/м 

1 2 

Рис. 34 
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Решение 

1. Изображаем расчетную схему балки с указанием численных 

значений нагрузки и линейных размеров. Распределенную нагрузку 

приводим к равнодействующей Q = qb. 

2. Находим реакции опор. Составляем уравнения равновесия мо-

ментов относительно точек А и В (рис. 35, а): 

 ∑ 𝑀𝐴 = 0;  𝐹𝑎 + 𝑀 − 𝑄
𝑏

2
+ 𝑅𝐵𝑏 = 0; 

𝑅𝐵 =
1

𝑏
(−𝐹𝑎 − 𝑀 + 𝑄

𝑏

2
) =

1

3
(−8 ∙ 1,5 − 15 + 30

3

2
) = 6 кН. 

∑ 𝑀𝐵 = 0;  𝐹(𝑎 + 𝑏) + 𝑄
𝑏

2
+ 𝑀 − 𝑅𝐴𝑎 = 0; 

RA=
1

𝑏
(F (𝑎 +𝑏)+Q

𝑏

2
+M) =

1

3
(8(1,5 + 3) + 30

3

2
 + 15) = 32 кН. 

Проверяем правильность определения реакций опор. Составим 

уравнение проекций сил на ось y:  

∑ 𝑌 = 0; − 𝐹 + 𝑅𝐴 − 𝑄 + 𝑅𝐵 = 0; −8 + 32 − 30 + 6 = 0; 0 = 0. 

Реакции опор найдены верно. Показываем их на схеме балки в 

действительном направлении (рис. 35, а). 

3. Разбиваем балку на участки 1 и 2.  

4. На каждом участке методом сечений определяем поперечную 

силу Qy и изгибающий момент Mz. Для отсеченной части балки состав-

ляем уравнения равновесия проекций сил на ось y и уравнения равно-

весия моментов относительно оси z, проходящей через поперечное се-

чение. Отсеченные части балки показаны на рис. 35, а. 

Участок 1: 0 ≤ 𝑥1 ≤ 𝑎. 

∑ 𝑌 = 0; −𝑄𝑦 − 𝐹 = 0; 𝑄𝑦 = −𝐹 = −8 кН; 

∑ 𝑀𝑧 = 0; 𝑀𝑧1 + 𝐹𝑥1 = 0; 𝑀𝑧1 = −𝐹𝑥1; 

𝑀𝑧1(0) = 0; 𝑀𝑧1(𝑎) = 𝑀𝑧1(1,5) = −8 ∙ 1,5 = −12 кНм. 

Участок 2: 0 ≤ 𝑥2 ≤ 𝑏 – координату x2 откладываем от сечения В 

справа налево.  
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∑ 𝑌 = 0; 𝑄𝑦2 + 𝑅𝐵 − 𝑞𝑥2 = 0;  

𝑄𝑦2 = −𝑅𝐵 + 𝑞𝑥2; 

𝑄𝑦2(0) = −𝑅𝐵 = −6 кН – в сечении В; 

𝑄𝑦2(𝑏) = 𝑄𝑦2(3) = −𝑅𝐵 + 𝑞𝑏 = −6 + 10 ∙ 3 = 24 кН – в сечении А. 

∑ 𝑀𝑧 = 0;  𝑀 + 𝑅𝐵 𝑥2 − 𝑞𝑥2

𝑥2

2
− 𝑀𝑧2 = 0; 

𝑀𝑧2 = 𝑀 + 𝑅𝐵𝑥2 −
𝑞𝑥2

2

2
;  

𝑀𝑧2(0) = 𝑀 = 15 кНм; 

𝑀𝑧2(𝑏) = 𝑀 + 𝑅𝐵𝑏 −
𝑞𝑏2

2
= 15 + 6 ∙ 3 −

10 ∙ 32

2
= −12 кНм. 

Определим положение сечения на участке 2, в котором попереч-

ная сила Q
z2

 равна нулю, а изгибающий момент Mz2 имеет максималь-

ное значение: 

𝑄𝑦2 = 0 при 𝑥2
∗ =

𝑅𝐵

𝑞
=

6

10
= 0,6 м; 

 𝑀𝑧2max = 𝑀 + 𝑅𝐵𝑥2
∗ −

𝑞𝑥2
∗2

2
= 15 + 6 ∙ 0,6 −

10 ∙ 0,62

2
=16,8 кНм. 

По полученным значениям строим эпюры поперечной силы и из-

гибающего момента (рис. 35, б, в). Положительные значения отклады-

ваем на эпюре вверх от базовой линии (оси эпюры), отрицательные – 

вниз, при этом эпюру Mz строим на сжатых волокнах. 

5. По эпюре Mz находим опасное сечение, в котором возникает 

наибольший изгибающий момент |Mz|max = 16,8 кН ∙ м.  

6. Условие прочности при изгибе 

σmax =
|𝑀𝑧|max

𝑊𝑧
≤ [σ]. 

Отсюда 

𝑊𝑧 ≥
|𝑀𝑧|max

[σ]
=

16,8 ∙ 103

160 ∙ 106
= 105 ∙ 106 м3 = 105 см3. 

7. По найденному значению осевого момента сопротивления Wz 

находим размеры заданных сечений балки.  
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По таблице (см. прил. 2) подбираем номер двутавровой балки, 

ближайшее большее значение осевого момента сопротивления 

Wz = Wx табл = 109 см3,  

что соответствует двутавру № 16.  

8. Находим размеры прямоугольного сечения 

𝑏 = √
6𝑊𝑧

𝑘2

3

= √
6 ∙ 105

22

3

= 5,4 см; ℎ = 2𝑏 = 10,8 см. 

9. Проверим выполнение условия прочности.  

Наибольшее нормальное напряжение для балки № 16 

Эпюра Qy, кН 

Эпюра Мz, кН  м 

12 

16,8 

15 

0,6 м 

RB 

M 

x2 

Qy2 

Mz2 

q 

RB = 6 кН 

A B 
Q = 30 кН  

F = 8 кН 

B = 3 м a = 1,5 м 

М = 15 кН  м q = 10 кН/м 

RA = 32 кН 

1 2 

Mz1 

Qy1 

F 

 

8 6 

24 

Рис. 35 

а) 

б) 

в) 

+ 

+ 

_ 

_ 
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σmax =
|𝑀𝑧|max

𝑊𝑧

=
16,8 ∙ 103

109 ∙ 10−6
= 154,1 ∙ 106 Па = 154,1 МПа. 

Определим отклонение нормального напряжения от допускае-

мого: 

∆σ =
160 − 154,1

160
100 % = 3,7 %. 

Двутавровая балка недогружена на 3,7 %, что допустимо 

(∆σ ≤ ±5 %). 

Балка с прямоугольным сечением:  

а) момент сопротивления 

𝑊𝑧 =
𝑏ℎ2

6
=

5,4 ∙ 10,82

6
= 104,98 см3 ≈ 105 см3; 

б) наибольшее нормальное напряжение  

σmax =
|𝑀𝑧|max

𝑊𝑧
=

16,8 ∙ 103

105 ∙ 10−6 = 160 МПа ≤ [σ] – условие прочности 

выполнено. 

10. Сравним балки по расходу материала. Площадь поперечного 

сечения балки № 16 Адв = 20,2 см2 (см. прил. 2), площадь прямоуголь-

ного сечения Апр = bh = 5,4 ∙ 10,8 = 58,32 см2. Массы (веса) балок про-

порциональны площади сечения, тогда 
𝑀пр

𝑀дв

=
𝐴пр

𝐴дв

=
58,32

20,2
= 2, 887 ≈ 2,9. 

По расходу материала двутавровая балка рациональнее балки с 

прямоугольным сечением, её масса (вес) при одинаковой прочности 

балок в 2,9 раза меньше.  

Ответ: двутавровая балка № 16, балка с прямоугольным сече-

нием b = 5,4 см, h = 10,8 см. 

 

Задача № 6, схема «б». Для заданной схемы балки-консоли (см. 

рис. 33, б) требуется: 

– изобразить расчетную схему балки; 

– построить эпюры поперечной силы и изгибающего момента; 

– из условия прочности найти диаметр d круглого поперечного 

сечения деревянной балки при допускаемом напряжении [σ] = 10 МПа.  

Данные для расчета: схема балки (рис. 36, а); F = 12 кН;          

M = 20 кН ∙ м; a = 2 м; c = 3 м. 
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Решение 

1. Изображаем заданную балку (консоль) с указанием численных 

значений силы F и момента М, линейных размеров (рис. 36, а). 

2. Находим реакции заделки из уравнений равновесия: 

∑ 𝑀𝐴 = 0; −𝑀 + 𝐹(𝑎 + 𝑐) + 𝑀𝐴 = 0. 

Отсюда момент заделки 

𝑀𝐴 = 𝑀 − 𝐹(𝑎 + 𝑐) = 20 − 12(2 + 3) = −40 кН  м.  

Момент заделки направлен по ходу часовой стрелки (рис. 36, а). 

∑ 𝑌 = 0;  𝐹 − 𝑅𝐴 = 0; 𝑅𝐴 = 𝐹 = 12 кН – реакция  RA направлена 

вниз, как показано на рис. 36, а. 

 

 
 

Проверить правильность определения реакций заделки можно, 

составив уравнение равновесия моментов относительно какой-либо 

точки и убедившись в его выполнении: 

       ∑ 𝑀𝐵 = 0; 𝑅𝐴(𝑎 + 𝑐) − 𝑀 − 𝑀𝐴 = 0;  12(2 + 3) − 20 − 40 = 0; 

60 – 60 = 0 – реакции найдены верно. 

3. Разбиваем балку на участки 1 и 2.  

Рис. 36 

Эпюра Qy, кН 

12 

Эпюра Mz, кН  м 16 

40 36 

M = 20 кН ∙ м 

1 2 

F = 12 кН 

MA = 40 кН  м 

RA = 12 кН 

A B D 

c = 3 м a = 2 м 

а) 

б) 

в) 
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4. На каждом участке методом сечений определяем внутренние 

усилия – поперечную силу Q
y
 и изгибающий момент Mz (порядок опре-

деления и пояснения – см. решение задачи № 6, схема «а»). 

Участок 1: 0 ≤ 𝑥1 ≤ 𝑎 = 2 м;   𝑄𝑦1 = −𝑅𝐴 = −12 кН; 

𝑀𝑧1 = 𝑀𝐴 − 𝑅𝐴𝑥1 = 40 − 12𝑥1;   𝑀𝑧1(0) = 𝑀𝐴 = 40 кН  м; 

𝑀𝑧1(𝑎) = 𝑀𝐴 − 𝑅𝐴𝑎 = 40 − 12 ∙ 2 = 16 кН м. 

Участок 2: 0 ≤ 𝑥2 ≤ с = 3 м;   𝑄𝑦2 = −𝐹 = −12 кН = 𝑄𝑦1. 

𝑀𝑧2 = 𝐹𝑥2 = 12𝑥2;     𝑀𝑧2(0) = 0; 

𝑀𝑧2(𝑐) = 𝐹 ∙ 𝑐 = 12 ∙ 3 = 36 кН ∙ м.  

На эпюре изгибающих моментов Mz в сечении D скачок на вели-

чину момента М = 20 кН  м. 

5. По эпюре Mz находим Mz max = 40 кН  м. 

6. Условие прочности при изгибе 

|σ|max =
|𝑀𝑧|max

𝑊𝑧
≤ [σ]. 

  7. Осевой момент сопротивления круглого поперечного сечения 

балки 

𝑊𝑧 = 𝑊𝑦 =
π𝑑3

32
, 

где d – диаметр круглого сечения балки. 

Тогда условие прочности 

|σ|max =
32|𝑀𝑧|max

𝑑3π
≤ [σ], 

отсюда получим 

𝑑 ≥ √
32|𝑀𝑧|max

π[σ]

3

= √
32 ∙ 40 ∙ 103

3,14 ∙ 10 ∙ 106

3

= 34,4 ∙ 10−2 м = 34,4 см. 

8. Проверим выполнение условия прочности. 

Осевой момент сопротивления круглого поперечного сечения 

балки 

𝑊𝑧 =
π𝑑3

32
=

3,14 ∙ 34,43

32
= 3994,4 см3. 
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Наибольшее нормальное напряжение в опасном сечении балки 

σmax =
|𝑀𝑧|max

𝑊𝑧

=
40 ∙ 103

3994,4 ∙ 10−6
= 10,01 ∙ 106 Па = 10,01 МПа. 

Условие прочности выполнено, σmax ≈ [σ]. Наибольшее нормаль-

ное напряжение незначительно отличается от допускаемого (∆σ ≈ 0,1 %), 

что объясняется округлением результатов численных расчетов.  

Ответ: диаметр круглого сечения балки d = 34,4 см. 

 

Задача № 7 

Расчет на прочность вала при совместном действии кручения и 

изгиба. 

 На стальной вал механической передачи насажено зубчатое ко-

лесо 1 и шкив 2 ременной передачи (рис. 37). На колесо действуют 

окружная сила Ft и радиальная сила Fr = Ft ∙ tg20° = Ft ∙ 0,364, от шкива 

на вал передаются сила Fв и вращающий момент M2; D – диаметр ко-

леса; a – расстояние между характерными сечениями вала. 

 

 
 

Рис. 37 

 

Требуется: 

– определить диаметр вала по условию прочности при кручении 

𝑑к = √
16 𝑀1

π[τ]

3

, 

2 

Ft 

1 

Fв 

a 

M2 

Fr 

M1 

a a 

z 

y 

x 

B A 
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где M1 – вращающий момент, M1 = 
2Ft

D
; [τ] – допускаемое касательное 

напряжение;  

– округлить найденное значение диаметра до ближайшего боль-

шего значения из стандартного ряда: 10; 10,5; 11; 11,5; 12; 13; 14; 15; 

16; 17; 18; 19; 20; 21; 22; 24; 25; 26; 28; 30; 32; 33; 34; 36; 38; 40; 42; 45; 

48; 50; 52; 55; 60; 63; 65; 70 …;  

– привести нагрузку к оси вала, построить эпюры изгибающих 

моментов Mz и My в плоскостях xy и xz соответственно и эпюру крутя-

щего момента, считая M1 = M2; 

– найти опасное сечение вала, в котором возникает наибольший 

эквивалентный (приведенный) момент, определив его величину по тре-

тьей теории прочности: 

𝑀экв max = |√𝑀𝑧
2 + 𝑀𝑦 

2 + 𝑀к
2|

max

; 

– выполнить проверку вала на статическую прочность при сов-

местном действии кручения и изгиба, найти наибольшее эквивалент-

ное напряжение 

σэкв max =
𝑀эк вmax

𝑊и

, 

где  Wи – осевой момент сопротивления поперечного сечения вала, 

Wи=
πd

3

32
; d – стандартный диаметр вала; 

 – проверить выполнение условия прочности по коэффициенту 

запаса прочности n: 

𝑛 =
σт

σэкв
≥ [𝑛], 

где σт – предел текучести стали; [n] – допускаемое значение коэффи-

циента запаса прочности, [n] = 1, 2 … 4. 

Данные для расчета выбрать из табл. 10 по варианту. 
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Таблица 10 

Номер варианта Ft, Н Fв, Н D, мм a, мм [τ], МПа σт, МПа 

  1 4800 900 280 220 55 320 

  2 2600 1000 420 240 60 340 

  3 2700 600 380 180 65 360 

  4 4200 800 260 200 50 300 

  5 3900 700 240 240 40 300 

  6 3500 1100 300 160 45 320 

  7 4400 1200 320 200 50 340 

  8 3000 1300 400 220 55 360 

  9 3200 1400 460 240 60 300 

10 3600 1200 500 180 65 320 

11 2800 1000 600 280 40 340 

12 4200 1100 520 220 45 360 

13 5000 1400 480 240 50 360 

14 5200 1300 440 180 55 340 

15 4400 1500 560 200 60 320 

 

Указания к решению задачи № 7 

В задаче рассматривается расчет вала при статической нагрузке. 

Валы механических передач работают в условиях совместного дей-

ствия кручения и изгиба. В этом случае расчет вала проводится в два 

этапа: на первом этапе – проектировочный расчет вала на прочность 

вала с учетом только крутящего момента, на втором этапе – провероч-

ные расчеты. В задаче необходимо выполнить проверочный расчет с 

учетом изгиба вала в двух плоскостях xy и xz, используя третью теорию 

прочности (теорию наибольших касательных напряжений [1; 4]).  

 

Пример решения задачи № 7 

Данные для расчета: окружная сила Ft  = 3600 Н; радиальная сила 

Fr = Ft ∙ tg20° = 3600 ∙ 0,364 = 1310 Н, от шкива на вал передаются сила 

Fв = 2000 Н и вращающий момент M2; диаметр колеса D = 420 мм; рас-

стояние между характерными сечениями вала a = 0,2 м, [τ] = 55 МПа, 

σт = 280 МПа. 
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Решение 

1. Изображаем схему вала согласно варианту (рис. 38, а). 

2. Определяем момент М1, приложенный к зубчатому колесу: 

𝑀1 =
𝐹𝑡𝐷

2
=

0,42 ∙ 3600

2
=  756 Н ∙ м. 

Из условия равновесия моментов относительно оси x получаем 

М1 = М2. 

3. Определим диаметр вала по условию прочности при кручении: 

𝑑к = √
16 𝑀1

π[τ]

3

= √
16 ∙ 756

3,14 ∙ 55 ∙ 106

3

= 4,12 ∙ 10−2 м = 41,2 мм. 

Выбираем ближайшее большее значение диаметра вала из стан-

дартного ряда d = 42 мм. Найдем момент сопротивления поперечного 

сечения вала при изгибе Wи: 

𝑊𝑝 =
π𝑑3

32
=

3,14 ∙ 423 ∙ 10−9

32
= 7,3 ∙ 10−6 м3. 

4. Составим расчетную схему вала. Приводим силы к оси вала. 

Точки приложения сил переносим на ось вала x, добавляя моменты 

присоединенных пар, равных по величине моменту М1. Составляем 

расчетную схему вала (рис. 38, б). 

Определяем реакции опор из уравнений равновесия моментов от-

носительно точек A и B. 

Плоскость xy:  ∑ 𝑀𝐴 = 0;  −𝐹𝑡𝑎 + 𝑅𝐵𝑦 ∙ 2𝑎 = 0;  

                             ∑ 𝑀𝐵 = 0;   𝐹𝑡𝑎 − 𝑅𝐴𝑦 ∙ 2𝑎 = 0. 

Подставляя численные значения сил и линейных размеров в урав-

нения, найдем вертикальные реакции опор: 

 𝑅𝐴𝑦 =   𝑅𝐵𝑦 = 1800 Н.  

Вертикальные реакции опор можно найти без составления урав-

нений равновесия, учитывая симметрию нагрузки. 

Плоскость xz. В этой плоскости к валу приложены силы Fr и Fв. 

Определим реакции RAz и RBz из уравнений равновесия: 

∑ 𝑀𝐴 = 0;  𝐹𝑟𝑎 − 𝐹в ∙ 3𝑎 + 𝑅𝐵𝑦 ∙ 2𝑎 = 0; 

∑ 𝑀𝐵 = 0; −𝐹𝑟𝑎 −𝐹в𝑎 + 𝑅𝐴𝑦 ∙ 2𝑎 = 0. 

Подставляя численные значения сил и линейных размеров, найдем 

RAz = 1655 Н, RBz = 2345 Н. 
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Показываем реакции на расчетной схеме в действительном 

направлении (рис. 38, б). 

5. Рассматриваем вал как двухопорную балку, нагруженную со-

средоточенными силами в двух плоскостях. Изгибающий момент в се-

чении балки равен сумме моментов внешних сил, приложенных левее 

или правее данного сечения.  

Рассмотрим вертикальную плоскость xy. Определяем изгибаю-

щие моменты Mz в характерных сечениях. В сечениях над опорами А и 

В изгибающие моменты равны нулю. В сечении D посередине пролета 

АВ изгибающий момент  

𝑀𝑧I = 𝑅𝐴𝑦 ∙ 𝑎 = 1800 ∙ 0,2 = 360 Н ∙ м. 

Cтроим эпюру изгибающего момента Mz на сжатых волокнах. От-

мечаем в сечениях А, В и D ординаты и соединяем прямыми линиями 

полученные точки эпюры (рис. 38, в). 

В горизонтальной плоскости xz найдем изгибающие моменты в 

характерных сечениях A, D, B и C: 

𝑀𝑦𝐴 = 𝑀𝑦𝐶 = 0;  

𝑀𝑦𝐷 = −𝑅𝐴𝑧𝑎 = 1655 ∙ 0,2 = 331 Н ∙ м  

𝑀𝑦𝐵 = −𝐹в𝑎 = 2000 ∙ 0,2 = 400 Н ∙ м 

Строим эпюру изгибающего момента My по найденным ордина-

там (рис. 38, г). 

Эпюру крутящего момента строим на участке между колесом и 

шкивом, 𝑀к = 𝑀1 (рис. 38, д). 

6. Находим эквивалентный момент по третьей теории прочности 

в сечениях D и B: 

𝑀экв𝐷 = √𝑀𝑧𝐷
2 + 𝑀𝑦𝐷

2 + 𝑀к
2 = √3602 + 3312 + 7562 = 900 Н ∙ м; 

𝑀экв𝐵 = √𝑀𝑧𝐵
2 + 𝑀𝑦𝐵

2 + 𝑀к
2 = √02 + 4002 + 7562 = 855 Н ∙ м. 

Выбираем наибольшее значение эквивалентного момента 

𝑀экв max = 900 Н ∙ м. 
7. Выполняем статическую проверку: 

σэкв max =
𝑀экв max

𝑊и

=
900

7,3 ∙ 10−6
= 123 ∙ 106 = 123 МПа, 

где Wи – момент сопротивления круглого поперечного сечения вала 

при изгибе (п. 3), Wи = 7,3 ∙ 10–6 м3. 
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Проверяем выполнение условия прочности по коэффициенту за-

паса прочности n: 𝑛 =
σт

σэкв
=

280

123
= 2,3; [𝑛] = 1,2 … 4. 

Условие прочности выполнено. 

Если условие прочности не выполнено, следует определить диа-

метр вала из условия прочности при совместном действии изгиба и 

кручения d ≥ √
32Mэкв max

π[σ]

3
, где [σ] – допускаемое напряжение, [σ] = 

σт

n
. 

Ответ: диаметр вала d = 42 мм. 

 

 
 

Рис. 38 
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Задание 3 

 

ОСНОВЫ ПРОЕКТИРОВАНИЯ ДЕТАЛЕЙ МАШИН 

 

Задача № 1. Кинематический расчет привода 

Привод ленточного конвейера состоит из электродвигателя 1, от-

крытой ременной передачи 2, одноступенчатого цилиндрического ре-

дуктора 3, выходной вал которого соединен упругой муфтой 4 с рабо-

чим валом барабана конвейера 5, охваченного лентой 6 (рис. 39). Ча-

стота вращения рабочего вала барабана – nб (об/мин), мощность кон-

вейера – P (кВт), частота вращения вала двигателя – nдв (об/мин). 

Требуется: 

– определить расчетное передаточное отношение привода i; 

– подобрать передаточные отношения одноступенчатого цилин-

дрического редуктора и открытой плоскоременной передачи; 

– найти общее передаточное отношение привода (отклонение от 

расчетного передаточного отношения не должно превышать ±3 %); 

– найти коэффициент полезного действия (КПД) передачи; 

– определить требуемую мощность двигателя. 

Данные для расчета выбрать из табл. 11 по индивидуальному ва-

рианту. При решении задачи использовать справочные данные из по-

собий [3; 5].  

 

 

Рис. 39                 
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                      Таблица 11 

Номер 

строки 

Мощность на рабочем 

валу P, кВт 

Частота вращения  

барабана nб, об/мин 

Частота вращения вала  

электродвигателя nдв, об/мин 

  1 3,2 80 720 

  2 3,0 100 970 

  3 4,0 120 950 

  4 2,8 50 730 

  5 3,5 85 965 

  6 3,4 60 720 

  7 3,6 95 950 

  8 2,2 98 970 

  9 3,1 80 730 

10 3,5 72 950 

11 3,4 90 720 

12 3,7 110 970 

13 4,2 75 950 

14 3,8 65 730 

15 3,5 96 965 

 

Пример решения задачи № 1 

Исходные данные для расчета: 

– мощность на выходном валу привода P = 3 кВт; 

– угловая скорость выходного вала редуктора nб = 85 об/мин; 

– частота вращения вала двигателя nдв = 949 об/мин. 

 

Решение 

1. Определить расчетное передаточное отношение привода 

𝑖расч =
𝑛дв

𝑛б
=

949

85
= 11,165. 

2. Подобрать передаточные отношения одноступенчатого цилин-

дрического редуктора и открытой плоскоременной передачи.  

     Передаточное отношение зубчатой передачи (редуктора) вы-

бираем из стандартного ряда:  

1-й ряд: … 2,0; 2,5; 3,15; 4,0; 5,0 … 8,0; 10,0; 

2-й ряд: … 2,24; 2,8; 3,55; 4,5; 5,6; ... . 

Принимаем 𝑖з.п = 3,15. 

Передаточное отношение открытой ременной передачи (2…6) 
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𝑖р.п =
𝑖

𝑖з.п
=

11,165

3,15
= 3,54. 

3. Фактическое передаточное отношение  

𝑖 = 𝑖з.п ∙ 𝑖р.п = 3,15 ∙ 3,54 = 11,15. 

Проверяем отклонение от расчетного передаточного отношения 

(допускается до 3 %): 

∆𝑖 =
𝑖расч − 𝑖

𝑖расч

100 % =
11,165 − 11,15

11,165
100 % = 1,34 % ≤ 3 %. 

4. Определим КПД передачи: 

η = ηо.пηз.пηп.к
2 ηмηп.б, 

где η
о.п

 – КПД открытой ременной передачи, η
о.п

 = 0,96; η
з.п

 – КПД зуб-

чатого зацепления с цилиндрическими колесами, η
з.п

 = 0,97; η
п.к 

– 

КПД подшипников качения валов редуктора, η
п.к

= 0,99; η
м 

 – КПД 

муфты, η
м
= 0,98; η

п.б 
– КПД подшипников качения приводного бара-

бана, η
п.б 

= 0,99.  

Тогда η = 0,96 ∙ 0,97 ∙ 0,992 ∙ 0,98 ∙ 0,99 = 0,885. 

5. Определяем требуемую (расчетную) мощность электродвигателя 

𝑃тр = 𝑃эд =
𝑃

η
=

3

0,885
= 3,388 ≈ 3,4 кВт, 

где P – заданная мощность на рабочем валу барабана конвейера.  

Электродвигатель выбирается по таблицам [3; 5] в зависимости 

от назначения и требуемой мощности.  

 

Задача № 2. Определение диаметров валов редуктора 

В приводе ленточного конвейера используется одноступенчатый 

цилиндрический редуктор (см. рис. 39). На его ведущем (быстроход-

ном) валу установлен ведомый шкив ременной передачи. Мощность от 

электродвигателя через ременную передачу передается на редуктор. 

На каждой ступени привода угловая скорость вращения уменьшается, 

а вращающие моменты увеличиваются. По заданной мощности при-

вода P, угловым скоростям вращения вала двигателя nдв и вала привод-

ного барабана конвейера nб требуется: 

– изучить схему редуктора (рис. 40); 

– определить угловые скорости вращения валов редуктора;  

– определить мощность на валах редуктора;  
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– найти вращающие моменты на валах редуктора Т1 и Т2; 

– определить диаметры валов редуктора без учета изгиба. 

Данные для расчета выбрать по варианту из табл. 12. 

 

Таблица 12 

Номер варианта Ft, Н Fв, Н D, мм l, мм [τ], МПа σт, МПа 

  1 4200 800 260 200 15 300 

  2 4800 900 280 220 20 320 

  3 2600 1000 420 240 18 340 

  4 2700 600 380 180 15 360 

  5 3900 700 240 240 25 300 

  6 3500 1100 300 160 15 320 

  7 4400 1200 320 200 18 340 

  8 3000 1300 400 220 20 360 

  9 3200 1400 460 240 18 300 

10 3600 1200 500 180 25 320 

11 2800 1000 600 280 20 340 

12 4200 1100 520 220 25 360 

13 5000 1400 480 240 24 360 

14 5200 1300 440 180 20 340 

15 4400 1500 560 200 25 320 

 

 

Рис. 40 

 

Пример решения задачи № 2 

1. Изучим конструкцию редуктора. Кинематическая схема одно-

ступенчатого цилиндрического редуктора показана на рис. 40. Основ-
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2 
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3 

5 
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ные детали редуктора: 1 – ведущий вал; 2 – шестерня; 3 – колесо зуб-

чатое; 4 – ведомый вал; 5 – корпус редуктора. Требуется записать опре-

деление редуктора, указать основное назначение и применение в тех-

нологическом оборудовании, изобразить кинематическую схему одно-

ступенчатого редуктора, указать основные детали и узлы [1; 4; 5].  

2. Находим частоту вращения n (об/мин) и угловые скорости ω 

(рад/с) валов редуктора, ω = 
πn

30
 (см. решение задачи № 1). 

Выходной вал двигателя nдв = 949 об/мин. 

Ведущий (быстроходный) вал редуктора  

𝑛1 =
𝑛дв

𝑖р.п

=
949

3,54
= 268 об/мин; 

 ω1 =
π𝑛1

30
=

3,14 ∙ 268

30
= 28,05 рад/с. 

Ведомый (тихоходный) вал редуктора 

𝑛2 =
𝑛1

𝑖ред
=

268

3,15
= 85,08 об/мин; 

ω2 =
π𝑛2

30
=

3,14 ∙ 85,08

30
= 8,9 рад/с. 

3. Определяем мощность на валах редуктора. 

Ведущий (быстроходный) вал редуктора 

𝑃1 = 𝑃трηо.п = 3,4 ∙ 0,96 = 3,26 кВт. 

Ведомый (тихоходный) вал редуктора 

𝑃2 = 𝑃1ηз.пηп.к
2 = 3,26 ∙ 0,97 ∙ 0,992 = 3,1 кВт. 

Значения коэффициентов полезного действия см. в решении за-

дачи № 1. 

4. Определяем вращающие моменты на валах редуктора по фор-

муле T = 
P

ω
, Н ∙ м: 

𝑇1 =
𝑃1

ω1

=
3,26 ∙ 103

28,06
= 116,18 Н ∙ м; 

𝑇2 =
𝑃2

ω2

=
3,1 ∙ 103

8,9
= 348,31 Н ∙ м. 

5. Находим диаметры валов без учета влияния изгиба. Расчёт ва-

лов проводим на кручение по пониженным допускаемым напряже-

ниям. Диаметр вала при допускаемом напряжении [τ] вычисляем по 

формуле 
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𝑑 ≥ √
16𝑇

π[τ]

3

. 

Ведущий вал редуктора, материал сталь 45, [τк] = 18 МПа, 

𝑑1 ≥ √
16𝑇1

π[τк]

3

= √
16 ∙ 116,8 ∙ 103

3,14 ∙ 18

3

= 32,1 мм. 

Принимаем из стандартного ряда диаметр d1 = 34 мм*.1 

Ведомый вал редуктора, материал сталь 45, [τк] = 20 МПа, 

𝑑2 ≥ √
16𝑇2

π[𝜏к]

3

= √
16 ∙ 348,3 ∙ 103

3,14 ∙ 20

3

= 44,6 мм. 

Принимаем из стандартного ряда диаметр d2 = 45 мм. 

Ответ: диаметр ведущего (быстроходного) вала d1 = 34 мм; диа-

метр ведомого (тихоходного) вала d2 = 45 мм. 

 

Задача № 3. Проверочный расчет шпонки на срез и смятие 

 Призматическая стальная шпонка передает вращающий момент 

T от вала к зубчатому колесу. На боковых гранях шпонки возникает 

напряжение смятия см, а в продольном сечении шпонки – напряжение 

среза ср. Требуется проверить выполнение условий прочности 

шпонки:  

– на смятие  σсм = 
2T

dl(h – t1)
 ≤ [σсм],  

– на срез  τср = 
2T

dlb
 ≤ [τср],  

где d – диаметр вала в месте установки шпонки; l – длина шпонки;  

b – ширина шпонки; t1 – глубина шпоночного паза вала; [σсм], [τср] – 

допускаемые напряжения на смятие и срез. 

Обозначение шпонки b × h × l. Данные для расчета взять из табл. 13 

по индивидуальному варианту. 

 

 

–––––––––––––––– 
* Стандартный ряд размеров, округляем до ближайшего большего: … 20; 21; 22; 24; 

25; 26; 28; 30; 32; 34; 36; 38; 40; 42; 45; 48; 50; 55; 60; 63; 65; 70; 75; 80; 85; 90; 95; 100 … . 
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Таблица 13 

Номер варианта T, Н ∙ м d, мм b × h, мм t1, мм l, мм [σсм], МПа [τср], МПа 

  1   540 52 16 × 10 6,0 32 100 60 

  2   670 50 14 × 9 5,5 36 110 66 

  3   550 45 14 × 9 5,5 32 120 72 

  4   500 42 12 × 8 5,0 28 100 60 

  5   470 40 12 × 8 5,0 28 115 70 

  6   520 50 16 × 10 6,0 36 120 72 

  7   700 60 18 × 11 7,0 40 100 60 

  8   600 55 16 × 10 6,0 40 115 70 

  9   730 70 20 × 12 7,5 45 120 72 

10   900 75 22 × 14 9,0 50 100 60 

11   840 70 20 × 12 7,5 45 110 66 

12 1100 75 22 × 14 9,0 56 120 72 

13 1150 80 22 × 14 9,0 50 100 60 

14 1200 85 25 × 14 9,0 56 120 72 

15   800 60 18 × 11 7,0 40 110 66 

 

Пример решения задачи № 3 

Шпонки служат для закрепления на валах деталей (колес, шкивов 

и др.). Через шпонку передается вращающий момент от вала на колесо. 

На боковых гранях шпонки возникает напряжение смятия см, а в про-

дольном сечении – напряжение среза ср. Если одной шпонки недоста-

точно для передачи заданного момента, то устанавливают n шпонок  

(n = 2…4). Шпоночные соединения проверяют на смятие и срез. Про-

верим прочность шпонки, передающей вращающий момент от ведо-

мого вала к зубчатому колесу.  

Данные для расчета: вращающий момент Т = 350 Н ∙ м; диаметр 

вала dв = 65 мм; шпонка 𝑏 × h × l = 20 × 12 × 45 по ГОСТ 23360-78; 

[σсм] = 100 МПа; [τср] = 60 МПа. 
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Решение 

1. Условие прочности на смятие 

σсм =
2𝑇2

𝑑в(𝑙 − 𝑏)(ℎ − 𝑡1)
=

2 ∙ 350 ∙ 103

65(45 − 20)(12 − 7,5)
= 

= 95,7 МПа ≤ [σсм]. 

Условие прочности на смятие выполнено. 

2. Условие прочности на срез 

τср =
2𝑇

𝑑в(𝑙 − 𝑏)𝑏
=

2 ∙ 350 ∙ 103

65(45 − 20)20
= 53,8 ≤ [τср].        

Условие прочности на срез выполнено. 

Ответ: условия прочности на смятие и срез для заданной шпонки 

b × h × l = 20 × 12 × 45 выполнены. 

3. Если условия прочности не выполняются, следует подобрать 

несколько шпонок (2…4). Для этого используют условия прочности в 

виде 

σсм =
2𝑀к

𝑑в(𝑙 − 𝑏)(ℎ − 𝑡)𝑛
 ≤ [σсм];                                (1) 

τср =
2𝑀к

𝑑в(𝑙 − 𝑏)𝑏𝑛
 ≤ [τср],                                      (2) 

где n – число шпонок. 

Находим число шпонок из этих условий: 

Условие (1): 

𝑛 ≥
2𝑇

𝑑В(𝑙 − 𝑏)(ℎ − 𝑡)[σсм]
. 

Условие (2): 

𝑛 ≥
2𝑇

𝑑В(𝑙 − 𝑏)𝑏[τср]
.  

Из двух значений числа шпонок выбираем большее и округляем 

до целого числа (2…4). 
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

 

Практикум содержит задания, выполнение которых поможет сту-

дентам освоить дисциплину «Прикладная механика», овладеть методи-

кой решения задач, практическими расчетами типовых элементов кон-

струкций на прочность и жесткость, основами проектирования деталей 

машин.  

Самостоятельная работа над заданиями даст возможность обучаю-

щимся приобрести необходимые навыки в решении задач, а также при 

выборе методики расчетов по указанным темам дисциплины. Получен-

ные навыки и приобретенные знания позволят применить изученные ме-

тоды к решению практических задач и послужат основой для решения 

специальных заданий проектирования и конструирования деталей специ-

ального оборудования соответственно направлению, по которому обуча-

ются студенты. 
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ПРИЛОЖЕНИЯ 

Приложение 1 

ГЕОМЕТРИЧЕСКИЕ ХАРАКТЕРИСТИКИ 

ПРОСТЫХ СЕЧЕНИЙ 

h – высота сечения;  

b – ширина сечения; 

А – площадь поперечного сечения; 

C – центр тяжести сечения; 

y, z – главные центральные оси сечения; 

Iz, Iy – осевые моменты инерции сечения. 

Фигура А Jz Jy 
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Приложение 2 
 

ДВУТАВРЫ СТАЛЬНЫЕ ГОРЯЧЕКАТАНЫЕ 

(ГОСТ 8239-89) 
  

I – момент инерции; 

W – момент сопротивления; 

S – статический момент полусечения; 

i – радиус инерции; 

A – площадь поперечного сечения; 

h – высота двутавра;  

b – ширина полки;  

s – толщина стенки;  

t – средняя толщина полки;  

R – радиус внутреннего закругления; 

r – радиус закругления полки. 
 

 

Номер 

дву-

тавра 

Размеры, мм 

A, 

см2 

Масса 

1 м, 

кг 

Справочные значения для осей 

h b s t 

R r X – X Y – Y 

не более 
Ix, 

см4 

Wx, 

см3 

ix, 

см 

Sx, 

см3 

Iy, 

см4 

Wy, 

см3 

iy, 

см 

10 100 55 4,5 7,2 7,0 2,5 12,0 9,46 198 39,7 4,06 23,0 17,9 6,49 1,22 

12 120 64 4,8 7,3 7,5 3,0 14,7 11,50 350 58,4 4,88 33,7 27,9 8,72 1,38 

14 140 73 4,9 7,5 8,0 3,0 17,4 13,70 572 81,7 5,73 46,8 41,9 11,50 1,55 

16 160 81 5,0 7,8 8,5 3,5 20,2 15,90 873 109,0 6,57 62,3 58,6 14,50 1,70 

18 180 90 5,1 8,1 9,0 3,5 23,4 18,40 1290 143,0 7,42 81,4 82,6 18,40 1,88 

20 200 100 5,2 8,4 9,5 4,0 26,8 21,00 1840 184,0 8,28 104,0 115,0 23,10 2,07 

22 220 110 5,4 8,7 10,0 4,0 30,6 24,00 2550 232,0 9,13 131,0 157,0 28,60 2,27 

24 240 115 5,6 9,5 10,5 4,0 34,8 27,30 3460 289,0 9,97 163,0 198,0 34,50 2,37 

27 270 125 6,0 9,8 11,0 4,5 40,2 31,50 5010 371,0 11,20 210,0 260,0 41,50 2,54 

30 300 135 6,5 10,2 12,0 5,0 46,5 36,50 7080 472,0 12,30 268,0 337,0 49,90 2,69 

33 330 140 7,0 11.2 13,0 5,0 53,8 42,20 9840 597,0 13,50 339,0 419,0 59,90 2,79 

36 360 145 7,5 12,3 14,0 6,0 61,9 48,60 13380 743,0 14,70 423,0 516,0 71,10 2,89 

40 400 155 8,3 13,0 15,0 6,0 72,6 57,00 19062 953,0 16,20 545,0 667,0 86,10 3,03 

45 450 160 9,0 14,2 16,0 7,0 84,7 66,50 27696 1231,0 18,10 708,0 808,0 101,00 3,09 

50 500 170 10,0 15,2 17,0 7,0 100,0 78,50 39727 1589,0 19,90 919,0 1043,0 123,00 3,23 

55 550 180 11,0 16,5 18,0 7,0 118,0 92,60 55962 2035,0 21,80 1181,0 1356,0 151,00 3,39 

60 600 190 12,0 17,8 20,0 8,0 138,0 108,00 76806 2560,0 23,60 1491,0 1725,0 182,00 3,54 
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