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ВВЕДЕНИЕ 
 
Изучение высшей математики имеет исключительно важное 

значение для всего процесса обучения в высшем учебном заведении. 
Значение высшей математики необходимо для успешного изучения 
общетеоретических и специальных дисциплин. Математические ме-
тоды широко используются для решения самых разнообразных задач 
науки, производства и экономики. Значение этих методов существен-
но возрастают в связи с массовой информатизацией и компьютериза-
цией общества и всех отраслей промышленности. 

Цель преподавания математики в вузе – ознакомить студентов 
с основами математического аппарата, необходимого для решения 
теоретических и практических задач; привить студентам умение са-
мостоятельно изучать учебную литературу по математике и её при-
ложениям; развить логическое мышление и повысить общий уровень 
математической культуры; выработать навыки математического ис-
следования прикладных вопросов и умение перевести задачу на мате-
матический язык. 

Пособие содержит краткое изложение разделов математики: 
«Элементы линейной и векторной алгебры», «Аналитическая геомет-
рия», «Введение в математический анализ», «Дифференциальное ис-
числение функции одной переменной», «Функции нескольких пере-
менных», «Неопределённый интеграл», «Определённый интеграл», 
«Дифференциальные уравнения». 

Математика – это наука о пространственных формах и количе-
ственных отношениях в самом общем виде, – прошла большой путь 
развития одновременно с развитием цивилизации и стала неотъемле-
мой частью культуры человечества и показателем интеллектуального 
уровня общества. Помимо собственных потребностей развития мате-
матика обслуживает потребности многих других наук – естественных, 
технических, экономических, гуманитарных. С развитием вычисли-
тельной техники область использования математики расширяется. В 
наше время трудно представить себе хорошего специалиста в различ-
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ных областях, не знающего основных математических методов и ма-
тематического языка. Поэтому математика включена в учебные планы 
почти всех специальностей и её изучению отводится немало времени. 

Для успешного изучения математики необходимы программа, 
учебники и учебные пособия, справочная литература, таблицы, инже-
нерный микрокалькулятор и, конечно, волевые усилия. Необходимо 
посещать все очные занятия в период сессий и стремиться самостоя-
тельно, выполнять контрольные работы, пользуясь руководствами к 
решению задач, методическими указаниями и конспектами практиче-
ских занятий. 

Предлагаемое издание должно помочь студенту-заочнику раци-
онально организовать свой труд по изучению математики и выполне-
нию контрольных работ. Обратите пристальное внимание, на таблицу 
распределения задач по вариантам и в соответствии с ней выполняйте 
работы. 

 
Желаем Вам успеха! 
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Глава 1. ЭЛЕМЕНТЫ ЛИНЕЙНОЙ И ВЕКТОРНОЙ АЛГЕБРЫ 
 

1.1. Координаты 
 
Возьмем произвольную прямую, выберем единицу масштаба и 

положительное направление. Зафиксируем на прямой (принято назы-
вать такую прямую осью) произвольную точку О. Расстояние от нее 
до другой точки определится числом единиц длины в соответствую-
щем отрезке. 

Знак числа показывает, в каком направлении от точки О нужно 
откладывать отрезок, чтобы попасть в соответствующую точку (точки 
А1(5) и А2(–4) на рис. 1.1, например). Число, стоящее в скобках, и есть 
координата. Этот пример иллюстрирует понятие одномерного про-
странства R и одномерной системы координат. 

 
 

 
 
 

Рис. 1.1 

 
А как быть в двумерном случае (в пространстве R2)? Зададим 

единицу масштаба и две взаимноперпендикулярные оси. Точка их пе-
ресечения О называется началом, а оси – осями координат. Горизон-

тальную ось (ось абсцисс) обозначим 
Ох, а вертикальную (ось ординат) Оу. 
Буквы x и y ставят у обрыва осей в 
положительном направлении (рис. 
1.2). Так вводится на плоскости си-
стема координат, называемая декар-
товой прямоугольной.  

Проекции точки Mn на оси Ох и 
Оу (точки xn и yn соответственно, рис. 
1.2) позволяют определить координа-
ты точки Mn как числа, выражающие 

длины отрезков Oхn и Oуn (xn – абсцисса, yn – ордината точки Mn). 
Символически положение точки Mn с известными координатами xn и 

 

    А2(-4)   О(0)     А1(5)  
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   Рис. 1.1 
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Рис. 1.2 
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yn записывается в виде Mn(xn, yn), произвольной точки – М(x,y), где x 
и y – текущие координаты. 

Рассмотрим еще одну систему координат на плоскости – поляр-
ную. Она определяется заданием точки О (полюса), полярной оси, 

проходящей через нее, и направлением отсчета угла ϕ между поляр-
ной осью и отрезком, соединяющим полюс О с произвольной точкой 
М плоскости. 

Полярными координатами точки М называют пару чисел ρ и ϕ, 

где ρ – длина отрезка ОМ, а ϕ – упомянутый угол в радиа-
нах.(Принятое направление отсчёта – против часовой стрелки от по-
ложительного направления оси.) Вернемся к рис. 1.2. Примем за по-
лярную ось Oх. Для установления связи между декартовыми и поляр-
ными координатами точки Mn достаточно рассмотреть прямоуголь-
ный треугольник OMnхn. Легко видеть, что 









ϕρ=

ϕρ=

sin

cos

n

n

y

x

  (1.1)     








=ϕ

+=ρ

n

n

nn

x

y
arctg

yx
22

   (1.2) 

Для произвольной точки М значения xn и yn заменяются теку-
щими x и y. Соотношения (1.1) позволяют перейти от полярных коор-
динат к декартовым, а соотношения 
(1.2) – от декартовых к полярным. 

Аналогично тому, как это дела-
лось для плоскости, вводятся декарто-
вы координаты в трехмерном про-
странстве R3. Задается единица мас-
штаба и три взаимно перпендикуляр-
ные оси Oх, Oу и Oz, пересекающиеся 
в точке О. Положение точки одно-
значно определяется тремя числами – 
абсциссой x, ординатой y и апплика-
той z (рис. 1.3) (к осям (координатам) x и y «добавили» ось (коорди-
нату) z).  

 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
       

      

z 
zn 

y 

yn 

xn 

x 

 • Mn(xn;yn;zn) 

0 

Рис. 1.3 
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Контрольные вопросы 
1. Как определяются декартовы координаты точки на плоскости? 
2. Чем отличаются друг от друга декартовы координаты двух 

точек, симметричных относительно а) оси ОХ, б) оси ОУ, в) начала 
координат? 

3. Напишите формулы преобразования координат а) при парал-
лельном переносе системы координат; б) при повороте системы коор-
динат. 

4. Какой вид примет формула, по которой определяется расстоя-
ние между двумя точками, если: а) точки имеют одинаковые ордина-
ты, но различные абсциссы; б) точки имеют одинаковые абсциссы, но 
различные ординаты; в) одна из точек совпадает с началом коорди-
нат? 

5. Как определяется декартова прямоугольная система коорди-
нат в пространстве? Как определяются координаты точки в простран-
стве? 
  

1.2. Определители 
 

Пусть дана квадратная (число строк равно числу столбцов) таб-
лица (матрица) А из четырех элементов (чисел). 

Назовем определителем второго порядка некоторое число ∆, со-
ответствующее этой таблице и вычисляемое по правилу: 









=

22

11

ba

ba
A ;  1221

22

11
baba

ba

ba
−==∆                    (1.3) 

(Из произведения элементов, стоящих по главной диагонали вы-
читается произведение элементов, стоящих по вспомогательной диа-
гонали).  

Аналогично может быть составлен определитель произвольного 
(N-го) порядка, соответствующий квадратной матрице, содержащей N 
строк и N столбцов. Сформулируем алгоритм его вычисления на при-
мере определителя третьего порядка (N=3). 
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Для нумерации элементов определителя использо-
ваны двойные индексы, позволяющие однозначно 
определить местоположение элемента: первое число 
индекса – это номер строки, а второе – номер столбца, 
на перекрестье которых расположен соответствующий 
элемент. 

 (Строки и столбцы нумеруются сверху-вниз и справа-налево 
соответственно). 

Пусть дан определитель N порядка. Минором Mmn элемента amn 
определителя (1 ≤ m ≤ N – номер строки, а 1 ≤ n ≤ N – номер столбца 
на перекрестьи которых элемент аmn расположен) назовем определи-
тель N – 1 порядка, получаемый из исходного вычеркиванием m 
строки и n столбца. Алгебраическое дополнение элемента amn опреде-
лим соотношением 

mn

nm

mn MA +−= )1(                                        (1.4) 

Операция вычисления определителя с помощью вновь введен-
ных величин называется раскрытием определителя по элементам его 
строки (столбца) и выполняется в соответствии со следующей теоре-
мой: Определитель произвольного порядка равен сумме произведе-
ний элементов любой его строки (или столбца) на их алгебраиче-
ские дополнения. Несложно убедиться, что правило вычисления 
определителя второго порядка есть частный случай предложенного 
способа. 

Определитель третьего порядка, раскрываемый по элементам 
первой строки, примет вид: 

.312213322113312312332112322311332211

3231

2221

13

3331

2321

12

3332

2322

333231

232221

131211

11131312121111

аааааааааааааааааа

аа

аа
а

аа

аа
а

аа

аа

aaa

aaa

aaa

аАаАаАа

−++−−=

=+−= =++
 (1.5) 

(Это соотношение известно как формула Саррюса.) 
Полезно иметь ввиду следующие свойства определителей:  
1. Определитель не изменится, если строки заменить столбца-

ми, а столбцы строками. 
2. Общий множитель элементов любой строки (столбца) можно 

вынести за знак определителя. 
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3. Если элементы одной строки (столбца) определителя соот-
ветственно равны элементам другой строки (столбца), то 
определитель равен нулю. 

4. Если все элементы некоторой строки (столбца) равны нулю, 
то определитель равен нулю. 

5. При перестановке двух строк (столбцов) определитель меняет 
знак на противоположный. 

6. Определитель не изменится, если к элементам одной строки 
(столбца), прибавить соответственные элементы другой стро-
ки (столбца) умноженные на одно и то же число. 

7. 
22

11

22

11

22

1111

ba

ba

ba

ba

ba

bbaa ′′
+=

′+′+
 

 
Контрольные вопросы 
1. Каковы основные свойства определителей? 
2. Что называется минором и алгебраическим дополнением? 
3. Каковы способы вычисления определителей? 

 
1.3. Решение систем линейных уравнений (метод Крамера) 
 
Рассмотрим систему двух линейных уравнений с двумя неиз-

вестными 





=+

=+

222

111

cybxa

cybxa
                                      (1.6) 

Составим из коэффициентов при неизвестных и свободных чле-
нов три определителя  

22

11

ba

ba
=∆  

22

11

bc

bc
x =∆  и  

22

11

ca

ca
y =∆        (1.7) 

Решением системы называется совокупность чисел ),( yx , кото-

рые, будучи подставлены вместо неизвестных в уравнения, обращают 
эти уравнения в тождества. Система уравнений называется совмест-
ной, если она имеет хотя бы одно решение, и несовместной, если не 
имеет ни одного решения. 

Совместная система называется определённой, если она имеет 
только одно решение, и неопределённой, если она имеет более одного 
решения. 
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Легко видеть, что второй и третий определители получаются из 
первого заменой столбца соответствующих индексу коэффициентов 
столбцом свободных членов. Правило Крамера решения системы ли-
нейных уравнений заключается в использовании соотношений   

 
∆

∆
= xx  ;  

∆

∆
= y

y                     (1.8)  

Отметим, что использовать их можно при  
∆ ≠ 0. Это тот случай, когда система определена и совместна (т.е. 
имеет единственное решение). Если ∆ = 0, а хотя бы один из опреде-
лителей ∆x, ∆y отличен от нуля ((∆x)2+(∆y)2 ≠ 0), то система несовмест-

на (т.е. не имеет решений), а если ∆ = ∆x = ∆у = 0, то система неопре-
делена и имеет бесконечное множество решений. 

Аналогично правило Крамера формулируется и для системы из 
трех (или n) линейных уравнений с тремя (или n) неизвестными. 









=++

=++

=++

3333231

2232221

1131211

dzаyаxa

dzаyаxa

dzаyаxa

 (1.9)   

∆
∆

=

∆

∆
=

∆

∆
=

z

y

x

z

y

x

 (1.8')  

323

222

111

cba

cba

cba

=∆   (1.7') 

А ∆x, ∆y, ∆z получаются из ∆ заменой столбца соответствующих 
коэффициентов столбцом свободных членов. Аналогично проводится 
и исследование системы (возможны те же три случая). 

Если свободный член (правая часть) линейного уравнения равен 
нулю- уравнение называется однородным. Однородной называют и 

систему таких уравнений (система (1.9) при d1=d2=d3=0). При ∆ ≠ 0 
она имеет единственное решение (x=y=z=0), называемое тривиаль-

ным. Если же ∆=0, то система сводится либо к двум, либо к одному 
уравнению с тремя неизвестными. В этих случаях однородная систе-
ма имеет бесконечное множество нетривиальных решений.  

Если (1.6) сводится (при d1=d2=d3=0) к двум линейным уравне-
ниям, решения системы можно найти по формулам:  

;
2322

1312
t

аа

аа
х =  ;

2321

1311
t

aa

aa
y −=  ;

2221

1211
t

aa

aa
z =         (1.10) 

где t  может принимать любые значения. 
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Контрольные вопросы 
1. Какой вид имеют формулы Крамера и в каком случае они 

применяются? 
2. При каком условии система линейных уравнений имеет един-

ственное решение? 
3. При каком условии система n линейных однородных уравне-

ний с n неизвестными имеет ненулевое решение? 
 
1.4. Матрицы. Основные свойства и операции 
 
Матрицей называют прямоугольную таблицу, составленную из 

каких – либо математических объектов (элементов), в простейшем 
случае – из чисел. Принятое обозначение: 

 
 
 
 
В общем случае числа строк m и столбцов n произвольны и 

определяют размер матрицы, обозначаемый (m×n). Если строка одна, 
А = (а11, а12, …, а1n) – матрица-строка; аналогично определяется мат-
рица–столбец (размеры – (1×n) и (m×1) соответственно). 

Если число строк равно числу столбцов – квадратная матрица 
порядка n. Квадратной матрице А соответствует определитель, обо-

значаемый ∆А (или DА). Если ∆А ≠ 0, матрица А называется невырож-

денной (неособой), если ∆А = 0, то А – вырожденная (особая) матрица. 
Если в квадратной матрице А поменять местами столбцы и 

строки, то получим новую матрицу, обозначаемую А* и называемую 
траспонированной (сама операция замены называется траспонирова-
нием). Квадратная матрица, у которой все элементы (кроме, может 
быть, стоящих по главной диагонали, идущей из левого верхнего в 
правый нижний угол) равны нулю, называется диагональной. Такая 
матрица, если все диагональные элементы равны единице, называется 
единичной и обозначается буквой Е. Нулевой называют матрицу, все 
элементы которой равны нулю.  
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Квадратную матрицу, в которой аij = aji называют симметриче-
ской (такая матрица совпадает со своей транспонированной, т.е. А = 
А*). 

Две матрицы А и В считаются равными (А = В) тогда и только 
тогда, когда равны их соответственные элементы, т.е. аmn = bmn. 

Матрицы одинакового размера можно складывать, получая но-
вую матрицу того же размера по формуле: 
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BA   (1.11) 

 

Произведением числа α на матрицу А называют матрицу опре-
деляемую равенством:  
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α                 (1.12) 

 
Умножение матриц возможно в том случае, если число столбцов 

умножаемой матрицы равно числу строк матрицы множителя. Размер 
матрицы-произведения определяется соотношением 
(m×n)×(n×k)=(m×k). Произведение матриц А и В, обозначаемое АВ 
находят по правилу: 
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т.е. элемент матрицы – произведения, стоящий в i – й строке и к – ом 
столбце, равен сумме произведений соответственных элементов i – й 
строки матрицы А и к – ого столбца матрицы В. Пример: 
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Отметим, что переместительный закон для произведения матриц 

в общем случае не выполняется: АВ ≠ ВА.  
Аналогично понятию обратного числа (произведение числа на 

число обратное равно единице: а ⋅ а–1 = 1) вводится понятие обратной 
матрицы А–1. 

А ⋅ А–1 = Е, где Е – единичная матрица. 
Обратную матрицу имеет всякая невырожденная квадратная 

матрица, причем:                               
 
 

 
 

где Аmn – алгебраическое дополнение элемента матрицы аmn (см. 
(1.4.))  

Альтернативный способ вычисления А-1 приведён в разделе 
(1.4.3) 

 
Контрольные вопросы 
1. Что называется матрицей? Приведите примеры. 
2. Какие действия установлены над матрицами? Как они опреде-

ляются и каковы их основные свойства? 
3. Какая матрица называется обратной для данной матрицы А? 

Для любой ли матрицы существует обратная? Если нет, то какому 
условию должна удовлетворять данная матрица, чтобы для неё суще-
ствовала обратная матрица? Как найти обратную матрицу? 
 

1.4.1. Решение уравнений 

Определение операции умножения матриц позволяет предло-
жить матричный способ решения системы линейных уравнений.  
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Систему уравнений можно представить в матричной форме  
АХ = В, где  
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Если ∆А ≠ 0, то решение системы запишется в виде Х = А–1В т.е. 
для нахождения матрицы – столбца неизвестных надо умножить об-
ратную матрицу системы на матрицу-столбец свободных членов. 

 
Контрольные вопросы 
1. Что называется матрицей системы линейных уравнений и 

расширенной матрицей системы линейных уравнений? 
2. Опишите матричный способ решения систем линейных урав-

нений 
 

1.4.2. Ранг матрицы 

Пусть дана прямоугольная матрица А, содержащая m строк и n 
столбцов. Выделим в этой матрице произвольным образом к строк и 

к столбцов (к ≤ m, к ≤ n). Определитель к – ого порядка, составлен-
ный из элементов матрицы А, расположенных на пересечении выде-
ленных столбцов и строк, называется минором к – ого порядка мат-
рицы А. Очевидно, что можно составить миноры любого порядка, не 
превышающего m и n, причем (в общем случае) по крайней мере не-
которые из них не будут равны нулю. Рангом матрицы А называют 
наибольший порядок минора этой матрицы, отличного от нуля. (Если 
все элементы матрицы равны нулю, то и ранг ее принимают равным 
нулю). Отличные от нуля миноры, порядок которых равен рангу мат-
рицы, называют базисными минорами. Ранг матрицы обозначают 
символом r(А). Если r(A) = r(B), то матрицы А и В называют эквива-

лентными (Символическая запись: А ∼ В). Элементарные преобразо-
вания матрицы не изменяют ее ранга. Это можно использовать при 
вычислении ранга матрицы. Под элементарными преобразованиями 
понимают: 

1. Замену строк столбцами, а столбцов – соответствующими 
строками; 

2. Перестановку строк; 
3. Вычеркивание строк, все элементы которых равны нулю; 
4. Умножение какой – либо строки на отличное от нуля число; 
5. Прибавление к элементам одной строки соответствующих 

элементов другой строки. 
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Пример: Найти ранг матрицы    
 
 
 
 
Сложим соответствующие элементы 1 и 3 строк, а затем разде-

лим на 4 элементы «обновленной» первой строки. Из элементов 1 
строки вычтем соответствующие элементы 2 строки, после чего вы-
черкнем 1 строку. 

 

 
  

 
 

Ранг последней матрицы равен 2 (действительно,  

Следовательно и ранг исходной матрицы r(A) = 2. 
Можно показать, что ранг матрицы равен числу не обнуляемых 

элементарными преобразованиями строк. 
 

Примечание: 

Элементарные преобразования матриц позволяют упростить 
вычисление обратной матрицы. Припишем к матрице А единичную 
матрицу Е той же размерности, отделённую вертикальной чертой. 
Умножив обе части сдвоенной матрицы А|E на А-1 получим 

.111 −−− = АЕЕААА  Таким образом, если элементарными преобразовани-

ями сдвоенной матрицы левую часть её привести к виду Е, то в пра-
вой части окажется искомая обратная матрица А-1.  

Пример: А=
















−

−

121

011

322

 ; Найти А-1. 

Составим сдвоенную матрицу ЕА  и преобразуем её. 

 

~

)3(

201

110

341

560

110

001

~

)2(

100

110

101

121

110

441

~

)1(

100

010

001

121

011

322























 −−

















−















−

−  



19 

~

)4(

461

110

341

100

110

001

















−−

−−

− 















−

−−

−−

461

351

341

100

010

001

;  

Таким образом А-1 =
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. В (1) преобразовании к 1 и 2 

строкам прибавляем 3; во (2) прибавляем к 3 строке 1, а из 1 вычитаем 
2, умноженную на 4; в (3) вычитаем из 3 строки 2, умноженную на 6; 
в (4) прибавляем к 2 строке 3, а 3 умножаем на -1. 

Проверка ЕАА =⋅ −1  показывает, что А-1 найдена правильно. 
 
Контрольный вопрос 
Что называется, рангом матрицы? 
 
1.4.3. Исследование системы m линейных уравнений с n  

неизвестными 
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Системе уравнений соответствуют матрицы 
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называемые матрицей и расширенной матрицей системы. Теорема 
Кронекера – Капелли гласит: Для совместности системы уравне-
ний необходимо и достаточно, чтобы ранг матрицы системы был 
равен рангу ее расширенной матрицы.  r(A) = r(А1) = r 

Если ранг совместной системы равен числу неизвестных (r = n) – 
система определенная. Если ранг совместной системы меньше числа 
неизвестных, то система – неопределенная (имеет бесконечное мно-
жество решений). 
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Контрольные вопросы 
1. Каково условие совместности систем линейных уравнений 

(теорема Кронекера – Капелли)? 
2. Каково условие определённости и неопределённости совмест-

ной системы? 
 
1.4.4. Решение системы уравнений методом Гаусса 

Использование определителей при большом числе уравнений 
(неизвестных) приводит к большим по объему вычислениям. Суще-
ственные преимущества дает метод Гаусса, заключающийся в после-
довательном исключении неизвестных, позволяющем привести си-
стему к так называемому ступенчатому виду.  

Процесс нахождения коэффициентов ступенчатой (треугольной) 
системы называется обычно прямым ходом, а процесс нахождения 
значений неизвестных – обратным ходом. 

Можно (и целесообразно) приводить к ступенчатому виду не 
саму систему уравнений, а расширенную матрицу системы с кон-
трольным столбцом.  

Контрольный столбец, каждый элемент которого равен сумме 
элементов соответствующей строки, вводят для проверки правильно-
сти преобразования. 
(При линейных преобразованиях матрицы соответствующие опера-
ции выполняются над всеми элементами ее. При этом каждый эле-
мент контрольного столбца остается равным сумме всех других эле-
ментов соответствующей строки преобразованной матрицы). Напом-
ним, что переход к эквивалентной матрице обозначают: ~. 

Пример: 
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(В первом преобразовании умножаем первую строку на –2 и склады-
ваем со второй, умножаем первую на –1 и складываем с третьей, 
умножаем первую на –3 и складываем с четвертой. Во втором – 
умножаем на –3 третью строку и прибавляем к ней вторую, умножаем 
на – 3/4 четвертую строку и прибавляем к ней вторую. В третьем пре-
образовании умножаем третью строку на – 2/5 и прибавляем резуль-
тат к четвертой. В четвертом – умножаем на 5/9 четвертую строку). 

Полученная матрица позволяет записать преобразованную си-
стему и последовательно определить неизвестные: х4 = 4;  х3 = 3; х2 = 
2; х1 = 1. 
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Аналогично преобразования выполняются при любой размерно-
сти системы. Если система определена, то ступенчатая система ока-
зывается треугольной (последнее уравнение содержит одно неизвест-
ное). В неопределенной системе (число неизвестных больше числа 
уравнений) последнее уравнение содержит больше одной неизвест-
ной. 

Если система несовместна (не имеет решений), то после приве-
дения к ступенчатому виду в ней окажется хотя бы одно уравнение 
вида 0 = 1. 

Метод Гаусса удобен и при решении однородных систем урав-

нений. Рассмотрим систему 
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расширенную матрицу системы и линейно преобразуем её: 
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В (1) преобразовании умножаем первую строку на 2 и складыва-
ем с третьей, во (2) преобразовании вычитаем из третьей строки вто-
рую, в (3) преобразовании отбрасываем третью (состоящую из нулей) 
строку. 

Легко видеть, что ранг матрицы системы (см. раздел 1.4.3) r = 2. 
Выделив число неизвестных, равное рангу матрицы, назовём их 

базисными неизвестными, а остальные – свободными неизвестными 
системы. Через последние выражаются базисные неизвестные. 

В нашем случае преобразованная система запишется в виде: 
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Примечание: 

Методы Гаусса и Крамера являются прямыми методами, приво-
дящими, если не совершать вычислительной погрешности, к точному 
решению. Однако:  

1. Метод Гаусса требует существенно меньшего (
2

n
≈  раз; n – по-

рядок системы) объёма арифметических операций по сравнению с ме-
тодом Крамера. 

2. Метод Гаусса, в отличие от метода Крамера, позволяет опери-
ровать с частью уравнений системы и алгоритм преобразований «по 
Гауссу» много проще алгоритма по Крамеру. Недостаток метода 
Гаусса- в накоплении погрешностей вычисления от шага к шагу, из-за 
чего метод Гаусса практически не применяется для систем с более 
чем 1000 неизвестных. 
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а  b

с  

Рис. 1.5 
 

Контрольные вопросы 
1. В чём состоит сущность метода Гаусса для исследования и 

решения системы линейных уравнений? Опишите схему его приме-
нения. 

2. Что называется рангом системы линейных уравнений и как, 
пользуясь методом Гаусса можно найти ранг системы? 

3. Что называется прямым и обратным ходом метода Гаусса? 
 

1.5. Векторы. Основные операции над векторами 
 

Зададим на плоскости хОу две 
произвольные точки А(х1,у1) и В(х2,у2) 
(рис. 1.4). Длина отрезка АВ легко 
определяется из прямоугольного тре-
угольника АВВ` и составит: 

 

=+=+= 2222 )()()`(`)(
yx

ABABBBABAB  

2

12

2

12 )()( yyxx −+−= , где (АВ)х и 

(АВ)у – проекции отрезка АВ на соот-
ветствующие оси. Эта величина опре-
делена своим численным значением и 
называется скалярной.  

Геометрическим вектором называют направленный отрезок, 

обозначают его АВточки А и В – начало и конец вектора) и характе-
ризуют двумя параметрами: модулем (длиной) (обозначается | АВ | = 
АВ) и направлением. Вектор, который без изменения длины и 
направления можно перенести в любую точку пространства, называ-

ют свободным. (В предлагаемом курсе рас-
сматриваются эти векторы). Вектор удобнее 

обозначать а, b и т.д. Векторы а иb 

равны (а =b), если совпадают их длины | а 

|= |b| или а = b) и направления. Если моду-
ли равны, а направления противоположны, 
векторы отличаются знаком т.е. АВ  = – ВА . 

Суммой векторов а иb называют вектор с =а +b, определяемый 

(рис. 1.5) по правилу треугольника: начало b совмещают с концом 

A(x1;y1) 

y 

x 

y2 

y1 

x2 x1 

B(x2;y2) 

j  i  

1
1 

0 

Рис. 1.4 
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а, с соединяет начало а с концомb. ( АВ  = ВА ′  + ВВ′  на рис 1.5). 

Произведением вектора а на скаляр λ (λ∈R) называют вектор λ а, 

длина которого равна |λa| = |a| |λ|. Если положить λ = 1/а получим 

a / a =a0 – вектор единичной длины, имеющий тоже направление, 

что и a (единичный вектор). При λ = 0 получим a ⋅ 0 =0 (нуль век-
тор). 

Операции сложения векторов и умножения вектора на скаляр 
называют линейными. 

Сумму вида cbad ν+µ+λ= , где νµλ ,, - скаляры, называют ли-

нейной комбинацией векторов .,, cbа  (Или говорят, что вектор d  

линейно выражается через .,, cbа ) Векторы называют линейно не-

зависимыми, если ни один из них не выражается линейно через дру-
гие (не может быть представлен их линейной комбинацией). Фор-
мальное определение таково: векторы а1, а2, …, аn называют линейно 
– зависимыми, если  

 

λ1а1 + λ2а2 +…+λnаn = 0,                        (1.15) 
 

где λ1, λ2, …, λn – числа, хотя бы одно из которых отлично от нуля. В 
этом случае один из векторов может быть представлен в виде линей-
ной комбинации остальных векторов. 

Если соотношение (1.15) выполняется только в случае, когда λ1 

= λ2 =… = λn = 0, тоа1,а2, …,аn линейно независимы. 
Вернемся к рис.1.4. Зададим направления осей Ох и Оу единич-

ными векторами i иj соответственно. Очевидно, что АВ  = ВА ′  + ВВ′ . 

Но очевидно также, что АВ  = i ⋅АВ` = i ⋅ (АВ)х и ВВ′  = j ⋅ В`B = 

=j ⋅ (АВ)у. Таким образом вектор a в двумерных декартовых коор-

динатах можно представить в виде: a = ax i + ay j (
22
yx aaa += ) а в 

трехмерных a = ax i + ay j + аzк, где ах, ау, аz – проекции 

вектораa на соответствующие оси, 222
zyx aaaa ++= , а i,j,к – еди-

ничные векторы этих осей. Такое представление вектора называется 
разложением его по декартову ортонормированному базису. (Системе 

линейно независимых единичных векторов i,j,к). (Базисом на 

плоскости называют любую упорядоченную пару е1, е2 линейно не-
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зависимых векторов. Вектор a на плоскости можно единственным 

образом разложить по базису, т.е. представить в виде а = а1е1 + 

а2е2 (а1, а2 ∈ R), где а1 и а2 – координаты вектора а в выбранном ба-

зисе (проекции вектора а на соответствующие оси, направления ко-

торых заданы векторамие1 ие2). Вектор в разложении по базису за-

пишется в виде а(а1, а2). 
Аналогично определяется базис в трехмерном пространстве, где 

любой вектор можно представить в виде а = а1е1 + а2е2 + а3е3 или 

а(а1, а2, а3), где а1, а2, а3 координаты вектора а в базисе (е1,е2,е3). 
Ортонормированным называется базис взаимноперпендикуляр-

ных векторов единичной длины (ортов). 

Направление а определяется углами α, β, γ образованными с 
осями Ох, Оу, Оz соответственно. Направляющие косинусы вектора 

а определяются выражениями:  

a

a

a

a

aaa

a

a

a zу

zyx

xx ==
++

== γβα cos;cos;cos
222

    (1.16) 

и связаны соотношением:  

cos2α + cos2β + cos2γ = 1.                            (1.17) 
Линейные операции над векторами, данными в разложении по 

декартову базису записывают так:  

с = а + b = (ax + bx)i +(ay + by)j + (az + bz)к           (1.18)  

а λ = ax λi + ay λj + az λк                                 (1.19) 
Произвольной точке М (х, у, z) можно поставить в соответствие 

вектор r, соединяющий начало координат с точкой М, называемый 

радиусом – вектором точки М и обозначаемый r (М). Очевидно, что 

r = i x + j y + кz, где x, y, z координаты этой точки. Вектор АВ  
где А (x1, y1, z1) и В (x2, y2, z2) начало и конец вектора можно предста-

вить в виде АВ  = r2 – r1. 
 
Контрольные вопросы 
1. Что называется вектором? Что называется модулем вектора? 
2. Как определяется равенство векторов? 
3. Как определяются операции сложения векторов и умножения 

вектора на скаляр (линейные операции над векторами)? Каковы их 
свойства? 

4. Как определяются координаты вектора в пространстве? 
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5. Как выражаются модель вектора и его направляющие косину-
сы через координаты вектора? 

6. Как выражаются координаты вектора через координаты точек, 
являющихся началом и концом этого вектора? 

7. Напишите формулу для вычисления расстояния между двумя 
точками в пространстве. 

8. Как производится сложение векторов и умножение вектора на 
скаляр (линейные операции над векторами), если векторы заданы 
своими координатами? 
 

1.5.1. Скалярное произведение 

Скалярным произведением векторов называется число, равное 

произведению длин этих векторов на косинус угла ϕ между ними:  

 

а ⋅b = abcos ϕ.                                       (1.20) 
 

Свойства скалярного произведения: 

1) а ⋅а = а2 (а2 = а2) 

2) а ⋅b = 0 если а = 0, b = 0, а =b = 0 или а ⊥b (ϕ = π / 2) 

3) а ⋅b =b ⋅а (переместительный закон) 

4) а (b + с) =аb +ас (распределительный закон) 

5) (λа)b = а(λb) = λ(аb) (сочетательный закон по отноше-
нию к скалярному множителю). 

Из 1) следует, что i2 = j 2 = к2 =1, а из 2) что i j = i к =j 

к = 0 (единичные вектора ортогональны (взаимно-
перпендикулярны)). 

Если вектора а иb заданы своими координатами (проекциями 

на оси Ох, Оу, Оz),  то  
 

аb = axbx + ayby + azbz.                           (1.21) 
 

Действительно, аb = (i ax + j ay + к az)(i bx + j by + к bz) 

= i2 ax bx + i j ay bx + кi az bx + i j ax by +j2 ay by + к j az by + 

i к ax bz + jкaybz + к2 azbz = [мы уже знаем, что квадраты ортов 
равны 1, а попарные произведения – 0] = axbх + ayby + azbz. 
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Контрольные вопросы 
1. Что называется скалярным произведением векторов? Каковы 

его свойства и выражение через координаты векторов-сомножителей? 
2. По какой формуле можно вычислить угол между двумя векто-

рами? 
 
1.5.2. Векторное произведение 

Векторным произведением вектора а на вектор b называется 

вектор с = а ×b, определяемый следующим образом (рис. 1.6): 

1) |с | = с = ab sin ϕ (площади 

параллелограмма, построенного на а 

иb; ϕ – угол между векторами) 

2) с перпендикулярен а иb 

3) векторыа,b,с после приве-
дения к общему началу образуют (так 

же как i, j, к) правую тройку век-
торов.  

(Это значит, что если смотреть с конца векторас на векторы а 

и b, то вектор а для совмещения с вектором b поворачивается про-
тив часовой стрелки через наименьший угол.) 

Свойства векторного произведения. 

1) а ×b = -b ×а (векторное произведение не обладает пере-
местительным свойством). 

2) а ×b = 0 если а = 0, b = 0 или а ||b (ϕ = 0) 

3) (mа) ×b = а × (mb) = mа ×b (сочетательное свойство по 
отношению к скалярному множителю) 

4) а × (b +с) = а ×b +а ×с (распределительное свойство) 

Легко убедиться (см. свойства 1 и 2), что i ×i = j ×j = к 

×к = 0; i ×  j = –j × i = к; j ×к = –к ×j = i;  i ×к = – i 

×к = j  
Эти соотношения наглядно иллюстрируются сле-

дующим рисунком – если два вектора перемножаются 
«против часовой стрелки» (положительное направле-
ние обхода окружности) – третий вектор получается «с 

плюсом»: j ×к =i; если “по часовой” – с минусом: к × j = –i. 

b  

а  

ϕ 

bас ×=  

Рис. 1.6 

i  

k  j  
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Найдем векторное произведение, если вектора заданы своими 

координатами. а ×b = (iax + jay + кaz) (ibx + jby + кbz) = i 

×iaxbx + +j ×iaybx +к ×jazbx +i ×jaxby +j ×jayby + к ×jazby 

+j ×к axbz +  +j ×кaybz +к ×кazbz =i (aybz – azby) – j (axbz – 

azbx) +к (axby – aybx). 
Сравнив полученное выражение с (1.6), легко убедиться в том, 

что векторное произведение векторов а иb, заданных в разложении 
по декартову базису, удобнее всего вычислять по формуле 

zyx

zyx

bbb

aaa

кji

ba =×                                      (1.22) 

 
Контрольные вопросы 
1. Что называется векторным произведением векторов? Каковы 

его свойства и выражение через координаты векторой-сомножителей? 
2. Каковы условия коллинеарности и перпендикулярности двух 

векторов и как они выражаются через координаты векторов? 
 

1.5.3. Смешанное (векторно-скалярное) произведение векторов 

Смешанным произведением векторов а,b,с называют ска-

лярное произведение вектора а ×b на вектор с, т.е.  

аbс = (а ×b)с.                                (1.23) 
Свойства смешанного произведения: 
1) смешанное произведение равно нулю, если: 
 а) хоть один из перемножаемых векторов равен нулю; 
 б) два из перемножаемых векторов коллинеарны; 
 в) перемножаемые векторы компланарны. 
2) смешанное произведение не изменится, если знаки векторного 

и скалярного произведения поменять местами, т. е. (а ×b)с = а 

(b ×с). 
3) смешанное произведение не меняется, если перемножаемые 

векторы переставлять в круговом порядке: а bс = bса = са b 
4) при перестановке двух любых векторов смешанное произве-

дение меняет знак: bа с = –а bс ; с bа = –а bс; а сb = 

–а bс 
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0=

zyx

zyx

zyx

ccc

bbb

aaa

Если векторы заданы своими координатами, то:  

zyx

zyx

zyx

ccc

bbb

aaa

cba =                                        (1.24)  

 
Условие компланарности векторов принимает вид: 
  

 
(1.25) 

(Компланарные вектора параллельны одной плоскости; вектор-
ное произведение двух векторов даст вектор, перпендикулярный этой 
плоскости и, соответственно, третьему вектору и их скалярное произ-
ведение будет равно нулю). 

Объемы призмы V1 и пирамиды V2 построенных на а,b,с 
определятся так:  

V1 = |а bс |  и  V2 = 1 / 6 |а bс |.                  (1.26) 
 
Контрольные вопросы 
1. Что называется смешанным произведением векторов? Каковы 

его свойства и выражение через координаты векторов-сомножителей? 
2. Каковы условия компланарности трёх векторов и как они вы-

ражаются через координаты векторов? 
 

1.5.4. Собственные значения и собственные векторы матрицы  

Характеристическим уравнением матрицы 
















333231

232221

131211

ааа

ааа

ааа

 называют 

уравнение    

λ

λ
λ

−

−

−

333231

232221

131211

ааа

ааа

ааа

 = 0                                  (1.27) 

Корни 321 ,, λλλ  этого уравнения называют характеристиче-

скими числами (собственными значениями) матрицы. 
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Система уравнений








=−++

=+−+

=++−

0)(

0)(

0)(

333232131

323222121

313212111

хахаха

хахаха

хахаха

λ

λ

λ

, в которой λ имеет одно 

из значений 321 ,, λλλ  и определитель которой в силу этого равен 

нулю, определяет тройку чисел (х1, х2, х3), соответствующую данному 
характеристическому числу. Эта совокупность чисел с точностью до 
постоянного множителя определяет ненулевой вектор )x,x,x(r 321 , 

называемый собственным вектором матрицы. Таким образом, квад-
ратная матрица 3-его порядка имеет три собственных значения и три 
собственных вектора. (В общем случае среди собственных значений 
могут быть и кратные (одинаковые), в том числе и комплексные и 
мнимые. Собственные значения симметрической матрицы- только 
действительные числа.) Векторы эти могут быть записаны в матрич-
ной форме, в виде вектора-столбца, где t – произвольное постоянное 
число.   

t

x

x

x

r

3

2

1

















=                                              (1.28) 

(Зачастую его удобнее использовать, чем уже привычный век-
тор-строку). 

Пример: Найти собственные значения и собственные векторы 

матрицы: 
















−−−

−−

134

268

852

. Характеристическое уравнение матрицы при-

мет вид: .0

134

268

852

=

λ−

−λ−−−

−−λ−

 Раскроем определитель по элементам 

первой строки 0
34

68
8

13

28
5

13

26
)2( =

λ−−−
−

λ−

−−
+

λ−

−λ−−
λ−   

 
0)42424(8)888(5)666)(2( 2 =λ++−−+λ+−++λ+λ+λ−λ−  

 
08251003240)5)(2( 3222 =λ+λ−λ+λ−λ=λ−λ+λ+λλ−  

 
0)183(0183 223 =−λ+λλ=λ−λ+λ  



31 

;01 =λ  
6

3

2

93

2

7293
3,2 −

=
±−

=
+±−

=λ  

Теперь можно найти собственные векторы матрицы  
 
I. 
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ххх

ххх

λ  

Используя (1.10) найдём t
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=++

=++

=
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− 000

114

481

~

)4(

114

114

481

~

)3(

114

395

481

~

)2(

134

198

451

~

)1(

234

298

851

 

(1) – разделим 3-й столбец на 2, (2) – заменим строки столбцами, 
(3) – вычтем из 2-й строки 1-ю, (4 – вычтем из 3-й строки 2-ю, ис-

пользуя (1.10) найдём: . t

31

17

12

r
















=  

III. Аналогично вычисляется собственный вектор и для 63 −=λ . 

 
Контрольные вопросы 
1) Что называют характеристическим уравнением матрицы? 
2) Что такое характеристические числа (собственные значения) 

матрицы? 
3) Что такое собственный вектор матрицы? 
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1.5.5. Линейные (векторные) пространства 

Рассмотрим множество R элементов x, y, z,… для любых Rx ∈  и 
Ry ∈  которого определена сумма х+у R∈  и для любого действитель-

ного числа λ  определено произведение .Rх∈λ  
Если эти операции удовлетворяют условиям: 
1. х+у = у+х ; 
2. х+(у+z) = x+(y+z); 
3. Существует такой элемент R0 ∈ , (нуль- элемент) что х+0 = х 

для любого Rx ∈ ; 
4. Для каждого Rx ∈  существует Ry ∈ такой, что х+у = 0 (у = -х, 

т.е. х+(-х) =0); 
5. xx1 =⋅ ; 
6. ;x)()x( λµ=µλ  

7. ;xxx)( µ+λ=µ+λ  

8. .yx)yx( λ+λ=+λ  
то множество R  называют линейным (или векторным) простран-
ством, а его элементы x, y, z,…- векторами. 

Очевидно, что множество геометрических векторов, рассмот-
ренное ранее, является линейным пространством, а предложенное 
определение расширяет понятие вектора. 

Линейная независимость векторов определяется через соотно-
шение (1.15), рассмотренное ранее. Максимально возможное число n 
линейно независимых векторов называют размерностью этого про-
странства (обозначение: n)R(d = ) – его называют n-мерным и обозна-
чают Rn (рассматриваем конечномерные пространства). Любые n ли-
нейно независимых векторов в пространстве Rn образуют базис в 
этом пространстве. По векторам базиса можно единственным образом 
разложить любой вектор пространства. 

 
Контрольные вопросы 
1. Дайте определение линейного пространства и приведите при-

меры линейных пространств. Что называется вектором? 
2. Дайте определение линейной зависимости и независимости 

системы векторов. 
3. Что называется размерностью линейного пространства? При-

ведите примеры. 
4. Что называется базисом линейного пространства и координа-

тами вектора в данном базисе? Приведите примеры. 
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1.5.6. Линейные преобразования 

Говорят, что в линейном пространстве R задано преобразование 
А, если каждому вектору Rх∈  по некоторому правилу ставится в со-
ответствие вектор А Rх∈ . Преобразование называют линейным, если 
для любых х и у и любого действительного числа λ  выполняются ра-
венства А(х+у)=Ах+Ау и А(λх)=λАх (его можно рассматривать как 
линейное преобразование координат точки или вектора- переход к 
другим координатам). Пусть в пространстве R3 с базисом 321 ,, еее  

задано линейное преобразование А. Каждый из векторов iеА  можно 

единственным образом разложить по векторам базиса 

−
















=

++=

++=

++=

333231

232221

131211

3332321313

3322221212

3312211111

aaa

aaa

aaa

A;

eaeaeaeA

eaeaeaeA

eaeaeaeA

 матрица линейного пре-

образования А в базисе 321 ,, еее . (аналогично – в пространстве nR  

при 3n > ). 
Действия над линейными преобразованиями сводятся к дей-

ствиям над их матрицами. Например, если вектор х  переводится в 

вектор у  преобразованием А, а вектор у  переводится в вектор z  пре-

образованием В, это равносильно преобразованию С, переводящему 
вектор х  в вектор z  (его называют произведением составляющих пре-
образований). 

Матрица этого линейного преобразования С = ВА. 
Пример: Даны два линейных преобразования 
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, где 
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Искомое преобразование С определится произведением А и В  
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Вид матрицы линейного преобразования определяется выбором 
базиса. Если за базис принять совокупность собственных векторов 
(см. 1.5.5), то матрица линейного преобразования принимает диаго-
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нальный вид, причём на главной диагонали стоят собственные значе-

ния. Например, в R2 это матрица 








λ

λ

2

1

0

0
, линейное преобразование: 





=

=

222

111

ху

ху

λ

λ
. 

Число собственных векторов может быть меньше размерности 
пространства. В этом случае простейшая матрица линейного преобра-
зования формируется иначе. Рассмотрим в n-мерном базисе преобра-
зование F вида:  
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Матрица этого преобразования в базисе 
n

e  обозначается )(Jn λ  и 

называется n-мерной жордановой клеткой соответствующей числу λ. 
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Говорят, что матрица А имеет каноническую жорданову форму, 
если по главной диагонали её расположены жордановы клетки, а все 
остальные элементы – нули. 
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При этом возможно, что ji kk =  или ji λ=λ  для некоторых номе-

ров i и j. 
 
Контрольные вопросы 
1. Что называют линейным преобразованием? 
2. Что называют матрицей линейного преобразования? 
3. Чем определяется вид матрицы линейного преобразования? 
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1.5.7. Квадратичные формы 

Квадратичной формой )x,...,x,x(f n21  переменных х1, х2,…,хn 

называют многочлен второй степени относительно этих переменных, 
не содержащий членов нулевой и первой степени. 

При n=2 ;xaxxa2xa)x,x(f 2
2

2
222112

2
11121 ++=   

при n=3 

322331132112
2
333

2
222

2
111321 xxa2xxa2xxa2xaxaxa)x,x,x(f +++++=   

А =
















333231

232221

131211

aaa

aaa

aaa

, где aij = aji называют матрицей квадратичной 

формы )x,x,x(f 321 . Матрица А симметрическая, собственные значения 

её- действительные числа.  

Пусть 
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 нормированные собственные векторы в орто-

нормированном базисе е1, е2,е3. Векторы '
3

'
2

'
1 e,e,e  также образуют ор-

тонормированный базис. 
















=

333231

232221

131211

bbb

bbb

bbb

B - матрица перехода о т бази-
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3
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'
1 e,e,e . Формулы преобразования координат при 

переходе к новому ортонормированному базису примут вид: 
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Переходя к новым координатам получаем квадратичную форму 
2'

33
2'

22
2'

11
'
3

'
2

'
1 )x()x()x()x,x,x(f λ+λ+λ=  не содержащую членов с произве-

дениями переменных. Квадратичная форма )x,x,x(f 321  приведена к 

каноническому виду с помощью ортогонального преобразования. 
(Предполагалось, что среди собственных чисел матрицы А нет крат-
ных. В случае, если они есть, задача решается немного сложнее). 

Пример: Привести к каноническому виду уравнение линии  
17х2 + 12ху + 8у2 = 80. В левой части – квадратичная форма с матри-

цей 







=

86

617
А .  
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Найдём собственные значения:  

.20;5;025;0
86

617
21

2 =λ=λ=λ−λ=
λ−

λ−
 Матрица преобразования 

принимает вид ,
200

05







  квадратичная форма преобразуется к канониче-

ской, а уравнение линии к виду ( ) 80)y(20x5 22 =′+′  или 
( )

1
4

y

16

)x(
22

=
′

+
′

 – 

(каноническое уравнение эллипса). 
 
Контрольные вопросы 
1. Что называют квадратичной формой? 
2. Что называют матрицей квадратичной формы? 
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Глава 2. АНАЛИТИЧЕСКАЯ ГЕОМЕТРИЯ 
 

2.1. Линия на плоскости 
 
Всякая линия на плоскости представляет собой совокупность 

точек. Если известно аналитическое соотношение (формула), связы-
вающее координаты любой (текущей) точки М(х,у), лежащей на этой 
линии, говорят – линия задана своим уравнением у = f (x) (в общем 
случае F(x,y) = 0). 

Если в уравнение линии подставить координаты любой ее точ-
ки, то уравнение обратится в тождество.  

 
2.1.1. Прямая на плоскости 

Всякое уравнение первой степени (линейное) относительно х и у 
вида 

         Ах + Ву + С = 0,                                    (2.1)  

(А, В, С – постоянные величины, причем А2+ В2 ≠ 0) определяет на 
плоскости некоторую прямую и называется общим уравнением пря-
мой. Рассмотрим частные случаи: 

1. А ≠ 0, В ≠ 0, С = 0. Очевидно, что Ах + Ву = 0 – уравнение 
прямой проходящей через начало координат. 

2. А = 0, В ≠ 0, С ≠ 0. Уравнение (2.1) преобразуется к виду у = – 
С / В = b и определяет прямую параллельную оси Ох (При С = 0 => b 
= 0 и прямая совпадает с осью Ох) 

3. А ≠ 0, В = 0, С ≠ 0. Уравнение (2.1) принимает вид х = – С /А 
= а и определяет прямую параллельную оси Оу (При С = 0 => a = 0 и 
прямая совпадает с осью Оу) 

4. Если В ≠ 0, то, разрешив (2.1) относительно у, получим урав-
нение вида  

у = кх + b                                            (2.2)  
(к = – А / В, b = – С / В), называемое уравнением с угловым коэффи-

циентом, (к = tgα, где α – угол между прямой и положительным 
направлением оси Oх. b – ордината точки пересечения прямой с осью 
Оу). 

5. Если в (2.1) С ≠ 0, то разделив обе части равенства на -С, по-
лучим уравнение вида   

 (х / а) – (у / b) = 1                                    (2.3)  
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(а = – С/А; b = – С/В, называемое уравнением прямой в отрезках (|a| и 
|b| – длины отрезков, отсекаемых на осях Ох и Оу от начала коорди-
нат). 

6. Умножив обе части (2.1) на 
22

1

BA +±
=µ (нормирующий мно-

житель, знак которого выбирают из условия µ С < 0) получим нор-
мальное уравнение прямой  

х соs ϕ + y sin ϕ – p = 0,                                (2.4) 

µϕϕ ⋅−=
+

=
+

= Cp
BA

B

BA

A
;sin;cos

2222
, где р – длина пер-

пендикуляра, опущенного из начала координат на прямую, а ϕ – угол 
между ним и осью Ох. 

Используя предложенные формы уравнений прямой можно по-
лучить следующие соотношения: 

Острый угол между прямыми у = к1х + b1, у = к2х + b2, опреде-
лится по формуле:  

21

21

1 кк

кк
tg

+

−
=ϕ                                            (2.5) 

Из нее легко получить условие параллельности  к1 = к2  (2.6) и 
перпендикулярности  к2 = – 1 / к1  (2.7)  прямых. 

Уравнение прямой, проходящей через точку М0(х0, у0) под за-

данным углом α к оси Ох (с заданным угловым коэффициентом  

к = tgα) примет вид 
 у – у0 = к (х – х0),                                   (2.8) 

а уравнение прямой, проходящей через заданные точки М1(х1, 
у1) и М2(х2, у2).  

12

1

12

1

xx

xx

yy

yy

−

−
=

−

−
                                      (2.9) 

Найти координаты точки пересечения прямых можно решив си-
стему уравнений, определяющих эти прямые. 

Расстояние от точки М0(х0, у0) до прямой Ах + Ву + С = 0 опре-
деляется по формуле:  

22

00

BA

CByAx
d

+

++
=                                       (2.10) 
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Деление отрезка в данном отношении. Приведем еще одно со-
отношение, часто используемое в аналитической геометрии. Прове-
дем прямую через точки А(х1, у1) и В(х2, у2). Всякая третья точка С(х, у) 

прямой делит отрезок АВ в некотором отношении λ = ± АС / СВ (ес-

ли точка С лежит внутри отрезка АВ, то λ > 0, если вне, то λ < 0). Ко-
ординаты точки С определяются выражениями: 

 
λ
λ

λ
λ

+
+

=
+
+

=
1

;
1

2121 yy
y

xx
x                                  (2.11)    

(λ = 1, если точка С – середина отрезка). 
 
Контрольные вопросы 
1. Каков характерный признак, отличающий уравнение прямой в 

декартовой системе координат от уравнений других линий? 
2. Как расположена прямая относительно декартовой системы 

координат, если в её уравнении отсутствует: а) свободный член; б) 
одна из координат; в) одна из координат и свободный член? 

3. Как вычислить угол между двумя прямыми? Каковы условия 
параллельности и перпендикулярности прямых? 

4. Как можно найти угловой коэффициент прямой, если извест-
но её общее уравнение? Можно ли найти угловой коэффициент пря-
мой, не составляя её уравнения, если известны две её точки? Если да, 
то как это сделать? 

5. Напишите уравнение прямой проходящей: а) через данную 
точку в данном направлении; б) через две данные точки. 

6. Напишите формулы, выражающие координаты точки, деля-
щей отрезок в данном отношении, через координаты его концов. 

7. Напишите формулы, выражающие координаты: а) середины 
отрезка через координаты его концов; б) центра тяжести треугольника 
через координаты его вершин. 

8. Напишите формулу, выражающую площадь треугольника че-
рез координаты его вершин. 

9. Как найти расстояние от данной точки до прямой, заданной 
уравнением общего вида? 

10. Напишите уравнения осей декартовой системы координат. 
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2.1.2. Кривые второго порядка 
 
Общее уравнение кривой второго порядка на плоскости хОу 

имеет вид  
Ах2 + Вху + Су2 + 2Дх + 2Еу + F = 0                  (2.12)  

(Порядок кривой определяется наивысшей степенью неизвестных, 
входящих в ее уравнение). Можно показать, что это уравнение опи-
сывает либо две пересекающиеся прямые, либо одну из следующих 
кривых: эллипс, гиперболу или параболу (включая вырожденные слу-
чаи). В любом случае кривую можно определить как геометрическое 
место точек, обладающих некоторым общим свойством. Используя 
преобразование координат (изменяя расположение кривой по отно-
шению к осям координат) можно сделать так, чтобы в новых коорди-
натах уравнение кривой принимало наиболее простую и удобную для 
анализа форму. Рассмотрим последовательно кривые, именно так 
расположенные на плоскости хОу. 

 
Эллипс. Окружность 

Эллипсом называют множество 
(геометрическое место) точек, суммы 
расстояний которых до двух данных то-
чек, называемых фокусами, есть величи-
на постоянная (ее обозначают через 2а), 
причем эта величина больше расстояния 
между фокусами (его обозначают через 
2с). Если фокусы эллипса размещаются 
на оси Ох симметрично началу коорди-

нат в точках F1(c, 0) и F2 (-c, 0) (рис. 2.1), то уравнение эллипса при-
мет простейшую (каноническую) форму:   

1
2

2

2

2

=+
b

y

a

x                                              (2.13) 

где а и b – большая и малая полуоси эллипса, причем а, b, с связаны 
соотношением а2 = b2 + с2. Форма эллипса (мера сжатия) характеризу-
ется эксцентриситетом   

2

2

1
a

b

a

c
e −== .                                         (2.14) 

 

x 

y 

M 

r2 r1 

F1 F2 0 

Рис. 2.1 
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Очевидно, что 0 ≤ е ≤ 1; е = 1 при b = 0 и эллипс вырождается в 
отрезок длиной 2а; е = 0 при b = a, когда эллипс вырождается в 
окружность радиуса а. 

Расстояния произвольной точки М(х, у) эллипса от его фокусов 
называются фокальными радиусами – векторами этой точки, обозна-
чаются r1 и r2 и могут быть вычислены по формулам r1 = а – ех (2.15)  
(правый радиус – вектор) и  r1 = а + ех  (2.15`) (левый радиус – век-
тор). 

При е = 0 (а = b = r) уравнение примет вид    
х2 + у2 = r2                                          (2.16) 

Это уравнение окружности – геометрического места точек рав-
ноудаленных от данной точки, называемой центром (в ней «сошлись» 
фокусы эллипса), с центром в начале координат. Уравнение окружно-
сти с центром в заданной точке С(а, b) примет вид (х – а)2 + (у – b)2 = 
r2 (2.16`) 

 
Гипербола. Гиперболой называется геометрическое место то-

чек, абсолютная величина разности 
расстояний которых до двух данных 
точек, называемых фокусами, есть 
величина постоянная (ее обозначают 
через 2а), причем эта величина 
меньше расстояния между фокусами 
(ее обозначают через 2с). 

Если фокусы гиперболы распо-
ложены на оси Ох симметрично началу координат в точках F1(с, 0) и 
F2(–с, 0), уравнение гиперболы примет каноническую форму 

 1
2

2

2

2

=+
b

y

a

x
,                                       (2.17)  

причем b2 = c2 – a2. (2.18) 
Гипербола состоит из двух ветвей и расположена симметрично 

относительно осей координат. Точки А1(а, 0) и А2(–а, 0) называются 
вершинами гиперболы (рис. 2.2). Отрезки А1А2 = 2а и В1В2 = 2b назы-

вают действительной и мнимой осями гиперболы. Прямые x
a

b
y ±=  

(2.19) – наклонные асимптоты гиперболы. 

Рис. 2.2 
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(Прямая называется наклонной асимптотой кривой, если расстояние 
между этой прямой и точкой М(х, у) кривой стремится к нулю при 

стремлении х к ± ∞ (х → ± ∞)). 

Величину 
2

2

1
a

b

a

c
e +==  (2.20) называют эксцентриситетом ги-

перболы. Очевидно, что 1 ≤ е < ∞; при b = 0 (е = 1) гипербола вы-
рождается в две полупрямые, лежащие на оси Ох и разделенные про-
межутком (–а, а). 

Фокальные радиусы – векторы определяются соотношениями: 
 

Левая ветвь гиперболы Правая ветвь гиперболы 
r1 = – ex + a Правый r1 = ex – a Правый (2.21) 
r2 = – ex – a Левый r2 = ex + a Левый  
 

При а = b (e = 2 ) (такая гипербола называется равнобочной) 
асимптоты гиперболы – биссектрисы координатных углов. 

Две гиперболы 1
2

2

2

2

=−
b

y

a

x  и 1
2

2

2

2

−=−
b

y

a

x , имеющие одни и те же 

оси и асимптоты (мнимая ось одной совпадает с действительной осью 
другой) называют сопряженными. 

Парабола. Параболой называется 
геометрическое место точек, равноуда-
ленных от данной точки, называемой фо-
кусом, и данной прямой, называемой ди-
ректрисой. 

Если фокус параболы в точке  
F(р/2, 0), а уравнение директрисы х =  
–р / 2, то уравнение параболы примет вид  

у2 = 2рх.                    (2.22)  
Эта парабола симметрична относительно 
оси Ох и при р > 0 расположена как на 

рис. (2.3).  х2 = 2ру (2.22`) уравнение параболы, симметричной отно-
сительно оси Оу. Фокальный радиус – вектор параболы (2.22) опре-
деляется соотношением:    

    r = x + (p / 2) (p > 0).                               (2.23) 
 
 

 y 

x 

M      
● 

●  
F 

0 

r 

Рис. 2.3 
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Контрольные вопросы 
1. Что называется уравнением линии. Приведите примеры. 
2. Как убедиться, что данная точка лежит на данной линии? 
3. Как Найти точку пересечения двух линий, заданных своими 

уравнениями? 
4. Что называется порядком алгебраической линии? 
5. По какому признаку можно определить, является ли данное 

уравнение второго порядка уравнением окружности в декартовой си-
стеме координат? Как в этом случае можно найти её центр и радиус? 

6. Сформулируйте определения эллипса, гиперболы и параболы. 
Каковы канонические уравнения этих линий и при каком расположе-
нии осей координат имеют место эти уравнения? 

7. Что называется эксцентриситетом эллипса и гиперболы и ка-
кие значения он может иметь для каждой из этих линий? 

 
2.2. Плоскость и прямая в пространстве. Поверхности вто-

рого порядка 
 
2.2.1. Плоскость 

Рассмотрим в декартовом базисе произвольную плоскость Р и 

вектор нормали (перпендикулярный) к ней  n (А, В, С). Возьмем в 
этой плоскости произвольную фиксированную точку М0(х0, у0, z0) и 

текущую точку М(х, у, z). Очевидно, что  ММ 0 ⋅n = 0  (2.24) (см. 

(1.20) при ϕ = π /2). Это уравнение плоскости в векторной форме. Пе-
реходя к координатам, получим общее уравнение плоскости  

А(х – х0) + В(у – у0) + С(z – z0) = 0 Ах + Ву + Сz + D = 0   (2.25) 

 (D = –Ах0– Ву0 – Сz0; А2 + В2 + С2 ≠ 0). 
Можно показать, что в декартовых координатах каждая плос-

кость определяется уравнением первой степени и, обратно, каждое 

уравнение первой степени определяет плоскость, (т.е. плоскость есть 
поверхность первого порядка и поверхность первого порядка есть 
плоскость). 

Рассмотрим некоторые частные случаи расположения плоско-
сти, заданной общим уравнением: 

А = 0 – параллельна оси Ох; В = 0 – параллельна оси Оу; С = 0 – 
параллельна оси Оz. (Такие плоскости, перпендикулярные одной из 
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координатных плоскостей, называют проектирующими); D = 0 – про-
ходит через начало координат; А = В = 0 – перпендикулярна оси Оz 
(параллельна плоскости хОу); А = В = D = 0 – совпадает с плоскостью 
хОу (z = 0). Аналогично анализируются все остальные случаи. 

Если D ≠ 0, то, разделив обе части (2.25) на -D, можно привести 
уравнение плоскости к виду:  

1=++
c

z

b

y

a

x
,                                          (2.26)  

а = – D /А, b = –D/ В, с =–D /С. Соотношение (2.26) называетcя урав-
нением плоскости в отрезках; а, b, с – абсцисса, ордината и аппликата 
точек пересечения плоскости с осями Ох, Оу, Оz, а |a|, |b|, |c| – длины 
отрезков, отсекаемых плоскостью на соответствующих осях от начала 
координат. 

Умножая обе части (2.25) на нормирующий множитель 

222

1

CBA ++
±=µ  (µD < 0) получим нормальное уравнение плоскости:  

xcosα + ycosβ + zcosγ – p = 0                     (2.27) 

где cosα = Аµ, cosβ = Вµ, cosγ = Сµ – направляющие косинусы нор-
мали к плоскости, р – расстояние до плоскости от начала координат. 

Рассмотрим основные соотношения, используемые в расчетах. 
Угол между плоскостями А1х + В1у + С1z + D1 = 0 и А2х + В2у + С2z + 
D2 = 0 легко определить как угол между нормалями этих плоскостей 

n1 (А1, В1, С1) и 

n2 (А2, В2, С2): 
2
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==ϕ            (2.28) 

Из (2.28) легко получить условие перпендикулярности  
А1А2 + В1 В2 + С1 С2 = 0                           (2.29)  

и параллельности   
2

1

2

1

2

1

C

C

B

B

A

A
==   (2.30)  плоскостей и их нормалей.  

Расстояние от произвольной точки М0(х0, у0, z0) до плоскости 

(2.25) определяется выражением: 
222

000

CBA

DCzByAx
d

++

+++
= .   (2.31) 

Уравнение плоскости, проходящей через три заданные точки    
М1(х1, у1, z1), М2(х2, у2, z2), М3(х3, у3, z3) удобнее всего записать ис-
пользуя условие компланарности (1.25) векторов ,,, 31211 ММММММ  где 

М(х, у, z) – текущая точка плоскости. 
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Приведем уравнение пучка плоскостей (т.е. множества плоско-
стей, проходящих через одну прямую) – его удобно использовать в 
ряде задач.  

 (А1х + В1у + С1z + D1) + λ(А2х + В2у + С2z + D2) = 0        (2.33) 

где λ ∈ R, а в скобках – уравнения двух любых плоскостей пучка. 
 
Контрольные вопросы 
1. Как проверить, что данная точка лежит на поверхности, за-

данной данным уравнением? 
2. Каков характерный признак, отличающий уравнение плоско-

сти в декартовой системе координат от уравнения других поверхно-
стей? 

3. Как расположена плоскость относительно системы координат, 
если в её уравнении отсутствует: а) свободный член; б) одна из коор-
динат; в) две координаты; г) одна из координат и свободный член; д) 
две координаты и свободный член? 

 
2.2.2. Прямая 

Плоскости, нормали которых не коллинеарны, 
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пересекаются, однозначно определяя прямую как линию их 

пересечения, что и записывается следующим образом:  
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                                  (2.34) 

Через эту прямую можно провести бесконечно много плоско-
стей (пучок плоскостей (2.33)), в том числе и проектирующие ее на 
координатные плоскости. Чтобы получить их уравнения, достаточно 
преобразовать (2.34), исключив из каждого уравнения по одной неиз-

вестной и приведя их, например, к виду 




+=

+=

dbzy

cdzx
   (2.34`). 
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Поставим задачу – провести через точку М0(х0,у0,z0) прямую, 

параллельную вектору S (l, m, n) (его называют направляющим). 
Возьмем на искомой прямой произвольную точку М(х,у,z). Векторы 
ММ 0 и S  должны быть коллинеарны, откуда получаем канонические 

уравнения прямой. 

n

zz

m

yy

l

xx 000 −
=

−
=

−
  (2.35)  или 

γβα coscoscos
000 zzyyxx −

=
−

=
−

  (2.35`) 

где cosα, cosβ, cosγ – направляющие косинусы вектора S. Из (2.35) 
легко получить уравнение прямой, проходящей через заданные точки 
М1(х1, у1, z1) и М2(х2, у2, z2) (она параллельна 21MM ) 
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    (2.35``)  

(Значения дробей в (2.35) равны для каждой точки прямой и могут 
быть обозначены через t, где t∈R. Это позволяет ввести параметриче-

ские уравнения прямой 
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Каждому значению параметра t соответствует набор координат 
х, у, z точки на прямой или (иначе) – значения неизвестных, удовле-
творяющих уравнениям прямой). 

Используя уже известные свойства векторов и операций над ни-
ми и канонические уравнения прямой легко получить следующие 
формулы: 

Угол между прямыми:  

21

21

2
2

2
2

2
2

2
1

2
1

2
1

212121

SS

SS

nmlnml

nnmmll
cos =

++++

++
=ϕ                      (2.36) 

где S1 и S2 – направляющие векторы прямых. 
Условие параллельности    

2

1

2

1

2

1

n

n

m

m

l

l
==                                          (2.37) 

перпендикулярности  l1l2 + m1m2 + n1n2 = 0   (2.38)  прямых. 
Угол между прямой и плоскостью (легко получить, найдя угол 

между прямой и нормалью к плоскости, составляющий в сумме с ис-

комым π/2)  

222222 nmlCBA

CnBmAl
sin

++++

++
=ϕ                              (2.39) 
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Из (2.37) получаем условие параллельности   
Al + Bm + Cn = 0                                      (2.40)  

и перпендикулярности  
n

C

m

B

l

A
==    (2.41) прямой и плоскости. 

Необходимое и достаточное условие нахождения двух прямых в од-
ной плоскости легко получить из условия компланарности (1.25). 

0

222

111

121212

=

−−−

nml

nml

zzyyxx

                             (2.42) 

 
Контрольные вопросы 
Каковы способы задания прямой линии в пространстве? 
 
2.2.3. Поверхности второго порядка 

Если линейное уравнение в трехмерном декартовом базисе од-
нозначно определяет плоскость, любое нелинейное уравнение, содер-
жащее х, у, z описывает какую – то иную поверхность. Если уравне-
ние имеет вид 

Ах2 + Ву2 + Cz2 + 2Dxy + 2Exz + 2Fyz + 2Gx + 2Hy + 2Kz + L = 0, 
то оно описывает поверхность второго порядка (общее уравнение по-
верхности второго порядка). Выбором или преобразованием декарто-
вых координат уравнение можно максимально упростить, приведя к 
одной из следующих форм, описывающих соответствующую поверх-
ность. 

1. Канонические уравнения цилиндров второго порядка, обра-
зующие которых параллельны оси Oz, а направляющими служат со-
ответствующие кривые второго порядка, лежащие в плоскости хОу: 

1
2

2

2

2

=+
b

y

a

x  (2.43),   1
2

2

2

2

=−
b

y

a

x  (2.44),  у2 = 2рх           (2.45)  

эллиптический, гиперболический и параболический цилиндры соот-
ветственно. 

(Напомним, что цилиндрической называют поверхность, полу-
ченную перемещением прямой, называемой образующей, параллель-
но самой себе. Линию пересечения этой поверхности с плоскостью, 
перпендикулярной образующей, называют направляющей – она опре-
деляет форму поверхности). 
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По аналогии можно записать уравнения таких же цилиндриче-
ских поверхностей с образующими, параллельными оси Оу и оси Oх. 
Направляющую можно задать, как линию пересечения поверхности 
цилиндра и соответствующей координатной плоскости, т.е. системой 
уравнений вида:  
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2. Уравнения конуса второго порядка с вершиной в начале коор-
динат: 

0,0,0
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c

z

b

y

a

x              (2.46) 

(осями конуса служат оси Oz, Oy и Ох соответственно) 

3. Каноническое уравнение эллипсоида:  1
2

2

2

2

2

2

=++
c

z

b

y

a

x          (2.47).  

Частными случаями являются эллипсоиды вращения, например 

1
2

2

2

22

=+
+

c

z

a

yx  – поверхность, полученная вращением эллипса 1
2

2

2

2

=+
c

z

a

x  

вокруг оси Оz (При а > с эллипсоид сжат, при a < c – удлинен) и сфе-
ра (при а = b = с = r получим х2 + у2+ z2 + = r2 – уравнение сферы ра-
диуса r с центром в начале координат). 

4. Каноническое уравнение однополостного гиперболоида 

 1
2

2

2

2

2

2

=−+
c

z

b

y

a

x                                       (2.48)  

(знак “ – ” может стоять перед любым из трех слагаемых левой части 
– это изменяет только положение поверхности в пространстве). Част-
ные случаи – однополостные гиперболоиды вращения, например 

1
2

2

2

22

=−
+

c

z

a

yx – поверхность, полученная вращением гиперболы 

1
2

2

2

2

=−
c

z

a

x  вокруг оси Oz (мнимой оси гиперболы). 

5. Каноническое уравнение двухполостного гиперболоида 

 1
2

2

2

2

2

2

−=−+
c

z

b

y

a

x                                      (2.49)  

(знак “ – ” может стоять перед любым из трех слагаемых левой части). 
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Частные случаи – двухполостные гиперболоиды вращения, 

например 1
2

2

2

22

−=−
+

c

z

a

yx  – поверхность, полученная вращением гипер-

болы вокруг оси Оz (действительной оси гиперболы). 
6. Каноническое уравнение эллиптического параболоида  

z
q

y

p

x
2

22

=+  (p >0, q >0)                             (2.50)  

(переменная z может поменяться местами с любой из переменных х и 
у – изменится положение поверхности в пространстве). 

7. Каноническое уравнение гиперболического параболоида  

z
q

y

p

x
2

22

=−   (p >0, q >0)                            (2.51)  

(переменная z может поменяться местами с любой из переменных х и 
у – изменится положение поверхности в пространстве). 

Отметим, что представление об особенностях (форме) этих по-
верхностей легко получить, рассматривая сечения этих поверхностей 
плоскостями, перпендикулярными осям координат. 

 
Контрольные вопросы 
1. Какое множество точек в пространстве определяет уравнение 

0),( =yxF ? 

2. Каковы канонические уравнения цилиндров второго порядка; 
конуса второго порядка; эллипсоида; однополостного гиперболоида; 
двухполостного гиперболоида; эллиптического параболоида; гипер-
болического параболоида? 
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Глава 3. ВВЕДЕНИЕ В МАТЕМАТИЧЕСКИЙ АНАЛИЗ 
 

3.1. Функция 
 
Напомним несколько необходимых понятий. Переменной назы-

вают величину, которая принимает различные значения. Постоянной – 
величину, значение которой остается неизменным. Постоянную вели-
чину можно рассматривать, как частный случай переменной. Обла-
стью изменения переменной величины называют совокупность всех 
ее значений. Интервалом называют совокупность всех чисел х, за-
ключенных между данными числами а и b (a < b) причем сами а и b 

не принадлежат рассматриваемой совокупности х∈(а,b) (открытый 

интервал). Частный случай – х∈ (–∞, ∞). Отрезок (закрытый интер-
вал) – совокупность всех х заключенных между а и b включая грани-

цы х∈[a, b]. Если одна из границ (например а) входит, а другая не 

входит в рассматриваемую область х∈ [a, b)– полузакрытый интер-
вал. Окрестностью точки х0 называют произвольный интервал, со-

держащий х0 внутри себя (а < x0 < b). Если 
2

0

ba
x

+
= , ее называют цен-

тром, а  
2

ab −
=ε  – радиусом окрестности. (ε окрестность). 

Если каждому значению переменной х, принадлежащему неко-
торой области, по определенному правилу ставится в соответствие 
значение другой переменной у, то говорят, что у есть функция от х 
(символическая запись: y = f(x) или y = y(x) и т.п.); х называют неза-
висимой переменной (аргументом). Совокупность значений х назы-
вают областью определения (существования), а совокупность значе-
ний у – областью изменения функции. 

Рассмотрим основные способы задания функции. 
1. Табличный способ (часто используется в экспериментальных 

исследованиях) заключается в составлении таблицы, в которой в со-
седних клетках одного столбца (строки) расположены соответствую-
щие значения аргумента и функции, например: 

 

Х х1 х2 ….. xi ….. хn 

У у1 у2 ….. yi ….. yn 
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2. Графический способ. Значения х и у рассматриваются как ко-
ординаты точек. Совокупность точек плоскости хОу, абсциссы кото-
рых суть значения аргумента, а ординаты – значения функции, назы-
вают графиком функции. Если известен график, функция задана гра-
фически. 

3. Аналитический способ. Аналитическим выражением называ-
ется символическое обозначение математических операций, произво-
димых в определенной последовательности над постоянными и пере-

менными величинами (например 23 −x ; lg sinx2 и т.д.). 
Если у = f(x) и f(x) обозначает аналитическое выражение, гово-

рят, что функция задана аналитически (например xy cos= ). 

Элементарной функция называется, если ее можно задать одной 
формулой вида у = f(x), где выражение, стоящее справа, составлено из 
основных элементарных функций и постоянных при помощи конеч-
ного числа операций сложения, вычитания, умножения, деления и 
взятия функции от функции. (Функцию от функции называют слож-
ной функцией). 

Напомним, что основными элементарными функциями (их 
свойства и графики полагаем известными из курса средней школы) 
являются: 

1. Степенная функция: у = хα, где α ∈ R, х >0 

2. Показательная функция: у = ах, где a > 0, a ≠ 1 

3. Логарифмическая функция: у = logax, где а > 0, a ≠ 1 
4. Тригонометрические функции: y = sin x, y = cos x, y = tg x, y = 

ctg x,   y = sec x, у = cosec x 
5. Обратные тригонометрические функции: y = arcsin x, y = arc-

cos x, y = arctg x, y = arcctg x, y = arcsec x, у = arccosec x 
 
Контрольные вопросы 
1. Что называется функцией? 
2. Что называется областью определения функции? 
3. Перечислите основные элементарные функции. 
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3.2. Предел. Непрерывность функции 
 

Переменную величину х называют упорядоченной, если извест-
на область D изменения ее и про каждое из двух любых значений 
можно сказать, какое предыдущее и какое последующее. 

Рассмотрим упорядоченную переменную, изменяющуюся спе-
циальным образом, определяемым термином «Переменная величина 
стремится к пределу». 

Число а называют пределом переменной х, если для всякого 

сколь угодно малого положительного ε можно указать такое значе-

ние х, начиная с которого все последующие значения будут удовле-

творять неравенству   |x –а|<ε. В этом случае говорят, что х стремит-

ся к а (символически х → а или lim x = a). 
Геометрическая интер-

претация (рис. 3.1): постоян-
ная а есть предел переменной 
х, если для любой сколь угод-

но малой ε – окрестности точ-
ки а найдется такое значение х, что все точки, соответствующие по-
следующим значениям х, будут находиться в этой окрестности.  

Отметим: 1. Предел постоянной равен самой постоянной; 2. Пе-
ременная не может иметь двух пределов; 3. Не всякая переменная 

имеет предел. 
Пусть функция у = f(x) определена в 

некоторой окрестности точки а. Число  
b называют пределом функции f(x) при  

х → а, если для любого сколь угодно ма-

лого ε > 0 найдется такое δ > 0, что  

|f(x) – b| < ε при |х – а| < δ, (т.е. если для  

у = f(x) при любом малом ε можно найти 

такое δ, что из неравенства а – δ < x < а + δ 

следует неравенство b – ε < y < b + ε. Символическая запись 

bxf
ax

=
→

)(lim . Геометрическая интерпретация (рис. 3.2) – для всех точек х 

отстоящих от а не более чем на δ, точки М графика функции у = f(x) 

лежат внутри полосы шириной 2ε, ограниченной прямыми у = b –ε и 

y = b + ε. 

 
 

 
 

Рис. 3.1 

X 

a + ε a - ε a
• 
X 

Рис. 3.2 
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Если х < а и х → а, то пишут х → а – 0; если х > а и х → а – пи-

шут х → а + 0. Числа )(lim
0

1 xfb
ax −→

= и )(lim
0

2 xfb
ax +→

= называют левым и пра-

вым пределом функции f(x) в точке а. Если b1 и b2 существуют и рав-
ны, т.е. b1 = b2 = b, то b и будет пределом в точке а в смысле данного 
выше определения. Отметим, что для существования предела в точке 
а не требуется, чтобы функция была определена в точке а. (Рассмат-
риваются значения х в окрестности точки а, отличные от а). 

Говорят, что функция f(x) стремится к пределу b при х → ∞, ес-

ли для всякого ε > 0 можно указать такое N > 0, что для всех х удо-
влетворяющих условию |x| > N будет выполняться неравенство  

|f(x) – b| < ε. 

Функция f(x) стремится к бесконечности при х → а, (является 

бесконечно большой при х → а) если для всякого M > 0, как бы вели-

ко оно ни было, можно найти такое δ > 0, что для всех х ≠ а и удовле-

творяющих условию |x – a| < δ имеет место |f(x)| > M, т.е. ∞=
→

)(lim xf
ax

 

(При этом возможно как ∞=
→

)(lim xf
ax

, так и −∞=
→

)(lim xf
ax

). Отметим, что 

функция может и не стремиться к конечному пределу при х → а или 

х → ∞. Примеры: у = sin x не имеет предела при х → ∞, а у = sin 1/x – 

при х → 0. 

Функция α(х) называется бесконечно малой при х → а или  

х → ∞, если 0)(lim =
→

x
ax
α  или 0)(lim =

∞→
x

x
α . 

Говорят, что если α(х) и β(х) – бесконечно малые при х → а, и: 

1) 0
)(

)(
lim =

→ x

x

ax β
α  (или ∞=

→ )(

)(
lim

x

x

ax α
β ) – то α – бесконечно малая высшего 

порядка по сравнению с β и пишут α = 0 (β). 

2) m
x

x

ax
=

→ )(

)(
lim

β
α , где m – число отличное от нуля, то α и β беско-

нечно малые одного порядка. Если m = 1, α и β – эквивалентные бес-
конечно малые, что можно записать используя уже знакомый символ 

эквивалентности: α ∼β. 

3) m
x

x
nax

=
→ )(

)(
lim

β
α

, где m – число отличное от нуля, то α- беско-

нечно малая n-го порядка по сравнению с β (т.е. α∼βn). 
Отметим, что предел отношения бесконечно малых не изменит-

ся при замене их (или одной из них) эквивалентными бесконечно ма-
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лыми. Это позволяет упростить решение многих задач теории преде-
лов. 

Аналогично сравниваются и бесконечно большие функции. 
Связь между бесконечно малыми и бесконечно большими 

функциями определяется теоремой: если α(х) – бесконечно малая при 

х → а, то функция f(x)=1/α(x) – бесконечно большая при х → а, и об-

ратно, если f(x) – бесконечно большая при x → а, то α(x)=1/f(x) – 

бесконечно малая при х → а 

Основные теоремы о пределах. 
1.Предел алгебраической суммы двух, трех и вообще определен-

ного числа переменных равен алгебраической сумме пределов этих пе-

ременных, т.е. 

lim (u1 + u2 + … + un) = lim u1+ lim u2+ … + lim un 

2. Предел произведения определенного числа переменнных равен 

произведению пределов этих переменных, т.е. 

lim (u1 ⋅ u2 ⋅ … ⋅ un) = lim u1 ⋅ lim u2 ⋅ … ⋅ lim un 

3. Предел частного двух переменных равен частному пределов 

этих переменных, если предел знаменателя отличен от нуля, т.е. 

V

u

V

u

lim

lim
lim =  если lim V ≠ 0. 

3.Если для соответствующих значений функций u = u(x),  

z = z(x), v = v(x) выполняются неравенства u ≤ z ≤ v и при этом u(x) и 

v(x) при х → а (или х → ∞) стремятся к одному и тому же пределу b, 

то z = z(x) при х → а (или х → ∞) стремится к тому же пределу. 
Теорема 4 позволяет доказать справедливость важного соотно-

шения, называемого первым замечательным пределом.     

1
sin

lim
0

=
→ x

x

x
                                           (3.1) 

Из (3.1) следует эквивалентность бесконечно малых х и sin x: 

sin x ∼x. 
Удобно пояснить это графиче-

ски. На рис. 3.3 приведены графики 
функций у = х и у = sinх. Легко ви-
деть, что чем меньше х отличается от 
нуля, тем меньше отличие ординат 
(значений функций) соответствую-
щих графиков, а при х = 0 они совпа-

 

y 

0 y = sin x 
x 

y = x 

Рис. 3.3 
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дают. (Это позволяет с высокой точностью при очень малых х опре-
делять приближенное значение sin x). 

Еще одно важное соотношение теории пределов, называемое 
вторым замечательным пределом имеет вид:   

e
x

x
x

x

x

x
=+=+

∞→→
)

1
1(lim)1(lim

1

0
                              (3.2) 

Число е – иррациональное (также как и число π) и может быть 
записано в виде бесконечной десятичной непериодической дроби  
е = 2,71828…; играет важную роль в вычислительной математике, 
служа, в частности, основанием натурального логарифма, обозначае-
мого ln x = logex. Функцию у = ех называют экспоненциальной функ-
цией (иногда обозначается как ехр х). В решении задач теории преде-

лов могут быть полезны следующие равенства: ;1
x

)x1ln(
lim

0x
=

+
→

 

;aln
x

1a
lim

x

0x
=

−
→

 m
x

x
m

x
=

−+
→

1)1(
lim

0
.  Можно также заменять бесконечно 

малые величины эквивалентными им: 
 

;
2

~cos1;
2

~11;~1)1(;~1;ln~

,~)1ln(;log~)1(log,~,~arcsin,~,~sin

2
1 x

x
x

xxxxeaxa

xxexxxartgxxxxtgxxx

xx

aa

−−+−+−

++

− αα

 
Непрерывность функций. Функцию у = f(х) называют непре-

рывной в точке а если:  
1. Эта функция определена в некоторой окрестности точки а и в 

самой точке; 
2. Существует предел функции )(lim xf

ax→
 и он равен значению 

функции в этой точке, т.е. )a(f)x(flim
ax

=
→

. Можно предложить и иное 

определение. Пусть аргумент х0 получит приращение ∆х и примет 

значение х = х0 + ∆х. В общем случае функция также получит некото-

рое приращение ∆у = f(х0 + ∆х) – f(х0). 
Функцию f(х) называют непрерывной в точке х0, если она опре-

делена в этой точке и некоторой окрестности ее и если бесконечно 
малому приращению аргумента соответствует бесконечно малое при-
ращение функции, т.е.  
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0lim
0

=∆
→∆

y
x

 (3.3)  или  0)]x(f)xx(f[lim 00
0x

=−∆+
→∆

 (3.3`) 

Приведем формулировку теоремы: Всякая элементарная функ-
ция непрерывна в каждой точке, в которой она определена и полу-
чим важное для решения задач теории пределов следствие. Запишем 
условие непрерывности в виде )()(lim 00

0
xfxxf

x
=∆+

→∆
 или, что тоже са-

мое, )()(lim 0
0

xfxf
xx

=
→

. Но xx
xx 0

lim0
→

= и, следовательно, )lim()(lim
00

0 xfxf
xxxx →→

=  

(3.4), т.е. для любой непрерывной функции во всех точках области 
определения ее справедливо соотношение (3.4) – предел функции ра-
вен функции предела (символы (и соответствующие операции) преде-
ла и функции можно поменять местами):  ( ))(lim))((lim xfFxfF

axax →→
= . 

Пример: 1ln)1(limln)1ln(lim)1ln(
1

lim
)1ln(

lim
1

0

1

000
==+=+=+=

+
→→→→

exxx
xx

x
x

x

x

xxx
 

В ряде случаев удобно использовать следующее соотношение:  

[ ] )(lim)( )(lim)(lim
x

ax

x

ax

axxfxf
ϕϕ

→

→→
= . 

Говорят, что если функция f(x) непрерывна в каждой точке не-
которого интервала (а, b), где a < b, то функция непрерывна на этом 
интервале. Точка внутри или на границе области определения, в кото-
рой нарушается условие непрерывности, называется точкой разрыва. 
Если существуют конечные пределы 10

)(lim bxf
ax

=
−→

и 20
)(lim bxf

ax
=

+→
, при-

чем не все три числа b1, b2 и f(a) равны между собой, точка а называ-
ется точкой разрыва первого рода. Эти точки подразделяются на точ-

ки скачка, когда b1 ≠ b2 (скачок равен b2 – b1) и точки устранимого 
разрыва, когда b1 = b2. Точки разрыва, не являющиеся точками разры-
ва первого рода, называются точками разрыва второго рода. В этих 
точках не существует хотя бы один из односторонних пределов 

(Пример – “бесконечный” разрыв: ∞=
→

)(lim xf
ax

). 

Рассмотрим некоторые свойства непрерывных функций (доказа-
тельства теорем можно найти в рекомендуемой литературе). 

1. Если функция f(x) непрерывна на некотором отрезке [a, b], 
то на этом отрезке найдется по крайней мере одна точка х = х1 та-

кая, что значение функции в этой точке будет удовлетворять соот-

ношению f(x1) ≥ f(x),   где х – любая другая точка отрезка, и найдет-

ся по крайней мере одна точка х2 такая, что значение функции в 

этой точке будет удовлетворять соотношению f(x2) ≤ f(x). 
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Значения f(x1) = М и f(x2) = m – наибольшее и наименьшее зна-
чения функции 

f(x) на этом отрезке. Поясним с 
помощью рис. 3.4, на котором представ-
лены графики трех непрерывных на  
[a, b] функций у1, у2 и у3. Легко видеть, 
что на интервале [a, b] функция у1 один 
раз достигает наибольшего М и 
наименьшего m значений. Функция у2 
во всех точках [a, b] имеет одно и то же 

значение – оно одновременно и наибольшее и наименьшее. Функция 
у3 на [a, b] дважды принимает наибольшее М и наименьшее m значе-
ния. Но хоть один раз наибольшее и наименьшее значения принимает 
каждая из них! 

(Отметим, что на интервале (а, b) утверждение теоремы может 
оказаться неверным. Пример: у = х – функция не имеет на интервале 
(а, b) наибольшего и наименьшего значений, т.к. не достигает значе-
ний а и b!) 

2. Если функция f(x) непрерывна на отрезке [a, b] и принимает 

на концах этого отрезка значения разных знаков, то между точками 

a и b найдется по крайней мере одна 

точка х = с, в которой функция обра-
щается в нуль. (Это значит, что график 
функции хотя бы раз пересечет ось Ох в 
пределах этого отрезка; х = с – как раз 
такая точка). На рис. 3.5: графики функ-
ций у1 и у2 таковы, что на концах интер-
вала [a, b] их ординаты (значения функ-

ций) различны. При этом график у1 пересекает ось Ох один раз, а 
график у2 – три раза, но хоть один раз – каждый из них. 

3. Если функция f(x) определена и непрерывна на отрезке [a, b] и 
на концах этого отрезка принимает неравные значения f(a) = A и  

f(b) = B то, каково бы ни было число µ, заключенное между числами 

А и В, найдется такая точка х = с, заключенная между a и b, что  

f(c) = µ (легко видеть, что теорема 2 является частным случаем теоре-
мы 3). 

y 

y1 

y2 

y3 

x 
a 

m 

M 

0 в Рис. 3.4 

х 

 

0 

у 
у2 

а в х 

у1 Рис. 3.5 
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Следствие: Если функция f(x) непрерывна на некотором интер-

вале и принимает на нем наибольшее и наименьшее значения, то на 

этом интервале она принимает по крайней мере один раз любое зна-

чение, заключенное между ее наибольшим и наименьшим значениями. 

 

Контрольные вопросы 
1. Что называется пределом переменной, пределом функции? 
2. Что называется бесконечно малой функцией? 
3. Поясните графически первый замечательный предел? 
4. Какая функция называется непрерывной в точке? 
5. Какая точка называется точкой разрыва I рода, II рода (в чём 

отличие)? 
6. Что является наибольшим и наименьшим значением функции 

на отрезке? 
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Глава 4. ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОЕ ИСЧИСЛЕНИЕ ФУНКЦИИ 
ОДНОЙ ПЕРЕМЕННОЙ 

 
4.1. Производная 
 
Рассмотрим функцию у = f(x) определенную на некотором ин-

тервале. Дадим аргументу х приращение ∆х. Новому значению аргу-

мента х + ∆х будет, в общем случае, соответствовать новое значение 

функции f (x + ∆х),  т.е. функция также получит некоторое прираще-

ние ∆у = f (x + ∆х) – f (x). Составим отношение 
x

xfxxf

x

y

∆
−∆+

=
∆
∆ )()( . Ес-

ли 
x

y

x ∆
∆

→∆ 0
lim  существует, то его называют производной данной функции и 

обозначают y` (или f `(x) или dy / dx). Иногда используют обозначе-
ние у`х – индекс показывает, по какому аргументу берется производ-
ная. 

x

y
y

x ∆
∆

=
→∆ 0

lim` (4.1)       или      
x

xfxxf
y

x ∆
−∆+

=
→∆

)()(
lim`

0
(4.1`) 

Производной данной функции y = f(x) по аргументу х называют 

предел отношения приращения функции ∆у к приращению аргумента 

∆х, когда последнее произвольным образом стремится к нулю. В об-
щем случае производная также является некоторой функцией от  

х. (f `(x) = ϕ(x)). Конкретное значение производной при х = а обозна-
чают f `(а) или у`/х = а. Операцию нахождения производной называют 
дифференцированием функции. 

Понятие производной (и соответствующий математический ап-
парат) широко используются в различных прикладных задачах. При-
мер: Известно, что средняя скорость движения тела определяется вы-
ражением V = s / t (s = s (t) – путь пройденный телом, t время движе-

ния). Очевидно, что мгновенную скорость 
можно найти, как 

t

tstts

t

S
V

tt ∆

−∆+
=

∆

∆
=

→∆→∆

)()(
limlim

00
 (механический 

смысл производной). Рассмотрим геометриче-
скую интерпретацию.  

Возьмем на графике функции y = f(x) 
(рис. 4.1) произвольные точки М0(х, у) и  

Рис. 4.1 
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М1(х + ∆х, у + ∆у) и проведем секущую М0М1. Очевидно, что угол 

наклона секущей к оси Ох определяется выражением 
х

у
tg

∆

∆
=ϕ . Если 

точка М1 приближается к точке М0, то секущая  поворачивается во-

круг точки М0 (при этом ∆х → 0) и в пределе занимает положение ка-
сательной к графику функции, проведенной через точку  М0.   

Угол наклона касательной определится выражением 

)`(lim
0

xf
х

у
tg

x
=

∆
∆

=α
→∆

. 

Геометрический смысл производной очевиден: Значение произ-
водной f`(x) при данном значении аргумента х равняется тангенсу 

угла наклона касательной к графику функции f(x) в соответствую-

щей точке М(х, у). Это, с учетом (2.8), позволяет записать уравнение 
касательной к кривой у = f(x) в точке (х0, у0) в виде у – у0 = f `(x0) 
(x – x0) (4.3).  

Говорят, что если функция y = f(x) имеет производную в точке  

х = х0, т.е. если существует предел  
x

xfxxf

x

y

xx ∆
−∆+

=
∆
∆

→∆→∆

)()(
limlim

00
, она диф-

ференцируема в этой точке. Если функция дифференцируема в каж-
дой точке некоторого отрезка (интервала), говорят, что она диффе-
ренцируема на отрезке (интервале). 

Теорема. Если функция у = f(х) дифференцируема в некоторой 

точке, то она в этой точке непрерывна. Действительно, если 

)`(lim 0
0

xf
x

y

xx
=

∆
∆

→
, то γ+=

∆
∆

)`( 0xf
x

y , где γ – бесконечно малая величина, т.е. 

0lim
0

=
→∆

γ
x

. Но тогда    ∆у = f `(x0) ∆x + γ∆x, откуда следует, что ∆у → 0 

при ∆х → 0 и функция f(x) непрерывна в точке х0. Очевидно, в точках 
разрыва функция не может иметь производной. Это не значит однако, 

что если функция непрерывна в точке х0, 
то она дифференцируема в ней. Рас-
смотрим функцию, график которой 
представлен на рисунке. Функция не-
прерывна во всех точках [a, b]. Однако в 
точке с к графику функции можно про-

вести две различные касательные, т.е. в этой точке первая производ-
ная не существует (испытывает разрыв) и функция непрерывна, но не 
дифференцируема. 

 y 

x в 0 а с 

y = f(x) 
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Рассмотрим функцию 3 xy =  в точке х = 0. ∞=
∆

∆
=

→∆ x

x3
lim)0`(f

0x
, т.е. 

в точке х = 0 рассматриваемая функция непрерывна, но не дифферен-
цируема. 

Рассмотрим производные основных элементарных функций. 

Пусть у = х2. Очевидно ∆у = (x + ∆x)2 – х2 = 2x∆x + ∆2 х и 

xxx
x

y

xx
2)2(limlim

00
=∆+=

∆
∆

→∆→∆
, т.е. если у = х2, то у` = 2х. Рассуждая аналогич-

но, несложно доказать, что производная функции у = хn, где n – целое 
положительное число, равна nxn–1, т.е. если у = хn, то  у` = nхn–1   (4.4).  
Эта формула, как будет показано ниже, верна и в случае любого дей-
ствительного n. Приведем без доказательств следующие утвержде-
ния: 

Если у = sinx, то y` = cosx (4.5)  
Если у = cosx, то  y` = – sinx  (4.6) 
Производная постоянной равна нулю, т.е. если у = с, где с – по-

стоянная, то  с` = 0 (4.7)  
Постоянный множитель можно выносить за знак производной, 

если   у = c f(x),  где  c = const,  то  y` = cf `(x)  (4.8). 
Производная суммы конечного числа дифференцируемых функ-

ций равна сумме производных этих функций, т.е. если 
=

=
n

i

i xfy
1

)( , то  


=

=
n

i

i xfy
1

)(``                                              (4.9)  

( 
=

=
n

ki

iPy  – символ суммы индексированных (нумерованных) величин, 

где i – текущий индекс, к и n – нижний и верхний пределы суммы – 
т.е. номера первой и последней складываемых величин.) 

Производная произведения двух дифференцируемых функций 
равна произведению производной первой функции на вторую плюс 
произведение первой  функции  на  производную  второй,  т.е. если  
 у = uv, то  

y` = u`v + uv`                                      (4.10). 
Производная дроби (частного от деления двух функций) равна 

дроби, знаменатель которой есть квадрат знаменателя данной дроби, а 
числитель есть разность произведений производной числителя на 
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знаменатель и производной знаменателя на числитель, т. е. если  

y = u/v, то   
2

``
`

v

uvvu
y

−
=    (4.11). 

Используя приведенные соотношения можно получить произ-
водные других элементарных функций и составить таблицу произ-
водных. Приведем их, опуская доказательства. 

Если у = logax, то 
ax

y
ln

1
=̀  (4.12). Очевидно, 

x
x

1
)`(ln =  (4.12`) 

Если y = tg x, то 
x

y
2cos

1
=̀  (4.13).  

Если y = сtg x, то 
x

y
2sin

1
`

−
=  (4.14) 

Если у = ах (a > 0), у` = ахln a (4.15)  и  (ех)` = ex   (4.15`) 
Рассмотрим особенности нахождения производной от сложной 

функции – функции вида у = F(u), где u = f(x), или у = F(f(x). Пере-
менную u называют промежуточным аргументом. 

Теорема: Если функция u = f(x) имеет в некоторой точке х про-

изводную ux` = f `(x), а функция y = F(u), имеет при соответствую-

щем значении u производную y`u = F(u), то сложная функция 
 у = F(f(x)) в указанной точке х также имеет производную  

 y`х = F`u(u)f `(x)  или   y`x=y`uu`x (4.16) 
(Иначе – производная сложной функции равна произведению 

производной этой функции по промежуточному аргументу на произ-
водную промежуточного аргумента). 

Пример: y = sin x2 => y = sin u, u = x2, используя (4.16). (4.5) и 
(4.4) получим: y`u = cos u, u`x = 2x, y`x = 2xcos x2. 

Приведенное правило позволяет получить производную неявной 
функции т.е. функции, заданной уравнением   F(x, y) = 0 (4.17). 

(Отметим, что если в (4.17) удастся привести уравнение к виду  
у = f (х), то функция оказывается заданной в явном виде. Операция 
эта осуществима далеко не всегда). 

Пример: F(x, y) = sin (x + y) – e(x – y) = 0. Дифференцируя обе ча-
сти равенства по х и помня, что у есть функция от х, получим: 

)cos(

)cos(
`0`)1()cos(`)1(

)(

)(
)(

yxe

yxe
yeyyxy

yx

yx
yx

++
+−

==>=−−++
−

−
−  

В некоторых случаях, прежде чем найти производную, бывает 
удобно прологарифмировать уравнение, задающее функцию. Пусть  
у = хn. Прологарифмировав обе части равенства, получим ln y = nlnx, 
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откуда 1`
` −==>= nnxy

x

n

y

y  для произвольного действительного n. Выра-

жение )`(ln
`

y
y

y
=  называют логарифмической производной. (Отметим, 

что логарифмическое дифференцирование удобно применять при 
нахождении производных от произведения большого количества 
функций и показательно-степенных функций). 

Найдем производную обратной функции. Пусть y = f(x) возрас-
тающая или убывающая функция, определенная на некотором интер-
вале (a, b), (a < b). (Если большему значению аргумента соответству-
ет большее значение функции  (f(x2) > f(x1) при x2 > x1) ее называют 
возрастающей. Если f(x2) < f(x1) при x2 > x1 функция убывающая). 
Для определенности (без потери общности) рассмотрим возрастаю-
щую функцию. Из определения ее очевидно, что значения х и у свя-
зывает взаимно однозначное соответствие. Рассматривая у как аргу-

мент, а х как функцию, свяжем их значения соотношением х = ϕ(у). 
Эта функция является обратной для функции y = f(x), а функция 

y = f(x) обратной для х = ϕ(у). Эти функции имеют один и тот же гра-

фик и функция х = ϕ(у) находится как решение уравнения y = f(x) от-
носительно х. Отметим, что:  

1. Если возрастающая (убывающая) функция непрерывна на 

отрезке [a, b], причем f(a) = c, f(b) = d, то обратная функция опреде-

лена и непрерывна на отрезке  [c, d];  
2. Если функция y = f(x) не является ни возрастающей, ни убы-

вающей на некотором интервале, то она может иметь несколько 

обратных функций (однозначных). 

Пример: у = х2 на интервале (–∞, ∞) не является ни возрастаю-

щей, ни убывающей и имеет две обратные функции: yx =  (0 ≤ х < ∞) 

и    yx −= (- ∞ < х < 0). 

Теорема: Если для функции y = f(x) существует обратная функ-

ция х = ϕ(у), которая в рассматриваемой точке у имеет производрую 

ϕ`(у) отличную от нуля, то в соответствующей точке х функция y = 

f(x) имеет производную f `(x) равную 1 / ϕ`(у), т.е. справедлива фор-

мула  

f`(x) = 1 / ϕ`(у).                                     (4.18) 
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Используя полученное правило, пополним таблицу производ-
ных: 

Если y = arcsin x, то 
21

1
`

x
y

−
=  (4.19) Если y = arccos x, то 

21

1
`

x
y

−

−
=  (4.20) 

Если y = arctg x, то 
21

1
`

x
y

+
=  (4.21)  

Если y = arcctg x, то 
21

1
`

x
y

+
−

=  (4.22) 
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(Напомним, что sin2x + cos2x=1; sin2x = 2sinx cosx) 

у = хх. Прологарифмировав обе части равенства по основанию е полу-
чим   lnу = xlnx. Продифференцировав обе части равенства, найдем 
(lny)` = (xlnx)` => y`/ у = lnx + 1 => y` = xx (lnx + 1). 

 Выведем формулу (4.19). Итак, y = arc sin x => sin y = sin arc sin 
x =>  x = sin y. Воспользуемся (4.18):  

22

2

1

1

)arcsin(sin1

1
]sin1[cos

arcsincos

1

cos

1
`

`

1
`

xxxy
y

x
y

y −
=

−
=−=====>= αα

В ряде случаев функциональную зависимость (линию, поверхность) 
удобно задавать в параметрической форме: каждая неизвестная (ко-
ордината точки) представляется функцией параметра t, причём каж-

Примеры: 
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дому значению параметра соответствуют координаты некоторой точ-
ки (значения неизвестных, удовлетворяющих обычному уравнению 

зависимости); ),2)(t(y),1(),t(x ψ=ϕ=  и т.д. (Пример – параметрические 

уравнения прямой в разделе 2.2.1) 
(От параметрического задания функции легко перейти к при-

вычному )x(fy = , исключив из уравнений параметр t – разрешив урав-

нение (1) относительно t и подставив его в (2)). Производная функ-
ции, заданной параметрически, определяется выражением:  

)23.4(
t

t
x

x

y

dx

dy
y

′

′
==′  

Рассмотрим понятие производных высшего порядка. Производ-
ную от функции y = f(x) (ее называют первой), обозначаемую y` = 
f`(x) = dy / dx можно рассматривать как новую (по отношению к f(x)) 
функцию той же переменной. Эта функция, в свою очередь, может 
быть продифференцирована, т.е. найдена первая производная от пер-
вой производной исходной функции f(x); (y`)`=(f`(x))`. Она называет-
ся второй производной, обозначается y`` = f ``(x) = d2y / dx2 и является 
производной высшего (второго) порядка. Очевидно, что таким же об-

разом может быть определена производная n-го порядка (n ∈ Z), обо-
значаемая y(n) = f(n)(x) (n – берется в скобках, чтобы не путать с пока-
зателем степени). Иногда порядок производной обозначают римскими 
цифрами. 

 
Контрольные вопросы 
1. В чём состоит геометрический, механический смысл произ-

водной? 

2. Исходя из определения 
x

y
limу

0x ∆
∆

∆ →
=′  доказать, что ( ) xx

ee =
′

. 

3. Может ли функция иметь производную в точке, в которой она 
разрывна? 

4. Функция в данной точке дифференцируема. Следует ли отсю-
да, что она непрерывна в этой точке? 

5. Сформулируйте общие правила дифференцирования функции 
и напишите формулы дифференцирования основных элементарных 
функций.  

6. Как находится производная сложной функции? 
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7. Как найти производную неявной функции? 
8. Что называют обратной функций? 
9. Как находится производная обратной функции ( )ух ϕ=  для 

данной х=f(х), при каких условиях? 
10. Как находится производная функции, заданной параметриче-

ски? 
11. Дать понятие производных высшего порядка. 

 
4.2. Дифференциал 
 
Если функция y = f(x) дифференцируема на некотором отрезке, 

то производная )x`(f
x

y
lim`y

0x
=

∆

∆
=

→∆
 принимает определенные значения. 

Отношение ∆у/∆х при ∆х → 0 можно представить в виде ,)`( α+=
∆

∆
xf

x

y  

где α → 0 при ∆х → 0. Умножая равенство на ∆х получим ∆у = f `(x) 

∆x + α∆x. В общем случае f `(x) ≠ 0 и произведение f `(x) ∆х есть ве-

личина бесконечно малая одного порядка с ∆х, а α∆х – бесконечно 

малая высшего порядка. Первое из двух слагаемых (f`(x) ∆х) называ-

ют главной частью приращения функции, линейной относительно ∆х, 

или дифференциалом функции и обозначают dy = f `(x) ∆х. 
Пусть у = х. Очевидно, что dy = dx и дифференциал независи-

мого переменного совпадает с приращением и можно записать dy = f 
`(x)dx (4.24). 

Производную функции f `(x) = dy / dx можно рассматривать как 
отношение дифференциала функции к дифференциалу независимой 
переменной. 

То, что в выражении ∆у = dy + α∆x второе слагаемое является 
бесконечно малой более высокого порядка, позволяет в приближен-
ных вычислениях использовать следующий алгоритм: 
∆у ≈ f `(х)∆х => f (х+∆х) – f (х) ≅ f `(x) ∆х => f (x + ∆х) ≅ f(x) + f `(x) ∆х, (4.25) 

причем вычисления тем точнее, чем меньше величина ∆х. 
Пример: Вычислим приближенное значение  sin460; 460 = 450 + 

10 = π/4 + π/180; Из (4.25) очевидно, что sin(x + ∆х) ≈ sin x + ∆х cosx  и  

sin 460 = sin (π/4 + π/180) ≅ sin π/4 + (π/180)cos π/4 ≈ 0,7194.  
Из (4.24) следует, что большинство теорем и формул, относя-

щихся к производной, справедливы и для дифференциалов. Так  



67 

d(u + v) = du + dv  (4.26),   d(uv) = vdu + udv  (4.27)  и т.д. 
Геометрический смысл дифференциала 

легко уяснить из рис. 4.2. Возьмем на кривой 
у = f(x) произвольную точку М(х, у) и прове-

дем касательную. Приращению ∆х аргумента 

соответствует приращение ∆у функции и 

точка М1(х + ∆х, у + ∆у). Из треугольника 

МNT находим NT = MN tg α = ∆х f `(x) = dy 
(по определению дифференциала), т.е. гео-

метрически дифференциал представляет собой  
приращение ординаты касательной к графику функции в точке  
М (х,у). 

Аналогично тому, как определяются производные высших по-
рядков, определяются и их дифференциалы. Дифференциал от диф-
ференциала называют дифференциалом второго порядка (вторым 
дифференциалом) и обозначают d(dy) = dy2. По определению диффе-
ренциала d2y = [f `(x) dx]`dx = f ``(x)(dx)2, так как dx от х не зависит. 
Очевидно, таким же образом определяется дифференциал любого по-
рядка dny = f(n)(x)(dx)n; принято записывая порядок дифференциала 
опускать скобки, т.е окончательно общее выражение примет вид  

dny = f(n)(x)dxn.                                      (4.24') 
 
Контрольные вопросы 
1. Что называют дифференциалом функции? 
2. Где применяется dyу ≈∆  или ( ) xxfy ∆⋅′≈∆ ? 

3. Как находятся дифференциалы высших порядков? 
 
4.3. Теоремы о среднем. Правило Лопиталя. Формула Тейлора 
 
Приведем (без доказательств) несколько теорем, утверждения 

которых играют большую роль в аппарате дифференциального ис-
числения. 

1. Теорема Ролля о корнях производной. Если функция f(x) не-
прерывна на отрезке [a, b], дифференцируема в интервале (а, b) и 
 f(a) = f(b), то в интервале (а, b) найдется хотя бы одно значение  

х = ξ, при котором f `(ξ) = 0. Если  f(a) = f(b) = 0 (частный случай), то 
теорема Ролля означает, что между двумя корнями функции содер-

Рис. 4.2 
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жится хотя бы один корень ее производной. Геометрическое истолко-
вание: если непрерывная на отрезке [a, b] кривая имеет в каждой 

точке касательную, не параллельную оси Оу, и равные ординаты в 

точках а и b, то найдется по крайней мере одна точка ξ (a < ξ < b) 

такая, в которой касательная к кривой параллельна оси Ох (tgα = f 

`(ξ) = 0). 
2. Теорема Лагранжа (о конечных приращениях): Если функция 

f(x) непрерывна на отрезке [a, b] и дифференцируема в интервале (a, 

b), то в этом интервале найдется хотя бы одно значение х =ξ, при 

котором выполяется равенство f(b) – f(a) = (b – a) f `(ξ). 
Геометрический смысл: на дуге АВ непрерывной кривой у = f(x) 

имеющей в каждой точке касательную не параллельную оси Оу 

найдется хотя бы одна точка ξ (a < ξ < b) такая, в которой каса-
тельная параллельна хорде АВ. 

3. Теорема Коши (об отношении приращений двух функций): 

Если функции f(x) и ϕ(x) непрерывны на отрезке [a, b] и дифференци-

руемы в интервале (a, b), причем ϕ`(x) ≠ 0, то в этом интервале 

найдется хотя бы одно значение х = ξ (a < ξ < b) такое, что 

)`(

)`(

)()(

)()(

ξϕ
ξ

ϕϕ
f

ab

afbf
=

−
−

. Теорема Коши позволяет доказать два важных для 

решения задач теории пределов утверждения, известных под названи-
ем правила Лопиталя.  

 

Теорема 1. Пусть функции f(x) и ϕ(x) на некотором отрезке [a, 
b] удовлетворяют условиям теоремы Коши и обращаются в нуль 

точке а т.е.  f(a) = ϕ(a) = 0; тогда, если существует 
)`(

)`(

x

xf
iml

ax ϕ→
, то су-

ществует и 
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x
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iml

ax ϕ→
, причем 

)`(

)`(

)(

)(

x
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iml

x

xf
iml

axax ϕϕ →→
= . Это правило позволя-

ет во многих случаях раскрыть неопределенности вида 0/0 (такие, 
например, как первый замечательный предел), причем: а) теорема 

справедлива и в случае, когда f(x) и ϕ(x) неопределены при х = а, но 

0)( =
→

xfiml
ax

 и 0)( =
→

ximl
ax
ϕ ; б) если f `(a) = ϕ`(a) = 0, а функции f `(x) и 

ϕ`(x) удовлетворяют условиям теоремы Коши, то, применяя правило 

Лопиталя дважды, получим 
)``(

)``(

)(

)(

x

xf
iml

xY

xf
iml

axax ϕ→→
= ; в) процедура (при вы-
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полнении соответствующих условий) может быть повторяема до по-
лучения результата. 

Правило справедливо и в случае 0)( =
∞→

xfiml
x

 и 0)( =
∞→

ximl
x

ϕ . 

 

Теорема 2. Пусть функции f(x) и ϕ(x) удовлетворяют условиям 

теоремы Коши при всех х ≠ а в окресности точки а, ∞=
→

)(xfiml
ax

 и 
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)(ximl
ax
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Это правило позволяет раскрывать неопределенности вида 
∞
∞ . 

Оно справедливо и в случаях: а) А = ∞; б) х → ∞. 
Во многих случаях это правило позволяет раскрыть неопреде-

ленности и других видов, применив предварительно те или иные пре-

образования. Так, неопределенности вида 0 ⋅ ∞ или ∞ – ∞ приводят к 

виду 
0

0  или 
∞
∞  путем алгебраических преобразований данной функ-

ции; в случае неопределенности вида 00, ∞0, или 1∞ следует пролога-
рифмировать данную функцию и найти предел ее логарифма. 

Примеры:  
1. Неопределенность вида  
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2. Неопределенность вида 00: ( ) x
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Обозначим ( ) x
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Формула Тейлора. Нередко вычисление значений функции y = 

f(x) при конкретных значениях х оказывается затруднительным. Один 
из эффективных приемов в этом случае – замена функции степенным 
многочленом (полиномом) вида: Pn(x – a) = C0 + C1(x – a) + C2(x – a)2 + 
… + Cn(x – a)n (1) значение которого при х = а равно значению функ-
ции f(а). Если функция y = f(x) дифференцируема (n + 1) раз в неко-
торой окрестности точки а, то коэффициенты Сi можно определить 
так: потребуем, чтобы в точке а выполнялись условия )()()(

)( аPf
i

n
i

a = , т.е. 

чтобы в точке а были равны значения соответствующих производных. 
Получим: 

f(а)= C0; f `(a) = C1; f ``(a) = 2C2 = C2 ⋅2! …… ; f(n)(a) = Cn ⋅ n! 

где n! = n(n –2)(n –3) … (n – k) … 3 ⋅ 2 ⋅ 1 (символ n! называется n – 
факториал). Отсюда легко находятся все  

!

)(
)(

i

f
C

i
a

i = .                                            (4.29) 

Подставив в (1) получим:  

n

n

n ax
n

af
ax

af
axafafxP )(

!

)(
...)(

!2

)`(
))(`()()(

)(

2 −++−+−+=                 (4.30) 

Очевидно, что совпадая при х = а, в других точках значения f(х) 
и Рn(x) отличаются. Обозначив это отличие через Rn(x) = f(x) – Pn(x) 
получим: 
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Величину Rn(x) называют остаточным членом. Для значений х, 
при которых остаточный член мал, многочлен Рn(x) дает приближен-
ное значение f(x). Оценить величину Rn(x) при различных х позволяет 
выражение  

)1(
)(

1

)!1(

)(
)( +

+

+
−

= n
n

n f
n

ax
xR ξ , где a < ξ < x                   (4.32).  

(Форма Лагранжа для остаточного члена). Величину ξ можно 

представить в виде: ξ = а + θ(х – а), где 0 < θ < 1 и тогда (4.32) примет 
вид  

)1(
)]([

1

)!1(

)(
)( +

−+

+

+
−

= n

axa

n

n f
n

ax
xR θ                             (4.32`) 

(Очевидно, что, если х расположено в достаточно малой окрест-
ности а. величина Rn при достаточно большом n может быть доста-
точно мала, чтобы обеспечить требуемую точность). 

Выражение (3.31), называется формулой Тейлора. Частный слу-

чай ее при а = 0  n

n

n

Rx
n

f
x

f
x

f
fxf +++++=
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)1(
)(

1

)!1(
)( +

+

+
= n

x

n

n f
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x
xR θ , 0 < θ < 1 называется формулой Маклорена. Исполь-

зуя правила дифференцирования, несложно получить разложения 
многих функций по формуле Маклорена. Приведем некоторые из них: 

1
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Формула Тейлора может быть применена и для раскрытия не-

определенностей вида 
0

0
 и 

∞
∞

. Функции в числителе и знаменателе 

дроби «раскладываются» по формуле Тейлора и, после некоторых 
преобразований, предел вычисляется. 
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Пример:  
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 сокращается; все члены сумм в 

числителе и знаменателе содержание х (включая остаточные члены в 
(4.34) и (4.35)) в пределе равны нулю) = 1. 

 
Контрольные вопросы 

1. Какую роль играют в аппарате дифференциального исчисле-
ния теоремы Роля, Лагранта, Коши? 

2. Можно ли применять правило Лопиталя при неопределённо-
сти вида 0; ∞ ? 

3. Можно ли с помощью формулы Тейлора приближённо пред-
ставить (аппроксимировать) произвольную функцию f(x) в виде мно-
гочлена? 

4. Как выглядит формула Маклорена? 
5. Можно ли с помощью формулы Тейлора для раскрытия не-

определённостей вида 
0

0  и 
∞
∞ ? 

 
4.4. Исследование функций с помощью производных 
 
1. Выяснить, является ли функция возрастающей (убывающей) 

и найти области возрастания (убывания) функции можно, используя 
теоремы: 

Если функция f(x), имеющая производную на отрезке [a, b] воз-
растает на этом отрезке, то ее производная на отрезке [a, b] неот-

рицательна, т.е.  f `(x) ≥ 0. 
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Если функция f(x) непрерывна на отрезке [a, b] и дифференци-
руема в интервале (a, b), причем f `(x) > 0 для a < x < b, то эта функ-

ция возрастает на отрезке [a, b]. 

Если f(x) убывает на отрезке [a, b], то f `(x) ≤ 0 на этом отрез-

ке. 

Если f `(x) < 0 в интервале (a, b), то f(x) убывает на отрезке  

[a, b]. 
Полагаем, что f(x) непрерывна на [a, b] и дифференцируема на 

(a, b). 
Геометрическая интерпретация: если функция возрастает, то ка-

сательная к ее графику образует острый угол с осью Ох; если функ-
ция убывает – угол наклона касательной – тупой. 

 
2. Экстремумы. Говорят, что функция f(x) имеет максимум 

(max) в точке х0, если значение функции в этой точке больше, чем 
значения во всех точках малой окресности ее, т.е. если при достаточ-
но малом h > 0 выполняются неравенства: f(x0 – h) < f(x0) и f(x0 + h) < 
f(x0). 

Функция f(x) имеет минимум (min) в точке х0, если значение 
функции в этой точке меньше, чем значения во всех точках малой 
окрестности ее, т.е. если при достаточно малом h > 0 выполняются 
неравенства:  

f(x0 – h) > f(x0) и f(x0 + h) > f(x0).  
Максимум (минимум) функции называется ее экстремумом. 

Точки максимума (минимума) – точками экстремума функции. 
Рассмотрим метод отыскания экстремумов. 
Необходимое условие существования экстремума можно сфор-

мулировать так: Если функция f(x) в точке х0 имеет экстремум, то 

производная f `(x0) обращается в нуль или не существует. 
Это означает, что функция может иметь экстремум только в 

этих точках, но может и не иметь его в них. Точки эти (в которых 
производная равна нулю или не существует) называются критически-
ми точками первого рода. 

Достаточное условие экстремума можно сформулировать так: 
Если х0 – критическая точка функции f(x) и при произвольном 

достаточно малом h > 0 выполняется неравенство f `(x0 – h) > 0,  
f `(x0 + h) < 0, то функция f(x) имеет в точке х0 максимум; если  
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у 

х 

а) в) 

+ 

f `(x0 – h) < 0, a f `(x0 + h) > 0, то функция f(x) в точке х0 имеет ми-

нимум. (Если знаки f `(x0 – h) и f `(x0 + h) одинаковы, то функция f(x) 
в точке х0 экстремума не имеет). (Наличие экстремума можно опреде-
лить и с помощью второй производной. Если 0)( 0 =′ xf , a ,0)( 0 ≠′′ xf  то 

)(xf  в точке 0x  имеет экстремум- max, если 0)( 0 <′′ xf  и min, если 

0)( 0 >′′ xf .) 

Отметим, что: а) функция, определенная на отрезке, может до-
стигать экстремума только во внутренних точках этого отрезка; б) 
экстремум функции не обязательно является наибольшим (наимень-
шим) значением функции на рассматриваемом отрезке. 

3. Наибольшее и наименьшее значения функции, непрерывной 
на отрезке [a, b] можно отыскать, выбрав их из значений функции на 
концах и в критических точках внутри этого отрезка. 

4. Выпуклость и вогнутость графика функции. 
Говорят, что кривая y = f(x) выпукла на интервале (a, b), если 

все точки ее лежат ниже любой ее касательной, проведенной на этом 
интервале, (вогнутой – если все ее точки лежат выше любой каса-
тельной, проведенной на этом интервале). Условия выпуклости (во-
гнутости) графика функции на интервале (a, b) можно сформулиро-
вать так: Если во всех точках интервала (a, b) вторая производная 
функции f(x) отрицательна, т.е. f ``(x) < 0, то кривая y = f(x) на этом 

интервале выпукла; если вторая производная положительна, т.е.   

 f ``(x) > 0 – кривая вогнута. 

Выпуклость и вогнутость графика 
функции наглядно иллюстрируются 
удобным для запоминания “правилом 

дождя”, поясняемым рис. 4.3. Заключа-
ется оно в следующем: если вторая про-
изводная отрицательна, то говорят, что 
“нет дождя” – случай а) на рисунке, 
кривая y1 = f1(x) – выпукла, «струи до-
ждя» скатываются с выпуклой кровли и 
под ней сухо. 

Если вторая производная положительна, то говорят, что «есть 
дождь» – случай б) на рисунке – кривая y2 = f2(x) вогнута и «струи 
дождя» собираются в чаше. 

Рис. 4.3 
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Точка, отделяющая вогнутую часть графика от выпуклой, назы-
вается точкой перегиба. Можно доказать справедливость утвержде-
ния: Если f ``(а) = 0 или  f ``(a) не существует и при переходе через 

значение х = а, f ``(x) меняет знак, то точка кривой y = f(x) с абсцис-
сой х = а есть точка перегиба. 

В этой формуле объединены необходимое (равенство нулю или 
«несуществование» второй производной в некоторой точке) и доста-
точное (перемена знака второй производной) условия наличия точки 
перегиба. 

Точки, в которых выполняются указанные необходимые усло-
вия, называются критическими точками второго рода. 

Отметим, что интервалы выпуклости и вогнутости могут быть 
разделены и точкой разрыва функции, не являющейся точкой переги-
ба. 

5. Асимптоты. Прямая L называется асимптотой кривой y = 
f(x), если расстояние точки М(х, у) кривой от прямой L стремится к 
нулю при неограниченном удалении этой точки по кривой от начала 
координат (т.е. при стремлении хотя бы одной из координат точки к 
бесконечности). 

Прямая х = а является вертикальной асимптотой кривой y = 
f(x), если ∞=

→
)(lim xf

ax
 или −∞=

→
)(lim xf

ax
 (подразумевается, что исследуют-

ся и левый и правый пределы, т.е. )(lim
0

xf
ax −→

и )(lim
0

xf
ax +→

). 

Прямая у = b является горизонтальной асимптотой кривой y = 
f(x), если существует предел bxf

x
=

∞→
)(lim или bxf

x
=

−∞→
)(lim . 

В общем случае кривая может иметь и наклонную асимптоту, 
уравнение которой можно записать в виде y = kx + b. Определим зна-
чения k и b с помощью рис. 4.4 М(х, у) – точка на кривой, N(x, y) – 
точка на асимптоте. Отрезок МР – расстояние от точки М до асимп-

тоты. По определению 0lim =
∞→

MP
x

. Из тре-

угольника MNP определим 
ϕcos

MP
NM = . Так 

как ϕ = arctg к – постоянная, то 

0MNlimcoscosMNlimMPlim
xxx

=ϕ=ϕ=
∞→∞→∞→

 и 0MPlim
x

=
∞→

. 

Но NM = |y – y| = |f(x) – (kx +b)|, откуда 

0]bkx)x(f[lim
x

=−−
∞→

.  Вынесем х за скобки: 
Рис.4.4 
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0]
x

b
k

x

)x(f
[xlim

x
=−−

∞→
. При постоянном b 0

x

b
lim
x

=
∞→

, и, следовательно, 

0]k
x

)x(f
[lim

x
=−

∞→
, откуда 

x

xf
k

x

)(
lim

∞→
= . Зная k находим b: ])([lim kxxfb

x
−=

∞→
. Та-

ким образом прямая y = kx + b является наклонной асимптотой кри-
вой y = f(x), если существуют пределы  

x

xf
k

x

)(
lim
∞→

=       (4.36)     и    ])([lim kxxfb
x

−=
∞→

   (4.37) 

или 
x

xf
k

x

)(
lim
−∞→

=  (4.36`) и ])([lim kxxfb
x

−=
−∞→

  (4.37`). 

(Если хотя бы один из каждых двух пределов не существует, то кри-
вая наклонных асимптот не имеет). 

Рекомендуемая схема построения графиков по характерным 
точкам: 

1. Найти область определения функции. 
2. Исследовать функцию на четность и нечетность. 
3. Найти точки пересечения графика функции с осями коорди-

нат. 
4. Исследовать функцию на непрерывность, найти (если они су-

ществуют) точки разрыва и установить характер разрыва; найти 
асимптоты кривой. 

5. Найти интервалы возрастания и убывания функции и ее экс-
тремумы. 

6. Найти интервалы выпуклости и вогнутости кривой и точки ее 
перегиба. 

Отметим, что иногда порядок исследования целесообразно вы-
бирать, исходя из особенностей функции. Может быть пополнен и 
перечень исследуемых характеристик (например вопросом о перио-
дичности функции). 

 
Контрольные вопросы 
1. Как найти интервалы возрастания и убывания функции? 
2. Что называют точками экстремума функции и как находятся? 
3. Как найти наибольшее и наименьшее значение функции? 
4. Как найти интервалы выпуклости, вогнутости графика функ-

ции, точки перегиба? 
5. Что называют асимптотой кривой y=f(x)? 
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4.5. Элементы дифференциальной геометрии 
 

Углом смежности дуги плоской линии называют угол ϕ между 
касательными, проведёнными к этой линии на концах дуги. Отноше-

ние угла смежности ϕ к длине дуги S называют средней кривизной ду-

ги S
кср

ϕ= . Кривизной линии в данной точке называют предел сред-

ней кривизны при неограниченном сближении концов дуги 
S

к
S

ϕ
0

lim
→

= . 

(Очевидно, что кривизна прямой равна 0, окружности (радиуса r) 

r

1
− ). Если линия задана своим уравнением )(xfу = , то ;

))(1( 32
y

y
к

′+

′′
=    

в полярных координатах: )(ϕρ f= , ;
))((

)(2

322

22

ρρ

ρρρρ

′+

′′−′+
=к  параметриче-

ски: ),(),( tyytхх ==  .
))()(( 32'2'

''''''

tt

tttt

yx

xyyx
к

+

−
=  Радиусом кривизны называ-

ют величину, обратную кривизне: к
R 1= ; окружностью кривизны 

данной линии в точке В предельную окружность проходящую через 

точки А, В, С кривой при ВА→  и .ВС→  Радиус окружности кри-
визны равен радиусу кривизны, а центр этой окружности называют 
центром кривизны. (Он находится на нормали к линии в точке В в 
сторону вогнутости линии). 

Координаты ζ  и η центра кривизны линии )(xfу =  определяют-

ся соотношениями 
y

))y(1(y
x

2

′′

′+′
−=ζ  и η=у+

y

)y(1 2

′′

′+
. Геометрическое ме-

сто центров кривизны линии называют её эволютой.  
Если кривые )x(f  и )x(ϕ  имеют общую точку М(х0,у0), а каса-

тельные к ним в этой точке не совпадают, т.е. )x()x(f 00 ϕ= , но 

)x()x(f 00 ϕ′≠′ , то говорят, что кривые пересекаются в этой точке. Если 

кривые имеют общую точку и касательные к ним в этой точке совпа-
дают, т.е. )x()x(f 00 ϕ=  и )x()x(f 00 ϕ′=′ , то говорят, что кривые касаются в 

точке М. Если же в общей для кривых точке равны все их производ-
ные до порядка n включительно, то говорят, что кривые имеют каса-
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ние n-го порядка. (Если 2n ≥ , то кривые имеют в этой точке общую 
касательную и одинаковую кривизну). 

Пространственную кривую можно задать параметрическими 
уравнениями )t(zz),t(yy),t(xx ===  (пример – параметрические урав-

нения прямой в разделе 1.7.1) или векторным уравнением 

кtzjtyitxr )()()( ++= . Это уравнение задаёт r  как вектор – функцию 

скалярного аргумента t, т.е. ).t(rr =  Соответствующую кривую назы-

вают годографом вектора r .  
Производная вектор – функции по скалярному аргументу t – но-

вая вектор-функция, определяемая равенством 
t

r
lim

dt

rd
r

0t

'

t

∆

∆
==

→∆
 и может 

вычисляться по формуле кzjyixr tttt ⋅+⋅+⋅= ''''

. Она определяет век-

тор, направленный по касательной к годографу в сторону возрастания 

параметра t. (Если t- время, то 
'

tr - скорость, а 
''

tr - ускорение конца век-
тора). 

Правила дифференцирования вектор – функции скалярного ар-
гумента:  

1.Если 321 rrrr ++= , то 
'

3

'

2

'

1

'

t rrrr ++= . 

2.Если с - постоянный вектор, то 0
'

=tс . 

3.Если )t(λ=λ  (скалярная функция t), то ( ) '

t
'
t rrr λ+λ=

′
λ . 

4. ( ) '
212

'

1

'

t21 rrrrrr ⋅+⋅=⋅ . 

5. ( ) '

212

'

1

'

t21 rrrrrr ×+×=× . 

Уравнения касательной к кривой кtzjtyitxr ⋅+⋅+⋅= )()()(  в 

точке М0(х0,у0,z0)  

имеют вид: 
'
0

0

'
0

0

'
0

0

z

zz

y

yy

x

xx −
=

−
=

−
, где '

0
'
0

'
0 z,y,x - производные 

функций )t(z),t(y),t(x  в точке 0t . 

Уравнение нормальной плоскости, проходящей через точку ка-
сания перпендикулярно касательной, имеет вид: 

.0)zz(z)yy(y)xx(x 00
'
00

'
0 =−+−+−  

Дифференциал дуги пространственной кривой 

dt)z()y()x(ds 2'
t

2'
t

2'
t ++= . 

В произвольной точке пространственной кривой )t(rr =  можно 

провести три ортогональных единичных вектора: касательной 
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'

t

'

t

r

r

ds

rd
==τ , главной нормали 

'
s

'

s

τ

τ
=ν  и бинормали ν×τ=β  (им соответ-

ствуют вектора касательной ,rT
'

t=  бинормали 
''

t

'

t rrB ×=  и главной нор-

мали TBN ×= ). 
Плоскость, содержащую τ  и ν  называют соприкасающейся, со-

держащую ν  и β - нормальной, β  и τ - спрямляющей. Трёхгранник с 

вершиной в точке М, образованный этими тремя плоскостями, назы-
вают сопровождающим трёхгранником пространственной кривой. Её 

кривизной в точке М называют число 
S

k
S ∆

=
→∆

ϕ
0

lim , где ϕ - угол поворота 

касательной (угол смежности) на дуге S,MN ∆ - длина этой дуги. 
3''''

: ttt rrrk ×= . 

Кручением кривой в точке М называют число 
S

lim
0S ∆

θ∆
=σ

→∆
, где θ - 

угол поворота бинормали (угол смежности второго рода) на дуге 

.rr:)rrr(,MN
2''

t

'

t

'''

t

''

t

'

t ×⋅⋅=σ  

 
Контрольные вопросы 
1. Что называют углом смежности дуги плоской линии? 
2. Какую величину называют радиусом кривизны, окружностью 

кривизны, центром кривизны? 
3. Что является вектором – функцией скалярного аргумента? 
4. Как выглядит уравнение касательной и кривой 

( ) ( ) ( )ktzjtyitxr ++=  в точке М0 (х0; у0;z0)? 

5. Что называют кручением кривой в точке? 
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Глава 5. ФУНКЦИИ НЕСКОЛЬКИХ ПЕРЕМЕННЫХ 
 

5.1. Основные определения. Частные производные. Диффе-
ренциалы 

 
Представление о функции нескольких переменных могут дать 

простые примеры. Площадь прямоугольника S = xy. Если длины сто-
рон х и у рассматривать как независимые переменные, то S – функция 

этих переменных. Площадь треугольника ϕ= sinxy
2

1
S (х и у – стороны 

треугольника, ϕ – угол между ними) можно рассматривать как функ-
цию трех независимых переменных. 

Если каждой паре значений независимых друг от друга пере-
менных величин х и у из некоторой области D соответствует опреде-
ленное значение величины z, говорят, что z есть функция независи-
мых переменных х и у, определенная в области D. Символическая за-

пись: z = f(x, y), ϕ(x, y) и т.д. 
Областью определения D функции называют совокупность зна-

чений х и у, при которых функция z = f(x, y) существует. Геометриче-
ски это некая совокупность точек плоскости хОу, в простейшем слу-
чае часть ее, ограниченная замкнутой кривой (точки этой линии могут 
принадлежать (замкнутая), или не принадлежать (открытая) области 
определения). Геометрическое представление функции z = f(x, y) – 
поверхность в трехмерном пространстве. (Простейший случай – 
плоскость, уравнение которой можно представить в виде: z = py + qx 
+ t, (см. (2.25)). 

Аналогично определяется функция произвольного числа пере-
менных (исключая вопрос о геометрической интерпретации). Далее, 
без потери общности, будем рассматривать функцию двух перемен-
ных. 

Наглядное представление о геометрической интерпретации 
функций двух и трёх независимых переменных z=f(x,y) и u=f(x,y,z) 
могут дать линии и поверхности уровня соответственно. Линией уров-
ня функции z=f(x,y) называется линия f(x,y) = с на плоскости хОу, в 
точках которой функция сохраняет постоянное значение. Примеры: 
линии уровня на географических картах, позволяющие получить 
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представление о рельефе местности, изобары и изотермы в физике и 
метеорологии и т.д. 

Поверхностью уровня функции u=f(x,y,z) называется поверх-
ность f(x,y,z)=с, в точках которой функция сохраняет постоянное зна-
чение u = с. Позволяют, например, получить представление о распре-
делении (поле) температур в части пространства (материальном теле). 

Если одной из независимых переменных дать некоторое прира-
щение, то, в общем случае, получит приращение и функция. Величи-

ны: ∆xz = f(x + ∆x, y) – f(x, y) и ∆уz = f(x, у +∆y) – f(x, y) называют 
частными приращениями функции. 

Величина ∆z = f(x + ∆x, y + ∆y) – f(x, y) (обе независимых пере-

менных получают приращения ∆х и ∆у) называется полным прираще-

нием. 
Окрестностью радиуса r точки М0(х0, у0) называют совокуп-

ность всех точек (х, у), удовлетворяющих неравенству 

ryyxx <−+− 2
0

2
0 )()(  (всех точек, лежащих внутри круга радиуса r с 

центром в точке М0). 
Пусть дана функция z = f(x, y) определенная в области D, и точ-

ка   М0(х0, у0), лежащая в области D или на ее границе. 
Число А называется пределом функции f(x, y) при стремлении 

точки  М(х, у) к точке М0(х0, у0), если для всякого ε > 0, найдется та-

кое r > 0, что для всех точек М(х, у), для которых выполняется нера-

венство ММ0 < r, справедливо неравенство |f(x, y) – A| < ε. Символи-

ческая запись: Ayxf

yy
xx

=
→
→

),(lim

0

0

. Функция  z = f(x, y) называется непре-

рывной в точке М0(х0, у0), если ),(),(lim 00

0

0

yxfyxf

yy
xx

=
→
→

, причем точка М(х, 

у) стремится к точке М0(х0, у0) произвольным образом, оставаясь в 

области определения функции. Функция, непрерывная в каждой точке 
некоторой области, непрерывна в области. 

Частной производной по х от функции z = f(x, y) называется 

предел отношения частного приращения ∆хz к приращению ∆х при 

∆х → 0, т.е. 
x

yxfyxxf

x

z

x

f

x

z
yxfz

x

x

x
xx ∆

−∆+
=

∆

∆
=

∂
∂

=
∂
∂

==
→∆→∆

),(),(
limlim),(``

00
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Аналогично определяется частная производная по у: 

y

yxfyyxf

y

z

y

f

y

z
yxfz

y

y

y
yy ∆

−∆+
=

∆

∆
=

∂

∂
=

∂

∂
==

→∆→∆

),(),(
limlim),(``

00
. 

Вычисляются производные по каждой переменной с помощью 
известных уже приемов, причем другая переменная полагается по-
стоянной. 

Рассмотрим полное приращение функции ∆z = f(x + ∆x, y + ∆y) – 
f(x, y) в предположении, что функция f(x, y) в точке х, у имеет непре-
рывные частные производные. 

Аналогично тому, как это было сделано для функции одной пе-
ременной, полное приращение можно представить в виде: 

yxy
y

z
x

x

z
z ∆+∆+∆

∂
∂

+∆
∂
∂

=∆ 21 γγ  (1), где γ1 и γ2 стремятся к нулю, если ∆х и 

∆у стремятся к нулю. 

Сумма первых двух слагаемых линейна относительно ∆х и ∆у и 

при z`x ≠ 0 и z`y ≠ 0 представляет собой главную часть приращения, 

отличаясь от ∆z на бесконечно малую высшего порядка относительно 

∆х и ∆у. Такая функция называется дифференцируемой в данной точ-
ке, а линейная часть приращения называется полным дифференциа-

лом и обозначается dz или df. 
Таким образом, если функция f(x, y) имеет непрерывные част-

ные производные в данной точке, то она дифференцируема в этой 
точке и имеет полный дифференциал    

dz = fх` (x, y) ∆x + fу`(x, y) ∆y                       (5.1)  

или dy
y

f
dx

x

f
dz

∂
∂

+
∂
∂

=  (5.1`), где dx = ∆x и dy = ∆y называют дифферен-

циалами независимых переменных. Как и в случае функции одной 
переменной, дифференциал можно применить для приближенного 
вычисления функции с помощью равенства, легко получаемого из (1):  

y
y

yxf
x

x

yxf
yxfyyxxf ∆

∂
∂

+∆
∂

∂
+≈∆+∆+

),(),(
),(),(              (5.2) 

(с точностью до бесконечно малых высшего порядка относительно ∆х 

и ∆у). 
 

Производные сложной и неявной функций 

Пусть z = F(u, v), где u = f(x, y) и v = ϕ(x, y). Функция F(u, v) – 
сложная функция двух независимых переменных. Предположим, что 
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функции F(u, v), f(x,y) и ϕ(x, y) имеют непрерывные частные произ-
водные по всем своим аргументам. Можно показать, что в этом слу-
чае частные производные от функции F(u, v) по х и у определяются 
выражениями: 










∂
∂

⋅
∂
∂

+
∂
∂

⋅
∂
∂

=
∂
∂

∂
∂

⋅
∂
∂

+
∂
∂

⋅
∂
∂

=
∂
∂

y

v

v

F

y

u

u

F

y

z

x

v

v

F

x

u

u

F

x

z

                               (5.3) 

Если функция двух независимых переменных задана уравнени-
ем   F(x, y) = 0 (2) (неявная функция), причем функции F(x, y), Fx`(x, 
y) и Fy`(x,y) непрерывны в некоторой r окрестности точки (х, у), ко-

ординаты которой удовлетворяют уравнению (2), а Fy`(x,y) ≠ 0 в этой 

точке, то функция у от х имеет производную 
),(`

),(`
`

yxF

yxF
y

y

x
x

−
=   (5.4). 

В случае неявной функции трех независимых переменных, за-
данной уравнением F(x, y, z) = 0 (2`) аналогичные соотношения поз-
воляют найти частные производные функции z(x, y), определяемой 
уравнением (2`): 

z

F

y

F

z

z

F
x

F

z yx

∂
∂
∂
∂

−=

∂
∂
∂
∂

−= `;`                               (5.4`). 

Пример: найти частные производные неявной функции х2 + у2 + 

z2 – R2 = 0. Используя (5.4`) получим 
z

y

y

z

z

x

z

x

x

z
−=

∂
∂

−=−=
∂
∂

;
2

2
. 

 
Производные и дифференциалы высших порядков определяются, 

по сути, так же, как и для функции одной переменной. 
Вторые частные производные (частные производные от частных 

производных) обозначаются:  

xx2

2

``z)
x

z
(

xx

z
=

∂

∂

∂

∂
=

∂

∂
 (5.5). xyz

x

z

yxy

z
``)(

2

=
∂
∂

∂
∂

=
∂∂

∂  (5.5`) 

yxz
y

z

xyx

z
``)(

2

=
∂
∂

∂
∂

=
∂∂

∂    (5.5``)    yyz
y

z

yy

z
``)(

2

2

=
∂
∂

∂
∂

=
∂
∂   (5.5```) 

В (5.5) функция дважды дифференцируется по х, в (5.5') – сна-
чала по х, потом по у, в (5.5")- сначала по у, потом по х и в (5.5"')- 
дважды по у. 
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Аналогично находятся производные высших порядков, обозна-

чаемые 
pnp

n

yx

z
−∂∂

∂ , где n – номер порядка, р – число дифференцирова-

ний по х, а n – p число дифференцирований по у. Отметим, что если 
функция z = f(x, y) и ее частные производные определены и непре-
рывны в точке М(х, у) и некоторой ее окрестности, то в этой точке 

)````(
22

yxxy ff
xy

f

yx

f
=

∂∂
∂

=
∂∂

∂ . 

Это же утверждение, при выполнении соответствующих усло-
вий, справедливо для производных любых порядков т.е. 

ppn

n

pnp

n

xy

f

yx

f

∂∂

∂
=

∂∂

∂
−−

 и для функции любого числа переменных, например 

xzy

u

xyz

u

zyx

u

∂∂∂
∂

=
∂∂∂

∂
=

∂∂∂
∂ 333

 т.е. смешанные производные, отличающиеся 

лишь последовательностью дифференцирования, равны между собой, 
если они непрерывны. 

 
Дифференциалом второго порядка от функции z = f(x, y) назы-

вается дифференциал от ее полного дифференциала, т.е.  

2

2

22
2

2

2
2 dy

y

z
dxdy

yx

z
2dx

x

z
)dz(dzd

∂

∂
+

∂∂

∂
+

∂

∂
== .                  (5.6) 

Аналогично может быть найден дифференциал произвольного 
порядка. 

 
Контрольные вопросы 
1. Что называется линией уровня, поверхностью уровня функ-

ции u=f(x,y,z)? 
2. Как определяются частные производные функции z=f(x,y)? 
3. Что называют полным дифференциалом функции z=f(x,y)? 
4. Как находятся производные сложной и неявной функции двух 

независимых переменных? 
5. Что называется дифференциалом второго порядка от функции 

z=f(x,y)? 
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5.2. Касательная плоскость и нормаль к поверхности. Гео-
метрический смысл полного дифференциала 

 
Пусть поверхность задана уравнением F(x, y, z) = 0. Прямая 

называется касательной к поверхности в точке М0(х0, у0, z0), если она 
является касательной к какой – либо кривой, лежащей на поверхности 
и проходящей через точку М0. Если в точке М0 все три производные 
Fx`, Fy`, Fz` равны нулю или хотя бы одна из них не существует, то 
точка М0 называется особой точкой поверхности. Если в точке М0 все 
три производные существуют и непрерывны, причем хотя бы одна из 
них отлична от нуля, то точка М0 называется обыкновенной точкой 
поверхности. Можно показать, что все касательные прямые к данной 
поверхности в ее обыкновенной точке лежат в одной плоскости, 
называемой касательной плоскостью к поверхности в точке М0. (В 
особых точках поверхности касательная плоскость может не суще-
ствовать). 

Касательная плоскость перпендикулярна вектору 

k
z

F
j

y

F
i

x

F
N

∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

=  и её уравнение имеет вид:     

 
Fx`(x – x0) + Fy`(y – y0) + Fz`(z -z0) = 0.                 (5.7) 

 
Если уравнение поверхности задано в виде z = f(х, y), то уравне-

ние касательной плоскости примет вид:  z – z0 = fx`(x – x0) + fy`(y – y0) 
(5.7`). 

Прямая, проведенная через точку М0(х0, у0, z0) поверхности пер-
пендикулярно касательной плоскости, называется нормалью к поверх-

ности. Ее направление определяется вектором N и канонические 
уравнения примут вид:  
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а если уравнение поверхности задано в виде z = f(x, y), то  
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Обсудим геометрический смысл частных производных и полно-
го дифференциала функции z = f(x, y) (F(x, y, z) = 0). Проведем через 
точку  Р(х0, у0, z0) плоскость х = х0. 
В сечении ее поверхностью (рис. 
5.1) получим линию. Если дать 

приращение ∆y = MN = PТ` пере-
менной у (при неизменном х), 

функция получит приращение ∆yz = 
TT`. Очевидно, предел 

βtg
y

z

y

z

y
=

∂
∂

=
∆
∆

→∆ 0
lim , где β – угол, образу-

емый касательной PВ к кривой PТ в 
точке Р0 с положительным направлением оси Оу. Аналогично, 

αtg
x

z
=

∂
∂ , где α – угол, образуемый касательной к  сечению поверхно-

сти z = f(x, y) плоскостью у = у0 с положительным направлением оси 

Ох. Если в (5.7') положим х –х0 =∆х, у – у0 = ∆у, то оказывается, что 
правая часть ее – полный дифференциал функции z = f(x, y) и z – z0 = 
dz, т.е. полный дифференциал функции двух переменных в точке 

М(х, у), соответствующий приращениям ∆х и ∆у независимых пере-
менных х и у, равен соответствующему приращению аппликаты z 
плоскости касательной к поверхности z = f(x, y). 

 
Контрольные вопросы 
1. Какая точка называется особой точкой поверхности? 
2. Какая плоскость называется касательной к поверхности в точ-

ке? 
3. Что называется нормалью к поверхности? 
4. В чём состоит геометрический смысл частных производных и 

полного дифференциала функции z=f (x,y)? 

 
5.3. Скалярное поле. Производная по направлению. Градиент 
 
Пусть в пространстве (х, у, z) есть область D, в которой задана 

функция  u = u(x, y, z). В этом случае говорят, что в области D задано 
скалярное поле, т.е. каждая точка из этой области хaрактеризуется 
скаляром (числом) u, однозначно связанным с ее координатами. (Если 

Р → М0; Т/ → T// 

М → М0; N → T/ 

Рис. 5.1 
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u = f(x, y, z) определяет температуру в точке М (х, у, z) – поле темпе-
ратур и т.п.). 

Проведем из точки М обла-

сти D (рис. 5.2) вектор s, 
направляющие косинусы которо-

го cosα, cosβ, cosγ (α, β, γ – углы 
наклона вектора к осям Ох. Оу, 
Оz). Возьмем на s точку М1 (х + 

∆х, у + ∆у, z + ∆z).  Расстояние 

ММ1  определится   выражением 222
zyxs ∆+∆+∆=∆ . Полагаем,  что 

функция и ее производные по х, у, z непрерывны  в  области  D.  Пол-

ное приращение функции  представим  как ∆u = ux` ∆x + uy` ∆y + uz` 

∆z + ε1∆x + ε2∆y + ε3∆z (1) где ε1, ε2, ε3 стремятся к нулю при ∆s → 0. 

Разделим все члены (1) на ∆s: 
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Очевидно, что γ=
∆

∆
β=

∆

∆
α=

∆

∆
cos

s

z
,cos

s

y
,cos

s

x
 и (2) можно записать 

в виде: γεβεαεγβα coscoscoscoscoscos 321 +++
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

=
∆
∆

z

u

y

u

x

u

s

u (3). в точке 

(x,y,z) 

Предел отношения ∆u / ∆s при ∆s → 0 называется производной 

от функции u = f(x, y, z) в точке (х, у, z) по направлению вектора s и 

обозначается 
s

u

∂
∂ ; 

s

u

s

u

s ∂
∂

=
∆
∆

→∆ 0
lim   (4). Переходя к пределу в (3) получим: 

γβα coscoscos
z

u

y

u

x

u

s

u

∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

=
∂
∂                    (5.9) 

Зная частные производные легко найти производную по любому 

направлению s. (Сами частные производные являются производны-

ми по направлению векторов i, j, k). 
Градиентом функции u = f(x, y, z) в точке M(x, y, z) называется 

вектор, проекции которого на оси координат являются значениями 
частных производных функции в этой точке:   

k
z

u
j

y

u
i

x

u
ugrad

∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

=                                (5.10)  

Таким образом каждой точке области D задания функции u со-
ответствует градиент grad u, т.е. в области D определено векторное 
поле градиентов. Можно показать, что если в области D задано ска-

Рис 5.2 
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лярное поле u = u(x, y, z) и в нем определено поле градиентов (5.10), 

то 
s

u

∂
∂ (производная по направлениюs) равняется проекции вектора 

grad u на вектор s, т.е.   

s

u
sugrad

∂
∂

=⋅ 0
,                                   (5.11) 

откуда, обозначив через ϕ угол между s и grad u, получим 

s

u
ugrad

∂
∂

=⋅ ϕcos||    5.11`)  или  
s

u
ugradпрS ∂

∂
= .  (5.11``) 

Отметим важное свойство градиента – производная в данной 

точке по направлению вектора s имеет наибольшее значение и равна 

|grad u|, если направлениеs совпадает с направлением градиента. 
 
Контрольные вопросы 
1. Какое поле называется скалярным? 
2. Как находится производная от функции u=f(x,y,z) в точке 

(x,y,z) по направлению вектора s ? 
3. Что называют градиентом функции (поля) u=f(x,y,z) в точке 

(x,y,z)? 
 

5.4. Экстремум функции двух независимых переменных 
 
Говорят, что функция z = f(x, y) имеет максимум в точке М0(х0, 

у0), если f(x0, y0) > f(x, y) и минимум, если f(x0, y0) < f(x, y) для всех 
точек, достаточно близких к М0 и отличных от нее. Максимум и ми-
нимум называют экстремумами функции. Экстремумы можно опре-

делить и иначе: Положим х = х0 + ∆х и у = у0 + ∆у, тогда f(х + ∆х, у + 

∆у) – f(х0, у0) = ∆f. Если ∆f > 0 при всех достаточно малых прираще-
ниях независимых переменных, то функция f(x, y) достигает миниму-

ма в точке М0. Если ∆f < 0 при всех достаточно малых приращениях 
аргументов, то функция f(x, y) достигает максимума в точке М0. 

Определения эти справедливы для функций любого числа пере-
менных. Необходимое условие экстремума можно сформулировать 
так: 

Если функция z = f(x, y) достигает экстремума при х = х0, у = у0, 

то каждая частная производная первого порядка от z или обраща-

ется в нуль при этих значениях аргументов, или не существует. 
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Действительно, если функция z = f(x, y) имеет в некоторой точке 
М0(х0,у0) экстремум, в этой точке имеют экстремум и функции одной 
переменной z = f(х0, у) и z = f(х, у0) и, соответственно, их производ-

ные 
x

f

∂
∂  и 

y

f

∂
∂  в этой точке или равны нулю или не существуют. Точки, 

в которых выполняются эти условия, называются критическими, и в 
этих точках может быть (а может и не быть) экстремум. Критические 
точки, в которых zx` = 0 и zу` = 0 называют стационарными. О нали-
чии экстремума в стационарных точках можно во многих случаях су-
дить на основании следующей теоремы: 

Если в некоторой области, содержащей точку М0(х0, у0), функ-
ция имеет непрерывные частные производные до третьего порядка 

включительно и точка М0 является стационарной, то в этой точке: 

Функция имеет максимум, если ∆ > 0, а A < 0 или (C < 0) 

Функция имеет минимум, если ∆ > 0, а A > 0 или (C > 0) 

Функция не имеет экстремума, если ∆ < 0 

Если ∆ = 0 – сомнительный случай, требуется дополнительное 

исследование. 
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Контрольные вопросы 
1) Сформулируйте необходимое условие экстремума функции 

z=f(x,y). 
2) При каких условиях функция z=f(x,y) имеет максимум, мини-

мум и при каких условиях не имеет экстремума? 
 

5.5. Метод наименьших квадратов 
 
В задачах практики нередки случаи, когда известны дискретные 

значения yi некоторой функции при соответствующих значениях хi 
аргумента на интервале [a, b]. (Например, значения, полученные в 
ходе экспериментальных исследований). Для определения значений 
функции у в других точках интервала, можно подобрать функцию 
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ϕ(х), в некотором смысле близкую к у(х) – аппроксимирующую её на 

этом интервале. В простейшем случае- полиномом вида ϕ(х) = а0 + 
а1х + а2х2 + … + аnxn, коэффициенты аi которого определяются так, 
чтобы обеспечить необходимое приближение к функции у. (Число 
слагаемых определяется расположением точек (xi, yi) и требуемой 
точностью аппроксимации). Задача удовлетворительно решается ме-
тодом наименьших квадратов, заключающемся в следующем. Рас-

смотрим сумму квадратов разностей значений функций у и ϕ(х) при 

известных значениях аргумента xi. 
=

ϕ−=
n

1i

2
)x(i ]y[S

i
 Очевидно, что и 

ϕ(х) и S – функции параметров аi (в данном случае – коэффициентов 
полинома). Необходимо так подобрать эти параметры, чтобы сумма 
квадратов отклонений была минимальна, т.е. нужно найти минимум 
функции нескольких переменных S(a0, a1, a2, …, an). Необходимое 
условие экстремума имеет вид:   

 0
0

=
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S ; 0
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S ;…; 0=
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∂

na

S .                              (5.13) 

и сводится к системе уравнений, число которых равно числу неиз-
вестных параметров аi. 

Пример: В ходе эксперимента получены значения yi функции 
при четырех (n = 4) значениях аргумента хi (см. таблицу) 

 

xi 1 2 3 5 

yi 3 4 2,5 0,5 

 

Будем искать аппроксимирующую зависимость ϕ(х) функции 

у(х) в виде полинома первой степени ϕ(х) = кх + b (а0 = b, a1 = к) (ли-
нейная зависимость). 

Получим 
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Из условия (1) находим: 
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Рис. 5.3 

(Используя таблицу, найдем: 
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iy ) k = -26/35, b=150/35. 

Получена система двух линейных уравнений с двумя неизвест-

ными, решая которую найдем: 
35

26
−=к  и 

35

159
=b .  

Искомая функция ϕ(х) принимает вид: 
35

159

35

26
)( +−=ϕ xx .  

На рис. 5.3 нанесены точки (xi, yi) и найденная прямая. В случае 
аппроксимации функции полиномом более высокого порядка и при 

ином задании аппроксимирующей 

функции ϕ(х) метод отыскания ее 
параметров остается прежним, но 
усложняются необходимые вычис-
ления (что может быть оправдано 
точностью аппроксимации). Отме-
тим, что аппроксимацию табличной 
функции по методу наименьших 
квадратов (МНК) с помощью сте-
пенных многочленов обычно произ-
водят, когда степень многочлена не 

превышает шестую. При дальнейшем увеличении степени многочлена 
происходит, как правило, накопление вычислительных погрешностей 
решения системы. Избежать этого можно ища приближения таблич-
ной функции с помощью большого числа линеаризуемых функций.  

И ещё – МНК применяется, когда число экспериментальных то-
чек хотя бы на единицу больше числа определяемых коэффициентов 
многочлена. При равенстве этих величин задача аппроксимации МНК 
трансформируется в задачу интерполяции.  

 
Контрольные вопросы 
1) В чём состоит МНК? 
2) При равенстве каких величин задача аппроксимации МНК 

трансформируется в задачу интерполяции? 
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5.6. Условный экстремум функции нескольких переменных  
 
Экстремумы функции нескольких независимых переменных 

называются абсолютными.  
Аргументы функции нескольких переменных могут быть связа-

ны некими соотношениями (условиями). В этом случае экстремумы 
функции f(x,y) называют условными или относительными. Рассмот-
рим ситуацию на примере функции двух переменных. 

Поставим задачу: найти наибольшее и наименьшее значение 
функции f(x,y) в некоторой замкнутой области. Задача решается в два 
этапа. Сначала мы ищем абсолютные экстремумы внутри области. 
Затем находим условные экстремумы на границах области. (Уравне-
ния границ и есть условия, связывающие аргументы функции f(x,y)). 
Из найденных значений (абсолютных экстремумов внутри области и 
условных на границах ее) выбирают наибольшее и наименьшее. 

Пусть на плоскости х0у дан треугольник АОВ, образованный 
осями координат Ох (у = 0), Оу (х = 0) и прямой х + у – 1 = 0. Найдем 
точку С треугольника, для которой сумма квадратов расстояний ее от 
вершины треугольника (обозначим ее через Z) была бы наименьшей. 
 
 
 
 
 
 
 
 
     

Рис. 5.4 

 
  Z = OC2 + OB2 + OA2 = 
   
  = x2 + y2 + (x – 1)2 + y2 + x2 + (y – 1) 

  откуда Z = 2x2 + 2y2 + (x – 1)2 + (y – 1)2 
 
  Найдем абсолютные экстремумы внутри 
  рассматриваемой области.  
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 Это координаты стационарной точки. 
  (точки возможного экстремума) 
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∆ = АС – В2 = 36 > 0; А > 0 и, следовательно, в точке )
3

1
;

3

1
(F  

функция  Z = f(x,y) имеет минимум 
3

4
=z . 

Найдём условные экстремумы на границах области. 
1. Прямая ОА; у=0; ;1x0 <<  Подставляя уравнение границы в 

)y,x(fz =  получим функцию одной переменной 1)1x(x2z 22 +−+=  и 

найдём её экстремум ;2x6)1x(2x4
dx

dz
−=−+=  Критическая точка: 

;
3

5
z;0y;

3

1
x ===  

2. Прямая ОВ; х=0; ;1y0 <<  ;1)1y(y2z 22 +−+=  ;2y6
dy

dz
−=  Критиче-

ская точка ;
3

5
z;

3

1
y;0x ===  

3. Прямая АВ; ;x1y −=  ;1x0 <<  ;1y0 <<  22 )1x(3x3z −+= ; ;6x12
dx

dz
−=  

Критическая точка .
2

3
z;

2

1
y;

2

1
x ===  

Сравнивая полученные значения абсолютного и условных экс-
тремумов находим наименьшее значение функции в замкнутой обла-

сти 
3

1
y;

3

1
x;

3

4
z === .  

Рассмотренный способ отыскания условного экстремума не все-
гда пригоден. (Например, если уравнение границы области задано не-

явной функцией 0),( =ухϕ , неразрешимой относительно перемен-

ных). В этом случае целесообразно использовать способ множителей 
Лагранжа. Рассмотрим его на примере функции двух переменных. 

Найдём экстремум функции )y,x(fz =  (1) при условии, что х и у 

связаны уравнением 0)y,x( =ϕ  (5.14). Напомним, что при значениях х, 

соответствующих стационарным точкам, 0
x

z
=

∂

∂
. Найдём 

x

z

∂

∂
 помня, 



94 

что у есть функция от х: ;
dx

dy

y

f

x

f

x

z
⋅

∂

∂
+

∂

∂
=

∂

∂
 В точках экстремума 

0
dx

dy

y

f

x

f
=⋅

∂

∂
+

∂

∂
 (5.15). Из (5.14) находим 0

dx

dy

yx
=⋅

∂

ϕ∂
+

∂

ϕ∂
 (5.16). Это равен-

ство справедливо для всех х и у, удовлетворяющих (5.14). Умножив 
(5.16) на неопределённый коэффициент λ  (его и называют множите-
лем  Лагранжа)  и  сложив  результат  с  (5.15.)  получим: 

 0
dx

dy

yxdx

dy

y

f

x

f
=







⋅

∂
∂ϕ

+
∂
∂ϕ

λ+







⋅

∂
∂

+
∂
∂

, 0
dx

dy

yy

f

xx

f
=









∂
∂ϕ

λ+
∂
∂

+








∂
∂ϕ

λ+
∂
∂

.  (5.17) 

Это равенство выполняется во всех точках экстремума. Подбе-

рём λ так, чтобы в точках экстремума функции z, вторая скобка в 
(5.17) обратилась в нуль. (Без потери общности полагаем, что в кри-

тических точках 
∂ϕ
∂у

≠ 0 ). Тогда (при значениях х и у соответствующих 

экстремумам) из (5.17) следует равенство 0
xx

f
=

∂
∂ϕ

λ+
∂
∂

.  

Получаем систему из трёх уравнений с тремя неизвестными  















=ϕ

=
∂

∂ϕ
λ+

∂

∂

=
∂
∂ϕ

λ+
∂
∂

0)y,x(

0
yy

f

0
xx

f

.                                     (5.18)  

Левые части уравнений системы (5.18) представляют собой 
частные производные функции )y,x()y,x(f),y,x(F λϕ+=λ  (5.19) по пере-

менным х, у, λ. Уравнения системы являются необходимыми условия-
ми относительного экстремума. Чтобы найти наибольшее и 
наименьшее значения функции в замкнутой области надо: 

1. Найти стационарные точки и вычислить значения функции в 
них. 

2. Найти наибольшее и наименьшее значения функции на грани-
цах области. 

3. Из всех найденных значений выбрать наибольшее и наимень-
шее. 

Рассмотренный метод исследования на условный экстремум 
легко распространяется на функции произвольного числа перемен-
ных. 
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Пример: Из данного куска жести площадью 2а надо сделать за-
крытую коробку в форме прямоугольного параллелепипеда макси-
мального объёма, т.е. надо найти максимум функции xyzu = , где 

( z,y,x - размеры) при условии что 0ayzxzxy =−++ )0z,0y,0x( >>>  

(5.20). Составим вспомогательную функцию 
)ayzxzxy(xyz),z,y,x(F −++λ+=λ . Найдя её частные производные и при-

равняв их нулю получим ещё три уравнения (относительно z,y,x  и λ).  

)21.5(.

0)(

0)(

0)(









=+λ+

=+λ+

=+λ+

yxxy

zxxz

zyyz

 

Умножим первое уравнение на х, второе на у, третье на z и сло-

жим их; с учётом (5.20) находим 
a

xyz

2

3−
=λ . Подставляя в (5.21) полу-

чим: 















=




 +−

=




 +−

=




 +−

0)(
2

3
1

0)(
2

3
1

0)(
2

3
1

yx
a

z
xy

zx
a

y
xz

zy
a

x
yz

 х, у, z  по  смыслу  задачи  отличны  от  ну-

ля,  следовательно, 1)yx(
a2

z3
;1)zx(

a2

y3
;1)zy(

a2

x3
=+=+=+ . Из первых двух 

уравнений находим х = у, из второго и третьего у = z. Из (5.20) полу-

чим 
3

а
zyx === . Это единственная система значений х, у, z при кото-

рых может быть максимум или минимум. Из геометрических сообра-
жений очевидно, что это максимум (набор единствен, размер коробки 
ограничен и при каких-то размерах максимален). 

 
Контрольные вопросы 
1. Как находятся условные экстремумы функции f(x,y)? 
2. Всегда ли применяется способ отыскания условного экстре-

мума? 
3. Что называют множителем Лагранжа? 
4. Что нужно, чтобы найти наибольшее и наименьшее значения 

функции в замкнутой области? 
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Глава 6. НЕОПРЕДЕЛЁННЫЙ ИНТЕГРАЛ 
 

6.1. Определение. Таблица интегралов 
 
Одной из задач предыдущей части курса было нахождение про-

изводной функции f(x) – новой функции f  
23`(x). Сформулируем обратную задачу – найти функцию F(x), 

производная которой – заданная функция f(x). 
Функция F(x) называется первообразной функции f(x) на отрез-

ке [a, b], если во всех точках этого отрезка выполняется равенство 
F`(x) = f(x). 

Первообразная определяется с точностью до произвольной по-
стоянной: [F(x) + C]` = f(x). Если F(x) – первообразная функции f(x), 
то функциями вида F(x) + C исчерпываются все первообразные 
функции f(x). 

Если функция F(х) – первообразная функции f(x), то выражение 
F(x) + C называется неопределенным интегралом от функции f(x) и 
обозначается  

  f(x)dx = F(x) + C,                                  (6.1) 
где. f(x) – подынтегральная функция, f(x)dx – подынтегральное выра-

жение,   – знак интеграла. 
Неопределенный интеграл представляет собой семейство функ-

ций, геометрически – семейство кривых, каждая из которых получает-
ся сдвигом одной из кривых вдоль оси Оу. 

Если функция f(x) непрерывна на отрезке [a, b], то для этой 
функции существует первообразная (и неопределенный интеграл). 

(Теорема существования). 
   Нахождение первообразной функции f(x) называется интегри-

рованием ее. 
Отметим, что если производная элементарной функции также 

элементарная функция, то первообразная элементарной функции мо-
жет оказаться и неэлементарной функцией. 

Из определения первообразной следует: 
1. Производная от неопределенного интеграла равна подынте-

гральной функции, т.е. если F`(x) = f(x), то и (f(x)dx)` = f(x)     (6.2). 
2. Дифференциал от неопределенного интеграла равен подынте-

гральному выражению, т.е. d(f(x)dx) = f(x)dx      (6.3). 
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3. Неопределенный интеграл от дифференциала некоторой 
функции равен этой функции плюс произвольная постоянная  

          F(x) dx = F(x) + C.                                (6.4)                          
Несложно показать, что справедливы и следующие свойства: 
4. Неопределенный интеграл от алгебраической суммы несколь-

ких функций равен сумме интегралов от них:  

          [f1(x) + f2(x)]dx = f1(x)dx + f2(x)dx.                    (6.5) 
5. Постоянный множитель можно выносить за знак интеграла, 

т.е. если     

а = const, то  af(x)dx = af(x)dx.                       (6.6) 

6. Если f(x)dx = F(x) + C  и  u = ϕ(x), то f(u)du = F(u) + C. (6.7)  
 
Используя таблицу производных и соотношения (6.2) – (6.7) не-

сложно получить таблицу интегралов от простейших функций. 

 +
+

=
+

C
x

dxx
1

1

α

α
α  при α ≠ –1 (6.8) 

 

 += C|xsin|lnctgxdx    (6.15) 

 += Cx
x

dx
||ln  (6.9) 

 

 += Cedxe xx    (6.16) 

 

 +−= Cxcosxdxsin  (6.10) 

 
 += C

aln

a
dxa

x
x    (6.16`) 

 

 += Cxsinxdxcos  (6.11) 

 
 +=

+
Carctgx

x1

dx
2

   (6.17) 

 

 += Ctgx
xcos

dx
2

 (6.12) 

 

 +=
+

C
a

x
arctg

a

1

xa

dx
22

 (6.17`) 

 

 +−= Cctgx
xsin

dx
2

 (6.13) 

 

 +=
−

Cxarcsin
x1

dx
2

 (6.18) 

 

 +−= C|xcos|lntgxdx  (6.14) 

 
 +=

−
C

a

x

xa

dx
arcsin

22
 (6.18`) 

 
Приведем еще две формулы, справедливость которых можно 

проверить дифференцированием. 
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 +
−
+

=
−

C
xa

xa

axa

dx
||ln

2

1
22

                                  (6.19)  

C|xx|ln
x

dx 2

2
+λ±+=

λ±                                (6.20) 

 
Интегрирование в случаях, когда удается сразу воспользоваться 

табличными интегралами, называют непосредственным. Чаще 
подынтегральную функцию приходится преобразовывать, чтобы све-
сти исходный интеграл к одному или нескольким табличным. Один из 

эффективных приемов – метод подстановки: в интеграле вида f(x)dx 

делают замену переменной, положив  x = ϕ(t) (ϕ(t) – непрерывная 
функция с непрерывной производной, имеющая обратную функцию). 
Тогда  

 

dx = ϕ`(t)dt и f(x)dx = f(ϕ(t))ϕ`(t)dt.                  (6.21)  
 
Подразумевается, что после интегрирования в правой части ра-

венства вместо t будет подставлено его выражение через х (возвраще-

ние к исходной переменной). Функцию ϕ(t) следует выбирать так, 
чтобы вычисление интеграла в правой части было максимально про-

стым. Поясним на примере:  + 22 xa

dx
. Положим х = аt, откуда dx = аdt, 

t=x/a.. Исходный интеграл примет вид  +
=

+ 22222 taa

adt

xa

dx
 = 

=  +
=

+ 222 1

1

)1( t

dt

ata

adt  = [см (1.17)] = Carctgt
a

1
+  = C

a

x
arctg

a

1
+ . Таким 

образом 
 

 C
a

x
arctg

axa

dx
+=

+
1

22
                             (6.17`). 

 

Иногда удобнее применять замену переменной вида t = ψ(x). 

Вычислим   ==
xcos

xdxsin
tgxdx  [cosx = t; sinxdx = –dt] = 

 =  +−=+−=− CxcoslnCtln
t

dt
. 
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6.2. Интегрирование по частям 
 
Если u и v дифференцируемые функции от х, то d(uv) = vdu + 

udv откуда, интегрируя, получим  
 

uv = vdu + udv и udv = uv – vdu                  (6.22) 
 

Это соотношение называют формулой интегрирования по ча-
стям. 

Подынтегральное выражение "разбивают на части" – u и dv, 

подбирая их так, чтобы vdu был табличным или более простым, чем 
исходный. 

Пример: хехdx = ? Положим u = x и exdx = dv, тогда du = dx и v 

= ex откуда хехdx = хех – ехdx = хех – ех + C. 
Отметим, что при нахождении v по dv произвольную постоян-

ную без потери общности полагают равной нулю. 

 
6.3. Интегрирование рациональных функции 
 
Всякую рациональную функцию можно представить в виде ра-

циональной дроби – отношения двух многочленов (без потери общ-
ности полагаем, что они не имеют общих корней).  

01

1

1

01

1

1

...

...

)(

)(

BxBxBxB

AxAxAxA

xf

xQ
n

n

n

n

m

m

m

m

++++

++++
=

−
−

−
−  

Если степень числителя ниже степени знаменателя дробь назы-
вают правильной, в противном случае – неправильной. Неправильную 

дробь (m ≥ n), разделив числитель на знаменатель, можно предста-

вить в виде суммы многочлена и правильной дроби  
)(

)(
)(

)(

)(

xf

xF
xM

xf

xQ
+= .  

Рациональные дроби вида: 
ax

A

−
; 

kax

A

)( −
; 

qnxx

BAx

++
+

2
; 

kqnxx

BAx

)( 2 ++
+ , 

где k – целое положительное число ≥ 2, q4nD 2 −=  называются про-

стейшими дробями 1, 2, 3 и 4 типов. Всякую правильную рациональ-
ную дробь можно представить в виде суммы простейших дробей, ин-
тегралы от которых рассмотрены ниже. 

1.   +−=
−
−

=
−

CaxA
ax

axd
A

ax

Adx
||ln

)(                        (6.23) 
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2. C
kax

A
C

k

axA
axdaxA

ax

Adx
k

k
k

k
+

−−
=+

+−
−

=−−=
− −

+−
−

  )1()(1

)(
)()(

)( 1

1

    (6.24) 

3.  =
++

+
?

2
dx

qnxx

BAx  Применим следующий способ. Найдем диффе-

ренциал знаменателя d(x2 + nx + q) = (2x + n)dx и представим числи-

тель в виде суммы )
2

()2(
2

An
Bnx

A
−++ , тогда 
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=
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=
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Bnx
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 (6.25) 

Интеграл от простейшей дроби четвёртого типа легко вычисля-
ется с помощью тригонометрической подстановки и будет рассмотрен 
ниже. 

Разложение рациональной дроби на простейшие можно осуще-
ствить опираясь на следующие теоремы (приводятся без доказа-
тельств). 

 

1. Если х = а есть корень знаменателя кратности к, т.е. f(x) = 

(х – а)кf1(x) где f1(а) ≠ 0, то правильную дробь 
)(

)(

xf

xF
можно предста-

вить в виде суммы двух других правильных дробей 

)()(

)(

)()(

)(

1
1

1

xfax

xF

ax

A

xf

xF
kk −−

+
−

= , где А – постоянная, отличная от нуля, а 

F1(x) многочлен, степень которого ниже степени знаменателя (х – 
а)к–1f1(x). 

 

2. Если f(x) = (x2 + nx + q)µϕ1(x), где многочлен ϕ1(х) не делится 

на x2 + nx + q, то правильную рациональную дробь 
)(

)(

xf

xF
 можно пред-

ставить в виде суммы двух других правильных дробей следующим об-

разом: 
)()(

)(

)()(

)(
122 xqnxx

xФ

qnxx

NMx

xf

xF

ϕµµ −++
+

++
+

= , где Ф(х) – многочлен, сте-

пень которого ниже степени многочлена (x2 + nx + q)µ–1ϕ(x). Приме-
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няя к дроби 
)(

)(

xf

xF  эти теоремы, можно выделить последовательно все 

простейшие дроби, соответствующие корням знаменателя f(x). Т.е. 

если f(x) = (х – а)α(х – b)β …(x2 + nx + q)µ… (x2 + lx + s)ν, то дробь 
представима в виде:  
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Коэффициенты А, А1, …, В, В1, … определяют исходя из того, 

что последнее равенство есть тождество. Приведя дроби к общему 
знаменателю, получим тождественные многочлены в числителях сле-
ва и справа. Приравнивая коэффициенты при одинаковых степенях х, 
получим систему уравнений относительно неизвестных коэффициен-
тов А, А1, …,В, В1, … 

Пример: используя предложенный способ разложим на про-

стейшие дроби 
21)1()1()2()1(
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x
. Приведя слагае-

мые к общему знаменателю и приравняв числители, получим х2 + 2 = 
А(х – 2) + А1(х + 1)(х –2) +А2(х + 1)2(х –2) + В(х +1)3 или х2 + 2 = (А2 + 
В)х3 + (А1 + 3В)х2 + (А – А1 – 3А2 + 3В)х + 

+ (–2А – 2А1 – 2А2 + В). Приравнивая коэффициенты при х3, х2, 
х, и х0 (свободный член) получим систему,  
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решая которую, найдем: А = –1, А1 = 1/3, А2 

= – 2/9, В = 2/9 
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В результате получим: 
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Чтобы вычислить интеграл от рациональной дроби, нужно, если 

дробь неправильная, представить ее в виде суммы многочлена и пра-
вильной дроби, а дробь разложить на сумму простейших.  

 
  Пример: 
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6.4. Интегрирование тригонометрических функций 
 

1. Интегралы вида sinmx cosnx dx 
а) Если хотя бы один из показателей m и n – нечётное положи-

тельное число – используются подстановки sinx = t при нечётном n и 
cosx = t при нечетном m.  

 Примеры:   
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t
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б) Если оба показателя m и n – чётные положительные числа, 

подынтегральную функцию следует преобразовать с помощью из-
вестных соотношений: 
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2. Интегралы вида tgmxdx и ctgmxdx, где m – целое положи-
тельное число, интегрируются с помощью соотношений tg2x = sec2x–1 
и ctg2x = cosec2x – 1,  позволяющих  последовательно  понижать  сте-
пень подынтегральной функции. 

Пример:  
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Cx
xtgxtg

tgxdxtgxdtgxtgxxdtg

dxxtgxtgxxdtgxdxtgtgxxdtgdxxxtgxdxtg
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24
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Аналогично находятся интегралы вида tgmx secnx dx и ctgmx 
cosecnx dx, где n – целое положительное число. 

Интегралы sin(mx) cos(nx) dx, cos(mx) cos(nx) dx, sin(mx) 

sin(nx) dx вычисляются с помощью формул sinα cosβ = ½[sin(α +β) + 

sin(α – β)], cosα cosβ = ½[cos(α + β) + cos(α – β)], sinα sinβ = ½[cos(α 

– β) – cos (α + β)], позволяющих произведение тригонометрических 
функций представить в виде суммы. 
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Интегралы вида R(sinx, cosx)dx, где R – рациональная функция, 
вычисляются с помощью универсальной тригонометрической под-
становки  tg x/2 = t (х = 2arctgt). Переход к новой переменной в 
подынтегральном выражении осуществляется с помощью формул:  
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Проинтегрируем с помощью тригонометрической подстановки про-

стейшую рациональную дробь четвёртого типа  µ++ )qnxx(
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2

, где 

0q4n2 <− . Выделив в знаменателе полный квадрат получим 
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12
 легко вычисляемый уже известным приёмом. 

 
6.5. Интегрирование некоторых иррациональных функций 
 

1. Интегралы вида R(x, (ax + b) m1/n1, (ax + b) m2/n2, …)dx, где 
R – рациональная функция, а mi, ni,– целые числа, вычисляются с по-
мощью подстановки ах + b = ts, где s – наименьшее общее кратное 
чисел ni. 

Пример: 
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где 6 12 += xt . 
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2. Интегралы вида 
++ cbxax

dx

2
 сводятся к табличным выделени-

ем полного квадрата в подкоренном выражении. 
Пример: 
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3. Интегралы вида 
++

+
dx

cbxax

BAx

2
 вычисляются с помощью из-

вестного уже приема – в числителе выделяют производную подко-
ренного выражения и интеграл представляют в виде суммы более 
простых интегралов. 

Пример: 
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4. Интеграл вида 
++− cbxaxx

dx

2)( α
 с помощью подстановки х – 

α = 1/t сводится к интегралу, рассмотренному ранее.  
Пример:  
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5. Интегралы вида dxaxxR ),( 22

 − ,  − dxxaxR ),( 22 , 

dxxaxR ),( 22

 +  приводятся к интегралам от рациональных относи-

тельно sint (cost) функций с помощью надлежащей тригонометриче-
ской подстановки: для первого  
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х =а sect (х = а cosect), для второго х = а sint (х = а cost) и для 
третьего 

х = а tgt (x = a ctgt).  
Пример: 
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6.6. О «неберущихся» интегралах 
 
Выше говорилось, что если и выполняются условия существо-

вания первообразной, то не всегда она может быть найдена как ко-
нечная комбинация элементарных функций. Соответствующий инте-
грал можно рассматривать как новую неэлементарную функцию. Та-
кие функции часто носят название специальных, многие из них хоро-
шо изучены (и табулированы). Например, та из первообразных 

 +−
Cdxе х2

, которая обращается в нуль при х = 0 называется функци-

ей Гаусса и обозначается Ф(х), т.е. Ф(х) =  +−
Cdxе х2

 если Ф(0) = 0.  

 
6.7. Контрольные вопросы по теме «Неопределённый  

интеграл» 
1. Сформулируйте определение первообразной функции. Дока-

жите, что любые две первообразные одной и той же функции отлича-
ются на постоянное слагаемое. 

2. Что называется неопределённым интегралом? Каков его гео-
метрический смысл и основные свойства? 

3. Постройте кривые семейства = xdxy , проходящие через точки 

М1(2,1), М2(2,2), М3(2,3). 
4. Каковы основные методы интегрирования функций? 
5. Выведите формулу интегрирования по частям. 
6. Укажите некоторые типы интегралов, которые удобно вычис-

лять методом интегрирования по частям. 
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7. Что называется дробно-рациональной функцией (или рацио-
нальной дробью)? 

8. Назовите четыре типа правильных рациональных дробей. 
9. Как найти интегралы от простейших рациональных дробей 1-

го и 2-го типа? 
10. Как найти интегралы от простейших рациональных дробей 3-

го и 4-го типа? 
11. Как найти интегралы вида  xdxx nm cossin , если: а) хотя бы один 

из показателей m или n – нечётное положительное число; б) оба пока-
зателя m и n – чётные положительные числа? 

12. Как найти интегралы вида   xdxctgxdxtg mm , , где m – целое по-

ложительное число? 
13. Как найти интегралы вида  dxxxR )cos,(sin , где R – рациональ-

ная функция? 

14. Как найти интегралы вида ( ) ( ) dxbaxbaxxR n
m

n
m

 





 ++ ,...,, 2

2

1

1

, где R 

– рациональная функция, а mi, ni – целые числа? 

15. Как найти интегралы вида  
++

+

++
dx

cbxax

BAx

cbxax

dx

22
, ? 

16. Как найти интегралы вида 
++− cbxaxax

dx

2)(
? 

17. Как найти интегралы вида ( ) ( ) ,,,, 2222 dxxaxRdxaxxR  −−    

( )dxxaxR + 22, ? 

18. Приведите примеры «неберущихся» интегралов. 
19. Какая функция называется функцией Гаусса, как она опреде-

ляется? 
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Глава 7. ОПРЕДЕЛЁННЫЙ ИНТЕГРАЛ 
 

7.1. Понятие определённого интеграла. Свойства 

Что такое определённый интеграл  и почему он есть пло-

щадь? Пусть функция  определена на промежутке  (рис. 
7.1). Для определённости и простоты считаем, что функция положи-

тельна  и непрерывна на данном отрезке. Поставим задачу 
найти площадь  криволинейной трапеции, ограниченной графиком 

функции , прямыми  и осью . Обращаю внимание 
на тот факт, что непрерывность функции на отрезке заведомо гаран-
тирует существование конечной площади . 

Разобьём отрезок  на  частей следующими точками:  

: 

 
Рис. 7.1 

 

В результате получено  частичных промежутков 

 с длинами  соответ-
ственно. В общем случае длины различны – какие-то отрезки короче, 
какие-то длиннее. Максимальную длину называют диаметром разби-

ения и обозначают буквой «лямбда»: . 
Примечание: последняя запись читается, как «максимальное 

значение из множества (набора) » 
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В каждом из полученных промежутков опять же произвольно 

выбираем точки . 

Примечание:  («кси») – 14-ая буква греческого алфавита 

Рассмотрим  промежуток . Его длина, очевидно, рав-

на  (зелёная обоюдоострая линия). Значению аргумента 

 соответствует значение функции , и произведение  в 
точности равно площади соответствующего прямоугольника. 

Аналогично устроен каждый отрезок. Составим сумму, которая 
равна площади коричневой ступенчатой фигуры: 

 
Данная сумма называется интегральной суммой, и её часто за-

писывают в свёрнутом виде:  

Примечание: – это значок суммы, а переменная  – своеоб-

разный «счётчик», т.е. сначала , затем , потом , … и, 

наконец,  
Что означает прилагательное «интегральной»? В широком 

смысле слова, интегрировать – это значит, что-то объединять. В дан-
ном случае интегральная сумма  объединяет площади прямоуголь-
ников и с некоторой точностью приближает площадь криволинейной 
трапеции:  

Теперь зададимся вопросом: как улучшить точность приближе-
ния? Действия очевидны – увеличиваем и увеличиваем значение . 

При этом количество отрезков  растёт, а 

их длины  – уменьшаются, в том числе неизбежно 
уменьшается и максимальная длина . Количество точек 

 тоже возрастает и ступенчатая фигура всё больше и 
больше напоминает криволинейную трапецию. 

И, если количество отрезков разбиения устремить к бесконечно-
сти , то интегральная сумма (площадь ступенчатой фигуры) бу-
дет стремиться к площади криволинейной трапеции: . 

Таким образом, площадь криволинейной трапеции равна преде-
лу интегральной суммы при диаметре разбиения, стремящемся к ну-

лю:  
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В результате, площадь криволинейной трапеции: 

 

Определение: конечный предел интегральной суммы 

 при , не зависящий ни от способа дробления отрезка , ни от 

выбора точек , называется определённым интегралом функции 

 по промежутку  и обозначается символом .  

При этом функция  называется интегрируемой в промежут-

ке .  
 
Свойства определённого интеграла:  
Ниже предполагается, что f (x) и g (x) – непрерывные функции 

на замкнутом интервале [a, b].  

1.  

2. где k – константа; 

3.  

4.  

5. Если для всех , то .  

6.  

7.  

8. Если в интервале [a, b], то  
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7.2. Формула Ньютона-Лейбница 
 
Формула Ньютона-Лейбница 
Пусть функция f (x) непрерывна на замкнутом интервале [a, b]. 

Если F (x) – первообразная функции f (x) на [a, b], то  

 

Пример. Вычислить интеграл .  
 

Решение.  

Применяя формулу Ньютона-Лейбница, получаем  

   
 
7.3. Замена переменной 
 

Определенный интеграл по переменной x можно преоб-
разовать в определенный интеграл относительно переменной t с по-
мощью подстановки x = g (t):  

 
Новые пределы интегрирования по переменной t определяются 

выражениями  

 
где g -1 – обратная функция к g, т.е. t = g -1(x). 

Пример. Вычислить интеграл .  
 

Решение.  

Сделаем замену:  
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Пересчитаем пределы интегрирования. Если x = 0, то t = −1. Ес-
ли же x = 1, то t = 2. Тогда интеграл через новую переменную t легко 
вычисляется:  

   
 
7.4. Интегрирование по частям 
 
В этом случае формула интегрирования по частям имеет вид:  

 

где означает разность значений произведения функций uv при  
x = b и x = a. 

Пример. Вычислить интеграл .  
 

Решение.  

Запишем интеграл в виде  

 

Используем интегрирование по частям: .  
В нашем случае пусть будет  

 
Следовательно, интеграл равен  
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7.5. Вычисление площади плоской фигуры 
 
Площадь криволинейной трапеции 
Площадь фигуры, ограниченной осью 0x, двумя вертикальными 

прямыми x = a, x = b и графиком функции f (x) (рисунок 7.2), опреде-
ляется по формуле  

 

 

 

 

Рис. 7.2  Рис. 7.3 

Пусть F (x) и G (x) – первообразные функций f (x) и g (x), соответ-
ственно. Если f (x) ≥ g (x) на замкнутом интервале [a, b], то площадь об-
ласти, ограниченной двумя кривыми y = f (x), y = g (x) и вертикальными 
линиями x = a, x = b (рисунок 7.3), определяется формулой  

 

Пример. Найти площадь фигуры, ограниченной кривыми и 

.  
Решение.  
Сначала определим точки пересечения двух кривых (рис. 7.3).  

   
Таким образом, данные кривые пересекаются в точках (0,0) и 

(1,1). Следовательно, площадь фигуры равна  
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Рис. 7.4 

 
Пример. Найти площадь фигуры, ограниченную графиками 

функций и .  
 
Решение.  
Найдем координаты точек пересечения кривых (рис. 7.5).  

   

Данная область ограничивается сверху параболой , а 
снизу – прямой линией . Следовательно, площадь этой области 
равна  

  

 
 

 
Рис. 7.5 
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7.6. Вычисление объёма тела вращения 
 
Вычисление объёма тела, образованного вращением плоской 

фигуры вокруг оси  
Пример. Вычислить объём тела, полученного вращением фигу-

ры, ограниченной линиями ,  вокруг оси . 
Решение: Как и в задаче на нахождение площади, решение 

начинается с чертежа плоской фигуры. То есть, на плоскости 

 необходимо построить фигуру, ограниченную линиями , 

, при этом не забываем, что уравнение  задаёт ось . Чер-
тёж здесь довольно прост: 

 
Искомая плоская фигура заштрихована, именно она и вращается 

вокруг оси . В результате вращения получается такая немного яй-
цевидная летающая тарелка, которая симметрична относительно оси 

.  
Как вычислить объём тела вращения? 
Объём тела вращения можно вычислить по формуле: 

 
В формуле перед интегралом обязательно присутствует число . 

Как расставить пределы интегрирования «а» и «бэ», думаю, легко до-
гадаться из выполненного чертежа. 

Функция … что это за функция? Давайте посмотрим на чер-

теж. Плоская фигура ограничена графиком параболы 
 сверху. Это и есть та функция, которая подразумевается в формуле. 

В практических заданиях плоская фигура иногда может распо-
лагаться и ниже оси . Это ничего не меняет – подынтегральная 

функция в формуле возводится в квадрат: , таким образом инте-
грал всегда неотрицателен, что весьма логично. 
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Вычислим объём тела вращения, используя данную формулу: 

 

Ответ:  
В ответе нужно обязательно указать размерность – кубические 

единицы . То есть, в нашем теле вращения примерно 3,35 «кубиков». 
Почему именно кубические единицы? Потому что наиболее универсаль-
ная формулировка. Могут быть кубические сантиметры, могут быть ку-
бические метры, могут быть кубические километры и т.д. 

 
7.7. Контрольные вопросы по теме «Определённый интеграл» 
 
1. Назовите задачи, приводящие к понятию определённого инте-

грала. 

2. Напишите интегральную сумму для функции ( )xfy =  на отрезке 
[ ]b;a . 

3. Что называется определённым интегралом от функции ( )xfy =  

на отрезке [ ]ba; ? 
4. Каков геометрический смысл определённого интеграла? 
5. Перечислите свойства определённого интеграла. 
6. Чему равна производная от определённого интеграла с перемен-

ным верхним пределом интегрирования? 
7. Напишите формулу Ньютона – Лейбница. 
8. Напишите формулу замены переменной в определённом инте-

грале. 

9. Чему равен интеграл 

( )
−

a

a

dxxf

, если ( )xfy =  есть чётная функ-
ция? нечётная функция? 

10. Напишите формулу интегрирования по частям в определённом 
интеграле. 

11. Как вычисляется площадь плоской фигуры в прямоугольной си-
стеме координат с помощью определённого интеграла? 

12. Напишите формулу для вычисления объёмов тел, образованных 
вращением плоской фигуры вокруг оси Ох.  
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Глава 8. ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ 

 

8.1. Уравнения с разделяющимися переменными 

 

Уравнением с разделенными переменными называется диффе-

ренциальное уравнение вида  

f(x)dx + g(y)dy = 0  

с непрерывными функциями f(х) и g(y).  

Равенство  

 
где C – произвольная постоянная, определяет общий интеграл урав-

нения с разделёнными переменными.  

Начальное условие для уравнения f(x)dx + g(y)dy = 0 можно за-

давать в виде y(x0) = y0 или в виде x(y0) = x0.  

 

Уравнением с разделяющимися переменными называется диф-

ференциальное уравнение вида  

f1(x)g1 (y)dx + f2(x) g2(y)dy =0.  

Функции f1(x), g1(y), f2(x), g2(y) непрерывны в своих областях 

определения и g1(y)f2(x) ≠ 0.  

Разделив обе части уравнения на отличное от нуля произведение 

g1(y)f2(x), получим уравнение с разделенными переменными  

 
Общий интеграл этого уравнения имеет вид  

 
Решение уравнения в области, где g1(y)f2(x) = 0 требует специ-

ального обсуждения.  

Пример. Решить дифференциальное уравнение  

Решение: переписываем производную в нужном нам виде: 
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Оцениваем, можно ли разделить переменные? Можно. Перено-

сим второе слагаемое в правую часть со сменой знака:  

И перекидываем множители по правилу пропорции: 

 

Переменные разделены, интегрируем обе части:  

Интеграл левой части легко найти методом подведения функции 

под знак дифференциала, с интегралом от котангенса расправляемся 

стандартным приемом.  

         
В правой части у нас получился логарифм, поэтому константу 

тоже рекомендуется записать под логарифмом. 

Теперь пробуем упростить общий интеграл. Поскольку у нас 

одни логарифмы, то от них вполне можно (и нужно) избавиться. 

   

 
Можно ли выразить «игрек»? Можно. Надо возвести в квадрат 

обе части.  

Но делать этого не обязательно. 

Совет: если для получения общего решения нужно возводить в 

степень или извлекать корни, то в большинстве случаев следует воз-

держаться от этих действий и оставить ответ в виде общего интегра-

ла. Дело в том, что общее решение будет смотреться просто ужасно – 

с большими корнями, знаками и т.п.. 

Поэтому ответ запишем в виде общего интеграла. Хорошим то-

ном считается представить его в виде , то есть, в правой ча-

сти, по возможности, оставить только константу.  

Ответ: общий интеграл:  
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Общий интеграл проверяется довольно легко, главное, уметь 

находить производную от функции, заданной неявно. Дифференциру-

ем ответ: 

 

Умножаем оба слагаемых на : 

 
И делим на : 

 
Получено в точности исходное дифференциальное уравнение 

, значит, общий интеграл найден правильно. 
 

8.2. Линейные уравнения первого порядка. Метод Бернулли 
 
Для краткости их часто называют просто линейными уравнения-

ми. 
Линейное уравнение первого порядка в стандартной записи 

имеет вид: 

 
Что мы видим? 

1. В линейное уравнение входит первая производная . 

2. В линейное уравнение входит произведение , где  – 

одинокая буковка «игрек» (функция), а  – выражение, зависящее 
только от «икс». 
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3. И, наконец, в линейное уравнение входит выражение , то-

же зависящее только от «икс». В частности,  может быть констан-
той. 

Перед тем, как перейти к практическим задачам, рассмотрим не-
которые частные модификации линейного уравнения. 

– Как уже отмечалось, выражение  может быть некоторой 
константой  (числом), в этом случае линейное уравнение принимает 

вид:  

– Выражение  тоже может быть некоторой константой , то-

гда линейное уравнение принимает вид: . В простейших 
случаях константа равна +1 или –1, соответственно, линейное уравне-

ние записывается еще проще:  или . 

– Рядом с производной может находиться множитель , зави-

сящий только от «икс»:  – это тоже линейное урав-
нение. 

Пример. Решить дифференциальное уравнение  
Решение: данное уравнение является линейным и имеет про-

стейший вид: . 
Как решить линейное уравнение? 
Существуют два способа решения. Первый способ – это так 

называемый метод вариации произвольной постоянной. Второй спо-
соб связан с заменой переменной и подстановкой, иногда его называ-
ют методом Бернулли. В данном случае будет рассматриваться метод 
подстановки, он алгоритмически прост и понятен, и решение уравне-
ния принимает чёткий трафаретный характер. Линейное дифференци-
альное уравнение можно решить одной-единственной заменой: 

, где  и  – некоторые, пока ещё неизвестные функции, 
зависящие от «икс». 

Коль скоро проводится замена , то нужно выяснить, чему 
равна производная. По правилу дифференцирования произведе-

ния:  

Подставляем  и  в наше уравнение : 

 
В чём состоит задача? Необходимо найти неизвестные функции 

«у» и «вэ», которые зависят от «икс». И как раз этому будут посвяще-
ны все последующие действия. 
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После подстановки смотрим на два слагаемых, которые распо-
лагаются вот на этих местах: 

 
У них нужно вынести за скобки всё, что можно вынести. В дан-

ном случае: 

 
Теперь нужно составить систему уравнений. Система составля-

ется стандартно: 
Приравниваем к нулю то, что находится в скобках: . 

Если , тогда из нашего уравнения  получа-

ем:  или просто . 
Уравнения записываем в систему: 

.  
Именно в таком порядке. Система опять же решается стандарт-

но. 
Сначала из первого уравнения находим функцию . Это про-

стейшее уравнение с разделяющимися переменными: 

 
Функция  найдена. Обратите внимание, что константу  на 

данном этапе мы не приписываем.  

Далее подставляем найденную функцию  во второе уравне-

ние системы : 

 
Экспоненты сокращаются. Из второго уравнения находим 

функцию . 
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Функция  найдена. А вот здесь уже добавляем константу . 
Вспоминаем, с чего всё начиналось: .  
Обе функции найдены:  

  

 
Записываем общее решение: 

 
В ответе можно раскрыть скобки, но это не обязательно: 

Ответ: общее решение  
Можно выполнить проверку (она выполняется по той же техно-

логии). Берём полученный ответ  и находим производную: 

 

Подставим  и  в исходное уравнение 

: 

 
Получено верное равенство, таким образом, общее решение 

найдено правильно. 
 
8.3. Линейные однородные дифференциальные уравнения 

второго порядка 
Однородное дифференциальное уравнение (ДУ) второго поряд-

ка с постоянными коэффициентами имеет следующий вид: 

, где  и  – константы (числа), а в правой части – стро-
го ноль. 

Для того чтобы решить данное ДУ, нужно составить так называ-
емое характеристическое уравнение: 

 
По какому принципу составлено характеристическое уравнение, 

отчётливо видно: вместо второй производной записываем ; вместо 
первой производной записываем просто «лямбду»; вместо функции 
 ничего не записываем. 

 – это обычное квадратное уравнение, которое пред-
стоит решить.  
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Существуют три варианта развития событий. Они доказаны в 
курсе математического анализа, и на практике мы будем использовать 
готовые формулы. 

1) Характеристическое уравнение имеет два различных действи-
тельных корня. 

Если характеристическое уравнение  имеет два раз-

личных действительных корня ,  (т.е., если дискриминант ), 
то общее решение однородного уравнения выглядит так:  

, где  – константы.  
В случае если один из корней равен нулю, решение очевидным 

образом упрощается; пусть, например, , тогда общее решение: 

. 

Пример. Решить дифференциальное уравнение  
Решение: составим и решим характеристическое уравнение: 

  

,  
Получены два различных действительных корня.  

Всё, что осталось сделать – записать ответ, руководствуясь формулой 

 

Ответ: общее решение:  
2) Характеристическое уравнение имеет два кратных действи-

тельных корня. 

Если характеристическое уравнение  имеет два 

кратных (совпавших) действительных корня  (дискриминант 
), то общее решение однородного уравнения принимает вид:  

, где  – константы.  

Если оба корня равны нулю , то общее решение опять 

же упрощается: .  

Пример. Решить дифференциальное уравнение  
Решение: составим и решим характеристическое уравнение: 

. Здесь можно вычислить дискриминант, получить ноль и 
найти кратные корни. Но можно применить известную школьную 
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формулу сокращенного умножения: . Получены два кратных 

действительных корня  

Ответ: общее решение:  
3) Характеристическое уравнение имеет сопряженные ком-

плексные корни. 
Для понимания третьего случая требуются элементарные знания 

про комплексные числа. Если характеристическое уравнение 

 имеет сопряженные комплексные корни , 

 (дискриминант ), то общее решение однородного урав-

нения принимает вид: , где  – константы. 
Примечание: Сопряженные комплексные корни почти всегда 

записывают кратко следующим образом:  
Если получаются чисто мнимые сопряженные комплексные 

корни: , то общее решение упрощается: 

 
Пример. Решить однородное дифференциальное уравнение вто-

рого порядка . 
Решение: составим и решим характеристическое уравнение: 

 
 

 – получены сопряженные комплексные корни 

Ответ: общее решение:  
 

8.4. Линейные неоднородные дифференциальные уравнения 
второго порядка 

Неоднородное ДУ второго порядка с постоянными коэффициен-

тами имеет вид: , где  и  – константы, а  – 
функция, зависящая только от «икс». В простейшем случае функция 

 может быть числом, отличным от нуля.  

Как решить линейное неоднородное уравнение с постоянными 

коэффициентами вида ? 



125 

Алгоритм решения неоднородного ДУ следующий: 
1) Сначала нужно найти общее решение соответствующего од-

нородного уравнения. Надо взять уравнение , отки-

нуть правую часть:  – и найти общее решение. Данная 
задача уже была подробно разобрана ранее. Общее решение однород-
ного уравнения будем обозначать буквой . 

2) Наиболее трудный этап. Необходимо найти какое-либо част-

ное решение  неоднородного уравнения. Сделать это можно так 
называемым способом подбора частного решения с применением ме-
тода неопределенных коэффициентов.  

Метод неопределенных коэффициентов.  

Правая часть f(x) неоднородного дифференциального уравнения 
часто представляет собой многочлен, экспоненциальную или триго-
нометрическую функцию, или некоторую комбинацию указанных 
функций.  

Подчеркнем, что данный метод работает лишь для ограниченно-
го класса функций в правой части, таких как  

1.  

2.  где Pn(x) и Qm(x) − 
многочлены степени n и m, соответственно.  

В обоих случаях выбор частного решения должен соответство-
вать структуре правой части неоднородного дифференциального 
уравнения.  

В случае 1, если число α в экспоненциальной функции совпадает 
с корнем характеристического уравнения, то частное решение будет 
содержать дополнительный множитель xs, где s − кратность корня α в 
характеристическом уравнении.  

В случае 2, если число α + βi совпадает с корнем характеристи-
ческого уравнения, то выражение для частного решения будет содер-
жать дополнительный множитель x.  

Неизвестные коэффициенты можно определить подстановкой 
найденного выражения для частного решения в исходное неоднород-
ное дифференциальное уравнение. 
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3) На третьем этапе надо составить общее решение  неодно-

родного уравнения. Это совсем легко: . Совершенно верно – 
следует их просто приплюсовать. 

Если изначально в условии сформулирована задача Коши 
(найти частное решение, удовлетворяющее заданным начальным 
условиям), то добавляется четвёртый этап: 

4) Нахождение частного решения, удовлетворяющего заданным 
начальным условиям.  

Пример. Найти общее решение дифференциального уравнения. 

 
Решение:  
1) Сначала найдем общее решение соответствующего однород-

ного уравнения. Берём наше неоднородное дифференциальное урав-

нение  и обнуляем правую часть: 

 
Составим и решим характеристическое уравнение: 

 
 – получены различные действительные корни, по-

этому общее решение:  

2) Теперь нужно найти какое-либо частное решение  неодно-

родного уравнения . 

Прежде всего, смотрим на нашу правую часть: . Тут у 
нас многочлен третьей степени. По идее, частное решение тоже сле-

дует искать в виде многочлена третьей степени: , 

где  – пока ещё неизвестные коэффициенты (числа). Смотрим 

на корни характеристического уравнения , найденные на 
предыдущем этапе: это различные действительные корни, отличные 
от нуля. Приходим к выводу, что, да, действительно – частное реше-
ние неоднородного уравнения нужно искать в виде: 

 
Найдём первую и вторую производную: 
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Подставим  и  в левую часть неоднородного уравнения: 

 
(1) Выполняем подстановку  и . 
(2) Раскрываем скобки. 
(3) После максимальных упрощений ставим знак равенства и 

приписываем нашу правую часть . 
Далее работаем с последним равенством – необходимо прирав-

нять коэффициенты при соответствующих степенях и составить си-
стему линейных уравнений. В картинках процесс выглядит так: 

 

 
Чтобы было еще проще рекомендуется предварительно сгруп-

пировать подобные слагаемые: 

, 
и только потом составлять систему. 

Подставляем найденные значения  в наш исходный под-

бор частного решения : 

 
Таким образом, подобранное частное решение неоднородного 

уравнения: 

 
3) Запишем общее решение неоднородного уравнения: 

 

Ответ: общее решение:  
Пример. Найти частное решение неоднородного уравнения, со-

ответствующее заданным начальным условиям. 

, ,  
Алгоритм решения полностью сохраняется, но в конце добавля-

ется дополнительный пункт.  
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Решение:  

1) Найдем общее решение соответствующего однородного урав-
нения: 

 
Характеристическое уравнение: 

 

 

 – получены кратные действительные корни, поэтому об-
щее решение: 

 
2) Выясняем, в каком виде нужно искать частное решение . 

Смотрим на правую часть неоднородного уравнения , и сразу 

появляется первая версия подбора: . 

Далее смотрим на корни характеристического уравнения: 
 – действительные кратные корни. Приходим к выводу, что «очевид-

ное» частное решение  необходимо домножить на , то есть, 
частное решение следует искать в виде:  

 
Ищем неизвестный коэффициент . 
Найдем первую и вторую производную: 

 

 
Подставим ,  и  в левую часть неоднородного уравнения и 

максимально упростим выражение: 

 
В самом конце после упрощений приписываем исходную пра-

вую часть . 

Из последнего равенства  следует: 

  

Таким образом: . 
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3) Составим общее решение неоднородного уравнения:  

 
4) Найдем частное решение, удовлетворяющее заданным 

начальным условиям ,  

Сначала берём найденное общее решение 

 и применяем к нему первое начальное условие : 

 
Согласно начальному условию:  – получаем первое 

уравнение. 
Далее находим производную от общего решения: 

 и при-

меняем к найденной производной второе начальное уравнение : 

 
Согласно второму начальному условию:  – полу-

чаем второе уравнение. 
Составим и решим систему: 

 
Подставим найденные значения констант , в общее 

решение  

Ответ: частное решение:  
Пример. Найти общее решение неоднородного уравнения 

 
Решение:  
1) Найдем общее решение соответствующего однородного урав-

нения: 

 
Характеристическое уравнение: 
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 – получены сопряженные комплексные корни, поэтому 
общее решение: 

. 
2) Частное решение неоднородного уравнения ищем в «обыч-

ном» виде:   

Выясним, чему равны коэффициенты . 
Найдем производные: 

 
 

Подставим  и  в левую часть неоднородного уравнения: 

 
(После подстановки и максимальных упрощений приписываем 

правую часть: ) 

Из последнего равенства 
 составим и решим систему: 

 
(Здесь первое уравнение умножено на 4, а затем проведено 

почленное вычитание: из второго уравнения почленно вычтено пер-
вое уравнение). Таким образом, подобранное частное решение: 

. 
3) Составим общее решение неоднородного уравнения: 

 
Ответ: общее решение:  

 
 
Контрольные вопросы  
1. Что называется дифференциальным уравнением? 
2. Что называется порядком дифференциального уравнения? 
3. Что называется общим решением дифференциального урав-

нения первого порядка? 
4. Что называется частным решением дифференциального урав-

нения 
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5. Каков геометрический смысл частного решения дифференци-
ального уравнения первого порядка? 

6. Приведите примеры дифференциальных уравнений с разде-
ляющимися переменными. 

7. Какое дифференциальное уравнение первого порядка называ-
ется линейным? уравнением Бернулли? Укажите способ их решения. 

8. Какое уравнение называется линейным однородным диффе-
ренциальным уравнением второго порядка? 

9. Какое уравнение называется линейным неоднородным диф-
ференциальным уравнением второго порядка? 

10. Какое уравнение называется характеристическим для линей-
ного однородного дифференциального уравнения второго порядка? 

11. Какой вид имеет общее решение однородного дифференци-
ального уравнения второго порядка в зависимости от дискриминанта 
характеристического уравнения? 

12. Как найти общее решение линейного неоднородного диффе-
ренциального уравнения второго порядка с постоянными коэффици-
ентами? 

13. Какой вид имеет частное решение линейного неоднородного 
дифференциального уравнения второго порядка с постоянными ко-
эффициентами, если его правая часть есть многочлен? показательная 
функция? тригонометрическая функция? комбинация этих функций? 
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Глава 9. КОНТРОЛЬНЫЕ РАБОТЫ 
 

9.1. Методические указания к решению задач 
 
Для того, чтобы облегчить студенту-заочнику самостоятельное 

выполнение контрольных работ, приведем примеры решений задач, 
аналогичных тем, какие предлагаются в контрольных работах. По-
добные задачи включаются и в экзаменационные билеты. 
 

Задача 1.  Дана система линейных уравнений  









−=+

−=+−

=−+

1564

4243

15322

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

Требуется показать, что система совместна, и найти ее решение 
тремя способами: а) по формулам Крамера; б) методом Гаусса; в) ме-
тодом обратной матрицы. Выполнить проверку решения. 

 
Решение 

Система n линейных уравнений с n неизвестными является сов-
местной и имеет единственное решение, так как определитель систе-
мы, составленный из коэффициентов при неизвестных не равен нулю. 
Вычислим определитель системы методом разложения его по элемен-
том строки. Разложим по первой строке: 

 

0180

)1618(3)815(2)1220(2
64

43
3

54

23
2

56

24
2

564

243

322

≠−=

=+−−−−−=
−

−−
−

=−

−

=D

 
Так как определитель системы не равен нулю, система уравне-

ний совместна и имеет единственное решение.  
а) Найдем решение системы по формулам Крамера  

D

D
x 1

1 = , 
D

D
x 2

2 = ,
D

D
x 3= , 

где D1 D2 D3 – определители, которые получаются из определителя D 
системы путем замены в нем соответственно 1-го, 2-го, 3-го столбцов 
коэффициентов при неизвестных x1 x2 x3 столбцом свободных членов 
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уравнений, стоящих в правой части данной системы. Получим следу-
ющие три определителя: 
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Вычислить неизвестные 2
180

360
1 =

−

−
=х , 1

180

180
2 =

−

−
=х , 3

180

540
3 −=

−
=х . 

Проверим это решение, подставив значения неизвестных во все 
уравнения системы. Получим  

11568)3(51624

4646)3(21423

15924)3(31222

−=−+=−+⋅+⋅

−=−−=−+⋅−⋅

=++=−−⋅+⋅

 Решение верное. 

 
 б) Решим ту же систему уравнений методом Гаусса. Для этого 

выпишем расширенную матрицу системы и приведем основную мат-
рицу системы к треугольному виду или ступенчатому виду, если чис-
ло уравнений окажется меньшим числа неизвестных. Приведение 
матрицы к треугольному виду, то есть такому, когда ниже (или выше) 
главной диагонали все элементы будут нулевые, а на главной диаго-
нали – ненулевые, всегда возможно. Оно основано на следующих 
элементарных преобразованиях матрицы, соответствующих эквива-
лентным преобразованиям система:  

1. Перестановка строк матрицы; 
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2. Перестановка столбцов; 
3. Умножение всех элементов строки на одно и то же число; 
4. Сложение элементов любой строки с соответствующими эле-

ментами любой другой строки; 
5. Вычеркивание получившихся нулевых строк. 
 
Вот решение одной системы методом последовательных исклю-

чений неизвестных:  
 
Расширенная матрица   1-й шаг    2-шаг 
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~

1564

4243

15322

 
 
Возвратимся теперь от матричной записи к системе уравнений. 

Из последней строки матрицы следует уравнение 
7

270

7

90
3 −=х , откуда 

х3 = -3  Подставляя х3 = -3 в последнее уравнение (вторая строка рас-

ширенной матрицы) получим 
14

53

14

)3(13
2 =

−⋅
−х  или 1

14

14

14

3953
2 ==

−
=х . 

Наконец, из первого уравнения системы (первая строка матрицы) 

найдем 2
2

4

2

33
1

2

15
1 ==

⋅
−−=х    Решение { }3;1;2 −  такое же, как в случае 

(а). Оно уже проверено. 
Существует модифицированный метод Гаусса, так называемый 

метод полного исключения неизвестных, в результате которого ос-
новная матрица системы преобразуется в каноническую матрицу, на 
главной диагонали которой остаются единицы, а все остальные эле-
менты обращаются в нули. Таким образом сразу получается решение. 

В основе этого метода лежит следующий алгоритм (строго 
определенный порядок действий) 
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1. Выберем разрешающую строку и в ней разрешающий эле-
мент. Обычно это первый элемент первой строки, считая слева напра-
во. Строки можно целиком переставлять, так что на первое место 
можно записать любую строку, в которой первый элемент не равен 
нулю.  

2.  Каждый элемент, разрешающий строки разделим на разре-
шающий элемент. 

3. Элементы разрешающего столбца заменим нулями во всех 
строках матрицы, кроме разрешающей, где он буден равен единице. 

4. Элементы столбцов, Которые были разрешающими на преды-
дущих шагах исключения, переписываем без изменения. 

5. Остальные элементы пересчитаем по следующему правилу 
«прямоугольника»:  

И
P

DDPП
21 =

⋅−⋅
   

 Р               D2 

 
 
 D1            П 

где П – пересчитываемый элемент, Р – Разрешающий, D1 и D2 – “диа-
гональные”, И – искомый. Все эти элементы каждый раз должны быть 
вершинами воображаемого прямоугольника, образованного парал-
лельными строками и столбцами. Искомый элемент записываем на 
месте пересчитываемого. 

Вернемся к расширенной матрице данной системы и выполним 
эквивалентной преобразования по предложенной выше схеме полного 
исключения неизвестных. Рекомендуем читателю все пересчеты ко-
эффициентов по правилу «четырехугольника» записывать подробно.  

 
Данная расширенная матрица   1-й шаг        2-й шаг 
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  3 – й шаг   4 – й шаг 
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Если в последней матрице вернуться к записи уравнений, то 

получим  
2х

1
= , 1х

2
= , 3х

3
−= , а это и есть решение данной системы. 

 
в) Решить данную систему методом обратной матрицы. 
Решение. Данную систему можно записать в матричном виде 

АХ = В,  

где 
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Решение матричного уравнения имеет вид Х = А-1 В = N,  
где А-1 – матрица, обратная матрицы А. Так как определитель матри-
цы системы D(A) = 180 отличен от нуля то матрица А имеет обрат-
ную. Для вычисления обратной матрицы воспользуемся формулой 
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Где А11, А12, …, А33 – алгебраические дополнения элементов а11, 

а12, …, а33 матрицы А. Вычислим алгебраические дополнения всех 
элементов матрицы А: 
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Составим обратную матрицу 
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Найдем теперь матрицу Х. 
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Из равенства матриц Х = N или 
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следует решение 

системы х1=2, х2 = 1, х3 = -3.  
 
Задача 2.   Методом исключения неизвестных найти общее и ба-

зисное решение системы линейных уравнений 




++

+−

321

321

х4х5х2

х6х4х3
 

 
Решение 

Это система двух уравнений с тремя неизвестными. Она сов-
местна и неопределенна. Надо описать совокупность всех ее решений. 
В качестве базисных неизвестных данной системы можно взять те не-
известные, для которых определитель составленный из коэффициен-
тов при нет известных, не равен нулю. Здесь три таких определителя, 

один из которых равен нулю 01212
42

63
=−= . Следовательно, не-

известные х1 и х2 нельзя брать в качестве базисных. Примем за базис-
ные неизвестные х1 и х2, для которых определитель 
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023815
52

43
≠=+=

−
. Будем считать неизвестную х3 свободной и 

запишем систему в виде 




−=+

−−=−

321

321

х412х5х2

х67х4х3
 

Или в матричной форме 








−

−−−

41252

6743
. Воспользуемся ме-

тодом полного исключения неизвестных: 








 −







 −−−

023/5010

223/1301
~

03/503/230

3/63/73/41
 

Общее решение: 








=

−=

23

50
х

х2
23

13
х

2

31

 

Полагая в общем решении х3 = 0, получим базисное решение  

х1 = 
23

13
, 

23

50
х

2
=  

Проверка базисного решения показывает, что оно удовлетворяет 
обоим уравнениям системы, то есть, является частным решением си-
стемы. Давая х3 любые другие числовые значения, получим бесчис-
ленное множество частных решений.  

Аналогично решаются системы с несколькими свободными не-
известными.  

 

Задача 3.   Даны матрицы 








−

−
=

152

834
А  и 

















=

71

36

010

В . 

Найти произведение матриц АВ. 
 

Решение 
Эти матрицы являются соответственными, так как число столб-

цов первой матрицы равно числу строк второй: их размеры 32 ×  и 
23× . В результате умножения матриц получим новую матрицу С 

размера 22 × , а ее элементы будут равны скалярным произведениям 
векторов-строк первой матрицы на векторы-столбцов второй:  
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С
89

6514

71513020

56981840

7135021165102

7833041863104
АВ

=








−−

−
=

=








+−+−

+++−
=









⋅+⋅−⋅⋅+⋅−⋅

⋅+⋅+⋅−⋅+⋅+⋅−
=

 
 
Задача 4.  Даны вершины треугольника А(-3;-2), В(1;8), С(5;3). 
Найти: а) уравнения всех трех его сторон; 
б) систему неравенств, определяющих множество точек, при-

надлежащих треугольнику, включая его стороны; 
в) внутренний угол А треугольника в градусах и минутах; 
г) длину высоты, опущенной из вершины А; 
д) площадь треугольника.  

 
Решение 

а) Уравнения сторон найдем по формуле прямой, проходящей 

через две данные точки 
12

1

12

1

уу

уу

хх

хх

−

−
=

−

−
 

 

Уравнение стороны АВ: 
28

2у

31

3х

+
+

=
+
+

, или  
01125

022410

,843010

=+−

=+−

+=+

ух

ух

ух

 (АВ). 

 
 

Уравнение стороны АС: ,
23

2у

35

3х

+
+

=
+
+

 или  
01у8х5

16у815х5

=−−

+=+
  

(АС) 
 
б) Каждая из прямых, уравнения которых только что найдены, 

разделяет плоскость на две полуплоскости, определяемые соответ-
ствующими неравенствами. 
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Чтобы определить знаки этих неравенств, возьмем координаты 
какой-нибудь точки заведомо расположенной внутри треугольника 
АВС (рис. 9.1). Такой точкой является, например точка N (0;1) под-
ставляя координаты этой точки в уравнения граничных прямых (сто-
рон) в силу того, что точка N не лежит ни на одной сторон, получим 

следующую систему неравенств. 








<−+

<−−

>+−

,03745

,0185

,01125

ух

ух

ух

 определяющих мно-

жество внутренних точек треугольника. 
 
 

 
 
 
 
 
 

 
Рис. 9.1 

 

Система неравенств 








≤−+

≤−−

≥+−

,037у4х5

,01у8х5

,011у2х5

определяет множество то-

чек, принадлежащих треугольнику АВС, включая его стороны. 
 

в) Внутренний угол треугольника найдем, зная угловые коэф-
фициенты сторон АВ и АС, образующих этот угол, по формуле 

ACAB

ACAB

kk1

kk
tgA

+

−
= . 

Угловые коэффициенты прямых вычислим по формуле 

12

12

xx

yy
k

−

−
= .  

Получим 
2

5

4

10

31

28
k

AB
==

+
+

= ;  
8

5

35

23
k

AC
=

+
+

= . 



141 

Тогда 7317,0
41

30

2516

1040

8

5

2

5
1

8

5

2

5

tgA ≈=
+
−

=
⋅+

−
=  

2136А 0 ′=∠ . Угол определяем с помощью таблицы тангенсов 
или калькулятора  

 

г) Длину высоты AD⊥BC (рис. 9.1) найдем как расстояние от 
данной точки  А(-3;-2) до данной прямой ВС: 5х + 4у – 37 = 0 по фор-
муле 

22

00

BA

CByAx
d

+

++
= , где А, В, С – коэффициенты прямой, 

00
yx  – 

координаты данной точки.  

Получим 37,9
41

60

45

37)2(4)3(5
ADd

22
≈=

+

−−⋅+−⋅
==  (ед.) 

 

д) Площадь треугольника можно вычислить несколькими спо-
собами. 

Вычислить ее через координаты вершин треугольника по фор-

муле 
1313

1212

yyxx

yyxx

2

1
modS

−−

−−
= . 

Получим ( ) 308020
2

1

58

104

2

1

2335

2831

2

1
−=−==

++

++
. 

Итак, площадь треугольника SABC = 30 кв. ед.  
 
Задача 5. Не используя правила Лопиталя, вычислить пределы 

функций: 

а) 
1

1
23

23

1
lim −−+

+−−

→ xxx

xxx

x

 

 
Решение 

Здесь имеет место неопределённость вида 0/0. Разложим на 
множители числитель и знаменатель дроби: 

0
2

0

1

1

)1)(1(

)1()1(

1

1
limlimlim

1
2

2

1
23

23

1

==
+
−

=
+−
+−

=
−−+
+−−

→→→ x

x

xx

xx

xxx

xxx

xxx

 

б) 
x

x

x

24
lim

0

−+

→
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Решение 
Умножим числитель и знаменатель дроби на сумму 24 ++x : 

4

1

24

1

)24(

44

)24(

)24)(24(
limlimlim

000

=
++

=
++

−+
=

++

++−+

→→→ xxx

x

xx

xx

xxx

. 

 

Задача 6.  Найти производные y
dx

dy
′=  следующих функций (да-

ется сложные и неявная функции): 

а) 
2

2

х10

х3
у

−
=  

 
Решение 

По правилам дифференцирования дроби получим  

.
)х10(

)х20(х3

)х10(

х3х60

)х10(

х3)х10(х6

х10

х102

)х2(х3
х10х6

)х10(

)х10(х3х10)х3(
у

2/322/32

2

2/32

32

2

2

2

2

22

2222

−
−

=
−

−
=

−
+−

=

=
−

−

−⋅
−−

=
−

′−−−′
=′

 

б) 
x

2
tgху 3 ⋅= . 

 
Решение 

По правилам дифференцирования произведения получим  

( )

x

2
cosx

2

x

2
tgx3

x

2

x

2
cos

1
x

x

2
tgx3

x

2
tgx

x

2
tgху

22

2

2

3233 −=
′







+=
′







+=′

 

в) xcos2

7y l=  

 
Решение 

Дифференцируем как сложную функцию.  

( ) ( ) xcosxcos2xcos 222

x2sin7xsinxcos27xcos7y lll −=−⋅=
′

=′  

г) ctgyxy ⋅= . Это неявная функция.  
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Решение 

y
ysin

x
ctgy)ctgy(xctgy)x(y

2
′⋅−=′⋅+′=′  

ctgy
ysin

yx
y

2

′′
+′ , ctgy

ysin

x
1y

2
=








+′ , 

)xy(sin2

y2sin

2

1

xysin

ysinctgy
y

2

2

+
=

+
⋅

=′ . 

 
Задача 7. С помощью правила Лопиталя вычислить пределы 

функций: 

1) 
3

0x x

x6x2sin3
im

−
→

l . 

 
Решение 

Непосредственная подстановка х = 0 приводит к неопределенно-

сти вида 
0

0
, следовательно, можно применить правило Лопиталя: за-

менить предел отношения функций пределом отношения их произ-
водных.  

4
6

x2cos24

0

0

x6

x2sin12

0

0

x3

6x2cos6

0

0

x3

x6x2sin3

im

imimim

0x

0x
2

0x
3

0x

−=
−

=

=




=
−

=




=
−

=




=
−

→

→→→

l

lll

 

2) 
nx

gx
im

x l

l

l
∞→

 

 
Решение 

При ∞→х  получим неопределенность вида 
∞

∞
, когда можно 

применить правило Лопиталя.  
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.4343,0
3026,2

1

10n

1

1

1

10n

1

x

x

10n

1

х

1
10nх

1

nx

gx
imimimim

xxxx

==

===






∞
∞

===






∞
∞

=
∞→∞→∞→∞→ lll

l

l

l

llll

 

.
1

x2

x4

1x
imim

x

2

x

∞==






∞
∞

=
+
+

∞→∞→
ll  

Задача 8.  Исследовать функцию 
( )2

3

1x

x
y

−
=  и построить ее 

график.  
 

Решение 
Исследование выполним по примерной схеме, имеющейся в 

учебниках и практических руководствах. График можно строить 
либо по ходу исследования, либо конце исследования (рис. 9.2).  

1.Область определения 
функции  

),1()1,(х ∞∪−∞∈ . 

2.Найдем точки пересе-
чения графика функции с ося-
ми координат. Пусть ох = , 
тогда 0у = . Пусть 0у = , то-

гда 0х 3 =  или 0х = . Значит, 
график функции проходит че-
рез начало координат.  

3.Проверить является ли 
функция четной, нечетной, 
общего вида.  

2

3

2

3

)1х(

х

)1х(

)х(
)х(у

+
−=

−−
−

=− .  

Функция общего вида. 
 

 

 
Рис. 9.2 

y 

x 
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Найти асимптоты графика функции (вертикальные, 
наклонные, горизонтальные). 

Вертикальная асимптота может быть в точке разрыва или на 
границе области определения. Здесь вертикальная асимптота 1х = . 

∞=
−−→

2

3

01x )1x(

x
iml , – предел слева в точке 1x = ; ∞=

−+→
2

3

01x )1x(

x
iml  – 

предел справа. Наклонные асимптоты вида bkxy +=  Найдем, если 

существуют конечные пределы 
x

)x(f
k im

x
l

±∞→

=  и [ ]kx)x(fb im
x

−=
±∞→

l .  

Здесь 1

x

1

x

2
1

1

xx2x

x

)1x(x

x
k

2

x
23

3

x
2

3

x
imimim =

+−
=

+−
=

−
=

∞→∞→∞→
lll  

Итак, 2ху +=  – уравнение наклонной асимптоты. 

 
Найти интервалы монотонности (возрастания и убывания) 

функции и точки экстремума. 
Найдем производную первого порядка.  

3

2

3

23

3

323

3

32

4

322

)1х(

)3х(х

)1х(

х3х

)1х(

х2х3х3

)1х(

х2)1х(х3

)1х(

)1х(х2)1х(х3
у

−
−

=
−
−

=

=
−

−−
=

−

−−
=

−

−−−
=′

 
Найдем критические точки первого рода и выясним знаки у′  на 

полученных интервалах в окрестности критических точек. Критиче-
ские точки: х1 = 0, х2 = 3, х3 = 1 – последняя н входит в область опре-
деления функции. Используя достаточные признаки экстремума, вы-

ясним, как меняет знак у′ при переходе через критические точки сле-

ва направо. Возьмем непрерывный интервал 
2

1
1 <<− х , содержащий 

точку 0х = . 0
)11(

)31()1(
)1(

3

2

>
−−

−−−
=−′у ; 0

12

1

3
2

1

2

1

2

1
3

2

>










−








 −








=






′у . Так как при 

переходе через точку 0х =  производная у′  знак не имеет, то функция 

монотонно возрастает и 0х =  не является точкой экстремума.  
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Возьмем интервал 42 << х , содержащий точку х = 3.  

0
)12(

)32(2
)2(

3

2

<
−

−
=′у ; 0

)14(

)34(4
)4(

3

2

>
−

−
=′у . Здесь производная меняет 

знак с «-» на «+», значит, х =3 – точка минимума функции 

75,6
4

27

)13(

3
)3(y

2

3

min
==

−
= . 

Итак, функция возрастает на интервалах )1,(−∞  и ),3( ∞ , убыва-

ет на интервале (1;3). 
 
4. Найти интервалы выпуклости и вогнутости графика функции 

и точки перегиба. 
Вычислим производную второго порядка и найдем критические 

точки второго рода. 

4

4

232

6

2332

)1x(

x6

)1x(

x3x(3)1x)(x6x3(

)1x(

)x3x()1x(3)1x)(x6x3(
у

−
=

=
−

−−−−
=

−
−−−−−

=′′

 
Критические точки второго рода, при которых обращаетсяу ′′  в 

нуль или существует, такие 0х
1

= , 1х
2

= , но эта последняя не входит 

в область определения функции. Остается точка х = 0. Проверим ме-
няет ли знак у ′′  при переходе через эту точку. Возьмем интервал (-

1;
2

1
), содержащий точку х = 0. Вычислим 0

)11(

6
)1(

4
<

−−

−
=−′′у , 

0

1
2

1

2

1
6

2

1
4

>








 −

⋅
=







′′у . Отсюда следует, что х = 0 – точка перегиба, 

0)0(у = . 0
)13(

36
)3(

4
>

−

⋅
=′′у . Отсюда следует, что )0,(−∞  – интервал вы-

пуклости; )1;0( , );1( ∞  – интервалы вогнутости кривой. 

 
Задача 9. Три пункта А.В. и С расположены так, что угол АВС 

(рис. 9.3) равен 600. Расстояние между пунктами А и В равно 200 км. 
Одновременно из пункта А выходит автомобиль, а из пункта В – по-
езд. Автомобиль движется по направлению к пункту В со стороны 80 
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км/ч, а поезд движется по направлению к пункту С со скоростью 50 
км/ч. Через скорость времени расстояние между автомобилем и поез-
дом будет наименьшим?  

 
Решение 

Пусть t-время, через которое после начала движения автомобиля 
и поезда, расстоянием MN = s между ними будет наименьшим. По 
теореме косинусов для треугольника MBN запишем равенство 

0222 60cos2 NBMBNbMBs ⋅−+  
H0 MB = 200 – 80t, 
  NB = 50t, 

  cos600 =
2

1
. 

 
Рис. 9.3 

 

Тогда получим уравнение 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )( ) ( )22222

2222222222

1294204001004010025420251610

2554105102541050802005080200

ttttttt

tttttttts

+−=+−++−=

=−⋅⋅−⋅⋅+−=−−−=
; 

25.76625.710142.5810)( 0 =⋅=ts км. 

Отсюда 400420012910 2 +−= ts . Найдем первую производную по t: 

 
( )

4004201292

42025810
2 +−

+
=′

tt

t
s . Приравнивая первую производную к нулю по-

лучим ,0240258 =−t  откуда 06279.1
258

420
tt ===  или 84731 ′′′= чt - критиче-

ская точка.  
Квадратный трехчлен под корнем в знаменателе в ноль не обра-

щается ни при каких действительных значениях t, поскольку его дис-
криминант Д 07500 p−= . 
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Легко видеть, что при переходе через критическую точку t0 от 
меньших значений t к большим, например, от t = 1 до t = 2, первая 
производная меняет знак с минуса на плюс ( )0)2(,0)1( fp ss ′′ . Следова-

тельно, t0 = 1.6279 часа – точка минимума функции s. А так как дру-
гих экстремумов эта функция не имеет, то в точке минимума функция 
имеет наименьшее значение: км

наим
s 251,76142,5810)6279,1( == . 

 
Задача 10. Найти частные производные и полный дифференци-

ал функции двух независимых переменных:  
а) 123 5423 −+−= xyyxz  

 
Решение 

Найти частные производные 422 59 xyx
x

z
+=

∂

∂
; 

33 86 yyx
y

z
−=

∂

∂ . Составим полный дифференциал по формуле 

dy
y

z
dx

x

z
dz

∂

∂
+

∂

∂
= . 

Получим ( ) ( )dyyyxdxxyxdz 33422 8659 −++= . 

 

б) 







+=

y

x
ntgz

2

2
2l . 

 
Решение 

Найдем частные производные 
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−

⋅









−









−

=⋅









−
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−

=
∂

∂

y

x

y

x

y

x

y

x

y

x

y

x
tg

x

z

2

2
2sin

2

2

2
cos

1

2

2
sin

2

2
cos

2

1

2

2
cos

1

2

2

2

22
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⋅









−

=
∂

∂

y

x
y

y

x

y

x

y

x

yy

y

x

y

x
tg

y

z

2

2
2sin

8

2

2
cos

1

2

2
sin

2

2
cos

42

2

2
cos

1

2

2

2

22
22

2

. 

Составим полный дифференциал  









+









−

=









−

+









−

= dy
y

dx

y

x

y

x
y

dy

y

x

dx
dz

2
2

4

2

2
2sin

2

2

2
2sin

8

2

2
2sin

2
. 
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Задача 11.  Найти экстремум функции xyxyxz 922 ++−=  

 
Решение 

Найдем частные производные: 
,2

,92

=′′

+−=′

xx

x

z

yxz
 

,2

,2

=′′

+−=′

yy

y

z

yxz
 и сме-

шанную производную 1−=′′
xyz . 

Необходимое условие экстремума: 0=′
xz  и 0=′

yz  

Решим систему уравнений 




=+−

=+−

,02

092

yx

yx
 x = 2y, 4y – y = -9, y = -3  

x = -9 
Итак, точка P(-9; -3) критическая точка. Составим выражение 

( )2

xyyyxx zzz ′′−′′′′=∆  и вычислим его значение в критической точке P(-9; -3). 

Тогда, если 0)( >∆ P , то P- точка экстремума. При этом, если 0)( >′′ Pz xx , 

то Р – точка минимума, а если 0)( <′′ Pz xx , то Р – точка максимума, 

Если 0)( <∆ P , экстремума нет, а если 0)( =∆ P - экстремум может 

быть, а может не быть. Нужны дополнительные исследования.  
Установим характер экстремума в точке P(-9; -3).  

03)1(22)( 2 >=−−⋅=∆ P , следовательно, P(-9; -3)- точка экстремума, а так 

как 02 >=′′
xxz  независимо от координат точки Р, то P(-9; -3) – точка 

минимума данной функции. 
 

Задача 12. Найти неопределенный интеграл: 
2

3

1

arccos

x

dx
x

−
⋅ .  

Решение: сделаем замену t=arccos x. Тогда 
21 x

dx
dt

−
−=  и 

( ) CxC
t

dttdt +−=+−=−=− 
5

2

5

2

3
3 arccos

5

2

2

5
t . 

 
Задача 13. Найти неопределенный интеграл: ( )dxx

x 1e 23x3

+
+ .  

Решение: применим подстановку xxt 33 += , тогда 

( ) ( )dxxdx 1333xdt 22 +=+= , откуда  +=+= + CeCe
dt

e xxtt 33

3

1

3

1

3
. 
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Задача 14. Найти интеграл  +−

+
dx

xx 2610

9x2
2

.  

Решение: преобразуем знаменатель дроби, стоящий под знаком 
интеграла следующим образом: ( ) 2222 15125522610`x +−=++⋅−=+− xxxx . Тогда 

после замены 5-xt = , получаем: 
( )

    +
+

+
=

+

+
=

+

++
dt

t
dt

t

t
dt

t

t
dt

t

t

1

19

1

2

1

192

1

952
2222

; второй интеграл является 

табличным. 
Для решения первого интеграла нужно воспользоваться заменой 

переменной: z=+1t 2 , тогда tdtdz 2= , откуда   ++=+==
+

CtCz
z

dz
dt

t

t
1lnln

1

2 2

2
. 

Таким образом окончательный ответ ( ) Carctgtt +++ 191ln 2  или 

( ) ( ) Cxarctgxx +−++− 5192610ln 2 . 

 
Задача 15. Найти интеграл: ( ) − xdx7cos1x5  

Решение: применим формулу интегрирования по частям 

 = vdu-uvudv . Разбиваем подынтегральное выражение на части: 

( ) xdxdvxu 7cos15 =−=
 тогда  === xxdxvdxdu 7sin

7

1
7cos,5 . 

Следовательно, 

( ) ( )  +⋅+
−

=−⋅=− Cxx
x

xdxxdx 7cos
7

1

7

5
7sin

7

15
7sin

7

5
1-5xsin7x

7

1
7cos1x5 . 

 
Задача 16. Найти интеграл:  xdxarctg5  

Решение: положим dxdvxarctgu == ,5 , тогда .,
251

5
2

xvdx
x

du =
+

=  

Отсюда  +
−⋅= dx

x

x
xarctgxxdxarctg

2251

5
55 . Применяя в последнем инте-

грале подстановку tx =+ 2251 , получаем xdxdt 50= , следовательно, 

  ++=+==
+

CxCt
t

dt
dx

x

x 2

2
251ln

10

1
ln

10

1

10

1

251

5 , отсюда  

( ) ++−⋅= Cxxarctgxxdxarctg 2251ln
10

1
55 . 

 
 
 
 
 



151 

Задача 17. Найти интеграл  −
dx

1x

2-x3
3

 

Решение: разложим знаменатель на множители:  

( )( )111 23 ++−=− xxxx , тогда 
( )( ) 1111

23

1

23
223 ++

+
+

−
=

++−

−
=

−

−

xx

CBx

x

A

xxx

x

x

x  освобожда-

емся от знаменателя: ( ) ( )( ) CCxBxBxAAxAxxCBxxxAx −+−+++=−++++=− 222 1123 . 

Теперь приравниваем коэффициенты при одинаковых степенях х: 

2,2

,3

,0

0

1

2

+=−=−

=+−

−==+

ACCAx

CBAx

BABAx

 

Из второго уравнения получаем 
3

1
32 ==+++ AAAA  

Отсюда 
3

7
,

3

1
,

3

1
=−== CBA . 

Следовательно,    ++

−
−−=

++

+−
+

−
=

−
dx

xx

x
xdx

xx

x

dx
x

dx
1

7

3

1
1ln

3

1

1

3

7

3

1

1
3

1

1x

2-x3
223

. 

Выделим полный квадрат в знаменателе подынтегрального вы-
ражения: 

4

3

2

1

4

3

4

1

2

1
2

2
2 +








+=++⋅⋅+ xxx . 

Произведем подстановку 
2

1
,,

2

1
−==+= txdxdtxt  и 

( ) C
x

arctgxx

C
t

arctgt

t

dt
dt

t

t
dt

t

t

dx
xx

x

+
+

−++=

=+⋅−







+=

=
+









−+

+
=

+

−−
=

++

−
   

3

12

3

5
1ln

6

1

3

2

3

2

2

5

4

3
ln

6

1

4

32

15

3

1

4

33

1

4

3

7
2

1

3

1

1

7

3

1

2

2

2222

 

Ответ: ( ) C
x

arctgxxx +
+

+++−−
3

12

3

5
1ln

6

1
1ln

3

1 2 . 

 

Задача 18. Найти интеграл  xdxx
52 cossin  

Решение: 

C
xxx

C
ttt

dttttdtttxdxx

xdxxxxxdtxdxtxxdxx

+++=

=++−=+−=−=−=

==−====

 



7

sin

5

sin2

3

sin

75

2

3
)2()1(sin)sin1(sin

coscossin]sin1cos;cos;[sincossin

753

753
642222222

422252
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Задача 19. Найти интеграл  xdxx
24 cossin  

Решение: 

C
xxx

xxdxdxdxxxddx
x

xdxxxdxdx
xx

xdxxxxdxx

+−−=

=−−=−
−

=

=−=
−

⋅==

   

   

48

2sin

64

4sin

16

2sin2sin
16

1
4cos

16

1

16

1
2sin2sin

16

1

2

4cos1

8

1

2cos2sin
8

1
2sin

8

1

2

2cos1

4

2sin
sincossincossin

3

22

22
2

22224

 

Задача 20. Найти интеграл  ++ 5cos3sin4 xx

dx
 

Решение (используем универсальную тригонометрическую под-
становку): 

    +
+

−=+
+

−=
+

=
++

=
+

+
−

+
+

+=
++

C
x

tg

C
tt

dt

tt

dt

t

t

t

t

t

dt

xx

dx

2
2

1

2

1

)2(882
2

5
1

1
3

1

2
4

1

2

5cos3sin4 22

2

2

2

2

 
 

Задача 21. Найти интеграл 
+ 24 xx

dx
 

C
x

x
C

x

x

x
t

x
tgt

C
t

t

t

td

t

tdt

t

dt

tt

t
t

dt

ttgtgtt

dt

t

dt
dxtgtx

xx

dx

+
+−

=+
++

+−
=

+
===

=+
+
−

⋅
=

−
===

⋅

=
+⋅

====
+





|
42

|ln
2

1
|

42

42
|ln

4

1
]

4

2
cos;

2
[

|
1cos

1cos
|ln

22

1

1cos

cos

2

1

sin

sin

2

1

sin2

1

cos

1

cos

sin
cos

2

1

442cos

2
]

cos

2
;2[

4

2

2

2

2

22
2

2222

 

 
Задача 22. Вычислим площадь фигуры, ограниченной парабо-

лами 

2

632xy

2

2

−+−=

−−=

xxy

x  

Решение: найдем абсциссы точек пересечения заданных пара-
бол. Для этого приравняем правые части их уравнений: 

2632 22 −+−=−− xxxx  отсюда 
3

2

6

84
,2

6

84
x

6412416,0443

21

2

−=
−

==
+

=

=⋅+==−−

x

Дxx
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Вычисление площади осуществляется по формуле 

( ) ( )[ ] −=
b

a

dxxfxfS 12 , где ( ) ( )xfxf 21 ,  – кривые, ограничивающие фигуру 

( ) ( ))( 21 xfxf ≥  

В нашем случае  

( )[ ] [ ]

9

4

27

12

27

144

27

192

27

224

3

82

9

322

27

224

3

2
22

9

4
22

27

8
2

3

2

2

2
2

4
3

3243432)21(

33

2

3

2

232

3

2

222

==++−=
⋅

+
⋅

+−=






 ++






 −+






 +−=

=
−








++−=++−=−−−−+−=  

− −

x
xx

dxxxdxxxxxS

 

 
Задача 23. Найти объём тела, образованного вращением вокруг 

оси Ох фигуры, расположенной в первом квадранте и ограниченной 
параболой 25xy = , прямой 72 +−= xy  и ось Ох. 

Решение: найдем абсциссу точки пересечения параболы и пря-

мой в первом квадранте из системы уравнений 






+−=

=

22

5 2

ху

ху , откуда 

072572x5 22 =−++−= xxилиx  

Для этого решим уравнение 

5

7
,1

5

61

5

3511

01

1,0

−==

±−
=

++
−=

xx

x  

А также, найдем абсциссу точки пересечения прямой с осью Ох:  

2

7

072

2 =

=+−

x

x

 

Тогда, используя формулу для вычисления объёма тела враще-

ния, получим: 21V VV += , где   

( )

( )



+−=

=

2

1

1

2
2

0

22
1

72

5

x

x

x

dxxV

dxxV

π

π

   ===
1

0

54
1 5

0

1
525 πππ xdxxV  

( )

( ) π
π

π

πππ

6

125
14701890670

122

549

2

457

6

335

1
2

7
141

2

7

3

4

1

2

7

4914
3

4
49284

2

7

1

23

232
2

=+−=






 ⋅
+

⋅
−=

=













−







−













−







=






 +−=+−=  xxxdxxxV
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Задача 24. Решить дифференциальное уравнение 

. 

Решение: данное уравнение допускает разделение переменных. 
Разделяем переменные и интегрируем: 

 

 

 

 

Ответ: общий интеграл:  

 
Задача 25. Решить уравнение xlnxyxlnxy

233=−′ . 

Решение: разделим обе части уравнения на xlnx :  

xlnx
xlnx

y
y 23=−′ , убеждаемся, что оно – линейное. Положим uvy = ,  

тогда vuvuy ′+′=′  и уравнение преобразуется к виду  

xlnx
xlnx

uv
vuvu 23=−′+′  или xlnx

xlnx

v
vuvu

23=






 −′+′ . 

Так как искомая функция представима в виде произведения двух 
вспомогательных функций u и v, то одну из них можно выбрать про-
извольно. Выберем в качестве v какой-либо частный интеграл уравне-
ния 

            0=−′
xlnx

v
v .                                          (1) 

Тогда для отыскания функции u имеем уравнение    
            xlnxvu 23=′ .                                             (2)  

Получаем два уравнения с разделяющимися переменными. 
Решаем первое уравнение:  

0=−
xlnx

dx

v

dv
,  =− 0

xln

)x(lnd

v

dv
, 0=− xlnlnvln , 0=

xln

v
ln , 1=

xln

v
, 

xlnv = . 



155 

Подставим xlnv =  в уравнение (2) и решим его: 

xlnxxlnu 23=′ , 23x
dx

du
= , Cdxxdu += 

23 , Cxu += 3 . 

Следовательно, xln)Cx(y += 3  – общее решение данного урав-

нения.  
  
Задача 26. Найти частное решение уравнения 034 =+′−′′ yyy , 

удовлетворяющее начальным условиям: 10060 =′= )(y,)(y . 

Решение: для нахождения общего решения данного однородно-
го уравнения составляем характеристическое уравнение к2 −4к +3 = 0, 
имеющее корнями числа к1 = 1, к2 = 3. 

Общим решением данного уравнения является функция 
xx eCeCy 3

21 += . 

Используя начальные условия, определяем значения постоян-
ных С1 и С2. Подставляя в общее решение заданные значения х = 0,  
у = 6 (первое начальное условие), получим 6 = С1 + С2. 

Дифференцируя общее решение уравнения, имеем 
xx eCeCy 3

21 3+=′  и подставляя в полученное выражение х = 0, у = 10 

(второе начальное условие), получаем второе уравнение с неизвест-
ными С1 и С2 : 10 = С1 + 3С2. 

Решая полученную систему уравнений 





=+

=+

103

6

21

21

CC

CC
, находим С1 = 4, С2 = 2. 

Подставляя значения С1 = 4 и С2 = 2 в общее решение уравне-
ния, получим искомое частное решение данного уравнения, удовле-

творяющее заданным начальным условиям: xx
eey

324 += .          

 

Задача 27. Решить уравнение 262 xyyy =−′+′′ . 

Решение: находим общее решение однородного уравнения 

02 =−′+′′ yyy . Его характеристическое уравнение 022 =−+ kk  

имеет корни 21 −=k , 12 =k . Тогда xx
одн eCeCy 2

2
1 += − . 

Найдем частное решение y  данного неоднородного уравнения. 

Его правая часть есть функция 26x)x(f = . Так число 0 не является 
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корнем характеристического уравнения, y  есть многочлен второй 

степени, то есть CBxAxy ++= 2 . Отсюда находим BAxy +=
′

2 , 

Ay 2=
″

 и, подставляя y , 
′

y , 
″

y  в данное уравнение, получаем тожде-

ство 22 622222 xCBxAxBAxA ≡−−−++  или 
22 622222 xCBAx)BA(Ax ≡−++−+− . 

Приравнивая коэффициенты при одинаковых степенях х в обеих 
частях последнего равенства (только при этом условии оно будет 

тождеством) получаем систему уравнений 








=−+

=−

=−

022

022

62

CBA

BA

A

, из кото-

рой находим А = − 3, В = − 3, С = − 4,5. 

Следовательно, 5433 2
,xxy −−−=  и искомым общим решением 

данного неоднородного уравнения является 

5433 2
2

2
1 ,xxeCeCy

xx −−−+= − .   

 
Задача 28. Найти частное решение уравнения 

4292 2 −+=+′−′′ −
xeyyy

x , удовлетворяющее начальным условиям 

10 =)(y , 10 =′ )(y . 

Решение: характеристическое уравнение 0122 =+− kk  имеет 

равные корни 121 == kk , поэтому xx
одн xeCeCy 21 += . 

Правая часть данного уравнения есть сумма показательной 
функции  

 x
e

29 −  и многочлена первой степени 2х – 4. Так числа −2 и 0 не 
являются корнями характеристического уравнения, то 

CBxAey
x ++= −2 . 

Подставляя y , BAey
x +−=

′ −22 , x
Aey

24 −=
″

 в данное уравне-

ние, имеем: 

429244 2222 −+≡+++−+ −−−−
xeCBxAeBAeAe

xxxx . 
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Приравнивая коэффициенты подобных членов обеих частей это-

го тождества, получаем систему уравнений  








−=+−

=

=

42

2

99

CB

B

A

, откуда А = 

1, В = 2, С = 0. 

Следовательно, xey
x 22 += −  и общим решением данного урав-

нения является функция xexeCeCy
xxx 22

21 +++= − . 

Используя начальные условия, определим значения постоянных 
С1 и С2. Так как 10 =)(y , то С1+1=1, С1=0. 

Находим производную 22 2
221 +−++=′ − xxxx

exeCeCeCy . 

Тогда С1 + С2 – 2 + 2 = 1, С1 + С2 = 1, С2 = 1. 

Итак, xexey
xx 22 ++= −  − искомое частное решение.     

 
9.2. Задачи для контрольной работы 

 
Задачи для контрольной работы № 1 

 
1 – 20. Дана система линейных уравнений. Требуется пока-

зать, что система совместна и найти её решение тремя способами: 
а) по формулам Крамера; б) методом Гаусса; в) методом обратной  
матрицы. Выполнить проверку решения. 
 

1. 








=++

=−+

=−+

1334

1223

532

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 2. 








=+−

−=++

−=+−

5637

273

34

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

3. 








=−

−=−+

=−+

1657

12

082

31

321

321

xx

xxx

xxx

 4. 








−=−

=−+

−=−+

53

94

1532

31

321

321

xx

xxx

xxx

 

5. 








=−+

=−−

=−−

183

15432

932

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 6. 








=−−−

=+−

−=+−

12

0334

253

321

321

321

xxx

xxx

xxx
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7. 








=−−

=++

=−+

023

185

142

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 8. 








=++

=+

−=−−−

3

272

161023

321

31

321

xxx

xx

xxx

 

9. 








=−+

=−+

−=−+

11

17322

22057

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 10. 








=+−

=−+

−=−

6353

2638

78

321

321

31

xxx

xxx

xx

 

11. 








=−+

=−+

=+−

23107

142

735

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 12. 








=+

−=−−

=+−

62

4185

123212

31

321

321

xx

xxx

xxx

 

13. 








−=+−

=+−

−=−−

123

185

32

321

32

321

xxx

xx

xxx

 14. 








−=−+

=−+

=+−

253

1322

4323

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

15. 








−=+−

=+−

=−+

18582

2313

7334

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 16. 








=+

=−−

−=++−

1

723

1445

32

321

321

xx

xxx

xxx

 

17. 








=−+

−=+−

=++

053

4

112

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 18. 








=−

=+−

−=−+

1

23

327

32

321

321

xx

xxx

xxx

 

19. 








=+−

−=−+

=+−

132

237

9533

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 20. 








−=++

−=+−

=−+−

4252

23

0274

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

21 – 40. Методом исключения неизвестных найти общее и ба-
зисные решения систем уравнений: 

21. 




=+−

−=−−

0117

10485

321

321

xxx

xxx
 22. 





=++

=+−

1634

2545

321

321

xxx

xxx
 

23. 




−=−−

=−−

25787

434

321

321

xxx

xxx
 24. 





=−

=−−

228

03812

21

321

xx

xxx
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25. 




−=−−

−=++

12086

62152

321

321

xxx

xxx
 26. 





−=−+

=−+

2425

0324

321

321

xxx

xxx
 

27. 




=+

=−−

10

3042

31

321

xx

xxx
 28. 





=−−

=−+

1032

1623

321

321

xxx

xxx
 

29. 




−=++

−=−+

1457

2035

321

321

xxx

xxx
 30. 





=−−

−=++

22

11275

321

321

xxx

xxx
 

31. 




−=++

=−+

33

03811

321

321

xxx

xxx
 32. 





=+−

−=−+

433

626

321

321

xxx

xxx
 

33. 




=−−

=+−

23324

21912

321

321

xxx

xxx
 34. 





=+−

−=++

43

171325

321

321

xxx

xxx
 

35. 




−=−−

=+−

14944

866

321

321

xxx

xxx
 36. 





−=+−

=−−

1355

244

321

321

xxx

xxx
 

37. 




−=−+

−=+−

251011

225615

321

321

xxx

xxx
 38. 





−=−+

=+−

351011

117116

321

321

xxx

xxx
 

39. 




−=−+

=−−

11158

523

321

321

xxx

xxx
 40. 





−=−+

=+−

4321

087

321

321

xxx

xxx
 

41 – 60. Найти произведение матриц CAB = , если A , B даны: 

41. 






−

043

521
A , 

















−=

81

42

310

B  

42. 






 −

104

2311
A , 















 −

=

20

53

21

B  

43. 






 −

5102

133
A , 

















−=

82

31

17

B  

44. 








− 381

046
A , 

















−=

04

17

112

B  
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45. 






 −−

212

347
A , 

















−=

32

14

110

B  

46. 






 −

1508

1311
A , 

















−=

61

32

23

B  

47. 








−

−

166

240
A , 

















−=

39

11

108

B  

48. 








− 611

1553
A , 

















−

−

=

01

22

44

B  

49. 






 −

3141

2713
A , 

















−

−=

12

27

17

B  

50. 








011

23133
A , 

















−=

43

11

2550

B  

51. 








0314

1244
A , 

















−=

76

13

21

B  

52. 








−

−

611

299
A , 

















−

−=

15

23

113

B  

53. 








2173

4116
A , 

















−

−=

13

72

41

B  

54. 








−

−

033

12118
A , 

















−=

83

121

105

B  

55. 








3124

6214
A , 

















=

96

63

31

B  

56. 








−−− 321

10313
A , 

















=

40

13

710

B  
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57. 








−

−

1011

1234
A , 

















−=

14

73

28

B  

58. 








−

−

551

3218
A , 

















−=

52

41

31

B  

59. 








− 234

567
A , 

















−

=

12

310

60

B  

60. 








− 271

41022
A , 

















−−=

43

32

32

B  

61 – 80. Даны вершины треугольника ),( 11 yxA , ),( 22 yxB , ),( 33 yxC . 

Найти:  
а) уравнения всех трех его сторон; 
б) систему неравенств, определяющих множество точек, 
принадлежащих треугольнику, включая его стороны; 
в) внутренний угол A  треугольника в градусах и минутах; 
г) длину высоты, проведенной из вершины A ; 
д) площадь треугольника.  

61. ),14;6(A  )2;1(B , ).8;9(C  

62. ),10;4(A  ),2;1( −−B , ).4;7(C  

63. ),11;6(A  )1;1( −B , ).5;9(C  

64. ),13;4(A  )1;1(−B , ).7;7(C  

65. ),10;6(A  )2;1( −B , ).4;9(C  

66. ),14;4(A  )2;1(−B , ).8;7(C  

67. ),13;6(A  )1;1(B , ).7;9(C  

68. ),11;7(A  )1;2( −B , ).5;10(C  

69. ),13;3(A  )1;2(−B , ).7;6(C  

70. ),11;4(A  )1;1( −−B , ).5;7(C  

71. ),0;1(A  )3;7(B , ).4;4(C  

72. ),1;0(A  )4;6(B , ).5;3(C  

73. ),1;1( −−A  )2;7(−B , ).3;4(−C  

74. ),1;1( −−A  )2;5(B , ).3;2(C  

75. ),1;1( −A  )2;5(−B , ).3;2(−C  
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76. ),1;1( −A  )2;7(B , ).5;4(C  

77. ),1;1(−A  )4;7(−B , ).5;4(−C  

78. ),1;1(−A  )4;5(B , ).5;2(C  

79. ),1;1(A  )4;5(−B , ).5;2(−C  

80. ),1;1(A  )4;7(B , ).5;4(C  

 
81 – 100. Не пользуясь правилом Лопиталя, найти пределы 

функций: 
81. а) 

54

)1)(12(
24

3

1 −+

+−−

−→ xx

xxx
im

x
l  б) 

2

321

4 −

−+

→ x

x
im

x
l  

82. а) 
2

3

1

23

xx

xx
im

x +

−−

−→
l  б) 

3
8 2

31

x

x
im

x +

−−

−→
l  

83. а) 
xxx

xx
im

x 34

)12(
23

22

8 ++

−−

−→
l  б) 

3 2
1 1

1

−

−

→ x

x
im
x
l  

84. а) 
22

)12(
23

22

1 −−+

−−

→ xxx

xx
im
x
l  б) 

9

1213
2

3 −

+−+

→ x

xx
im
x
l  

85. а) 
xxx

xx
im

x 34

)32(
23

22

3 ++

−+

−→
l  б) 

8

26
3

3

2 +

+−

−→ x

x
im

x
l  

86. а) 
12

)12(
4

23

1 ++

−−

−→ xx

xx
im

x
l  б) 

x

x
im

x −

−

→ 4

24

16
l  

87. а) 
xx

xx
im

x +

−−+

→
5

3

0

31)1(
l  б) 

2

529
3

8 −

−+

→ x

x
im
x
l  

88. а) 
12

12
2

2

1 −−

+−

→ xx

xx
im
x
l  б) 

x

xxx
im

x

−−+−

→

121 2

0
l  

89. а) 
2

23
2

3

1 −−

−−

−→ xx

xx
im

x
l  б) 

xx

xx
im

x +

−++

→
2

3 2

0

238
l  

90. а) 
254

375
23

23

1 +++

+++

−→ xxx

xxx
im

x
l  б) 

3 4

33

0 2

2727

xx

xx
im

x +

−−+

→
l  

91. а) 
43

485
23

23

2 +−

−+−

→ xx

xxx
im

x
l  б) 

xx

x
im
x 21

13

1 −+

−

→
l  

92. а) 
12

23
2

3

1 ++

−−

−→ xx

xx
im

x
l  б) 

33
0 11

11

xx

xx
im

x −−+

−−+

→
l  

93. а) 
4

23
2

3

2 −

−−

→ x

xx
im

x
l  б) 

22

243

2 +−

−

→ xx

x
im

x
l  

94. а) 
22

3

1 )2(

23

−−

−−

−→ xx

xx
im

x
l  б) 

2

263

2 +

+−

−→ x

x
im

x
l  
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95. а) 
12

1
24

4

1 −−

−

→ xx

x
im
x
l  б) 

xx

x
im

x 24

4163

4 −+

−

→
l  

96. а) 
12

12
4

3

1 +−

+−

→ xx

xx
im
x
l  б) 

4

529
3 2

8 −

−+

→ x

x
im
x
l  

97. а) 
12

1
23

2

1 −−

−

→ xx

x
im
x
l  б) 

7

33

0

1111

x

xx
im

x

−++

→
l  

98. а) 
xxx

xx
im

x 34

32
23

2

3 ++

−+

−→
l  б) 

2

592
3

8 −

−+

→ x

x
im
x
l  

99. а) 
935

1834
23

23

3 ++−

+−−

→ xxx

xxx
im
x
l  б) 

321

2

4 −+

−

→ x

x
im

x
l  

100. а) 
18218

9157
23

23

3 +++

+++

−→ xxx

xxx
im

x
l  б) 

26

2
3

2 +−

+

−→ x

x
im

x
l  

 
 

101 – 120.  Найти производные 
dx

dy
 следующих функций: 

101. 
 

а) 
24 x

x
y

−
= ; б) xnxy cosl= ; в) )(2sin1 xyy += . 

102.  
а) 3

3

3

1

1

x

x
ny

−

+
= l ; 

б) xxy sin2= ; в) nyxy l= . 

103. 
 

а) 3 21 xxy += ; б) 2sin xxy = ; в) 122 =−+ yxxy . 

104. 
а) 8

2

2

4

4

x

x
ny

−

+
= l  б) 

x

x
y

2sin1

cos2 2

−
= ; в) 032 2 =+− x

y

x
. 

105. а) ( )3 2322 xy −= ; б) 
x

x
y

2

3

cos

sin
= ; в) 42

3

2

3

=+ yx . 

106. а) 9
2

1 2 += xxy ; б) 
nx

nx
y

l

l

−
=

1

4
; в) yxy sin= ;  

107. а) 
( )4 322

1

x

y

−
= ; б) xxy 33 sin= ; в) 

2

y
xarctgy = . 

108. а) 
1

20
3 +

=
xx

y ; б) 
22

x
ctg

x
tgy −= ; в) 0323 =+− yxxy . 

109. а) 
x

x
y

−

+
=

1

1
; б) 

x

xtg
y

2sin1

2

+
= ; в) 

yexy 2arcsin −= . 

110. а) 
21 x

x
y

−
= ; б) ( )xtgy −= 12 ; в) 03sin =− yxy . 
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111. а) 

3

2

47

47









+
−

=
x

x
ny l ; 

б) 22 −= x
y ; в) 103 =− y

y

x
. 

112. 
а) 

36

26

3









+
−

=
x

x
ny l  

б) 
2913arcsin xxy −−= ; 

в) 2=− xyye . 

113. 
а) 6

76

56

1









+
−

=
x

x
ny l  

б) 1−= xarctgy ; в) yxy 2sin= . 

114. а) 
x

arctgy
−

=
1

1
; б) x

y
3sin3

3= ; в) 0
1 3 =− x
xy

. 

115. а) 4
8 1

81

+

−
=

x

x
ny l ; б) 

xarctg
y

2
= ; в) yxy 2sin= . 

116. а) 
x

x
y

6

3 2−
= ; б) 

x
arcctgy

1
= ; в) yxey += 1 . 

117. а) 22 16 xxy −= ; б) 
x

x
y

5sin21

5sin

−
= ; в) yx eexy 32 −−= . 

118. 
а) 

4

2 4

x

x
y

+
= ; 

б) ( )xxey x 5cos5sin2 += −  в) 0
13 =+− x
y

yx . 

119. а) 
14

12
2 +

−
=

x

x
y ; б) x

y
10sin 2

2= ; в) arcctgyyx += . 

120. а) 
2

14

x

x
y

+
= ; б) 4 2 18 −= xctgy ; в) 

0cossin2 =+ yyx . 

    

121 – 140. Пользуясь правилом Лопиталя найти пределы 
функций: 

121. а) 
x

e
x

x
im 2sin

1

0

−

→
l  б) 

1

12

+
+

∞→ x

x
im

x
l  

122. а) 
nx

x
im
x l
l

12

1

−

→

 б) 
x

x
im

x cos1

10 2

0 −→
l  

123. а) 
2

0 2

3cos1

x

x
im

x

−

→
l  б) 

nx

e
x

x
im

l
l

∞→

 

124. а) 
xx

xtgx
im

x sin

sin

0 −
−

→
l  б) 

x
x

x
im 2

2

l
∞→

 

125. а) 
xx

xtg
im

x sin

2

0 −→
l  б) 

x
x e

tgx
iml

∞→

 

126. а) 
2

0 x

nx
im

x

l

l
→

 б) 
x

x
im

x 4cos1

8cos1

0 −
−

→
l  
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127. а) 
xtg

xtg
im

x
5

3

2

l
π

→

 б) 
23

143
2

2

1 +−
+−

→ xx

xx
im
x
l  

128. а) x

x

ximl
0→

 б) 
2

2

31

2

x

xx
im

x −
+

∞→
l  

129. а) 
bx

ax
im

x cos1

cos1

0 −
−

→
l  б) 

9

352
2

2

3 −
−+

−→ x

xx
im

x
l  

130. а) 
3

2

0 x

e
x

x
iml
→

 б) 
x

x
im

x 7

5sin

0
l

→

 

131. а) 
3x

e
ч

x
iml

−∞→

 б) 
54

352
2

2

1 −−
++

−→ xx

xx
im

x
l  

132. а) ( )tgx

x

xim sin
0

l
→

 б) 
x

x e

nx
im

1+

∞→

l

l  

133. а) 
nx

ctgx
im

x l
l

0→

 б) 
arctgx

x
im
x

5

0
l

→

 

134. а) nxxim
x

ll
0→

 б) 
xx

x
im

x +
−

∞→
2

2

3

2
l  

135. а) 
3

0 x

arctgxx
im

x

−

→
l  б) 

x

xarctg
im
x 3

2

0
l

→

 

136. а) 
x

ctgx
im

x
2cos

1

4

−

→

l
π

 б) 
102

103
2

2

2 −+
−+

→ xx

xx
im

x
l  

137. а) 
3

2

1 1 x

xn
im
x −→

l

l  б) 
x

xtgx
im

x cos10 −→
l  

138. а) x

x

xim −

→

1

1

1
l  б) 

x

x
im

x 4cos1

4 2

0 −→
l  

139. а) 
tgx

xx

x
im

23

0

−

→
l  б) 

x
x

x
im 3l

∞→

 

140. а) 
xx

x ee

x
im 23

0

2sin

−→
l  б) 

13 2

2

−
+

∞→ x

xx
im

x
l  

   

141 – 160.  Исследовать функцию и построить ее график 

141. 
1

2
2 +

=
x

x
у ; 142. 

x

у
у

x

= ; 143. nxxу l22 −= . 

144. 
1

1
2

2

+

−
=

x

x
у ; 145. ( )42 −= xnу l ; 146. xxeу −= . 

147. 
x

nx
у

l
= ; 148. 

2x
xeу −= ; 149. 242 xxу −= . 
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150. 
1

1
2

2

−
+

=
x

x
у ; 151. 

9

9
2 −

=
x

у ; 152. ( )1+−= xnxу l . 

153. ( )xnу 21−= l ; 
154. xeу

1

= ; 
155. ( )29 xnу −= l . 

156. 
1

2

−
=

x

x
у ; 157. 52

5
2

4

+−= x
x

у ; 158. 2

2x

eу = . 

159. nxxу l= ; 160. 
4−

=
x

x
у .  

   

161 – 180.     По условию задачи составить функцию одной неза-
висимой переменной и найти ее экстремум. Пока-
зать, что этот экстремум и будет наименьшим 
(наибольшим) значением функции.  

161. Окно имеет форму прямоугольника, завершенного полукругом. 
Пример (р) фигуры задан. Каковы должны быть размеры прямо-
угольника, для того, чтобы окно пропускало наибольшее коли-
чество света то есть имело наибольшую площадь? 

162. На железной дороге, ведущей с юга на север, стоит город В. За-
вод А расположены на а  км южнее города В и на b  км восточ-
нее железной дороги. Под каким углом α  к железной дороге 
надо провести шоссе с завода А, чтобы доставка грузов из А в В 
была самой дешевой, если стоимость перевозок по шоссе в k  раз 
дороже, чем по железной дороге? 

163. Во сколько раз объем шара больше объема наибольшего цилин-
дра, вписанного в этот шар? 

164. Требуется построить палатку в виде правильной четырехуголь-
ной пирамиды. Найти отношение высоты палатки к стороне ос-
нования при условии, что при данной площади боковой поверх-
ности S  объем палатки будет наибольшим.  

165. Тело представляет собой прямой круговой цилиндр, завершен-
ный сверху полушаром. При каких значениях радиуса основа-
ния и высоты цилиндра это тело будет иметь наименьшую пол-
ную поверхность, если объем его равен v ? 

166. Имеется 200м железной сетки, которой надо огородить с трех 
сторон прямоугольную площадку, примыкающую четвертой 
стороной к длинной каменной стене. Каковы должны быть раз-
меры площадки, чтобы ее площадь была наибольшей?  
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167. Найти высоту конуса наименьшего объема, описанного около 
данного шара радиуса r .  

168. Кровельщику надо сделать открытый желоб, поперечное сече-
ние которого имеет форму равнобочной трапеции. Дно и бока 
желоба имеют ширину 10см. Какова должна быть ширина жело-
ба наверху, чтобы он вмещал наибольшее количество воды?  

169. Консервная банка цилиндрической формы с дном и крышкой 
должна вмещать v см3. Каковы должны быть размеры банки, 
чтобы на ее изготовление пошло наименьшее количество мате-
риала.  

170. В окружность радиуса r вписан прямоугольник. Каковы должны 
быть размеры прямоугольника чтобы площадь его была 
наибольшей? 

171. Каковы должны быть высота и радиус основания конуса с дан-

ной образующей l , чтобы объем конуса был наибольшим?  
172. Найти размеры прямоугольника с наибольшей площадью, впи-

санного в прямоугольный треугольник, катеты которого смa 4=  
и смb 8= , а один из углов прямоугольника совпадает с прямым 
углом треугольника? 

173. Бак без крышки с квадратным основанием должен вмещать v 
литров воды. Каковы должны быть размеры бака, чтобы на его 
изготовление было затрачено наименьшее количество материа-
ла? 

174. Гипотенуза прямоугольного треугольника 29=с . Каковы 
должны быть катеты a и b , чтобы приметр треугольника был 
наибольшим? 

175. Требуется изготовить ведро цилиндрической формы без крыш-
ки, вместимостью 8 куб.ед. Найти высоту и диаметр дна ведра, 
при которых на его изготовление потребуется наименьшее ко-
личество материала. 

176. В область, ограниченную параболой xу 42 =  и прямой 3=x  впи-

сан прямоугольник, две стороны которого параллельны оси па-
раболы. Найти стороны прямоугольника, при которых его пло-
щадь является наибольшей. 

177. В шар радиуса 9 вписан прямой круговой цилиндр. Найти высо-
ту цилиндра, при которой его объем является наибольшим. 
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178. В шар радиуса 6=R вписан прямой круговой конус. Найти высо-
ту конуса, при которой его объем является наибольшим. 

179. Площадь прямоугольника равна 9 кв.ед. Найти размеры сторон 
прямоугольника, при которых его периметр является наимень-
шим. 

180. Прямой круговой конус описан около прямого кругового ци-
линдра так, что плоскости и центры их оснований совпадают. 
Радиус основания цилиндра равен 4см, а высота равна 6. Найти 
радиус основания и высоту конуса, при которых его объем явля-
ется наименьшим. 

 
181 – 200.   Найти частные производные и полный дифферен-

циал функции ( )yxfz ,= : 

181. 
y

x

x

y

z
−

= 3 . 
 

182. 
x

y

y

x

ez
+

= . 

183. 
34 632 xyxz −= . 184. ( )3 93cos yxz −= .  

185. ( )yxxtgz 52 −= . 186. 
xy

xez
−= 10

.  

187. ( )yxz 56sin3 2 += . 188. 32 441 yxz +−= . 

189. 22

22

yx

yx
z

−
= . 190. 

y

x
arctgz

2

5

10

1
= .  

191. ( )yxtgz 242 −= . 192. 






 −=
24

4
yx

nz l .  

193. 3223 24 yxyyxxz −+−= . 
194. 

22

1

yx
z

−
= .  

195. ( )22 42 yxтz += l . 196. yxz −= arccos .  

197. ( )yxz 63cos2 += . 198. 2

2

x

y
yxz −= .  

199. xxz 22 −= . 200. 
yx

eexyz
22 −+= .  
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201 – 220.    Найти точки экстремума функции двух независи-
мых переменных ( )yxfz ,= : 

201. xyyxyxz 232 22 +−++=  202. xyxyxz −+−= 22 4  

203. xyyyxz −++−= 4522  204. yyxyxz −+−= 22

2

1
 

205. 2234 yxyxxyz −+−+=  206. yxyxyxz −−+−= 22 3  

207. 22 93 xyxyyz ++−=  208. xxyyxz 342 22 +−−=  

209. xyxyxz 43 22 −−+=  210. yyxyxz 23 22 −+−=  

211. yyxxyz 32 22 +−+=  212. yxxyyxz ++−+= 422  

213. xyxyxz 432 22 −++=  214. xyxyxz +−−= 22 2  

215. 22 92 xyxyyz +++=  216. xyxyyz −−−= 22 3  

217. xyxyz 22 2 −+=  218. 22 41283 yxxyxz +−−=  

219. xyyxyxz 232 22 +−++=  220. xyyyxz +−+= 24 22  

 
Задачи для контрольной работы № 2 
В задачах 1 – 20 найти неопределённые интегралы способом 

подстановки (методом замены переменной). 
1.  xdxsincosx . 8. 

−
dx

x

x

221
. 15. 

−
dx

x

x

18 4

3

. 

2.  x

dx
x

3)ln ( . 9.  +
dx

x

x

52 4
. 16.  +

dx
x

x

32 2
. 

3.  +
dx

x

arctgx
21

. 10.  xx

dx

ln
. 17. 

− 2

2

1
arcsin

x

dx
x . 

4.  dx
x

x

3 sin

cos . 11.  dx
x

x
2cos

sin . 18. 
 +

dx
x

arctgx

21
. 

 5.  −
xdxe

x2 . 12.  +
dx

x

x

32 3

2

. 19. 
+

dx
x

x 3ln . 

6.  +
dx

x

x
42

. 13.  + dxx34 35x . 20.  + xdx22x1 . 

7.  ⋅
x

dx
xln . 14.  +

dxex
x 12 3 .   
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В задачах 21 – 40 найти неопределённые интегралы, используя 
выделение полного квадрата. 
21.  +−

−
dx

хx

x

84

14
2

. 28.  ++

+
dx

хx

x

178

73
2

. 35.  ++

+
dx

хx

x

172

165
2

 

22.  ++

+
dx

хx

x

52

85
2

. 29.  +−

−
dx

хx

x

52

25
2

. 36.  +−

−
dx

хx

x

208

113
2

 

23.  ++

−
dx

хx

x

84

23
2

. 30.  ++

−
dx

хx

x

136

37
2

. 37.  +−

+
dx

хx

x

4012

517
2

 

24.  ++

−
dx

хx

x

106

38
2

. 31.  ++

−
dx

хx

x

2910

78
2

. 38.  ++

−
dx

хx

x

6516

712
2

 

25.  +−

+
dx

хx

x

54

37
2

. 32.  ++

−
dx

хx

x

136

311
2

. 39.  +−

−
dx

хx

x

172

78
2

 

26.  +−

+
dx

хx

x

106

109
2

. 33.  +−

−
dx

хx

x

208

710
2

. 40.  ++

−
dx

хx

x

328

317
2

 

27.  +−

+
dx

хx

x

108

103
2

. 34.  +−

+
dx

хx

x

6816

113
2

.   

 
В задачах 41 – 60 найти неопределённые интегралы, применяя 

метод интегрирования по частям. 

41.  xdxln . 48.  −− dxex
x2)3( . 55.  xdxx 8sin . 

42.  + xdxx 3sin)12( . 49.  xdxх ln3 . 56.  dxarccosx . 

43.  − dxex
x2)1( . 50.  −+ dxex

x7)82( . 57.  xdx2arcsin . 

44.  dxxcos2x  51.  xdxlnx 3 . 58.  − dx)cos3x1(2x . 

45.  dxarctg2x . 52.  + dx7)cos5x(3x . 59.  − xdxx 7sin)108( . 

46.  + xdx1)ln(5x . 53.  + xdxx 3sin)212( . 60.  xdxln8 . 

47.  − xdxx 5sin)28( . 54.  xdxх ln23 .   

 
В задачах 61 – 80 найти неопределённые интегралы, пользуясь 

разложением рациональных дробей на сумму простейших. 

61.  +
dx

x

x

13
. 68.  +

−
dx

хx

x

)4(

115
2

. 75.  ++
dx

xх

x

)3)(5( 2
. 

62.  −

+
dx
хx

x

8

20
3

. 69.  ++
dx

xх

x

)3)(1(

3
2

. 76.  +−

+
dx

xх

x

)4)(1(

1
2

. 

63.  +

+
dx

хx

x

)1(

13
2

. 70.  −
dx

x

x

1

2
3

. 77.  +−
dx

xх

x

)10)(3( 2
. 

64.  +

+
dx
хx

x

2

52
3

. 71.  +

−
dx

хx

x

)3(

13
2

. 78.  +

+
dx

хx

х

)6(

52
2

. 

65.  +

−
dx
хx

x

3

13
3

. 72.  +

−
dx

x

x

1

15
3

. 79.  ++

−
dx

xх

x

)5)(2(

3
2

. 

66.  ++

+
dx

xх

x

)2)(1(

58
2

. 73.  −

−
dx
хx

x
3

12 . 80.  ++

−
dx

xх

x

)3)(2(

2
2

. 

67.  +−

−
dx

xх

x

)1)(3(

27
2

. 74.  −

+
dx
хx

x

4

52
3

.   
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В задачах 81 – 100 найти неопределённые интегралы от триго-
нометрических функций. 
81.  xdxx 2cos2sin 53 . 88.  xdxx 3cos3sin 72 . 95.  xdxx 8cos8sin 32 . 

82.  xdxx 3cos3sin 33 . 89.  xdxx 3cos3sin 45 . 96.  xdxx 6cos6sin 52 . 

83.  xdxx 2cos2sin 43 . 90.  xdxx 3cos3sin 36 . 97.  xdxx 2cos2sin 63 . 

84.  xdxx 2cos2sin 25  91.  xdxx 3cos3sin 25 . 98.  xdxx 7cos7sin 23 . 

85.  xdxx 3cos3sin 35 . 92.  xdxx 2cos2sin 34 . 99.  xdxx 7cos7sin 33 . 

86.  xdxx 3cos3sin 54 . 93.  xdxx 3cos3sin 45 . 100.  xdxx 8cos8sin 34 . 

87.  xdxx 5cos5sin 52 . 94.  xdxx 5cos5sin 33 .   

 
В задачах 101 – 120 найти неопределённые интегралы, исполь-

зуя формулы понижения степени.  
101.  xdxx 3cos2sin2 . 108.  xdxx 2cos3sin 2 . 115.  xdxx 2cos8sin 22 . 

102.  xdxx 6cos3sin2 . 109.  xdxx
2cossin3 . 116.  xdxx 2cos6sin 22 . 

103.  xdxx cos2sin2 . 100.  xdxx 5cos3sin 2 . 117.  xdxx 4cos2sin 22 . 

104.  xdxx 7cos2sin2  111.  xdxx 7cos3sin 2 . 118.  xdxx
22 cos7sin . 

105.  xdxx 4sin3sin2 . 112.  xdxx
2cos2cos . 119.  xdxx

22 cos7cos . 

106.  xdxx 7sin3sin2 . 113.  xdxx 5cos3cos 2 . 120.  xdxx 2cos8cos 22 . 

107.  xdxx 9sin5sin2 . 114.  xdxx 7cos5cos 2 .   

 
В задачах 121 – 140 найти неопределённые интегралы, исполь-

зуя универсальную тригонометрическую подстановку. 
121. 

 − )cos1(sin2
xx

dx
. 128. 

 −+ 2)cossin1( xx

dx
. 135. 

 ++ xx

xdx

sincos1

cos
. 

122. 
 + x

xdx

cos2

cos
. 129. 

 + x

xdx

cos45

cos
. 136. 

 −+ )sin1)(cos1(

cos

xx

xdx
. 

123. 
 + )cos1(sin2

xx

dx
. 130. 

 ++
+

xx

dxx

sincos1

)sin1(
. 137. 

 −+ xx

xdx

sincos1

cos
. 

124. 
 − 3)cos1(

cos

x

xdx
 131. 

 −+ xx

xdx

cossin1

cos
. 138. 

 −+ 2)sincos1(

cos

xx

xdx
. 

125. 
 +

−
2)sin1(

)sin(cos

x

dxxx
. 132. 

 ++
+

xx

dxx

sincos1

)cos1(
. 139. 

 ++ 2)sincos1(

cos

xx

xdx
. 

126. 
 − )cos1(cos xx

dx
. 133. 

 ++ xx

xdx

sincos1

sin
. 140. 

 +

−

)cos1(cos

)sin1(

xx

dxx
. 

127. 
 − )sin1(sin xx

dx
. 134. 

 −

+
2)sin1(

)sin1(

x

dxx
.   
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В задачах 141 – 160 найти неопределённые интегралы, исполь-
зуя тригонометрические подстановки. 
141.  − dxx

2256 . 148.  − dxxx
22 16 . 155.  − dxx

32 )25( . 

142. 


++ 22 25)25( xx

dx
. 149. 

 + 2/32 )16( x

dx
. 156. 


−

dx
x

x
4

2 4
. 

143. 
 + 2/32 )9( x

dx
. 150. 


− 2

2

25 x

dxx
. 157. 


+

dx
x

x
4

2 4
. 

144. 


− 32 )25( x

dx
 151. 


− 32 )64( x

dx
. 158. 

 + 2/32 )9( x

dx
. 

145. 


−
dx

x

x
4

2 1
. 

152. 


−
dx

x

x
4

2 4
. 

159. 


− 32 )36( x

dx
. 

146. 


− 32

4

)1( x

dxx
. 153. 


+ 32 )1( x

dx
. 160. 


− 2

2

36 x

dxx
. 

147. 


− 32 )4( x

dx
. 154. 


−

dx
x

x
4

2 9
. 

  

 
В задачах 161 – 180 вычислить площадь, ограниченную задан-

ными параболами. 
161. 1

2

1
у 2 +−= xx ; 

63
2

1
у 2 ++−= xx  

168. 42
3

1
у 2 +−= xx ; 

2
3

2
у 2 ++−= xx  

175. 13
2

1
у 2 −−= xx ; 

2
2

1
у 2 +−−= xx  

162. 2
2

1
у 2 ++= xx ; 

75
2

1
у 2 +−−= xx  

169. 35у 2 −−= xx ; 
123у 2 −+−= xx  

176. 742у 2 −+= xx ; 
1у 2 +−−= xx  

163. 23
3

1
у 2 +−= xx ; 

42
3

2
у 2 +−−= xx  

170. 52у 2 −−= xx ; 
1у 2 +−−= xx  

177. 132у 2 ++= xx ; 
92у 2 +−−= xx  

164. 362у 2 −+= xx ; 
5у 2 ++−= xx  

171. 52
4

1
у 2 −−= xx ; 

1
4

3
у 2 +−−= xx  

178. 262у 2 −−= xx ; 
4у 2 −+−= xx  

165. 153у 2 −−= xx ; 
12у 2 ++−= xx  

172. 23
2

1
у 2 −+= xx ; 

3
2

1
у 2 +−−= xx  

179. 42у 2 −−= xx ; 
2у 2 +−−= xx  

166. 13у 2 −−= xx ; 
52у 2 +−−= xx  

173. 362у 2 +−= xx ; 
52у 2 ++−= xx  

180. 13
2

1
у 2 −−= xx ; 

37
2

1
у 2 +−−= xx  

167. 162у 2 +−= xx ; 
1у 2 −+−= xx  

174. 43у 2 −−= xx ; 
8у 2 +−−= xx  
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В задачах 181 – 200 найти объём тела, образованного вращением 
вокруг оси Ох фигуры, расположенной в первом квадрате и ограни-
ченной заданными параболой и прямой. 
181. 22у x= ; 

42у +−= x  

188. 2

4

1
у x= ; 

2
2

1
у +−= x  

195. 2

4

1
у x= ; 

62у +−= x  

182. 2у x= ; 
2у +−= x  

189. 24у x= ; 
62у +−= x  

196. 22у x= ; 
10у +−= x  

183. 23у x= ; 
4у +−= x  

190. 2у x= ; 
3у +−= x  

197. 23у x= ; 
63у +−= x  

184. 2

4

1
у x= ; 

3у +−= x  

191. 22у x= ; 
143у +−= x  

198. 2у x= ; 
52у +−= x  

185. 2

2

1
у x= ; 

83у +−= x  

192. 2

3

1
у x= ; 

6у +−= x  

199. 2

2

1
у x= ; 

3у +−= x  
186. 2

3

1
у x= ; 

123у +−= x  

193. 23у x= ; 
52у +−= x  

200. 23у x= ; 
85у +−= x  

187. 24у x= ; 
22у +−= x  

194. 2

3

1
у x= ; 

92у +−= x  

  

 
В задачах 201 – 220 найти общее решение дифференциального 

уравнения с разделяющимися переменными. 
201. 0)1( =++ dyxxydx . 208. 0)1()1( 22 =′⋅−++ yyxxy 215. 0)1(2 =−+ dxydyx .

202. yxyyy ′+=′− 2 . 209. 73)52( +=′⋅+ yyx . 216. 1=+⋅ y
dy

dx
x . 

203. yxyyx 322 =−′ . 210. 02)1( 22 =+′⋅− xyyx . 217. 5+=⋅′ ytgxy . 

204. 212 yyx −=′  211. 2=+⋅′ yctgxy . 218. 5510 yyx −=′ . 

205. 2)1( yyyxx =+′− . 212. dyyyxdxy )(4 22 +=+ . 219. yeyx y ′+=′ 2 . 

206. xydydxy =+ 12 . 213. 0)1( 2 =+− xydxdyx . 220.
x

y
y =′ . 

207. 22 )31()82( xyy −=′⋅+ 214. 22 22 yyyx −=′ .   
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В задачах 221 – 240 решить задачу Коши. 

221. xexyyx +=′ ; 
0)1( =y  

228. 132 −=+′ xxyyx ; 
0)1( =y  

235. 2+=+′ xyy ; 
1)0( =y  

222. 012 =++′ xyyx ; 
0)1( =y  

229. 1cossin =−′ xyxy ; 
1)2/( =πy  

236. 322 +=′ xyyx ; 
0)1( =y  

223. xxyyx cos2=−′ ; 
0)( =πy  

230. 232 xyyx =−′ ; 
1)1( =y  

237. 3xxyy −=+′ ; 
3)0( =y  

224. 322 xyyx =+′ ; 
1)1( =y  

231. xdydxyx =+ )( 2 ; 
2)1( =y  

238. 42 xyyx =+′ ; 
6/5)1( −=y  

225. 23 23 =+′ yxyx ; 
1)1( =y  

232. 03 =−−′ xyyx ; 
4)2( =y  

239. 0/cos =+−′ xyxy ; 
1)2/( =πy  

226. 01223 =+−′ yxyx ; 
4)1( =y  

233. 3)1(2)1( +=−′+ xyyx ; 
1)0( =y  

240. 0/ =−−′ xxyy ; 
1)1( =y  

227. 23xyyx =+′ ; 
1)1( =y  

234. xyxxy coscossin −=′ ; 
1)0( −=y  

 

  

 
В задачах 241 – 260 решить однородные дифференциальные 

уравнения с постоянными коэффициентами. 
241. 

022

02

=+′−′′

=−′−′′

yyy

yyy
 248. 

086

0145

=+′−′′

=−′−′′

yyy

yyy
 255. 

0

0152

=+′′

=−′+′′

yy

yyy
 

242. 
0106

086

=+′+′′

=+′−′′

yyy

yyy
 249. 

02

056

=+′+′′

=+′+′′

yyy

yyy
 256. 

022

0103

=+′+′′

=−′−′′

yyy

yyy
 

243. 
0208

0152

=+′−′′

=−′−′′

yyy

yyy
 250. 

0136

06

=+′−′′

=−′−′′

yyy

yyy
 257. 

016

01610

=+′′

=+′−′′

yy

yyy
 

244. 
0107

02811

=+′+′′

=+′−′′

yyy

yyy
 251. 

09

0158

=+′′

=+′+′′

yy

yyy
 258. 

084

0214

=+′−′′

=−′−′′

yyy

yyy
 

245. 
052

065

=+′−′′

=+′−′′

yyy

yyy
 252. 

04

02410

=+′′

=+′+′′

yy

yyy
 259. 

025

0183

=+′′

=−′+′′

yy

yyy
 

246. 
02

0127

=+′−′′

=+′−′′

yyy

yyy
 253. 

054

012

=+′−′′

=−′−′′

yyy

yyy
 260. 

0100

0100

=+′′

=−′′

yy

yy
 

247. 
0178

0209

=+′−′′

=+′−′′

yyy

yyy
 254. 

023

0107

=+′+′′

=+′+′′

yyy

yyy
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В задачах 261 – 280 найти частное решение дифференциального 
уравнения второго порядка, удовлетворяющее указанным начальным 
условиям. 

261. 5020234 3 =′==+′−′′ )(y,)(y,eyyy x . 

262. 2010212244 =′=−=′+′′ )(y,)(y,xsinxcosyy .  

263. 401065 3 =′==+′−′′ )(y,)(y,eyyy x . 

264. 101099552 2 =′=++=+′+′′ )(y,)(y,xxyyy . 

265. 505022 =′==+′−′′ )(y,)(y,eyyy x . 

266. 3000369 =′==+′′ )(y,)(y,xcosyy . 

267. 00201282 23 =′=+=′+′′ )(y,)(y,xxyy . 

268. 10202 =′=−=+′′ )(y,)(y,xsinyy . 

269. 4040615445 23 =′=+−=+′−′′ )(y,)(y,xxxyyy .  

270. 0010954 2 =′=−=−′−′′ )(y,)(y,xeyyy x .  

271. 001034 24 =′=+=+′′ )(y,)(y,xxyy . 

272. 3010436 =′=−=−′+′′ )(y,)(y,e)x(yyy x .  

273. 0010629 23 =′=+=′−′′ )(y,)(y,xxyy . 

274. 201034 2 =′=−=+′−′′ )(y,)(y,xeyyy x .  

275. 30003123632 =′=−=−′+′′ )(y,)(y,xsinxcosyyy .  

276. 101022 =′=+=+′′ )(y,)(y,e)x(yy x .  

277. 30102 =′=−=′+′′ − )(y,)(y,eyy x .  

278. 200022 2 =′==′−′′ )(y,)(y,eyy x . 

279. 0010222623 =′=−=+′−′′ )(y,)(y,xcosxsinyyy . 

280. 201032 =′==−′+′′ )(y,)(y,eyyy x . 
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9.3. Таблицы распределения задач по вариантам 
 

Номер  
вариан-

та 

Номера задач 

Контрольная работа № 1 

1 1 21 41 61 81 101 121 141 161 181 201 

2 2 22 42 62 82 102 122 142 162 182 202 

3 3 23 43 63 83 103 123 143 163 183 203 

4 4 24 44 64 84 104 124 144 164 184 204 

5 5 25 45 65 85 105 125 145 165 185 205 

6 6 26 46 66 86 106 126 146 166 186 206 

7 7 27 47 67 87 107 127 147 167 187 207 

8 8 28 48 68 88 108 128 148 168 188 208 

9 9 29 49 69 89 109 129 149 169 189 209 

10 10 30 50 70 90 110 130 150 170 190 210 

11 11 31 51 71 91 111 131 151 171 191 211 

12 12 32 52 72 92 112 132 152 172 192 212 

13 13 33 53 73 93 113 133 153 173 193 213 

14 14 34 54 74 94 114 134 154 174 194 214 

15 15 35 55 75 95 115 135 155 175 195 215 

16 16 36 56 76 96 116 136 156 176 196 216 

17 17 37 57 77 97 117 137 157 177 197 217 

18 18 38 58 78 98 118 138 158 178 198 218 

19 19 39 59 79 99 119 139 159 179 199 219 

20 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200 220 
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Номер 
варианта 

Номера задач 

Контрольная работа №2 

1 1 21 41 61 81 101 121 141 161 181 201 221 241 261 

2 2 22 42 62 82 102 122 142 162 182 202 222 242 262 

3 3 23 43 63 83 103 123 143 163 183 203 223 243 263 

4 4 24 44 64 84 104 124 144 164 184 204 224 244 264 

5 5 25 45 65 85 105 125 145 165 185 205 225 245 265 

6 6 26 46 66 86 106 126 146 166 186 206 226 246 266 

7 7 27 47 67 87 107 127 147 167 187 207 227 247 267 

8 8 28 48 68 88 108 128 148 168 188 208 228 248 268 

9 9 29 49 69 89 109 129 149 169 189 209 229 249 269 

10 10 30 50 70 90 110 130 150 170 190 210 230 250 270 

11 11 31 51 71 91 111 131 151 171 191 211 231 251 271 

12 12 32 52 72 92 112 132 152 172 192 212 232 252 272 

13 13 33 53 73 93 113 133 153 173 193 213 233 253 273 

14 14 34 54 74 94 114 134 154 174 194 214 234 254 274 

15 15 35 55 75 95 115 135 155 175 195 215 235 255 275 

16 16 36 56 76 96 116 136 156 176 196 216 236 256 276 

17 17 37 57 77 97 117 137 157 177 197 217 237 257 277 

18 18 38 58 78 98 118 138 158 178 198 218 238 258 278 

19 19 39 59 79 99 119 139 159 179 199 219 239 259 279 

20 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200 220 240 260 280 
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9.4. Правила выполнения и оформления контрольной работы 
 

При выполнении контрольных работ надо придерживаться ука-

занных ниже правил. 

1. ВЫБОР ВАРИАНТА. Каждый студент выбирает вариант по но-
меру списка в журнале своей группы (либо преподаватель сам 
выдаёт вариант студенту). Студенты, номер которых по списку 
группы равен числам от 1 до 20 выбирают соответствующие ва-
рианты заданной от 1 до 20. Если номер больше 20, то вариант 
определяется по целому остатку от деления номера шифра на 
20. Например, если номер по списку группы 22, то остаток от 
деления на 20 равен 2, следовательно, номер варианта 2. Если 
номер 34, то остаток равен 14, следовательно, номер варианта 14 
и т.д. Номера задач, входящих в тот или иной вариант, указаны 
в специальной таблице.  

2. Контрольную работу надо выполнить в отдельной тетради, 
оставляя поля для замечаний рецензента. В конце работы 
оставьте 3 – 4 чистых страницы, которые, возможно, понадобят-
ся для исправления решений.  

3. В заголовке работы должны быть разборчиво написаны: фами-
лия, имя и отчество, группа, вариант, название дисциплины. За-
головок надо поместить на обложке тетради.  

4. Решения задач надо располагать в порядке номеров, указанных 
в заданиях, сохраняя номер задач своего варианта. 

5. Перед решением каждой задачи надо выписать полностью ее 
условие, заменив, где надо, общие данные контрольными из 
своего варианта.  

6. Выполнять решения можно ручками, имеющими чернила сине-
го, фиолетового, чёрного цвета. Нельзя писать карандашом и 
чернилами красного цвета. 

7. Решения задач излагайте аккуратно, объясняя основные дей-
ствия, выписывая нужные формулы, делая необходимые черте-
жи.  

8. После получения прорецензированной работы исправьте все 
ошибки и недочеты, отмеченные рецензентом, вписав исправле-
ния на оставленных чистых страницах. 
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ 
 

В пособии рассмотрены основные разделы высшей математики, 
такие как: линейная и векторная алгебра, аналитическая геометрия, 
введение в математический анализ, дифференциальное и интеграль-
ное исчисление, дифференциальные уравнения в том объеме, который 
требуется изучить студентам 1-го курса различных институтов техни-
ческой направленности. Его следует рассматривать ещё и как некото-
рое методическое руководство по решению наиболее типичных мате-
матических задач. Ясный и доступный способ изложения поможет 
студентам овладеть необходимыми знаниями по высшей математике. 
Пособие можно рекомендовать также для самостоятельной работы. 
Рассчитано на студентов очной, заочной, вечерней и дистанционной 
форм обучения, где математика не является профилирующей дисци-
плиной. 
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