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ПРЕДИСЛОВИЕ 
 
Учебный курс «Актуальные проблемы математического обра-

зования дошкольников и младших школьников» является завершаю-
щим в ряду математических дисциплин «Теоретические основы ма-
тематической подготовки учителя начальных классов», «Актуальные 
проблемы математической подготовки учителя начальных классов». 
Изучение дисциплины «Актуальные проблемы математического об-
разования дошкольников и младших школьников» выстроено со-
гласно требованиям Федерального государственного образователь-
ного стандарта высшего образования, Федерального государствен-
ного образовательного стандарта начального общего образования и 
основано на следующих разделах: «Математические понятия», «Ма-
тематическое доказательство», «Алгоритмы и их свойства».  

Учебное пособие включает три главы с изложением основ теории 
и практических образцов решений типовых задач по темам разделов, а 
также итоговые опросники в виде тестирования и задания для самосто-
ятельного решения. 

В первой главе рассматриваются вопросы теории понятий: опре-
деление, структурные составляющие логической категории «понятие», 
отношения между понятиями и требования к определению понятий. 
Понятия начальной математики представлены четырьмя группами: по-
нятия числа и операции над числами, алгебраические понятия (выра-
жения, равенства, уравнения, неравенства), геометрические понятия 
(прямая, луч, многоугольники, т. д.) и понятия, связанные с величи-
нами и их измерением.  

Определяя понятия представителей разных групп, мы научились 
выполнять действия с ними в курсах учебных дисциплин «Теорети-
ческие основы математической подготовки учителя начальных 
классов» и «Актуальные проблемы математической подготовки 
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учителя начальных классов». Здесь же изучаем понятия как таковые 
и исследуем особенности (структура, виды, классификация) множе-
ства всех математических понятий для дошкольников и младших 
школьников. 

Основой математики является доказательство, которое стро-
ится путем рассуждений. Рассуждения опираются на правильные 
умозаключения, выстроенные в подходящей логической последова-
тельности. Представлений о доказательстве, имеющихся у студента 
и возникших в процессе конкретных доказательств, недостаточно 
для обучения младших школьников. Учителю требуются более глу-
бокие знания о тех правилах, в соответствии с которыми строятся 
правильные рассуждения, нужны знания о структуре и способах до-
казательства, о взаимосвязи индукции и дедукции. Озвученные во-
просы рассматриваются во второй главе пособия. 

Изложение теоретических вопросов завершает тема «Алго-
ритмы и их свойства», представленная в третьей главе. Алгоритмы 
имеют солидную практическую составляющую, потому что боль-
шинство действий, совершаемых человеком, происходит по опреде-
ленным правилам. Работа автоматизированной техники и «умных 
роботов» запрограммирована. Это значит, что результат деятельно-
сти человека и эффективность работы механизмов опираются на ал-
горитмические последовательности выполнения конкретных дей-
ствий.  

Алгоритм считается фундаментальным понятием и используется 
в различных областях знания, однако изучается данное понятие в ма-
тематике и информатике. Его освоение начинается уже в начальной 
школе на уроках математики, где ученики овладевают алгоритмами 
арифметических действий, знакомятся с правилами вычитания числа 
из суммы, суммы из числа. Определенные знания об алгоритмах и не-
которые умения в их построении необходимы учителю, поскольку яв-
ляются базой для формирования алгоритмического мышления у млад-
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ших школьников. Материал третьей главы основан на изложении од-
ноименных вопросов в учебнике «Математика» Л. П. Стойловой [5], в 
котором отбор теоретической части и практических задач произведен 
согласно объему алгебраического и геометрического материала 
начальной школы на основе усвоенных ранее учебных курсов есте-
ственно-научного направления. 

Задачи для самостоятельного решения сгруппированы по те-
мам, порядок следования которых выдержан согласно главам посо-
бия. Различные типы заданий представлены набором вариантов, что 
обеспечивает полноценную работу со студентами и в группе, и ин-
дивидуально. 

При подготовке книги автор использовал учебники, задачники-
практикумы по математике для студентов высших педагогических 
учебных заведений, написанные профессорами Л. П. Стойловой, 
Н. Н. Лавровой, Н. Я. Виленкиным.   



8 

Глава 1. МАТЕМАТИЧЕСКИЕ ПОНЯТИЯ  
 

1.1. Определение понятия. Объем и содержание понятия 

Определение. Понятие – форма логического мышления, образ, 
фиксирующий общие и существенные признаки и свойства предметов 
и явлений и отношения между ними.  

Определение. Слова и словосочетания, обозначающие понятия, 
называются терминами. 

Обозначим понятия малыми латинскими буквами: 𝑎, 𝑏, …, 𝑧. 
Определение. Множество 𝐴 объектов (предметов), которые объ-

единяются каким-либо термином, называется объемом понятия 𝑎. 
По объему понятия можно разделить на единичные, общие и пу-

стые. Если множество 𝐴 состоит из одного-единственного объекта 
(одноэлементное множество), то понятие 𝑎 называют единичным. 
Например, понятия «простое четное число», «русский писатель Антон 
Павлович Чехов» являются единичными.  

Если множество 𝐴 состоит более чем из одного объекта, то поня-
тие 𝑎 называют общим. Объем общего понятия может быть конечным 
или бесконечным. Так, понятие «простое число» имеет бесконечный 
объем, а «простое число меньше 20» – конечный объем (2, 3, 5, 7, 11, 
13, 17, 19). Постепенно уменьшая объем общего понятия, можно полу-
чить единичное понятие («𝑥 – простое число, 36 < 𝑥 < 38»; речь идет 
о единичном понятии – числе 37). 

Существует и пустое понятие. В таком случае объем 𝐴 понятия 𝑎 равен пустому множеству: 𝐴 = ∅. Например, «круглый квадрат», 
«простое число, меньшее двух» – это пустые понятия.  

Определение. Совокупность характеристических свойств (суще-
ственных признаков), каждое из которых присуще любому элементу из 
множества 𝐴, называется содержанием понятия 𝑎.  

Другими словами, все эти свойства одновременно присущи всем 
элементам 𝑎 ∈ 𝐴 и только им. 

Например, содержание понятия «ромб» образуют следующие два 
признака: «быть параллелограммом» – признак, указывающий на при-
надлежность любого ромба более широкому множеству (позже по-
дробно опишем такой признак и назовем его родовой) и «иметь равные 
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стороны» – признак специфический, присущий множеству конкретных 
фигур (позже назовем его видовой). 

Рассмотрим, например, понятие «книга». Объемом данного поня-
тия является множество всех книг, которые были в прошлом, есть в 
настоящем, появятся в будущем; это печатные и электронные издания; 
множество всех книг для детей и взрослых. Содержанием понятия 
«книга» выступают его признаки: вид обложки, качество бумаги, вы-
ходные данные, количество страниц в книге, жанр изложенного текста 
и др. 

Теперь, когда определено содержание понятия, можно уточнить 
определение объема понятия: объем понятия – это множество объектов 
(предметов), каждому из которых принадлежат признаки, относящиеся 
к содержанию понятия. 

Между содержанием и объемом понятия существует обратная за-
висимость: чем больше содержание понятия, тем меньше его объем. 
Иными словами, чем больше признаков входит в понятие, тем меньше 
предметов это понятие охватывает (и наоборот). Например, понятие 
«печатная книга» больше по содержанию, т. е. содержит больше при-
знаков, чем понятие «книга», соответственно объем первого понятия 
оказывается меньше (у́же), чем объем второго, поскольку печатные 
книги – это только часть (подмножество) всех книг, т. е. электронные 
книги уже не входят в объем понятия «печатная книга», а только в 
объем понятия «книга». 

Все множество понятий можно классифицировать по разным ос-
нованиям, причем сортирование проводится как по объему, так и по 
содержанию понятий. Выше рассмотрено разбиение на классы по объ-
ему в зависимости от количества элементов понятия.  

По содержанию понятия делят на положительные и отрицатель-
ные; относительные и безотносительные; собирательные и несобира-
тельные (разделительные); конкретные и абстрактные; эмпирические и 
теоретические. Далее обозначим отличительные черты указанных по-
нятий и приведем примеры понятий. 

Положительные понятия фиксируют наличие у предмета какого-
либо признака (например, «опрятный человек», «равнобедренный тре-
угольник»), отрицательные – указывают на отсутствие этого признака 
у предмета («неопрятный человек», «неравнобедренный треуголь-
ник»). Если отрицание «не» или приставка «без» («бес») стали частью 
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слова и без них это слово не употребляется («нездоровится», «безвоз-
вратно»), такое понятие также считается положительным. 

Относительное понятие обозначает предмет, существование 
которого подразумевает существование некоторого другого пред-
мета («ученик» – «учитель»). Безотносительное понятие обозна-
чает предмет, существующий вне подобной зависимости («чело-
век», «дерево»). 

Собирательным называется понятие, обозначающее множество 
однородных предметов, которое мыслится как единое целое («стая», 
«флот»). То, что утверждается в собирательном понятии, относится ко 
всему собранию предметов, обозначаемых данным понятием, но не мо-
жет быть приложимо к отдельным предметам, входящим в это целое. 
Собирательные понятия могут быть общими («лес») или единичными 
(«созвездие Орион»). В отличие от собирательного, несобирательное 
(разделительное) понятие указывает не на группу, а на отдельный 
предмет («дерево», «звезда»). 

Понятие называется конкретным, если оно относится к предмету 
или классу предметов (например, «дом», «яблоко»), и абстрактным, 
если оно отражает свойства, признаки предмета, взятые отдельно от 
него самого (например, «белизна», «доброта»), или отношения между 
предметами (например, «равенство»). В начальной математике поня-
тия «число», «величина», «геометрическая фигура» являются аб-
страктными. 

Эмпирические понятия – есть понятия о наблюдаемых объектах и 
их свойствах, а теоретические – о ненаблюдаемых объектах. Если эм-
пирические понятия вырабатываются на основе непосредственного 
сравнения общих свойств некоторого класса наличествующих (доступ-
ных для изучения) объектов или явлений, то теоретические – на основе 
опосредованного анализа некоторого класса объектов или явлений при 
помощи ранее выработанных понятий и концепций. 

Название любого материального предмета является конкретным 
эмпирическим понятием, а его непосредственно наблюдаемые свойства 
выражаются абстрактными эмпирическими понятиями. К конкрет-
ным теоретическим понятиям относится, в частности, ряд понятий 
теоретической физики, например «электрон»; абстрактным теорети-
ческим понятием является, например, «спин».  
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Примеры задач и их решений 
Задача 1. Назовите несколько элементов, принадлежащих объ-

ему понятия а) «треугольник»; б) «геометрическая фигура»; в) «рацио-
нальное число». 

Решение 
По определению объема понятия для каждого из случаев а) – в) 

нужно подобрать множества объектов, которые можно будет заменить 
указанным в соответствующем пункте словом. Следовательно, а) в 
объем понятия «треугольник» входят, например, равнобедренный тре-
угольник, прямоугольный треугольник, правильный треугольник;            
б) объем понятия «геометрическая фигура» включает, например, отре-
зок, круг, многоугольник, пирамиду, цилиндр; в) объему понятия «ра-
циональное число» будут принадлежать, например, дроби ଵଷ и 7, 286, 
числа 0, 50, −2. 

Задача 2. Перечислите несколько свойств, входящих в содержа-
ние понятия: а) «прямоугольник»; б) «ромб»; в) «биссектриса угла». 

Решение 
а) В содержание понятия «прямоугольник» входят только те 

свойства, которые считаются общими для всех прямоугольников, 
например, такие: имеет 4 прямых угла, имеет равные диагонали; 

б) в содержание понятия «ромб» входят только те свойства, кото-
рые являются общими для всех ромбов, например, такие: имеет две 
пары параллельных противоположных сторон, имеет взаимно перпен-
дикулярные диагонали; 

в) в содержание понятия «биссектриса угла» входят только те 
свойства, которые являются общими для биссектрис всех углов, напри-
мер, такие: любая точка биссектрисы угла равноудалена от сторон 
этого угла, биссектрисы данного и смежного с ним углов взаимно пер-
пендикулярны. 

Задача 3. Назовите свойства: а) присущие и прямоугольнику, и 
ромбу; б) присущие прямоугольнику и не присущие ромбу; в) прису-
щие ромбу и не присущие прямоугольнику. 

Решение 
а) У прямоугольника и ромба пары противоположных сторон 

равны и параллельны, диагонали точкой пересечения делятся пополам, 
противоположные углы равны; 
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б) свойства, присущие прямоугольнику и не присущие ромбу: все 
углы прямые, диагонали прямоугольника равны; 

в) свойства, присущие ромбу и не присущие прямоугольнику: 
диагонали взаимно перпендикулярны, стороны равны. 

 
2. Сравнимые и несравнимые понятия 

 
Разные понятия могут быть: 

сравнимыми несравнимыми 

Определение. Сравнимыми 
называют такие понятия, в содер-
жании которых имеются общие 
признаки. 

Сравнимыми являются два 
понятия, которые различаются 
по содержанию, но совпадают 
полностью или частично по объ-
ему. 

Например, понятие «прямо-
угольник» является сравнимым с 
понятием «квадрат». 

Определение. Несравни-
мыми называют такие понятия, 
которые по своему содержанию 
значительно далеки друг от 
друга. 

Например, понятие «желез-
ная дорога» и понятие «геомет-
рическая фигура» несравнимы, 
так же как и понятие «ветер» с 
понятием «начальная школа». 

 
Пример задачи и ее решение 
Задача. Даны пары понятий: «гладиолус» – «пион», «число» – 

«математическое понятие», «адрес» – «отвага». Докажите, что приве-
денные понятия будут сравнимыми (или несравнимыми). 

Решение 
Чтобы понятия были сравнимыми, надо найти в их содержаниях 

общие признаки.  
Понятие «гладиолус» имеет признак «быть растением». Понятие 

«пион» имеет признак «быть растением». Следовательно, понятия 
«гладиолус» и «пион» имеют общий признак, поэтому «гладиолус», 
«пион» – это сравнимые понятия. 

Объем понятия «число» охватывает множество чисел, объем ма-
тематических понятий включает и понятие числа как единицы счета. 
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Число является одним из основных понятий в математике и любое ма-
тематическое понятие – есть понятие математики. Приходим к выводу, 
что есть совпадения объемов указанных понятий. Значит, «число» и 
«математическое понятие» – это сравнимые понятия. 

Признак понятия «адрес» – описание места нахождения объекта, 
признак понятия «отвага» – качество человека, говорящее о его готов-
ности совершать смелые и храбрые поступки. Озвучены абсолютно 
разные признаки понятий. Понятно, что общих признаков у понятий 
«адрес», «отвага» нет. Следовательно, данные понятия являются не-
сравнимыми. 

 
1.3. Треугольники и четырехугольники. 

Определение, виды, характеристические свойства 
 

В этом пункте главы нам понадобятся геометрические фигуры 
начальной математики, поэтому остановимся на рассмотрении множе-
ства треугольников и множества четырехугольников: подробно изучим 
классы фигур, составляющие эти множества, опишем характеристиче-
ские свойства и укажем признаки фигур разных классов. 

Треугольником называется часть плоскости, 
ограниченная тремя прямыми. Точки пересечения 
прямых называются вершинами треугольника, от-
резки прямых – сторонами треугольника. 
Разносторонним называется треугольник, у 
которого нет равных сторон. Против большего 
угла лежит бо́льшая сторона, против меньшего 
угла – меньшая сторона. В треугольнике сумма 
длин двух его сторон больше длины третьей 
стороны. 

 
 
 
 

Равнобедренным называется треугольник, у которого две сто-
роны равны. Эти стороны называются боковыми, третья сторона назы-
вается основанием. 

Углы при основании равны. 
Признак. Если в треугольнике два угла равны, 
то он является равнобедренным. 
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Равносторонним называется треугольник, у которого все сто-
роны равны.  

 

Все три угла равны. 
Признак. Если в треугольнике три угла равны, то он 
является равносторонним. 

 

Четырехугольником называется часть 
плоскости, ограниченная четырьмя последова-
тельно пересекающимися между собой пря-
мыми. Точки пересечения прямых называются 
вершинами четырехугольника, отрезки пря-
мых – сторонами четырехугольника. 

 Параллелограммом называется четы-
рехугольник, у которого каждые две противо-
положные стороны параллельны, т. е. лежат на 
параллельных прямых. 

Противоположные стороны параллелограмма равны. 
Противоположные углы параллелограмма равны. 
Диагонали параллелограмма пересекаются, и точка пересечения 

делит их пополам. 
Точка пересечения диагоналей является центром симметрии па-

раллелограмма. 
Параллелограмм делится диагональю на два равных треуголь-

ника. 
Средние линии параллелограмма пересекаются в точке пересече-

ния его диагоналей. В этой точке две его диагонали и две его средние 
линии делятся пополам. 

1. У четырехугольника без самопересечений две противополож-
ные стороны одновременно равны и параллельны. 

2. Противоположные стороны попарно параллельны. 
Поясним здесь следующее: слово «попарно» означает «каждые 

две из всех имеющихся». «Попарно параллельны» противоположные 
стороны параллелограмма значит, что каждые две лежащие друг про-
тив друга стороны параллельны между собой. 
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Прямоугольником называется четырехуголь-
ник, у которого все углы прямые. Прямоугольник 
является параллелограммом когда его противопо-
ложные стороны попарно параллельны. Стороны 
прямоугольника являются его высотами. 

 

Около любого прямоугольника можно описать окружность, при-
чем диагональ прямоугольника служит диаметром описанной окруж-
ности. 

Признаки. Параллелограмм является прямоугольником при вы-
полнении любого из условий: 

1. Если диагонали параллелограмма равны. 
2. Если все углы параллелограмма равны. 

Ромбом называется четырехугольник, у 
которого все стороны равны. 

 

Ромб является параллелограммом, поэтому его противополож-
ные стороны равны и попарно параллельны. 

Диагонали ромба пересекаются под прямым углом и в точке пе-
ресечения делятся пополам. Тем самым диагонали делят ромб на че-
тыре прямоугольных и равных треугольника. 

Середины четырех сторон ромба служат вершинами прямоуголь-
ника, а диагонали ромба ‒ перпендикулярными осями симметрии. 

В любой ромб можно вписать окружность, центр которой лежит 
на пересечении его диагоналей. 

Признаки. Параллелограмм является ромбом тогда и только то-
гда, когда выполняется хотя бы одно из следующих условий: 

1. Две его смежные стороны равны (отсюда следует, что все сто-
роны равны). 

2. Его диагонали пересекаются под прямым углом. 
3. Одна из диагоналей параллелограмма делит содержащие ее 

углы пополам. 
Квадратом называется четырехугольник, у ко-

торого все углы равны и все стороны равны. 
Признаки. 
1. Равенство сторон. 
2. Все углы квадрата прямые. 



16 

3. Диагонали квадрата равны, взаимно перпендикулярны, точкой 
пересечения делятся пополам. 

Квадрат ‒ частный случай ромба и прямоугольника. 
Далее подробно рассмотрим четырехугольник трапецию. 
Слово «трапеция» имеет греческое происхождение и обозначает 

«столик», «стол». В русском языке от этого слова происходит слово 
«трапеза» (еда).  

Трапецией называется четырех-
угольник, у которого две стороны парал-
лельны, а две другие ‒ непараллельны. 

Параллельные противоположные 
стороны называются основаниями тра-
пеции, а две другие – боковыми сторо-
нами. Средняя линия – отрезок, соединя-
ющий середины боковых сторон. 

Трапеция, у которой боковые сто-
роны равны, называется равнобедренной 
(иногда равнобокой, или равнобочной 
трапецией). 

Трапеция, имеющая прямые углы 
при боковой стороне, называется прямо-
угольной. 

Приведем некоторые свойства трапеции. 
1. Средняя линия трапеции параллельна основаниям и равна их 

полусумме.  
2. Отрезок, соединяющий середины диагоналей трапеции, равен 

половине разности оснований и лежит на средней линии. 
3. Отрезок, параллельный основаниям 𝑥, 𝑦 и проходящий через 

точку пересечения диагоналей, делится последней пополам и равен ଶ௫௬௫ା௬ 

среднему гармоническому длин оснований трапеции. 
4. В трапецию можно вписать окружность, если сумма длин ос-

нований трапеции равна сумме длин ее боковых сторон. 
5. Точки пересечения диагоналей трапеции, пересечения продол-

жений ее боковых сторон и середины оснований лежат на одной пря-
мой. 
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6. Если сумма углов при одном из оснований трапеции равна 90°, 
то продолжения боковых сторон пересекаются под прямым углом, а 
отрезок, соединяющий середины оснований, равен полуразности осно-
ваний. 

7. Диагонали трапеции делят ее на четыре треугольника. Два из 
них, прилежащие к основаниям, подобны. Два других, прилежащие к 
боковым сторонам, имеют одинаковую площадь. 

8. Если отношение оснований равно 𝑘, то отношение площадей 
треугольников, прилежащих к основаниям, равно 𝑘ଶ. 

Свойства равнобедренной трапеции. 
Трапеция является равнобедренной тогда и только тогда, когда 

выполнено любое из следующих эквивалентных условий: 
1. Прямая, которая проходит через середины оснований, перпен-

дикулярна основаниям (т. е. является осью симметрии трапеции). 
2. Высота, опущенная из вершины на большее основание, делит 

его на два отрезка, один из которых равен полусумме оснований, дру-
гой – полуразности оснований. 

3. Углы при любом основании равны. 
4. Сумма противоположных углов равна 180°. 
5. Длины диагоналей равны. 
6. Вокруг равнобедренной трапеции можно описать окружность. 
7. Если в равнобедренной трапеции диагонали перпендикулярны, 

то высота равна полусумме оснований. 
8. Если сумма оснований трапеции равна сумме боковых сторон, 

то в нее можно вписать окружность. Средняя линия в этом случае равна 
сумме боковых сторон, деленной на два (так как средняя линия трапе-
ции равна полусумме оснований). 

9. В трапеции ее боковая сторона видна из центра вписанной 
окружности под углом 90°. 

10. Если трапецию можно вписать в окружность, то она равнобед-
ренная. 
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1.4. Отношения между понятиями по их объему 
 

Различают понятия 
Совместимые Несовместимые 

Определение. Совмести-
мыми называют понятия 𝑎 и 𝑏, объ-
емы которых находятся в отноше-
нии пересечения 𝐴 ∩ 𝐵 ≠ ∅. 

Определение. Понятия 𝑎 и 𝑏, 
пересечение объемов которых пу-
сто 𝐴 ∩ 𝐵 = ∅, называют несовме-
стимыми понятиями.  

Совместимые понятия 𝑎 и 𝑏, 
в свою очередь, могут иметь полно-
стью совпадающие объемы 𝐴 = 𝐵, 
общую часть 𝐴 ∩ 𝐵 ≠ ∅, включение 
одного объема в другой 𝐴 ⊂ 𝐵 или 𝐵 ⊂ 𝐴. 

Для несовместимых понятий 
характерно наличие общего рода. 

Несовместимые понятия 𝑎 и 𝑏 могут находиться в отношениях 
соподчинения, противоположно-
стей, противоречия. 

 
Изучим совместимые понятия более подробно. 
Определение. Понятия 𝑎 и 𝑏 находятся в отношении равенства, 

если объемы их совпадают 𝐴 = 𝐵, при этом сами понятия 𝑎 и 𝑏 назы-
ваются тождественными, или равнозначными.  

Рассмотрим следующие понятия: 𝑎 – квадрат, 𝑏 – правильный че-
тырехугольник, 𝑐 – куб, 𝑑 – правильный шестигранник, 𝑚 – числа, 
кратные двум, 𝑘 – четные числа, 𝑡 – числа, кратные трем и соответству-
ющие им объемы 𝐴, 𝐵, 𝐶, 𝐷, 𝑀, 𝐾, 𝑇.  

Все квадраты плоскости являются правильными четырехуголь-
никами и, наоборот, все правильные четырехугольники плоскости яв-
ляются квадратами. Отсюда заключаем, что объемы понятий 𝑎 и 𝑏 сов-
падают 𝐴 = 𝐵, сами же понятия (квадрат и правильный четырехуголь-
ник) будут тождественными. 

В пространстве любой куб – это правильный многогранник, в 
свою очередь, все правильные шестигранники есть кубы. Поэтому для 
понятий 𝑐 и 𝑑 их объемы 𝐶 и 𝐷 совпадают 𝐶 = 𝐷. Понятие «куб» рав-
нозначно понятию «правильный шестигранник». 

Объемы понятий 𝑚 и 𝑘 совпадают 𝑀 = 𝐾, потому что числа, 
кратные двум, – суть четные числа. Понятия 𝑚 и 𝑘 тождественны. 

Что можно сказать о понятиях 𝑘 и 𝑡? В объем 𝐾 понятия 𝑘 входят, 
например, числа 2, 4, 10, но этих чисел нет в объеме 𝑇 понятия 𝑡. 
Напротив, объему 𝑇 понятия 𝑡 принадлежат, например, числа 3, 9, 21, 
но указанных чисел нет в объеме 𝐾 понятия 𝑘. Есть числа типа 6, 12, 
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42, находящиеся и в объеме 𝐾 понятия 𝑘, и в объеме 𝑇 понятия 𝑡, т. е. 
некоторые элементы объемов 𝐾 и 𝑇 понятий 𝑘 и 𝑡 совпадают (являются 
одинаковыми, общими). Про такие понятия, как 𝑘 и 𝑡, говорят, что они 
пересекаются. 

Определение. Понятия 𝑎 и 𝑏 находятся в отношении пересечения, 
если объемы их совпадают частично или, что то же самое, пересека-
ются 𝐴 ∩ 𝐵 ≠ ∅. Сами понятия 𝑎 и 𝑏 в таком случае называются пере-
секающимися. 

Объемы понятий «месяцы третьего квартала года» и «летние ме-
сяцы» находятся в отношении пересечения 𝐴 ∩ 𝐵 = {июль, август}, 
значит, понятия «месяцы третьего квартала года» и «летние месяцы» 
пересекаются. Пересекающимися будут понятия прямоугольника и 
ромба, потому что объемы указанных понятий имеют общую часть. 

Определение. Понятия 𝑎 и 𝑏 находятся в отношении подчинения, 
если объем одного понятия полностью входит в объем другого 𝐴 ⊂ 𝐵 
или 𝐵 ⊂ 𝐴 (но 𝐴 ≠ 𝐵). 

В таком случае говорят, что одно из понятий подчинено другому. 
В отношении подчинения находятся, например, следующие пары по-
нятий: действительные и рациональные числа; правильный много-
угольник и квадрат; тождественные преобразования и сокращение 
дроби; линейная функция и константа. 

Отношение включения объемов понятий служит основой для изу-
чения родовидовых отношений на множестве понятий. 

Определение. Если 𝐴 ⊂ 𝐵 (𝐴 ≠ 𝐵), то понятие 𝑎 называют видо-
вым по отношению к понятию 𝑏, понятие 𝑏 называют родовым по от-
ношению к понятию 𝑎. 

Например, понятия 𝑎 – «трапеция» и 𝑏 – «четырехугольник» нахо-
дятся в отношении подчинения. Действительно, любая трапеция – есть 
четырехугольник. Следовательно, объемы 𝐴 и 𝐵 понятий находятся в от-
ношении включения (𝐴 ⊂ 𝐵 и 𝐴 ≠ 𝐵). Поэтому понятие «трапеция» – ви-
довое по отношению к понятию «четырехугольник», а понятие «четырех-
угольник» – родовое по отношению к понятию «трапеция». Отметим не-
которые особенности родовидовых отношений на множестве понятий. 

Во-первых, понятия рода и вида относительны: одно и то же по-
нятие может быть родовым по отношению к одному понятию и видо-
вым по отношению к другому. Например, понятие «прямоугольник» 
родовое по отношению к понятию «квадрат» и видовое по отношению 
к понятию «четырехугольник». 
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Во-вторых, для данного понятия часто можно указать не-
сколько родовых понятий. Так, для понятия «прямоугольник» родо-
выми будут понятия «четырехугольник», «параллелограмм», «много-
угольник». Среди них можно указать ближайшее. Для понятия «прямо-
угольник» ближайшим считается понятие «параллелограмм».  

В-третьих, видовое понятие обладает всеми свойствами родо-
вого понятия. Например, квадрат, являясь видовым понятием по отно-
шению к понятию «прямоугольник», обладает всеми свойствами, при-
сущими прямоугольнику. 

Пример задачи и ее решение 
Задача. Установите отношения между следующими парами по-

нятий 𝑎 и 𝑏, если: 
1) 𝑎 – «прямоугольник», 𝑏 – «ромб»; 
2) 𝑎 – «многоугольник», 𝑏 – «параллелограмм»; 
3) 𝑎 – «прямая», 𝑏 – «отрезок». 
Решение 
Так как объем понятия – это множество, то удобно, устанавливая 

отношения между объемами понятий, изображать их при помощи кру-
гов Эйлера. 

 

 
Рис. 1 

В случае 1) объемы понятий пересекаются, 
но ни одно множество не является подмноже-
ством другого (рис. 1). Следовательно, можно 
утверждать, что данные понятия 𝑎 и 𝑏 не нахо-
дятся в отношении рода и вида. 

В случае 2) объемы данных понятий нахо-
дятся в отношении включения, но не совпадают – 
всякий параллелограмм является многоугольни-
ком, но не наоборот (рис. 2). Следовательно, 
можно утверждать, что понятие «параллело-
грамм» – видовое по отношению к понятию «мно-
гоугольник», а понятие «многоугольник» – родо-
вое по отношению к понятию «параллелограмм». 

В случае 3) объемы понятий не пересекаются, 
так как ни про один отрезок нельзя сказать, что он 
является прямой, и ни одна прямая не может быть 
названа отрезком (рис. 3). Следовательно, данные 
понятия не находится в отношении рода и вида. 

 

 
Рис. 2 

 

 
Рис. 3 
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О понятиях «прямая» и «отрезок» можно сказать, что они нахо-
дятся в отношении целого и части: отрезок – это часть прямой, а не ее 
вид. И если видовое понятие обладает всеми свойствами родового по-
нятия, то часть не обязательно обладает всеми свойствами целого. 
Например, отрезок не обладает таким свойством прямой, как ее беско-
нечность. 

Далее рассмотрим отношения между несовместимыми поняти-
ями. 

Определение. Два или несколько непересекающихся понятий 
находятся в отношении соподчинения, если они имеют общее родовое 
понятие. 

Иначе говоря, соподчиненными будут 
разные виды, относящиеся к одному роду. 

Например, понятия «рыба» и «птица» 
соподчинены понятию «животное», а поня-
тия «береза» (объема 𝐴), «клен» (объема 𝐵) 
соподчинены понятию «дерево» (объема 𝐶) 
(рис. 4). 

 
Рис. 4 

Определение. Два непересекающихся понятия находятся в отно-
шении противоположности, если они являются видами одного и того 
же рода, при этом одно из них содержит какие-то признаки, а другое 
эти признаки исключает и заменяет противоположными.  

Отношение противоположности объе-
мов понятий можно сформулировать и по-
другому: одного рода разного вида понятия 𝐴 
и 𝐵 противоположны, если любой объект 
этого рода, не попадающий под понятие 𝐴, 
может не попадать и под понятие 𝐵 (рис. 5). 

 
Рис. 5 

Например, понятия «черный», «белый» находятся в отношении 
противоположности. Объединение объемов противоположных поня-
тий не исчерпывает объем родового понятия. В середине круга остав-
лено место для любого другого среднего промежуточного понятия. 
Например, для противоположных понятий «черный» ‒ «белый» проме-
жуточными могут быть понятия «различные оттенки серого». Понятия 
«правда» и «ложь» являются противоположными, но между ними мо-
жет быть понятие «заблуждение», которое будет промежуточным. 
Противоположные понятия можно рассматривать как соподчиненные. 
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Рис. 6 

Определение. Два понятия находятся в 
отношении противоречия, если они являются 
видами одного и того же рода, при этом одно 
понятие указывает на некоторые признаки, а 
другое эти признаки исключает, но ничем дру-
гим не заменяет (рис. 6). 

Иначе говоря, в случае противоречивых понятий для любого объ-
екта можно решить, что он принадлежит объему либо одного, либо 
другого понятия. Например, понятия «светящийся объект» – «несветя-
щийся объект» противоречивы. Объект «светящийся шар» входит в 
объем первого понятия и никогда – в объем второго. 

Пример задачи и ее решение 
Задача. Установите отношения между несовместимыми парами 

понятий 𝑎 и 𝑏, если: 
1) 𝑎 – «прямоугольник», 𝑏 – «трапеция»; 
2) 𝑎 – «отрезок [0, 1]», 𝑏 – «отрезок [4,5]»; 
3) 𝑎 – «множество 𝐾 = {𝑥|𝑥 ∈ ℝ, 𝑥 ≤ 1}», 𝑏 – «множество             𝑃 = {𝑥|𝑥 ∈ ℝ, 𝑥 ≥ 2}» 
4) 𝑎 – «прямоугольник», 𝑏 – «непрямоугольник». 
Решение 
В случае 1) объемы понятий не пересекаются: ни один прямо-

угольник трапецией не является, любая трапеция не будет прямоуголь-
ником. Множество прямоугольников и множество трапеций плоскости – 
есть включения, например, в множество четырехугольников плоскости 
(см. рис. 4), т. е. понятия «прямоугольник» и «трапеция» соподчинены 
понятию «четырехугольник». Другими словами, понятие «четырех-
угольник» является «родовым» по отношению к непересекающимся 
понятиям «прямоугольник» и «трапеция». Значит, данные понятия 𝑎 и 𝑏 находятся в отношении соподчинения. 

Понятия непересекающихся отрезков [0, 1] и [4, 5] в случае 2) яв-
ляются видами одного и того же рода – понятия «отрезок числовой пря-
мой». Любая точка числовой прямой, не принадлежащая отрезку [0, 1], 
может не попадать в отрезок [4, 5], и наоборот, точка числовой прямой, 
не принадлежащая отрезку [4, 5], может не попадать в отрезок [0, 1]. По-
этому понятия 𝑎 и 𝑏 находятся в отношении противоположности.  

Аналогично рассуждениям с отрезками проводится рассужде-
ние с лучами: множествами 𝐾 и 𝑃 случая 3). Объемы понятий лучей 
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𝐾 = {𝑥|𝑥 ∈ ℝ, 𝑥 ≤ 1} и 𝑃 = {𝑥|𝑥 ∈ ℝ, 𝑥 ≥ 2} не имеют общих элемен-
тов. Сами понятия 𝑎 и 𝑏 относятся к одному роду – понятию «луч чис-
ловой прямой». Значит, понятие луча 𝐾 = {𝑥|𝑥 ∈ ℝ, 𝑥 ≤ 1} противопо-
ложно понятию луча 𝑃 = {𝑥|𝑥 ∈ ℝ, 𝑥 ≥ 2}.  

В случае 4) понятия «прямоугольник» и «непрямоугольник» яв-
ляются противоречивыми, потому что для любой фигуры плоскости 
можно решить: принадлежит ли она объему понятия 𝑎, либо объему 
понятия 𝑎ത, т. е. 𝑏. 

Необходимо отметить следующее: 
1. Объем рода – множество фигур, на котором рассматриваются 

понятия 𝑎 и 𝑏, можно выбирать по-разному (шире, у́же). Например, в 
указанной формулировке объемом служит множество всех фигур плос-
кости. Поэтому объему понятия 𝑏 принадлежат параллелограммы, тра-
пеции, овалы, разные многоугольники и замкнутые кривые плоскости. 
Ближайшим родовым понятием к 𝑎 будет понятие «параллелограмм». 
Тогда объем понятия «параллелограмм» однозначно представлен 
двумя классами: множеством всех прямоугольников (это объем поня-
тия 𝑎) и множеством всех параллелограммов, которые не являются 
прямоугольниками (это объем понятия 𝑏). 

2. С точки зрения логики предикатов понятие 𝑎ത есть отрицание 
понятия 𝑎. Следовательно, при построении 𝑎ത используем логические 
связки: частицу «не» или слова «неверно, что». Характеристика поня-
тия 𝑎 – объем 𝐴 – представляет собой множество всех объектов, под-
ходящих под понятие 𝑎. Объемом отрицания понятия 𝑎 в таком случае 
будет множество всех фигур, не обладающих характеристическим 
свойством элементов, принадлежащих 𝐴, и, значит, является дополне-
нием 𝐴̅ множества 𝐴 (до объема родового понятия). 

Завершая рассмотрение вопроса классификации понятий, отме-
тим два пункта. Первый содержит ответ на вопрос: зачем уметь соот-
носить объемы понятий? Во втором – сопоставим совместимость и 
сравнимость понятий.  

Итак, имея верное представление об отношении объемов поня-
тий, человек строит с ними правильные умозаключения (суждения). 
Например, как соотносятся между собой понятия «розовое растение» и 
«колючее растение»? Отношение пересечения, но никак не подчине-
ние. Отсюда заключаем, что суждение «Все розовые растения явля-
ются колючими» ложно. 
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Понятия 
Сравнимые 

 
в содержании которых имеется хотя бы 

один общий признак: 

Несравнимые 
 

в содержании которых нет ни 
одного общего признака: 

«шкаф» и «деревянное изделие» «фрукт» и «шкаф» 
 

Совместимые 
в объеме имеющие 
общие элементы A ∩ B ≠ ∅ 

 
Несовместимые 

в объеме не имеющие 
общих элементов A ∩ B = ∅. 

 

«шкаф» и «дере-
вянное изделие» 

«шкаф» и «кровать» 

 
Заметим, что сравнение понятий выполняется и по содержанию, 

и по объему. Почти все понятия являются сравнимыми: все совмести-
мые понятия являются сравнимыми, все несовместимые понятия явля-
ются сравнимыми. 

 
1.5. Математические понятия для дошкольников 

Математика для дошкольников – это программа формирования 
умственных способностей ребенка, которая решает следующие задачи: 

– развитие начальных математических представлений;  
– введение в активный словарь малыша математических терминов; 
– формирование образного мышления; 
– развитие основ конструирования; 
– формирование логических способностей; 
– развитие творческой активности; 
– развитие слуховой и зрительной памяти; 
– формирование умений сравнивать, анализировать, группиро-

вать и обобщать.  
Математика для дошкольников состоит из следующих разделов: 

сравнение предметов и групп предметов, количество и счет, величины, 
геометрические формы, пространственно-временные представления. 
Обучение математике начинается со второй младшей группы (3 года) 
и продолжается до выпуска в школу (7 лет). Все понятия вводятся по-
степенно в форме игры и с элементами соревнования, основываясь на 
принципе от простого к сложному. 
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Далее перечислим основные математические понятия для обуче-
ния детей дошкольного возраста и некоторые рекомендации.  

Понятие «множество». Множество – это совокупность элемен-
тов, которые воспринимаются как единое целое. Множество состоит из 
элементов и ассоциируется с понятием группа. Чем больше элементов 
во множестве, тем множество мощнее. В детском саду множества мо-
гут быть конечными, бесконечными, пустыми и состоять из пяти эле-
ментов.  

1. Конечные множества – это такие элементы, которые можно по-
считать. 

2. Бесконечные множества – множества, в которых элементы по-
считать невозможно (натуральный ряд чисел, звезды, песчинки). 

3. Дискретные, или непрерывные, множества – множества, в ко-
торых каждый элемент можно воспринимать отдельно. 

4. Непрерывные множества – когда элементы отдельно не вос-
принимаются (длина стола, стакан воды). 

5. Упорядоченное множество – в котором между элементами су-
ществует порядок (натуральный ряд чисел).  

Множество предметов и явлений воспринимается ребенком раз-
личными анализаторами. 

Понятие «счет». Счетная деятельность (счет) – это действия с 
конкретными множествами, установление взаимно однозначного соот-
ветствия между числами натурального ряда и элементами множества. 
Простое называние числительных счетом не является. Как и любая 
другая деятельность счет имеет цель – сосчитать и средства – как счи-
тать (в каждой возрастной группе свои). 

Понятие о действиях с числами. Вычислительная деятельность – 
это действия с числами, осуществляемые через решение арифметиче-
ских задач и числовых примеров.  

Понятие «задача». Задача – это упражнение, которое решается 
посредством умозаключения, вычисления. 

Понятие «величина». Величина – это качество и свойство пред-
мета, с помощью которого сравниваем предметы друг с другом и уста-
навливаем количественную характеристику сравниваемых предметов. 
Понятие «величина» в математике считается основным (неопределяе-
мым), поэтому прямого ответа на вопрос «что такое величина?» нет. 
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Общее понятие величины является непосредственным обобщением 
более конкретных понятий: длины, площади, объема, массы, скорости 
и т. д. 

Величина предмета – это его относительная характеристика, под-
черкивающая протяженность отдельных частей и определяющая его 
место среди однородных предметов. Величина является свойством 
предмета, воспринимаемым различными анализаторами: зрительным, 
тактильным и двигательным. При этом чаще всего величина предмета 
воспринимается одновременно несколькими анализаторами: зри-
тельно-двигательным, тактильно-двигательным и т. д. Величина пред-
мета, т. е. размер предмета, определяется только на основе сравнения. 
Нельзя сказать, большой это или маленький предмет, его можно только 
сравнить с другим. Восприятие величины зависит от расстояния, с ко-
торого предмет воспринимается, а также от величины предмета, с ко-
торым он сравнивается. Чем дальше предмет от того, кто его воспри-
нимает, тем он кажется меньше, и наоборот, чем ближе – тем кажется 
больше. 

Характеристика величины предмета зависит также от расположе-
ния его в пространстве. Один и тот же предмет может характеризо-
ваться то как высокий (низкий), то как длинный (короткий). Это зави-
сит от того, в горизонтальном или вертикальном положении он нахо-
дится. Величина предмета всегда относительна, она зависит от того, с 
каким предметом он сравнивается. Сравнивая предмет с меньшим, ха-
рактеризуем его как больший, а сравнивая этот же предмет с бо́льшим, 
называем его ме́ньшим. Приходим к выводу, что величина конкретного 
предмета характеризуется такими особенностями: сравнимость, отно-
сительность и изменчивость. 

1) Сравнимость осуществляется: 
– наложением, 
– приложением, 
– измерением с помощью условной мерки, 
– сравнением на глаз. 
2) Относительность зависит от предмета, с которым сравни-

ваем, от расстояния, на которое сравниваем, от расположения в про-
странстве. 

3) Изменчивость. Величина тесно связана с размером. А размер 
является свойством изменчивости величины. Каждый предмет имеет 
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свое родовое предназначение. Он может изменять свои размеры, не ме-
няя своей сущности. 

Итак, дошкольники обучаются сопоставлять предметы по при-
знакам: 

– маленький – большой, больше – меньше, одного размера; 
– короче – длиннее, одинаковой длины; 
– ниже – выше, одной высоты; 
– шире – у́же, одинаковой ширины; 
– тоньше – толще, одинаковой толщины; 
– тяжелее – легче, одного веса; 
– одинаковые и различные по форме и цвету. 
Дети обучаются сравнивать разные предметы методом наложе-

ния, попарного сравнения и выделять из группы предмет по двум и 
трем признакам, находят «лишний» предмет в группе предметов. У до-
школьников развивается глазомер. 

Измерение – это совокупность действий, выполняемых с целью 
нахождения числового значения измеряемой величины в общеприня-
тых единицах измерения (см, мм, кг, …). 

Понятие «форма». Форма – пространственный признак любого 
предмета (внешнее очертание, вид), носитель предметного содержания 
окружающего нас мира (все предметы имеют форму). Не выделив и не 
опознав форму, человек не смог бы различать предметы. Определяя 
форму предмета, всегда опираемся на эталоны – геометрические фи-
гуры. 

Понятие «время». Время – философское понятие – это форма по-
следовательной смены явлений и состояний материи. В переводе с 
древнерусского «время» – «вращение». Время имеет свойства: теку-
честь (время не остановить!), необратимость и неповторимость, дли-
тельность. 

Понятие «пространство». Пространство – это форма существо-
вания материи (бесконечное вместилище вещей, арена движения тел).  

Ориентировка в пространстве включает ориентировку на местно-
сти, ориентировку на себе, на другом человеке, на листе бумаги.  

Ориентировка на местности включает:  
а) определение «точки стояния», т. е. местонахождения субъекта 

по отношению к окружающим его объектам, например: «Я нахожусь 
справа от дома» и т. п.;  
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б) определение местонахождения объектов относительно чело-
века, ориентирующегося в пространстве, например: «Шкаф находится 
справа, а дверь слева от меня»;  

в) определение пространственного расположения предметов от-
носительно друг друга, т. е. пространственных отношений между 
ними, например: «Справа от куклы сидит мишка, а слева от нее лежит 
мяч».  

Ориентировка на себе – ориентировка на собственном теле. 
Все основные математические понятия тесно связаны друг с дру-

гом. Их нельзя рассматривать отдельно, изолированно. 
Понятие «число». Число – это отвлеченное понятие любого ко-

личества элементов. Знакомство с числом не начинают с трехлетними 
малышами, потому что трехлетний ребенок еще не осознает этого по-
нятия, у него наглядно-действенное представление.  

Цифра – это графическое изображение числа. 
Двузначные числа – это натуральные числа, содержащие два раз-

ряда (разряд единиц и разряд десятков единиц). Сумма десяти единиц 
составляет десяток. Словосочетание «числа первого десятка» обозна-
чает числа от 1 до 10 включительно. 

Единица – это наименьшее натуральное число в любом разряде. 
Натуральные числа – целые положительные числа, поэтому среди них 
1 (единица) число наименьшее (число 0 не относится к натуральным 
числам). 

Понятие «геометрическая форма». Форма – это очертание, 
наружный вид предмета. Форма (лат. forma – форма, внешний вид) – 
взаимное расположение границ (контуров) предмета, объекта, а также 
взаимное расположение точек линии. 

Детей учат распознавать геометрические фигуры: треугольник, 
круг, овал, квадрат, прямоугольник и многоугольник. Малыши учатся 
находить и называть углы, стороны и вершины всех знакомых фигур. 
Группируют фигуры по одному из трех признаков (цвет, форма, раз-
мер).  

В природе не существует геометрических фигур. Геометрические 
фигуры – это эталон для определения формы окружающих предметов 
(в основном нас окружают прямоугольные формы). Фигуры бывают 
плоские – когда все точки находятся на одной плоскости; объемные 
тела – появляются путем вращения. 
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Понятие о конструировании. Обучение конструированию прово-
дят на счетных палочках. Дети складывают из них геометрические фи-
гуры, буквы, цифры, картинки. 

Понятие об ориентировке в пространстве и времени. Ориенти-
ровка в пространстве включает следующие задачи для дошкольников: 

1. Научиться определять положение предметов в пространстве: 
справа, слева, внизу, вверху.  

2. Определять направление движения: справа налево, сверху вниз, 
назад, вперед, в противоположную сторону, в том же направлении.  

3. Познакомиться с понятиями близко и далеко, низко и высоко, 
ближе, дальше, рядом.  

4. Определять свое положение в пространстве: вне или внутри по-
мещения; положение среди предметов: на, в, под, над, перед, между, к, 
от, через.  

5. Ориентироваться на листке бумаги, в столбике и строчке клеток. 
Ориентировка во времени осуществляется благодаря следующим 

умениям детей младшего возраста:  
1. Дошкольники знакомятся с понятиями: день, неделя, месяц, 

год, дни недели, время суток и времена года.  
2. Учатся определять дни, используя понятия: вчера, завтра, сего-

дня, послезавтра.  
3. Включают в активный словарь понятия: скоро, долго, дальше, 

быстро, медленно, потом, давно. 
Завершая разговор о понятиях математики для дошкольников, от-

метим положительное влияние на развитие мыслительной деятельно-
сти детей занятий логическими играми и решений логических задач, 
направленных на совершенствование логического мышления, сме-
калки и находчивости; ребусов и головоломок математического содер-
жания. Успех обучения математике в начальной школе зависит от эф-
фективного развития малыша в дошкольном возрасте. Главное пом-
нить, что важен не объем знаний и умений, важны их качество и сте-
пень влияния на умственные возможности ребенка. 

 
1.6. Понятия начальной математики 

Понятия, которые изучаются в начальном курсе математики, 
обычно представляют в виде четырех групп. Первую составляют поня-
тия, связанные с числами и операциями над ними: число, сложение, 
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слагаемое, больше и др. Во вторую входят алгебраические понятия: вы-
ражение, равенство, уравнение и др. Третья группа содержит геомет-
рические понятия: треугольник, прямая, отрезок и т. д. Четвертую 
группу образуют понятия, связанные с величинами и их измерением. 

Выберем из каждой группы по одному понятию, например: 
«натуральное число» (из первой группы), «числовое равенство» (из 
второй), «четырехугольник» (из третьей), «масса фрукта» (из четвер-
той); охарактеризуем их с точки зрения объема и содержания, укажем 
некоторые их родовые и видовые понятия.  

Каждый из объемов понятий «натуральное число», «числовое ра-
венство», «четырехугольник», «масса фрукта» содержит бесконечное 
множество элементов. Поэтому указанные понятия являются общими. 

Содержание понятия «натуральное число» составляет множество ℕ натуральных чисел. Множество всевозможных равенств, которые 
рассматриваются в начальной математике на разных числовых множе-
ствах, образует содержание понятия «числовое равенство». В содержа-
ние понятия «четырехугольник» входит любой из изучаемых в началь-
ной школе четырехугольников плоскости. Совокупность масс различ-
ных предметов, являющихся фруктами, определит содержание поня-
тия «масса фрукта».  

Множество натуральных чисел – есть подмножество чисел це-
лых, рациональных, действительных. Поэтому понятия «целое число», 
«рациональное число», «действительное число» будут родовыми по от-
ношению к понятию «натуральное число». Ближайшим натуральному 
числу родовым понятием будет «целое неотрицательное число». Видо-
вым понятием для понятия «натуральное число» является конкретный 
представитель из множества натуральных чисел, например понятия 
«натуральное число 2», «круглое натуральное число». 

Понятие «числовое равенство» будет видовым по отношению к 
понятию «равенство», т. е. «равенство» – есть родовое понятие «чис-
лового равенства». Конкретное числовое равенство определит видовое 
понятие относительно понятия «числовое равенство». Например, число-
вые равенства «2 + 3 = 5», «7 − (6 ∶ 2 + 4) = 0», «21 ∶ 3 + 8 = 3 ∙ 5» – 
есть видовые понятия по отношению к понятию «числовое равенство». 

Все четырехугольники плоскости одновременно есть и много-
угольники, и плоские фигуры, т. е. множество четырехугольников 
включено в множество многоугольников, в множество плоских фигур. 



31 

Значит, для понятия «четырехугольник» понятия «многоугольник» и 
«плоская фигура» будут родовыми. Понятие «многоугольник» – бли-
жайшее родовое понятие для четырехугольника. Видовым понятием в 
данном случае выступает любой элемент из объема понятия «четырех-
угольник плоскости». В качестве таких элементов можно взять, напри-
мер, трапецию, параллелограмм, дельтоид. 

Понятие «масса фрукта» имеет родовое понятие «масса», бли-
жайшее, более уточненное родовое понятие – «масса предмета». При-
мером видового понятия могут служить «масса яблока», «масса ба-
нана».  

На данный момент мы научились отличать объем понятия от его 
содержания, различать совместимые и несовместимые понятия, рабо-
тать со сравнимыми понятиями, рассуждать об отношениях между по-
нятиями. Для представления полной теории о понятиях необходимо 
уметь их определять.  

 
1.7. Определение математических понятий.  

Требования к определению понятий 

Процесс изучения некоторого математического объекта пред-
ставляет собой последовательность этапов (шагов), осуществляя кото-
рые знания об изучаемом предмете пополняются, расширяются и/или 
углубляются. Одним из первоначальных (отправных) шагов исследо-
вания математического объекта является определение понятия. Опре-
делить понятие – значит указать способ, с помощью которого можно 
отделить какие-либо объекты или отношения, охватываемые данным 
понятием, от других объектов или     отношений. 

Определяя понятие, приходится совершать некоторую логиче-
скую операцию, в результате которой формулируется предложение, 
раскрывающее содержание понятия. Сами предложения при этом 
называются определениями. Таким образом, определение – это пред-
ложение, с помощью которого раскрывается содержание понятия или 
устанавливается значение термина. 

В содержание понятия о каком-либо математическом объекте 
входят различные существенные признаки этого объекта. Однако для 
того чтобы распознать объект, установить, принадлежит он к дан-
ному понятию или нет, достаточно проверить наличие у него лишь 
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некоторых существенных признаков. Указание этих существенных 
признаков объекта, которые достаточны для распознавания этого 
объекта, понятия, и называют определением понятия. 

Определить понятие – значит выбрать из его существенных 
признаков такие и столько, чтобы каждый из них был необходим, а 
все вместе – достаточны для того, чтобы отличить изучаемый объект 
от других. 

Выполняется действие определения разными путями, и резуль-
тат его выполнения фиксируется в различного вида определениях, 
которые бывают вербальными (словесными) и невербальными.  

Определение. Невербальное определение – это определение поня-
тия путем непосредственной демонстрации объектов, охватываемых 
этим понятием, или приведение контекста, в котором содержится то 
или иное понятие. 

Невербальные определения используются на начальном этапе 
изучения объектов или отношений. Поэтому учитель начальных 
классов должен быть знаком с ними особенно хорошо. Примерами 
таких определений следует назвать остенсивные и контекстуальные 
определения. 

Определение. Остенсивные (от лат. ostendere – показывать) 
определения – это определения, устанавливающие значение терми-
нов путем демонстрации объектов, которые этим термином опреде-
ляются.  

С использованием такого определения в начальной школе вво-
дятся понятия «числовое выражение», «числовое равенство», «угол» и 
т. д. Например, знакомство с числовым выражением происходит так: 
«Прочитай записи: 9 + 7, 30 + 6, 18 – (4 + 6) 23– 3, 15– 7 + 3, 25– (15– 10). Это числовые выражения, или, короче, выражения» [10]. 

В других современных учебниках математики содержатся анало-
гичные записи, меняются только математические объекты в зависимо-
сти от того, в каком классе (первом или втором) дети знакомятся с этим 
понятием; при этом способ знакомства остается одним и тем же – пу-
тем показа. Важно понимать, что если учитель ограничится только по-
казом, то это не даст ученикам четкого представления о том, в чем же 
заключается содержание данного понятия. Необходимо провести ана-
литическую работу, в результате которой дети выяснят, чем похожи и 
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чем отличаются числовые выражения, т. е. сами выделят и назовут 
существенные и несущественные признаки понятия «числовое выра-
жение». 

Определение. Контекстуальные определения – это определения, 
в которых содержание понятия раскрывается через некоторый кон-
текст.  

Примером контекстуального определения может быть определе-
ние уравнения и его решение, приведенные в учебнике математики для 
второго класса [10]. Здесь после записи + 6 = 15 и перечня чисел 0, 5, 9, 10 идет текст: «К какому числу надо прибавить 6, чтобы полу-
чилось 15? Обозначим неизвестное число латинской буквой 𝑥 (икс):  𝑥 + 6 = 15 – это уравнение.  

Решить уравнение – значит найти неизвестное число. В данном 
уравнении неизвестное число равно 9, так как 9 + 6 = 15.  

Объясни, почему числа 0, 5, 10 не подходят». 
Из приведенного текста следует, что уравнение – это равенство, 

в котором есть неизвестное число. Оно может быть обозначено буквой 𝑥 и это число надо найти. Кроме того, из этого текста следует, что ре-
шение уравнения – это число, которое при подстановке вместо 𝑥 обра-
щает уравнение в верное равенство. 

По мере накопления запаса знаний происходит накопление поня-
тий, развиваются язык и способность к обобщению. Все это дает воз-
можность определять неизвестные понятия через известные. Так появ-
ляются вербальные определения. Во всяком таком определении выде-
ляются определяемое и определяющее понятия. Например, в опреде-
лении «Квадратом называется прямоугольник, у которого соседние 
стороны равны» понятие «квадрат» является определяемым, а понятие 
«прямоугольник, у которого соседние стороны равны» – определяю-
щим. Логическая запись данного определения имеет вид:  

квадрат 
по опр.ሯልልሰ прямоугольник, у которого соседние стороны равны. 

Рассмотрим некоторые способы вербальных определений. 
1. Определение понятий через род и видовое отличие. 
Этот способ определения наиболее распространенный. Логиче-

ская структура определения через род и видовое отличие проста, 
четко выражена и поэтому доступна учащимся начальной школы. Та-
кие определения часто представляют в виде схемы: вид = род + видо-
вое отличие.  
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Попробуем теперь записать определение понятия через род и ви-
довое отличие, используя логические символы. 

Пусть 𝑎 – определяемое понятие, тогда его объем можно выра-
зить следующим образом 𝐴 = {𝑥| 𝑥 ∈ 𝐵 и 𝑃(𝑥)}, где 𝐵 – это объем ро-
дового понятия по отношению к 𝑎, а 𝑃(𝑥) – видовое отличие (то свой-
ство, которое выделяет нужный вид из других видов данного рода).  

Например: «Прямоугольник – это параллелограмм с прямым 
углом». 

В этом определении определяемое понятие 𝑎 – прямоугольник, 
родовое понятие 𝑏 – параллелограмм, объем 𝐵 родового понятия 𝑏 
по отношению к 𝑎 – множество параллелограммов плоскости, видо-
вое отличие 𝑃 – один угол прямой. Тогда логическая интерпретация 𝐴 = {𝑥| 𝑥 ∈ 𝐵 и 𝑃(𝑥)} определения читается так: «Прямоугольником 
называется любой параллелограмм, у которого один угол прямой». 

В этом случае операции, описывающие процедуру определения 
объектов, будут следующими: выбирается ближайший родовой объект, 
затем на этот объект накладываются как бы ограничения, видовые ха-
рактеристики (отличия). На основе видовых характеристик вводится 
новый объект, но с меньшим объемом, чем родовой, так как у него 
больше свойств. Этому объекту с большим числом свойств и меньшим 
объемом присваивается новый термин (название). 

2. Генетическое определение понятий. 
Генетические (от слова генезис – происхождение), или кон-

структивные, определения являются частным случаем определений 
через род и видовое отличие. В таких определениях видовое отличие 
указывает на происхождение определяемого объекта или на способ его 
образования. 

Рассмотрим, например, определение треугольника: «Треуголь-
ником называется фигура, которая состоит из трех точек, не лежащих 
на одной прямой, и трех попарно соединяющих их отрезков». В этом 
определении указано родовое понятие для треугольника – фигура, а в 
качестве видового отличия указан способ построения такой фигуры, 
которая является треугольником: нужно взять три точки, не лежащие 
на одной прямой, и соединить каждую их пару отрезком. 

3. Рекурсивные определения. 
В таких определениях указываются некоторые основные эле-

менты из объема понятия и даются правила, позволяющие получить 
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новые элементы из уже имеющихся. Например, определение ариф-
метической прогрессии: «Арифметической прогрессией называется 
последовательность, в которой каждый член, начиная со второго, ра-
вен предыдущему, сложенному с одним  и тем же числом». 

В математике существуют понятия, которые логически не опре-
деляются. Такие понятия называют основными, или неопределяемыми. 
Примерами таких понятий в начальной математике являются точка, 
прямая, множество, величина. 

К определению понятий выдвигается ряд требований. 
1. Определение должно содержать указание на ближайшее родо-

вое понятие. Как бы ни было построено определение математического 
понятия, в нем должно быть указано ближайшее родовое понятие к 
определяемому понятию. 

Нарушение этого требования приводит к различного рода ошиб-
кам. Например, иногда учащиеся, формулируя определение понятия, 
не указывают родовое понятие. На вопрос, что такое прямоугольник, 
они отвечают: «Прямоугольник – это когда все углы прямые». Такая 
небрежность в формулировке определений недопустима, так как что 
означает «это», можно только догадываться. 

Другой тип ошибок связан с тем, что в определении указывается 
не ближайшее родовое понятие, а более широкое. Пример такого 
определения: 

«Квадрат – это четырехугольник, у которого все стороны 
равны». В этом определении указано не ближайшее для квадрата ро-
довое понятие – «прямоугольник», а более широкое – «четырех-
угольник». И тем самым это определение становится неверным, так 
как четырехугольником, у которого все стороны равны, может быть не 
только квадрат, но и ромб. 

2. Определения не должны содержать «порочного круга». Счи-
тают, что определение содержит «порочный круг», если в его опреде-
ляющей части содержится определяемый термин. Например, в опреде-
лении «Решением уравнения называется число, которое является реше-
нием этого уравнения», содержится «порочный круг»: понятие «реше-
ние уравнения» определяется через «решение уравнения». Может слу-
читься, что «порочный круг» содержится в цепочке определений. 
Например, «Умножением чисел называется действие, при помощи 
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которого находят их произведение» и «Произведением чисел назы-
вается результат их умножения». В этом примере умножение опреде-
ляется через понятие произведения, а произведение – через умноже-
ние. Определения образовали «порочный круг». 

3. Определение не должно быть тавтологией, т. е. повторять в 
иной словесной форме ранее сказанное. Сущность такой ошибки в том, 
что понятие определяется через само себя. Например, «Сложением 
называется действие, при котором числа складываются». Здесь сложе-
ние определено через понятие «складывание», что одно и то же. 

4. Определение должно быть достаточным. Это означает, что в 
определении должны быть указаны все признаки, позволяющие одно-
значно выделить объекты определяемого понятия. Если же это требо-
вание нарушается, то под определение можно подвести не только объ-
екты определяемого понятия, но и другие объекты. Например, «Меди-
аной треугольника называется отрезок, делящий его сторону попо-
лам». Очевидно, что в этом определении указано недостаточное число 
признаков для медианы. Поэтому под это определение подходят не 
только медиана треугольника, но средняя линия треугольника и во-
обще любой отрезок, делящий сторону треугольника пополам. 

5. Определение не должно быть избыточным. Это значит, что в 
определении не должно быть указано лишних признаков, вытекающих 
из других, уже указанных в определении. Например, «Прямоугольни-
ком называется четырехугольник, у которого противоположные сто-
роны равны и углы прямые». Свойство «иметь противоположные рав-
ные стороны» вытекает из свойства «иметь прямые углы». Значит, дан-
ное определение прямоугольника избыточно. 

Введение определения понятия – это начальный шаг на пути ра-
боты с понятием. Следующий важный шаг состоит в том, чтобы 
научить учащихся ориентироваться на содержание определения при 
выполнении различных действий с объектами. Другими словами, 
надо не только задать точку зрения на вещи, но и добиться того, чтобы 
эта точка зрения была принята и реально использовалась учащимися. 
Если это не обеспечено, то в одних случаях определение может 
остаться в стороне: ученик будет опираться на другие свойства, кото-
рые он сам выделил в объекте. В других случаях ученики могут поль-
зоваться только частью указанных свойств; в-третьих – могут добавить 
к указанным в определении свои, что также приводит к ошибкам. 
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Замечание. Определить понятие через род и видовое отличие со-
блюдая сформулированные выше правила, можно по-разному. Напри-
мер, прямоугольник можно определить так: 

а) параллелограмм с прямым углом; 
б) параллелограмм, у которого диагонали равны; 
в) четырехугольник, у которого все углы прямые.  
Различные определения одного и того же понятия возможны по-

тому, что из большого числа свойств, входящих в содержание понятия, 
в определение включаются только некоторые. Выбирая одно из воз-
можных определений, исходят из того, какое из них проще и целесооб-
разнее для дальнейшего построения теории. 

Если одному и тому же понятию даются хотя бы два разных опре-
деления, то необходимо доказывать их равносильность: значит, требу-
ется убедиться в том, что из свойств, включенных в одно определение, 
вытекают свойства, включенные и в другое, и наоборот. 

Подводя итог изложенной теории определения понятий, сформу-
лируем алгоритм, пользуясь которым можно воспроизвести определе-
ние знакомого понятия или построить определение нового. 

1. Назвать определяемое понятие (термин). 
2. Указать ближайшее родовое (по отношению к определяемому) 

понятие. 
3. Перечислить свойства, выделяющие определяемые объекты из 

объема родового, то есть сформулировать видовое отличие. 
4. Проверить, выполнены ли правила 1 – 5 определения понятия. 

 
1.8. Тестирование по теме «Математические понятия» 

1. Даны пары понятий: 
а) «ключ» – «солнце»; 
б) «море» – «сельдь»; 
в) «исток» – «устье»; 
г) «золото» – «медь»; 
д) «компьютер» – «день»; 
е) «зима» – «лето»; 
ж) «длина» – «отрезок»; 
з) «новый» – «старый»; 
и) «пилот» – «самолет»; 
к) «поэзия» – «проза»; 
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л) «бескорыстие» – «добро»; 
м) «цвета светофора» – «цвета радуги»; 
н) «многоугольник» ‒ «четырехугольник»; 
о) «белый» – «стол». 
Выберите из них: 
1. пары сравнимых понятий; 
2. пары несравнимых понятий; 
3. единичные понятия; 
4. положительные понятия; 
5. конкретные понятия; 
6. абстрактные понятия; 
7. разделительные понятия; 
8. конкретные эмпирические понятия; 
9. пары совместимых понятий; 

10. пары несовместимых понятий; 
11. пересекающиеся понятия; 
12. понятия, находящиеся в отношении подчинения; 
13. пары понятий, связанных родовидовыми отношениями; 
14. пары понятий, находящихся в отношении противоположности; 
15. пары понятий, находящихся в отношении противоречия; 
16. пары понятий, изучаемых в начальной математике. 
2. Укажите, какие из следующих понятий относятся к пустым: 
а) светофор; 
б) светофор, имеющий пять цветов; 
в) радуга; 
г) радуга, имеющая пять цветов; 
д) натуральное число; 
е) натуральное число, меньшее 1. 
3. Выберите математическое понятие, которое не рассматрива-

ется дошкольниками: 
а) «число»;  
б) «время»;  
в) «отображение»;  
г) «величина». 
4. Выберите математическое понятие, которое не рассматрива-

ется младшими школьниками: 
а) «число»;  



39 

б) «угол»;  
в) «скорость»;  
г) «вектор». 
5. Среди представленных укажите определения квадрата через 

ближайшее родовое понятие: 
а) четырехугольник, у которого все стороны равны, а углы пря-

мые; 
б) прямоугольник, у которого диагонали взаимно перпендику-

лярны; 
в) ромб, у которого есть прямой угол; 
г) параллелограмм, у которого все стороны равны; 
д) параллелограмм, у которого все углы прямые; 
е) прямоугольник, у которого соседние стороны равны.  
6. Среди приведенных утверждений укажите ложные: 
а) диагонали трапеции точкой пересечения делятся пополам; 
б) у трапеции две стороны параллельны, а две другие не парал-

лельны; 
в) трапеция – это параллелограмм; 
г) если в трапеции один из четырех углов – прямой, то обяза-

тельно будет и еще один прямой угол из трех оставшихся; 
д) в любую трапецию можно вписать окружность; 
е) трапецию всегда можно вписать в окружность. 
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Глава 2. МАТЕМАТИЧЕСКОЕ ДОКАЗАТЕЛЬСТВО 
 

Основная часть практических заданий в математических учебных 
курсах требует обоснования решения. Такого изложения можно до-
стичь, опираясь на истинные утверждения (аксиомы или ранее дока-
занные предложения: теоремы, леммы, следствия, и др.). Особого вни-
мания заслуживают задачи, в которых некоторое утверждение логиче-
ски следует из системы истинных и связанных с ним предложений – 
это задания на доказательство каких-либо умозаключений [5]. О видах 
и строении суждений, структуре и форме их доказательства, неполной 
индукции и о методе доказательства (полной индукции) подробно, до-
ступным языком, на примере задач и их решений изложено в учебнике 
математики профессора Л. П. Стойловой [Там же]. 

В ходе доказательства предложений у студентов развиваются ма-
тематическое мышление, умение анализировать, выстраивать логиче-
ские цепочки между объектами, располагать эти связи в определенном 
порядке. Решение задач на доказательство требует глубокого понима-
ния отдельной темы, порой даже оценки места данной темы в конкрет-
ном разделе изучаемого курса. Поначалу будущему учителю представ-
ляется странным обосновывать элементарные математические факты, 
поэтому есть смысл обратить внимание на образцы разбора подобных 
задач, предоставив ему возможность привыкнуть к такому творче-
скому процессу, как доказательство. 

 
2.1. Дедуктивные умозаключения. Правила вывода 

 
Большую часть общих знаний об окружающей действительности 

человек получает с помощью рассуждений. Знание будет истинным, 
если оно получено путем правильного рассуждения, а такими считают 
рассуждения, построенные по правилам логики. В логике вместо тер-
мина «рассуждение» чаще используют «умозаключение».  

Из учебного курса «Теоретические основы начальной матема-
тики» нам известны понятия «отношения между множествами» и «от-
ношение логического следования» [13]. Практические навыки в реше-
нии задач на множествах и составлении таблиц истинности для выска-
зываний и предикатов понадобятся при исследовании умозаключений 



41 

на предмет их правильности. Такой техникой проверки стремятся овла-
деть не только математики и учителя, но и юристы, экономисты, пси-
хологи. Значимость вопроса связана с логическим анализом событий в 
конкретной научной области, с умением последовательно выстраивать 
какой-либо процесс, учитывая вариативность ситуаций, давать одно-
значный ответ об истинности (или ложности) заключения.  

Определение. Умозаключение – это форма мышления или логи-
ческое действие, в результате которого из одного или нескольких опре-
деленным образом связанных суждений получается новое суждение, в 
котором содержится новое знание.  

Умозаключение состоит из посылок и заключения. Посылки 𝐴ଵ, 𝐴ଶ, …, 𝐴௡ – это суждения или высказывания, содержащие исходные 
знания. Заключение 𝐵 – это суждение или высказывание, содержащее 
новое знание, полученное из исходных. В математической логике по-
дробно изучаются классификации умозаключений по различным осно-
ваниям, а также всевозможные виды умозаключений. Ограничимся 
рассмотрением лишь дедуктивных умозаключений. 

Определение. Дедуктивным называется умозаключение, в кото-
ром посылки и заключение находятся в отношении логического следо-
вания (𝐴ଵ, 𝐴ଶ, … , 𝐴௡) ⊢ 𝐵. Общепринятой для такого умозаключения 
является запись ஺భ,஺మ,…,஺೙஻ , где черта дроби отделяет посылки от заклю-
чения и читается как «следовательно», «значит». Дедуктивные умоза-
ключения строятся на основе логического следования, поэтому истин-
ность посылок в них должна гарантировать истинность заключения. Но 
как строить такие умозаключения и определять их правильность?  

В логике считают, что правильность умозаключения определя-
ется его формой и не зависит от конкретного содержания входящих в 
него утверждений. Логика предлагает так называемые правила вывода, 
или схемы дедуктивных умозаключений. Именно по этим правилам и 
строятся дедуктивные умозаключения. Самыми популярными из мно-
жества схем считаются: 

правило заключения

)(
)(),()()(

aB
aAxBxAx ∀  

правило отрицания 

)(
)(),()()(
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)()()(
)()()(
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При записи этих правил использованы общие посылки (вида (∀𝑥) 𝐴(𝑥) ⇒ 𝐵(𝑥)) и частные посылки (вида 𝐴(𝑎) или 𝐵(𝑎)തതതതതത). Общей 
посылкой может быть теорема, определение или любое логическое 
следование. Частная посылка получается при подстановке конкретных 
значений переменной. 

 
Примеры задач и их решений 
 
Задача 1. Привести примеры конкретных рассуждений с исполь-

зованием правил заключения, отрицания, контрапозиции и силло-
гизма. 

Решение 
1. Рассуждение с использованием правила заключения: «Если 

число имеет лишь два делителя: единицу и само себя, то оно является 
простым. Число 73 делится только на единицу и на само себя. Значит, 
число 73 – простое». 

Здесь 𝐴(𝑥): «Число 𝑥 имеет лишь два делителя: единицу и само 
себя», 𝐵(𝑥): «Число 𝑥 – простое», (∀𝑥) 𝐴(𝑥) ⇒ 𝐵(𝑥): «Любое число, 
имеющее только два делителя: единицу и само себя, является про-
стым», 𝑎 – 73, 𝐴(𝑎): «Число 73 имеет только два делителя: единицу и 
само себя», 𝐵(𝑎): «Число 73 – простое». 

2. Рассуждение с использованием правила отрицания: «Равные 
треугольники имеют равные площади. Площади треугольников 𝐴𝐵𝐶 и 𝐾𝐿𝑀 различны. Значит, треугольники 𝐴𝐵𝐶 и 𝐾𝐿𝑀 не равны». 

Здесь 𝐴(𝑥, 𝑦): «Треугольник 𝑥 равен треугольнику 𝑦», 𝐵(𝑥, 𝑦): 
«𝑆௫ = 𝑆௬», (∀𝑥, 𝑦) 𝐴(𝑥, 𝑦) ⇒ 𝐵(𝑥, 𝑦): «Все равные треугольники имеют 
равные площади», 𝑎 – 𝐴𝐵𝐶, 𝑏 − 𝐾𝐿𝑀, 𝐵(𝑎, 𝑏): «𝑆஺஻஼ ≠ 𝑆௄௅ெ», 𝐴(𝑎, 𝑏): «Треугольники 𝐴𝐵𝐶 и 𝐾𝐿𝑀 не равны». 

3. Рассуждение с использованием правила контрапозиции: «Все 
натуральные числа, равные или большие ста, не являются двузнач-
ными и однозначными. Следовательно, все натуральные числа, мень-
шие ста, являются или двузначными, или однозначными». 

Здесь 𝐴(𝑥): «натуральное число 𝑥 ≥ 100», 𝐵(𝑥): «натуральное 
число 𝑥 – недвузначное и неоднозначное», (∀𝑥) 𝐴(𝑥) ⇒ 𝐵(𝑥): «Все 
натуральные числа, равные или большие ста, не являются двузнач-
ными и однозначными», 𝐵(𝑥): «натуральное число 𝑥 – двузначное или 
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однозначное», 𝐴(𝑥): «натуральное число 𝑥 < 100», (∀𝑥) 𝐵(𝑥) ⇒ 𝐴(𝑥): 
«Все натуральные числа, меньшие ста, являются или двузначными, или 
однозначными». 

Замечание 1. В рассмотренном рассуждении предикат 𝐵(𝑥): 
«натуральное число 𝑥 – недвузначное и неоднозначное» имеет состав-
ную структуру, 𝐵(𝑥) = 𝑝(𝑥) ∧ 𝑞(𝑥), где 𝑝(𝑥): «натуральное число 𝑥 не 
является двузначным», 𝑞(𝑥): «натуральное число 𝑥 не является одно-
значным»; предикат 𝐵(𝑥):  – есть конъюнкция предикатов 𝑝(𝑥) и 𝑞(𝑥). 
Тогда отрицание 𝐵(𝑥) предиката 𝐵(𝑥) будет выстроено по закону де 
Моргана ( [13, ст. 25]: 𝐵(𝑥) = 𝑝(𝑥) ∧ 𝑞(𝑥)തതതതതതതതതതതതതതത = 𝑝(𝑥)തതതതതത ∨ 𝑞(𝑥)തതതതതത и прочитать 
его можно так: «натуральное число 𝑥 – двузначное или однозначное». 

4. Рассуждение с использованием правила силлогизма: «Все 
натуральные числа ℕ являются целыми ℤ. Все целые числа ℤ являются 
действительными ℝ. Следовательно, все натуральные числа ℕ явля-
ются действительными ℝ». 

Здесь 𝐴(𝑥): «𝑥 – натуральное число», 𝐵(𝑥): «𝑥 – целое число», 𝐶(𝑥): «𝑥 – действительное число» (∀𝑥) 𝐴(𝑥) ⇒ 𝐵(𝑥): «Все натураль-
ные числа являются целыми» (∀𝑥) 𝐵(𝑥) ⇒ 𝐶(𝑥): «Все целые числа яв-
ляются действительными», (∀𝑥) 𝐴(𝑥) ⇒ 𝐶(𝑥): «Все натуральные 
числа являются действительными». 

Замечание 2. Рассуждения, проведенные по схемам, являются 
правильными. Если же схема рассуждения не совпадает с правилами 
вывода, то требуется установить правильность такого рассуждения. 
При этом нужно убедиться, что истинность посылок гарантирует ис-
тинность заключения (т. е. не должно быть ситуации, когда посылки 
истинны, а заключение ложно). Для проверки правильности рассужде-
ния часто используют круги Эйлера. 

Задача 2. Проверить, являются ли рассуждения правильными:           
а) всякое целое число, если оно оканчивается цифрой 5, делится на 5. 
Число 1845 делится на 5. Следовательно, 1845 оканчивается цифрой 5; 
б) все прямоугольники являются параллелограммами. Некоторые па-
раллелограммы имеют равные стороны. Следовательно, некоторые 
прямоугольники имеют равные стороны; в) некоторые числа, кратные 
10, делятся на 6. Все числа, кратные 6, делятся на 3. Следовательно, 
некоторые числа, кратные 10, делятся на 3.  
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Решение. а) Данное рассуждение проведено по схеме (∀௫)஺(௫)⇒஻(௫),   ஻(௔)஺(௔) . Здесь 𝐴(𝑥): «Число 𝑥 оканчивается цифрой 5», 𝐵(𝑥): «Число 𝑥 делится на 5», 𝑎 = 1845. 
Полученная схема рассуждения не сов-

падает с приведенными правилами. Поэтому 
нужно проверить, будет ли оно правильным: 
всегда ли при истинных посылках в рассуж-
дении по этой схеме гарантировано истин-
ное заключение. Проверку осуществим на 
кругах Эйлера (рис. 7). Учитывая, что (∀𝑥) 𝐴(𝑥) ⇒ 𝐵(𝑥) – истинное высказыва-

ние, то имеет место логическое следование 𝐴(𝑥) ⊢ 𝐵(𝑥) и 𝑇஺(௫) ⊂ 𝑇஻(௫). 
Вторая посылка 𝐵(𝑎) тоже должна быть истинной, тогда 𝑎 ∈ 𝑇஻(௫). 
Чтобы заключение было истинным, нужно, чтобы 𝑎 ∈ 𝑇஺(௫). Всегда ли 
будет так? Изобразив на кругах Эйлера условия, определяющие истин-
ность посылок, видим, что элемент 𝑎 может быть выбран двумя спосо-
бами (рис. 7). В первом случае 𝑎ଵ ∈ 𝑇஺(௫) и заключение истинно. Но 
есть и второй случай, при котором 𝑎ଶ ∉ 𝑇஺(௫); это значит, что при ис-
тинных посылках не получим истинного заключения. Вывод: рассуж-
дение по схеме (∀௫)஺(௫)⇒஻(௫),   ஻(௔)஺(௔)  не является правильным. 

Замечание 3. Если в качестве элемента 𝑎 выбрать не число 1845, 
а, например, число 1840, то становится понятным сразу, что из истин-
ных посылок выводится ложное заключение, и такое рассуждение не 
может быть правильным. В этом случае 𝑎ଵ = 1845 соответствует ситу-
ации 1, 𝑎ଶ = 1840 – ситуации 2. 

б) Введем условия 𝐴(𝑥): «𝑥 – прямоугольник», 𝐵(𝑥): «𝑥 – парал-
лелограмм», тогда первая посылка «Все прямоугольники являются па-
раллелограммами» имеет структуру (∀𝑥) 𝐴(𝑥) ⇒ 𝐵(𝑥). Далее условие 𝐶(𝑥): «𝑥 – имеет равные стороны», вторая посылка «Некоторые парал-
лелограммы имеют равные стороны» структуры (∃𝑥) 𝐵(𝑥) ⇒ 𝐶(𝑥). За-
ключение: «Некоторые прямоугольники имеют равные стороны» 
структуры (∃𝑥) 𝐴(𝑥) ⇒ 𝐶(𝑥). Получается схема рассуждения вида (∀௫)஺(௫)⇒஻(௫),   (∃௫) ஻(௫)⇒஼(௫)(∃௫) ஺(௫)⇒஼(௫) . 

 
Рис. 7 
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Проверку истинности этого рассуждения проведем на кругах Эй-
лера. Определим условия, гарантирующие истинность посылок. Вы-
сказывание (∀𝑥)𝐴(𝑥) ⇒ 𝐵(𝑥) – истинно, значит, 𝑇஺(௫) ⊂ 𝑇஻(௫). Выска-
зывание (∃𝑥) 𝐵(𝑥) ⇒ 𝐶(𝑥) – истинно, значит, 𝑇஻(௫) ∩ 𝑇஼(௫) ≠ ∅. 

Чтобы высказывание (∃𝑥) 𝐴(𝑥) ⇒ 𝐶(𝑥) было истинным, нужно, 
чтобы 𝑇஺(௫) ∩ 𝑇஼(௫) ≠ ∅. Будет ли всегда так? 

Изобразим на кругах Эйлера условия, гарантирующие истин-
ность посылок (рис. 8). 

  
Рис. 8 

На рис. 8 видно, что в первом и втором случаях высказывание (∃𝑥) 𝐴(𝑥) ⇒ 𝐶(𝑥) истинно, в третьем случае это высказывание (∃𝑥) 𝐴(𝑥) ⇒ 𝐶(𝑥) ложно. 
Значит, рассуждение, проведенное по схеме (∀௫)஺(௫)⇒஻(௫),   (∃௫) ஻(௫)⇒஼(௫)(∃௫) ஺(௫)⇒஼(௫) , 

может привести к ложному выводу и не является правильным. 
в) Рассмотрим условия 𝐴(𝑥): «Число 𝑥 кратно 10», 𝐵(𝑥): «Число 𝑥 делится на 6». Тогда первая посылка «Некоторые числа, кратные 10, 

делятся на 6» имеет структуру (∃𝑥) 𝐴(𝑥) ⇒ 𝐵(𝑥). Далее условие 𝐶(𝑥): «Число 𝑥 делится на 3», вторая посылка «Все числа, кратные 6, 
делятся на 3» структуры (∀𝑥) 𝐵(𝑥) ⇒ 𝐶(𝑥). Заключение: «Некоторые 
числа, кратные 10, делятся на 3» структуры (∃𝑥) 𝐴(𝑥) ⇒ 𝐶(𝑥). Полу-
чается схема рассуждения вида (∃௫)஺(௫)⇒஻(௫),   (∀௫) ஻(௫)⇒஼(௫)(∃௫) ஺(௫)⇒஼(௫) . 

Данная схема рассуждения отличается от правил вывода. Значит, 
нужно проверять, будет ли оно правильным: всегда ли при истинных 
посылках в рассуждении по этой схеме гарантировано истинное заклю-
чение. Проверку на кругах Эйлера читателю предлагается провести са-
мостоятельно. При построении учитывать, что (∃𝑥) 𝐴(𝑥) ⇒ 𝐵(𝑥) – ис-
тинное высказывание, значит, области истинности предикатов 𝐴(𝑥) и 𝐵(𝑥) находятся в отношении пересечения 𝑇஺(௫) ∩ 𝑇஻(௫) ≠ ∅.  
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Вторая посылка (∀𝑥) 𝐵(𝑥) ⇒ 𝐶(𝑥) тоже должна быть истинной. 
Действительно, для любого числа: если оно делится на 6, то оно де-
лится и на 3. Высказывание (∀𝑥) 𝐵(𝑥) ⇒ 𝐶(𝑥) истинно, поэтому  
имеет место логическое следование 𝐵(𝑥) ⊢ 𝐶(𝑥) и 𝑇஻(௫) ⊂ 𝑇஼(௫). Все-
гда ли будет истинным заключение (∃𝑥) 𝐴(𝑥) ⇒ 𝐶(𝑥)? В общем слу-
чае области истинности предикатов 𝐴(𝑥) и 𝐶(𝑥) должны пересе-
каться 𝑇஺(௫) ∩ 𝑇஼(௫) ≠ ∅.  

Изобразите на кругах Эйлера условия, определяющие истинность 
посылок, и убедитесь, что, как и в пункте б), анализу подлежат три слу-
чая. В одном из них имеем 𝑇஺(௫) ∩ 𝑇஼(௫) ≠ ∅ и заключение истинно.              
В другом – 𝑇஺(௫) ⊂ 𝑇஼(௫), что сильнее условия 𝑇஺(௫) ∩ 𝑇஼(௫) ≠ ∅ и, зна-
чит, заключение истинно. Будет и случай, где 𝑇஺(௫) ∩ 𝑇஼(௫) = ∅, т. е. за-
ключение ложно. Значит, при истинных посылках не всегда можно 
прийти к истинному заключению. Вывод: рассуждение, проведенное 
по схеме (∃௫)஺(௫)⇒஻(௫),(∀௫) ஻(௫)⇒஼(௫)(∃௫) ஺(௫)⇒஼(௫) , не является правильным. 

Замечание 4. Если выбрать условия 𝐵(𝑥): «𝑥 – четырехугольник» 
и 𝐶(𝑥): «Многоугольник 𝑥 содержит угол 30∘», то легко убедиться, что 
рассуждение, проведенное по указанной схеме, не является правиль-
ным, потому что из истинных посылок выводится ложное заключение: 
«Все прямоугольники являются четырехугольниками. Некоторые че-
тырехугольники содержат угол 30∘. Следовательно, некоторые прямо-
угольники содержат угол 30∘». 

Замечание 5. Изучены правильные дедуктивные умозаключения 
на примере задач математического содержания. В других областях зна-
ний точно так же, как в задаче 1, можно строить умозаключения и ана-
логично задаче 2 определять структурные единицы рассуждений, про-
водить анализ логического следования заключения из посылок, делать 
вывод о правильности умозаключения. 

 
2.2. Индуктивные умозаключения 

Определение. Инду́кцией (индукция в переводе с латинского 
означает наведение, установление, влечение за собой) называется 
процесс вывода суждения на основе перехода от частных посылок к 
заключению.  
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Основное отличие индуктивных умозаключений от дедуктивных 
состоит в том, что в них зачастую связь частных посылок с заключе-
нием осуществляется не по законам логики, а через некоторые факти-
ческие, психологические или математические представления.  

Объективным основанием индуктивного умозаключения явля-
ется всеобщая связь явлений в природе. 

Различают полную и неполную индукцию. 
Определение. Полной индукцией называется такой метод доказа-

тельства, при котором истинность умозаключения следует из истинно-
сти его во всех частных случаях. 

Ранее [7; 8] мы познакомились с таким способом доказательства, 
как метод математической индукции. Данный метод позволяет осу-
ществить полную индукцию для бесконечного счетного множества. 
Этим способом мы проводили доказательства математических предло-
жений в множествах целых неотрицательных и натуральных чисел.  

Определение. Неполной индукцией называется умозаключение, в 
котором вывод о его правильности заключается из некоторых частных 
случаев. 

Неполная индукция не является дедуктивным умозаключением: 
рассуждения, проведенные по этой схеме, могут привести к ложному 
заключению. Вообще выводы, полученные с помощью неполной ин-
дукции, являются гипотезами, предположениями и нуждаются в даль-
нейшей проверке. Потому заключения неполной индукции нуждаются 
в доказательстве. 

Стоит отметить все же, что роль таких умозаключений в процессе 
познания велика: многие научные законы были открыты с помощью 
неполной индукции. 

 
Пример задачи и ее решение 
 
Задача. Привести примеры конкретных рассуждений с использо-

ванием неполной индукции и построить умозаключения при помощи 
полной индукции. 

Решение 
Рассмотрим, например, такое задание: «Сравните значение выра-

жений (𝑎 + 6)(7 − 𝑎) и 𝑎(𝑎 − 1) при 𝑎 = −3, 0, 2. Верно ли, что при 
любом целом 𝑎 значение первого выражения больше, чем второго?» 
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Выполним сравнение значений выражений (𝑎 + 6)(7 − 𝑎) и 𝑎(𝑎 − 1) при указанных значениях переменной 𝑎. Результат сравнения 
представим в табличной форме. 

 𝑎 Зн. ((𝑎 + 6)(7 − 𝑎)) Зн. (𝑎(𝑎 − 1)) Сравнение Вывод −3 3 ⋅ 10 = 30 −3 (−4) = 12 30 > 12 Истина  0 6 ⋅ 7 = 42 0 (−1) = 0 42 > 0 Истина 2 8 ⋅ 5 = 40 2 ⋅ 1 = 2 40 > 2 Истина 
 
Из таблицы видно, что для некоторых целых чисел значение вы-

ражения (𝑎 + 6)(7 − 𝑎) больше значения выражения 𝑎(𝑎 − 1). На ос-
новании того что для некоторых значений переменной 𝑎 значение пер-
вого выражения больше, чем второго, можно сделать вывод о таком же 
результате для всех целых чисел. 

Однако это утверждение ложно. Например, при 𝑎 = 7 получаем 
(Зн. ((𝑎 + 6)(7 − 𝑎)) = Зн. (13 ⋅ 0) = 0, а Зн. ൫𝑎(𝑎 − 1)൯ = Зн. (7 ×,       × 6) = 42, имеем неравенство 0 < 42, которое противоречит утвер-
ждению «значение выражения (𝑎 + 6)(7 − 𝑎) больше значения выра-
жения 𝑎(𝑎 − 1) при любых целых 𝑎». 

Теперь построим умозаключение при помощи полной индукции. 
Например, для высказываний 𝐴, 𝐵, 𝐶 рассмотрим левый дистрибутивный 
закон конъюнкции относительно дизъюнкции: 𝐴 ∧ (𝐵 ∨ 𝐶) ≡ (𝐴 ∧ 𝐵) ∨∨ (𝐴 ∧ 𝐶). Доказательство многих логических законов осуществляется 
перебором всевозможных комбинаций входящих высказываний, т. е. 
проводится анализ всех частных случаев данного утверждения. Итак, 
ход доказательства дистрибутивного закона 𝐴 ∧ (𝐵 ∨ 𝐶) ≡ (𝐴 ∧ 𝐵) ∨  ∨ (𝐴 ∧ 𝐶) представим в таблице истинности, затем (с помощью таб-
лицы) сравним значения истинности высказываний 𝐴 ∧ (𝐵 ∨ 𝐶) и            (𝐴 ∧ 𝐵) ∨ (𝐴 ∧ 𝐶) в каждом конкретном случае. Имеем:  

 𝐴 𝐵 𝐶 𝐵 ∨ 𝐶 𝐴 ∧ (𝐵 ∨ 𝐶) 𝐴 ∧ 𝐵 𝐴 ∧ 𝐶 (𝐴 ∧ 𝐵) ∨ (𝐴 ∧ 𝐶) 

и и и и и и и и 
и и л и и и л и 
и л и и и л и и 
и л л л л л л л 
л и и и л л л л 
л и л и л л л л 
л л и и л л л л 
л л л л л л л л 
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Видим, что высказывания 𝐴 ∧ (𝐵 ∨ 𝐶) и (𝐴 ∧ 𝐵) ∨ (𝐴 ∧ 𝐶) при-
нимают одинаковые значения истинности при одинаковых значе-
ниях входящих высказываний. Во всех частных случаях утвержде-
ние 𝐴 ∧ (𝐵 ∨ 𝐶) ≡ (𝐴 ∧ 𝐵) ∨ (𝐴 ∧ 𝐶) справедливо. Значит, высказыва-
ния 𝐴 ∧ (𝐵 ∨ 𝐶) и (𝐴 ∧ 𝐵) ∨ (𝐴 ∧ 𝐶) равносильны, и левый дистрибу-
тивный закон конъюнкции относительно дизъюнкции выполняется: 𝐴 ∧ (𝐵 ∨ 𝐶) ≡ (𝐴 ∧ 𝐵) ∨ (𝐴 ∧ 𝐶). 

Доказательство проведено методом полной индукции. 
 

2.3. Аналогия 

Определение. Аналогией называется недедуктивное умозаключе-
ние, в котором заключение о принадлежности признака некоторому 
объекту устанавливается на основании сходства его с другим объек-
том.  

Аналогия позволяет открывать новые знания, способы деятель-
ности или использовать усвоенный способ деятельности в измененных 
условиях. 

Вывод по аналогии носит характер гипотезы, предположения и 
поэтому нуждается либо в доказательстве, либо в опровержении. 

Широко используется аналогия в обучении математики младших 
школьников. Это происходит при изучении свойств объектов, отноше-
ний между ними и действий с ними. 

В учебном курсе «Теоретические основы математической подго-
товки учителя начальных классов» методом от противного нами была 
доказана единственность суммы целых неотрицательных чисел в рам-
ках аксиоматического подхода к определению целого неотрицатель-
ного числа. При изучении умножения целых неотрицательных чисел 
требовалось установить единственность произведения этих чисел. 
Процесс доказательства в данном случае проводится по аналогии с до-
казательством единственности суммы чисел.  

 
2.4. Виды доказательств математических предложений 

Докажем математические предложения из разных разделов учеб-
ной дисциплины «Теоретические основы математической подготовки 
учителя начальных классов». Будем указывать название раздела и 
название темы в разделе, откуда берем предложение к доказательству. 
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Раздел. Элементы теории множеств 
Тема. Доказательство равенства множеств1 

 
Задача 1. Доказать, что для любых множеств 𝐴, 𝐵, 𝐶 имеет место 

левый дистрибутивный закон умножения относительно объединения: 𝐴 × (𝐵 ∪ 𝐶) = (𝐴 × 𝐵) ∪ (𝐴 × 𝐶). 
Доказательство. Для удобства рассуждений обозначим:  𝐴 × (𝐵 ∪ 𝐶)ᇣᇧᇧᇧᇤᇧᇧᇧᇥ௑ = (𝐴 × 𝐵) ∪ (𝐴 × 𝐶)ᇣᇧᇧᇧᇧᇧᇤᇧᇧᇧᇧᇧᇥ௒ . 

В процессе доказательства данного равенства понадобятся опре-
деления равных множеств и двух нижеследующих операций над мно-
жествами2. 

Определение отношения равенства множеств. Два множества 
равны, если состоят из одних и тех же элементов. Другими словами, 
все элементы первого множества являются элементами второго, следо-
вательно, первое множество включено во второе; и, наоборот, все эле-
менты второго множества являются элементами первого, т. е. второе 
множество включено в первое. 

Определение операции объединения множеств. Объединением 
данных множеств называется новое множество, состоящее из элемен-
тов, принадлежащих хотя бы одному из данных множеств. 

Определение операции декартова произведения множеств. Де-
картовым произведением двух данных множеств называется множе-
ство всех упорядоченных пар с первой компонентой из первого мно-
жества и второй компонентой – из второго.  

Проведем развернутое доказательство левого дистрибутивного 
закона умножения относительно объединения на основе определения 
отношения равенства множеств. 

Чтобы установить 𝑋 = 𝑌, нужно доказать включения: а) X ⊂ Y;             
б) Y ⊂ X.  

а) Для того чтобы 𝑋 ⊂ 𝑌, требуется, чтобы все элементы множе-
ства 𝑋 были элементами множества 𝑌. Докажем это.  

Выберем произвольный элемент 𝑥 ∈ X и покажем, что 𝑥 ∈ Y.  

                                                            
1 Данный вопрос подробно изложен в пособии [2]. 
2 Исходя из этих определений, далее будем опускать слова «отношение» и 

«операция». 
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Элемент 𝑥 ∈ 𝐴 × (𝐵 ∪ 𝐶), следовательно, по определению декар-
това произведения множеств 𝑥 – это упорядоченная пара вида (𝑝, 𝑞), 
где 𝑝 ∈ 𝐴 (1) и  𝑞 ∈ 𝐵 ∪ 𝐶 (2).  

Упростим условие (2). По определению объединения множеств 
имеем: 𝑞 ∈ 𝐵 (3) или  𝑞 ∈ 𝐶 (4).  

Условие (1) должно выполняться одновременно (выделен союз и) 
с условием (3) или условием (4).  

Пусть выполнены условия (1) и (3). Тогда читаем: 𝑝 ∈ 𝐴 и 𝑞 ∈ 𝐵, 
что по определению декартова произведения множеств дает                 (𝑝, 𝑞) ∈ (𝐴 × 𝐵), значит, 𝑥 ∈ (𝐴 × 𝐵) (5). 

Пусть выполнены условия (1) и (4). Аналогично получаем 𝑝 ∈ 𝐴 
и 𝑞 ∈ 𝐶, следовательно, по определению декартова произведения мно-
жеств (𝑝, 𝑞) ∈ (𝐴 × 𝐶), т. е. 𝑥 ∈ (𝐴 × 𝐶) (6). 

Из условий (5) и (6) по определению объединения множеств:            𝑥 ∈ (𝐴 × 𝐵) ∪ (𝐴 × 𝐶) (7). 
Условие (7) в силу произвольности элемента 𝑥 доказывает, что 

все элементы множества 𝑋 принадлежат множеству 𝑌. Значит, дока-
зано 𝑋 ⊂ 𝑌.  

б) Для того чтобы 𝑌 ⊂ 𝑋, требуется, чтобы все элементы множе-
ства 𝑌 были бы элементами множества 𝑋. Докажем это. 

Выберем произвольный элемент 𝑦 ∈ 𝑌 и покажем, что 𝑦 ∈ 𝑋. 
Имеем 𝑦 ∈ 𝑌 ⟹ y ∈ (𝐴 × 𝐵) ∪ (𝐴 × 𝐶), откуда по определению 

объединения множеств заключаем: 𝑦 ∈ (𝐴 × 𝐵) или  𝑦 ∈ (𝐴 × 𝐶). Ви-
дим, что в каждом из множеств 𝐴 × 𝐵 или 𝐴 × 𝐶 элемент y – это упорядо-
ченная пара (𝑝, 𝑞), поэтому (𝑝, 𝑞) ∈ (𝐴 × 𝐵) (1) или  (𝑝, 𝑞) ∈ (𝐴 × 𝐶) (2). 

Упростим каждое из полученных условий (1) и (2). 
(1)  

по опр.  декартова произведения множествሱ⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯ሮ 𝑝 ∈ 𝐴 (3) и 𝑞 ∈ 𝐵 (4)  
(2)  

по опр.  декартова произведения множествሱ⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯ሮ 𝑝 ∈ 𝐴 (5) и 𝑞 ∈ 𝐶 (6)  
Поскольку условия (1) и (2) выполняются неодновременно (вы-

делен союз или), то группы условий (3), (4) и (5), (6) нужно рассматри-
вать отдельно.  

Пусть выполнены условия (3), (4). В условии (3) обозначено по-
ложение первой компоненты: 𝑝 ∈ 𝐴. Вторая компонента 𝑞 принадле-
жит множеству 𝐵. Условие (4) позволяет расширить его до нового мно-
жества 𝐵 ∪ 𝐶 согласно определению операции объединения множеств.  
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(4) 
по опр.  объединения множествሱ⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯ሮ 𝑞 ∈ (𝐵 ∪ 𝐶) (7)  

(3), (7) ⟶ 𝑝 ∈ 𝐴 и 𝑞 ∈ (𝐵 ∪ 𝐶) по опр.  декартова произведения множествሱ⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯ሮ (𝑝, 𝑞) ∈ 𝐴 × (𝐵 ∪ 𝐶), т. е.,              y ∈ 𝐴 × (𝐵 ∪ 𝐶). Получаем:  𝑦 ∈ 𝑋. (8) 
Пусть теперь выполнены условия (5), (6).  
В условии (5) обозначено положение первой компоненты 𝑝 ∈ 𝐴. 

Вторая компонента 𝑞 принадлежит множеству 𝐶. Условие (6) позво-
ляет расширить его до нового множества 𝐵 ∪ 𝐶 согласно определению 
операции объединения множеств.  

(6) 
по опр.  декартова произведения множествሱ⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯ሮ 𝑞 ∈ (𝐵 ∪ 𝐶) (9). 

(5), (9) ⟶ 𝑝 ∈ 𝐴 и 𝑞 ∈ (𝐵 ∪ 𝐶) 
по опр.  декартова произведения множествሱ⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯ሮ (𝑝, 𝑞) ∈ 𝐴 × (𝐵 ∪ 𝐶), т. е. y ∈ 𝐴 × (𝐵 ∪ 𝐶), ⟹ y ∈ X (10). 

Из условий (8) и (10) в силу произвольности элемента  𝑦 доказано, 
что все элементы множества 𝑌 принадлежат множеству 𝑋. Значит, до-
казано включение 𝑌 ⊂ 𝑋.  

В пункте а) доказано, что множество 𝑋 содержится в множестве 𝑌, в пункте б) доказано, что множество 𝑌 содержится в множестве 𝑋. 
Тем самым равенство 𝑋 = 𝑌 установлено, и левый дистрибутивный за-
кон умножения относительно объединения доказан. 

В задаче 1 доказательство выстраивается на основе определений 
отношения равенства множеств и операций объединения и декартова 
умножения множеств. 

 
Раздел. Натуральное число как результат измерения величины 
Тема. Сложение натуральных чисел, являющихся результатом 

измерения величин 
 

Теорема. Сумма натуральных чисел всегда существует и един-
ственна. 

Остановимся здесь на вопросе о единственности суммы3. Доказа-
тельство проведем методом от противного.   

Дано: 𝑛, 𝑘 ∈  ℕ, 𝑛 + 𝑘 = 𝑝ଵ, 
                                                            

3Полностью доказательство теоремы см. в [7]. 
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𝑛 + 𝑘 = 𝑝ଶ. 
Доказать: 𝑝ଵ = 𝑝ଶ. 
Доказательство. Пусть существуют две различные суммы 𝑝ଵ и 𝑝ଶ у одних и тех же чисел 𝑛 и 𝑘. С точки зрения теории измерения ве-

личин натуральные числа 𝑛 и 𝑘 – это меры некоторых отрезков. Выбе-
рем конгруэнтные между собой пары отрезков 𝑎 и 𝑎′, 𝑏 и 𝑏′: 𝑎′ ≅ 𝑎 (1), 𝑏′ ≅ 𝑏 (2). Тогда число 𝑛 – это мера отрезка 𝑎, 𝑛 = 𝑚௘(𝑎), число 𝑘 – 
это мера отрезка 𝑏, 𝑘 = 𝑚௘(𝑏), поэтому сумма чисел 𝑛 + 𝑘 = 𝑝ଵ – есть 
мера суммы отрезков 𝑎 и 𝑏, 𝑝ଵ = 𝑚௘(𝑎 + 𝑏). Ввиду конгруэнтностей 
(1) и (2) 𝑛 и 𝑘 – также меры отрезков 𝑎′ и 𝑏′: 𝑛 = 𝑚௘(𝑎′), 𝑘 = 𝑚௘(𝑏′), 
следовательно, сумма чисел 𝑛 + 𝑘 = 𝑝ଶ является мерой суммы отрез-
ков 𝑎′ и 𝑏′, 𝑝ଶ = 𝑚௘(𝑎′ + 𝑏′).  

Чтобы равенство 𝑝ଵ = 𝑝ଶ чисел-сумм 𝑝ଵ и 𝑝ଶ имело место, нужно 
доказать, что отрезки, соответствующие этим числам, равны 𝑎 + 𝑏 ≅ 𝑎ᇱ + 𝑏′. 

Выберем единичный отрезок 𝑒. Пользуясь данной единицей из-
мерения, построим отрезки 𝑎, 𝑏, 𝑎′, 𝑏′ и отрезки-суммы 𝑎 + 𝑏 и 𝑎ᇱ + 𝑏′ 
(рис. 9). 

 

 
Рис. 9 

 
Выполненные построения показывают, что отрезки 𝑎 + 𝑏 и 𝑎ᇱ + 𝑏′ 

совпадают при наложении и, значит, конгруэнтны 𝑎 + 𝑏 ≅ 𝑎ᇱ + 𝑏′. 
Меры конгруэнтных отрезков равны, 𝑚௘(𝑎 + 𝑏) = 𝑚௘(𝑎′ + 𝑏′). Следо-
вательно, равенство 𝑝ଵ = 𝑝ଶ доказано. Единственность суммы нату-
ральных чисел установлена. Теорема доказана. 
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Раздел. Аксиоматический подход к построению множества  
натуральных чисел 

Тема. Доказательство равенств и делимости выражений на число 
методом математической индукции 

 
Задача 2. Доказать, используя метод математической индукции, 

что при любом натуральном значении переменной 𝑛 имеет место ра-
венство 11 ∙ 5 + 15 ∙ 9 + ⋯ + 1(4𝑛 − 3)(4𝑛 + 1) = 𝑛4𝑛 + 1. 

Доказательство. Воспользуемся методом математической ин-
дукции. 

1. Проверим истинность равенства при 𝑛 = 1. 
В левой части (далее Л. ч.) возьмем одно первое слагаемое (или, 

что то же самое, подставим в расчетную формулу значение 𝑛 = 1, 
тогда  Л. ч. ௡ୀଵሱ⎯ሮ 1(4 ∙ 1 − 3)(4 ∙ 1 + 1) = 11 ∙ 5 = 15. 

Аналогичная подстановка в правую часть (далее Пр. ч.) дает:  
Пр. ч. = ௡ସ௡ାଵ ௡ୀଵሱ⎯ሮ ଵସ∙ଵାଵ = ଵହ. 
Таким образом, при 𝑛 = 1 Л. ч.= Пр. ч. равенство принимает вид ଵହ = ଵହ и является истинным.  
Выдвинем гипотезу, т. е. предположим, что при 𝑛 = 𝑘 равенство 

истинно 11 ∙ 5 + 15 ∙ 9 + ⋯ + 1(4𝑘 − 3) ∙ (4𝑘 + 1)ᇣᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇤᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇥௌೖ
= 𝑘4𝑘 + 1 … … … . (1) 

и докажем, что при 𝑛 = 𝑘 + 1 оно также будет истинным  11 ∙ 5 + 15 ∙ 9 + ⋯ + 1(4(𝑘 + 1) − 3)(4(𝑘 + 1) + 1) = 𝑘 + 14(𝑘 + 1) + 1 . (2) 

Рассмотрим сумму дробей из левой части этого равенства и попро-
буем преобразовать ее к выражению, которое в правой части равенства (2). Воспользуемся гипотезой, равенством (1), где 𝑆௞ – есть сумма 𝑘 
(штук) слагаемых определенного вида, следовательно, может быть за-
менена значением суммы, найденным по формуле (правая часть равен-
ства (1)). 
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Л. ч. (2) = 11 ∙ 5 + 15 ∙ 9 + ⋯ + 1(4𝑘 − 3)(4𝑘 + 1)ᇣᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇤᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇥ +ௌೖ
 

+ 1(4(𝑘 + 1) − 3)(4(𝑘 + 1) + 1) (1)=  (1)= 𝑘4𝑘 + 1 + 1(4(𝑘 + 1) − 3)(4(𝑘 + 1) + 1) = = 𝑘4𝑘 + 1 + 1(4𝑘 + 1)(4𝑘 + 5). 
Далее находим сумму дробей ௞ସ௞ାଵ + ଵ(ସ௞ାଵ)(ସ௞ାହ) = ௞(ସ௞ାହ)ାଵ(ସ௞ାଵ)(ସ௞ାହ), 

преобразуем выражение в числителе ௞(ସ௞ାହ)ାଵ(ସ௞ାଵ)(ସ௞ାହ) = ସ௞మାହ௞ାଵ(ସ௞ାଵ)(ସ௞ାହ).       
Там же квадратный трехчлен запишем в виде множителей ସ௞మାହ௞ାଵ(ସ௞ାଵ)(ସ௞ାହ) = = ସ(௞ାଵ)ቀ௞ାభరቁ(ସ௞ାଵ)(ସ௞ାହ). Множитель 4 внесем в скобки второго множителя и вы-
полним сокращение полученной дроби (𝑘 ∈ ℕ, 4𝑘 + 1 ≠ 0). 4(𝑘 + 1) ቀ𝑘 + 14ቁ(4𝑘 + 1)(4𝑘 + 5) = (𝑘 + 1)(4𝑘 + 1)(4𝑘 + 1)(4𝑘 + 5) = 𝑘 + 14𝑘 + 5 = Пр. ч. (2).  Таким образом, после преобразований выражения в левой части 
равенство (2) принимает вид ௞ାଵସ௞ାହ = ௞ାଵସ௞ାହ.  

Очевидно, что это равенство истинно. 
Вывод. Доказано, что при 𝑛 = 1 равенство истинно и из предпо-

ложения об истинности равенства при 𝑛 = 𝑘 следует его истинность 
при 𝑛 = 𝑘 + 1. Значит, равенство ଵଵ∙ହ + ଵହ∙ଽ + ⋯ + ଵ(ସ௡ିଷ)(ସ௡ାଵ) = ௡ସ௡ାଵ 
справедливо для всех натуральных чисел 𝑛. 

В проведенном выше доказательстве использовано разложение 
квадратного трехчлена 𝑎𝑥ଶ + 𝑏𝑥 + 𝑐 на множители 𝑎(𝑥 − 𝑥ଵ)(𝑥 − 𝑥ଶ),  
где 𝑥ଵ, 𝑥ଶ – корни квадратного уравнения 𝑎𝑥ଶ + 𝑏𝑥 + 𝑐 = 0, которые 
находятся по формулам 𝑥ଵ,ଶ = ି௕±√஽ଶ௔ , 𝐷 = 𝑏ଶ − 4𝑎𝑐. 

Задача 3. Доказать, используя метод математической индукции, 
что для любого натурального 𝑛 выражение (5ଶ௡ିଵ + 7) делится на 6. 

Доказательство. 
1. Проверим истинность утверждения при 𝑛 = 1. 

Найдем значение выражения (5ଶ௡ିଵ + 7) при 𝑛 = 1. 
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5ଶ∙ଵିଵ + 7 = 5ଵ + 7 = 12, 12 делится на 6 – истина. 
2. Предположим, что выражение (5ଶ௡ିଵ + 7) делится на 6 при 𝑛 = 𝑘, т. е.  (5ଶ௞ିଵ + 7) ⋮ 6                                              (1) 

и докажем, что данное утверждение будет истинно при 𝑛 = 𝑘 + 1, т. е. 
докажем, что имеет место делимость  (5ଶ(௞ାଵ)ିଵ + 7) ⋮ 6.                                    (2) 

Преобразуем выражение (2) к такому виду, чтобы можно было ис-
пользовать условие (1). А именно:  5ଶ(௞ାଵ)ିଵ + 7 = 5ଶ௞ାଶିଵ + 7 = 5(ଶ௞ିଵ)ାଶ + 7 = = 5ଶ௞ିଵ ∙ 5ଶ + 7 = 5ଶ௞ିଵ ∙ 25 + 7 = = 5ଶ௞ିଵ(24 + 1) + 7 = 5ଶ௞ିଵ ∙ 24ᇣᇧᇧᇤᇧᇧᇥ + 5ଶ௞ିଵ + 7ᇣᇧᇧᇤᇧᇧᇥ. 

В последней части равенства первое слагаемое 5ଶ௞ିଵ ∙ 24 делится 
на 6 (по правилу деления произведения на число 24 ⋮ 6, см. [3]), второе 
слагаемое 5ଶ௞ିଵ + 7 делится на 6 по гипотезе (1); следовательно, 
сумма этих слагаемых разделится на 6 (по правилу деления суммы не-
скольких слагаемых на число [3, гл. 2]) (5ଶ௞ିଵ ∙ 24 + 5ଶ௞ିଵ + 7) ⋮ 6.  

Потому и выражение (2) будет делиться на 6.  
Доказано, что выражение (5ଶ௡ିଵ + 7) делится на 6 при 𝑛 = 1 и 

из делимости его на 6 при 𝑛 = 𝑘 следует делимость при 𝑛 = 𝑘 + 1. 
Значит, исходное утверждение справедливо для всех натуральных 
чисел 𝑛. 
 

Раздел. Делимость натуральных чисел 
Тема. Задачи на доказательство делимости 

 
Задача 4. Доказать, что при любом целом 𝑚 число 𝑚ଷ + 11𝑚 де-

лится без остатка на 3. 
Решение проведем методом перебора всевозможных вариантов, 

другими словами, методом полной индукции, т. е. истинность утвер-
ждения будет следовать из истинности его во всех частных случаях [1].  

По теореме о делении с остатком представим 𝑚 в виде 𝑚 = 3𝑞 + 𝑟, 
где 𝑞 – целое число, а остаток 𝑟 принимает одно из значений 0, 1, 2. 

Если 𝑟 = 0, то 𝑚 = 3𝑞. Тогда 𝑚ଷ + 11𝑚 = (3𝑞)ଷ + 11(3𝑞) =  = (3𝑞)((3𝑞)ଶ + 11) кратно 3. 
Если 𝑟 = 1, то 𝑚 = 3𝑞 + 1. Тогда 
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𝑚ଷ + 11𝑚 = (3𝑞 + 1)ଷ + 11(3𝑞 + 1) = (3𝑞 + 1)((3𝑞 + 1)ଶ + 11) = = (3𝑞 + 1)((3𝑞)ଶ + 6𝑞 + 1 + 11) = (3𝑞 + 1)(9𝑞ଶ + 6𝑞 + 12) = = 3(3𝑞 + 1)(3𝑞ଶ + 2𝑞 + 4) кратно 3. 
Если 𝑟 = 2, то 𝑚 = 3𝑞 + 2. Тогда  𝑚ଷ + 11𝑚 = (3𝑞 + 2)ଷ + 11(3𝑞 + 2) = (3𝑞 + 2)((3𝑞 + 2)ଶ + 11) = = (3𝑞 + 2)((3𝑞)ଶ + 12𝑞 + 4 + 11) = = (3𝑞 + 2)(9𝑞ଶ + 12𝑞 + 15) = = 3(3𝑞 + 2)(3𝑞ଶ + 4𝑞 + 5) кратно 3. 
Эту задачу можно было бы решить и другими способами. Напри-

мер, провести рассуждение с использованием формул сокращен-
ного умножения: 𝑚ଷ + 11𝑚 = 𝑚ଷ − 𝑚 + 12𝑚 = 𝑚(𝑚ଶ − 1) + 12𝑚 = = (𝑚 − 1)𝑚(𝑚 + 1) + 12𝑚. Число 12𝑚 делится на 3, число                  (𝑚 − 1)𝑚(𝑚 + 1) также делится на 3 как произведение трех последо-
вательных натуральных чисел.  

Доказательство можно выполнить также методом математиче-
ской индукции.  

 
Раздел. Расширение множества натуральных чисел 

Тема. Множество рациональных чисел 
 

Задача 5. Доказать, что для любых положительных рациональ-
ных чисел 𝑟ଵ, 𝑟ଶ, 𝑟ଷ имеет место равенство (𝑟ଵ + 𝑟ଶ): 𝑟ଷ = 𝑟ଵ : 𝑟ଷ + 𝑟ଶ: 𝑟ଷ. 

 
Доказательство.  
Пусть число 𝑟ଵ представлено дробью ௔భ௕భ , число 𝑟ଶ ‒ дробью ௔మ௕మ ,  

число 𝑟ଷ определится дробью ௔య௕య. Тогда сумма чисел 𝑟ଵ + 𝑟ଶ определя-

ется дробью вида ௔భ ௕మ ା ௔మ ௕భ௕భ ௕మ  , а частное (𝑟ଵ +  𝑟ଶ): 𝑟ଷ представлено 
дробью  (𝑎ଵ 𝑏ଶ  +  𝑎ଶ 𝑏ଵ) 𝑏ଷ(𝑏ଵ 𝑏ଶ)𝑎ଷ .                                        (1) 

В правой части равенства частное 𝑟ଵ: 𝑟ଷ представлено дробью  ௔భ ௕య௕భ ௔య, частное 𝑟ଶ ∶ 𝑟ଷ ‒ дробью  ௔మ ௕య௕మ ௔య, а сумма 𝑟ଵ ∶ 𝑟ଷ + 𝑟ଶ: 𝑟ଷ определится 
дробью вида   (𝑎ଵ 𝑏ଷ)(𝑏ଶ𝑎ଷ) +  (𝑎ଶ𝑏ଷ)(𝑏ଵ𝑎ଷ)(𝑏ଵ𝑎ଷ)(𝑏ଶ𝑎ଷ) .                              (2) 
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Для доказательства исходного равенства нужно, чтобы дроби (1) 
и (2) принадлежали одному классу эквивалентности, тогда они будут 
определять одно и то же рациональное число. Докажем, что дроби (1) 
и (2) равносильны (𝑎ଵ 𝑏ଶ  +  𝑎ଶ 𝑏ଵ) 𝑏ଷ(𝑏ଵ 𝑏ଶ)𝑎ଷ ~ (𝑎ଵ 𝑏ଷ)(𝑏ଶ𝑎ଷ) + (𝑎ଶ𝑏ଷ)(𝑏ଵ𝑎ଷ)(𝑏ଵ𝑎ଷ)(𝑏ଶ𝑎ଷ) . 

Рассмотрим дробь (∗∗) (𝑎ଵ 𝑏ଷ)(𝑏ଶ𝑎ଷ) +  (𝑎ଶ𝑏ଷ)(𝑏ଵ𝑎ଷ)(𝑏ଵ𝑎ଷ)(𝑏ଶ𝑎ଷ) = (𝑎ଵ 𝑏ଶ  +  𝑎ଶ 𝑏ଵ) 𝑏ଷ   𝑎ଷ(𝑏ଵ 𝑏ଶ)(𝑎ଷ)ଶ ~ ~ (𝑎ଵ 𝑏ଶ  +  𝑎ଶ 𝑏ଵ) 𝑏ଷ(𝑏ଵ 𝑏ଶ)𝑎ଷ , 
что и требовалось доказать. При доказательстве использовался тот 
факт, что при делении числителя и знаменателя дроби на одно и то же 
натуральное число получается дробь, равносильная данной. 

Итак, дроби (1) и (2) равносильны, значит, принадлежат одному 
классу эквивалентности и определяют одно и то же положительное ра-
циональное число. Поэтому исходное равенство имеет место для всех 
положительных рациональных чисел. 

Замечание. Можно было непосредственно использовать опреде-
ление равносильных дробей и показать, что произведение числителя 
дроби (1) на знаменатель дроби (2) равно произведению знаменателя 
дроби (1) на числитель дроби (2), применяя при этом законы операций 
сложения и умножения в множестве натуральных чисел ℕ. 

 
Раздел. Расширение множества натуральных чисел 

Тема. Множество действительных чисел 
 

Задача 6. Установите, что √2 является числом иррациональным. 
Геометрически число √2 можно представить следующим образом.  

 

Пусть дан квадрат 𝐴𝐵𝐶𝐷. Обозначим сторону 𝐴𝐷 = 𝑒, диагональ 𝐴𝐶 = 𝑎 и меру отрезка 𝐴𝐷 
примем за 1, тогда по теореме Пифагора мера 
(длина) отрезка 𝐴𝐶 составит √2. Несоизмери-
мость отрезков 𝐴𝐶 и 𝐴𝐷 означает, что √2 не мо-
жет быть числом рациональным. Докажем это. 



59 

Доказательство проводится методом от противного. Предполо-
жим, что √2 – число рациональное. Это значит, что для такого числа 
существует единственное представление в виде обыкновенной несо-
кратимой дроби, т. е. можем записать, что  √2 = ௠௡ , где 𝑚, 𝑛 ∈ ℕ.                                  (1) НОД(𝑚, 𝑛) = 1.                                         (2) 

Из условия (1) следует, что 2 = ୫²୬²  или      2𝑛ଶ = 𝑚ଶ.                                              (3) 

Из условия (3) следует, что 𝑚ଶ ⋮ 2. 
Тогда по правилу деления произведения на простое число получим 𝑚 ⋮ 2.                                                  (4) 
По определению отношения делимости из условия (4) следует 𝑚 = 2𝑝,                                                (5) 

где 𝑝 ∈ ℕ. Подставим (5) в (3), получим 2𝑛ଶ = 4𝑝ଶ или 𝑛ଶ = 2𝑝ଶ. 
Рассуждая аналогично, приходим к выводу, что 𝑛 ⋮ 2.                                                   (6) 
Из условий (4) и (6) получаем, что 2 = ОД(𝑚, 𝑛), а это противо-

речит условию (2). 
Таким образом, предполагать, что √2 – число рациональное            

(а значит, отрезки 𝐴𝐶 и 𝐴𝐷 – соизмеримы) нельзя. Поэтому √2 – число 
иррациональное, записываемое в виде бесконечной непериодической 
десятичной дроби (а отрезки 𝐴𝐶 и 𝐴𝐷 – несоизмеримы). 

Итак, в этом пункте показано использование следующих видов 
доказательств: по определению; методом от противного; методом ма-
тематической индукции; путем перебора всех имеющихся вариантов 
решения.  

Разные разделы учебной дисциплины «Теоретические основы ма-
тематической подготовки учителя начальных классов» содержат 
утверждения, требующие обоснования, ‒ доказательства. Равносиль-
ности в логике, счетность и эквивалентность числовых множеств, су-
ществование арифметических операций доказываются по определе-
нию. Единственности объектов чаще всего устанавливаются методом 
от противного. Равенства, неравенства, многие утверждения при акси-
оматическом определении числа доказываются методом математиче-
ской индукции. Для задачи, имеющей сравнительно небольшое коли-
чество решений, иногда удобен метод перебора всевозможных вариан-
тов решения.  
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2.5. Тестирование по теме «Математическое доказательство» 
 
Задание 1 
I. Дедуктивным называется умозаключение, в котором… 
II. Неполная индукция – это умозаключение, в котором… 
III. Аналогия – это умозаключение, в котором… 
Выберите правильный ответ: 
1) на основании того, что некоторые объекты класса обладают 

определенным свойством, делается вывод, что этим свойством обла-
дают все объекты данного класса; 

2) истинность утверждения следует из его истинности во всех 
частных случаях; 

3) на основании сходства двух объектов в некоторых признаках 
и при наличии дополнительного признака у одного из них делается вы-
вод о наличии такого же признака у другого объекта; 

4) посылки и заключение находятся в отношении логического 
следования. 

Задание 2 
I. Умозаключением называется… 
II. Посылкой называется… 
III. Заключением называется… 
Выберите правильный ответ: 

1) высказывание, содержащее новое знание, полученное из ис-
ходного; 

2) способ получения нового знания на основе некоторого имею-
щегося; 

3) высказывание, содержащее исходное знание. 
Задание 3 
Математическое доказательство – это... 
Выберите правильный ответ: 
1) когда некоторые объекты класса обладают определенным 

свойством, и, значит, этим свойством будут обладать все объекты дан-
ного класса; 

2) цепочка дедуктивных умозаключений, выполняемых по опре-
деленным правилам; 
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3) набор правил вывода; 
4) заранее заготовленные схемы рассуждения, содержащие по-

сылки и заключение. 
Задание 4 
Для следующих умозаключений определить, по какому правилу 

они построены. 
I. В равнобедренной трапеции диагонали равны. У трапеции 𝐴𝐵𝐶𝐷 сторона 𝐴𝐵 равна стороне 𝐶𝐷. Значит, трапеция 𝐴𝐵𝐶𝐷 имеет 

равные диагонали. 
II. Если треугольник имеет прямой угол, то он называется прямо-

угольным. Непрямоугольный треугольник не содержит угла в 90∘ 
III. Для любых чисел 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ ℕ: если 𝑎 ≥ 𝑏 и 𝑏 ≥ 𝑐, то 𝑎 ≥ 𝑐. 
IV. Если число оканчивается нулем или пятеркой, то оно делится 

на 5. Число 24 не делится на пять. Значит, последняя цифра числа от-
личается от нуля и пятерки. 

Выберите правильный ответ: 
1) правило силлогизма; 
2) правило контрапозиции; 
3) правило заключения; 
4) правило отрицания. 
Задание 5 
Полной индукцией называется... 
Выберите правильный ответ: 

1) истинное утверждение, построенное согласно схемам дедук-
тивных умозаключений; 

2) метод доказательства, при котором истинность утверждения 
следует из его истинности во всех частных случаях; 

3) утверждение, логически следующее из системы истинных и 
связанных с ним утверждений; 

4) последовательность посылок и заключения в некотором утвер-
ждении. 

Задание 6 
Единственность результата арифметических операций чаще 

всего устанавливается… 
Выберите правильный ответ: 
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1) методом от противного; 
2) методом математической индукции; 
3) методом полной индукции; 
4) методом аналогий. 
Задание 7 
Чтобы доказать истинность утверждения 𝑝(𝑛), 𝑛 ∈ 𝑁 методом 

математической индукции. 
1) предполагаю, что утверждение 𝑝(𝑛) верно при 𝑛 = 𝑘, и дока-

зываю, что оно верно для следующего числа 𝑛 = 𝑘′. 
2) доказываю, что утверждение верно для 1, 2, 3 и т. д.; 
3) доказываю, что утверждение верно при 𝑛 = 1 и при 𝑛 = 𝑘; 
4) доказываю, что утверждение верно при 𝑛 = 1. Затем предпола-

гаю, что оно истинное при 𝑛 = 𝑘 и доказываю, что оно истинное для 
следующего числа 𝑛 = 𝑘′. 
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Глава 3. АЛГОРИТМЫ И ИХ СВОЙСТВА 
 

3.1. Алгоритмы в жизни человека 

Человек планирует собственную деятельность, осуществляет и 
оценивает ее, замечает повторяемость тех или иных процессов в каж-
дом своем дне. Насколько отчетливо он представляет, что делать в каж-
дый момент времени, в какой последовательности, каким должен быть 
итог деятельности, зависит эффективность его действий. Поэтому ре-
зультат деятельности человека напрямую зависит от того, как он пони-
мает алгоритмическую сущность своих действий. 

Применение на производстве и в быту различной автоматизиро-
ванной техники, цифровых роботов требует от человека определенной 
последовательности действий при их использовании, что, в свою оче-
редь, невозможно без предварительного составления алгоритмов. 

Таким образом, понимание и создание алгоритмов выполняемых 
действий становится одним из ведущих компонентов деятельности че-
ловека, составной частью его культуры мышления и поведения. 

Понятие «алгоритм» является фундаментальным, используется в 
различных областях знания, изучается в математике и информатике. 
Уже в начальной школе на уроках математики дети знакомятся с алго-
ритмами арифметических действий, правилами вычитания числа, из 
суммы, суммы из числа работают с грамматическими правилами пра-
вописания на уроках русского языка.  

Рассмотрим виды алгоритмов и их свойства, особенности прие-
мов построения алгоритмов.  

История происхождения слова «алгоритм» уходит в IX век и свя-
зана с именем среднеазиатского ученого (математика, астронома, гео-
графа, историка) Абу Абдуллах Мухаммада ибн Мусса аль-Хорезми.  

В одном из своих трудов он описал десятичную систему счисле-
ния и впервые сформулировал правила выполнения арифметических 
действий над целыми числами и обыкновенными дробями. Арабский 
оригинал этой книги был утерян, но остался латинский перевод           
XII века, по которому Западная Европа ознакомилась с десятичной си-
стемой счисления и правилами выполнения арифметических действий. 

Аль-Хорезми стремился к тому, чтобы сформулированные им 
правила были понятными. Достичь этого в IX веке, когда еще не была 
разработана математическая символика (знаки операций, скобки, бук-
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венные обозначения и т. д.), было трудно. Однако ему удалось вырабо-
тать четкий стиль строгого словесного предписания, который не давал 
читателю возможность отклониться от предписанного или пропустить 
какие-нибудь действия. 

Правила в книгах аль-Хорезми в латинском переводе начинались 
словами «Алгоризми сказал». В других латинских переводах автор 
именовался как Алгоритмус. Со временем было забыто, что Алгоризми 
(Алгоритмус) – это автор правил, и эти правила стали называть алго-
ритмами. Многие столетия разрабатывались алгоритмы для решения 
все новых и новых классов задач, но само понятие алгоритма не имело 
точного математического определения. 

В настоящее время понятие алгоритма уточнено, и сделано это в 
XX веке в рамках науки, называемой теорией алгоритмов. 

 
3.2. Свойства алгоритмов 

 
Определение. Алгоритмом называется описание последователь-

ности действий, строгое исполнение которых приводит к решению по-
ставленной задачи за конечное число шагов.  

Алгоритм выполняется автоматизированным устройством и/или 
человеком. Для каждого алгоритма характерны ряд свойств: определен-
ность (любая команда должна быть понятна исполнителю), дискрет-
ность (решение задачи разделено на определенные упрощенные дей-
ствия), понятность (ясность шагов для каждого исполнителя), резуль-
тативность (реализация обозначенных шагов всегда должна привести 
к результату), массовость (пригодность алгоритма для целого класса 
идентичных задач, которые различаются друг от друга лишь исходными 
данными). Остановимся на каждом свойстве более подробно. 

1. Каждая программа, задающая алгоритм, должна состоять из ко-
нечного числа шагов, а каждый шаг должен быть точно и однозначно 
определен. Это свойство алгоритмов называется свойством определен-
ности, или детерминированности. 

Согласно этому свойству в алгоритмах не может быть таких, напри-
мер, предписаний, как «сложить 𝑥 с одним из данных чисел 𝑎 или 𝑏», 
«привести два-три примера истинных и ложных высказываний» и т. д. 

2. Шаги в алгоритме должны идти в определенной последова-
тельности. Это означает, что в любом алгоритме для каждого шага 
(кроме последнего) можно указать единственный непосредственно 
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следующий за ним шаг, т. е. такой, когда между ними нет других ша-
гов. Это свойство дискретности алгоритма.  

Дискретная структура алгоритмов хорошо видна в алгоритмах 
выполнения арифметических действий. Например, алгоритм нахожде-
ния суммы 34 +  23 формулируется так:  

1) пишу десятки под десятками, а единицы под единицами; 
2) складываю единицы: 4 + 3 = 7, пишу 7 под единицами; 
3) складываю десятки: 3 + 2 = 5, пишу 5 под десятками; 
4) читаю ответ: сумма равна 57. 
3. Каждый шаг программы, задающей алгоритм, должен состо-

ять из выполнимых действий. Это означает, что предусмотренные 
действия были выполнимы теми исполнителями, которым адресована 
конкретная программа. Так, например, задание «решить уравнение 𝑥 + 9 = 17» один ученик выполняет уверенно и получает искомое зна-
чение переменной 𝑥, так как владеет всеми действиями, необходимыми 
для решения простейших уравнений: 

1) прочитай уравнение; 
2) вспомни правило, как найти значение неизвестного;  
3) реши уравнение; 
4) сделай проверку; 
5) запиши ответ. 
Другой не справляется с заданием или получает неверный ответ, 

так как не владеет хотя бы одним из действий, которые требуются для 
выполнения данного задания. 

Как видно из примера, под словом «действие» понимаются не 
только математические операции, оно имеет более широкий смысл.  

Кроме того, в алгоритмах недопустимы также ситуации, когда 
после выполнения очередного действия исполнителю неясно, какое из 
них должно выполняться на следующем этапе.  

Все сказанное характеризует свойство алгоритма, называемое 
свойством понятности. 

4. Программа, задающая алгоритм, должна быть направлена на по-
лучение определенного результата. Получение результата за конечное 
число шагов составляет свойство результативности алгоритма.  

5. Программа, задающая алгоритм, должна быть применима к лю-
бой задаче рассматриваемого типа. Другими словами, каждый алго-
ритм предназначен для решения не одной-единственной, а любой из 
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некоторого бесконечного класса однотипных задач. Например, алго-
ритм решения линейного уравнения первой степени применяется для 
решения всех уравнений вида 𝑎𝑥 + 𝑏 = 0. В этом состоит свойство 
массовости алгоритма.  

Определение. Задачи, для которых может быть составлен алго-
ритм и в результате выполнения этого алгоритма получен ответ на во-
прос (даже если ответ, что задача не имеет решения), называются алго-
ритмически разрешимыми. 

В зависимости от того, кому предназначается алгоритм: исполни-
телю-человеку или исполнителю-машине, шаги алгоритма будут не-
сколько различаться. Действия, понятные человеку, могут быть непо-
нятны машине (например, действие «вспомни правило») и наоборот. 
Предписания для человека могут содержать желательные, но необяза-
тельные действия или их можно поменять местами. Например, чтобы 
определить значение истинности конъюнкции двух высказываний 𝐴 и 𝐵, нужно определить: 

1) значение истинности высказывания 𝐴; 
2) значение истинности высказывания 𝐵; 
3) значение истинности высказывания 𝐴 ∧ 𝐵. 
Так как операция конъюнкции коммутативна, т. е. 𝐴 ∧ 𝐵 ⇔ 𝐵 ∧ 𝐴, 

то пункты 1) и 2) можно поменять местами. Такой выбор последова-
тельности шагов осуществляет исполнитель-человек, но не машина. 
Если свойства детерминированности и дискретности сохраняются с не-
которой степенью точности, т. е. в программе возможна перестановка 
шагов или она содержит желательные, но не обязательные шаги, то мы 
имеем не алгоритм, а алгоритмическое предписание. Однако, несмотря 
на различия между этими понятиями, часто алгоритмические предпи-
сания называются алгоритмами. 

 
3.3. Способы записи алгоритмов и их виды 

Известны различные способы записи алгоритмов: словесная за-
пись, формульная, табличная, на языке блок-схем или алгоритмиче-
ском языке. 

Словесная запись – это форма представления алгоритмических 
предписаний. Она допускает употребление естественного языка и ма-
тематической символики, что делает предписание понятным и доступ-
ным для усвоения. Форму словесной записи имеют многие «бытовые» 
алгоритмические предписания, часто применяемые в повседневной 
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жизни: как испечь пирог, как пользоваться электроприбором, как по-
лучить книгу в библиотеке и т. д. 

Дети младшего школьного возраста пользуются словесными ал-
горитмами на уроках русского языка, окружающего мира, литератур-
ного чтения, математики и др.  

На уроках русского языка в начальной школе использование ал-
горитмов способствует формированию навыков грамматики и ведет к 
повышению грамотности. Примером использования алгоритма на 
уроке русского языка может быть алгоритм проверки буквы безудар-
ного гласного звука в корне слова:  

1) прочитать исследуемое слово; 
2) поставить ударение в нужном слове; 
3) выделить корень в слове; 
4) подобрать проверочное слово (если в корне есть безударный 

гласный звук);  
5) вставить нужную букву; 
6) обозначить орфограмму в слове.  
На уроках окружающего мира алгоритмы часто используются 

для описания рек, животных и растений, деревьев, озёр и прочего. При-
мером использования алгоритма на таком уроке могут послужить 
планы описания дерева, реки, план описания животного, составленные 
учителем индивидуально в соответствии с программой обучения. 

На уроках литературного чтения в начальной школе алгоритмы по-
могают детям научиться анализировать текст. Примером использования 
алгоритма на литературном чтении будет план характеристики героя: 

1) описание внешности героя;  
2) характеристика поведения и поступков героя;  
3) характеристика чувств героя; 
4) характеристика речи героя; 
5) характеристика взаимоотношения героя с другими действую-

щими лицами произведения.  
На уроках математики в начальной школе наиболее часто словес-

ные алгоритмы применяются при письменных вычислениях. Самыми 
распространенными здесь являются алгоритмы выполнения арифмети-
ческих действий (сложения, вычитания, умножения, деления) с нату-
ральными числами. 

Вообще в словесной алгоритмической форме могут быть опи-
саны многие математические предписания задач средней и высшей 
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школы. Например, ниже представлен алгоритм решения задачи на по-
строение и чертеж, воспроизводящий шаги алгоритма (рис. 10). 
(Напомним, что задачи конструктивной геометрии рассматривались в 
учебной дисциплине «Актуальные проблемы математической подго-
товки учителя начальных классов»). 

 
 

 
 

Рис. 10 

Задача. Из точки 𝐴 опустить перпендикуляр 
на прямую 𝑎. 
Дано: прямая 𝑎, точка 𝐴 ∉ 𝑎. 
Построить: 𝐴𝐾 ⊥ 𝑎. 
Решение. 

1) Поставить ножку циркуля в точку 𝐴; 
2) установить произвольный раствор 𝑅 цир-

куля так, чтобы он превосходил расстояния 
от точки 𝐴 до прямой 𝑎; 

3) провести окружность (𝐴, 𝑅) с центром в 
точке 𝐴 радиусом 𝑅; 

4) отметить точки пересечения окружности (𝐴, 𝑅) с прямой 𝑎: Окр.(𝐴, 𝑅) ∩ 𝑎 = {𝐵, 𝐶}; 
5) поставить ножку циркуля в точку 𝐵; 
6) установить произвольный раствор 𝑟 циркуля; 
7) провести окружность (𝐵, 𝑟) с центром в 

точке 𝐵 радиусом 𝑟; 
8) поставить ножку циркуля в точку 𝐶; 
9) провести окружность (𝐶, 𝑟) с центром в 

точке 𝐶 радиусом 𝑟; 
10) отметить точки пересечения окружности (𝐵, 𝑟) с окружностью (𝐶, 𝑟): Окр. (𝐵, 𝑟) ∩(𝐶, 𝑟) = {𝑀, 𝐾}; 
11) провести через точки 𝑀 и 𝐾 прямую 𝑀𝐾: 𝑀𝐾 ⊥ 𝐵𝐶; 
12) выделить на чертеже искомый перпендику-

ляр 𝐴𝐾: 𝐴𝐾 ⊥ 𝑎. 
 
Алгоритмы, используемые для вычислений, могут быть записаны 

в формульной (т. е. с помощью формулы) или табличной (с помощью 
таблицы) формах. Например, для нахождения корней квадратного 
уравнения 𝑎𝑥ଶ + 𝑏𝑥 + 𝑐 = 0, (𝑎 ≠ 0) удобнее применять не словесную 

запись, а формулу 𝑥 = ି௕±ඥ௕మିସ௔௖ଶ௔ . 
Запись алгоритма, используемого для вычислений, в форме таб-

лицы удобно использовать, когда требуется найти не одно, а несколько 
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значений одного и того же выражения для различных значений пере-
менных, входящих в данное выражение.  

Рассмотрим алгоритмическое предписание решения следующей 
задачи: «В одном куске 72 м ткани, в другом в 𝑦 раз больше. Сколько 
метров ткани во втором куске? Составь выражение и найди его значе-
ние, если 𝑦 = 2, 4, 8». 

Словесная запись алгоритма решения данной задачи такова: 
1) составить выражение; 
2) найти его значение для 𝑦 = 2;  
3) найти его значение для 𝑦 = 4;  
4) найти его значение для 𝑦 = 8. 
Если оформить предписание в виде таблицы, то запись будет 

иметь вид: 
 

Значение переменной 𝑦 2 4 8 
Значение выражения 72 ⋅ 𝑦    

 
Алгоритмы можно записывать на языке блок-схем. Такое их пред-

ставление, состоящее из блоков и стрелок, выполняется следующим 
образом: 

1) каждый шаг записывается в форме определенной геометриче-
ской фигуры (блока); 

2) блок, соответствующий команде, предусматривающий выпол-
нение некоторого действия, в результате которого образуется какой-то 
новый промежуточный или конечный результат, изображается в виде 
прямоугольника. Внутри него записывается выполняемое действие. 
Такие блоки называются арифметическими, или в более общем виде 
перерабатывающими информацию, так как не всегда выполняемые 
действия являются арифметическими;  

3) блок, соответствующий команде, предусматривающей про-
верку некоторого условия, изображается в виде ромба. Проверяемое 
логическое условие записывается внутри него. Выполнение данной ко-
манды не приводит к новому результату, а лишь определяет дальней-
ший ход процесса решения. Такие блоки называются логическими; 

4) если за шагом 𝐴 непосредственно следует шаг 𝐵, то от блока 𝐴 
к блоку 𝐵 проводится стрелка. От каждого арифметического блока ис-
ходит только одна стрелка; от каждого логического – две стрелки: одна 
с пометкой «да» (или «+»), идущая к блоку, следующему за логиче-
ским блоком, если условие выполняется; другая – с пометкой «нет» 
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(или «−»), идущая к блоку, следующему за логическим, если условие 
не выполняется; 

5) начало и конец алгоритма изображаются блоками в виде ова-
лов, внутри которых записываются соответственно слова «Начало» и 
«Конец». 

В качестве примера такой записи вспомним алгоритмическое 
предписание для определения вида соответствия из раздела «Бинарные 
соответствия и отношения» [13].  

Видим, что блок-схема наглядно представляет логику решения 
вопроса о любом виде отображения. Поэтому запись алгоритмов в виде 
блок-схем имеет широкое распространение (рис. 11). 

 

 
Рис. 11 
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Еще один способ – это запись на определенном алгоритмическом 
языке. Такая запись используется в том случае, когда исполнитель дан-
ного алгоритма – машина, причем каждая машина имеет свой, только 
ей понятный язык: фортран, паскаль, си++ и др. 

В зависимости от порядка выполнения действий различают сле-
дующие виды алгоритмических процессов: механические, гибкие, ли-
нейные, разветвляющиеся, циклические, вспомогательные. 

Механические (детерминированные, жесткие) алгоритмы обо-
значают заданные действия в единственной и верной последовательно-
сти. Поэтому они обеспечивают однозначный требуемый результат 
при выполнении условий процесса, задачи, для которых разработаны 
алгоритмы. Примерами таких алгоритмов можно назвать алгоритмы 
работы машины, двигателя.  

Гибкие алгоритмы делятся на стохастические (вероятностные) 
и эвристические. 

Стохастические (вероятностные) – задают программу для реше-
ния задачи несколькими путями, которые приводят к вероятному резуль-
тату.  

Эвристические – представляют собой вид гибких алгоритмов, в 
которых достижение конечного результата однозначно не предопреде-
лено. Такого вида алгоритмы используют различные разумные сообра-
жения без строгих доказательств. Получается, что последовательность 
действий в этих алгоритмах не предначертана, кроме того, все действия 
исполнителя также не обозначены.  

Линейным называется алгоритм, в котором все действия выпол-
няются последовательно друг за другом. Если в алгоритме порядок 
действий зависит от некоторого условия, он называется разветвляю-
щимся. Если в алгоритме некоторые действия могут выполняться мно-
гократно, то он называется циклическим. 

Примером линейного алгоритмического предписания будет ра-
нее рассмотренная задача на построение перпендикуляра к прямой че-
рез точку вне этой прямой. На рис. 11 в виде блок-схемы представлен 
разветвляющийся алгоритм отбора из данных соответствий различного 
вида отображений или тех соответствий, которые отображениями не 
являются. Так как в этом алгоритмическом предписании последова-
тельность действий должна повториться для каждого из указанных со-
ответствий, то его можно сделать циклическим. Для организации 
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цикла необходимо осуществить перебор всех значений и предусмот-
реть выход из цикла. 

Рассмотрим задачу. Выполните вычисления по заданной блок-
схеме (рис. 12) и таблице. (Ответ запишите в таблицу).  

 

 
Рис. 12 

 
К циклическим алгоритмам сводится большинство методов вы-

числений, перебора вариантов. Цикл программы – последовательность 
команд (серия, тело цикла), которая может выполняться многократно 
(для новых исходных данных) до удовлетворения некоторого условия. 

Данное 
число 32 36 40 44 48 

Ответ      
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Для счетчика от начального до конечного значения выполнить 
действие. Часто бывает так, что необходимо повторить тело цикла, но 
заранее не известно, какое количество раз это надо сделать. В таких 
случаях количество повторений зависит от некоторого условия. Такие 
циклы называются циклами с условием. Циклы, в которых сначала про-
веряется условие, а затем, возможно, выполняется тело цикла назы-
вают циклами с предусловием. Если условие проверяется после первого 
выполнения тела цикла, то циклы называются циклами с постусловием. 

Например, в субботу вечером вы смотрите телевизор. Время от 
времени поглядываете на часы и если время меньше полуночи, то про-
должаете смотреть телевизор, если это не так, то вы прекращаете про-
смотр телепередач. 

В общем случае схема циклического алгоритма с условием будет 
выглядеть так: пока условие, то повторять действие. При составлении 
циклических алгоритмов важно думать о том, чтобы цикл был конеч-
ным. Ситуация, при которой выполнение цикла никогда не заканчива-
ется, называется зацикливанием. 

Вспомогательный (подчиненный) алгоритм (процедура) – алго-
ритм, ранее разработанный и целиком используемый при алгоритмиза-
ции конкретной задачи. В некоторых случаях при наличии одинаковых 
последовательностей указаний (команд) для различных данных с це-
лью сокращения записи также выделяют вспомогательный алгоритм. 
На всех этапах подготовки к алгоритмизации задачи широко использу-
ется структурное представление алгоритма. 

 
3.4. Приемы построения алгоритмов 

 
При изучении математики у школьников формируются такие дей-

ствия, как действия планирования своей деятельности, оценки ее резуль-
тата, поиска плана решения задачи, чтения учебных текстов и др. Если 
все эти действия проанализировать, то можно составить алгоритмиче-
ские предписания по их выполнению, а затем использовать как ориен-
тиры для разных видов деятельности. Например, алгоритмическое пред-
писание анализа и поиска плана решения задачи может быть таким:  

1. Прочитайте задачу и назовите процесс, о котором в ней идет 
речь. 

2. Укажите величины, характеризующие этот процесс. 
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3. Выделите, что дано и что нужно найти в задаче. 
4. Выясните, как связаны данные величины и те, которые требу-

ется найти. 
5. Подумайте, как на основании имеющихся у вас знаний о вели-

чинах, о которых идет речь, ответить на требования задачи. 
6. Составьте план предполагаемого решения. 
Кроме общих учебных действий при изучении математики фор-

мируются действия, связанные с освоением конкретного материала. 
Многие из них носят алгоритмический характер, поэтому для овладе-
ния ими целесообразно составлять предписания. В частности, к таким 
действиям относятся: усвоение нового определения понятия (правила, 
свойства, теоремы); распознавание принадлежности объекта объему 
данного понятия; нахождение значения переменной по формуле; реше-
ние однотипных задач и др. 

Таким образом, обучение математике требует от учителя умения 
строить алгоритмические предписания. Какие приемы при этом можно 
использовать? 

Для построения любого алгоритмического предписания прежде 
всего необходимо выделить четкую последовательность элементар-
ных шагов, приводящих к требуемому результату. Каждый такой шаг 
представляет собой операцию, ранее сформировавшуюся у исполни-
теля. Когда алгоритм описывается словесно, – это отдельные указа-
ния, пункты. Если он формулируется на языке блок-схем, то это от-
дельные блоки. Непосредственное построение алгоритма всегда про-
исходит с применением некоторого приема. Это приемы пошаговой 
детализации, решение частных задач, приемы на основе определе-
ний, формул и др. 

Все они могут быть разбиты на две группы. К первой относятся 
приемы, на основе которых построение алгоритма осуществляется пу-
тем «развития» его «вглубь» и выявления все более частных его осо-
бенностей. Ко второй группе относятся приемы, на основе которых по-
строение осуществляется путем «восхождения» к алгоритму от реше-
ния частных задач. 

Один из наиболее распространенных приемов первой группы – 
прием пошаговой детализации (или прием последовательного уточ-
нения). 

Идея пошаговой детализации заключается в том, что на каждом 
этапе происходит уточнение уже имеющегося алгоритма. Поэтому при 
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применении данного приема: 1) сначала алгоритм строится в крупных 
блоках (т. е. выделяются наиболее существенные операции); 2) опре-
деляется последовательность их выполнения; 3) крупные блоки уточ-
няются до тех пор, пока каждая операция в алгоритме не станет понят-
ной исполнителю. 

Например, при построении алгоритма решения простейшего урав-
нения (т. е. линейного уравнения вида 5 + 𝑥 = 8, 8 − 𝑥 = 7, 5 ∙ 𝑥 = 10, 𝑥 ∶ 4 = 5) в начальной школе прием пошаговой детализации осуществ-
ляется следующим образом. 

1. Сначала выделить наиболее существенные операции. 
Для решения простейшего уравнения надо назвать неизвестный 

компонент, т. е. прочитать уравнение. Затем нужно знать правило 
нахождения этого компонента и уметь решать уравнение. Потом про-
вести доказательство, что полученное значение неизвестного – иско-
мое, другими словами, сделать проверку. И, наконец, записать ответ.  

2. Составим последовательность выделенных операций и запи-
шем алгоритм в крупных блоках: 

Блок 1. Прочти уравнение. 
Блок 2. Определи роль искомого компонента. Согласно этому 
вспомни правило нахождения неизвестного.  
Блок 3. Реши уравнение.  
Блок 4. Выполни проверку своего ответа.  
Блок 5. Запиши ответ. 
Если исполнитель (ученик) не владеет хотя бы одним из перечис-

ленных действий, то при решении уравнения он будет испытывать 
определенные трудности. Поэтому непонятные ему действия должны 
быть уточнены. Так, например, чтобы прочитать уравнение, надо 
назвать арифметическое действие и компоненты. Для этого блок 1 
можно детализировать: 

1) назови действие, которое указано в уравнении; 
2) вспомни, как называются компоненты этого действия; 
3) прочитай уравнение, используя названия компонентов. 
Если затруднения вызваны наличием в уравнении больших чи-

сел, то можно использовать пример с аналогичным действием, что и в 
данном уравнении, но с небольшими числами. Поэтому алгоритм вы-
бора действия (блок 2) может иметь следующий вид: 

1) составь пример-помощник на действие, указанное в уравне-
нии, с небольшими числами; 
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2) установи в примере-помощнике, каким действием можно 
найти неизвестное число; 

3) вспомни правило нахождения неизвестного компонента.  
Алгоритм решения уравнения, т. е. блок 3, можно также уточ-

нить:  
1) примени правило и запомни выражение неизвестного компо-

нента через известные; 
2) вычисли значение неизвестного; 
Алгоритм проверки (блок 4) может иметь следующий вид:  
1) подставь в уравнение найденное значение неизвестного; 
2) вычисли значение левой и правой части уравнения; 
3) сравни эти значения.  
Прием пошаговой детализации можно использовать при состав-

лении алгоритмов решения различных задач, в частности, при вычис-
лении значений величин по формулам сокращенного умножения или 
нахождения корней квадратного уравнения через дискриминант; при 
решении задач на распознавание принадлежности объекта объему дан-
ного понятия (см. гл. 1 настоящего пособия). Каждый шаг уточнения 
алгоритма, как правило, состоит из следующих этапов: анализ ситуа-
ции; построение более точного фрагмента; контроль правильности 
этого фрагмента и его связи с предшествующим.  

Рассмотрим прием построения алгоритмов второй группы, осно-
ванный на решении частных задач. Построение алгоритма с помощью 
этого приема предполагает:  

1) тщательный анализ разнообразных частных задач определен-
ного класса, приводящих к различным результатам; 

2) выявление операций и последовательности их выполнения 
при решении частных задач данного класса; 

3) выявление всех логических условий, влияющих на дальней-
ший ход процесса и приводящий в конце концов к разным результатам; 

4) определение последовательности операций для всех возмож-
ных случаев, т. е. окончательное построение алгоритма.  

Составим, например, алгоритм для класса задач «решить уравне-
ние 𝑎𝑥 = 𝑏».  

1. Тщательно анализируем разнообразные частные задачи, при-
водящие к различным результатам.  
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А 3𝑥 = 12 2𝑥 = −5 0,5𝑥 = 5 3𝑥 = 0 2𝑥 = 2 
 𝑥 = 12: 3 𝑥 = −5: 2 𝑥 = 5: 0,5 𝑥 = 0: 3 𝑥 = 2: 2 
 𝑥 = 4 𝑥 = −2,5 𝑥 = 10 𝑥 = 0 𝑥 = 1 
Б 0 ⋅ 𝑥 = 5 0 ∙ 𝑥 = −12   0 ⋅ 𝑥 = 1, 2 0 ∙ 𝑥 = 3 
 Решений нет 
В 0 ⋅ 𝑥 = 0,  𝑥 – любое действительное число 

 
2. Выявляем операции и последовательность их выполнения при 

решении частных задач: 
А. Операция деления 𝑏 на 𝑎; 
Б. В не содержат операций.  
3. Выявляем все логические условия, влияющие на дальнейший 

ход процесса и приводящие в конце концов к разным результатам.  
А. Если 𝑎 ≠ 0, то 𝑥 = ௕௔ – решение уравнения. 
Б. Если 𝑎 = 0 и 𝑏 ≠ 0, то решений нет. 
В. Если 𝑎 = 0 и 𝑏 = 0, то решений бесконечно много. 
4. Построим окончательный алгоритм (рис. 13).  

 

 
 

Рис. 13 
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Подводя итог изучению алгоритмов, еще раз напомним, что алго-
ритм представляет собой программу действий для решения задач опре-
деленного типа. Такое определение имеет интуитивно содержатель-
ную трактовку понятия «алгоритм». Изучение процесса алгоритмиза-
ции младшими школьниками является значимой ступенью обучения, 
поскольку описание поэтапных шагов деятельности позволяет школь-
никам научиться контролировать свои действия. При разработке ме-
тода пошаговой детализации дети так увлекаются ходом самого про-
цесса, что на завершающих этапах конкретного алгоритма неверных 
ответов практически не допускают.  

 
3.5. Алгоритмы в задачах на построение 

 
Существует ряд простейших геометрических задач на построе-

ние, которые в качестве составных частей особенно часто входят в ре-
шение более сложных задач. Обычно их называют элементарными, или 
основными геометрическими, задачами на построение. К числу эле-
ментарных задач чаще всего относят следующие: 

1. Построить отрезок, равный данному. 
2. Построить угол, равный данному. 
3. Разделить отрезок пополам. 
4. Разделить угол пополам. 
5. Через точку на прямой провести перпендикуляр к этой прямой. 
6. Из точки опустить перпендикуляр на прямую. 
7. Через точку провести прямую, параллельную данной. 
8. Разделить отрезок на п равных отрезков. 
Составим подробные решения основных задач на построение с 

помощью циркуля и линейки. Алгоритмами этих решений без допол-
нительных разъяснений можно пользоваться в дальнейшем при реше-
нии других задач.  

 

1. Построить отрезок 𝐴𝐵, равный 
данному отрезку 𝑎.  
1. 𝑙 – произвольная прямая 
2. 𝐴 ∈ 𝑙 
3. |𝐴𝐵| = 𝑎 
4. 𝐴𝐵 искомый 
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2. Построить угол ∠𝐴𝐵𝐶, равный дан-
ному углу α. 
1. 𝑙 – произвольная прямая 
2. 𝐵 ∈ 𝑙 
3. Окр. (𝑂, 𝑟) 
4. Окр. (𝐵, 𝑟) 
5. |𝐾𝑀| = |𝐴𝐶| 
6. 𝐴𝐵 
7. ∠𝐴𝐵𝐶 = α 
8. ∠𝐴𝐵𝐶 искомый 

 

 

 

 
 

3. Разделить отрезок 𝐴𝐵 пополам (по-
строить середину отрезка 𝐴𝐵). 
1. Окр. (𝐴, 𝑟) 
2. Окр. (𝐵, 𝑟) 
3. Окр. (𝐴, 𝑟) ∩ Окр. (𝐵, 𝑟) = 𝑀𝑁 
4. 𝑀𝑁 ∩ 𝐴𝐵 = 𝐶 
5. 𝐶 искомый 

 

 
 

4. Разделить угол ∠𝐴𝐵𝐶 пополам 
(построить биссектрису данного 
угла ∠𝐴𝐵𝐶). 
1. Окр. (𝐵, 𝑟) 
2. Окр. (𝐵, 𝑟) ∩ ∠𝛼 = {𝐴, 𝐶} 
3. Окр.(𝐴, 𝑟) ∩ Окр. (𝐶, 𝑟) = 𝐷 
4. 𝐵𝐷 искомая 
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5. Через точку 𝐴 на прямой 𝑎 провести 
перпендикуляр к этой прямой. 
1. Окр. (𝐴, 𝑟) 
2. Окр. (𝐴, 𝑟) ∩ 𝑎 = {𝐵, 𝐶} 
3. Окр. (𝐵, 𝑅) ∩ Окр. (𝐶, 𝑅) = {𝑀, 𝐾} 
4. 𝑀𝐾 ⊥ 𝐵𝐶 
5. 𝑀𝐾 искомый 

 
 

6. Из точки 𝐴 опустить перпендикуляр 
на прямую 𝑎. 
1. Окр. (𝐴, 𝑅) 
2. Окр.(𝐴, 𝑅) ∩ 𝑎 = {𝐵, 𝐶} 
3. Окр. (𝐵, 𝑟) ∩ (𝐶, 𝑟) = {𝑀, 𝐾} 
4. 𝑀𝐾 ⊥ 𝐵𝐶 
5. 𝑀𝐾 искомый 
 

 
 

7. Через точку 𝐴 провести прямую, 
параллельную данной прямой 𝑎. 
1. 𝐴𝑀 ⊥ 𝑎 (см. задачу 6) 
2. 𝐴𝑀 ∩ 𝑎 = 𝐵, 𝜌(𝐴, 𝑎) = |𝐴𝐵| 
3. |𝐵𝐵ᇱ| = |𝐴𝐵|, 𝐵ᇱ ∈ 𝑎 
4. 𝐴ᇱ𝐵ᇱ ⊥ 𝑎 (см. задачу 5), 𝐴ᇱ ∧ 𝐴 ∈ 

одной полуплоскости от прямой 𝑎
5. 𝐴𝐴ᇱ ∥ 𝑎 
6. 𝐴𝐴ᇱ искомая 
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8. Разделить отрезок 𝐴𝐵 на п рав-
ных отрезков (найти п-ную часть 
отрезка 𝐴𝐵). 
1. 𝐴𝐾, 𝐾 ∉ 𝐴𝐵 
2. 𝐴𝐾ଵ = 𝐾ଵ𝐾ଶ = ⋯ = 𝐾௡ିଵ𝐾௡, 𝐾ଵ, 𝐾ଶ, … , 𝐾௡ିଵ, 𝐾௡ ∈ 𝐴𝐾 
3. 𝐾௡𝐵 
4. 𝐾௡ିଵ𝐴௡ିଵ ∥ 𝐾௡𝐵, 𝐴௡ିଵ ∈ 𝐴𝐵 
5. 𝐾௡ିଶ𝐴௡ିଶ ∥ 𝐾௡𝐵, … , 𝐾ଷ𝐴ଷ ∥ 𝐾௡𝐵 
6. 𝐾ଶ𝐴ଶ ∥ 𝐾௡𝐵, 𝐴ଶ ∈ 𝐴𝐵 
7. 𝐾ଵ𝐴ଵ ∥ 𝐾௡𝐵, 𝐴ଵ ∈ 𝐴𝐵 
8. 𝐴𝐴ଵ = 𝐴ଵ𝐴ଶ = ⋯ = 𝐴௡ିଵ𝐵 
9. 𝐴𝐴ଵ искомый 
 

 
При решении конструктивных задач необходимо пользоваться 

алгоритмом решения, состоящим из следующих четырех этапов: 
1. анализ; 
2. построение; 
3. доказательство; 
4. исследование. 
Анализ. Цель анализа состоит в установлении таких зависимостей 

между элементами искомой фигуры и элементами данных фигур, кото-
рые позволили бы построить искомую фигуру. Это достигается с помо-
щью построения чертежа-наброска, изображающего данные и искомые 
примерно в том расположении, как это требуется условием задачи. 

На чертеже следует выделить данные элементы и важнейшие ис-
комые элементы.  

Построение. Данный этап решения состоит в том, чтобы указать 
последовательность основных построений, которые достаточно произ-
вести, чтобы искомая фигура была построена. 

Построение обычно сопровождается графическим оформлением 
каждого шага с помощью инструментов, принятых для построения. 

Доказательство. Доказательство имеет целью установить, что 
построенная фигура действительно удовлетворяет всем поставленным 
в задаче условиям. 
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Исследование. При построении обычно ограничиваются отыска-
нием одного какого-либо решения, причем предполагается, что все 
шаги построения действительно выполнимы. Для полного решения за-
дачи нужно выяснить следующие вопросы: 

1) всегда ли (т. е. при любом ли выборе данных) можно выпол-
нить построения избранным способом; 

2) можно ли и как построить искомую фигуру, если избранный 
способ нельзя применить; 

3) сколько решений имеет задача при каждом возможном вы-
боре данных. 

Рассмотрение всех этих вопросов и составляет исследование. 
Таким образом, исследование имеет целью установить условия раз-
решимости и определить число решений. При этом разными счита-
ются решения, дающие неравные фигуры (или если и равные, то раз-
лично расположенные относительно фигуры, с которой связывалось 
построение). 

 
Пример задачи и ее решение 

 
Задача. Построить параллелограмм по основанию 𝑎, высоте ℎ и 

одной из диагоналей 𝑑 [5]. 
 

 

Согласно условию, данными явля-
ются отрезки, представляющие основание, 
высоту и диагональ параллелограмма. Все 
эти фигуры считаются уже построенными 
(по AI). 

 

 

Анализ. Выполним чертеж-иллю-
страцию, считая, что искомый 
параллелограмм 𝐴𝐵𝐶𝐷 уже по-
строен. Отмечаем на чертеже дан-
ные элементы: 𝐵𝐶 = 𝑎, 𝐵𝐻 = ℎ௔, 𝐵𝐷 = 𝑑. 

Устанавливаем связи и зависимости между элементами паралле-
лограмма. Отмечаем, что противоположные стороны 𝐴𝐷 и 𝐵𝐶 лежат на 
параллельных прямых, расстояние между которыми равно высоте ℎ. 
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Поэтому можно построить треугольник 𝐴𝐵𝐷 и затем достроить его до 
параллелограмма 𝐴𝐵𝐶𝐷. Получим следующий алгоритм построения 
искомой фигуры: 

1. Строим параллельные прямые 𝑝 и 𝑞 на расстоянии ℎ друг от 
друга (см. алгоритм построения на чертеже 7). 

2. На прямой 𝑝 откладываем отрезок 𝐴𝐷 = 𝑎. 
3. Из точки 𝐷 как из центра радиусом 𝑑 проводим окружность и 

находим точку 𝐵 ее пересечения с прямой 𝑞. 
4. На прямой 𝑞 от точки 𝐵 откладываем отрезок 𝐵𝐶 = 𝑎. 
5. Строим отрезки 𝐴𝐵 и 𝐶𝐷. 
 
Построение. Все этапы алгоритма построения выполняем цир-

кулем и линейкой непосредственно на чертеже с использованием за-
данных элементов. 

 

 
Доказательство. Рассмотрим четырехугольник 𝐴𝐵𝐶𝐷. Его про-

тивоположные стороны 𝐴𝐷 и 𝐵𝐶 параллельны, так как лежат на па-
раллельных прямых 𝑝 и 𝑞. Эти же стороны равны по построению: 𝐴𝐷 = 𝐵𝐶 = 𝑎. Значит, 𝐴𝐵𝐶𝐷 – параллелограмм, у которого 𝐴𝐷 = 𝑎, 𝐵𝐷 = 𝑑, а высота ℎ௔, так как расстояние между параллельными пря-
мыми 𝑝 и 𝑞 равно ℎ௔ (по построению). Следовательно, 𝐴𝐵𝐶𝐷 – иско-
мый параллелограмм. 

 
Исследование. Проверим возможность построения параллело-

грамма 𝐴𝐵𝐶𝐷 непосредственно по шагам алгоритма построения. 
1. Параллельные прямые 𝑝 и 𝑞 на расстоянии ℎ௔ всегда можно 

построить и притом единственным образом. 
2. Построить отрезок 𝐴𝐷 = 𝑎 на прямой 𝑝 также можно и притом 

единственным образом. 
3. Окружность, проведенная из центра 𝐷 радиусом 𝑑, будет иметь 

общие точки с прямой 𝑞 только тогда, когда 𝑑 ≥ ℎ௔. Если 𝑑 =
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ℎ௔, то получится одна общая точка 𝐵, если же 𝑑 > ℎ௔, то две 
общие точки 𝐵 и 𝐵ᇱ. 

4. Это построение всегда однозначно выполнимо. 
5. Эти построения всегда однозначно выполнимы. 
Таким образом, решение возможно, если 𝑑 ≥ ℎ௔. Если 𝑑 = ℎ௔, то 

задача имеет единственное решение, если же 𝑑 > ℎ௔, то два решения. 
 

3.6. Основные множества точек на плоскости, алгоритмы  
их построения 

 
Определение. Геометрическим местом точек (ГМТ) является 

фигура, заданная путем указания свойства, которым обладают все 
точки этой фигуры и только они. 

Определение. Свойство, при помощи которого характеризуется 
то или иное геометрическое место точек, называется характеристиче-
ским свойством точек этого геометрического места. 

ГМТ может быть: 
– линией (совокупностью нескольких линий); 
– конечной совокупностью точек; 
– областью плоскости. 
 
Простейшие ГМТ на плоскости 
1. ГМТ (плоскости), находящихся на данном расстоянии 𝑟 от не-

которой заданной точки 𝑂 (этой плоскости), есть по определению 
окружность радиусом 𝑟 с центром в точке 𝑂. 

 

 

2. ГМТ (плоскости), равноуда-
ленных от двух данных (в этой плоско-
сти) точек, есть прямая, проходящая 
через середину отрезка, соединяющего 
данные точки, и перпендикулярная к 
этому отрезку. Это ГМТ называют 
симметралью, или медиатрисой, дан-
ных точек. 

3. ГМТ (плоскости), находящихся на данном расстоянии ℎ от дан-
ной (в этой плоскости) прямой, есть пара прямых, параллельных дан-
ной прямой. 
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Для построения этого ГМТ 
надо в любой точке 𝐴 данной 
прямой 𝑎 провести к ней перпен-
дикуляр 𝑝, отложить на нем по 
обе стороны от этой прямой дан-
ный отрезок ℎ и провести через 
концы отложенных отрезков 
прямые 𝑙ଵ и 𝑙ଶ, параллельные 
данной прямой 𝑎. 

4. ГМТ (плоскости), равноудаленных от двух данных парал-
лельных прямых (этой плоскости), есть прямая, параллельная дан-
ным прямым.                                             С 

Для построения этого ГМТ 
проводят какую-либо прямую 𝑐, 
пересекающую данные прямые 𝑎 и 𝑏, делят отрезок этой секущей, за-
ключенный между данными пря-
мыми, пополам и проводят иско-
мую прямую через середину этого 
отрезка параллельно данным пря-
мым. Полученную прямую назы-
вают средней линией данных парал-
лельных прямых.  

5. ГМТ (плоскости), равно-
удаленных от двух данных пересе-
кающихся прямых (этой плоско-
сти), представляет собой две вза-
имно перпендикулярные прямые, 
являющиеся биссектрисами углов, 
образованных данными прямыми. 
Построение этого ГМТ сводится к 
элементарной задаче о делении 
угла пополам (см. алгоритм постро-
ения на чертеже 4). На рисунке пря-
мые 𝑑ଵ и 𝑑ଶ образуют ГМТ, равно-
удалённых от прямых 𝑎 и 𝑏.  
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3.7. Тестирование по теме «Алгоритмы и их свойства» 
 
1. Алгоритм – это… 
а) правила выполнения определенных действий;  
б) предписание исполнителю совершить последовательность дей-

ствий, направленных на достижение поставленных целей;  
в) набор команд для компьютера. 
2. Какой из документов является алгоритмом? 
а) правила техники безопасности; 
б) инструкция по получению денег в банкомате; 
в) расписание уроков. 
3. Дискретность – свойство алгоритма, означающее… 
а) однозначность правил выполнения алгоритма; 
б) правильность результатов выполнения алгоритма; 
в) деление алгоритма на отдельные шаги. 
4. Свойством алгоритма является… 
а) конечность; 
б) цикличность; 
в) возможность изменения последовательности команд;  
г) возможность выполнения алгоритма в обратном порядке. 
5. Алгоритм называется линейным, если… 
а) он составлен так, что его выполнение предполагает  

многократное повторение одних и тех же действий;  
б) ход его выполнения зависит от истинности тех или иных 

условий;  
в) его команды выполняются в порядке их естественного следо-

вания друг за другом независимо от каких-либо условий. 
6. Алгоритм структуры «ветвление» предусматривает выбор… 
а) условий; 
б) алгоритмов; 
в) команд (действий). 
7. Алгоритм называется циклическим, если… 
а) он составлен так, что его выполнение предполагает  

многократное повторение одних и тех же действий;  
б) ход его выполнения зависит от истинности тех или иных 

условий;  
в) его команды выполняются в порядке их естественного следо-

вания друг за другом независимо от каких-либо условий. 
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8. Алгоритм называется вспомогательным, если… 
а) он предполагает выбор действий; 
б) повторяет действия до выполнения какого-либо условия; 
в) решает часть задачи и вызывается из основной программы. 
9. Цикл со счетчиком зависит… 
а) от некоторого условия;  
б) известного числа повторений. 

10. Какой тип алгоритмической структуры необходимо приме-
нить, если последовательность команд выполняется или не выполня-
ется в зависимости от условия: 

а) цикл; 
б) ветвление; 
в) линейный. 

11. Ромб ‒ графический объект, используемый в блок-схеме для 
записи… 

а) ввода, вывода данных;  
б) вычислительных действий;  
в) конца выполнения задачи;  
г) условия выполнения действий. 

12. Переменная для компьютера – это 
а) буква алфавита; 
б) различные числа; 
в) область памяти. 
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ЗАДАЧИ ДЛЯ САМОСТОЯТЕЛЬНОЙ РАБОТЫ 
 

Задачи по теме «Математические понятия» 
 

Для понятий, данных в задачах № 1 – № 10: а) укажите несколько 
элементов, принадлежащих их объему; б) перечислите несколько 
свойств, входящих в содержание этих понятий. 
№ 1. «кустарник», «геометрическая фигура», «натуральное число». 
№ 2. «детская игрушка», «линия», «иррациональное число». 
№ 3. «карусель», «чертежный инструмент», «делитель числа». 
№ 4. «дерево», «площадь фигуры», «число, кратное 5». 
№ 5. «континент», «многогранник», «трехзначное число». 
№ 6. «дом», «медиана треугольника», «целое число». 
№ 7. «дикое животное», «периметр фигуры», «нечетное число». 
№ 8. «царство живой природы», «луч», «отрицательное число». 
№ 9. «литературный жанр», «многоугольник», «приближение числа». 
№ 10. «цвет», «четырехугольник», «число, меньшее 200». 
 

В задачах № 11 – № 20 установите, в каких отношениях находятся 
понятия 𝑎, 𝑏, 𝑐. Отношения объемов 𝐴, 𝐵, 𝐶, соответствующих поня-
тиям 𝑎, 𝑏, 𝑐, изобразите на диаграммах Эйлера ‒ Венна. 
№ 11. 𝑎 – «трапеция», 𝑏 – «геометрическая фигура», 𝑐 – «число». 
№ 12. 𝑎 – «трапеция», 𝑏 – «параллелограмм», 𝑐 – «геометрическая фи-

гура». 
№ 13. 𝑎 – «квадрат», 𝑏 – «прямая», 𝑐 – «геометрическое понятие». 
№ 14. 𝑎 – «натуральное трехзначное число», 𝑏 – «натуральное число», 𝑐 – «натуральное число, кратное 5». 
№ 15. 𝑎 – «квадрат», 𝑏 – «ромб», 𝑐 – «параллелограмм». 
№ 16. 𝑎 – «прямоугольник», 𝑏 – «ромб», 𝑐 – «параллелограмм». 
№ 17. 𝑎 – «четное число», 𝑏 – «целое число», 𝑐 – «нечетное число». 
№ 18. 𝑎 – «четное число», 𝑏 – «целое число», 𝑐 – «отрицательное 

число». 
№ 19. 𝑎 – «прямоугольник», 𝑏 – «треугольник», 𝑐 – «многоугольник». 
№ 20. 𝑎 – «геометрическое тело», 𝑏 – «цилиндр», 𝑐 – «ромб». 
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В задачах № 21 – № 30 проверьте правильность представленных 
классификаций. Являются ли эти классификации полными? В тех слу-
чаях, когда классификации неверны, установите характер допущенной 
ошибки. 

№ 21. а) Треугольники делятся на остроугольные, прямоуголь-
ные, тупоугольные, равносторонние и равнобедренные; б) целые числа 
бывают положительными, отрицательными и равными нулю. 

№ 22. а) Все пары окружностей делятся на концентрические и пе-
ресекающиеся; б) натуральные числа разделяются на четные, нечетные 
и делящиеся на 3.  

№ 23. а) Параллелограммы делятся на прямоугольники и ромбы; 
б) целые числа разделяются на положительные и отрицательные.  

№ 24. а) Треугольники делятся на разносторонние, равносторонние 
и равнобедренные; б) действительные числа бывают целые и дробные. 

№ 25. а) Линии делятся на ломаные и кривые; б) рациональные 
числа разделяются на целые и дробные. 

№ 26. а) Параллелограммы делятся на ромбы, прямоугольники и 
параллелограммы, не имеющие оси симметрии; б) натуральные числа 
разделяются на четные и нечетные. 

№ 27. а) Трапеции делятся на равнобедренные, неравнобедрен-
ные и прямоугольные; б) рациональные числа разделяются на положи-
тельные и отрицательные. 

№ 28. а) Треугольники делятся на разносторонние и имеющие 
хотя бы одну ось симметрии; б) натуральные числа разделяются на 
простые и составные. 

№ 29. а) Треугольники делятся на остроугольные, прямоугольные, 
тупоугольные; б) положительные числа бывают кратны 2, кратны 3 и 5. 

№ 30. а) Параллелограммы делятся на прямоугольники, квадраты 
и ромбы; б) дробные числа разделяются на положительные и отрица-
тельные. 
 

В задачах № 31 – № 40 сформулированы определения. Укажите в 
них логические ошибки, опустите лишние слова или добавьте нужные 
слова в этих определениях. 

№ 31. а) Геометрическая фигура называется окружностью, если 
все ее точки одинаково удалены от одной и той же точки; б) луч есть 
прямая, ограниченная с одной стороны. 
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№ 32. а) Два угла называются смежными, если они имеют вер-
шину, общую сторону и их сумма равна 180°; б) отрезком называется 
прямая, ограниченная с двух сторон. 

№ 33. а) Две плоскости параллельны, если они не пересекаются, 
сколько бы их ни продолжали; б) отрезком называется множество то-
чек прямой, сумма расстояний которых от точек 𝐴 и 𝐵 этой прямой 
равна расстоянию между точками 𝐴 и 𝐵. 

№ 34. а) Два угла называются вертикальными, если они имеют 
общую вершину и их сумма равна 180°; б) секущей называется бес-
конечная прямая, проходящая через какие-нибудь две точки окруж-
ности. 

№ 35. а) Два угла называются смежными, если сторона одного из 
них является продолжением стороны другого; б) квадратом называется 
прямоугольник, диагонали которого конгруэнтны и делят друг друга 
пополам. 

№ 36. а) Два угла называются равными, если они совпадают при 
наложении и имеют равные градусные меры; б) ромбом называется па-
раллелограмм, стороны которого конгруэнтны, а диагонали взаимно 
перпендикулярны. 

№ 37. а) Параллелограммом называется многоугольник, у кото-
рого противоположные стороны попарно параллельны; б) два угла 
называются смежными, если они имеют общую сторону. 

№ 38. а) Диаметром круга называется наибольшая хорда, прохо-
дящая через центр и делящая круг на две конгруэнтные части; б) диа-
гональю многоугольника называется отрезок, соединяющий две вер-
шины многоугольника. 

№ 39. а) Прямая называется касательной к окружности, если она 
имеет с ней одну общую точку; б) два конгруэнтных угла называются 
вертикальными, если стороны одного из них являются продолжениями 
сторон другого. 

№ 40. а) Две прямые параллельны, если они не пересекаются, 
сколько бы их ни продолжали; б) окружность называется вписанной в 
многоугольник, если она находится внутри многоугольника и все его 
стороны касаются этой окружности. 
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Задачи по теме «Математическое доказательство» 
 

В задачах № 1 – № 10 докажите справедливость числовых ра-
венств. 

№ 1.  √2 − 1√2 + 1 = ඨ10 − 7√210 + 7√2య  . 
№ 2.  3√5 − √2 + 5√7 + √2 = 2√7 − √5 . 
№ 3.  1√7 − √6 = 3√6 − √3 + 4√7 + √3 . 
№ 4.  ට√27ర + ඥ√3 − 1 − ට√27ర − ඥ√3 − 1ට√27ర − ඥ2√3 + 1 = √2 . 
№ 5.  4: ቌ0,6ඨ13య ቍ = 10ඥ1,5ర : ቆ0,25 ට216√9యర ቇ . 
№ 6.  ൫4 + √15൯൫√10 − √6൯ට4 − √15 = 2 . 
№ 7. ට3 − √5൫3 + √5൯൫√10 − √2൯ = 8 . 
№ 8.  ඥ√3 + √6య ∙ ඥ9 − 6√2ల − √18ల√2ల − 1 = −√3య  . 
№ 9.  25√2ర + 2√5√250 + 5 √8ర − ඨ√25 + 5√2 + 2 = −1 . 
№ 10. ൬ 43 − √5൰ଶ − ቆ6 − 5√65 − √6 ቇଶ = 2ට61 + 24√5 . 
 

В заданиях № 11 – № 20 установите равенство / тождество.  

№ 11. Докажите, что если 𝑧 = ඥ𝑎 + √𝑎ଶ + 𝑏ଷయ − ඥ√𝑎ଶ + 𝑏ଷ − 𝑎య
, то 𝑧ଷ + 3𝑏𝑧 − 2𝑎 = 0. 

№ 12. Докажите, что если 𝑎 + 𝑏 = 1, то ௔௕యିଵ − ௕௔యିଵ = ଶ(௕ି௔)௔మ௕మାଷ. 
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№ 13. Докажите, что ଵ଺ + ଵଵଶ + ଵଶ଴ + ⋯ + ଵ௡మାଷ௡ାଶ = ௡ଶ௡ାସ. 
№ 14. Докажите тождество ௫(௫ି௬)(௫ି௭) + ௬(௬ି௫)(௬ି௭) + ௭(௭ି௫)(௭ି௬) = 0. 
№ 15. Докажите тождество 𝑥ଷ + 𝑦ଷ + 𝑧ଷ − 3𝑥𝑦𝑧 = (𝑥 + 𝑦 + 𝑧)(𝑥ଶ + 𝑦ଶ + 𝑧ଶ − 𝑥𝑦 − 𝑥𝑧 − 𝑦𝑧). 
№ 16. Докажите, что если для чисел 𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑚, 𝑛, 𝑝 выполняются равен-

ства ௫௠ + ௬௡ + ௭௣ = 1, ௠௫ + ௡௬ + ௣௭ = 0, то для них выполняется также 

и равенство ௫మ௠మ + ௬మ௡మ + ௭మ௣మ = 1.  
№ 17. Среднее арифметическое двух положительных чисел 𝑎 и 𝑏 𝑎 > 𝑏 

в 𝑚 раз больше их среднего геометрического. Докажите, что                  ௔௕ = ௠ାඥ௠మିଵ௠ିඥ௠మିଵ. 

№ 18. Методом математической индукции доказать тождество 𝑎 + 12 + 𝑎 + 34 + 𝑎 + 78 + ⋯ + 𝑎 + 2௡ − 12௡ = (𝑎 − 1)(2௡ − 1)2௡ + 𝑛. 
№ 19. Методом математической индукции доказать тождество 11 + 𝑥 + 21 + 𝑥ଶ + 41 + 𝑥ସ + ⋯ + 2௡1 + 𝑥ଶ௡ = 1𝑥 − 1 + 2௡ାଵ1 − 𝑥௡ାଵ,  |𝑥| ≠ 1. 
№ 20. Методом математической индукции доказать тождество 𝑥1 − 𝑥ଶ + 𝑥ଶ1 − 𝑥ସ + 𝑥଼1 − 𝑥଼ + ⋯ + 𝑥ଶ೙షభ1 − 𝑥ଶ௡ = 11 − 𝑥 ∙ 𝑥 − 𝑥ଶ೙1 − 𝑥ଶ೙,  |𝑥| ≠ 1. 

 
В задачах № 21 – № 40 доказать, используя метод математиче-

ской индукции, что при любом натуральном значении переменной 𝑛 
имеет место равенство: 
№ 21. 1 ∙ 1! + 2 ∙ 2! + 3 ∙ 3! + ⋯ + 𝑛 ∙ 𝑛! = (𝑛 + 1)! − 1. 
№ 22. 11 ∙ 3 ∙ 5 + 13 ∙ 5 ∙ 7 + ⋯ + 1(2𝑛 − 1)(2𝑛 + 1)(2𝑛 + 3) == 𝑛(𝑛 + 1)2(2𝑛 + 1)(2𝑛 + 3). 
№ 23. 11 ∙ 6 + 16 ∙ 11 + 111 ∙ 16 + ⋯ + 1(5𝑛 − 4)(5𝑛 + 1) = 𝑛5𝑛 + 1. 
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№ 24. 11 ∙ 8 + 18 ∙ 15 + 115 ∙ 22 + ⋯ + 1(7𝑛 − 6)(7𝑛 + 1) = 𝑛7𝑛 + 1. 
№ 25. 11 ∙ 9 + 19 ∙ 17 + 117 ∙ 25 + ⋯ + 1(8𝑛 − 7)(8𝑛 + 1) = 𝑛8𝑛 + 1. 
№ 26. 14 ∙ 5 + 15 ∙ 6 + 16 ∙ 7 + ⋯ + 1(𝑛 + 3)(𝑛 + 4) = 𝑛4(𝑛 + 4). 
№ 27. 15 ∙ 7 + 17 ∙ 9 + 19 ∙ 11 + ⋯ + 1(2𝑛 + 3)(2𝑛 + 5) = 𝑛5(2𝑛 + 5). 
№ 28.  1 + 13 + 19 + ⋯ + 13௡ିଵ = 3௡ − 12 ∙ 3௡ିଵ. 
№ 29. 1 + 12 + 14 + ⋯ + 12௡ିଵ = 2 − 12௡ିଵ. 
№ 30. ൬1 − 14൰ ൬1 − 19൰ ∙ … ∙ ൬1 − 1(𝑛 + 1)ଶ൰ = 𝑛 + 22𝑛 + 2. 
№ 31. 1ଶ1 ∙ 3 + 2ଶ3 ∙ 5 + 3ଶ5 ∙ 7 + ⋯ + 𝑛ଶ(2𝑛 − 1)(2𝑛 + 1) = 𝑛(𝑛 + 1)2(2𝑛 + 1). 
№ 32. − 1 + 3 − 5 + 7 − 9 + ⋯ + (−1)௡(2𝑛 − 1) = (−1)௡𝑛. 

№ 33. 1ଶ − 2ଶ + 3ଶ − 4ଶ + ⋯ + (−1)௡ିଵ𝑛ଶ = (−1)௡ିଵ 𝑛(𝑛 + 1)2 . 
№ 34. 1ଶ + 2ଶ + 3ଶ + ⋯ + 𝑛ଶ = 𝑛(𝑛 + 1)(2𝑛 + 1)6 . 
№ 35. 1ଶ + 3ଶ + 5ଶ … + (2𝑛 − 1)ଶ = 𝑛(4𝑛ଶ − 1)3 . 
№ 36. 1ଷ + 2ଷ + 3ଷ + ⋯ + 𝑛ଷ = 𝑛ଶ(𝑛 + 1)ଶ4 . 
№ 37. 1ଷ + 3ଷ + 5ଷ … + (2𝑛 − 1)ଷ = 𝑛ଶ(2𝑛ଶ − 1). 
№ 38. 1ସ + 2ସ + 3ସ + ⋯ + 𝑛ସ = 𝑛(𝑛 + 1)(2𝑛 + 1)(3𝑛ଶ + 3𝑛 − 1)30 . 
№ 39. 0 ∙ 1ଶ + 1 ∙ 2ଶ + 2 ∙ 3ଶ + ⋯ + (𝑛 − 1)𝑛ଶ = 𝑛(𝑛ଶ − 1)(3𝑛 + 2)12 . 
№ 40. 1 ∙ 2 + 2 ∙ 2ଶ + 3 ∙ 2ଷ + ⋯ + 𝑛 ∙ 2௡ = 2 + (𝑛 − 1)2௡ାଵ. 

 
В задачах № 41 – № 50 доказать, используя метод математиче-

ской индукции, делимость данных выражений на заданное число при 
любом натуральном значении переменной 𝑛. 
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№ 41.  
а) (2𝑛ଷ + 3𝑛ଶ + 7𝑛) ⋮ 2; 
б) (𝑛ସ − 𝑛ଶ) ⋮ 12;  
в) (6௡ାଶ + 7ଶ௡ାଵ) ⋮ 43;  
г) (2ହ௡ାଷ + 5௡ ∙ 3௡ାଶ) ⋮ 17;  
д) (3ଶ௡ାଵ + 40𝑛 − 67) ⋮ 64. 

№ 46.  
а) (𝑛ଷ + 11𝑛) ⋮ 3;  
б) 𝑛(𝑛 + 1)(𝑛 + 2)(𝑛 + 3) ⋮ 4;  
в) (5௡ାଷ ∙ 2௡ − 125) ⋮ 9;  
г) (11௡ାଶ + 12ଶ௡ାଵ) ⋮ 133;  
д) (2௡ାଶ ∙ 3௡ + 5𝑛 − 4) ⋮ 25. 

№ 42.  
а) (𝑛ଷ + 2𝑛) ⋮ 3;  
б) (𝑛ସ + 6𝑛ଷ + 11𝑛ଶ + 6𝑛) ⋮ 24; 
в) (3ଶ௡ାଵ + 1) ⋮ 4;  
г) (2௡ାହ ∙ 3ସ௡ + 5ଷ௡ାଵ) ⋮ 37;  
д) (4 ∙ 6௡ + 5𝑛 − 4) ⋮ 5. 

№ 47.  
а) (𝑛ଷ − 7𝑛 + 6) ⋮ 6;  
б) (2𝑛ଶ + 𝑛)(7𝑛 + 1) ⋮ 3;  
в) (8 ∙ 2ଷ௡ − 1) ⋮ 7;  
г) (5௡ାଷ ∙ 2௡ − 125) ⋮ 45;  
д) (3ଶ௡ାଶ − 8𝑛 − 9) ⋮ 64. 

№ 43.  
а) (𝑛ଷ + 3𝑛ଶ + 5𝑛) ⋮ 3;  
б) 𝑛ଶ(𝑛ଶ − 1) ⋮ 4;  
в) (49௡ − 1) ⋮ 6;  
г)(3ଶ௡ାଶ ∙ 5ଶ௡ − 2ଶ௡ ∙ 3ଷ௡ାଶ) ⋮ 1053;
д) (7௡ + 3𝑛 − 1) ⋮ 9. 

№ 48.  
а) (𝑛ଷ + 5𝑛) ⋮ 3; б) (𝑛଺ − 3𝑛ହ ++6𝑛ସ − 7𝑛ଷ + 5𝑛ଶ − 2𝑛) ⋮ 24;  
в) (7ଶ௡ − 1) ⋮ 8;  
в) (2 ∙ 7௡ + 1) ⋮ 3;  
г) (4௡ + 15𝑛 − 1) ⋮ 3. 

№ 44.  
а) 𝑛(14𝑛ଶ + 9𝑛 + 1) ⋮ 6;  
б) (𝑛ଷ + (𝑛 + 1)ଷ + (𝑛 + 2)ଷ) ⋮ 9; 
в) (36௡ − 1) ⋮ 5;  
г) (11௡ାଵ + 12ଶ௡ିଵ) ⋮ 133;  
д) (9௡ାଵ − 18𝑛 − 9) ⋮ 18. 

№ 49.  
а) 𝑛(2𝑛ଶ − 3𝑛 + 1) ⋮ 6;  
б) (𝑛଻ − 𝑛) ⋮ 7;  
в) (7௡ାଶ + 8ଶ௡ାଵ) ⋮ 19;  
г) (6ଶ௡ − 1) ⋮ 35;  
д) (9௡ − 8𝑛 − 1) ⋮ 8. 

№ 45.  
а) (𝑛ହ − 𝑛) ⋮ 5;  
б) (2𝑛ଷ + 3𝑛ଶ + 7𝑛) ⋮ 3;  
в) (5ଶ௡ିଵ + 1) ⋮ 2;  
г) (7௡ାଶ + 8ଶ௡ାଵ) ⋮ 57;  
д) (4௡ + 15𝑛 − 1) ⋮ 9. 

№ 50.  
а) (𝑛ଷ + 5𝑛) ⋮ 6;  
б) (2𝑛ଶ + 𝑛)(7𝑛 + 1) ⋮ 6;  
в) (3ଶ௡ାଵ + 5) ⋮ 8;  
г) (2ହ௡ାଷ + 5௡ ∙ 3௡ାଶ) ⋮ 17;  
д) (7௡ + 3𝑛 − 1) ⋮ 3. 

 
В задачах № 51 – № 58 доказать тождество в множестве целых 

неотрицательных чисел по указанной в задаче переменной, применяя 
метод математической индукции. 
№ 51.  (𝑎 + 𝑏)𝑐 = 𝑎𝑐 + 𝑏𝑐 (по 𝑎 и по 𝑏). 
№ 52.  (𝑎 ∙ 𝑏)𝑐 = 𝑎(𝑏 ∙ 𝑐) (по 𝑎, по 𝑏 и по 𝑐). 
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№ 53.  𝑎(𝑏 + 𝑐) = 𝑎𝑏 + 𝑎𝑐 (по 𝑎). 
№ 54.  𝑎(𝑏 ∙ 𝑐) = (𝑎 ∙ 𝑏)𝑐 (по 𝑏 и по 𝑐). 
№ 55.  𝑎(𝑏 + 𝑐) = 𝑎𝑏 + 𝑎𝑐 (по 𝑏 и по 𝑐). 
№ 56.  𝑎 + (𝑏 + 𝑐) = (𝑎 + 𝑏) + 𝑐 (по 𝑎, по 𝑏 и по 𝑐). 
№ 57.  𝑎 ∙ 𝑏 = 𝑏 ∙ 𝑎 (по 𝑎 и по 𝑏). 
№ 58.  𝑎 + 𝑏 = 𝑏 + 𝑎 (по 𝑎 и по 𝑏). 

№ 59. Доказать теорему существования и единственности суммы 
целых неотрицательных чисел. 

№ 60. Доказать теорему существования и единственности произ-
ведения целых неотрицательных чисел. 

 
В множестве целых чисел ℤ, полученном в результате расшире-

ния множества натуральных чисел ℕ, провести доказательство предло-
жений, сформулированных в задачах № 61 – № 70.  

Целое число в данном случае определяется упорядоченной парой 
натуральных чисел (𝑥, 𝑦), 𝑥, 𝑦 ∈ ℕ, и для элементов множества ℤ = ℕଶ 
имеет место определение отношения эквивалентности упорядоченных 
пар: (∀ 𝑥ଵ, 𝑥ଶ, 𝑦ଵ, 𝑦ଶ ∈ ℕ ) [(𝑥ଵ, 𝑦ଵ) ~ (𝑥ଶ, 𝑦ଶ)  ⟺   𝑥ଵ + 𝑦ଶ =  𝑦ଵ + 𝑥ଶ].  

№ 61. Докажите, что (𝑎 + 𝑚, 𝑎) + (𝑏 + 𝑛, 𝑏)~(𝑐 + 𝑚 + 𝑛, 𝑐) и (𝑎 + 𝑚, 𝑎)(𝑏 + 𝑛, 𝑏)~(𝑐 + 𝑚 ∙ 𝑛, 𝑐). 
№ 62. Докажите, что для любой пары (𝑎, 𝑏) и любого натураль-

ного числа 𝑛 выполняется отношение (𝑎, 𝑏)(𝑛 + 1, 𝑛)~(𝑎, 𝑏). Сформу-
лируйте это правило в целых числах. 

№ 63. Докажите, что для любых 𝑎, 𝑏, 𝑛 пары (𝑎 + 𝑛, 𝑎) и (𝑏 + 𝑛, 𝑏) 
эквивалентны. 

№ 64. Докажите, что для любой пары (𝑎, 𝑏) имеет место отноше-
ние (𝑎, 𝑏)(𝑎 + 1, 𝑏)~(𝑎, 𝑏)(𝑎, 𝑏) + (𝑎, 𝑏). Выполните проверку данного 
отношения в целых числах. 

№ 65. Докажите, что для любой пары (𝑎, 𝑏) и любого натураль-
ного числа 𝑛 имеет место отношение (𝑎, 𝑏) + (𝑎 + 1, 𝑏)~൫(𝑎, 𝑏) ++(𝑎, 𝑏)൯ + (𝑛 + 1, 𝑛). Выполните проверку данного отношения в це-
лых числах. 

№ 66. Докажите, что для любой пары (𝑎, 𝑏) и любого натураль-
ного числа 𝑛 имеет место отношение (𝑎, 𝑏) + (𝑎, 𝑏)~(𝑎, 𝑏)(𝑛 + 2, 𝑛). 
Выполните проверку данного отношения в целых числах. 
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№ 67. Докажите, что для любой пары (𝑎, 𝑏) и любого натураль-
ного числа 𝑛 выполняется отношение (𝑎, 𝑏) + (𝑛, 𝑛)~(𝑎, 𝑏). Сформу-
лируйте это правило в целых числах. 

№ 68. Докажите, что для любой пары (𝑎, 𝑏) и любого натураль-
ного числа 𝑛 выполняется отношение (𝑎, 𝑏)(𝑛, 𝑛)~(𝑚, 𝑚). Сформули-
руйте это правило в целых числах. 

№ 69. Найдите значение выражения ൫(7, 3) + (9, 20)൯൫(5,3) − (9, 13)൯. 
Сравните полученный ответ с результатом, получаемым путем замены 
пар (𝑎, 𝑏) разностями 𝑎 − 𝑏 и последующим вычислением. 

№ 70. Найдите значение выражения (5,12)൫(8,4) + (17, 29)൯ −− (7,1). Сравните полученный ответ с результатом, получаемым путем 
замены пар (𝑎, 𝑏) разностями 𝑎 − 𝑏 и последующим вычислением. 
 

В задачах № 71 – № 80 указать, при каких условиях для ℚା поло-
жительных рациональных чисел 𝑟ଵ, 𝑟ଶ, 𝑟ଷ имеет место равенство и до-
казать его. При выполнении доказательства учесть, что для записи чи-
сел 𝑟ଵ, 𝑟ଶ, 𝑟ଷ используются дроби ௔భ௕భ, ௔మ௕మ, ௔య௕య соответственно. 

№ 71.  𝑟ଵ: (𝑟ଶ: 𝑟ଷ) = (𝑟ଵ: 𝑟ଶ): 𝑟ଷ. 
№ 72.  𝑟ଵ − (𝑟ଶ − 𝑟ଷ) = (𝑟ଵ + 𝑟ଷ) − 𝑟ଶ. 
№ 73.  𝑟ଵ: (𝑟ଶ ∙ 𝑟ଷ) = (𝑟ଵ: 𝑟ଶ): 𝑟ଷ. 
№ 74.  𝑟ଵ(𝑟ଶ: 𝑟ଷ) = (𝑟ଵ ∙ 𝑟ଶ): 𝑟ଷ. 
№ 75.  𝑟ଵ − (𝑟ଶ − 𝑟ଷ) = (𝑟ଵ − 𝑟ଶ) + 𝑟ଷ. 
№ 76.  (𝑟ଵ − 𝑟ଶ): 𝑟ଷ = 𝑟ଵ: 𝑟ଷ − 𝑟ଶ: 𝑟ଷ. 
№ 77.  (𝑟ଵ − 𝑟ଶ) − 𝑟ଷ = 𝑟ଵ − (𝑟ଶ + 𝑟ଷ). 
№ 78.  (𝑟ଵ + 𝑟ଶ): 𝑟ଷ = 𝑟ଵ: 𝑟ଷ + 𝑟ଶ: 𝑟ଷ. 
№ 79.  𝑟ଵ − (𝑟ଶ + 𝑟ଷ) = (𝑟ଵ − 𝑟ଷ) − 𝑟ଶ. 
№ 80.  𝑟ଵ(𝑟ଶ + 𝑟ଷ) = 𝑟ଵ ∙ 𝑟ଶ + 𝑟ଵ ∙ 𝑟ଷ. 

 
В задачах № 81 – № 90 на множестве ℝ действительных чисел 

доказать, что указанные числа являются иррациональными. 

№ 81. √7 и √10. 
№ 82. √5 и √12. 

№ 86. √7 и √15. 
№ 87. √12 и √5. 

№ 83. √11 и √6. № 88. √8 и √3. 
№ 84. √8 и √13. № 89. √18  и √7. 
№ 85. √3 и √14. № 90. √13 и √22. 
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Задачи по теме «Алгоритмы и их свойства» 
 

В задачах № 1 – № 10 нужно решить уравнение, используя зави-
симость между результатом и компонентами действий. Привести и 
обосновать алгоритм последовательного уменьшения количества дей-
ствий. 

№ 1.  ൬1 − ൬484847 − 235329 𝑥൰ : 76133൰ : 273364 + 79237 = 4669. 
№ 2.  ൬1 − ൬ 3381183 − 231539 𝑥൰ : 243567൰ : 155186 − 51170 = 89178. 
№ 3. ൬1 − ൬244305 − 201335 𝑥൰ : 189270൰ : 145203 + 330 = 7280. 
№ 4.  ൬1 − ൬ 89178 − 363605 𝑥൰ : 364455൰ : 338507 + 71568 = 217248. 
№ 5.  ൬1 − ൬267712 − 224256 𝑥൰ : 201268൰ : 120144 + 46345 = 168180. 
№ 6.  ൬1 − ൬324567 − 155217 𝑥൰ : 144252൰ : 135180 + 89267 = 112168. 
№ 7.  ൬1 − ൬118413 − 129301 𝑥൰ : 102238൰ : 155186 − 57190 = 79158. 
№ 8.  ൬1 − ൬168210 − 249415 𝑥൰ : 182260൰ : 170238 + 19190 = 513517. 
№ 9.  ൬1 − ൬117234 − 228380 𝑥൰ : 388485൰ : 178267 + 38304 = 259296. 
№ 10.  ൬1 − ൬117312 − 217248 𝑥൰ : 219292൰ : 155186 + 62465 = 406435. 

 
В задачах № 11 – № 20 требуется составить подробный алгоритм 

решения задачи на построение треугольника. 
№ 11. а) Построить треугольник по основанию, высоте и медиане, 

проведенной к боковой стороне; б) построить равнобедренный тре-
угольник по боковой стороне и углу при основании; в) построить пря-
моугольный треугольник по гипотенузе и острому углу. 

№ 12. а) Построить треугольник по основанию, углу, прилежа-
щему к этому основанию, и медиане угла, противолежащего основа-
нию; б) построить равнобедренный треугольник по боковой стороне и 
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высоте; в) построить прямоугольный треугольник по гипотенузе и 
сумме катетов.  

№ 13. а) Построить треугольник по углу и двум высотам, прове-
денным на стороны угла; б) построить равнобедренный треугольник по 
боковой стороне и высоте на боковую сторону; в) построить прямо-
угольный треугольник по гипотенузе и разности катетов.  

№ 14. а) Построить треугольник по двум сторонам и медиане, 
проведенной к третьей стороне; б) построить равнобедренный тре-
угольник по основанию и перпендикуляру, опущенному из конца ос-
нования на боковую сторону; в) построить прямоугольный треуголь-
ник по катету и острому углу. 

№ 15. а) Построить треугольник по основанию, высоте и боковой 
стороне; б) построить равнобедренный треугольник по боковой сто-
роне и углу при вершине в) построить прямоугольный равнобедренный 
треугольник по основанию и боковой стороне. 

№ 16. а) Построить треугольник по двум углам и стороне, лежа-
щей против одного из них; б) построить прямоугольный треугольник 
по гипотенузе и острому углу в) построить равносторонний треуголь-
ник по стороне. 

№ 17. а) Построить треугольник по двум сторонам и углу, лежа-
щему против меньшей из них; б) построить прямоугольный треуголь-
ник по катету и острому углу, прилежащему к катету; в) построить рав-
нобедренный треугольник по основанию и углу при вершине. 

№ 18. а) Построить треугольник по стороне и двум прилежащим 
углам по двум сторонам и углу, лежащему против большей из них;            
б) построить прямоугольный треугольник по катету и противолежа-
щему острому углу; в) построить равнобедренный треугольник по углу 
при основании и высоте на боковую сторону. 

№ 19. а) Построить треугольник по двум сторонам и углу между 
ними; б) построить равнобедренный треугольник по основанию и при-
лежащему углу; в) построить прямоугольный треугольник по катету и 
гипотенузе (одним из двух способов). 

№ 20. а) Построить треугольник по трем сторонам; б) построить 
равнобедренный треугольник по основанию и боковой стороне; в) по-
строить прямоугольный треугольник по двум катетам. 
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В задачах № 21 – № 30 требуется составить подробный алгоритм 
решения задачи на построение четырехугольников. 

№ 21. а) Построить параллелограмм по двум неравным сторонам 
и одной диагонали; б) построить ромб по диагонали и противолежа-
щему углу. 

№ 22. а) Построить прямоугольник по стороне и диагонали;           
б) построить трапецию по одному её углу, двум диагоналям и средней 
линии.  

№ 23. а) Построить параллелограмм по стороне и двум диагона-
лям; б) построить трапецию по двум параллельным сторонам и двум 
диагоналям.  

№ 24. а) Построить прямоугольник по диагонали и углу между диа-
гоналями; б) построить дельтоид по сторонам 𝐴𝐵, 𝐵𝐶 и диагонали 𝐴𝐶. 

№ 25. а) Построить квадрат по диагонали; б) построить трапецию 
по диагоналям, углу между ними и боковой стороне. 

№ 26. а) Построить параллелограмм по двум диагоналям и углу 
между ними; б) построить ромб по двум диагоналям. 

№ 27. а) Построить параллелограмм по основанию, высоте и диа-
гонали; б) построить квадрат по стороне. 

№ 28. а) Построить параллелограмм по двум диагоналям и вы-
соте; б) построить ромб по стороне и диагонали. 

№ 29. а) Построить ромб по углу и диагонали, проходящей через 
вершину этого угла; б) построить квадрат по сумме стороны и диаго-
нали. 

№ 30. а) Построить дельтоид по сторонам 𝐴𝐵, 𝐵𝐶 и диагонали 𝐵𝐷; б) построить ромб по высоте и диагонали. 
 

В задачах № 31 – № 40 при составлении алгоритма решения кон-
структивной задачи использовать понятие «геометрическое место то-
чек» (ГМТ). 

№ 31. а) На данной прямой найти точку, равноудаленную от двух 
точек на прямой; б) найти ГМТ, для которых разность расстояний от 
двух данных параллельных прямых равна данному отрезку. Рассмот-
реть три возможных случая. 

№ 32. а) Построить точку, равноудаленную от всех сторон тре-
угольника; б) найти геометрическое место центров окружностей, про-
ходящих через две данные точки. 
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№ 33. а) На прямой, пересекающей стороны, найти точку, равно-
удаленную от сторон данного угла; б) найти ГМТ, равноудаленных от 
трех попарно пересекающихся прямых.  

№ 34. а) В треугольнике 𝐴𝐵𝐶 найти точку, равноудаленную от 
сторон угла 𝐴 и вершин 𝐵 и 𝐶; б) построить треугольник по основанию, 
высоте и боковой стороне. 

№ 35. а) Построить точку, равноудаленную от всех вершин тре-
угольника; б) построить окружность, которая касалась бы данной 
окружности в данной точке и данной прямой. 

№ 36. а) На прямой найти точку, равноудаленную от сторон угла; 
б) построить окружность данного радиуса, касающуюся данной окруж-
ности и данной прямой. 

№ 37. а) Найти точку, равноудаленную от сторон угла 𝐴 и нахо-
дящуюся на расстоянии 𝑏 от точки 𝐴; б) построить ромб по стороне и 
радиусу вписанной окружности. 

№ 38. а) Найти точку, равноудаленную от вершин 𝐵 и 𝐶 треуголь-
ника и находящуюся на расстоянии 𝑏 от вершины 𝐴; б) построить тре-
угольник по основанию, высоте и боковой стороне. 

№ 39. а) Найти геометрическое место оснований перпендикуля-
ров, опущенных из данной точки на прямые, проведенные через дру-
гую данную точку; б) построить треугольник по основанию, высоте и 
медиане, проведенной к боковой стороне. 

№ 40. а) Найти ГМТ, сумма расстояний которых от сторон дан-
ного равностороннего треугольника равна его высоте; б) построить 
треугольник по основанию, высоте и радиусу описанной окружности. 
  



101 

 
 
 
 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ 
 

В учебном пособии математическим языком изложены теорети-

ческие аспекты таких фундаментальных вопросов, как понятие, дока-

зательство, алгоритм. Содержание заданий тестов после каждого раз-

дела и задачи к самостоятельному решению направлены на активную 

умственную деятельность будущего учителя начальной школы, при-

учение его к математической культуре, алгоритму и технике выполне-

ния практических заданий. 

Магистрант, обучающийся по программе «Педагогика и психо-

логия дошкольного и начального образования», владеющий поняти-

ями базовых разделов теории чисел, множеств и величин, знаниями 

в области начальной геометрии, умениями анализировать определе-

ния, исследовать решение задачи, грамотно и содержательно выстра-

ивать доказательство математических предложений, считается усво-

ившим учебную программу дисциплины «Актуальные проблемы ма-

тематического образования дошкольников и младших школьников» 

и отвечает требованиям, предъявляемым ФГОС ВО и НОО к выпуск-

никам высших учебных заведений.  
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