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ВВЕДЕНИЕ 

  

Учебное пособие посвящено одному из важнейших разделов ма-

тематики, на который в значительной степени опираются другие раз-

делы высшей и прикладной математики. Курс «Линейная алгебра» – 

обязательная составная часть общего курса математики для студентов 

инженерно-технических, экономических и особенно физико-математи-

ческих направлений подготовки. Пособие состоит из двух глав, в пер-

вой из которых рассматриваются системы линейных уравнений, а 

также основные понятия матричной и векторной алгебры. Во второй 

главе изучаются такие абстрактные алгебраические понятия, как ли-

нейные векторные пространства, линейные операторы, билинейные и 

квадратичные формы.  

Авторы стремились к тому, чтобы все определения были доста-

точно строгими и в то же время доступными для понимания. Принято 

считать, что для лучшего усвоения сложного материала недостаточно 

только знать формулы и теоремы, необходимо уметь их доказывать, 

поэтому в пособии в большинстве случаев теоремы представлены с до-

казательствами (хотя бы схематичными). 

Каждая новая тема заканчивается разбором типичных задач, при-

чем для наиболее важных из них приводится подробная схема реше-

ния. Кроме того, некоторый теоретический материал дополнен иллю-

страциями, что помогает студенту глубже понять его содержание. 

В конце каждой главы приведены контрольные вопросы, а в 

конце пособия имеются варианты заданий для типовых расчетов (по 23 

варианта). 

Четкая структура и ясность изложения, объемный фактический 

материал и академичный подход делают учебное пособие интересным 

и полезным для студентов и преподавателей вузов. 
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Глава 1. ЭЛЕМЕНТЫ ЛИНЕЙНОЙ И ВЕКТОРНОЙ АЛГЕБРЫ 

  

§ 1. Системы линейных алгебраических уравнений 

Определение. С и с т е м о й  � л и н е й н ы х  у р а в н е н и й  с � неизвестными называется система уравнений вида 

 

� ����� + ����� + ⋯ + ��
�
 = ��,   ����� + ����� + ⋯ + ��
�
 = ��,   …  …  …  …  …  …  …  …  …  …  …  …����� + ����� + ⋯ + ��
�
 = ��,  

 

где ��� – заданные числа, которые называются к о э ф ф и ц и е н т а м и  

с и с т е м ы; числа �� также заданы и называются с в о б о д н ы м и  

ч л е н а м и  (или п р а в ы м и  ч а с т я м и ); ��, ��, … , �
 – н е и з в е с т -

н ы е  ч и с л а, которые требуется найти. 

Набор чисел ������, �����, … , �
���� называется решением системы, 

если при подстановке этих чисел вместо неизвестных во все уравнения 

системы эти уравнения обращаются в тождества. 

Система линейных алгебраических уравнений (СЛАУ) называ-

ется совместной, если она имеет хотя бы одно решение. 

Совместная СЛАУ называется определенной, если она имеет 

единственное решение. 

Две системы (с одинаковым числом неизвестных) называются эк-

вивалентными (равносильными), если они имеют одно и то же множе-

ство решений, то есть любое решение одной из них является решением 

другой, и наоборот. 

Существует несколько способов решения СЛАУ, один из них – 

метод Гаусса. Он основан на элементарных преобразованиях системы. 

Определение. Э л е м е н т а р н ы м и  п р е о б р а з о в а н и я м и  

системы (ЭП) называются следующие три типа преобразований: 

1) ЭП 1-го типа – перестановка местами любых двух уравнений 

системы или любых двух неизвестных во всех уравнениях системы; 

2) ЭП 2-го типа – умножение всех членов одного из уравнений на 

некоторое число λ ≠ 0; 
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3) ЭП 3-го типа – почленное сложение или вычитание любых двух 

уравнений системы (при этом одно из этих уравнений можно умножить 

на число λ� ≠ 0, а другое – на число λ� ≠ 0). 

Очевидно, что имеет место следующая теорема. 

Теорема. Любые две системы, одна из которых получена из дру-

гой в результате элементарных преобразований, эквивалентные. 

Суть метода Гаусса заключается в том, чтобы при помощи под-

ходящей цепочки ЭП привести данную систему к ступенчатому виду. 

Этот этап решения системы называется прямым ходом метода Гаусса. 

Ступенчатая система имеет вид 

 

��′���� + �′���� + …  …  … + �′�
�
 = �′�,                 �′���� + …  …  … + �′�
�
 = �′�,                    …  …  …  …  …  …  …  …                       �′���� + … + ���
�
 = ���, 
 

а из нее можно последовательно найти все неизвестные, начиная с по-

следнего уравнения и подставляя уже найденные неизвестные во все 

предыдущие уравнения системы. Этот этап называется обратным хо-

дом метода Гаусса. 

В простейшем случае, когда имеется система трех уравнений с 

тремя неизвестными, последовательность ЭП, приводящую систему к 

ступенчатому виду, можно представить схематично (рис. 1). 

 
    ЭП 1-го типа'⎯⎯⎯) 

*    ЭП 3-го типа'⎯⎯⎯) 

*    ЭП 1-го типа'⎯⎯⎯) 

*    ЭП 3-го типа'⎯⎯⎯) 

*    

        0    0 *   0 *   

        0    0    0 0 *  

Рис. 1. Схема приведения системы к ступенчатому виду 

элементарными преобразованиями 

 

На рисунке система условно представлена в виде прямоугольной 

таблицы, строки которой соответствуют уравнениям системы, первые 

три столбца – коэффициентам левой части системы, четвертый стол-

бец – свободным членам в правой части, причем пустая клетка озна-

чает любой коэффициент, клетка, отмеченная символом «*», – ненуле-

вой коэффициент, желательно ±1, а клетка, в которой стоит «0», – ну-

левой коэффициент. 
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Пример 1. Решить методом Гаусса систему 

 

, �� + 3�� − �. = 7,   2�� + 5�� + 2�. = 5,−3�� + �� − 2�. = −1. 
 

Решение. Прямой ход: 

 

, �� + 3�� − �. = 7,     2�� + 5�� + 2�. = 5,−3�� + �� − 2�. = −1 
� ур.5� ур.×�. ур.7� ур.×.'⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯) 

,�� + 3�� − �. = 7,−�� + 4�. = −9,10�� − 5�. = 20  
. ур.7� ур.×��'⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯) 

           '⎯) ,  �� + 3�� − �. = 7,    −�� + 4�. = −9,             35�. = −70. 
 

Обратный ход: из последнего уравнения находим �. = −2. Под-

ставляя во второе уравнение, получаем  

 �� = 4�. + 9 = 4 ⋅ �−2� + 9 = 1. 
 

Наконец, из первого уравнения находим 

 �� = −3�� + �. + 7 = �−3� ⋅ 1 + �−2� + 7 = 2. 
 

Ответ. �� = 2, �� = 1, �. = −2. 

 

§ 2. Матрицы 

Матрицей с размерами � × � называется прямоугольная число-

вая таблица, состоящая из � строк и � столбцов: 

 

; = < ��� ��� … ��
��� ��� … ��
… … … …��� ��� … ��

=. 
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Элементы матрицы ;, то есть числа ���, обычно обозначают од-

ной буквой, которая снабжена двумя индексами, первый из которых > 
означает номер строки, в которой стоит этот элемент, а второй индекс ? – номер столбца. 

В линейной алгебре рассматриваются некоторые специальные 

виды матриц, а именно: 

– матрица ;, у которой совпадает число строк и число столбцов, 

то есть � = �, называется квадратной матрицей порядка �; 

– прямоугольная матрица (с размерами � × �), у которой все эле-

менты равны нулю, называется нулевой матрицей: 

 

@ = <0 0 … 00 0 … 0… … … …0 0 … 0= ; 
 

– квадратная матрица 

 

B = <1 0 … 00 1 … 0… … … …0 0 … 1=, 
 

у которой все элементы главной диагонали равны единице, а все 

остальные элементы равны нулю, называется единичной матрицей; 

– если на главной диагонали стоят числа λ�, λ�, … , λ
, а все осталь-

ные элементы равны нулю, то такая квадратная матрица называется 

диагональной: 

 

C = <λ� 0 … 00 λ� … 0… … … …0 0 … λ

= ; 
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– квадратная матрица D называется верхнетреугольной, если на 
главной диагонали и выше нее стоят произвольные числа, а все эле-
менты ниже диагонали равны нулю: 

 

D = <��� ��� … ��
0 ��� … ��
… … … …0 0 … �


=. 

 
Аналогично определяется нижнетреугольная матрица: 
 

D = <��� 0 … 0��� ��� … 0… … … …�
� �
� … �


= ; 

 
– прямоугольная матрица E называется ступенчатой, если она 

имеет вид 
 

E =
⎝
⎜⎜⎛

��� ��� … ��� … … … ��
0 0 … ��� … … … ��
0 0 … 0 �.� … … �.
… … … … … … … …0 0 … 0 0 ��I … ��
0 0 … 0 0 0 … 0 ⎠
⎟⎟⎞, 

 
причем 1 < > < ? < ⋯ < N и все ступени начинаются с ненулевых эле-
ментов, то есть ��� ≠ 0, ��� ≠ 0, �.� ≠ 0, …, ��I ≠ 0 (следующие за 

ними справа элементы могут быть любыми); 
– в частности, если > = 2, ? = 3, …, N = �, то есть все ступени 

имеют длину, равную единице, то такая матрица называется трапеце-

идальной: 

 

D =
⎝
⎜⎜⎜
⎛��� ��� ��. … ��� … ��
0 ��� ��. … ��� … ��
… … … … … … …0 0 0 … ��� … ��
0 0 0 … 0 … 0… … … … … … …0 0 0 … 0 … 0 ⎠

⎟⎟⎟
⎞ ; 
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– квадратная матрица O называется блочной, если она образована  
из двух квадратных матриц ; и ;� (не обязательно с одинаковыми раз-
мерами) следующим способом: 

 

O =
⎝
⎜⎜
⎜⎜
⎛��� ��� … ��
 0 0 … 0��� ��� … ��
 0 0 … 0… … … … … … … …�
� �
� … �

 0 0 … 00 0 … 0 ���� ���� … ����0 0 … 0 ���� ���� … ����… … … … … … … …0 0 … 0 ���� ���� … ���� ⎠

⎟⎟
⎟⎟
⎞

. 
 
Заметим, что блочная матрица может быть образована также из 

нескольких квадратных. 
 
§ 3. Операции над матрицами 

В линейной алгебре рассматриваются следующие алгебраиче-
ские операции, которые можно производить с матрицами: транспони-
рование, умножение на число, сложение и вычитание матриц, умноже-
ние матриц, обратная матрица. 

Транспонирование матрицы. Рассмотрим произвольную мат-
рицу с размерами m × n 

 

; = < ��� ��� … ��
��� ��� … ��
… … … …��� ��� … ��

=. 

 
Тогда матрица с размерами � × �, в которой строки и столбцы 

меняются местами, то есть 
 

;P = <��� ��� … ������ ��� … ���… … … …��
 ��
 … ��

=, 

 
называется транспонированной матрицей. 
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Умножение матрицы на число. Пусть A – матрица с размерами  

m × n и λ – произвольное действительное число. Произведение мат-

рицы A на число λ определяется следующим образом: 

 

λ; = λ < ��� ��� … ��
��� ��� … ��
… … … …��� ��� … ��

= = < λ��� λ��� … λ��
λ��� λ��� … λ��
… … … …λ��� λ��� … λ��


=, 
 

то есть все элементы матрицы ; умножаются на число λ и в результате 

получается матрица с теми же размерами � × �. 

Сложение и вычитание матриц. Пусть A и B – две матрицы с 

одинаковыми размерами m × n. Суммой этих матриц называется мат-

рица с теми же размерами m × n, которая обозначается A + B и опреде-

ляется следующим образом: 

 

; + O = < ��� ��� … ��
��� ��� … ��
… … … …��� ��� … ��

= + < ��� ��� … ��
��� ��� … ��
… … … …��� ��� … ��


= = 

= < ��� + ��� ��� + ��� … ��
 + ��
��� + ��� ��� + ��� … ��
 + ��
… … … …��� + ��� ��� + ��� … ��
 + ��

=, 

 

то есть складываются элементы матриц ; и O, которые стоят на одних 

и тех же местах. 

Аналогично определяется разность двух матриц ; и O. 

Умножение матриц. Рассмотрим две матрицы 

 

; =
⎝
⎜⎛

��� ��� … ��
… … … …��� ��� … ��
… … … …��� ��� … ��
⎠
⎟⎞      и     O = <��� ��� … ��I��� ��� … ��I… … … …�
� �
� … �
I

= , 
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причем матрица ; имеет размеры � × �, а матрица O – размеры � × N, 
то есть число столбцов матрицы ; совпадает с числом строк матрицы O. 
Произведением матриц ; и O называется матрица S = ; ⋅ O с разме-
рами � × N, элементы которой вычисляются по следующей формуле: 
 

T�� = ������ + ������ +  … + ��
�
� = U ��V�V�



VW� , 
 
то есть элементы >-й строки матрицы ; умножаются на соответствую-
щие элементы ?-го столбца матрицы O, а затем все эти произведения 
складываются. 

Пример 2. Пусть 
 ; = X2 −53 4 Y , O = X−6 1−2 4Y. 
 
Тогда 

 ; ⋅ O = [2 ⋅ �−6� + �−5� ⋅ �−2� 2 ⋅ 1 + �−5� ⋅ 43 ⋅ �−6� + 4 ⋅ �−2� 3 ⋅ 1 + 4 ⋅ 4 \ = X −2 −18−26 19 Y, 
O ⋅ ; = [�−6� ⋅ 2 + 1 ⋅ 3 �−6� ⋅ �−5� + 1 ⋅ 4�−2� ⋅ 2 + 4 ⋅ 3 �−2� ⋅ �−5� + 4 ⋅ 4\ = X−9 348 26Y. 

 
Как видно из рассмотренного примера, операция умножения мат-

риц в общем случае некоммутативна, то есть ; ⋅ O ≠ O ⋅ ;. 
В то же время легко проверить, что введенные выше операции 

удовлетворяют следующим свойствам: 
1) ; + O =  O + ; (коммутативность сложения); 
2) �; + O� + S = ; + �O + S� (ассоциативность сложения); 
3) �; ⋅ O� ⋅ S = ; ⋅ �O ⋅ S� (ассоциативность умножения); 
4) �; + O� ⋅ S = ; ⋅ S + O ⋅ S, ; ⋅ �O + S� = ; ⋅ O + ; ⋅ S (дис-

трибутивность); 
5) �; + O�P = ;P + OP , �; ⋅ O�P = OP ⋅ ;P; 
6) если ; – матрица с размерами � × �, B� – единичная матрица �-го порядка, а B
 – единичная матрица �-го порядка, то  ; ⋅ B
 = B� ⋅ ; = ;. 
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Из последнего свойства становится понятно, почему матрица B 

называется единичной. 

Обратная матрица. В линейной алгебре не существует такой 

операции, как деление матриц, однако для некоторых матриц можно 

ввести понятие обратной матрицы. 

Определение. Квадратная матрица ; называется обратимой 

(или н е в ы р о ж д е н н о й ), если существует квадратная матрица O  

(с теми же размерами) такая, что 

 ; ⋅ O = O ⋅ ; = B. 
 

В этом случае матрица B называется обратной к матрице ; и обо-

значается ;5�. 

Предположим, что матрица ; обратимая. Рассмотрим один из ме-

тодов нахождения обратной матрицы, который основан на элементар-

ных преобразованиях и носит название метода Гаусса (позже будет 

приведен критерий существования обратной матрицы, а также другие 

методы ее вычисления). 

Сначала введем в рассмотрение еще три специальных вида квад-

ратных матриц. 

 

1.

 B�� =
⎝
⎜⎜⎜
⎛ 1 ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ 0⋯ ⋱ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯0 ⋯ 0 ⋯ 1 ⋯ 0⋯ ⋯ ⋯ ⋱ ⋯ ⋯ ⋯0 ⋯ 1 ⋯ 0 ⋯ 0⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋱ ⋯1 ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ 0 ⎠

⎟⎟⎟
⎞

 

 

Эта матрица отличается от единичной матрицы B только тем, что 

две единицы переставляют с диагонали на другие места: в >-й строке 

число 1 стоит на ?-м месте, а в ?-й строке, наоборот, число 1 стоит на >-м месте. Легко понять, что если квадратную матрицу ; умножить 

слева на B��, то полученная матрица B��; будет отличаться от матрицы ; только тем, что строки с номерами > и ? поменяются местами. 
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2.

 B�_ =
⎝
⎜⎜⎜
⎛1 … 0 0 0 … 0… ⋱ … … … … …0 … 1 0 0 … 00 … 0 λ 0 … 00 … 0 0 1 … 0… … … … … ⋱ …0 … 0 0 0 … 1⎠

⎟⎟⎟
⎞

 

 

Эта матрица отличается от B только тем, что вместо одной еди-

ницы на >-м местe стоит число λ. При этом очевидно, что умножение 

матрицы ; слева на матрицу B�_ означает, что >-я строка матрицы ; 

умножается на число λ, а остальные строки остаются без изменения. 

 

3.

 B��_ =
⎝
⎜⎜⎜
⎛1 … 0 0 0 … 0… ⋱ … … … … …0 … 1 0 λ … 00 … 0 ⋱ 0 … 00 … 0 0 1 … 0… … … … … ⋱ …0 … 0 0 0 … 1⎠

⎟⎟⎟
⎞

 

 

Эта матрица отличается от B только тем, что вместо одного нуля 

в >-й строке и ?-м столбце �> ≠ ?� стоит число λ ≠ 0. 

Легко понять, что умножение матрицы ; слева на B��_  означает, 

что к >-й строке матрицы ; прибавляется ?-я строка, умноженная на 

число λ, а остальные строки остаются без изменения. 

Таким образом, любое элементарное преобразование (1, 2 или  

3-го типа) над строками матрицы ; равносильно умножению этой мат-

рицы ; слева на одну из специальных матриц (B��, B�_ или B��_ ). 

Суть метода Гаусса нахождения обратной матрицы заключается 

в следующем. Для данной квадратной матрицы ; с размерами � × � 

рассмотрим прямоугольную матрицу с размерами � × 2�, которая по-

лучается, если приписать к матрице ; справа единичную матрицу B 

(для удобства матрицы ; и B отделяются друг от друга вертикальной 
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чертой). Далее эта матрица (;|B) с помощью элементарных преобразо-

ваний над ее строками приводится к ступенчатому виду. Если при этом 

число ненулевых строк (а значит, и число ступеней) будет меньше, чем �, то это означает, что данная матрица ; не является обратимой и для 

нее не существует обратной матрицы. Если же в полученной ступенча-

той матрице (с размерами � × 2�) все строки будут ненулевыми, то 

есть она окажется трапецеидальной, то сначала следует с помощью ЭП 

3-го типа все элементы над этой диагональю сделать равными нулю, а 

затем с помощью ЭП 2-го типа можно все ненулевые диагональные 

элементы сделать равными единице. В результате получится матрица 

с размерами � × 2� вида (B|O), где O – квадратная матрица. 

Как уже было показано, 

 �B|O� = �BIBI5� … B�B�; | BIBI5� … B�B�B�.  
 

Отсюда следует, что B = BIBI5� … B�B�; и O = BIBI5� … B�B�, то есть O; = B, а значит, O = ;5�. 

Пример 3. 

3.1. Пусть ; = X3 −12 5 Y. 

Решение. 

 X3 −12 5 a1 00 1Y � стр.×.5� стр.×.'⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯) X3 −10 17a 1 0−2 3Y � стр.×�c7� стр.'⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯) 

               '⎯⎯⎯) X51 00 17a15 3−2 3Y � стр.×� d�e� стр.×� �ce'⎯⎯⎯⎯⎯⎯) f1 00 1g 5 17e 1 17e−2 17e 3 17e h. 
 

Ответ. ;5� = 1 17e X 5 1−2 3Y. 

3.2. Пусть ; = f 2 1 −31 2 3−2 −3 1 h. 
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Решение. 

 

f 2 1 −31 2 3−2 −3 1 g1 0 00 1 00 0 1h �→ f2 1 −30 3 90 −2 −2g 1 0 0−1 2 01 0 1h �→ 

 �→ f2 1 −30 3 90 0 12g 1 0 0−1 2 01 4 3h .→ f8 4 00 12 00 0 12g 5 4 3−7 −4 −91 4 3 h j→ 

 

j→ f24 0 00 12 00 0 12g22 16 18−7 −4 −91 4 3 h d→ ⎝
⎛1 0 00 1 00 0 1kk22 24e 16 24e 18 24e−7 12e −4 12e −9 12e1 12e 4 12e 3 12e ⎠

⎞. 
 

Элементарные преобразования:  
1) 2 стр. × 2 – 1 стр., 3 стр. + 1 стр.; 
2) 3 стр. × 3 + 2 стр. × 2; 
3) 1 стр. × 4 + 3 стр., 2 стр. × 4 – 3 стр. × 3; 
4) 1 стр. × 3 – 2 стр.; 
5) 1 стр. × 1/24, 2 стр. × 1/12, 3 стр. × 1/12. 
Окончательно получаем обратную матрицу 
 

;5� = 112 f22 8 9−7 −4 −91 4 3 h. 
 

Ответ. ;5� = 112 f22 8 9−7 −4 −91 4 3 h. 
 

§ 4. Матричный метод решения системы 

Рассмотрим систему � линейных уравнений с � неизвестными 
 

� ����� + ����� + … + ��
�
 = ��,����� + ����� + … + ��
�
 = ��,    …  …  …  …   …  …  …  …  …����� + ����� + … + ��
�
 = ��. 



16 

Введем следующие обозначения: 

; = < ��� ��� … ��
��� ��� … ��
… … … …��� ��� … ��

= – матрица коэффициентов системы 

(с размерами � × �); 

l = <����⋮�

= – столбец неизвестных (матрица с размерами � × 1); 

O = < ����⋮��
= – столбец свободных членов (матрица с размерами 

� × 1). 

Тогда данную систему уравнений можно записать в матричной 

форме: ;l = O. 
Предположим, что матрица ; квадратная, то есть � = �, и для 

нее существует обратная матрица ;5�. Тогда 

 ;�;5�O� = �;;5��O = BO = O. 
 

Это означает, что столбец l = ;5�O – решение матричного урав-

нения. 

Пример 4. Найти решение системы уравнений 
 

,2�� + �� − 3�. = 16,     �� + 2�� + 3�. = −13,−2�� − 3�� + �. = −4.  
 

Решение. Обозначим 

 

; = f 2 1 −31 2 3−2 −3 1 h , l = f�����.h , O = f 16−13−4 h 

 

и запишем систему в матричной форме: ;l = O. 
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В примере 3 было получено, что  

 

;5� = 112 f22 8 9−7 −4 −91 4 3 h. 
 

Значит, 

l = ;5�O = 112 f22 8 9−7 −4 −91 4 3 h f 16−13−4 h = 112 f176 − 104 − 36−112 + 52 + 3616 − 52 − 12 h = 

= 112 f 36−24−48h = f 3−2−4h. 
 

Ответ. �� = 3, �� = −2, �. = −4. 

 

§ 5. Подстановки 

Понятие определителя – одно из важнейших в линейной алгебре. 

Его строгое определение основано на понятии подстановки. 

Пусть n = {1,2,3, … , �} – конечное множество. Подстановкой по-

рядка � называется любое взаимно однозначное отображение этого 

множества на себя, то есть σ ∶ n → n. Если 

 σ�1� = >�, σ�2� = >�, …       σ��� = >
, 
 

то такую подстановку обычно записывают в виде 

 σ = [1 2 3 … �>� >� >. … >
\ ,     или     σ = �>� >� >. … >
�. 
 

Поскольку в любой подстановке σ = �>� >� >. … >
� все числа 

от 1 до � встречаются ровно по одному разу, но в каком-то другом по-

рядке, то подстановки иногда называют перестановками. Согласно 

правилу произведения число различных подстановок порядка � равно 1 ⋅ 2 ⋅ … ⋅ � = �!. Множество всех подстановок порядка � обозначается  E
  и называется группой подстановок. 
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Рассмотрим подстановку σ = �>� >� >. … >
�. Говорят, что пара чи-

сел {>I , >ℓ}, входящих в подстановку, образует инверсию, если N < u и 

при этом >I > >ℓ, то есть большее из этих чисел стоит левее, чем мень-

шее. Пусть ��σ� – число всех инверсий подстановки σ. Сигнатурой 

подстановки σ называется число 

 sign σ = �−1���{�, 
 

то есть sign σ = +1, если число инверсий ��σ� четное, и в этом случае 

подстановка называется четной; sign σ = −1, если число ��σ� нечет-

ное, и в этом случае подстановка называется нечетной. 

Нетрудно понять, что количество четных и нечетных подстано-

вок одинаково и равно �!/2. 

Пример 5. 

5.1. Пусть σ = �3 2 1 5 4�. Очевидно, что в этой подстановке ин-

версию образуют следующие пары чисел: 
 {3,2}, {3,1}, {2,1}, {5,4}. 
 

Значит ��σ� = 4, sign = �−1�j = +1, то есть σ – четная подста-

новка. 

5.2. Рассмотрим группу подстановок E.. Она содержит ровно 3! = 6 различных подстановок: 

 σ� = �1 2 3�, σ� = �2 3 1�, σ. = �3 1 2�,  σj = �2 1 3�, σd = �1 3 1�, σ} = �3 2 1�.  
Очевидно, что первые три из них – четные (��σ�� = 0, ��σ�� = 2, ��σ.� = 2), а последние три – нечетные (��σj� = 1, ��σd� = 1, ��σ}� = 3). 

 

§ 6. Определитель матрицы 

Пусть ; = <��� ��� … ��
��� ��� … ��
… … … …�
� �
� … �


= – квадратная матрица порядка �. 
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Определение. О п р е д е л и т е л е м  этой матрицы называется 
число, которое обозначается |;| (или det ;) и вычисляется по следую-
щей формуле: 

 |;| = U sign σ ⋅ �������� … �
�� ,{∈��
 

 
в которой сумма берется по всем подстановкам σ = �>� >� … >
� ∈ E
. 

Очевидно, что если ; = X��� ������ ���Y – квадратная матрица 2-го 

порядка, то det ; = ������ − ������. 
Если же ; – квадратная матрица 3-го порядка, то формула для 

вычисления ее определителя выглядит немного сложнее: 

det ; = g��� ��� ��.��� ��� ��.�.� �.� �..g = �������.. + �����.�.� + ��.����.� − 

− ��.����.� − �������.. − �����.�.�. 
Для лучшего запоминания этой формулы можно воспользоваться 

следующим правилом: 

− первые три слагаемых соответствуют произведению трех 
сомножителей, стоящих на главной диагонали, а также в вершинах 
двух треугольников, основания которых параллельны этой диагонали, 
как это показано на рис. 2; 

  

Рис. 2. Схема вычисления определителя (главная диагональ) 

− три других слагаемых, которые берутся с противоположными 
знаками, определяются аналогично, но относительно другой диагонали 
(рис. 3). 

  

         

Рис. 3. Схема вычисления определителя (другая диагональ)  
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Пример 6. 

6.1. a3 −45 2 a = 3 ⋅ 2 − 5 ⋅ �−4� = 26. 
6.2. det ; = g 3 5 −2−4 2 3−2 −4 1 g = 

= 3 ⋅ 2 ⋅ 1 + 5 ⋅ 3 ⋅ �−2� + �−4� ⋅ �−4� ⋅ �−2� − �−2� ⋅ 2 ⋅ �−2� − −5 ⋅ �−4� ⋅ 1 − 3 ⋅ �−4� ⋅ 3 = 6 − 30 − 32 − 8 + 20 + 36 = −8. 
Очевидно, что вычисление определителя матрицы 4-го и более 

высокого порядка непосредственно по определению – чересчур гро-
моздкая задача, поскольку требует вычисления суммы очень большого 
числа слагаемых, каждое из которых представляет собой произведение 
нескольких сомножителей, к тому же взятое с определенным знаком. 

Рассмотрим основные свойства определителей, которые понадо-
бятся в дальнейшем. В частности, с их помощью можно без особого 
труда вычислять определители 4-го порядка и выше. Некоторые из 
этих свойств либо совершенно очевидны, либо доказываются очень 
просто. Другие же, наоборот, имеют очень непростые доказательства, 
основанные на специальных свойствах подстановок. В связи с этим 
приведем лишь формулировки этих свойств, опуская все доказатель-
ства. 

Свойства определителей следующие: 
1) det ;P = det ;, где ;P – транспонированная матрица, которая 

получается из матрицы A переменой местами строк и столбцов; 

2) det <��� ��� … ��
0 ��� … ��
… … … …0 0 … �


= = ������ … �

, то есть определи-

тель треугольной матрицы равен произведению ее диагональных эле-
ментов (в частности, определитель диагональной матрицы также равен 
произведению диагональных элементов); 

3) если ; = [;� 00 ;�\ – блочная матрица, то 

det ; = det ;� ⋅ det ;� ; 
4) если матрица ; содержит хотя бы одну нулевую строку, то det ; = 0; 
5) если в матрице ; какие-то две строки пропорциональны, то det ; = 0; 
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6) если матрица ;′ получается из матрицы ; переменой местами 
двух строк, то det ;′ = − det ;; 

7) если матрица ;′ получается из матрицы ; умножением всех 
элементов одной строки на некоторое число λ, то det ;′ = λ det ; ; 

8) если к элементам какой-то одной строки матрицы ; прибавить 
(или вычесть) соответствующие элементы другой строки, умноженные 
на число λ, то при этом определитель матрицы не изменится; 

9) формула разложения определителя по >-й строке следующая:  
 

det ; = ���;�� + ���;�� + … + ��
;�
 = U ���;��



�W� , 
 

где ;�� = �−1��7�n��, n�� – определитель матрицы �� − 1�-го порядка, 

которая получается из данной матрицы ; путем удаления >-й строки и ?-го столбца (числа n�� называются минорами �� − 1�-го порядка, а 

числа ;�� – алгебраическими дополнениями элементов ��� матрицы ;); 

10) формула ложного разложения определителя следующая:  
 ���;�� + ���;�� + … + ��
;�
 = 0, 
  

если > ≠ ?; 
11) det�;O� = det ; ⋅ det O. 
Если в свойствах 4 – 10 строки заменить столбцами, то такие 

свойства также имеют место. 
Очевидно, что формула разложения определителя по строке (или 

столбцу) позволяет свести вычисление определителя �-го порядка к 
вычислению нескольких определителей меньшего порядка. При этом 
наиболее рационален следующий порядок применения этой формулы: 
сначала с помощью элементарных преобразований 3-го типа над стро-
ками (или столбцами) матрицы, которые, согласно свойству 8, не ме-
няют значение определителя, нужно обнулить все, кроме одного, эле-
менты какого-либо столбца (или строки), после этого можно приме-
нять формулу разложения, и в результате задача сводится к вычисле-
нию только одного определителя �� − 1�-го порядка. Эта процедура 
повторяется до тех пор, пока не получится определитель 2-го или 3-го 
порядка. 
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Пример 7. 

7.1. 

k 3 −4 1 22 1 3 −3−2 4 2 13 2 −2 3 k = f1 столб. −3 столб.× 32 столб. +4 столб.4 столб. −3 столб.× 2h = 
= k 0 0 1 0−7 −2 3 −9−8 5 2 −39 5 −2 7 k = (разложим по первой строке) = 

= 0 + 0 + 1 ⋅ �−1��7. g−7 −2 −9−8 5 −39 5 7 g + 0 = 

= −245 + 54 + 360 + 405 − 112 − 105 = 357. 
7.2. 

kk
1 2 −1 2 32 −1 0 1 −2−1 1 3 1 −10 −2 −2 3 13 0 2 −3 −2kk = f 1 стр. +4 стр.2 стр. +3 стр.4 стр. +3 стр.× 2h = 

= kk
1 0 −3 5 41 0 3 2 −3−1 1 3 1 −1−2 0 4 5 −13 0 2 −3 −2kk = (разложим по 2-му столбцу) = 

= 1 ⋅ �−1�.7� k 1 −3 5 41 3 2 −3−2 4 5 −13 2 −3 −2k = f 2 стр. −1 стр.3 стр. +2 стр.× 24 стр. −2 стр.× 3h = 

= k1 −3 5 40 6 −3 −70 10 9 −70 −7 −9 7 k = (разложим по 1-му столбцу) = 

= −1 ⋅ �−1��7� g 6 −3 −710 9 −7−7 −9 7 g = [1 стр. +3 стр.2 стр. +3 стр.\ = 

= − g−1 −12 03 0 0−7 −9 7g = (разложим по 2-й строке) = 

= −3 ⋅ �−1��7� a−12 0−9 7a = 3�−84 − 0� = −252. 
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Определитель Вандермонда. Пусть ��, ��, … , �
 – попарно раз-

личные числа. В линейной алгебре и во многих ее приложениях боль-

шую роль играет следующий определитель �-го порядка, который 

называется определителем Вандермонда: 

 

����, ��, … , �
� = kk
1 1 … 1�� �� … �
��� ��� … �
�… … … …��
5� ��
5� … �

5�kk. 

 

Для его вычисления сначала вычтем из 2-й строки 1-ю строку, 

умноженную на ��. Затем из 3-й строки вычтем 2-ю строку, также 

умноженную на ��, и так далее, то есть из каждой строки вычтем 

предыдущую строку, умноженную на ��. Согласно свойству 8, опреде-

литель при этом не изменится, но зато получим определитель матрицы, 

у которой в 1-м столбце все элементы, кроме одного, равны нулю: 

 

k
k1 1 1 … 10 �� − �� �. − �� … �
 − ��0 ����� − ��� �.��. − ��� … �
��
 − ���0 ������ − ��� �.���. − ��� … �
���
 − ���… … … … …0 ��
5���� − ��� �.
5���. − ��� … �

5���
 − ���k

k. 
 

Раскладывая этот определитель по 1-му столбцу и вынося из каж-

дого столбца полученной матрицы общий множитель (свойство 7), по-

лучим определитель �� − 1�-го порядка: 

 

��� − �����. − ��� … ��
 − ��� kk
1 1 … 1�� �. … �
��� �.� … �
�… … … …��
5� �.
5� … �

5�kk = 

= ���� − �������, �., … , �
���� . 
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К полученному определителю Вандермонда �� − 1�-го порядка 

можно применить ту же самую процедуру. В результате окончательно 

получим, что 

 ����, ��, … , �
� = ��� − �����. − ��� … ��
 − �
5�� =  � ��� − ���������
 . 
 

§ 7. Ранг матрицы 

Рассмотрим произвольную матрицу ; с размерами � × � 

 

; = < ��� ��� … ��
��� ��� … ��
… … … …��� ��� … ��

=. 

 

Пусть N – некоторое целое число такое, что 1 ≤ N ≤ min��, ��. 

Зафиксируем в матрице ; строки с номерами {>�, >�, … , >I} и столбцы с 

номерами {?�, ?�, … , ?I}. Очевидно, что элементы матрицы ;, стоящие 

на пересечениях выбранных строк и столбцов, образуют квадратную 

матрицу N-го порядка. Определитель этой матрицы называется мино-

ром N-го порядка матрицы ; и обозначается n��,��,…,����,��,…,�� (или просто nI).  

Определение. Р а н г о м  матрицы ; (обозначается rang ; ) назы-

вается наивысший порядок отличных от нуля миноров этой матрицы, 

то есть rang ; = N, если существует хотя бы один минор N-го порядка, 

который не равен нулю, а все миноры �N + 1�-го порядка равны нулю. 

Очевидно, что для матрицы с размерами � × � количество всех 

миноров 1-го порядка равно � ⋅ �, количество миноров 2-го порядка – S�� S
� = �� ��� − 1� ⋅ �� ��� − 1�, количество миноров 3-го порядка – S�. S
. и т. д. Таким образом, для матрицы ; большого размера число 

различных ее миноров (любого порядка) очень велико, а значит, вы-

числение ранга матрицы непосредственно по определению – это очень 

трудоемкая задача, особенно если этот ранг – не очень маленькое 

число. В связи с этим на практике для вычисления ранга матрицы, как 

правило, применяются другие способы. 
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Один из них – метод окаймляющих миноров, суть которого заклю-
чается в следующем. Предположим, что в матрице ; выбраны какие-то N строк с номерами {>�, >�, … , >I} и какие-то N столбцов с номерами {?�, ?�, … , ?I}. Тогда им соответствует минор N-го порядка n��,��,…,����,��,…,��. Если N < � и N < � и к уже выбранным строкам и столбцам добавить еще 
одну строку и один столбец, то получим минор �N + 1�-го порядка 

 n��,��,…,��,������,��,…,��,���� , 
 
который называется окаймляющим минором по отношению к преды-
дущему минору nI. 

Очевидно, что для любого ненулевого минора nI число окаймля-
ющих его миноров существенно меньше числа всех миноров �N + 1�-го порядка. Кроме того, можно доказать, что если для некото-
рого ненулевого минора nI все окаймляющие миноры равны нулю, то 
и вообще все миноры �N + 1�-го порядка тоже равны нулю. Таким об-
разом, при построении максимально длинной цепочки ненулевых ми-
норов n�, n�, … , nI достаточно на любом шаге перебирать только те 
миноры, которые являются окаймляющими по отношению к предыду-
щему. Следовательно, если nI ≠ 0 и все окаймляющие его миноры �N + 1�-го порядка равны нулю, то rang ; = N. 

Очевидно, что метод окаймляющих миноров позволяет заметно 
сократить количество вычисляемых определителей, но тем не менее 
объем вычислений, как правило, остается большим. Более эффективен 
метод Гаусса, который основан на следующих двух теоремах. 

Теорема 1. Ранг матрицы не меняется при элементарных преоб-
разованиях над строками или столбцами матрицы. 

Доказательство. Как известно из свойств определителей, при пе-
рестановке местами двух строк (или столбцов) определитель меняет 
знак, при умножении строки (или столбца) на число λ ≠ 0 определи-
тель также умножается на это число λ, а при сложении и вычитании 
строк или столбцов вообще не меняется. Значит, если какой-то из ми-
норов матрицы был равен нулю, то после цепочки элементарных пре-
образований он снова будет равен нулю, и наоборот, если минор был 
ненулевым, то он и останется ненулевым. Значит, ранг матрицы не из-
менится. 
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Теорема 2. Ранг ступенчатой матрицы равен числу ее ненулевых 

строк. 

Доказательство. Пусть E – ступенчатая матрица, имеющая N 

ненулевых строк. Зафиксируем в этой матрице первые N  ненулевых 

строк, а также N столбцов, с которых начинаются ступени. Очевидно, 

что на их пересечении получится верхнетреугольная матрица, опреде-

литель которой (то есть минор nI) равен произведению диагональных 

элементов, а значит, nI ≠ 0. Если же в этой ступенчатой матрице вы-

брать большее число строк, то среди них будет хотя бы одна целиком 

нулевая строка, а значит, любой такой минор будет равен нулю, то есть rang ; = N. 

Таким образом, для нахождения ранга матрицы ; ее нужно при-

вести к ступенчатому виду. Если в этой ступенчатой матрице E имеется 

ровно N ненулевых строк, то rang E = N, а значит, rang ; = N. 

Пример 8. Найти ранг матрицы  

 

; = < 2 1 −2 1 01 0 3 1 2−2 1 1 2 −1−1 2 −4 2 −3= 

 

двумя способами: а) методом окаймляющих миноров; б) методом 

Гаусса. 

Решение. 1. Взяв в матрице ; 1-ю строку и 1-й столбец, найдем 

соответствующий минор 1-го порядка: n�� = 2 ≠ 0. Добавив к нему  

2-ю строку и 2-й столбец, найдем окаймляющий минор 2-го порядка: 

 n�,��,� = a2 11 0a = −1 ≠ 0. 
 

Теперь к этому минору 2-го порядка добавим 3-ю строку и  

5-й столбец (как более простой) и получим окаймляющий минор  

3-го порядка: 

n�,�,.�,�,d = g 2 1 01 0 2−2 1 −1g = 0 − 4 + 0 − 0 − 4 + 1 = −7 ≠ 0. 
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У последнего минора 3-го порядка имеется ровно два окаймляю-
щих минора 4-го порядка: 

 

n�,�,.,j�,�,d,. = k 2 1 −2 01 0 3 2−2 1 1 −1−1 2 −4 −3k = [1 столб. +3 столб.2 стр. +2 стр.× 2 \ = 

= k 0 1 0 04 0 3 2−1 1 3 −1−5 2 0 −3k = (разложим по 1-й строке) = 

= 1 ⋅ �−1��7� g 4 3 2−1 3 −1−5 0 −3g = �2 стр. −1 стр. � = − g 4 3 2−5 0 −3−5 0 −3g = 0, 
 

n�,�,.,j�,�,d,j = k 2 1 1 01 0 1 2−2 1 2 −1−1 2 2 −3k = X1 столб. −2 столб.× 23 столб. −2 столб. Y = 

= k 0 1 0 01 0 1 2−4 1 1 −1−5 2 0 −3k = (разложим по 1-й строке) = 

= 1 ⋅ �−1��7� g 1 1 2−4 1 −1−5 0 −3g = �2 стр. −1 стр. � = − g 1 1 2−5 0 −3−5 0 −3g = 0. 
 
Поскольку оба окаймляющих минора 4-го порядка равны нулю, 

то rang ; = 3. 
2. По методу Гаусса нужно привести матрицу к ступенчатому 

виду с помощью ЭП. 
 

< 2 1 −2 1 01 0 3 1 2−2 1 1 2 −1−1 2 −4 2 −3=
� стр.7. стр.j стр.7� стр.. стр.7� стр.×�'⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯) <1 0 3 1 20 2 −1 3 −10 2 −1 3 −10 1 7 4 3 = � стр.5. стр.. стр.5j стр.×�'⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯) 
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→ <1 0 3 1 20 1 7 4 30 0 −15 −5 −70 0 0 0 0 =. 
 

Поскольку в полученной ступенчатой матрице имеется ровно три 

ненулевые строки, то rang ; = 3. 

Ответ. rang ; = 3. 

 

§ 8. Правило Крамера 

Рассмотрим систему � линейных уравнений с � неизвестными: 

 

� ����� + ����� + … + ��
�
 = ��,����� + ����� + … + ��
�
 = ��,    …  …  …  …   …  …  …  …  …�
��� + �
��� + … + �

�
 = �
. 
 

Пусть Δ = |;| = det ; = k��� ��� … ��
��� ��� … ��
… … … …�
� �
� … �


k – определитель 

матрицы этой системы. 

Рассмотрим еще � определителей �-го порядка: 
 

Δ� = k�� ��� … ��
�� ��� … ��
… … … …�
 �
� … �


k , Δ� = k��� �� … ��
��� �� … ��
… … … …�
� �
 … �



k , … , Δ
 = k��� … ��
 ����� … ��
 ��… … … …�
� … �

 �

k, 

 

то есть в матрице ; каждый столбец по очереди заменяется на столбец 

свободных членов системы. 

Теорема (правило Крамера). Данная система уравнений опре-

деленная, то есть имеет единственное решение, в том и только в том 

случае, когда Δ = |;| ≠ 0, и тогда это единственное решение можно 

найти по формулам Крамера: 

 �� = Δ�Δ , �� = Δ�Δ , …,      �
 = Δ
Δ . 
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Доказательство. Приведем систему к ступенчатому виду с помо-
щью элементарных преобразований, при этом определитель получен-
ной ступенчатой матрицы E будет отличаться от определителя данной 
матрицы ; ненулевым постоянным множителем. Очевидно, что сту-
пенчатая система определенная тогда и только тогда, когда матрица си-
стемы треугольная, а значит, определитель этой матрицы равен произ-
ведению ее диагональных элементов, то есть не равен нулю. 

Доказательство формул Крамера для удобства проведем для си-
стемы трех уравнений с тремя неизвестными. Рассмотрим матрицу 
4-го порядка 

 

� = <�� ��� ��� ��.�� ��� ��� ��.�� ��� ��� ��.�. �.� �.� �..
=, 

 
которая получается из матрицы ; следующим образом: сначала к мат-
рице ; слева приписывается столбец свободных членов системы, а за-
тем первая строка полученной прямоугольной матрицы записывается 
сверху еще раз. Поскольку матрица � имеет две одинаковые строки, то det � = 0. Разложим этот определитель по первой строке. 
 

0 = �� ⋅ �−1��7� g��� ��� ��.��� ��� ��.�.� �.� �..g + ��� ⋅ �−1��7� g�� ��� ��.�� ��� ��.�. �.� �..g + 

+ ��� ⋅ �−1��7. g�� ��� ��.�� ��� ��.�. �.� �..g + ��. ⋅ �−1��7j g�� ��� ����� ��� ����. �.� �.�g. 
 

Если у 3-го из этих определителей поменять местами два столбца, 
а у 4-го – два раза поменять местами столбцы, то получим 

 0 = ��Δ − ���Δ� − ���Δ� −  ��.Δ., 
 
то есть 
 ��� Δ�Δ + ��� Δ�Δ + ��. Δ.Δ = ��. 
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Таким образом, числа �� = ��� , �� = ��� , �. = ���  удовлетворяют 

уравнению ����� + ����� + ��.�. = ��. 
Аналогично можно показать, что эти числа удовлетворяют и дру-

гим двум уравнениям, что и доказывает теорему. 

Пример 9. Найдем методом Крамера решение системы 

 

, 3�� + 4�� − 2�. = 6,2�� − 5�� + 2�. = 5,−3�� − 5�� + 4�. = −9. 
 

Решение. 

 

Δ = g 3 4 −22 −5 2−3 −5 4 g = −60 − 24 + 20 + 30 + 30 − 32 = −36 ≠ 0, 
 

значит, система имеет единственное решение: 
 

Δ� = g 6 4 −25 −5 2−9 −5 4 g = −120 − 72 + 50 + 90 + 60 − 80 = −72, 
Δ� = g 3 6 −22 5 2−3 −9 4 g = 60 − 36 + 36 − 30 − 48 + 54 = 36, 
Δ. = g 3 4 62 −5 5−3 −5 −9g = 135 − 60 − 60 − 90 + 75 + 72 = 72. 
 

Таким образом, 

 �� = Δ�Δ = −72−36 = 2, �� = Δ�Δ = 36−36 = −1,   �. = Δ.Δ = 72−36 = −2. 
 

Ответ. �� = 2, �� = −1, �. = −2. 
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§ 9. Присоединенная матрица 

Пусть ; = < ��� ��� … ��
��� ��� … ��
… … … …�
� �
� … �


= – квадратная матрица. Имеет 

место следующая теорема. 
Теорема (критерий обратимости матрицы). Матрица ; обра-

тимая тогда и только тогда, когда det ; ≠ 0. 
Доказательство. Предположим, что матрица ; обратимая, то есть 

существует обратная матрица ;5� такая, что ; ⋅ ;5� = ;5� ⋅ ; = B. 
Согласно одному из свойств определителей, 
 1 = det B = det�; ⋅ ;5�� = det ; ⋅ det ;5�, 

 
то есть det ; ≠ 0 . 

Предположим теперь, что Δ = |;| = det ; ≠ 0. Рассмотрим мат-
рицу ;′, которая называется присоединенной к данной матрице ;. Она 
составлена из алгебраических дополнений элементов матрицы ;, при 
этом индексы надо поменять местами, то есть 

 

;� = < Δ�� −Δ�� Δ.� …−Δ�� Δ�� −Δ.� …Δ�. −Δ�. Δ.. …… … … …=. 
 
Напомним, что Δ�� = n�� – минор �� − 1)-го порядка матрицы ;, 

то есть определитель матрицы, которая получается из матрицы ; вы-
черкиванием строки с номером > и столбца с номером ?. 

Из формул разложения определителя и ложного разложения 
определителя (по всем строкам и столбцам) следует, что 

 

; ⋅ ;� = ;� ⋅ ; = < Δ 0 0 …0 Δ 0 …⋮ ⋮ ⋱ ⋮0 0 … Δ=, 
 

а значит, матрица 
�� ;′ обратная к ;, тем самым теорема доказана. 
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Таким образом, формулу для вычисления обратной матрицы 
можно записать в виде 

 

;5� = 1Δ < Δ�� −Δ�� Δ.� …−Δ�� Δ�� −Δ.� …Δ�. −Δ�. Δ.. …… … … …=. 
 
Метод вычисления обратной матрицы, основанный на этой фор-

муле, называется методом присоединенной матрицы. 
 

Пример 10. Пусть ; = f 3 −2 51 3 4−4 −2 5h. 
 

Решение. Δ = |;| = 45 + 32 − 10 + 60 + 24 + 10 = 161 ≠ 0, 
значит, обратная матрица существует. 

 Δ�� = a 3 4−5 5a = 35, Δ�� = a 1 4−4 5a = 21, Δ�. = a 1 3−4 −2a = 10, 
Δ�� = a−2 5−2 5a = 0, Δ�� = a 3 5−4 5a = 35, Δ�. = a 3 −2−4 −2a = −14, 
Δ.� = a−2 53 4a = −23, Δ.� = a3 51 4a = 7, Δ.. = a3 −21 3 a = 11. 

 
Поменяв местами индексы и изменив знак у четырех определите-

лей с нечетной суммой индексов, найдем присоединенную матрицу 
 ;� = f 35 0 −23−21 35 −710 14 11 h. 
 

Таким образом,  
 ; = 1161 ;� = 1161 f 35 0 −23−21 35 −710 14 11 h. 
 

Ответ. ; = 1161 f 35 0 −23−21 35 −710 14 11 h. 
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§ 10. Векторная алгебра 

Вектором (на плоскости или в пространстве) называется направ-
ленный отрезок, то есть для задания вектора нужно отметить две точки, 
провести через них отрезок прямой и указать стрелкой одно из двух 
направлений. Если точка ; – начало этого отрезка, а точка O – его ко-

нец, то получаем вектор, который обозначается ;O�����⃗  или одной строчной 

буквой �⃗. 

Два вектора �⃗ и ��⃗  считаются равными, если один из них можно 
получить из другого в результате параллельного переноса. 

Если на плоскости задана декартова (прямоугольная) система ко-
ординат @��, то координатами вектора �⃗ называются координаты его 
конца при условии, что начало вектора совпадает с началом координат 
(точка @). Записывается �⃗���, ��� (рис. 4). 

 Очевидно, что если заданы координаты двух точек ;⃗���, ��� и O�⃗ ���, ���, то для нахождения координат вектора ;O�����⃗  нужно из коорди-
нат его конца вычесть соответствующие координаты начала (рис. 5), то 

есть ;O�����⃗ = ��� − ��, �� − ���. 
 
 
 
 

 

 
 
 
 

 

Рис. 4. Вектор �⃗ на плоскости                    Рис. 5. Вектор ;O�����⃗  на плоскости 

 

Модулем вектора ;O�����⃗  называется длина этого отрезка (обознача-

ется �;O�����⃗ �). Очевидно, что если заданы координаты вектора �⃗���, ���, 

то его модуль вычисляется по теореме Пифагора, то есть  
 |�⃗| = ���� + ���. 

� 

� 0 

��

�� 

�⃗ 

� 

� 0 

��

��

O 

��
�� 

; 
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Замечания. 1. Если начало и конец вектора совпадают, то такой 

вектор называется нулевым и обозначается 0�⃗ . Очевидно, что коорди-

наты нулевого вектора и его модуль равны нулю. 

2. Все сказанное выше справедливо и для пространственных век-

торов, только должна быть задана декартова система координат в про-

странстве @���. Тогда координаты вектора – это тройка чисел �⃗���, ��, ���, причем |�⃗| = ���� + ��� + ��� и ;O�����⃗ ��� − ��, �� − ��, �� −− ���, если ;���, ��, ���, O���, ��, ���. 

В векторной алгебре рассматриваются пять операций, которые 

можно производить с векторами. 

 

§ 11. Умножение вектора на число 

Пусть �⃗ – вектор (на плоскости или в пространстве) и λ – действи-

тельное число. 

Произведением вектора �⃗ 

на число λ называется вектор λ�⃗, 

модуль которого вычисляется по 

формуле |λ�⃗| = |λ| ⋅ |�⃗|, а направ-

ление вектора λ�⃗ совпадает с 

направлением вектора �⃗,  если λ > 0. Если же λ < 0, то вектор λ�⃗ направлен в противоположную сто-

рону (рис. 6). Заметим, что 0 ⋅ �⃗ = 0�⃗ . 

 

§ 12. Сложение и вычитание векторов 

Пусть �⃗ и ��⃗  – два вектора (на плос-

кости или в пространстве). Сумму этих 

векторов можно определить двумя спосо-

бами. 

Правило параллелограмма. Если 

начала обоих векторов поместить в одну 

точку и достроить их до параллелограмма, 

то суммой этих векторов будет диагональ 

параллелограмма (рис. 7).  

 

Рис. 6. Произведение вектора  
на число 

Рис. 7. Сложение векторов  

по правилу параллелограмма 
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Правило треугольника. Если начало вектора ��⃗  совместить с 

концом вектора �⃗, то началом вектора �⃗ + ��⃗  будет начало вектора �⃗, а 

концом вектора �⃗ + ��⃗  – конец вектора ��⃗  (рис. 8).  

Разность векторов можно определить как �⃗ − ��⃗ = �⃗ + �−1���⃗  или 

по правилу треугольника: если совместить начала обоих векторов, то 

началом вектора �⃗ − ��⃗  будет конец ��⃗ , а концом – конец �⃗ (рис. 9). 

 

 

 

 

 
 

 

 

Рис. 8. Сложение векторов  

по правилу треугольника 

 

 

 

 

 
 

 

Рис. 9. Разность векторов  

по правилу треугольника 
 

Если векторы заданы своими координатами: �⃗���, ��, ��� и ��⃗ ���, ��, ���, то очевидно, что введенные операции запишутся как 

 λ�⃗ = �λ��, λ��, λ���, �⃗ + ��⃗ = ��� + ��, �� + ��, �� + ���, �⃗ − ��⃗ = ��� − ��, �� − ��, �� − ���. 
 

Замечание. На практике иногда 
применяется еще один способ записи 
координат вектора. Пусть @�� – декар-
това система координат на плоскости, в 
этом случае пару векторов единичной 
длины, которые направлены по задан-
ным осям, называют стандартным ба-

зисом на плоскости и обозначают {�⃗, �⃗}. 
Очевидно, что если ���, ��� – коор-

динаты вектора �⃗ (рис. 10), то �⃗ = ���⃗ ++ ���⃗. 

��⃗  �⃗ 

�⃗ + ��⃗    ��⃗  

�⃗ 

�⃗ − ��⃗  

  
Рис. 10. Стандартный базис  

на плоскости 
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Для пространственных векторов аналогичная запись имеет вид 

 �⃗ = ���⃗ + ���⃗ + ��N�⃗ , 
 

где ��⃗, �⃗, N�⃗   – стандартный базис в пространстве, то есть тройка взаимно 

перпендикулярных векторов единичной длины таких, что �⃗ направлен 

по оси @�, �⃗ – по оси @� и N�⃗  – по оси @�. 

 

§ 13. Скалярное произведение векторов 

Пусть �⃗ и ��⃗  – два вектора (на плоскости или в пространстве). 

Определение. С к а л я р н ы м  п р о и з в е д е н и е м  этих векто-

ров называется число, которое обозначается �⃗ ⋅ ��⃗  и равно произведению 

модулей этих векторов на косинус угла между ними (рис. 11), то есть  

 �⃗ ⋅ ��⃗ = |�⃗| ⋅ ���⃗ � ⋅ cos φ. 
 

Заметим, что эту формулу можно записать иначе (рис. 12): 

 �⃗ ⋅ ��⃗ = |�⃗| ⋅ пр¤�⃗  ��⃗ , 
 

где пр¤�⃗  ��⃗  – проекция вектора ��⃗  на ось вектора �⃗. 

 
 

 

 

 

 

 
 
 
 

Рис. 11. Скалярное  
произведение векторов 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рис. 12. Скалярное  
произведение векторов через  

проекцию 

  

�⃗ 

��⃗  

φ пр¤�⃗  ��⃗  �⃗ 

��⃗  

φ 
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Очевидно, что имеют место следующие свойства скалярного 

произведения: 

1) �⃗ ⋅ �⃗ = |�⃗|�; 

2) �⃗ ⋅ ��⃗ = ��⃗ ⋅ �⃗ (коммутативность); 

3) �λ�⃗� ⋅ ��⃗ = �⃗ ⋅ �λ��⃗ � = λ��⃗ ⋅ ��⃗ �; 

4) ��⃗ + ��⃗ � ⋅ T⃗ = �⃗ ⋅ T⃗ + ��⃗ ⋅ T⃗ (линейность); 

5) �⃗ ⋅ ��⃗ = 0, если векторы �⃗ и ��⃗  перпендикулярны. 

Если векторы заданы своими координатами, то из свойств ска-

лярного произведения следует, что  
 �⃗ ⋅ ��⃗ = ����⃗ + ���⃗�����⃗ + ���⃗� = = ���� ⋅ �⃗ ⋅ �⃗ + ���� ⋅ �⃗ ⋅ �⃗ + ���� ⋅ �⃗ ⋅ �⃗ + ���� ⋅ �⃗ ⋅ �⃗ = = ���� ⋅ 1 + ���� ⋅ 0 + ���� ⋅ 0 + ���� ⋅ 1 = ���� + ����. 
 

Аналогичная формула имеет место для пространственных векто-

ров: 

 �⃗ ⋅ ��⃗ = ���� + ���� + ����. 
 

На практике скалярное произведение применяется, как правило, 

для вычисления углов между векторами. Если �⃗���, ��, ��� и ��⃗ ���, ��, ��� – два вектора, то косинус угла между ними можно найти 

по формуле 

 

cos φ = �⃗ ⋅ ��⃗|�⃗| ⋅ ���⃗ � = ���� + ���� + �������� + ��� + ������� + ��� + ��� . 
 

§ 14. Векторное произведение векторов 

Пусть �⃗ и ��⃗  – два вектора в пространстве. 

Определение. В е к т о р н ы м  п р о и з в е д е н и е м  этих векто-

ров называется вектор T⃗ = �⃗ × ��⃗  (рис. 13), который однозначно опре-

деляется следующими тремя условиями: 
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1) |T⃗| = |�⃗| ⋅ ���⃗ � ⋅ sin φ (площадь параллелограмма, построенного 

на этих векторах); 

2) вектор T⃗ перпендикулярен 

плоскости векторов �⃗ и ��⃗ ; 

3) одно из двух возможных 

направлений вектора T⃗ определяется 

так, чтобы с конца вектора T⃗ кратчай-

ший поворот от �⃗ к ��⃗  был виден совер-

шающимся против часовой стрелки 

(можно пользоваться также правилом 

буравчика или правилом правой руки). 

Свойства векторного произведения следующие: 

1) �⃗ × ��⃗ = 0�⃗ , если векторы �⃗ и ��⃗  коллинеарны, то есть лежат на 

одной прямой; 

2) �⃗ × ��⃗ = −��⃗ × �⃗ (антикоммутативность); 

3) �λ�⃗� × ��⃗ = �⃗ × �λ��⃗ � = λ��⃗ × ��⃗ �; 

4) �������⃗ + ������⃗ � × ��⃗ = ������⃗ × ��⃗ + ������⃗ × ��⃗  (линейность). 

Доказательство последнего свойства опустим, а первые три абсо-

лютно очевидны. 

Предположим, что в пространстве задана декартова система ко-

ординат @��� и ��⃗, �⃗, N�⃗   – стандартный базис. Непосредственно по опре-

делению легко получить таблицу векторного умножения базисных век-

торов: 

 �⃗ × �⃗ = 0�⃗ ,   �⃗ × �⃗ = N�⃗ , �⃗ × N�⃗ = −�⃗, �⃗ × �⃗ = −N�⃗ , �⃗ × �⃗ = 0�⃗ , �⃗ × N�⃗ = �⃗, N�⃗ × �⃗ = �⃗, N�⃗ × �⃗ = −�⃗, N�⃗ × N�⃗ = 0�⃗ . 
 

 

  

Рис. 13. Векторное  

произведение векторов 
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Если заданы координаты векторов �⃗ и ��⃗ , то, пользуясь свой-

ствами, легко найти их векторное произведение: 

 �⃗ × ��⃗ = ����⃗ + ���⃗ + ��N�⃗ � × ����⃗ + ���⃗ + ��N�⃗ � = = ���� ⋅ �⃗ × �⃗ + ���� ⋅ �⃗ × �⃗ + ���� ⋅ �⃗ × N�⃗ + ���� ⋅ �⃗ × �⃗ + ���� ⋅ �⃗ × �⃗ + + ���� ⋅ �⃗ × N�⃗ + ���� ⋅ N�⃗ × �⃗ + ���� ⋅ N�⃗ × �⃗ + ���� ⋅ N�⃗ × N�⃗ = = ����0�⃗ + ����N�⃗ + �����−�⃗� + �����−N�⃗ � + ����0�⃗ + + �����⃗ + �����⃗ + �����−�⃗� + ����0�⃗ = = ����� − ������⃗ + ����� − ������⃗ + ����� − �����N�⃗ = = ����� − ����; ���� − ����; ���� − �����. 
 

Полученную формулу для вычисления векторного произведения 

очень легко запомнить, если записать ее в виде символического опре-

делителя 

 

�⃗ × ��⃗ = ¥ �⃗ �⃗ N�⃗�� �� ���� �� ��¥. 
 

С помощью векторного произведения можно решать две основ-

ные задачи: 

1) нахождение координат вектора, перпендикулярного двум за-

данным векторам; 

2) вычисление площадей. 

 

§ 15. Смешанное произведение векторов 

Рассмотрим три вектора в пространстве �⃗, ��⃗  и T⃗. 

Определение. С м е ш а н н ы м  п р о и з в е д е н и е м  векторов 

называется число ��⃗ × ��⃗ � ⋅ T⃗ (то есть первые два вектора умножаются 

векторно и полученный вектор умножается скалярно на третий  

вектор). 



40 

Теорема (геометрический смысл смешанного произведения).  

1. Если векторы �⃗, ��⃗  и T⃗ компланарны, то есть лежат в одной плос-

кости, то ��⃗ × ��⃗ � ⋅ T⃗ = 0. 

2. Если векторы �⃗, ��⃗  и T⃗ некомпланарны, то ��⃗ × ��⃗ � ⋅ T⃗ = ±¦, где ¦ – объем параллелепипеда, построенного на этих векторах (рис. 14). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рис. 14. Параллелепипед, построенный на векторах  

 

 

Доказательство. 1. Следует из признака перпендикулярности 

прямой и плоскости. 

2. Если |T⃗| ⋅ cos φ = � и ��⃗ × ��⃗ � = E, то 

 ��⃗ × ��⃗ � ⋅ T⃗ = ��⃗ × ��⃗ � ⋅ |T⃗| ⋅ cos φ = E ⋅ � = ¦. 

T⃗ 

φ 

� 

�⃗ × ��⃗  

�⃗ 

��⃗  
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Если векторы �⃗, ��⃗  и T⃗ заданы своими координатами: �⃗ = = ���, ��, ���, ��⃗ = ���, ��, ���, T⃗ = ���, ��, ���, то их смешанное произ-

ведение вычисляется по формуле 

 

��⃗ × ��⃗ � ⋅ T⃗ = g�� �� ���� �� ���� �� ��g. 
 

Для доказательства этой формулы нужно разложить определи-

тель по 3-й строке и воспользоваться уже полученными ранее форму-

лами для вычисления в координатах скалярного и векторного произве-

дений векторов. 

С помощью смешанного произведения можно проверить компла-

нарность трех векторов. Кроме того, смешанное произведение приме-

няется для вычисления объемов всевозможных многогранников.  

В частности, объем треугольной пирамиды ;OSC можно найти по фор-

муле 

 ¦§¨©ª = 16 ��;O�����⃗ × ;S�����⃗ � ⋅ ;C�����⃗ �. 
 

Контрольные вопросы 

1. Каким будет максимальное число элементарных преобразова-

ний 3-го типа, приводящих к ступенчатому виду систему из четырех 

линейных уравнений с четырьмя неизвестными? 

2. Приведите пример ненулевой матрицы 3-го порядка, для кото-

рой ;� = 0. 

3. Приведите примеры двух четных и двух нечетных подстановок 

5-го порядка. 

4. Приведите пример подстановки 6-го порядка, у которой коли-

чество инверсий равно пяти. 
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5. Чему равен определитель трапецеидальной (но не треугольной) 

матрицы? 

6. На какое число нужно умножить все элементы квадратной мат-

рицы 3-го порядка, чтобы ее определитель удвоился? 

7. Все элементы главной диагонали матрицы 4-го порядка равны 

–1 и +1, а все остальные элементы – четные числа. Может ли опреде-

литель такой матрицы равняться двум? 

8. Сколько различных миноров может быть у матрицы с разме-

рами 3×1? 

9. Чему равен ранг ненулевой матрицы, все строки которой про-

порциональны? 

10. Как с помощью векторного и смешанного произведений векто-

ров найти радиус сферы, вписанной в треугольную пирамиду, у кото-

рой заданы координаты всех вершин? 
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Глава 2. ЛИНЕЙНЫЕ ВЕКТОРНЫЕ ПРОСТРАНСТВА 

 

Определение. Л и н е й н ы м  п р о с т р а н с т в о м  называется 

множество элементов « = {�̅, �­, �̅, … }, на котором заданы две операции: 

1) операция умножения на число, то есть любому элементу �̅ ∈ « 

и любому действительному числу λ ∈ ℝ по некоторому правилу одно-

значно ставится в соответствие элемент �­ = λ�̅; 

2) операция сложения, то есть каждой паре элементов �̅, �­ ∈ «  по 

некоторому правилу однозначно ставится в соответствие элемент �̅ ==  �̅ + �­, который называется суммой этих элементов. При этом вы-

полняются следующие свойства (аксиомы линейного пространства): 

1) коммутативность сложения: �̅ + �­ = �­ + �̅ для любых �̅, �­ ∈ «; 

2) ассоциативность сложения: ��̅ + �­� + �̅ = �̅ + ��­ + �̅� для лю-

бых �̅, �­, �̅ ∈ «; 

3) существует элемент 0­ ∈ «, который называется нулевым и та-

кой, что �̅ + 0­ = 0­ + �̅ для любого �̅ ∈ «; 

4) для любого элемента �̅ ∈ « существует противоположный эле-

мент �−�̅� такой, что �̅ + �−�̅� = 0­; 

5) 1 ⋅ �̅ = �̅; 

6) α�β�̅� = �αβ��̅ (ассоциативность умножения); 

7) �α + β��̅ = α�̅ + β�̅; 

8) α��̅ + �­� = α�̅ + β�­ (дистрибутивность). 

Рассмотрим основные примеры линейных пространств, многие 

из которых будут использоваться в дальнейшем. 

1. Пусть ¦� – множество векторов на плоскости относительно 

обычных операций сложения и умножения на число (рис. 15). Легко 

проверить, что все аксиомы выполняются, поэтому ¦� – линейное про-

странство. 

2. Аналогично множество пространственных векторов ¦. также 

линейное пространство. 
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а) 

 
 
 
 
 
 
 

б) 

Рис. 15. Операции над векторами: а – умножение на число;  

б – сложение векторов по правилу параллелограмма 

 

3. ℝ
 = {�̅ = ���, ��, … , �
�} – множество всех упорядоченных 

наборов из � действительных чисел �� ∈ ℝ, на котором заданы следу-

ющие операции: λ���, ��, … , �
� = �λ��, λ��, … , λ�
�, ���, ��, … , �
� + ���, ��, … , �
� = ��� + ��, �� + ��, … , �
 + �
�. 

Очевидно, что все аксиомы выполняются, значит, это множество 

также линейное пространство. 

4. ℝ
 – множество таких же упорядоченных наборов, которые за-

писываются в виде столбцов, а операции определяются аналогично. 

5. n�×
 – множество всех матриц с заданными размерами � × �. 

6. ℝ±�² – множество всех многочленов с действительными коэф-

фициентами: ³��� = �
�
 + �
5��
5� + … + ��� + ��. 

7. ℝ
±�² – множество всех многочленов, степень которых не пре-

восходит заданного числа �,  то есть deg ³��� ≤ �. 

8. S±�, �² – множество всех функций, заданных на отрезке ±�, �² и 

непрерывных на этом отрезке. 

9. S′±�, �² – множество всех дифференцируемых на отрезке ±�, �² 
функций. 

10. ℝ´±�²µ = �� + ��� + ���� + … + �
�
 + … – множество всех 

формальных степенных рядов, где �� ∈ ℝ. 

Как видно, элементами линейного пространства могут быть са-

мые разные объекты (наборы чисел, матрицы, многочлены, функции и 

т. п.), а благодаря первым двум примерам элементы линейного про-

странства часто называют векторами, а само пространство – вектор-

ным пространством, или линейным векторным пространством. 

�̅ 

λ�̅ 

�̅ 

�­ 
�̅ + �­ 
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§ 1. Линейная зависимость и линейная независимость 

Пусть « – линейное векторное пространство. Рассмотрим некото-

рую систему векторов  {¶̅�, ¶̅�, … , ¶̅I} этого пространства. 

Определение. 1. Система векторов {¶̅�, ¶̅�, … , ¶̅I} называется  
л и н е й н о  з а в и с и м о й  (ЛЗ), если существуют действительные 

числа λ�, λ�, … , λI, не все равные нулю и такие, что 

 λ�¶̅� + λ�¶̅� +  … + λI¶̅I = 0­. 
 

2. Система векторов {¶̅�, ¶̅�, … , ¶̅I} называется л и н е й н о  н е -
з а в и с и м о й  (ЛНЗ), если она не является линейно зависимой. Дру-

гими словами, из равенства λ�¶̅� + λ�¶̅� + … + λI¶̅I = 0­ обязательно 

следует, что λ� = λ� =  …  = λI = 0. 
Отметим некоторые простые и важные свойства линейно зависи-

мых систем векторов в любом линейном пространстве: 
1) если система векторов содержит хотя бы один нулевой вектор, 

то она линейно зависима; 
2) если система векторов содержит два одинаковых вектора, то 

она также линейно зависима; 

3) система векторов {¶̅�, ¶̅�, … , ¶̅I} линейно зависимая в том и 
только в том случае, когда один из этих векторов равен линейной ком-

бинации остальных, то есть, например, ¶̅� = λ�¶̅� + λ.¶̅. + … + λI¶̅I . 
Последнее свойство иногда называют критерием линейной зави-

симости системы векторов. 
Рассмотрим геометрический смысл линейной зависимости и ли-

нейной независимости векторов на примере пространств ¦� и ¦.. 

1. Пусть �⃗ и ��⃗  – два вектора (на плоскости или в пространстве). 

Линейная зависимость этих векторов означает, что λ��⃗ + λ���⃗ = 0�⃗ , где 

хотя бы один из коэффициентов ненулевой, например λ� ≠ 0. Но тогда λ��⃗ = −λ���⃗ , то есть �⃗ = − _�_� ��⃗ , а значит, векторы �⃗ и ��⃗  коллинеарны. 

2. Рассмотрим три вектора на плоскости: �⃗, ��⃗  и T⃗. Если какие-то 

два из них коллинеарны, то система векторов {�⃗, ��⃗ , T⃗} уже будет ли-
нейно зависимой. Если же эти векторы попарно неколлинеарны, то 

проведем через конец вектора T⃗ две прямые, параллельные векторам �⃗ и ��⃗  (рис. 16). 
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Рис. 16. Линейная зависимость векторов 

 

Тогда по правилу параллелограмма T⃗ = λ��⃗ + λ���⃗ , то есть 

 λ��⃗ + λ���⃗ + �−1�T⃗ = 0�⃗ . 
 

Таким образом, три вектора на плоскости всегда линейно зави-

симы. 

3. Пусть {�⃗, ��⃗ , T⃗} – три вектора в пространстве. Очевидно, что эта 

система векторов будет линейно зависимой в том и только в том слу-

чае, когда эти векторы компланарны, то есть лежат в одной плоскости 

(см. предыдущий пример). 

4. Рассмотрим теперь четыре ненулевых вектора в пространстве �⃗, ��⃗ , T⃗, ·⃗. Если какие-то два из них коллинеарны или какие-то три ком-

планарны, то эта система векторов уже линейно зависимая. Если же 

никакие два из них неколлинеарны и никакие три из них некомпла-

нарны, то можно построить параллелепипед, диагональ которого равна ·⃗, а ребра направлены по векторам �⃗, ��⃗  и T⃗. Тогда ·⃗ = λ��⃗ + λ���⃗ + λ.T⃗, 

то есть λ��⃗ + λ���⃗ + λ.T⃗ + �−1�·⃗ = 0�⃗ . Таким образом, четыре вектора в 

пространстве ¦. всегда линейно зависимые. 

Важнейший пример линейного векторного пространства – про-

странство упорядоченных наборов длины � (строк), то есть  ℝ
 = {���, ��, … , �
�}. Рассмотрим в этом пространстве систему из N векторов: 

T⃗ 

�⃗ 
λ��⃗ 

λ���⃗  

��⃗  
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¶̅� = ����, ���, … , ��
�, ¶̅� = ����, ���, … , ��
�, …   …   … ¶̅I = ��I�, �I�, … , �I
�. 
 

Составим из этих векторов матрицу ; с размерами N × �: 

 

; = < ��� ��� … ��
��� ��� … ��
… … … …�I� �I� … �I

=. 

 

Легко доказать, что имеют место следующие свойства: 

1) система векторов {¶̅�, ¶̅�, … , ¶̅I} линейно независимая в том и 

только в том случае, когда rang ; = N; 
2) если N > �, то любая система из N векторов линейно зависима; 

3) если N = �, то система векторов линейно зависимая тогда и 

только тогда, когда det ; = 0. 

 

§ 2. Размерность и базис линейного пространства 

Пусть « – произвольное линейное векторное пространство. 

Определение. 1. Число � называется р а з м е р н о с т ь ю  про-

странства « (обозначается так: � = dim «), если в пространстве суще-

ствует хотя бы одна система, состоящая из � ЛНЗ векторов, а любая 

система из большего числа векторов уже линейно зависимая, то есть dim « – это максимальное число ЛНЗ векторов этого пространства, и в 

этом случае пространство называется к о н е ч н о м е р н ы м . 

2. Если для любого натурального числа � в линейном простран-

стве существует система из � ЛНЗ векторов, то такое пространство « 

называется б е с к о н е ч н о м е р н ы м  (dim « = ∞). 

3. Если dim « = � < ∞, то любая система из � ЛНЗ векторов про-

странства « называется б а з и с о м  этого пространства и обозначается ¹ = {¶̅�, ¶̅�, … , ¶̅
}. 
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Пример 11. 

11.1. Очевидно, что dim ¦� = 2, а базис этого пространства – лю-

бая пара неколлинеарных векторов на плоскости: ¹ = {¶̅�, ¶̅�}. 

11.2. Также очевидно, что dim ¦. = 3, базис этого пространства – 

любая тройка некомпланарных векторов в пространстве: ¹ = {¶̅�, ¶̅�, ¶̅.}. 

11.3. Можно показать, что dim ℝ
 = �, при этом если ; – квад-

ратная матрица порядка � и det ; ≠ 0, то строки этой матрицы обра-

зуют базис пространства ¹ = {¶̅�, ¶̅�, … , ¶̅
}, причем простейший базис 

этого пространства – набор из строк единичной матрицы порядка �, то 

есть 

 ¶̅� = �1, 0, 0, … , 0�, ¶̅� = �0, 1, 0, … , 0�, … ¶̅
 = �0, 0, 0, … , 1�. 
 

11.4. Рассмотрим пространство многочленов ℝ
±�². Поскольку 

любой многочлен º��� = �� + ��� + … + �
�
, степень которого deg º��� ≤ �, фактически определяется  набором из �� + 1� коэффици-

ентов ���, ��, … , �
�, то dim ℝ
��� = � + 1. Простейший базис этого 

пространства – набор одночленов ¹ = {1, �, ��, … , �
}. 

11.5. Очевидно, что dim n�×
 = � ⋅ �, так как любая матрица с 

размерами � × � определяется упорядоченным набором ����, ���, … , ��
, ���, ���, … , ��
, ���, ���, … , ��
� из � ⋅ � чисел. Про-

стейший базис этого пространства – совокупность матриц B��, у кото-

рых один из элементов равен единице, а остальные равны нулю. 

11.6. Поскольку система одночленов {1, �, ��, … , �
} линейно не-

зависимая для любого натурального �, то пространства ℝ±�², ℝ´±�²µ, S±�, �² и S′±�, �² бесконечномерные. 
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§ 3. Разложение вектора по базису 

Пусть « – линейное пространство размерности �, ¹ = = {¶̅�, ¶̅�, … , ¶̅
} – фиксированный базис этого пространства. 

Теорема. Для любого вектора �̅ ∈ « существует единственный 

набор чисел ���, ��, … , �
� такой, что �̅ = ��¶̅� + ��¶̅� + … + �
¶̅
. Это 

равенство называется разложением вектора �̅ по базису ¹, а сами 

числа ���, … , �
� – координатами вектора �̅ в базисе ¹. 

Доказательство. 1. Рассмотрим систему векторов {�̅, ¶̅�, ¶̅�, … , ¶̅
}. 

Поскольку число векторов в этой системе равно � + 1, а dim « = �, то 

эта система линейно зависимая, то есть 

 λ��̅ + λ�¶̅� + … + λ
¶̅
 = 0. 
 

Очевидно, что λ� ≠ 0, так как в противном случае получается ли-

нейная зависимость базисных векторов. Значит, 

 �̅ = [− λ�λ�\ ¶̅� + [− λ�λ�\ ¶̅� + … + [− λ
λ�\ ¶̅
 =  ��¶̅� + … + �
¶̅
, 
 

то есть такое разложение существует. 

2. Предположим, что имеются два таких разложения: 

 �̅ = ��¶̅� + ��¶̅� +  … + �
¶̅
 = ��� ¶̅� + … + �
� ¶̅
. 
 

Перенося все члены из правой части в левую и группируя подоб-

ные члены, получим, что ��� − ��� �¶̅� + … + ��
 − �
� �¶̅
 = 0­, а по-

скольку векторы  {¶̅�, ¶̅�, … , ¶̅
} образуют базис и, в частности, линейно 

независимы, то в последнем равенстве все коэффициенты равны нулю, 

то есть �� = ��� , … , �
 = �
� . Таким образом, разложение вектора �̅ по 

базису ¹ единственное. 

Пример 12. Проверить, что векторы ¶̅� = �2, 1, −3�, ¶̅� = �1, 3, 1� 

и ¶̅. = �3, −1, −1� образуют базис пространства ℝ., и найти коорди-

наты вектора �⃗ = �17, −14, −18� в этом базисе. 
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Решение. Составим матрицу из координат заданных векторов {¶̅�, ¶̅�, ¶̅.} и найдем ее определитель: 
 

Δ = g2 1 −31 3 13 −1 −1g = −6 + 3 + 3 + 27 + 2 + 1 = 30. 
 

Поскольку Δ ≠ 0, то эта система векторов линейно независима, а 
так как dim ℝ. = 3, то они образуют базис. Запишем разложение век-
тора  �­ по этому базису: 

 �­ = ��¶̅� + ��¶̅� + �.¶̅., 
 

где ��, ��, �. – неизвестные пока координаты. Перепишем это вектор-
ное равенство в виде 
 

�� f 21−3h + �� f131h + �. f 3−1−1h = f 17−14−18h. 
 
Отсюда получаем систему линейных уравнений 
 

, 2�� + �� + 3�. = 17,�� + 3�� − �. = −14,−3�� + �� − �. = −18. 
 
Найдем ее решение методом Гаусса. Для этого из 1-го уравнения 

вычтем 2-е уравнение, умноженное на два, а к 3-му уравнению приба-
вим 2-е уравнение, умноженное на три, при этом в новой системе на 
первое место поставим 2-е уравнение (чтобы первая ступень начина-
лась с единицы): 

 

,�� + 3�� − 3�. = −14,−5�� + 5�. = 45,10�� − 4�. = −60.  

 
Теперь к 3-му уравнению прибавим удвоенное 2-е уравнение, по-

сле чего 2-е уравнение сократим на пять. 
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,�� + 3�� − 3�. = −14,      −�� + �. = 9,                    6�. = 30.  

 

Из полученной ступенчатой системы последовательно находим �. = 5, �� = −4, �� = 3. Таким образом, �­ = 3¶̅� − 4¶̅� + 5¶̅.. 

 
§ 4. Евклидовы пространства 

Рассмотрим произвольное линейное векторное пространство «. 
Определение. Говорят, что в пространстве « задано скалярное 

произведение, если каждой паре векторов �̅, �­ ∈ « по некоторому пра-
вилу однозначно ставится в соответствие некоторое действительное 
число, которое обозначается �̅ ⋅ �­ и называется скалярным произведе-
нием этих векторов, причем выполняются следующие свойства (акси-

омы скалярного произведения): 
1) �̅ ⋅ �̅ » 0 для любого �̅ (причем �̅ ⋅ �̅ > 0, если �̅ ≠ 0); 
2) �̅ ⋅ �­ = �­ ⋅ �̅ для любых �̅, �­ ∈ «; 
3) �̅ ⋅ ��­ + �̅� = �̅ ⋅ �­ + �̅ ⋅ �̅ для любых �̅, �­, �̅ ∈ «; 
4) �λ�̅� ⋅ �­ = λ��̅ ⋅ �­� = �̅ ⋅ �λ�­� для любых �̅, �­ ∈ « и λ ∈ ℝ. 
Если в линейном векторном пространстве задано скалярное про-

изведение �̅ ⋅ �­, то такое пространство называется евклидовым про-

странством и обозначается через B. 

Пример 13. 

13.1. В пространствах ¦� и ¦. скалярное произведение можно за-

дать формулой �⃗ ⋅ ��⃗ = |�⃗| ⋅ ���⃗ � ⋅ cos φ, где |�⃗| и |��⃗ | – длины векторов, φ – угол между ними (рис. 17). Легко проверить, что при этом все че-
тыре аксиомы выполняются. 

 
 
 
 
 
 
 
 

Рис. 17. Векторы на плоскости  
и угол между ними 

�⃗ 

��⃗  

φ 
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13.2. Рассмотрим пространство строк ℝ
 (или ℝ
). Если �̅ = ���, ��, … , �
� и �­ = ���, ��, … , �
�, то можно определить скалярное 

произведение таких векторов формулой 

 �̅ ⋅ �­ = ���� + ���� + … + �
�
. 
 

Опять же легко проверяется, что все аксиомы выполнены. 

13.3. В пространстве ℝ
 можно определить скалярное произведе-

ние и другими способами. Пусть, например, α�, α�, … , α
 – фиксиро-

ванный набор положительных чисел. Тогда легко проверить, что ра-

венство �̅ ⋅ �­ = α����� + α����� + … + α
�
�
 также задает скаляр-

ное произведение в этом пространстве, то есть удовлетворяет всем ак-

сиомам. 

13.4. Рассмотрим пространство непрерывных функций S±�, �² 
(можно взять ℝ±�² или ℝ
±�²). Тогда скалярное произведение в этом 

пространстве можно задать формулой 

 

º��� ⋅ ¼��� = ½ º��� ⋅ ¼���¾
¤ ·�. 

 

Снова легко проверить (исходя из геометрического смысла и 

свойств определенного интеграла), что все аксиомы выполняются. 

Неравенство Коши – Буняковского. Пусть E – евклидово про-

странство, x­, y­  ∈  E – два фиксированных вектора. Рассмотрим вектор � = λ�̅ + �­, где – некоторое действительное число. Используя аксиомы 

скалярного произведения, получаем 

 �̅ ⋅ �̅ = �λ�̅ + �­��λ�̅ + �­� = λ���̅ ⋅ �̅� + 2λ��̅ ⋅ �­� + ��­ ⋅ �­� » 0. 

 

Поскольку это неравенство должно выполняться для любого зна-

чения λ ∈ ℝ, то график квадратного трехчлена º�λ� = λ���̅ ⋅ �̅� ++ 2λ��̅ ⋅ �­� + ��­ ⋅ �­� не может пересекать ось абсцисс, а значит, его 

дискриминант не может быть положительным, то есть  
 C = �2��̅ ⋅ �­��� − 4��̅ ⋅ �̅���­ ⋅ �­� ≤ 0. 
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Отсюда, сокращая на четыре, получаем 
 ��̅ ⋅ �­�� ≤ ��̅ ⋅ �̅���­ ⋅ �­�,     или     |��̅ ⋅ �­�| ≤ √�̅ ⋅ �̅��­ ⋅ �­. 
 
Полученное неравенство называется неравенством Коши – Буня-

ковского. Оно позволяет в любом евклидовом пространстве для его 
векторов определить такие понятия, как длина (модуль) и угол между 
векторами. 

Определение. 1. Если �̅ – вектор евклидова пространства, то мо-

дулем этого вектора называется число |�̅| = √�̅ ⋅ �̅. 
2. Если �̅ и �­ – два вектора евклидова пространства, то углом 

между этими векторами называется такой угол φ ∈ ±0, π², который од-
нозначно определяется формулой 

 cos φ = �̅ ⋅ �­|�̅| ⋅ |�­| 
 

(из неравенства Коши – Буняковского следует, что выражение в правой 
части по модулю не превосходит единицы, поэтому такое определение 
корректно). 

3. Вектор �̅ ∈ B, для которого |�̅| = 1, называется н о р м и р о -
в а н н ы м  в е к т о р о м  (любой вектор �̅ ≠ 0­ можно нормировать, 
если умножить его на число λ = 1 |�̅|⁄ ). 

4. Два вектора �̅, �­ ∈ B называются о р т о г о н а л ь н ы м и , если ��̅ ⋅ �­� = 0 (это равносильно тому, что cos φ = 0, то есть φ = 90∘). 
5. Базис {¶̅�, ¶̅�, … , ¶̅
} евклидова пространства B называется  

о р т о г о н а л ь н ы м , если его векторы попарно ортогональны, то есть ¶̅� ⋅ ¶̅� = 0 при > ≠ ?. 

6. Если все векторы ортогонального базиса ¹ нормированные, то 
такой базис ¹ называется о р т о н о р м и р о в а н н ы м . 

Отличительная особенность ортогональных (а тем более ортонор-
мированных) базисов в евклидовом пространстве заключается в том, что 
в таких базисах легко находить координаты любого вектора �̅ ∈ B. 

Теорема. Пусть dim B = �, ¹ = {¶̅�, ¶̅�, … , ¶̅
} – ортогональный 
базис пространства B и вектор �̅ = ��¶̅� + ��¶̅� + … + �
¶̅
 разложен 
по базису ¹. Тогда координаты вектора �̅ в этом ортогональном базисе ¹ можно найти по формуле 

�� = �̅ ⋅ ¶̅�¶̅� ⋅ ¶̅� , > = 1, 2, … , �. 
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В частности, если базис ¹ ортонормированный, то �� = �̅ ⋅ ¶̅�. 
Доказательство. Запишем равенство  
 �̅ = ��¶̅� + ��¶̅� +  … + �
¶̅
 
 

и умножим обе его части скалярно на вектор ¶̅�. Получим 
 �̅ ⋅ ¶̅� = ���¶̅� ⋅ ¶̅�� + ���¶̅� ⋅ ¶̅�� +  … + �
�¶̅
 ⋅ ¶̅�� = ���¶̅� ⋅ ¶̅��. 
 

Отсюда �� = Ã̅⋅Ä̅�Ä̅�⋅Ä̅�. Умножая скалярно на другие базисные век-

торы (то есть при > = 2, 3, … , �), получим все остальные формулы. 
Пример 14. В пространстве ℝ. заданы четыре вектора: 
 �̅ = �2, 1, −2�, ¶̅� = �1, 2, −3�, ¶̅� = �1, 1, 1�, ¶̅. = �5, −4, −1�. 
 

Найти координаты вектора �̅ в базисе ¹ = {¶̅�, ¶̅�, ¶̅.}. 
Решение. Перемножим попарно базисные векторы 
 ¶̅� ⋅ ¶̅� = 1 ⋅ 1 + 2 ⋅ 1 + �−3� ⋅ 1 = 0,  ¶̅� ⋅ ¶̅. = 1 ⋅ 5 + 1 ⋅ �−4� + 1 ⋅ �−1� = 0, ¶̅� ⋅ ¶̅. = 1 ⋅ 5 + 2 ⋅ �−4� + �−3� ⋅ �−1� = 0. 
 

Значит, базис ¹ ортогональный. 
 �̅ ⋅ ¶̅� = 2 ⋅ 1 + 1 ⋅ 2 + �−2� ⋅ �−3� = 10, ¶̅� ⋅ ¶̅� = 1� + 2� + �−3�� = 14, �� = 1014 = 57 ; �̅ ⋅ ¶̅� = 2 ⋅ 1 + 1 ⋅ 1 + �−2� ⋅ 1 = 1,   ¶̅� ⋅ ¶̅� = 1� + 1� + 1� = 3, �� = 13 ; �̅ ⋅ ¶̅. = 2 ⋅ 5 + 1 ⋅ �−4� + �−2� ⋅ �−1� = 8, ¶̅. ⋅ ¶̅. = 5� + �−4�� + �−1�� = 42, �. = 842 = 421. 
 

Ответ. �̅ = 57 ¶̅� + 13 ¶̅� + 421 ¶̅.. 
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Ортогонализация базиса. Пусть E – евклидово пространство 

размерности � и {¶�Æ , ¶�Æ , … , ¶I­­­} – линейно независимая система векторов 

(N ≤ �). Рассмотрим линейную оболочку этой системы векторов B�, то 

есть множество всевозможных линейных комбинаций  λ�¶�Æ + λ�¶�Æ + … + λI¶I­­­. Очевидно, что B� – линейное подпростран-

ство в пространстве B, причем dim B� = N, а ¹ = {¶�Æ , ¶�Æ , … , ¶I­­­} – один 

из базисов этого пространства B. Как уже отмечалось, если базис ¹ не 

ортогональный, то нахождение координат вектора �̅ ∈ B в этом базисе 

сводится к решению системы линейных уравнений, что само по себе 

достаточно трудоемкая задача, особенно в случае большой размерно-

сти N. Если же базис пространства B� ортогональный, то задача резко 

упрощается. Таким образом, одна из важнейших задач при изучении ев-

клидовых пространств – ортогонализация базиса, то есть построение та-

кого базиса этого пространства, который был бы уже ортогональным. 

Рассмотрим процесс ортогонализации Грама – Шмидта, в кото-

ром векторы ортогонального базиса ¹� = �º�Æ , º�Æ , … , ºIÆ   будут появ-

ляться по очереди: 

1) в качестве первого вектора нового базиса ¹� возьмем один из 

векторов старого базиса, например º�Æ = ¶�Æ ; 

2) в качестве второго вектора базиса ¹� возьмем º�Æ = λ�º�Æ + ¶�Æ , 

где коэффициент λ� подбирается так, чтобы º�Æ ⋅ º�Æ = 0. Поскольку º�Æ ⋅ º�Æ = �λ�º�Æ + ¶�Æ �º�Æ = λ��º�Æ ⋅ º�Æ � + ¶�Æ ⋅ º�Æ = 0, то необходимо взять λ� = − Ä�­­­⋅Ç�­­­Ç�­­­⋅Ç�­­­, и получаем уже пару ортогональных векторов �º�Æ , º�Æ   та-

ких, что º�Æ = ¶�Æ , º�Æ = λ�º�Æ + ¶�Æ  (рис. 18); 

3) в качестве третьего вектора возьмем º.Æ = λ� º�Æ + λ�º�Æ + ¶.Æ , где 

коэффициенты λ� и λ� подбираются так, чтобы º.Æ ⋅ º�Æ = 0 и º.Æ ⋅ º�Æ = 0. 

Имеем следующее: º.Æ ⋅ º�Æ = �λ�º�Æ + λ�º�Æ + ¶.Æ �º�Æ = λ��º�Æ ⋅ º�Æ � + λ��º�Æ ⋅ º�Æ  � + ¶.Æ ⋅ º�Æ = = λ��º�Æ ⋅ º�Æ � + λ� ⋅ 0 + ¶.Æ ⋅ º�Æ = 0. 
Откуда λ� = − Ä�­­­⋅Ç�­­­Ç�­­­⋅Ç�­­­. Аналогично λ� = − Ä�­­­⋅Ç�­­­Ç�­­­⋅Ç�­­­. Таким образом, 

имеем уже три попарно ортогональных вектора �º�Æ , º�Æ , º.Æ  . 
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Рис. 18. Ортогонализация базиса 
 

Если уже построено � попарно ортогональных векторов �º�Æ , º�Æ , … , º�­­­ , где � < N, то в качестве следующего вектора нужно 

взять 
 º�̅7� = λ�º�Æ + λ�º�Æ + … + λ�º�­­­ + ¶̅�7�, 

 

где λ� = − Ä̅È��⋅Ç�­­­Ç�­­­⋅Ç�­­­ , λ� = − Ä̅È��⋅Ç�­­­Ç�­­­⋅Ç�­­­ , …,  λ� = − Ä̅È��⋅ÇÈ­­­­ÇÈ­­­­⋅ÇÈ­­­­ . 

Тогда, как уже было показано, вектор º�̅7� будет ортогонален 

всем предыдущим векторам. Как только получится система из N векто-

ров �º�Æ , º�Æ , … , ºIÆ  , процесс заканчивается. 

Пример 15. Рассмотрим в пространстве ℝd систему из трех век-
торов {¶�Æ , ¶�Æ , ¶.Æ }, где  

 ¶�Æ = �1,2,1, −1,1�, ¶�Æ = �2,1,1,1, −1�, ¶.Æ = �−1,1,1,2, −1�. 
 

Проверить, что эти векторы линейно независимы, и ортогонали-
зовать эту систему. 

Решение. Запишем координаты данных векторов в матрицу ; и 
приведем ее к ступенчатому виду: 

 

f 1 2 1 −1 12 1 1 1 −1−1 1 1 2 −1h → f1 2 1 −1 10 −3 −1 3 −30 3 2 1 0 h → 

→ f1 2 1 −1 10 −3 −1 3 −30 0 1 4 −3h. 

º�Æ  ¶�Æ  

º�Æ = ¶�Æ  λ�º�Æ  
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Поскольку полученная ступенчатая матрица ; имеет три ненуле-
вые строки, то rang ; = 3, поэтому векторы {¶�Æ , ¶�Æ , ¶.Æ } линейно неза-
висимы, а значит, образуют базис пространства B′, где B′ – линейная 
оболочка этих векторов. Легко проверить, что ¶ÉÆ ⋅ ¶ÊÆ ≠ 0 при > ≠  ?, то 

есть эти векторы неортогональны. Построим, следуя процедуре орто-
гонализации, ортогональный базис {º�Æ , º�Æ , º.Æ } пространства B′. 

1. В качестве первого вектора нового базиса возьмем  º�Æ = ¶�Æ = �1,2,1, −1,1�; 

2. Затем положим º�Æ = λ�º�Æ + ¶�Æ , где λ� = − Ä�­­­⋅Ç�­­­Ç�­­­⋅Ç�­­­. 
 ¶.Æ ⋅ º�Æ = 2 ⋅ 1 + 1 ⋅ 2 + 1 ⋅ 1 + 1 ⋅ �−1� + �−1� ⋅ 1 = 3, º�Æ ⋅ º�Æ = 1� + 2� + 1� + �−1�� + 1� = 8, λ� = − 38, 

º�Æ = − 38 �1,2,1, −1,1� + �2,1,1,1, −1� = [138 , 28 , 58 , 118 , − 118 \. 
 
Поскольку координаты вектора º�Æ  получились дробными, то 

лучше все их умножить на восемь и в качестве второго базисного век-
тора взять целочисленный вектор º�Æ = �13,2,5,11, −11�. 

3. Наконец, возьмем º.Æ = λ�º�Æ + λ�º�Æ + ¶.Æ , где 
 λ� = − ¶.Æ ⋅ º�Æº�Æ ⋅ º�Æ = − −1 + 2 + 1 − 2 − 11 + 4 + 1 + 1 + 1 = − −18 = 18,  
λ� = − ¶.Æ ⋅ º�Æº�Æ ⋅ º�Æ = − −13 + 2 + 5 + 22 + 11169 + 4 + 25 + 121 + 121 = − 27440, 
º.Æ = 18 �1,2,1, −1,1� − 27440 �13,2,5,11, −11� + �−1,1,1,2, −1� = 

= 1440 �−736,496,360,528, −88�. 
 
В качестве третьего базисного вектора º.Æ  лучше взять опять же 

целочисленный вектор º.Æ = �−736, 496, 360, 528, −88�. 
Таким образом, нашли ортогональный базис. 
Ответ. º�Æ = �1, 2, 1, −1,1�,  º�Æ = �13, 2, 5, 11, −11�,  º.Æ = �−736, 496, 360, 528, −88�. 
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§ 5. Системы линейных уравнений 

Вернемся снова к системе линейных уравнений. Если такая си-

стема имеет единственное решение, то его можно найти методом 

Гаусса (при условии, что полученная в результате ЭП ступенчатая си-

стема будет строго треугольной). Если же матрица системы квадратная 

и невырожденная, то можно воспользоваться правилом Крамера или 

методом обратной матрицы. 

В общем случае число уравнений и число неизвестных системы 

не обязательно совпадают, а множество решений может быть беско-

нечным, поэтому встает вопрос о том, как описать это множество ре-

шений. 

Итак, рассмотрим систему из � линейных уравнений с � неиз-

вестными: 

 

� ����� + ����� + … + ��
�
 = ��,����� + ����� + … + ��
�
 = ��,…   …   …   …   …   …   ����� + ����� + … + ��
�
 = ��. 
 

В матричной форме она имеет вид ; ⋅ l = O,  где ; – матрица 

системы; l = f��…�
h ∈ ℝ
 – матрица-столбец неизвестных; 

O = f ��…��h ∈ ℝ� – матрица-столбец свободных членов (в целях ком-

пактности в дальнейшем будем записывать столбцы в виде транспони-

рованных строк). 

Линейная система уравнений называется неоднородной, если 

хотя бы один из свободных членов �� ≠ 0. 

Рассмотрим сначала однородную систему (в матричной форме ; ⋅ l = 0) и обозначим через «§ множество ее решений. Очевидно, что 

множество «§ – линейное пространство. 

Определение. Ф у н д а м е н т а л ь н о й  с и с т е м о й  р е ш е -

н и й  (ФСР) данной однородной системы линейных уравнений называ-

ется любой базис пространства ее решений «§. 
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Если dim «§ = N и ¹ = {B�, B�, … , BI} – ФСР, то любое решение l можно разложить по этому базису, то есть записать его в виде 

 l = S�B� + S�B� + … + SIBI , 
 

где S�, S�, …, SI – некоторые константы. 
Таким образом, нахождение общего решения линейной однород-

ной системы сводится к построению какой-либо ФСР. Для того чтобы 
найти ФСР, следует данную систему с помощью ЭП привести к сту-
пенчатому виду. Если при этом получаются уравнения вида 0 ⋅ �� + 0 ⋅ �� +  … + 0 ⋅ �
 = 0, то их можно отбрасывать. Кроме того, 
при необходимости переменные во всех уравнениях можно менять ме-
стами. Таким образом, в результате таких ЭП систему можно привести 
к трапецеидальному виду 
 

����� ⋅ �� + ���� ⋅ �� + … … … … … … … … … … … … + ��
� ⋅ �
 = 0,                   ���� ⋅ �� +  … … … … … … … … … … … … + ��
� ⋅ �
 = 0,           …     …     …     …     …     …     …     …     …                                       �ËË� ⋅ �Ë + �Ë,Ë7�� ⋅  �Ë7� +  … + �Ë
� �
 = 0 

 
(порядок неизвестных может быть другим). Очевидно, что Ì = rang ;. 
Если при этом Ì = �, то полученная ступенчатая однородная система 
треугольная, и в этом случае она имеет только нулевое решение 
(�� = 0, �� = 0, … , �
 = 0). Если же Ì < �, то все неизвестные можно 
разбить на две группы: 

1) {��, ��, … , �Ë} – неизвестные, с которых начинаются ступени 
(они называются главными неизвестными); 

2) {�Ë7�, �Ë7�, … , �
} – все остальные неизвестные (они называ-
ются свободными). 

Если свободным неизвестным придать любые фиксированные 
значения, то относительно главных неизвестных получится строго тре-
угольная система, решение которой определяется уже однозначно. Это 
означает, что любое решение данной системы ���, ��, … , �Ë, �Ë7�, … , �
� 
определяется некоторым набором свободных неизвестных, то есть dim «§ = � − Ì. 

Самый простой способ нахождения ФСР, то есть базиса про-
странства решений {B�, B�, … , B
5Ë}, заключается в следующем: 
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1) сначала положим �Ë7� = 1, �Ë7� = 0, …, �
 = 0, тогда из тре-
угольной системы последовательно находим все главные неизвестные �Ë, �Ë5�, …, �� и в результате получаем первый базисный вектор 

 B� = ������, �����, … , �Ë���, 1,  0, … ,0� 

 
(напомним, что B� – это столбец, который записан в виде транспониро-
ванной строки); 

2) теперь положим �Ë7� = 0, �Ë7� = 1, �Ë7. = 0, …, �
 = 0 и ана-
логично найдем второй базисный вектор 
 B� = ������, �����, … , �Ë���, 0, 1,  0, … ,0� 

 
и т. д.; 

3) наконец, положим �Ë7� = 0, �Ë7� = 0, …, �
5� = 0, �
 = 1 и 
точно так же найдем последний базисный вектор 
 B
5Ë = ����
5Ë�, ���
5Ë�, … , �Ë�
5Ë�,  0, … ,  0,   1�. 

 
Таким образом, мы получаем ФСР {B�, B�, … , B
5Ë}, а значит, об-

щее решение однородной системы выражается формулой 
 l = S�B� + S�B� + … + S
5ËB
5Ë , 
 

где S�, S�, …, S
5Ë – произвольные константы. 
В развернутом виде это общее решение имеет вид 
 

⎩⎪⎪
⎪⎨
⎪⎪⎪
⎧�� = S������ + S������ + … + S
5Ë���
5Ë�,�� = S������ + S������ +  … + S
5Ë���
5Ë�,… … … … … … … … … … … … … … … … … …   �Ë = S��Ë��� + S��Ë��� + … + S
5Ë�Ë�
5Ë�,�Ë7� = S�,                                                         �Ë7� = S�,                                                         … … … … … … … … … … … … … … … … … … �
 = S
5Ë .                                                        
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Замечания. 1. Если на диагонали ступенчатой матрицы некото-
рые из коэффициентов ���� , ���� , …, �ËË�  не равны ±1, то значения глав-
ных неизвестных, которые получаются в результате обратного хода ме-
тода Гаусса, могут оказаться дробными числами, что, естественно, 
усложняет дальнейшие вычисления. Во избежание этого свободным 
неизвестным рекомендуется вместо значения «1» придавать какие-то 
другие подходящие ненулевые целые значения. Еще лучше, если в про-
цессе приведения системы к ступенчатому виду ЭП подбирать таким 
образом, чтобы на диагонали получались только числа, равные +1  
или −1. 

2. Очевидно, что вид формул, которые дают общее решение си-
стемы, существенно зависит от построенной ФСР. Если выбрать дру-
гую последовательность ЭП, приводящую систему к ступенчатому 
виду, то может получиться совершенно другая ФСР, а значит, и вид 
общего решения системы может оказаться абсолютно непохожим на 
тот, который был получен первоначальным способом. 

Пример 16. Найти общее решение системы 
 

,�� + 2�� − 3�. + 2�j = 0,3�� +  �� + 2�. +  �j = 0,−2�� + �� − 5�. + �j = 0. 
 

Решение. Из 2-го уравнения вычтем 1-е уравнение, умноженное 
на три, а к 3-му уравнению прибавим 1-е, умноженное на два: 

 

,�� + 2�� − 3�. + 2�j = 0,   −5�� + 11�. − 5 �j = 0,          0�� − 0�. + 0�j = 0, 
 

3-е уравнение можно отбросить, {��, ��} – главные неизвестные, {�., �j} – свободные неизвестные. 
Если взять �. = 1, �j = 0, то получим, что �� = 11/5, поэтому 

лучше взять �. = 5, �j = 0. Тогда  
 �� = 11, �� = −2�� + 3�. − 2�j = −22 + 15 + 0 = −7.  

 

Таким образом, B� = �−7,11,5,0�. 
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Теперь положим �. = 0, �j = 1. Тогда  

 �� = −�j = −1, �� = −2�� + 3�. − 2�j = 2 + 0 − 2 = 0.  
 

Значит, B� = �0, −1,0,1�. 

В векторной форме общее решение системы имеет вид 
 

l = <�����.�j
= = S� <−71150 = + S� < 0−101 =. 

 

Ответ. Общее решение системы ��� = −7S�,         �� = 11S� − S�,�. = 5S�,            �
 = S�.               
Рассмотрим теперь неоднородную систему линейных уравнений ; ⋅ l = O. Предположим, что известно какое-то одно частное решение 

этой системы l�, то есть ; ⋅ l� = O. Если l – любое другое решение, 

то есть ; ⋅ l = O, то очевидно, что ;�l − l�� = 0, то есть вектор  �l − l�� – решение соответствующей однородной системы. Если из-

вестна ФСР {B�, B�, … , BI}, то, как было показано,  l − l� = S�B� + … + SIBI. Таким образом, общее решение неодно-

родной системы имеет вид 

 l = l� + S�B� + S�B� +  … + SIBI , 
 

где l� – частное решение; B�, …, BI – ФСР; S�, …, SI – произвольные 

константы. 

Пример 17. Найти общее решение системы 

 Ñ�� + 2�� + 3�. − 3�j − �d = 2,2�� + �� − 2�. − �j + 3�d = 5. 
 

Решение. Вычитая из 2-го уравнения удвоенное 1-е уравнение, 

приведем эту систему к ступенчатому виду: 
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Ñ�� + 2�� + 3�. − 3�j − �d = 2,    −3�� − 4�. + 5�j + 5�d = 1, 
 
где {��, ��} – главные неизвестные, {�., �j, �d} – свободные неизвест-
ные. Для того чтобы найти частное решение, следует свободным неиз-
вестным придать любые значения, но желательно так, чтобы �� из  
2-го уравнения получилось целым числом. В данном случае проще 
всего взять �. = −1, �j = �d = 0. Тогда  
 3�� = −4�. + 5�j + 5�d − 1 = 4 + 0 + 0 − 1 = 3, 
 
то есть �� = 1. 
 

Теперь из 1-го уравнения находим  
 �� = −2�� − 3�. + 3�j + �d + 2 = −2 + 3 + 0 + 0 + 2 = 3.  

 
Таким образом, l� = �3,1, −1,0,0�. 
Запишем однородную ступенчатую систему 
 Ñ�� + 2�� + 3�. − 3�j − �d = 0,    −3�� − 4�. + 5�j + 5�d = 0  

 
и найдем три базисных решения: 

1) �. = 3, �j = 0, �d = 0, 3�� = −4�. + 5�j + 5�d = −12, то есть �� = −4, �� = −2�� − 3�. + 3�j + �d = 8 − 9 + 0 + 0 = −1. Значит, B� = �−1, −4,3,0,0�; 
2) �. = 0, �j = 3, �d = 0, аналогично находим главные неизвест-

ные: �� = 5, �� = −1, то есть B� = �−1,5,0,3,0�; 
3) �. = 0, �j = 0, �d = 3, аналогично �� = 5, �� = −7, то есть B. = �−7,5,0,0,3�. 
Таким образом, 
 

⎝⎜
⎛�����.�j�d⎠⎟

⎞ = l = l� + S�B� + S�B� + S.B. =
⎝⎜
⎛ 31−100 ⎠⎟

⎞ + S�
⎝⎜
⎛−1−4300 ⎠⎟

⎞ + S�
⎝⎜
⎛−15030 ⎠⎟

⎞ + S.
⎝⎜
⎛−75003 ⎠⎟

⎞. 
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Ответ. Общее решение системы 

⎩⎪⎨
⎪⎧�� = 3 − S� − S� − 7S.,     �� = 1 − 4S� + 5S� + 5S.,�. = −1 + 3S�,                     �j = 3S�,                                 �d = 3S..                                 

 

  
§ 6. Линейные операторы 

Рассмотрим линейное пространство «. 

Определение. Говорят, что в пространстве « задан линейный 
оператор Ò, если каждому вектору �̅ ∈ « по некоторому правилу одно-
значно ставится в соответствие вектор �­ = Ò��̅� ∈ «, причем выполня-
ются следующие свойства (аксиомы линейного оператора): 

1) Ò�λ�̅� = λÒ��̅�; 
2) Ò��̅� + �̅�� = Ò��̅�� + Ò��̅��. 
Понятие линейного оператора �­ = Ò��̅� (или Ò ∶ « →  «) анало-

гично понятию обычной функции � = º���, но только в отличие от 
функции, для которой область определения и область значений – дей-
ствительные числа, у оператора Ò область определения и область зна-

чений – это векторы линейного пространства «. 

Пример 18. 

18.1. Предположим, что каждому вектору �̅ ∈ ¦� ставится в соот-
ветствие вектор �­ = Ò��̅�, который получается из �̅ поворотом на угол φ против часовой стрелки (рис. 19). 

 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рис. 19. Получение вектора �­  

поворотом вектора �̅ на угол φ 

�⃗ = Ò��⃗� 

�⃗ 

φ 
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Очевидно, что оба свойства линейности выполняются, то есть 

имеем линейный оператор ÒÓ, который называется оператором пово-

рота. 
18.2. Пусть снова « = ¦� (или ¦.), ℓ – фиксированная прямая. По-

ложим Ò��⃗� = �⃗, где �⃗ – проекция вектора �⃗ на прямую ℓ. Очевидно, 

что оба свойства выполняются и имеем линейный оператор Òℓ, кото-

рый называется оператором проектирования на заданную прямую 

(рис. 20). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
Рис. 20. Проекция вектора на ось 

 

18.3. Если « = ¦. и α – фиксированная плоскость, то аналогично 

можно рассмотреть оператор проектирования на эту плоскость ÒÔ 

(рис. 21). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
Рис. 21. Проекция вектора на плоскость 

�⃗ = Ò��⃗� 

�⃗ 

�⃗ = Ò��⃗� 

�⃗ 
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18.4. Пусть « = ℝ
, ; – матрица с размерами � × �. Очевидно, 

что оператор Ò ∶  ℝ
 → ℝ
, который определяется формулой 

Ò��̅� = ; ⋅ �̅,  где �̅ = <����…�

=, является линейным. 

18.5. Рассмотрим пространство многочленов ℝ±�² и определим Õ�º���� = º′���. Очевидно, что Õ – линейный оператор, который 

называется оператором дифференцирования. 

Матрица перехода. Пусть L – линейное пространство,  dim L = n. Предположим, что в пространстве L заданы два базиса: ¹ = {¶�Æ , ¶�Æ , … , ¶
­­­} и ¹� = {¶̅�� , ¶̅�� , … , ¶̅
� }. Разложим векторы 2-го базиса 

по 1-му базису: 

 ¶̅�� = T�� ¶�Æ + T��¶�Æ + … + T�
¶
­­­, ¶̅�� = T�� ¶�Æ + T��¶�Æ + … + T�
¶
­­­, …        …        …        …       … ¶̅
� = T
� ¶�Æ + T
�¶�Æ + … + T

¶
­­­. 
 

Коэффициенты 1-го разложения запишем в 1-й столбец матрицы, 

коэффициенты 2-го разложения – во 2-й столбец и т. д. В результате 

получим квадратную матрицу 

 

S = <T�� T�� … T
�T�� T�� … T
�… … … …T�
 T�
 … T


=, 

 

которая называется матрицей перехода от базиса ¹ к базису ¹′. 
Рассмотрим произвольный вектор �̅ ∈ « и разложим его по 1-му 

и 2-му базису: 

 �̅ = ��¶�Æ + ��¶�Æ + … + �
¶�Æ , �̅ = ��� ¶�Æ � + ��� ¶�Æ � +  … + �
� ¶�Æ �. 
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Выражая векторы 2-го базиса через 1-й базис, получим 

 �̅ = ��� �T��¶�Æ + T��¶�Æ + … + T�
¶
­­­� + ��� �T��¶�Æ  + T��¶�Æ + … + T�
¶
­­­� +  + ⋯ + �
� �T
�¶�Æ + T
�¶�Æ +  … + T

¶
­­­�. 
 

Раскрыв скобки и перегруппировав слагаемые, получим 

 �̅ = �T����� + T����� + … + T
��
� �¶�Æ + �T�����  + T����� + … + T
��
� �¶�Æ + + … + �T�
��� + T�
��� + … + T

�
� �¶
­­­. 
 

Таким образом, получили еще одно разложение вектора �̅ по  

1-му базису. Поскольку разложение любого вектора по базису един-

ственное, то отсюда следует, что 

 

� T����� + T����� + … + T
��
� = ��,T����� + T����� + … + T
��
� = ��,…   …   …   …   …   …T�
��� + T�
��� + … + T

�
� = �
. 
 

Запишем эту систему в виде одного матричного уравнения 

 

S <������…�
�
= = <����…�


=. 
 

Если столбцы координат обозначить через �̅ и �̅�, то оконча-

тельно получим связь между матрицей перехода и координатами од-

ного и того же вектора в новом (¹′) и старом (¹) базисах: 

 �̅ = S ⋅ �̅�. 
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Используя полученную формулу, легко доказать следующие 

свойства матриц перехода: 

1) если S –  матрица перехода от базиса ¹ к базису ¹′, а D – мат-

рица перехода от ¹′ к ¹, то D = S5�; 

2) если S� – матрица перехода от базиса ¹� к базису ¹�, а S� – 

матрица перехода от ¹� к ¹., то матрица перехода от базиса ¹� к ба-

зису ¹. имеет вид S = S� ⋅ S�. 
Предположим, что в евклидовом пространстве B размерности � 

имеются два ортонормированных базиса: ¹ = {¶�Æ , ¶�Æ , … , ¶
­­­} и  

¹′ = {¶�Æ �, ¶�Æ �, … , ¶
­­­�}, и S = <T�� T�� … T�
T�� T�� … T�
… … … …T
� T
� … T


= – матрица перехода 

от ¹ к ¹′. 
Тогда для любого > имеем 

 T��� + T��� + … + T
�� = �T��¶�Æ + T��¶�Æ + … + T
�¶
­­­� × 

× �T��¶�Æ + T��¶�Æ +  … + T
�¶
­­­� = ¶ÉÆ � ⋅ ¶ÉÆ � = 1, 
 

а для любых > ≠ ? 

 T�� ⋅ T�� + T�� ⋅ T�� + … + T
� ⋅ T
� = �T��¶�Æ + T��¶�Æ +  … + T
�¶
­­­� × 

× �T��¶�Æ + T��¶�Æ +  … + T
�¶
­­­� = ¶ÉÆ � ⋅ ¶ÊÆ � = 0, 
 

то есть столбцы матрицы S попарно ортогональны. 

Значит, 

 

SP ⋅ S = <T�� T�� … T
�T�� T�� … T
�… … … …T�
 T�
 … T


= <T�� T�� … T�
T�� T�� … T�
… … … …T
� T
� … T



= = 

= <1 0 … 00 1 … 0… … … …0 0 … 1=. 
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Таким образом, S5� = SP, то есть транспонированная матрица SP – 

обратная к самой матрице S. Матрица S, обладающая таким свойством, 

называется ортогональной матрицей. 

Матрица линейного оператора в данном базисе. Пусть L – ли-

нейное пространство размерности n, ¹ = {¶�Æ , ¶�Æ , … , ¶
­­­} – некоторый 

фиксированный базис этого пространства, Ò ∶ « → « – линейный опе-

ратор. 

Рассмотрим векторы Ò�¶�Æ �, Ò�¶�Æ �, …, Ò�¶̅
� и разложим каждый 

из них по базису ¹: 

 Ò�¶�Æ � = ���¶�Æ + ���¶�Æ + … + ��
¶
­­­, Ò�¶�Æ � = ���¶�Æ + ���¶�Æ + … + ��
¶
­­­, …    …    …    …    …    …    … Ò�¶
­­­� = �
�¶�Æ + �
�¶�Æ + … + �

¶
­­­. 
 

Матрицей линейного оператора Ò в базисе ¹ называется матрица 

 

; = <��� ��� … �
���� ��� … �
�… … … …��
 ��
 … �


=, 

 

у которой в >-м столбце стоят коэффициенты разложения вектора Ò�¶ÉÆ� по базису ¹. 

Пример 19. 

19.1. Пусть Ò – оператор поворота на угол φ в пространстве ¦�, ¹ = {�⃗, �⃗} – стандартный базис на плоскости (рис. 22). 

Очевидно, что  

 Ò��⃗� = cos φ ⋅ �⃗ + sin φ ⋅ �⃗, Ò��⃗� = − sin φ ⋅ �⃗ + cos φ ⋅ �⃗. 
 

Значит, матрица оператора Ò в этом базисе ¹ имеет вид 

 ; = [cos φ − sin φsin φ cos φ \. 
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Рис. 22. Действие оператора Ò в стандартном базисе на плоскости 

 
19.2. Рассмотрим в пространстве ¦. оператор Ò, который зада-

ется формулой Ò��⃗� = �⃗ × �⃗ (векторное произведение), где �⃗ – фикси-

рованный вектор, например �⃗ = �2,1, −3� в стандартном базисе ¹ = ��⃗, �⃗, N�⃗  . Тогда 

 

Ò��⃗� = �⃗ × �⃗ = ¥ �⃗ �⃗ N�⃗2 1 −31 0 0 ¥ = 

=  0 ⋅ �⃗ − 3 ⋅ �⃗ + 0 ⋅ N�⃗ − 1 ⋅ N�⃗ − 0 ⋅ �⃗ − 0 ⋅ �⃗ = �0, −3,1�; 
Ò��⃗� = �⃗ × �⃗ = ¥ �⃗ �⃗ N�⃗2 1 −30 1 0 ¥ = 

=  0 ⋅ �⃗ + 0 ⋅ �⃗ + 2 ⋅ N�⃗ − 0 ⋅ N�⃗ − 0 ⋅ �⃗ + 3 ⋅ �⃗ = �3,0,2�; 
Ò�N�⃗ � = �⃗ × N�⃗ = ¥ �⃗ �⃗ N�⃗2 1 −30 0 1 ¥ = 

=  1 ⋅ �⃗ + 0 ⋅ �⃗ + 0 ⋅ N�⃗ − 0 ⋅ N�⃗ − 2 ⋅ �⃗ − 0 ⋅ �⃗ = �1, −2,0�. 

− sin φ 

cos φ 

sin φ 

cos φ 

φ �⃗ 

�⃗ 

Ò��⃗� 

Ò��⃗� 
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Значит, ; = f 0 3 1−3 0 −2−1 2 0 h – матрица оператора Ò в базисе ¹. 

19.3. Пусть « = ℝ.±�² – пространство многочленов 

(deg ³��� ≤ 3), ¹ = {1, �, ��, �.} – базис, Õ – оператор дифференциро-

вания. Тогда 

 Õ�1� = 1� = 0 = 0 ⋅ 1 + 0 ⋅ � + 0 ⋅ �� + 0 ⋅ �., Õ��� = �� = 1 = 1 ⋅ 1 + 0 ⋅ � + 0 ⋅ �� + 0 ⋅ �., Õ���� = ����� = 2� = 0 ⋅ 1 + 2 ⋅ � + 0 ⋅ �� + 0 ⋅ �., Õ��.� = ��.�� = 3� = 0 ⋅ 1 + 0 ⋅ � + 3 ⋅ �� + 0 ⋅ �.. 
 

Значит, ; = <0 1 0 00 0 2 00 0 0 30 0 0 0= – матрица этого оператора в базисе ¹. 

 

Пусть ; – матрица оператора Ò в базисе ¹, �̅ = ��¶�Æ + ��¶�Æ  ++  … + �
¶
­­­  – разложение вектора �̅ по базису ¹. Найдем координаты 

вектора �­ = Ò��̅� в этом базисе: 

 �­ = Ò��̅� = Ò���¶�Æ + ��¶�Æ + … + �
¶
­­­� = = ��Ò�¶�Æ � + ��Ò�¶�Æ � + … + �
Ò�¶
­­­� = = ������¶�Æ + ���¶�Æ +  … + ��
¶
­­­� +  … + �
��
�¶�Æ + �
�¶�Æ + … + �

¶
­­­�  = 

= (перегруппируем слагаемые) = = ������ + ����� +  … + �
�
��¶�Æ +  … + �����
 + ����
 +  … + �
�

�¶
­­­. 
 

Таким образом, координаты вектора �­ = Ò��̅� в базисе ¹ вычис-

ляются по формулам 

 

��� = ����� + ����� + … + �
��
,�� = ����� + ����� +  … + �
��
,…     …     …      …     …     …   �
 = ��
�� + ��
�� +  … + �

�
, 
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или в матричной форме  

 

f��…�
h = ; f��…�
h. 
 

Связь между матрицами оператора в разных базисах. Пусть Ò ∶ « → « – линейный оператор в пространстве « размерности �. Пред-

положим, что в этом пространстве заданы два базиса, ; – матрица опе-

ратора Ò в базисе ¹, ;′ – матрица того же оператора в базисе ¹′,  S – матрица перехода от ¹ к ¹′. Рассмотрим два вектора �̅ и �­ таких, 

что �­ = Ò��̅�. Обозначим через �̅ = f��…�
h и �­ = f��…�
h координаты этих 

векторов в базисе ¹, а через �̅� = f���…�
� h и �­� = f���…�
� h – их координаты в 

базисе ¹′. 
Как уже было показано, имеют место следующие матричные ра-

венства: 
 �­ = ;�̅, �­� = ;��̅�, �̅ = S�̅�, �­ = S�­′. 
 

Отсюда следует, что 
 ;��̅� = �� = S5��­ = S5��;�̅� = �S5�;��̅ = �S5�;�S�̅�. 
 

Таким образом, матрицы ;, ;′ и S связаны следующим равен-

ством: 
 ;� = S5�;S. 
 

В линейной алгебре две квадратные матрицы ; и ;′, которые свя-

заны равенством ;� = S5�;S, где S – некоторая невырожденная мат-

рица, называются подобными матрицами. Таким образом, матрицы од-

ного и того же линейного оператора Ò в разных базисах подобные.  
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Одна из основных задач линейной алгебры – для заданного ли-

нейного оператора Ò в пространстве « найти такой базис этого про-

странства, в котором матрица линейного оператора Ò имела бы наибо-

лее простой (желательно диагональный) вид. Задача нахождения та-

кого базиса носит название диагонализации линейного оператора. 

 

§ 7. Собственные значения и собственные векторы 

Рассмотрим линейный оператор Ò в пространстве «. 

Определение. Ненулевой вектор �̅ ∈ « называется с о б с т в е н -

н ы м  в е к т о р о м  оператора Ò, если Ò��̅� = λ ⋅ �̅, где λ – некоторое 

число, которое называется с о б с т в е н н ы м  з н а ч е н и е м  этого вектора. 

Пример 20. 

20.1. Пусть ÒÓ – оператор поворота на угол φ в пространстве ¦�. 

Если φ = 0, то ÒÓ��̅� = �̅ = 1 ⋅ �̅, то есть любой вектор �̅ – соб-

ственный вектор и его собственное значение λ = 1. 

Если φ = π (то есть 180∘), то ÒÓ��̅� = −�̅ = −1 ⋅ �̅, то есть лю-

бой вектор �̅ – собственный вектор с собственным значением λ = −1. 

Если же φ ≠ 0 и φ ≠ π, то оператор ÒÓ��̅� вообще не имеет соб-

ственных векторов. 

20.2. Пусть Òℓ – оператор проектирования на заданную прямую ℓ (на плоскости ¦� или в пространстве ¦.). Очевидно, что если вектор �̅ имеет направление данной прямой, то Òℓ��̅� = �̅, то есть он является 

собственным вектором и λ = 1. Если вектор �̅ перпендикулярен дан-

ной прямой, то Òℓ��̅� = 0 = 0 ⋅ �̅, значит, такой вектор также является 

собственным, но его собственное значение λ = 0. Очевидно, что дру-

гих собственных векторов этот оператор не имеет. 

20.3. Пусть « = S× – пространство всех бесконечно дифференци-

руемых функций, Õ – оператор дифференцирования. Рассмотрим 

функцию º��� = e_Ã ∈ «.  

Тогда Õ�º���� = º���� = �e_Ã�� = λe_Ã = λ ⋅ º���. Таким обра-

зом, экспонента e_Ã – собственная функция оператора дифференциро-

вания. 
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Предположим, что в конечномерном пространстве « размерности � 

существует базис, состоящий из собственных векторов линейного опе-

ратора Ò: 

 ¹ = {¶�Æ , ¶�Æ  , … , ¶
­­­}, 
 

причем λ�, λ�, …, λ
 – соответствующие собственные значения этих 

векторов ¶ÉÆ , то есть 

 Ò�¶�Æ � = λ�¶�Æ = λ�¶�Æ + 0 ⋅ ¶�Æ + 0 ⋅ ¶.Æ + … + 0 ⋅ ¶
­­­, Ò�¶�Æ � = λ�¶�Æ = 0 ⋅ ¶�Æ + λ� ⋅ ¶�Æ + 0 ⋅ ¶.Æ +  … + 0 ⋅ ¶
­­­, …     …     …     …     …      …     …     …     … Ò�¶
­­­� = λ
¶
­­­ = 0 ⋅ ¶�Æ + 0 ⋅ ¶�Æ + 0 ⋅ ¶.Æ + … + 0 ⋅ ¶̅
5� + λ
¶
­­­. 
 

Тогда матрица линейного оператора Ò в этом базисе ¹ имеет вид 

 

; =
⎝
⎜⎛

λ� 0 … 00 λ� … 00 0 … 0… … … …0 0 … λ
⎠
⎟⎞, 

 

то есть она диагональная, причем на диагонали стоят собственные зна-

чения оператора (не обязательно различные). Таким образом, задача 

диагонализации линейного оператора Ò сводится к нахождению ба-

зиса пространства «, состоящего из собственных векторов этого линей-

ного оператора. 

Как следует из примера 20.1, эта задача не всегда имеет решение, 

так как собственных векторов может не быть вовсе, и тогда не будет 

существовать и базиса из собственных векторов. 

Рассмотрим более подробно процедуру нахождения собственных 

векторов. Итак, пусть имеется некоторый линейный оператор в про-

странстве «, dim « = � и фиксирован базис ¹.  
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Пусть �̅ = ��¶�Æ + ��¶�Æ +  … + �
¶
­­­ – собственный вектор, то есть Ò��̅� = λ�̅. Запишем это векторное равенство в матричной форме: 

 

<��� ��� … ��
��� ��� … ��
… … … …�
� �
� … �


= <����…�


= = λ <����…�

=, 

 

то есть ; ⋅ l = λ ⋅ l, и перепишем его в виде �; − λB�l = 0. Получили 

однородную систему � линейных уравнений с � неизвестными ��, ��, …, �
 – координатами (в базисе ¹) искомого собственного век-

тора l. 

Если раскрыть определитель этой системы, то получится некото-

рый многочлен º�λ� степени �, то есть 

 º�λ� = |; − λB| = �−1�
λ
 + T
5�λ
5� + … + T�λ + T�. 
 

Многочлен º�λ� называется характеристическим многочленом 

матрицы ;, а уравнение º�λ� = 0 – характеристическим уравнением. 

Если |; − λB| ≠ 0, то по правилу Крамера система �; − λB�l = 0 имеет единственное решение, а поскольку l = 0­ – ре-

шение этой однородной системы, то других (ненулевых) решений она 

не имеет, а значит, нет и собственных векторов с таким собственным 

значением λ. Таким образом, фактически доказана следующая теорема. 

Теорема. Вектор �̅ ≠ 0 – собственный вектор линейного опера-

тора Ò в том и только в том случае, когда число λ – корень характери-

стического уравнения, то есть º�λ� = 0, и тогда координаты этого соб-

ственного вектора представляют собой ненулевое решение системы �; − λB��̅ = 0. 

Схема нахождения собственных векторов матрицы ; следую-

щая. 

1. Составить характеристическое уравнение |; − λB| = 0. 

2. Раскрыть определитель и найти все корни характеристического 

уравнения λ�, λ�, …, λI. 
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3. Составить однородную систему линейных уравнений (СЛУ): 

 

� ���� − λ��� + ����� + … + ��
�
 = 0,����� + ���� − λ��� +  … + ��
�
 = 0,…     …     …     …     …     …     …�
��� + �
��� + … + ��

 − λ��
 = 0. 
 

4. Подставить в эту систему первое собственное значение λ = λ� 

и найти ФСР этой СЛУ {¶�Æ  , ¶�Æ , … , ¶ÉÆ }. 

5. Подставить в систему второе собственное значение λ = λ� и 

снова найти ФСР {¶̅�7�, … , ¶ÊÆ} и т. д. 

6. Все полученные векторы объединить в одну систему векторов {¶�Æ , ¶�Æ , … , ¶ÉÆ, ¶̅�7�, … , ¶ÊÆ, … , ¶I­­­}. 

Можно доказать, что полученная система векторов  ¹′ = {¶�Æ , ¶�Æ , … , ¶I­­­} линейно независима. Если при этом N = �, то есть 

число всех полученных векторов равно размерности пространства, то 

система векторов ¹′ – базис пространства, а значит, в этом базисе мат-

рица оператора Ò имеет вид 

 

;� = <λ� 0 … 00 λ� … 0… … … …0 0 … λ

=, 

 

а это означает, что оператор Ò можно диагонализовать. Если же N < �, 

то не существует базиса пространства «, состоящего только из соб-

ственных векторов, то есть оператор Ò диагонализовать нельзя. 

Пример 21. 

21.1. Рассмотрим в пространстве ¦� линейный оператор Ò, мат-

рица которого в стандартном базисе {�⃗, �⃗} имеет вид 

 ; = X2 49 2Y. 
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Составим и решим характеристическое уравнение 

 |; − λB| = a2 − λ 49 2 − λa = �2 − λ�� − 36 = λ� − 4λ − 32 = 0, 
 λ� = −4, λ� = 8. 
 

Запишем систему для нахождения собственных векторов 

 Ñ�2 − λ��� + 4�� = 0,9�� + �2 − λ��� = 0. 
 

Подставим в нее λ� = −4: 

 Ñ6�� + 4�� = 0,9�� + 6�� = 0. 
 

Найдем самое простое ненулевое решение этой системы: 

 �� = −2, �� = 3. 
 

Значит, ¶����⃗ = −2�⃗ + 3�⃗ – первый собственный вектор. 

Аналогично при λ� = 8: 

 Ñ−6�� + 4�� = 0,9�� − 6�� = 0,  

 �� = 2, �� = 3. 
 

Следовательно, ¶����⃗ = 2�⃗ + 3�⃗ – второй собственный вектор. 

Таким образом, в базисе ¹ = {¶�Æ , ¶�Æ } матрица оператора Ò имеет 

вид 

 ;� = X−4 00 8Y. 
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21.2. Пусть ; = f 2 3 −14 6 −2−2 −3 1 h – матрица линейного оператора Ò 

в стандартном базисе {�⃗, �⃗, N�⃗ } пространства ¦.. 

Составим характеристическое уравнение и найдем его корни: 
 

|; − λB| = g2 − λ 3 −14 6 − λ −2−2 −3 1 − λg =  �2 − λ��6 − λ��1 − λ� + 

+ 12 + 12 −  2�6 − λ� −  6�2 − λ� −  12�1 − λ� = = −λ. + 9λ� = λ��9 − λ� = 0, 
 λ� = 0, λ� = 9. 

 

В систему уравнений 

 

Ø �2 − λ��� + 3�� − �. = 0,4�� + �6 − λ��� − 2�. = 0,−2�� − 3�� + �1 − λ��. = 0 

 

подставим λ = 0. Получим систему, которая равносильна одному урав-

нению: 2�� + 3�� − �. = 0. 
В качестве свободных неизвестных возьмем �� и �� и найдем два 

базисных решения: 

 �� = 1, �� = 0, �. = 2     и     �� = 0, �� = 1, �. = 3. 
 

Таким образом, получаем два собственных вектора, соответству-

ющих собственному значению λ = 0, а именно 

 ¶����⃗ = 1�⃗ + 0�⃗ + 2N�⃗   и   ¶����⃗ = 0�⃗ + 1�⃗ + 3N�⃗ . 
 



79 

Подставим в систему другое собственное значение λ� = 9: 

 

, −7�� + 3�� − �. = 0,4�� − 3�� − 2�. = 0,−2�� − 3�� − 8�. = 0, 
 

и приведем эту систему к ступенчатому виду: 

 

,3�� − 7�� − �. = 0,          3�� − 3�. = 0,       −9�� − 9�. = 0,    →      Ñ3�� − 7�� − �. = 0,          �� + �. = 0.  

 

Отсюда получим �� = 1, �. = −1, �� = 2, то есть ¶.���⃗ = �⃗ − �⃗ + 2N�⃗  – 

соответствующий собственный вектор. Таким образом, в базисе {¶����⃗ , ¶����⃗ , ¶.���⃗ } матрица оператора имеет вид 

 

;� = f0 0 00 0 00 0 9h. 
  

§ 8. Диагонализация самосопряженного оператора 

Рассмотрим один важный класс линейных операторов, действу-

ющих в евклидовом пространстве B, для которых задача диагонализа-

ции всегда решается положительно. 

Определение. Пусть Ò – линейный оператор в евклидовом про-

странстве B. Оператор Ò называется с а м о с о п р я ж е н н ы м, если 

для любых векторов �̅, �­ ∈ B выполняется следующее равенство: 

 Ò��̅� ⋅ �­ = �̅ ⋅ Ò��­�. 
 

Пусть ¹ = {¶�Æ , ¶�Æ , … , ¶
­­­} – ортонормированный базис простран-

ства B и ; – матрица линейного оператора Ò в этом базисе. Тогда для 

любой пары базисных векторов имеем 
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Ò�¶ÉÆ� ⋅ ¶ÊÆ = ����¶�Æ + ���¶�Æ + … + ���¶ÊÆ + … + �
�¶
­­­� ⋅ ¶ÊÆ = =  ����¶�Æ ⋅ ¶ÊÆ� + ����¶�Æ ⋅ ¶ÊÆ� +  … + ����¶ÊÆ ⋅ ¶ÊÆ� +  … + �
��¶
­­­ ⋅ ¶ÊÆ� = ��� . 
 

Аналогично ¶ÉÆ ⋅ Ò�¶ÊÆ� = ¶ÉÆ ⋅ ����¶�Æ + … + �
�¶
­­­� = ��� . 
Поскольку оператор Ò самосопряженный, то отсюда следует, что ��� = ���, то есть ; – симметричная матрица. 

Рассмотрим характеристический многочлен матрицы ;, то есть º�λ� = |; − λB|. Можно показать, что многочлен º�λ� имеет только 

действительные корни, то есть его можно разложить на линейные мно-

жители: 

 º�λ� = �λ − λ���λ − λ�� … �λ − λ
�, 
 

где λ� – собственные значения (не обязательно различные) матрицы. 

Набор собственных значений {λ�, λ�, … , λ
} называется спектром ли-

нейного оператора Ò, причем если все собственные значения раз-

личны (λ� ≠ λ�), то спектр оператора называется простым. 

Теорема. Если Ò – самосопряженный оператор в евклидовом 

пространстве B, то существует ортонормированный базис простран-

ства B, в котором матрица оператора имеет диагональный вид. 

Доказательство. В общем случае это доказательство (как, впро-

чем, и доказательство того, что все корни уравнения º�λ� = 0 действи-

тельны) достаточно сложное, поэтому ограничимся лишь частным слу-

чаем, когда оператор Ò имеет простой спектр {λ�, λ�, … , λ
}, где λ� ≠ λ�. 

Пусть {¶�Æ  , ¶�Æ , … , ¶
­­­} – соответствующие собственные векторы, то 

есть Ò�¶�Æ � = λ�¶�Æ , Ò�¶�Æ � = λ�¶�Æ , …, Ò�¶
­­­� = λ
¶
­­­. Все векторы {¶ÉÆ} 

можно считать нормированными, то есть |¶ÉÆ| = 1, в противном случае 

каждый из них надо умножить на число α� = �|ÄÙÆ |. Докажем, что векторы {¶�Æ , ¶�Æ , … , ¶
­­­} попарно ортогональны. Действительно, для любой пары 

этих векторов ¶ÉÆ ≠ ¶ÊÆ  имеем 
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Ò�¶ÉÆ� ⋅ ¶ÊÆ = �λ�¶ÉÆ� ⋅ ¶ÊÆ = λ��¶ÉÆ ⋅ ¶ÊÆ�, 
 

аналогично ¶ÉÆ ⋅ Ò�¶ÊÆ� = ¶ÉÆ ⋅ �λ�¶ÊÆ� = λ��¶ÉÆ ⋅ ¶ÊÆ�. 
 

Так как Ò – самосопряженный оператор, то отсюда следует, что λ��¶ÉÆ ⋅ ¶ÊÆ� = λ��¶ÉÆ ⋅ ¶ÊÆ�, то есть �λ� − λ���¶ÉÆ ⋅ ¶ÊÆ� = 0, а поскольку λ� ≠ λ�, то ¶ÉÆ ⋅ ¶ÊÆ = 0. 

Докажем, что система векторов {¶�Æ , ¶�Æ , … , ¶
­­­} образует базис про-

странства B, то есть является линейно независимой. 

Пусть T�¶�Æ + T�¶�Æ + … + T
¶
­­­ = 0­. Умножим это равенство ска-

лярно на ¶�Æ . Получим 

 �T�¶�Æ + T�¶�Æ +  … + T
¶
­­­�¶�Æ = = T��¶�Æ ⋅ ¶�Æ � + T��¶�Æ ⋅ ¶�Æ � +  … + T
�¶
­­­ ⋅ ¶�Æ � = T� = 0. 
 

Точно так же показывается, что и остальные коэффициенты бу-

дут нулевыми. 

Таким образом, ¹ = {¶�Æ , ¶�Æ , … , ¶
­­­} – ортонормированный базис, а 

поскольку все эти векторы собственные, то матрица ; оператора Ò в 

этом базисе имеет вид 

 

; = <λ� 0 … 00 λ� … 0… … … …0 0 … λ

=. 

 

Теорема доказана. 

Пример 22. Пусть ; = f5 8 18 −4 −81 −8 5 h – матрица самосопряжен-

ного оператора Ò в стандартном базисе {�⃗, �⃗, N�⃗ } пространства ¦.. 
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Составим характеристическое уравнение и найдем его корни: 

 

º�λ� = |; − λB| = g5 − λ 8 18 −4 − λ −81 −8 5 − λg = 

= �5 − λ���−4 − λ� − 64 − 64 + 4 + λ − 64�5 − λ� − 64�5 − λ� = = −λ. + 6λ� + 144λ − 864 = −�λ − 6��λ − 12��λ + 12� = 0. 
 

Значит, λ� = 6, λ� = 12, λ. = −12 – собственные значения. В си-

стему уравнений 

 

Ø �5 − λ��� + 8�� + �. = 0,8�� + �−4 − λ��� − 8�. = 0,�� − 8�� + �5 − λ��. = 0  

 

подставим сначала λ� = 6: 

 

,−�� + 8�� + �. = 0,      8�� − 10�� − 8�. = 0,�� − 8�� − �. = 0,      →      Ñ�� − 8�� − �. = 0,�� = 0.                       
 

Отсюда найдем первый собственный вектор ¶�Æ = �1,0,1�. По-

скольку |¶�Æ | = √1 + 0 + 1 = √2, то, нормируя, можно считать, что ¶�Æ = X �√� , 0, �√� Y. 

Аналогично при λ� = 12 найдем собственный вектор ¶�Æ = X �√. , �√. , − �√.Y, а при λ. = −12 – третий собственный вектор ¶.Æ = X− �√} , �√} , �√}Y. 

Можно проверить, что базис ¹ = {¶�Æ , ¶�Æ , ¶.Æ } ортонормированный. 

Матрица линейного оператора Ò в этом базисе имеет вид 

 

;� = f6 0 00 12 00 0 −12h. 
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§ 9. Билинейные и квадратичные формы 

Пусть « – линейное пространство. 

Определение. Говорят, что в пространстве « задана б и л и н е й -

н а я  форма O, если каждой паре векторов �̅, �­ ∈ « по некоторому пра-

вилу однозначно ставится в соответствие число O��̅, �­�, причем выпол-

няются следующие свойства: 

 O��̅ + �­, �̅� = O��̅, �̅� + O��­, �̅�, O��̅, �­ + �̅� = O��̅, �­� + O��̅, �̅�, O�λ�̅, �­� = λO��̅, �­�,  O��̅, λ�­� = λO��̅, �­�. 
 

Если к тому же для любых векторов �̅, �­ ∈ « выполняется равен-

ство O��̅, �­� = O��­, �̅�, то такая билинейная форма называется симмет-

рической. 

Простейший пример билинейной формы – скалярное произведе-

ние векторов �̅ ⋅ �­ в евклидовом пространстве B. 

Пусть dim « = � и ¹ = {¶�Æ , ¶�Æ , … , ¶
­­­} – некоторый базис этого 

пространства. Рассмотрим квадратную матрицу O, элементы которой 

вычисляются по формулам ��� = O�¶ÉÆ, ¶ÊÆ�. Она называется матрицей 

билинейной формы в базисе ¹. Если �̅ = ��¶�Æ + … + �
¶
­­­ и  �­ = ��¶�Æ +  … + �
¶
­­­  – два произвольных вектора, то 

 O��̅, �­� = O XU ��¶ÉÆ , U ��¶ÊÆY = U ����O�¶ÉÆ, ¶ÊÆ��,� = U ��������,� . 
 

Если обозначить через �̅ и �­ столбцы координат данных векторов, 

то �̅P = ���, ��, … , �
� – строка (транспонированная матрица), а значит, 

предыдущую формулу можно записать в виде 

 O��̅, �­� = �̅PO�­. 



84 

Пусть ¹′ = {¶�Æ �, ¶�Æ ′, … , ¶
­­­′} – другой базис пространства и S – 

матрица перехода от ¹ к ¹′. Тогда координаты данных векторов в ста-

ром и новом базисах связаны формулами 

 �̅ = S�̅�, �­ = S�­�, �̅P = ����PSP. 
 

Отсюда O��̅, �­� = �����PSP�OS�­� = ����P�SPOS��­�. Таким образом, 

матрица билинейной формы в новом базисе ¹′ имеет вид 

 O′ = SPOS. 
 

Если O��, �� – некоторая билинейная форма в пространстве «, то 

ей соответствует некоторое отображение φ ∶ « → ℝ, которое называ-

ется квадратичной формой и определяется равенством 

 φ��̅� = O��̅, �̅� = �̅PO�̅ = U ��������,� , 
 

где ���, ��, … , �
� – координаты вектора �̅, а O = ����� – матрица квад-

ратичной формы в базисе ¹. При переходе к новому базису ¹� матрица 

квадратичной формы преобразуется точно так же, как матрица соот-

ветствующей билинейной формы, то есть O� = SPOS. 

Одна из основных задач теории квадратичных форм – приведение 

этой квадратичной формы к каноническому виду, то есть нахождение 

такого базиса ¹� пространства «, в котором матрица этой квадратичной 

формы имела бы диагональный вид, то есть φ��̅�� = λ����� + λ����� + + ⋯ + λ
�
��. 

Приведем два основных способа решения этой задачи. 

Метод Лагранжа. Рассмотрим квадратичную форму (в базисе ¹), 

матрица которой симметрическая, то есть bij = bji, 

 φ���, ��, … , �
� = ������ + ������ + …  + + �

�
� + 2������� + 2��.���.  +  … + 2�
5�,
�
5��
. 
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Метод Лагранжа основан на процедуре выделения полных квад-

ратов с помощью формулы 

 ��� + �� + … + �I�� = = ��� + ��� +  … + �I� + 2���� + 2���. + … + 2�I5��I. 
 

Возможны два случая: 

1) хотя бы один из коэффициентов ��� ≠ 0, например ��� ≠ 0. За-

пишем квадратичную форму в виде 

 φ���, ��, … , �
� = = ������ + 2������� + 2��.���. + … + 2��
���
 + φ����, �., … , �
� = = ��� [��� + 2���� ������ + 2���. ��.��� + … + 2���
 ��
���\ + + φ����, �., … , �
� = 

=  ��� [�� + �� ������ + �. ��.��� +  … + �
 ��
���\�  −  ��� ������� −  … − 

− �
� ��
���� − 2���. �����.��� − … + φ����, �., … , �
� = = ������� + φ����, �., … , �
�, 
 

где ��� = �� + �������� + … + ��
����
, а φ� – квадратичная форма от 

меньшего числа переменных; 

2) все коэффициенты ��� = 0. Тогда хотя бы один из коэффици-

ентов ��� ≠ 0, например ��� ≠ 0. В этом случае преобразуем квадра-

тичную форму иначе: 
 φ���, ��, … , �
� = 2������� + 2��.���. +  … + 2�
5�,
�
5��
 = = �� ������� + ���� − ��� − ����� + 2��.���. + … + 2�
5�,
�
5��
 =  

= (cделаем замену: ��� = �� + ��, ��� = �� − ��, а значит,  �� = �� ���� + ��� �, �� = �� ���� − ��� �) = 
�� ������� − �� ������� + 

+ 2��. ⋅ 12 ���� + ��� ��. + … + 2�
5�,
�
5��
 = φ′���� , ��� , �., … , �
�. 
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Следовательно, получили в новых переменных ��� , ��� , �., …, �
 

квадратичную форму φ′, у которой коэффициент при ���� отличен от 

нуля, то есть свели задачу к 1-му случаю, когда уже можно выделить 

полный квадрат. 

Таким образом, в результате некоторой последовательности та-

ких преобразований, постепенно уменьшая число переменных, можно 

добиться того, чтобы у квадратичной формы отсутствовали члены, со-

держащие все попарные произведения разных переменных, и остались 

только квадраты этих переменных с какими-либо коэффициентами. 

Пример 23. 

23.1. φ���, ��� = ��� + 6���� + 2��� = ��� + 2�� ⋅ 3�� + �3���� − 9��� + 2��� = = ��� + 3���� − 7���. 
 

Обозначим ��� = �� + 3��, ��� = ��. Тогда φ = ���� − 7���� – кано-

нический вид квадратичной формы. 

23.2.  φ���, ��, �.� = 4���� − 6���. + 8���. = = ��� + ���� − ��� − ���� − 6���. + 8���. = 

= (обозначим ��� = �� + ��, ��� = �� − ��, тогда �� = �� ���� + ��� �, �� = �� ���� − ��� �) =  ���� − ���� − 6 ⋅ �� ���� + ��� ��. + 8 ⋅ �� ���� − ��� ��. = = ���� − ���� + ��� �. − 7��� �. = =  [���� + 2��� ⋅ 12 �. + 14 �.�\ − 14 �.� − ���� − 7��� �. = 

= [��� + 12 �.\� − [���� + 2��� ⋅ 72 �. + 494 �.�\ + 494 �.� − 14 �.� = 

= [��� + 12 �.\� − [��� + 72 �.\� + 12�.�. 
 

Если перейти еще раз к новым переменным (���� = ��� + �� �., ���� = ��� + c� �., �.�� = �.), то получим канонический вид квадратичной 

формы: φ = ����� − ����� + 12�.���. 
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Очевидно, что для данной квадратичной формы φ может суще-

ствовать несколько различных способов приведения ее к канониче-

скому виду. Например, если φ = ��� + 6���� + 2��� (см. пример 23.1), 

то дополнить до полного квадрата можно иначе: 

 

φ = 2 [��� + 2�� ⋅ 32 �� + 94 ���\ − 92 ��� + ��� = 2 [�� + 32 ��\� − 72 ��� = 

= 2����� − 72 �����, 
 

где ���� = .� �� + ��, ���� = ��. 

Предположим, что квадратичная форма φ���, … , �
� приведена к 

каноническому виду двумя различными способами: 

1) φ = λ����� + λ����� + … + λ
�
�� в базисе ¹�; 
2) φ = μ������ + μ������ + … + μ
�
��� в базисе ¹��. 
Как мы уже убедились, коэффициенты (λ�, λ�, …, λ
) могут не 

совпадать с коэффициентами (μ�, μ�, …, μ
). В то же время имеет место 

следующая теорема (без доказательства). 

Теорема (закон инерции квадратичных форм). Пусть Û� – 

число положительных, Ü� – число отрицательных и Ì� – число нулевых 

коэффициентов среди (λ�, λ�, …, λ
), а Û�, Ü�, Ì� – число положитель-

ных, отрицательных и нулевых коэффициентов среди (μ�, μ�, …, μ
). 

Тогда Û� = Û�, Ü� = Ü�, Ì� = Ì�. 
Рассмотрим другой способ приведения квадратичной формы к 

каноническому виду. Пусть φ���, ��, … , �
� – квадратичная форма в ев-

клидовом пространстве B размерности �, ¹ = {¶�Æ , ¶�Æ , … , ¶
­­­} – ортонор-

мированный базис пространства E, O – матрица квадратичной 

формы φ в этом базисе (симметрическая). Рассмотрим самосопряжен-

ный линейный оператор, для которого O – матрица этого линейного 

оператора в базисе ¹. Как было показано ранее, существует другой ор-

тонормированный базис ¹′ = {¶�Æ ′, ¶�Æ ′, … , ¶
­­­′}, в котором матрица ли-

нейного оператора Ò будет диагональной (этот базис образуют соб-

ственные векторы линейного оператора). Если S – матрица перехода 

от ¹ к ¹′, то 



88 

O� = <λ� 0 … 00 λ� … 0… … … …0 0 … λ

= =  S5�OS. 

 

Поскольку оба базиса (¹ и ¹′) ортонормированные, то S5� = SP, 

то есть O� = S5�OS. Таким образом, матрица квадратичной формы в 

базисе ¹′ будет такой же, как матрица линейного оператора Ò в базисе ¹′, то есть 

 φ���, … , �
� = λ����� + λ����� + … + λ
�
��, 
 

где λ�, λ�, …, λ
 – собственные значения матрицы O. 

Пример 24. Пусть φ���, ��� = ��� + 8���� + ���   в базисе ¹ = {�⃗, �⃗}; 

 O = X1 44 1Y ; |O − λB| = a1 − λ 44 1 − λa = λ� − 2λ − 15 = 0; 
 λ� = 5, λ� = −3 – собственные значения; ¶�Æ = X �√� , �√�Y,  ¶�Æ = X �√� , − �√�Y – соответствующие собственные 

векторы. 

Тогда O′ = X5 00 −3Y – матрица квадратичной формы в базисе {¶�Æ , ¶�Æ }. Значит, φ = 5���� − 3���� – канонический вид квадратичной 

формы. 

Критерий Сильвестра. Рассмотрим квадратичную форму  φ��̅� = ∑ ��������,� . 

Определение. 1. Квадратичная форма φ называется п о л о ж и -

т е л ь н о  о п р е д е л е н н о й , если φ��̅� > 0 для любого �̅ ≠ 0. 

2. Квадратичная форма φ называется о т р и ц а т е л ь н о  о п р е -

д е л е н н о й , если φ��̅� < 0 для любого �̅ ≠ 0. 
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Пусть O – матрица квадратичной формы (симметрическая) и λ�, λ�, …, λ
 – ее собственные значения. Очевидно, что если все λ� > 0, 

то φ положительно определенная, а если λ� < 0 – то отрицательно 

определенная. Однако существует другой способ, чтобы выяснить, яв-

ляется ли квадратичная форма знакоопределенной, при котором не 

нужно находить собственные значения. Для этого вычислим несколько 

определителей разного порядка: 

 

Δ� = ���, Δ� = Þ��� ������ ���Þ , Δ. = g��� ��� ��.��� ��� ��.�.� �.� �..g , …, 
Δ
 = |O| = k��� ��� … ��
��� ��� … ��
… … … …�
� �
� … �



k 
 

(эти определители называются главными минорами матрицы O). 

Приведем без доказательства необходимое и достаточное усло-

вие знакоопределенности квадратичной формы φ���, ��, … , �
�. 

Теорема (критерий Сильвестра). 1. Квадратичная форма φ по-

ложительно определенная тогда и только тогда, когда Δ� > 0, Δ� > 0, … , Δ
 > 0. 

2. Квадратичная форма φ отрицательно определенная тогда и 

только тогда, когда Δ� < 0, Δ� > 0, Δ. < 0, …, то есть знаки главных 

миноров чередуются (начиная с минуса). 

Пример 25. 

25.1. φ = 3��� + 4���� + 2���, O = X3 22 2Y – матрица квадратич-

ной формы, 

 Δ� = 3 > 0, Δ� = a3 22 2a = 6 − 4 = 2 > 0. 
 

Значит, эта квадратичная форма положительно определена. 
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25.2. φ = 2��� + ��� + 3�.� + 4���� − 6���. + 6���.,   
 

O = f2 2 32 1 −33 −3 3 h, 
 Δ� = 2 > 0,     Δ� = a2 22 1a = 2 − 4 = −2 < 0,  
Δ. = g2 2 32 1 −33 −3 3 g = −69 < 0. 
 

Значит, эта квадратичная форма не является ни положительно 

определенной, ни отрицательно определенной. 

Классификация кривых 2-го порядка. Рассмотрим уравнение 

2-й степени 

 ;�� + 2O�� + S�� + 2C� + 2B� + ß = 0,                    (∗) 

 

в котором хотя бы один из коэффициентов квадратичной формы отли-

чен от нуля, то есть ;� + O� + S� ≠ 0. 

Кривой 2-го порядка на плоскости называется множество точек n��, ��, координаты которых удовлетворяют уравнению (∗). 

Пусть λ� и λ� – собственные значения матрицы квадратичной 

формы X; OO SY,  ¶����⃗ = α��⃗ + β��⃗,  ¶����⃗ = α��⃗ + β��⃗ – соответствующие 

собственные векторы. Как мы уже знаем, эти векторы ортогональны, а 

при необходимости их можно нормировать, то есть |¶����⃗ | = |¶����⃗ | = 1, ¶����⃗ ⋅ ¶����⃗ = 0. Значит, ¹ = {¶����⃗ , ¶����⃗ } – ортонормированный базис на плоско-

сти. Рассмотрим на плоскости новую декартову систему координат @�′�′, оси которой направлены по векторам ¶����⃗  и ¶����⃗ . Тогда старые и но-

вые координаты любой точки n связаны посредством матрицы пере-

хода: 

 X��Y = Xα� α�β� β�Y [�′�′\, то есть Ñ� = α��� + α���,� = β��� + β���. 
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Если эти выражения подставить в уравнение (∗), то в новой си-

стеме координат уравнение кривой примет вид 

 λ���� + λ���� + 2C′�′ + 2B′�′ + ß′ = 0. 
 

Далее рассмотрим несколько возможных случаев. 

1. λ� ≠ 0, λ� ≠ 0. В этом случае от линейных членов можно изба-

виться, дополняя уравнение до полного квадрата: 

 

λ� à�� + C�λ� á� + λ� à�� + B�λ�á� = ß′′. 
 

Переходя еще к одной новой системе координат @′�′′�′′ путем па-

раллельного переноса по формулам 

 

⎩⎪⎨
⎪⎧��� = �� + C�λ� ,

��� = �� + B�λ� , 
 

получим в этой системе координат уравнение λ����� + λ����� = ß′′. 
В зависимости от знаков трех коэффициентов этого уравнения 

возможны следующие случаи: 

а) λ� > 0, λ� > 0, ß′′ < 0. В этом случае уравнение задает пустое 

множество; 

б) λ� > 0, λ� > 0, ß′′ = 0. Такому уравнению удовлетворяет 

ровно одна точка (�′′ = 0, �′′ = 0); 

в) λ� > 0, λ� > 0, ß′′ > 0. В таком случае это уравнение обычно 

записывают в каноническом виде 

 ������ + ������ = 1, 
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и оно определяет на плоскости кривую, которая называется эллипсом 

(в частном случае, когда � = �, то есть λ� = λ� > 0, это будет окруж-

ность); 

г) λ� > 0, λ� < 0, ß′′ = 0. В этом случае, если обозначить λ� = �� 

и λ� = −��, уравнение можно записать в виде 

 ���′′ − ��′′����′′ + ��′′� = 0, 

 

и оно определяет на плоскости пару пересекающихся прямых; 

д) λ� > 0, λ� < 0, ß�� ≠ 0. В таком случае каноническое уравне-

ние имеет вид 

 ������ − ������ = ±1, 
 

и оно определяет на плоскости гиперболу. 

2. λ� ≠ 0 (можно считать, что λ� > 0), λ� = 0, то есть уравнение 

имеет вид λ���� + 2C��� + 2B��� + ß� = 0. 
Выделяя один полный квадрат, получим 

 

λ� à�� + C�λ á� + 2B′�′ + ß�� = 0. 
 

Здесь также возможны несколько случаев: 

а) B′ = 0, ß′′ > 0 – пустое множество; 

б) B′ = 0, ß′′ < 0, то есть �� + ªâ_â = ±�− ãââ_�  – пара параллельных 

прямых; 

в) B′ = 0, ß′′ = 0 – пара совпадающих прямых; 

г) B� ≠ 0. В этом случае, если сделать параллельный перенос си-

стемы координат @′�′�′ по формулам 
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⎩⎪⎨
⎪⎧ ��� = �� + C�λ� ,

��� = �� + ß′′2B� , 
 

то в новой системе координат @′′�′′�′′ получим каноническое уравне-

ние параболы �′′ = Û����. 
Пример 26. Дано уравнение 3�� − 2�� + 3�� + 8� − 16� = 0. 
Требуется определить, к какому типу относится эта кривая, и 

привести это уравнение к каноническому виду. 

Решение. Найдем собственные значения и собственные векторы 

матрицы квадратичной формы φ��, �� = 3�� − 2�� + 3��: 

 ; = X 3 −1−1 3 Y, 
 |; − λB| = a3 − λ −1−1 3 − λa = �3 − λ�� − 1 = λ� − 6λ + 8 = 0, 
 λ� = 2, Ñ �� − �� = 0,−�� + �� = 0, 
 �� = 1, �� = 1, ¶�Æ = X �√� , �√�Y – нормированный собственный вектор, 

 λ� = 4, Ñ−�� − �� = 0,−�� − �� = 0, 
 �� = 1, �� = −1, ¶�Æ = X �√� , − �√�Y – второй собственный вектор, 

 

S = ä �√� �√��√� − �√�å – матрица перехода от стандартного базиса 

¹ = {�⃗, �⃗} к базису ¹′ = {¶�Æ , ¶�Æ }. 
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Формулы перехода следующие: Ø� = �√� ��� + �′�,� = �√� ��� − ���. 
Подставим формулы перехода в уравнение кривой: 
 

3 f 1√2 ��� + ���h� − 2 1√2 ��� + ��� 1√2 ��� − ��� + 3 f 1√2 ��� − ���h� + 

+ 8 1√2 ��� + ��� − 16 1√2 ��� − ��� = 0, 
 2��� + 4��� − 4√2�′ + 12√2�′ = 0, 
 2���� − 2√2�� + 2� − 4 + 4 à�� + 2 3√22 �� + 92á − 18 = 0, 
 

2��� − √2�� + 4 à�� + 3√22 á� = 22. 
 

Обозначим �′′ = �′ − √2, ��� = �� + .√�� . Тогда в системе коорди-

нат @′�′′�′′ получим уравнение 
 2���� + 4���� = 22,  или 

�Ãââ��
�� + �æââ��

��/�  = 1. 
 

Значит, 
�Ãââ��
�√���� + �æââ��

����/��� = 1 – каноническое уравнение эллипса. 

Поверхности 2-го порядка. Как известно, любое уравнение ß��, �, �� = 0 определяет в пространстве некоторую поверхность. Если 
функция ß��, �, �� представляет собой многочлен 2-й степени от трех 
переменных, то множество точек n��, �, �� удовлетворяющих уравне-
нию 

 ;�� + O�� + S�� + 2C�� + 2B�� + 2ß�� + 2ç� + 2«� + 2n� + è = 0, 
 

называется поверхностью 2-го порядка в пространстве. 
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В некоторых особых случаях это уравнение может задавать либо 

пустое множество, либо ровно одну точку, либо пару плоскостей (пе-

ресекающихся, параллельных или совпадающих). Последнее означает, 

что данный многочлен раскладывается на два линейных множителя: 

 ��� + �� + T��Û� + Ü� + Ì� = 0. 
 

Такие случаи обычно называют вырожденными. 

Во всех остальных, то есть невырожденных, случаях получается 

некоторая кривая поверхность в пространстве. Для того чтобы полу-

чить каноническое уравнение этой поверхности, нужно сначала повер-

нуть систему координат @��� и избавиться от членов, содержащих по-

парные произведения переменных, а затем с помощью параллельного 

переноса избавиться от линейных членов. В результате получится одно 

из следующих канонических уравнений. 

1. 
Ã�¤� + æ�¾� + é�ê� = 1 – эллипсоид (в частном случае – сфера, когда � = � = T). 

2. 
Ã�¤� + æ�¾� − é�ê� = 1 – однополостный гиперболоид. 

3. 
Ã�¤� + æ�¾� − é�ê� = −1 – двуполостный гиперболоид. 

4. 
Ã�¤� + æ�¾� − é�ê� = 0 – конус. 

5. 
Ã�¤� + æ�¾� = � – эллиптический параболоид. 

6. 
Ã�¤� − æ�¾� = � – гиперболический параболоид. 

7. 
Ã�¤� + æ�¾� = 1 – эллиптический цилиндр. 

8. 
Ã�¤� − æ�¾� = 1 – гиперболический цилиндр. 

9. � = Û�� – параболический цилиндр. 
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Пример 27. Поверхность 2-го порядка в пространстве задана 

уравнением 

 −8�� + 7�� + 7�� + 20�� − 20�� + 10�� + 6� − 8� + 6� = 0. 
 

Требуется определить, к какому типу относится эта поверхность, 

и привести ее к каноническому виду. 

Решение. Рассмотрим квадратичную форму 

 φ��, �, �� = −8�� + 7�� + 7�� + 2 ⋅ 10�� − 2 ⋅ 10�� + 2 ⋅ 5�� 

 

и составим ее матрицу: 

 

; = f −8 10 −1010 7 5−10 5 7 h. 
 

Найдем характеристический многочлен этой матрицы: 

 

º�λ� = |; − λB| = g−8 − λ 10 −1010 7 − λ 5−10 5 7 − λg = 

= �−8 − λ��7 − λ��7 − λ� − 500 − 500 − 100�7 − λ� − −100�7 − λ� − 25�−8 − λ� = −λ. + 6λ� + 288λ − 2592. 
 

Характеристическое уравнение −λ. + 6λ� + 288λ − 2592 = 0 

можно существенно упростить, если заметить, что 288 = 6� ⋅ 8 и 2592 = 6. ⋅ 12, и сделать замену λ = 6ë. Тогда характеристическое 

уравнение примет вид 

 216ë. − 216ë� − 216 ⋅ 8ë + 216 ⋅ 12 = 0, 
 

а значит, сокращая на 216, получим ë. − ë� − 8ë + 12 = 0. 
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Корни этого уравнения {ë�, ë�, ë.} можно найти подбором, если 

воспользоваться теоремой Виета для кубического уравнения: 

 

,ë� + ë� + ë. = 1,              ë�ë� + ë�ë. + ë�ë. = −8,ë�ë�ë. = −12.                    
 

Легко убедиться, что этой системе удовлетворяет следующая 

тройка чисел: ë� = −3, ë� = 2, ë. = 2. 

Таким образом, найдены собственные значения матрицы ;:  λ� = −18, λ� = λ. = 12. 

Составим систему для нахождения собственных векторов: �; − λB�l = 0, или в развернутом виде 

 

Ø�−8 − λ��� + 10�� − 10�. = 0,10�� + �7 − λ��� + 5�. = 0,      −10�� + 5�� + �7 − λ��. = 0.    
 

Подставим в эту систему первое собственное значение λ� = −18: 
 

,10�� + 10�� − 10�. = 0,10�� + 25�� + 5�. = 0,   −10�� + 5�� + 5�. = 0.  

 

Сокращая на пять и приводя эту систему к ступенчатому виду, 

получим 

 Ñ�� + �� − �. = 0,         �� + �. = 0  

 

(��, �� – главные неизвестные, �. – свободный член). 

Полагая �. = 1, получим �� = −1, а из 1-го уравнения �� = 2. Та-

ким образом, ¶�Æ = �2, −1,1� – первый собственный вектор. Поскольку 
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|¶�Æ | = √6, то этот вектор можно нормировать, и поэтому окончательно 

будем считать, что ¶�Æ = X �√} , − �√} , �√}Y. 

Теперь вместо λ подставим в систему второе собственное значе-

ние λ� = 12: 

 

,−20�� + 10�� − 10�. = 0,10�� − 5�� + 5�. = 0,−10�� + 5�� − 5�. = 0.   

 

Приводя эту систему к ступенчатому виду, получим одно урав-

нение: 

 2�� − �� + �. = 0 

 

(�� – главная неизвестная, �� и �. – свободные члены). 

Получили уравнение плоскости в пространстве. Поскольку нор-

мальным вектором к этой плоскости как раз и является собственный 

вектор ¶�Æ = �2, −1,1�, то любой вектор, лежащий в этой плоскости, бу-

дет ортогонален вектору ¶�Æ . 

Очевидно, что самое простое решение полученного уравнения 2�� − �� + �. = 0 – следующее: �� = 0, �� = 1, �. = 1. Чтобы полу-

чить ортогональный базис из собственных векторов, в качестве треть-

его собственного вектора (с собственным значением λ. = 12) нужно 

взять векторное произведение: 

 

¶.Æ = ¶�Æ × ¶�Æ = ¥ �⃗ �⃗ N�⃗0 1 12 −1 1¥ = �⃗ a 1 1−1 1a − �⃗ a0 12 1a + N�⃗ a0 12 −1a = 

= 2�⃗ + 2�⃗ − 2N�⃗ = 2�1�⃗ + 1�⃗ + 1N�⃗ �. 
 

Окончательно с учетом нормировки ¶.Æ = X �√. , �√. , − �√.Y имеем но-

вый ортонормированный базис {¶�Æ , ¶�Æ , ¶.Æ }, состоящий из собственных 

векторов матрицы ;. 
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Рассмотрим в пространстве новую систему координат @������, 
оси которой направлены по собственным векторам ¶�Æ , ¶�Æ , ¶.Æ . 

Запишем матрицу перехода от старого базиса ��⃗, �⃗, N�⃗   к новому {¶�Æ , ¶�Æ , ¶.Æ }: 

 

S =
⎝
⎜⎜⎜
⎛ 2√6 0 1√3− 1√6 1√2 1√31√6 1√2 − 1√3⎠

⎟⎟⎟
⎞. 

 

Запишем формулы перехода от старых координат к новым:  

 

à���á = S f������h =
⎝
⎜⎜⎜
⎛ 2√6 0 1√3− 1√6 1√2 1√31√6 1√2 − 1√3⎠

⎟⎟⎟
⎞ f������h, 

 

⎩⎪⎪
⎨⎪
⎪⎧� = 2√6 �� + 0�� + 1√3 ��,       

� = − 1√6 �� + 1√2 �� + 1√3 ��,
� = 1√6 �� + 1√2 �� − 1√3 ��.    

 

 

Подставим полученные выражения в заданное уравнение поверх-

ности (в квадратичную форму можно не подставлять, так как в новом 

базисе матрица квадратичной формы будет диагональной: 
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;� = fλ� 0 00 λ� 00 0 λ.h, 
 

а значит, φ���, ��, ��� = −18��� + 12��� + 12���). 

Получим уравнение поверхности в новой системе координат: 

 −18��� + 12��� + 12��� + 6 [ 2√6 �� + 0�� + 1√3 ��\ − 

− 8 [− 1√6 �� + 1√2 �� + 1√3 ��\ + 6 [ 1√6 �� + 1√2 �� − 1√3 ��\ = 0, 
 

или 

 −18��� + 12��� + 12��� + 26√6 �� − 2√2 �� − 8√3 �� = 0. 
 

Осталось дополнить уравнение до полного квадрата, что геомет-

рически соответствует параллельному переносу системы координат: 

 −18��� + 26√6 �� + 12��� − 2√2 �� + 12��� − 8√3 �� = 

= −18 à��� − 2 1318√6 �� + [ 1318√6\�á + 169108 + 

+ 12 à��� − 2 112√2 �� + [ 112√2\�á − 124 + 

+ 12 à��� − 2 412√3 �� + [ 412√3\�á − 1636 = 

= −18 [�� − 1318√6\� + 12 [�� − 112√2\� + 

+ 12 [�� − 412√3\� + 233216 = 0. 
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Вводя новые координаты 

 

⎩⎪⎪
⎨⎪
⎪⎧��� = �� − 1318√6 ,

��� = �� − 112√2 ,
��� = �� − 412√3 ,

 

окончательно получим  

 −18���� + 12���� + 12���� = − 233216, 
 

− ����233 12e + ����233 18e + ����233 18e = 1. 
 

Последнее уравнение – каноническое уравнение однополостного 

гиперболоида.        

 

Контрольные вопросы 

1. Сколько аксиом фигурирует в определении линейного вектор-

ного пространства? 

2. Является ли линейным пространством множество всех квад-

ратных трехчленов с действительными коэффициентами? 

3. В чем заключается геометрический смысл линейной зависимо-

сти для двух и трех обычных векторов (на плоскости или в простран-

стве)? 

4. Приведите пример базиса в пространстве многочленов (сте-

пени не выше третьей), в котором все базисные векторы – это много-

члены 3-й степени. 
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5. Какая связь между нахождением координат вектора в заданном 

базисе и решением системы линейных уравнений? 

6. Приведите два различных примера скалярного произведения в 

пространстве многочленов. 

7. В чем заключается геометрический смысл неравенства Коши – 

Буняковского? 

8. Может ли процесс ортогонализации Грама – Шмидта давать 

различные ортогональные базисы? 

9. Является ли линейным оператором отображение, которое каж-

дому многочлену ставит в соответствие остаток от деления этого мно-

гочлена на некоторый фиксированный многочлен? 

10. Может ли линейный оператор в пространстве размерности 3 во-

обще не иметь собственных векторов? 
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ЗАДАНИЯ ДЛЯ ТИПОВОГО РАСЧЕТА 1 

 
Вариант 1 

 

В задачах 1 и 2 решить систему линейных уравнений: 
а) методом Гаусса; 
б) по правилу Крамера; 
в) методом обратной матрицы. 

1. 

, 2�� + �� − 3�. = 2,�� + �� + 4�. = 3,−4�� − 3�� + �. = 1. 
2.  

� �� − 2�. + 2�j = 1,�� + 3�� + �j = 2,�� + �. + 3�j = 2,−3�� + 2�� + �. = 1. 
 

3. Вычислить определитель 5-го порядка двумя способами: сначала 
разложив его по любой строке, а затем по любому столбцу. 

kk
3 0 1 −2 11 3 0 1 01 2 0 0 −30 1 2 −3 0−2 0 1 0 2 kk 

 

4. Для трех заданных матриц ;, O и S проверить свойство ассоциатив-
ности: ; ⋅ �O ⋅ S� = �; ⋅ O� ⋅ S, �O ⋅ S� ⋅ ; = O ⋅ �S ⋅ ;�, S ⋅ �; ⋅ O� = �S ⋅ ;� ⋅ O. 

; = f2 1 53 4 12 1 2h       O = f1 32 13 2h       S = X2 31 2Y 

 

5. Найти обратную матрицу ;5� двумя способами: методом присоеди-
ненной матрицы и методом Гаусса. 

; = f3 2 24 1 00 4 5h 

 
6. Найти ранги матриц ; и O двумя способами: методом Гаусса и ме-
тодом окаймляющих миноров. 

; = X5 3 2 43 4 4 5Y   O = f2 1 3 2 31 3 2 4 14 1 2 3 2h 
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Вариант 2 

 

В задачах 1 и 2 решить систему линейных уравнений: 
а) методом Гаусса; 
б) по правилу Крамера; 
в) методом обратной матрицы. 

1. 

, 2�� − 3�� − 3�. = 2,5�� + �� + 4�. = −3,−4�� − 3�� + 2�. = −1. 
2.  

�−�� − 2�. + 2�j = −1,�� + 3�� − �j = −2,−�� + �. + 3�j = −2,−3�� + 2�� + �. = 1.  

 
3. Вычислить определитель 5-го порядка двумя способами: сначала 
разложив его по любой строке, а затем по любому столбцу. 

kk
−3 0 1 −2 1−1 3 0 −1 01 2 0 0 −30 1 −2 −3 0−2 0 −1 0 2 kk 

 
4. Для трех заданных матриц ;, O и S проверить свойство ассоциатив-
ности: ; ⋅ �O ⋅ S� = �; ⋅ O� ⋅ S, �O ⋅ S� ⋅ ; = O ⋅ �S ⋅ ;�, S ⋅ �; ⋅ O� = �S ⋅ ;� ⋅ O. 
; = f2 −1 3 −53 4 −3 12 1 0 −2h           O = < 1 30 1−2 1−3 2=           S = X−2 2 31 0 −2Y 

 

5. Найти обратную матрицу ;5� двумя способами: методом присоеди-
ненной матрицы и методом Гаусса. 

; = f3 −2 24 −1 00 4 −5h 

 
6. Найти ранги матриц ; и O двумя способами: методом Гаусса и ме-
тодом окаймляющих миноров. 

; = f5 −3 −2 42 −7 2 93 4 −4 −5h   O = < 2 −1 3 2 31 3 −2 −4 1−1 1 −1 1 64 1 2 −3 −2= 
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Вариант 3 

 

В задачах 1 и 2 решить систему линейных уравнений: 
а) методом Гаусса; 
б) по правилу Крамера; 
в) методом обратной матрицы. 

1. 

,2�� + 3�� − 3�. = −2,−3�� + �� + 4�. = −3,−4�� − 3�� − 5�. = 1.  
2.  

� �� − 2�. + 2�j = 1,−�� + 3�� − �j = 2,−�� − �. + 3�j = −2,−3�� + 2�� − �. = 1.  
 
3. Вычислить определитель 5-го порядка двумя способами: сначала 
разложив его по любой строке, а затем по любому столбцу. 

kk
3 0 −1 −2 1−1 3 0 −1 01 −2 0 0 −30 1 −2 −3 0−2 0 −1 0 2 kk 

 
4. Для трех заданных матриц ;, O и S проверить свойство ассоциатив-
ности: ; ⋅ �O ⋅ S� = �; ⋅ O� ⋅ S, �O ⋅ S� ⋅ ; = O ⋅ �S ⋅ ;�, S ⋅ �; ⋅ O� = �S ⋅ ;� ⋅ O. 
; = f−2 1 −2 53 −4 1 −12 1 0 −2h       O = < 1 3−3 02 −13 −2=       S = X−2 0 31 −3 −2Y 

 

5. Найти обратную матрицу ;5� двумя способами: методом присоеди-
ненной матрицы и методом Гаусса. 

; = f3 −2 −24 −1 00 −4 5 h 

 
6. Найти ранги матриц ; и O двумя способами: методом Гаусса и ме-
тодом окаймляющих миноров. 

; = f−5 −3 2 −4−2 −7 6 −9−3 4 −4 5 h   O = < 2 −1 3 2 −31 −3 −2 4 1−1 −5 3 9 −44 1 −2 −3 2 = 
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Вариант 4 

 

В задачах 1 и 2 решить систему линейных уравнений: 
а) методом Гаусса; 
б) по правилу Крамера; 
в) методом обратной матрицы. 

1. 

, 2�� − 5�� − 3�. = 2,5�� + �� + 4�. = 3,−4�� − 3�� + 4�. = −1. 
2.  

��� − 2�. + 2�j = −1,−�� + 3�� + �j = 2,�� + �. + 3�j = −2,−3�� + 2�� + �. = 1. 
 
3. Вычислить определитель 5-го порядка двумя способами: сначала 
разложив его по любой строке, а затем по любому столбцу. 

kk
3 0 1 −2 −1−1 −3 0 1 01 −2 0 0 −30 1 −2 −3 0−2 0 −1 0 2 kk 

 
4. Для трех заданных матриц ;, O и S проверить свойство ассоциатив-
ности: ; ⋅ �O ⋅ S� = �; ⋅ O� ⋅ S, �O ⋅ S� ⋅ ; = O ⋅ �S ⋅ ;�, S ⋅ �; ⋅ O� = �S ⋅ ;� ⋅ O. 
; = f 2 1 −1 53 −4 0 −1−2 1 3 −2h        O = <1 30 22 −13 −2=         S = X−2 0 −31 −3 2 Y 

 

5. Найти обратную матрицу ;5� двумя способами: методом присоеди-
ненной матрицы и методом Гаусса. 

; = f−3 −2 24 −1 00 4 5h 

 
6. Найти ранги матриц ; и O двумя способами: методом Гаусса и ме-
тодом окаймляющих миноров. 

; = f−5 −3 2 4−8 1 6 −13 −4 −4 5 h        O = <−2 1 3 −2 3−1 −3 2 4 −1−7 −3 7 −1 44 1 −2 3 −2= 



107 

Вариант 5 

 

В задачах 1 и 2 решить систему линейных уравнений: 
а) методом Гаусса; 
б) по правилу Крамера; 
в) методом обратной матрицы. 

1. 

, 2�� + 5�� − 3�. = 2,−3�� + �� + 4�. = −3,−4�� − 3�� + 5�. = 1.  
2.  

�−�� − 2�. + 2�j = −1,�� + 3�� − �j = 2,−�� + �. + 3�j = −2,−3�� + 2�� − �. = −1. 
 
3. Вычислить определитель 5-го порядка двумя способами: сначала 
разложив его по любой строке, а затем по любому столбцу. 

kk
3 0 1 −2 1−1 3 0 −1 01 −2 0 0 −30 1 −2 −3 0−2 0 −1 0 2 kk 

 
4. Для трех заданных матриц ;, O и S проверить свойство ассоциатив-
ности: ; ⋅ �O ⋅ S� = �; ⋅ O� ⋅ S, �O ⋅ S� ⋅ ; = O ⋅ �S ⋅ ;�, S ⋅ �; ⋅ O� = �S ⋅ ;� ⋅ O. 

; = f−2 1 3 53 −4 −2 12 −1 0 −2h       O = < 1 −3−2 02 −13 2 =       S = X−2 0 31 −3 −2Y 

 

5. Найти обратную матрицу ;5� двумя способами: методом присоеди-
ненной матрицы и методом Гаусса. 

; = f−3 −2 −2−4 −1 0−0 4 5 h 

 
6. Найти ранги матриц ; и O двумя способами: методом Гаусса и ме-
тодом окаймляющих миноров. 

; = f5 −3 −2 42 −7 −6 93 4 4 −5h      O = < 2 1 3 2 −3−1 −3 2 −4 1−3 −1 7 1 −44 −1 −2 −3 2 = 
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Вариант 6 

 

В задачах 1 и 2 решить систему линейных уравнений: 
а) методом Гаусса; 
б) по правилу Крамера; 
в) методом обратной матрицы. 

1. 

, 2�� − 2�� − 3�. = −2,−3�� + �� + 4�. = 3,−4�� − 3�� + 5�. = −1. 
2.  

� −�� − 2�. + 2�j = 1,−�� + 3�� + �j = −2,−�� + �. + 3�j = 2,−3�� + 2�� + �. = −1. 
 
3. Вычислить определитель 5-го порядка двумя способами: сначала 
разложив его по любой строке, а затем по любому столбцу. 

kk
3 0 −1 −2 −11 3 0 1 0−1 −2 0 0 −30 −1 2 −3 0−2 0 −1 0 2 kk 

 
4. Для трех заданных матриц ;, O и S проверить свойство ассоциатив-
ности: ; ⋅ �O ⋅ S� = �; ⋅ O� ⋅ S, �O ⋅ S� ⋅ ; = O ⋅ �S ⋅ ;�, S ⋅ �; ⋅ O� = �S ⋅ ;� ⋅ O. 
; = f2 1 −3 −53 −4 0 12 −1 1 −2h        O = <−1 −31 0−2 −13 2 =        S = X−2 −2 31 0 −2Y 

 

5. Найти обратную матрицу ;5� двумя способами: методом присоеди-
ненной матрицы и методом Гаусса. 

; = f−3 −2 −2−4 −1 −0−0 −4 −5h 

 
6. Найти ранги матриц ; и O двумя способами: методом Гаусса и ме-
тодом окаймляющих миноров. 

; = f 5 3 −2 −48 7 −6 −9−3 −4 4 5 h        O = < 2 −1 3 −2 −3−1 −3 −2 4 −1−3 −5 −1 5 −64 1 2 −3 2 = 
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Вариант 7 

 

В задачах 1 и 2 решить систему линейных уравнений: 
а) методом Гаусса; 
б) по правилу Крамера; 
в) методом обратной матрицы. 

1. 

,2�� − 5�� − 3�. = −2,−5�� + �� + 4�. = −3,−4�� − 3�� + 2�. = 1.  
2.  

� �� − 2�. + 2�j = 1,−�� + 3�� − �j = 2,−�� + �. + 3�j = −2,−3�� + 2�� + �. = −1. 
 
3. Вычислить определитель 5-го порядка двумя способами: сначала 
разложив его по любой строке, а затем по любому столбцу. 

kk
3 0 −1 −2 1−1 −3 0 1 0−1 2 0 0 −30 1 −2 −3 0−2 0 −1 0 2 kk 

 
4. Для трех заданных матриц ;, O и S проверить свойство ассоциатив-
ности: ; ⋅ �O ⋅ S� = �; ⋅ O� ⋅ S, �O ⋅ S� ⋅ ; = O ⋅ �S ⋅ ;�, S ⋅ �; ⋅ O� = �S ⋅ ;� ⋅ O. 
; = f 2 −1 1 −53 4 −2 −1−2 1 0 2 h        O = < 1 3−3 02 −1−3 2 =        S = X2 0 −31 −2 2 Y 

 

5. Найти обратную матрицу ;5� двумя способами: методом присоеди-
ненной матрицы и методом Гаусса. 

; = f−3 −2 2−4 −1 −0−0 −4 −5h 

 
6. Найти ранги матриц ; и O двумя способами: методом Гаусса и ме-
тодом окаймляющих миноров. 

; = f5 −3 2 −42 1 6 −93 −4 −4 5 h          O = <−2 1 3 2 −31 −3 2 −4 −1−5 −1 7 −5 −64 −1 −2 3 2 = 
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Вариант 8 

 

В задачах 1 и 2 решить систему линейных уравнений: 
а) методом Гаусса; 
б) по правилу Крамера; 
в) методом обратной матрицы. 

1. 

, 2�� − 5�� − 3�. = 2,3�� + �� + 4�. = −3,−4�� − 3�� + 3�. = −1. 
2.  

� �� − 2�. + 2�j = 1,�� + 3�� − �j = 2,−�� + �. + 3�j = −2,−3�� + 2�� + �. = −1. 
 
3. Вычислить определитель 5-го порядка двумя способами: сначала 
разложив его по любой строке, а затем по любому столбцу. 

kk
3 0 −1 −2 11 3 0 −1 01 −2 0 0 −30 1 2 −3 0−2 0 −1 0 2 kk 

 
4. Для трех заданных матриц ;, O и S проверить свойство ассоциатив-
ности: ; ⋅ �O ⋅ S� = �; ⋅ O� ⋅ S, �O ⋅ S� ⋅ ; = O ⋅ �S ⋅ ;�, S ⋅ �; ⋅ O� = �S ⋅ ;� ⋅ O. 
; = f−2 1 2 −53 −4 0 −12 1 −3 2 h         O = < 1 −30 22 −1−3 2 =        S = X−2 0 31 −3 2Y 

 

5. Найти обратную матрицу ;5� двумя способами: методом присоеди-
ненной матрицы и методом Гаусса. 

; = f−3 −2 24 −1 00 −4 5h 

 
6. Найти ранги матриц ; и O двумя способами: методом Гаусса и ме-
тодом окаймляющих миноров. 

; = f 5 −3 2 −48 −7 6 −9−3 4 −4 5 h          O = < 2 1 −3 2 −3−1 −3 2 −4 1−3 −3 1 −5 −44 1 −2 3 2 = 



111 

Вариант 9 

 

В задачах 1 и 2 решить систему линейных уравнений: 
а) методом Гаусса; 
б) по правилу Крамера; 
в) методом обратной матрицы. 

1. 

, 2�� − 5�� − 3�. = 2,−3�� + �� + 4�. = −3,−4�� − 3�� + 5�. = −1. 
2.  

��� − 2�. + 2�j = −1,�� + 3�� + �j = −2,−�� − �. + 3�j = 2,−3�� + 2�� − �. = 1. 
 
3. Вычислить определитель 5-го порядка двумя способами: сначала 
разложив его по любой строке, а затем по любому столбцу. 

kk
−3 0 −1 −2 11 3 0 −1 01 2 0 0 −30 −1 2 −3 0−2 0 −1 0 2 kk 

 
4. Для трех заданных матриц ;, O и S проверить свойство ассоциатив-
ности: ; ⋅ �O ⋅ S� = �; ⋅ O� ⋅ S, �O ⋅ S� ⋅ ; = O ⋅ �S ⋅ ;�, S ⋅ �; ⋅ O� = �S ⋅ ;� ⋅ O. 
; = f−2 −1 2 53 −4 −3 12 1 0 −2h        O = <−1 31 02 −13 −2=         S = X2 0 31 −2 −2Y 

 

5. Найти обратную матрицу ;5� двумя способами: методом присоеди-
ненной матрицы и методом Гаусса. 

; = f−3 2 2−4 1 00 −4 5h 

 
6. Найти ранги матриц ; и O двумя способами: методом Гаусса и ме-
тодом окаймляющих миноров. 

; = f−5 3 −2 4−2 −1 6 9−3 4 4 −5h         O = < 2 1 3 −2 3−1 −3 −2 4 1−3 −1 −1 −1 64 −1 2 −3 −2= 
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Вариант 10 

 

В задачах 1 и 2 решить систему линейных уравнений: 
а) методом Гаусса; 
б) по правилу Крамера; 
в) методом обратной матрицы. 

1. 

,2�� − 5�� − 3�. = −2,−3�� + �� + 4�. = −3,−4�� − 3�� − 2�. = 1.  
2.  

� �� − 2�. + 2�j = 1,−�� + 3�� − �j = −2,−�� + �. + 3�j = −2,−3�� + 2�� − �. = 1.  
 
3. Вычислить определитель 5-го порядка двумя способами: сначала 
разложив его по любой строке, а затем по любому столбцу. 

kk
3 0 −1 −2 11 −3 0 −1 0−1 2 0 0 −30 1 −2 −3 0−2 0 1 0 2 kk 

 
4. Для трех заданных матриц ;, O и S проверить свойство ассоциатив-
ности: ; ⋅ �O ⋅ S� = �; ⋅ O� ⋅ S, �O ⋅ S� ⋅ ; = O ⋅ �S ⋅ ;�, S ⋅ �; ⋅ O� = �S ⋅ ;� ⋅ O. 
; = f 2 −1 −1 53 −4 2 −1−2 1 0 2 h        O = < 1 −3−3 02 13 2 =        S = X 2 0 −3−1 3 −2Y 

 

5. Найти обратную матрицу ;5� двумя способами: методом присоеди-
ненной матрицы и методом Гаусса. 

; = f−3 2 −24 −1 00 4 −5h 

 
6. Найти ранги матриц ; и O двумя способами: методом Гаусса и ме-
тодом окаймляющих миноров. 

; = f−5 −3 2 48 7 2 −93 4 4 −5h        O = < 2 1 −3 2 3−1 −3 2 4 1−3 −3 1 3 64 1 −2 3 −2= 
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Вариант 11 

 

В задачах 1 и 2 решить систему линейных уравнений: 
а) методом Гаусса; 
б) по правилу Крамера; 
в) методом обратной матрицы. 

1. 

, 2�� − 5�� − 3�. = 2,2�� + �� + 4�. = −3,−4�� − 3�� + 4�. = 1. 
2.  

� �� − 2�. + 2�j = 1,−�� + 3�� + �j = 2,−�� − �. + 3�j = 2,−3�� + 2�� + �. = −1. 
 
3. Вычислить определитель 5-го порядка двумя способами: сначала 
разложив его по любой строке, а затем по любому столбцу. 

kk
−3 0 1 −2 −11 3 0 1 0−1 2 0 0 −30 1 −2 −3 0−2 0 1 0 −2kk 

 
4. Для трех заданных матриц ;, O и S проверить свойство ассоциатив-
ности: ; ⋅ �O ⋅ S� = �; ⋅ O� ⋅ S, �O ⋅ S� ⋅ ; = O ⋅ �S ⋅ ;�, S ⋅ �; ⋅ O� = �S ⋅ ;� ⋅ O. 

; = f−2 1 0 −53 −4 1 1−2 −1 2 2 h       O = < 1 −34 0−2 −13 2 =         S = X2 −2 31 0 −2Y 

 

5. Найти обратную матрицу ;5� двумя способами: методом присоеди-
ненной матрицы и методом Гаусса. 

; = f−3 −2 −24 −1 00 4 −5h 

 
6. Найти ранги матриц ; и O двумя способами: методом Гаусса и ме-
тодом окаймляющих миноров. 

; = f 5 −3 −2 48 −7 −6 9−3 4 4 −5h          O = <−2 1 3 −2 3−1 −3 2 4 −1−7 −3 7 −1 44 1 −2 3 −2= 
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Вариант 12 

 

В задачах 1 и 2 решить систему линейных уравнений: 
а) методом Гаусса; 
б) по правилу Крамера; 
в) методом обратной матрицы. 

1. 

, 2�� − 4�� − 3�. = −2,5�� + �� + 4�. = 3,−4�� − 3�� + 2�. = −1. 
2.  

� �� − 2�. + 2�j = −1,−�� + 3�� + �j = −2,−�� + �. + 3�j = 2,−3�� + 2�� + �. = −1. 
 
3. Вычислить определитель 5-го порядка двумя способами: сначала 
разложив его по любой строке, а затем по любому столбцу. 

kk
3 0 −1 −2 −11 −3 0 1 0−1 2 0 0 −30 1 −2 −3 0−2 0 −1 0 2 kk 

 
4. Для трех заданных матриц ;, O и S проверить свойство ассоциатив-
ности: ; ⋅ �O ⋅ S� = �; ⋅ O� ⋅ S, �O ⋅ S� ⋅ ; = O ⋅ �S ⋅ ;�, S ⋅ �; ⋅ O� = �S ⋅ ;� ⋅ O. 
; = f 2 −1 1 −53 4 0 −1−2 1 −3 2 h       O = < 1 −30 −22 1−3 2 =      S = X−2 0 31 −2 −2Y 

 

5. Найти обратную матрицу ;5� двумя способами: методом присоеди-
ненной матрицы и методом Гаусса. 

; = f−3 2 2−4 1 00 4 −5h 

 
6. Найти ранги матриц ; и O двумя способами: методом Гаусса и ме-
тодом окаймляющих миноров. 

; = f−5 −3 2 4−8 −7 −2 93 4 4 −5h            O = < 2 1 −3 2 3−1 −3 2 4 −15 −3 −3 9 4−4 1 2 −3 −2= 
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Вариант 13 

 

В задачах 1 и 2 решить систему линейных уравнений: 
а) методом Гаусса; 
б) по правилу Крамера; 
в) методом обратной матрицы. 

1. 

,2�� + 5�� − 3�. = −2,3�� + �� + 4�. = −3,−4�� − 3�� + 3�. = 1. 
2.  

� �� − 2�. + 2�j = 1,−�� + 3�� − �j = −2,�� + �. + 3�j = 2,−3�� + 2�� − �. = −1. 
 
3. Вычислить определитель 5-го порядка двумя способами: сначала 
разложив его по любой строке, а затем по любому столбцу. 

kk
3 0 1 −2 −11 3 0 −1 01 2 0 0 −30 1 −2 −3 0−2 0 −1 0 2 kk 

 
4. Для трех заданных матриц ;, O и S проверить свойство ассоциатив-
ности: ; ⋅ �O ⋅ S� = �; ⋅ O� ⋅ S, �O ⋅ S� ⋅ ; = O ⋅ �S ⋅ ;�, S ⋅ �; ⋅ O� = �S ⋅ ;� ⋅ O. 
; = f 2 −1 −2 53 −4 0 1−2 1 2 −2h       O = < 1 −31 0−2 −13 2 =         S = X2 0 31 −3 −2Y 

 

5. Найти обратную матрицу ;5� двумя способами: методом присоеди-
ненной матрицы и методом Гаусса. 

; = f 3 −2 −2−4 1 00 −4 5 h 

 
6. Найти ранги матриц ; и O двумя способами: методом Гаусса и ме-
тодом окаймляющих миноров. 

; = f5 −3 2 42 −7 6 93 4 −4 −5h            O = <−2 1 3 2 −3−1 3 −2 −4 1−7 3 3 −5 −44 1 −2 3 2 = 
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Вариант 14 

 

В задачах 1 и 2 решить систему линейных уравнений: 
а) методом Гаусса; 
б) по правилу Крамера; 
в) методом обратной матрицы. 

1. 

, 2�� + 5�� − 3�. = 2,3�� + �� + 4�. = 3,−4�� − 3�� + 4�. = −1. 
2.  

�−�� − 2�. + 2�j = −1,�� + 3�� − �j = 2,�� + �. + 3�j = −2,−3�� + 2�� − �. = −1. 
 
3. Вычислить определитель 5-го порядка двумя способами: сначала 
разложив его по любой строке, а затем по любому столбцу. 

kk
3 0 1 −2 −11 3 0 1 01 −2 0 0 −30 1 2 −3 0−2 0 −1 0 2 kk 

 
4. Для трех заданных матриц ;, O и S проверить свойство ассоциатив-
ности: ; ⋅ �O ⋅ S� = �; ⋅ O� ⋅ S, �O ⋅ S� ⋅ ; = O ⋅ �S ⋅ ;�, S ⋅ �; ⋅ O� = �S ⋅ ;� ⋅ O. 
; = f−2 1 2 53 −4 −1 12 −1 0 −2h      O = < 1 30 −32 −1−3 2 =      S = X 2 −2 −3−1 0 2 Y 

 

5. Найти обратную матрицу ;5� двумя способами: методом присоеди-
ненной матрицы и методом Гаусса. 

; = f 3 2 −2−4 −1 00 4 5 h 

 
6. Найти ранги матриц ; и O двумя способами: методом Гаусса и ме-
тодом окаймляющих миноров. 

; = f 5 3 2 −48 −1 6 −9−3 4 −4 5 h       O = < 2 1 −3 −2 −3−1 −3 2 −4 15 −3 1 −9 −4−4 1 −2 3 2 = 



117 

Вариант 15 

 

В задачах 1 и 2 решить систему линейных уравнений: 
а) методом Гаусса; 
б) по правилу Крамера; 
в) методом обратной матрицы. 

1. 

, 2�� − 2�� − 3�. = 2,−5�� + �� + 4�. = −3,−4�� − 3�� + 3�. = −1. 
2.  

��� − 2�. + 2�j = −1,−�� + 3�� + �j = −2,−�� − �. + 3�j = −2,−3�� + 2�� + �. = 1.  
 
3. Вычислить определитель 5-го порядка двумя способами: сначала 
разложив его по любой строке, а затем по любому столбцу. 

kk
3 0 −1 −2 11 3 0 1 0−1 2 0 0 −30 1 −2 −3 0−2 0 1 0 −2kk 

 
4. Для трех заданных матриц ;, O и S проверить свойство ассоциатив-
ности: ; ⋅ �O ⋅ S� = �; ⋅ O� ⋅ S, �O ⋅ S� ⋅ ; = O ⋅ �S ⋅ ;�, S ⋅ �; ⋅ O� = �S ⋅ ;� ⋅ O. 
; = f 2 1 3 −5−3 4 0 12 1 −3 −2h           O = < 1 30 1−2 −1−3 2 =        S = X 2 0 −3−1 1 2 Y 

 

5. Найти обратную матрицу ;5� двумя способами: методом присоеди-
ненной матрицы и методом Гаусса. 

; = f3 −2 −24 1 00 −4 −5h 

 
6. Найти ранги матриц ; и O двумя способами: методом Гаусса и ме-
тодом окаймляющих миноров. 

; = f 5 3 −2 48 7 −6 −1−3 −4 4 5 h            O = < 2 −1 3 2 −3−1 3 −2 4 −15 1 3 9 −6−4 1 −2 −3 2 = 
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Вариант 16 

 

В задачах 1 и 2 решить систему линейных уравнений: 
а) методом Гаусса; 
б) по правилу Крамера; 
в) методом обратной матрицы. 

1. 

,2�� + 5�� − 3�. = −2,−3�� + �� + 4�. = −3,−4�� − 3�� + 2�. = 1.  
2.  

�−�� − 2�. + 2�j = 1,�� + 3�� − �j = 2,−�� − �. + 3�j = −2,−3�� + 2�� + �. = 1.  
 
3. Вычислить определитель 5-го порядка двумя способами: сначала 
разложив его по любой строке, а затем по любому столбцу. 

kk
−3 0 −1 −2 11 3 0 −1 01 2 0 0 −30 1 2 −3 0−2 0 −1 0 2 kk 

 
4. Для трех заданных матриц ;, O и S проверить свойство ассоциатив-
ности: ; ⋅ �O ⋅ S� = �; ⋅ O� ⋅ S, �O ⋅ S� ⋅ ; = O ⋅ �S ⋅ ;�, S ⋅ �; ⋅ O� = �S ⋅ ;� ⋅ O. 
; = f 2 −1 2 −53 4 −1 −1−2 1 0 2 h      O = < 1 −30 3−2 −13 2 =        S = X−2 0 −31 −2 2 Y 

 

5. Найти обратную матрицу ;5� двумя способами: методом присоеди-
ненной матрицы и методом Гаусса. 

; = f 3 −2 2−4 −1 00 4 5h 

 
6. Найти ранги матриц ; и O двумя способами: методом Гаусса и ме-
тодом окаймляющих миноров. 

; = f−5 3 2 4−8 7 −2 93 −4 4 −5h         O = < 2 1 −3 2 3−1 −3 2 −4 1−3 −3 1 −5 64 1 −2 3 −2= 
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Вариант 17 

 

В задачах 1 и 2 решить систему линейных уравнений: 
а) методом Гаусса; 
б) по правилу Крамера; 
в) методом обратной матрицы. 

1. 

,2�� − 2�� − 3�. = −2,−5�� + �� + 4�. = −3,−4�� − 3�� + 4�. = 1.  
2.  

� �� − 2�. + 2�j = 1,−�� + 3�� + �j = 2,−�� + �. + 3�j = −2,−3�� + 2�� − �. = −1. 
 
3. Вычислить определитель 5-го порядка двумя способами: сначала 
разложив его по любой строке, а затем по любому столбцу. 

kk
3 0 −1 −2 11 −3 0 −1 01 −2 0 0 −30 1 2 −3 0−2 0 −1 0 2 kk 

 
4. Для трех заданных матриц ;, O и S проверить свойство ассоциатив-
ности: ; ⋅ �O ⋅ S� = �; ⋅ O� ⋅ S, �O ⋅ S� ⋅ ; = O ⋅ �S ⋅ ;�, S ⋅ �; ⋅ O� = �S ⋅ ;� ⋅ O. 
; = f2 1 1 −53 −4 −2 12 −1 0 2 h         O = <−1 30 −32 −13 2 =          S = X−2 2 −3−1 0 2 Y 

 

5. Найти обратную матрицу ;5� двумя способами: методом присоеди-
ненной матрицы и методом Гаусса. 

; = f−3 −2 24 1 00 −4 −5h 

 
6. Найти ранги матриц ; и O двумя способами: методом Гаусса и ме-
тодом окаймляющих миноров. 

; = f 5 3 −2 48 7 −6 9−3 −4 4 −5h             O = <−2 1 3 −2 3−1 3 −2 4 −1−7 3 3 5 44 1 −2 −3 −2= 
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Вариант 18 

 

В задачах 1 и 2 решить систему линейных уравнений: 
а) методом Гаусса; 
б) по правилу Крамера; 
в) методом обратной матрицы. 

1. 

, 2�� + 5�� − 3�. = 2,−3�� + �� + 4�. = −3,−4�� − 3�� + 3�. = 1.  
2.  

� �� − 2�. + 2�j = −1,−�� + 3�� − �j = 2,�� + �. + 3�j = 2,−3�� + 2�� − �. = −1. 
 
3. Вычислить определитель 5-го порядка двумя способами: сначала 
разложив его по любой строке, а затем по любому столбцу. 

kk
3 0 1 −2 −11 3 0 −1 0−1 2 0 0 −30 1 −2 −3 0−2 0 −1 0 2 kk 

 
4. Для трех заданных матриц ;, O и S проверить свойство ассоциатив-
ности: ; ⋅ �O ⋅ S� = �; ⋅ O� ⋅ S, �O ⋅ S� ⋅ ; = O ⋅ �S ⋅ ;�, S ⋅ �; ⋅ O� = �S ⋅ ;� ⋅ O. 
; = f−2 −1 2 53 4 0 −12 1 −2 2 h        O = < 1 3−3 02 −1−3 2 =         S = X 2 0 −3−1 3 2 Y 

 

5. Найти обратную матрицу ;5� двумя способами: методом присоеди-
ненной матрицы и методом Гаусса. 

; = f−3 2 2−4 1 00 −4 5h 

 
6. Найти ранги матриц ; и O двумя способами: методом Гаусса и ме-
тодом окаймляющих миноров. 

; = f−5 3 −2 4−8 −1 −6 93 4 4 −5h                    O = f2 1 3 2 31 3 2 4 14 1 2 3 2h 
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Вариант 19 

 

В задачах 1 и 2 решить систему линейных уравнений: 
а) методом Гаусса; 
б) по правилу Крамера; 
в) методом обратной матрицы. 

1. 

, 2�� − 4�� − 3�. = −2,5�� + �� + 4�. = 3,−4�� − 3�� + 3�. = −1. 
2.  

� −�� − 2�. + 2�j = 1,�� + 3�� − �j = 2,−�� − �. + 3�j = −2,−3�� + 2�� + �. = −1. 
 
3. Вычислить определитель 5-го порядка двумя способами: сначала 
разложив его по любой строке, а затем по любому столбцу. 

kk
3 0 −1 −2 −11 3 0 1 01 −2 0 0 −30 1 −2 −3 0−2 0 1 0 −2kk 

 
4. Для трех заданных матриц ;, O и S проверить свойство ассоциатив-
ности: ; ⋅ �O ⋅ S� = �; ⋅ O� ⋅ S, �O ⋅ S� ⋅ ; = O ⋅ �S ⋅ ;�, S ⋅ �; ⋅ O� = �S ⋅ ;� ⋅ O. 
; = f 2 1 0 53 −4 3 −1−2 −1 2 2 h         O = < 1 −30 2−2 −13 2 =          S = X−2 0 31 1 −2Y 

 

5. Найти обратную матрицу ;5� двумя способами: методом присоеди-
ненной матрицы и методом Гаусса. 

; = f−3 2 −24 1 00 −4 5 h 

 
6. Найти ранги матриц ; и O двумя способами: методом Гаусса и ме-
тодом окаймляющих миноров. 

; = f−5 −3 2 4−8 −7 −2 93 4 4 −5h          O = < 2 −1 3 2 3−1 −3 2 −4 1−3 −5 7 −5 64 1 −2 3 −2= 
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Вариант 20 

 

В задачах 1 и 2 решить систему линейных уравнений: 
а) методом Гаусса; 
б) по правилу Крамера; 
в) методом обратной матрицы. 

1. 

, 2�� + 5�� − 3�. = 2,−5�� + �� + 4�. = 3,−4�� − 3�� + 4�. = −1. 
2.  

�−�� − 2�. + 2�j = −1,−�� + 3�� + �j = 2,−�� + �. + 3�j = −2,−3�� + 2�� − �. = 1.  

 
3. Вычислить определитель 5-го порядка двумя способами: сначала 
разложив его по любой строке, а затем по любому столбцу. 

kk
3 0 −1 −2 11 3 0 −1 0−1 2 0 0 −30 1 −2 −3 0−2 0 1 0 2 kk 

 
4. Для трех заданных матриц ;, O и S проверить свойство ассоциатив-
ности: ; ⋅ �O ⋅ S� = �; ⋅ O� ⋅ S, �O ⋅ S� ⋅ ; = O ⋅ �S ⋅ ;�, S ⋅ �; ⋅ O� = �S ⋅ ;� ⋅ O. 
; = f 2 1 3 −53 −4 1 −1−2 1 0 2 h         O = <−1 30 22 −13 2 =          S = X−2 −1 31 0 2Y 

 

5. Найти обратную матрицу ;5� двумя способами: методом присоеди-
ненной матрицы и методом Гаусса. 

; = f3 2 −24 −1 00 4 −5h 

 
6. Найти ранги матриц ; и O двумя способами: методом Гаусса и ме-
тодом окаймляющих миноров. 

; = f 5 3 −2 48 7 −6 −1−3 −4 4 5 h          O = <−2 −1 3 2 −31 −3 2 −4 1−5 −5 7 −5 −44 1 −2 3 2 = 
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Вариант 21 

 

В задачах 1 и 2 решить систему линейных уравнений: 
а) методом Гаусса; 
б) по правилу Крамера; 
в) методом обратной матрицы. 

1. 

,2�� − 5�� − 3�. = −2,4�� + �� + 4�. = 3,−4�� − 3�� + 5�. = 1. 
2.  

� �� − 2�. + 2�j = 1,−�� + 3�� + �j = −2,−�� + �. + 3�j = −2,−3�� + 2�� + �. = 1.  
 
3. Вычислить определитель 5-го порядка двумя способами: сначала 
разложив его по любой строке, а затем по любому столбцу. 

kk
3 0 1 −2 11 −3 0 1 01 −2 0 0 −30 1 −2 −3 0−2 0 1 0 −2kk 

 
4. Для трех заданных матриц ;, O и S проверить свойство ассоциатив-
ности: ; ⋅ �O ⋅ S� = �; ⋅ O� ⋅ S, �O ⋅ S� ⋅ ; = O ⋅ �S ⋅ ;�, S ⋅ �; ⋅ O� = S ⋅ ;� ⋅ O. 

; = f 2 −1 0 5−3 −4 3 12 1 −2 −2h      O = <−1 −32 02 −1−3 2 =      S = X 2 −1 −3−1 0 2 Y 

 

5. Найти обратную матрицу ;5� двумя способами: методом присоеди-
ненной матрицы и методом Гаусса. 

; = f−3 −2 24 −1 00 4 −5h 

 
6. Найти ранги матриц ; и O двумя способами: методом Гаусса и ме-
тодом окаймляющих миноров. 

; = f−5 3 −2 4−8 −1 −6 93 4 4 −5h       O = <−2 1 −3 2 −31 −3 −2 −4 1−5 −3 −7 −5 −44 1 2 3 2 = 
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Вариант 22 

 

В задачах 1 и 2 решить систему линейных уравнений: 
а) методом Гаусса; 
б) по правилу Крамера; 
в) методом обратной матрицы. 

1. 

, 2�� + 5�� − 3�. = 2,−5�� + �� + 4�. = −3,−4�� − 3�� + 5�. = 1.  
2.  

� −�� − 2�. + 2�j = 1,�� + 3�� − �j = −2,�� − �. + 3�j = 2,−3�� + 2�� + �. = −1. 
 
3. Вычислить определитель 5-го порядка двумя способами: сначала 
разложив его по любой строке, а затем по любому столбцу. 

kk
3 0 −1 −2 −11 −3 0 1 0−1 2 0 0 −30 1 2 −3 0−2 0 −1 0 2 kk 

 
4. Для трех заданных матриц ;, O и S проверить свойство ассоциатив-
ности: ; ⋅ �O ⋅ S� = �; ⋅ O� ⋅ S, �O ⋅ S� ⋅ ; = O ⋅ �S ⋅ ;�, S ⋅ �; ⋅ O� = �S ⋅ ;� ⋅ O. 
; = f 2 1 3 −53 −4 0 1−2 −1 1 2 h          O = < 1 3−3 02 1−3 −2=        S = X 2 0 −3−1 1 −2Y 

 

5. Найти обратную матрицу ;5� двумя способами: методом присоеди-
ненной матрицы и методом Гаусса. 

; = f3 −2 −24 1 00 −4 5 h 

 
6. Найти ранги матриц ; и O двумя способами: методом Гаусса и ме-
тодом окаймляющих миноров. 

; = f5 −3 2 42 −7 6 93 4 −4 −5h           O = < 2 −1 3 2 −31 −3 −2 −4 −17 −5 −1 −5 −6−4 1 2 3 2 = 
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Вариант 23 

 

В задачах 1 и 2 решить систему линейных уравнений: 
а) методом Гаусса; 
б) по правилу Крамера; 
в) методом обратной матрицы. 

1. 

,2�� + 5�� − 3�. = −2,−3�� + �� + 4�. = 3,−4�� − 3�� + 5�. = 1. 
2.  

� −�� − 2�. + 2�j = 1,−�� + 3�� + �j = 2,�� + �. + 3�j = −2,−3�� + 2�� − �. = −1. 
 
3. Вычислить определитель 5-го порядка двумя способами: сначала 
разложив его по любой строке, а затем по любому столбцу. 

kk
3 0 −1 −2 11 −3 0 −1 01 2 0 0 −30 −1 2 −3 0−2 0 1 0 −2kk 

 
4. Для трех заданных матриц ;, O и S проверить свойство ассоциатив-
ности: ; ⋅ �O ⋅ S� = �; ⋅ O� ⋅ S, �O ⋅ S� ⋅ ; = O ⋅ �S ⋅ ;�, S ⋅ �; ⋅ O� = �S ⋅ ;� ⋅ O. 
; = f−2 1 1 −53 −4 0 12 1 3 2 h         O = < 1 −32 02 1−3 −2=           S = X−2 1 31 0 −2Y 

 

5. Найти обратную матрицу ;5� двумя способами: методом присоеди-
ненной матрицы и методом Гаусса. 

; = f−3 2 −2−4 1 00 −4 5 h 

 
6. Найти ранги матриц ; и O двумя способами: методом Гаусса и ме-
тодом окаймляющих миноров. 

; = f−5 3 2 48 −7 2 −93 −4 4 −5h            O = < 2 1 −3 2 31 3 2 −4 17 3 −3 −5 6−4 1 2 3 −2= 
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ЗАДАНИЯ ДЛЯ ТИПОВОГО РАСЧЕТА 2 

 

Вариант 1 

 

Задание 1. Ортогонализовать базис ℬ = {¶̅�, ¶̅�, ¶̅.}, где  ¶̅� = �2,1, −2�, ¶̅� = �1,0,3�, ¶̅. = �−2,1,0�, пространства ℝ. и найти 

координаты вектора �­ = �1, −2,3� в старом и новом базисах. 

 

Задание 2. Проверить линейную независимость системы векто-

ров {¶̅�, ¶̅�, ¶̅.} пространства ℝd и ортогонализовать эту систему. 

 ¶̅� = �2,1, −3,0,1�    ¶̅� = �−1,1,0,2, −2�    ¶̅. = �0, −1,2,1,0�  
 

Задание 3. Найти общее решение системы уравнений 

 

, 2�� + �� − 2�. + 3�j = 3,−�� + 2�� + 4�. + �j = −5,�� + 3�� + 2�. + 4�j = −2.  
 

Задание 4. В пространстве многочленов ℝ�±�² задан базис ℬ = {º�, º�, º.}. Найти матрицу оператора дифференцирования C в этом 

базисе. 

 º���� = �� + � − 3    º���� = 2��     º.��� = 2� − �� 

 

Задание 5. В пространстве ¦. задан оператор проектирования на 

ось вектора �⃗ = 2�⃗ + �⃗ − 3N�⃗ . Составить матрицу этого оператора в 

стандартном базисе {�⃗, �⃗, N�⃗ }, а также построить ортогональный базис 

пространства ¦., в котором матрица этого оператора имеет диагональ-

ный вид. 

 

Задание 6. В пространстве ¦. задан оператор проектирования на 

плоскость π: 3� + � − 2� = 0. Найти матрицу этого оператора в стан-

дартном базисе {�⃗, �⃗, N�⃗ }, а также собственные значения и собственные 

векторы этого оператора. 
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Задание 7. Найти собственные значения и собственные векторы 

матрицы 2-го порядка 

 ; = X5 −34 −3Y. 
 

Задание 8. Найти собственные значения и собственные векторы 

матрицы 3-го порядка 

 

; = f 2 1 −5−2 −1 54 2 −10h. 
 

Задание 9. Привести квадратичную форму к сумме квадратов ме-

тодом Лагранжа и исследовать ее на знакоопределенность: 

а) φ���, ��� = 3��� + ���� − 5���; 
б) ψ���, ��, �.� = 3��� + ��� − 5�.� + 2���� − 6���. + 4���.. 

 

Задание 10. Исследовать квадратичную форму на знакоопреде-

ленность с помощью критерия Сильвестра. 

 φ���, ��, �., �j� = = ��� + 2��� + �.� + 3�j� − 4���. − 6���j + 2���. + 4�.�j 

 

Задание 11. Привести уравнение кривой 2-го порядка на плоско-

сти к каноническому виду и построить эту кривую. 

 5�� + 6�� − 3�� + 2� + 4� = 0 

 

Задание 12. Определить тип поверхности 2-го порядка, которая 

задана уравнением  

 18�� + 9�� + 9�� − 12�� + 12�� − 6�� + 10� + 4� − 6� = 0. 
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Вариант 2 

 

Задание 1. Ортогонализовать базис ℬ = {¶̅�, ¶̅�, ¶̅.}, где  ¶̅� = �1,0, −3�, ¶̅� = �2,1,0�, ¶̅. = �−2,3,2�, пространства ℝ. и найти 

координаты вектора �­ = �1, −2,3� в старом и новом базисах. 

 

Задание 2. Проверить линейную независимость системы векто-

ров {¶̅�, ¶̅�, ¶̅.} пространства ℝd и ортогонализовать эту систему. 

 ¶̅� = �1, −2,1,3,0�    ¶̅� = �2,1,0,2, −2�    ¶̅. = �−1,0,1,3,0�  
 

Задание 3. Найти общее решение системы уравнений 

 

,−2�� + 3�� + �. + 2�j = −1,4�� + �� − 2�. + �j = 5,2�� + 4�� − �. + 3�j = 4.  

 

Задание 4. В пространстве многочленов ℝ�±�² задан базис ℬ = {º�, º�, º.}. Найти матрицу оператора дифференцирования C в этом 

базисе. 

 º���� = 2�� − � − 1          º���� = ��          º.��� = 2�� + 1 

 

Задание 5. В пространстве ¦. задан оператор проектирования на 

ось вектора �⃗ = �⃗ − 3�⃗ + 2N�⃗ . Составить матрицу этого оператора в 

стандартном базисе {�⃗, �⃗, N�⃗ }, а также построить ортогональный базис 

пространства ¦., в котором матрица этого оператора имеет диагональ-

ный вид. 

 

Задание 6. В пространстве ¦. задан оператор проектирования на 

плоскость π: 2� − 2� + 3� = 0. Найти матрицу этого оператора в стан-

дартном базисе {�⃗, �⃗, N�⃗ }, а также собственные значения и собственные 

векторы этого оператора. 
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Задание 7. Найти собственные значения и собственные векторы 

матрицы 2-го порядка 
 ; = X−5 4−3 3Y. 
 

Задание 8. Найти собственные значения и собственные векторы 

матрицы 3-го порядка 

 

; = f 2 6 −81 3 −4−2 −6 8 h. 
 

Задание 9. Привести квадратичную форму к сумме квадратов ме-

тодом Лагранжа и исследовать ее на знакоопределенность: 

а) φ���, ��� = ��� − 3���� − 4���; 
б) ψ���, ��, �.� = ��� − 3��� − 4�.� + 4���� − 4���. + 6���.. 

 

Задание 10. Исследовать квадратичную форму на знакоопреде-

ленность с помощью критерия Сильвестра. 

 φ���, ��, �., �j� = = 2��� + ��� + 3�.� + �j� + 4���� + 2���. + 6���. − 2���j 

 

Задание 11. Привести уравнение кривой 2-го порядка на плоско-

сти к каноническому виду и построить эту кривую. 

 7�� + 8�� + �� + 6� − 4� = 0 

 

Задание 12. Определить тип поверхности 2-го порядка, которая 

задана уравнением  

 16�� + 16�� + 16�� − 4�� + 4�� + 4�� + 6� − 2� + 10� = 0. 
 



130 

Вариант 3 

 

Задание 1. Ортогонализовать базис ℬ = {¶̅�, ¶̅�, ¶̅.}, где ¶̅� = �3,2, −1�, ¶̅� = �0, −2,3�, ¶̅. = �1, −1,0�, пространства ℝ. и 

найти координаты вектора �­ = �1, −2,3� в старом и новом базисах.  

 

Задание 2. Проверить линейную независимость системы векто-

ров {¶̅�, ¶̅�, ¶̅.} пространства ℝd и ортогонализовать эту систему. 

 ¶̅� = �2, −2,0,1, −1�    ¶̅� = �−3,0,1,2,0�    ¶̅. = �1,2,2,0, −2�  
 

Задание 3. Найти общее решение системы уравнений 

 

, 2�� − 3�� + 4�. + �j = 2,−3�� + �� − �. + 2�j = 3,−�� − 2�� + 3�. + 3�j = 5. 
 

Задание 4. В пространстве многочленов ℝ�±�² задан базис ℬ = {º�, º�, º.}. Найти матрицу оператора дифференцирования C в этом 

базисе. 

 º���� = 2 + � − ��    º���� = 2��    º.��� = �� − 3� 

 

Задание 5. В пространстве ¦. задан оператор проектирования на 

ось вектора �⃗ = 2�⃗ − 2�⃗ + N�⃗ . Составить матрицу этого оператора в 

стандартном базисе {�⃗, �⃗, N�⃗ }, а также построить ортогональный базис 

пространства ¦., в котором матрица этого оператора имеет диагональ-

ный вид. 

 

Задание 6. В пространстве ¦. задан оператор проектирования на 

плоскость π: 4� + � − 2� = 0. Найти матрицу этого оператора в стан-

дартном базисе {�⃗, �⃗, N�⃗ }, а также собственные значения и собственные 

векторы этого оператора. 
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Задание 7. Найти собственные значения и собственные векторы 

матрицы 2-го порядка 

 ; = X 2 2−3 −5Y. 
 

Задание 8. Найти собственные значения и собственные векторы 

матрицы 3-го порядка 

 

; = f 4 2 −6−6 −3 92 1 −3h. 
 

Задание 9. Привести квадратичную форму к сумме квадратов ме-

тодом Лагранжа и исследовать ее на знакоопределенность: 

а) φ���, ��� = 3��� + 4���� − ���; 
б) ψ���, ��, �.� = 3��� + 4��� − �.� + 8���� + 4���. − 2���.. 

 

Задание 10. Исследовать квадратичную форму на знакоопреде-

ленность с помощью критерия Сильвестра. 

 φ���, ��, �., �j� = = ��� + 3��� + 2�.� + 2�j� − 6���� + 4���j − 2���j + 4�.�j 

 

Задание 11. Привести уравнение кривой 2-го порядка на плоско-

сти к каноническому виду и построить эту кривую.  

 3�� − 4�� + 6�� − 4� + 8� = 0 

 

Задание 12. Определить тип поверхности 2-го порядка, которая 

задана уравнением  

 16�� + 13�� + 13�� − 4�� + 4�� − 2�� − 4� + 8� + 6� = 0. 
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Вариант 4 

 

Задание 1. Ортогонализовать базис ℬ = {¶̅�, ¶̅�, ¶̅.}, где  ¶̅� = �2,0, −3�, ¶̅� = �−1, −2,1�, ¶̅. = �3,1,0�, пространства ℝ. и найти 

координаты вектора �­ = �1, −2,3� в старом и новом базисах. 

 

Задание 2. Проверить линейную независимость системы векто-

ров {¶̅�, ¶̅�, ¶̅.} пространства ℝd и ортогонализовать эту систему. 

 ¶̅� = �0,1, −2,1,3�    ¶̅� = �2, −2,0,1, −1�    ¶̅. = �3,1, −2,0,1� 

 

Задание 3. Найти общее решение системы уравнений 

 

, 3�� − �� + 2�. + �j = −3,�� + 2�� − �. + 3�j = 2,2�� − 3�� + 3�. − 2�j = −5. 
 

Задание 4. В пространстве многочленов ℝ�±�² задан базис ℬ = {º�, º�, º.}. Найти матрицу оператора дифференцирования C в этом 

базисе. 

 º���� = 2�� − 2� − 1   º���� = ��   º.��� = �� + 3� 

 

Задание 5. В пространстве ¦. задан оператор проектирования на 

ось вектора �⃗ = 3�⃗ + 3�⃗ − N�⃗ . Составить матрицу этого оператора в 

стандартном базисе {�⃗, �⃗, N�⃗ }, а также построить ортогональный базис 

пространства ¦., в котором матрица этого оператора имеет диагональ-

ный вид. 

 

Задание 6. В пространстве ¦. задан оператор проектирования на 

плоскость π: −3� + 3� + � = 0. Найти матрицу этого оператора в стан-

дартном базисе {�⃗, �⃗, N�⃗ }, а также собственные значения и собственные 

векторы этого оператора. 
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Задание 7. Найти собственные значения и собственные векторы 

матрицы 2-го порядка 

 ; = X7 −34 −1Y. 
 

Задание 8. Найти собственные значения и собственные векторы 

матрицы 3-го порядка 

 

; = f 3 2 −5−3 −2 56 4 −10h. 
 

Задание 9. Привести квадратичную форму к сумме квадратов ме-

тодом Лагранжа и исследовать ее на знакоопределенность: 

а) φ���, ��� = −2��� + 3���� + ���; 
б) ψ���, ��, �.� = −2��� + 3��� + �.� + 2���� − 4���. − 6���.. 

 

Задание 10. Исследовать квадратичную форму на знакоопреде-

ленность с помощью критерия Сильвестра. 

 φ���, ��, �., �j� = = 3��� + ��� + �.� + 2�j� + 4���� − 6���. − 4���. + 2�.�j 

 

Задание 11. Привести уравнение кривой 2-го порядка на плоско-

сти к каноническому виду и построить эту кривую. 

 2�� + 12�� − 3�� + 4� − 2� = 0 

 

Задание 12. Определить тип поверхности 2-го порядка, которая 

задана уравнением  

 14�� + 11�� + 11�� − 8�� + 8�� + 2�� − 6� + 4� + 8� = 0. 
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Вариант 5 

 

Задание 1. Ортогонализовать базис ℬ = {¶̅�, ¶̅�, ¶̅.}, где ¶̅� = �0,2, −1�, ¶̅� = �3, −2,2�, ¶̅. = �1,3,0�,  пространства ℝ. и найти 

координаты вектора �­ = �1, −2,3� в старом и новом базисах.  

 

Задание 2. Проверить линейную независимость системы векто-

ров {¶̅�, ¶̅�, ¶̅.} пространства ℝd и ортогонализовать эту систему. 

 ¶̅� = �1,0, −3,2, −1�    ¶̅� = �0,1, −2,3,1�     ¶̅. = �2, −2,1,0,3�  
 

Задание 3. Найти общее решение системы уравнений 

 

,−2�� + 3�� + �. + 3�j = 2,−3�� + �� + 4�. + �j = −3,�� + 2�� − 3�. + 2�j = 5.  

 

Задание 4. В пространстве многочленов ℝ�±�² задан базис ℬ = {º�, º�, º.}. Найти матрицу оператора дифференцирования C в этом 

базисе. 

 º���� = �� − 2� + 2     º���� = 2��     º.��� = 3 − �� 

 

Задание 5. В пространстве ¦. задан оператор проектирования на 

ось вектора �⃗ = �⃗ + 2�⃗ − 4N�⃗ . Составить матрицу этого оператора в 

стандартном базисе {�⃗, �⃗, N�⃗ }, а также построить ортогональный базис 

пространства ¦., в котором матрица этого оператора имеет диагональ-

ный вид. 

 

Задание 6. В пространстве ¦. задан оператор проектирования на 

плоскость π: 3� − 2� + 3� = 0. Найти матрицу этого оператора в стан-

дартном базисе {�⃗, �⃗, N�⃗ }, а также собственные значения и собственные 

векторы этого оператора. 
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Задание 7. Найти собственные значения и собственные векторы 

матрицы 2-го порядка 

 ; = X1 32 −4Y. 
 

Задание 8. Найти собственные значения и собственные векторы 

матрицы 3-го порядка 

 

; = f−2 1 −52 −1 54 −2 10h. 
 

Задание 9. Привести квадратичную форму к сумме квадратов ме-

тодом Лагранжа и исследовать ее на знакоопределенность: 

а) φ���, ��� = 4��� + 3���� − 2���; 
б) ψ���, ��, �.� = 4��� + 3��� − 2�.� − 4���� + 4���. + 8���.. 

 

Задание 10. Исследовать квадратичную форму на знакоопреде-

ленность с помощью критерия Сильвестра. 

 φ���, ��, �., �j� = = ��� + 3��� + 2�.� + �j� + 4���. − 4���j + 2���j − 6�.�j 

 

Задание 11. Привести уравнение кривой 2-го порядка на плоско-

сти к каноническому виду и построить эту кривую. 

 9�� − 6�� + �� + 6� + 4� = 0 

 

Задание 12. Определить тип поверхности 2-го порядка, которая 

задана уравнением  

 14�� + 8�� + 8�� − 8�� + 8�� − 4�� − 10� + 2� + 6� = 0. 
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Вариант 6 

 

Задание 1. Ортогонализовать базис ℬ = {¶̅�, ¶̅�, ¶̅.}, где  ¶̅� = �2,3, −2�, ¶̅� = �1,0,3�, ¶̅. = �0, −2,1�, пространства ℝ. и найти 

координаты вектора �­ = �1, −2,3� в старом и новом базисах.  

 

Задание 2. Проверить линейную независимость системы векто-

ров {¶̅�, ¶̅�, ¶̅.} пространства ℝd и ортогонализовать эту систему. 

 ¶̅� = �2,1,3,0, −2�    ¶̅� = �1,0,2, −3,1�    ¶̅. = �0, −2,1,2,2�  
 

Задание 3. Найти общее решение системы уравнений 

 

, 3�� + �� + 3�. − �j = 4,2�� + 2�� − �. + 2�j = −1,�� − �� + 4�. − 3�j = 5.  

 

Задание 4. В пространстве многочленов ℝ�±�² задан базис ℬ = {º�, º�, º.}. Найти матрицу оператора дифференцирования C в этом 

базисе. 

 º���� = 3�� + � − 1     º���� = ��     º.��� = 2 − 2�� 

 

Задание 5. В пространстве ¦. задан оператор проектирования на 

ось вектора �⃗ = 4�⃗ + �⃗ − N�⃗ . Составить матрицу этого оператора в стан-

дартном базисе {�⃗, �⃗, N�⃗ }, а также построить ортогональный базис про-

странства ¦., в котором матрица этого оператора имеет диагональный 

вид. 

 

Задание 6. В пространстве ¦. задан оператор проектирования на 

плоскость π: −4� + � + 2� = 0. Найти матрицу этого оператора в стан-

дартном базисе {�⃗, �⃗, N�⃗ }, а также собственные значения и собственные 

векторы этого оператора. 
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Задание 7. Найти собственные значения и собственные векторы 

матрицы 2-го порядка 

 ; = X2 32 −3Y. 
 

Задание 8. Найти собственные значения и собственные векторы 

матрицы 3-го порядка 

 

; = f 8 6 −2−4 −3 14 3 −1h. 
 

Задание 9. Привести квадратичную форму к сумме квадратов ме-

тодом Лагранжа и исследовать ее на знакоопределенность: 

а) φ���, ��� = 5��� + 2���� − ���; 
б) ψ���, ��, �.� = 5��� + 2��� − �.� + 6���� − 2���. + 4���.. 

 

Задание 10. Исследовать квадратичную форму на знакоопреде-

ленность с помощью критерия Сильвестра. 

 φ���, ��, �., �j� = = 2��� + 3��� + �.� + �j� + 2���� + 4���j − 6���. − 4���j 

 

Задание 11. Привести уравнение кривой 2-го порядка на плоско-

сти к каноническому виду и построить эту кривую. 

 �� + 8�� − 5�� − 4� − 6� = 0 

 

Задание 12. Определить тип поверхности 2-го порядка, которая 

задана уравнением  

 16�� − 2�� − 2�� − 4�� + 4�� − 32�� + 6� − 6� + 10� = 0. 



138 

Вариант 7 

 

Задание 1. Ортогонализовать базис ℬ = {¶̅�, ¶̅�, ¶̅.}, где  ¶̅� = �1,2, −2�, ¶̅� = �3,0,1�, ¶̅. = �0, −3,2�, пространства ℝ. и найти 

координаты вектора �­ = �1, −2,3� в старом и новом базисах. 

 

Задание 2. Проверить линейную независимость системы векто-

ров {¶̅�, ¶̅�, ¶̅.} пространства ℝd и ортогонализовать эту систему. 

 ¶̅� = �2,3,1,0, −1�    ¶̅� = �0, −1,2,1,3�    ¶̅. = �1, −2, −1,2,0�  
 

Задание 3. Найти общее решение системы уравнений 

 

,2�� − 3�� + �. + 2�j = 5,4�� − 2�� + 2�. − �j = 1,−2�� − �� − �. + 3�j = 4. 
 

Задание 4. В пространстве многочленов ℝ�±�² задан базис ℬ = {º�, º�, º.}. Найти матрицу оператора дифференцирования C в этом 

базисе. 

 º���� = 3 − � − ��    º���� = 2��    º.��� = 3�� − � 

 

Задание 5. В пространстве ¦. задан оператор проектирования на 

ось вектора �⃗ = 3�⃗ − 2�⃗ − 2N�⃗ . Составить матрицу этого оператора в 

стандартном базисе {�⃗, �⃗, N�⃗ }, а также построить ортогональный базис 

пространства ¦., в котором матрица этого оператора имеет диагональ-

ный вид. 

 

Задание 6. В пространстве ¦. задан оператор проектирования на 

плоскость π: 3� − 3� + 2� = 0. Найти матрицу этого оператора в стан-

дартном базисе {�⃗, �⃗, N�⃗ }, а также собственные значения и собственные 

векторы этого оператора. 
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Задание 7. Найти собственные значения и собственные векторы 

матрицы 2-го порядка 

 ; = X−1 2−3 −8Y. 
 

Задание 8. Найти собственные значения и собственные векторы 

матрицы 3-го порядка 

 

; = f 2 −4 14 −8 2−6 12 −3h. 
 

Задание 9. Привести квадратичную форму к сумме квадратов ме-

тодом Лагранжа и исследовать ее на знакоопределенность: 

а) φ���, ��� = 2��� + 5���� − 3���; 
б) ψ���, ��, �.� = 2��� + 5��� − 3�.� − 4���� + 6���. + 6���.. 

 

Задание 10. Исследовать квадратичную форму на знакоопреде-

ленность с помощью критерия Сильвестра. 

 φ���, ��, �., �j� = = ��� + 3��� + �.� + 2�j� − 2���� + 4���. + 6���. + 2���j 

 

Задание 11. Привести уравнение кривой 2-го порядка на плоско-

сти к каноническому виду и построить эту кривую.  

 5�� − 4�� + 2�� + 6� − 2� = 0 

 

Задание 12. Определить тип поверхности 2-го порядка, которая 

задана уравнением  

 14�� + 5�� + 5�� − 20�� + 20�� + 2�� + 8� − 4� + 6� = 0. 
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Вариант 8 

 

Задание 1. Ортогонализовать базис ℬ = {¶̅�, ¶̅�, ¶̅.}, где  ¶̅� = �3,0, −1�, ¶̅� = �1,2, −3�, ¶̅. = �0,1,2�,  пространства ℝ. и найти 

координаты вектора �­ = �1, −2,3� в старом и новом базисах.  

 

Задание 2. Проверить линейную независимость системы векто-

ров {¶̅�, ¶̅�, ¶̅.} пространства ℝd и ортогонализовать эту систему. 

 ¶̅� = �3,1,2, −1,0�    ¶̅� = �0,2,1,2, −2�     ¶̅. = �1, −1,0,3,2�  
 

Задание 3. Найти общее решение системы уравнений 

 

, 2�� + 2�� − 3�. + �j = 4,−�� − 2�� + �. + 2�j = −1,3�� + 4�� − 4�. − �j = 5.  

 

Задание 4. В пространстве многочленов ℝ�±�² задан базис ℬ = {º�, º�, º.}. Найти матрицу оператора дифференцирования C в этом 

базисе. 

 º���� = 1 + 3� − ��    º���� = 2��    º.��� = 3�� − 1 

 

Задание 5. В пространстве ¦. задан оператор проектирования на 

ось вектора �⃗ = �⃗ + 4�⃗ − N�⃗ . Составить матрицу этого оператора в стан-

дартном базисе {�⃗, �⃗, N�⃗ }, а также построить ортогональный базис про-

странства ¦., в котором матрица этого оператора имеет диагональный 

вид. 

 

Задание 6. В пространстве ¦. задан оператор проектирования на 

плоскость π: 2� + � − 4� = 0. Найти матрицу этого оператора в стан-

дартном базисе {�⃗, �⃗, N�⃗ }, а также собственные значения и собственные 

векторы этого оператора. 
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Задание 7. Найти собственные значения и собственные векторы 

матрицы 2-го порядка 

 ; = X−1 −34 −9Y. 
 

Задание 8. Найти собственные значения и собственные векторы 

матрицы 3-го порядка 

 

; = f−10 −8 25 4 −1−5 −4 1 h. 
 

Задание 9. Привести квадратичную форму к сумме квадратов ме-

тодом Лагранжа и исследовать ее на знакоопределенность: 

а) φ���, ��� = −3��� + 2���� + 4���; 
б) ψ���, ��, �.� = −3��� + 2��� + 4�.� + 8���� − 6���. + 2���.. 

 

Задание 10. Исследовать квадратичную форму на знакоопреде-

ленность с помощью критерия Сильвестра. 

 φ���, ��, �., �j� = = 2��� + ��� + 2�.� + 3�j� − 4���� + 2���. + 6���j − 2�.�j 

 

Задание 11. Привести уравнение кривой 2-го порядка на плоско-

сти к каноническому виду и построить эту кривую.  

 �� + 12�� + 6�� + 4� − 4� = 0 

 

Задание 12. Определить тип поверхности 2-го порядка, которая 

задана уравнением  

 8�� + 5�� + 5�� − 20�� + 20�� + 14�� + 4� − 6� + 10� = 0. 
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Вариант 9 

 

Задание 1. Ортогонализовать базис ℬ = {¶̅�, ¶̅�, ¶̅.}, где  ¶̅� = �2,2, −3�, ¶̅� = �1,0, −2�, ¶̅. = �−2,3,0�,  пространства ℝ. и 

найти координаты вектора �­ = �1, −2,3� в старом и новом базисах.  

 

Задание 2. Проверить линейную независимость системы векто-

ров {¶̅�, ¶̅�, ¶̅.} пространства ℝd и ортогонализовать эту систему. 

 ¶̅� = �1, −2, −3,0,1�     ¶̅� = �2,1,0, −3,2�      ¶̅. = �0, −1,2,2, −1� 

 

Задание 3. Найти общее решение системы уравнений 

 

,3�� − 2�� + 2�. + �j = 3,�� + 3�� + �. − 3�j = 2,4�� + �� + 3�. − 2�j = 5. 
 

Задание 4. В пространстве многочленов ℝ�±�² задан базис ℬ = {º�, º�, º.}. Найти матрицу оператора дифференцирования C в этом 

базисе. 

 º���� = 2 + 2� − ��     º���� = 3��     º.��� = 2�� + � 

 

Задание 5. В пространстве ¦. задан оператор проектирования на 

ось вектора �⃗ = −4�⃗ + �⃗ + 2N�⃗ . Составить матрицу этого оператора в 

стандартном базисе {�⃗, �⃗, N�⃗ }, а также построить ортогональный базис 

пространства ¦., в котором матрица этого оператора имеет диагональ-

ный вид. 

 

Задание 6. В пространстве ¦. задан оператор проектирования на 

плоскость π: 3� − 2� − 2� = 0. Найти матрицу этого оператора в стан-

дартном базисе {�⃗, �⃗, N�⃗ }, а также собственные значения и собственные 

векторы этого оператора. 
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Задание 7. Найти собственные значения и собственные векторы 

матрицы 2-го порядка 

 ; = X−2 32 −7Y. 
 

Задание 8. Найти собственные значения и собственные векторы 

матрицы 3-го порядка 

 

; = f 6 10 −2−3 −5 13 5 −1h. 
 

Задание 9. Привести квадратичную форму к сумме квадратов ме-

тодом Лагранжа и исследовать ее на знакоопределенность: 

а) φ���, ��� = −5��� + ���� + 2���; 
б) ψ���, ��, �.� = −5��� + ��� + 2�.� + 6���� + 4���. − 4���.. 

 

Задание 10. Исследовать квадратичную форму на знакоопреде-

ленность с помощью критерия Сильвестра. 

 φ���, ��, �., �j� = = 2��� + 3��� + �.� + 2�j� + 4���. + 2���j − 6���. + 2���j 

 

Задание 11. Привести уравнение кривой 2-го порядка на плоско-

сти к каноническому виду и построить эту кривую.  

 −5�� + 6�� + 3�� − 2� + 6� = 0 

 

Задание 12. Определить тип поверхности 2-го порядка, которая 

задана уравнением  

 14�� − �� − �� − 8�� + 8�� − 22�� + 6� + 4� − 12� = 0. 
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Вариант 10 

 

Задание 1. Ортогонализовать базис ℬ = {¶̅�, ¶̅�, ¶̅.}, где ¶̅� = �0, −2,3�, ¶̅� = �1,3, −1�, ¶̅. = �2,0,1�,  пространства ℝ. и найти 

координаты вектора �­ = �1, −2,3� в старом и новом базисах.  
 

Задание 2. Проверить линейную независимость системы векто-

ров {¶̅�, ¶̅�, ¶̅.} пространства ℝd и ортогонализовать эту систему. 

 ¶̅� = �1, −3, −2,0,2�    ¶̅� = �2,0,1, −2, −3�    ¶̅. = �0,1,2, −1,2�  
 

Задание 3. Найти общее решение системы уравнений 

 

,2�� − 3�� − 3�. + �j = 2,�� + �� + 2�. + 4�j = −2,�� − 4�� − 5�. − 3�j = 4.  
 

Задание 4. В пространстве многочленов ℝ�±�² задан базис ℬ = {º�, º�, º.}. Найти матрицу оператора дифференцирования C в этом 

базисе. 

 º���� = 3�� − � + 1     º���� = ��     º.��� = 2�� − 2 

 

Задание 5. В пространстве ¦. задан оператор проектирования на 

ось вектора �⃗ = 3�⃗ − �⃗ − 2N�⃗ . Составить матрицу этого оператора в 

стандартном базисе {�⃗, �⃗, N�⃗ }, а также построить ортогональный базис 

пространства ¦., в котором матрица этого оператора имеет диагональ-

ный вид. 

 

Задание 6. В пространстве ¦. задан оператор проектирования на 

плоскость π: −3� + � + 2� = 0. Найти матрицу этого оператора в стан-

дартном базисе {�⃗, �⃗, N�⃗ }, а также собственные значения и собственные 

векторы этого оператора. 
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Задание 7. Найти собственные значения и собственные векторы 

матрицы 2-го порядка 

 ; = X 3 2−3 −4Y. 
 

Задание 8. Найти собственные значения и собственные векторы 

матрицы 3-го порядка 

 

; = f−3 1 43 −1 −46 −2 −8h. 
 

Задание 9. Привести квадратичную форму к сумме квадратов ме-

тодом Лагранжа и исследовать ее на знакоопределенность: 

а) φ���, ��� = −3��� + 5���� + ���; 
б) ψ���, ��, �.� = −3��� + 5��� + �.� + 6���� + 8���. − 8���.. 

 

Задание 10. Исследовать квадратичную форму на знакоопреде-

ленность с помощью критерия Сильвестра. 

 φ���, ��, �., �j� = = ��� + ��� + 2�.� + 3�j� + 4���� + 2���. − 4���j − 6���j 

 

Задание 11. Привести уравнение кривой 2-го порядка на плоско-

сти к каноническому виду и построить эту кривую.  

 5�� − 8�� − �� + 4� + 6� = 0 

 

Задание 12. Определить тип поверхности 2-го порядка, которая 

задана уравнением  

 −14�� + 4�� + 4�� + 20�� − 20�� + 16�� − 6� + 2� + 8� = 0. 
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Вариант 11 

 

Задание 1. Ортогонализовать базис ℬ = {¶̅�, ¶̅�, ¶̅.}, где  ¶̅� = �2, −3,1�, ¶̅� = �0,2, −3�, ¶̅. = �1, −2,0�, пространства ℝ. и 

найти координаты вектора �­ = �1, −2,3� в старом и новом базисах.  

 

Задание 2. Проверить линейную независимость системы векто-

ров {¶̅�, ¶̅�, ¶̅.} пространства ℝd и ортогонализовать эту систему. 

 ¶̅� = �3,0,1, −2, −2�     ¶̅� = �1, −1,2,3,0�    ¶Æ . = �−1,2,2,0, −1�   
Задание 3. Найти общее решение системы уравнений 

 

,2�� − 2�� + 3�. + �j = 4,−3�� − �� + �. − 2�j = 2,−�� − 3�� + 4�. − �j = 6. 
 

Задание 4. В пространстве многочленов ℝ�±�² задан базис ℬ = {º�, º�, º.}. Найти матрицу оператора дифференцирования C в этом 

базисе. 

 º���� = �� − � + 3    º���� = 2��     º.��� = 3�� + � 

 

Задание 5. В пространстве ¦. задан оператор проектирования на 

ось вектора �⃗ = −2�⃗ + 3�⃗ + N�⃗ . Составить матрицу этого оператора в 

стандартном базисе {�⃗, �⃗, N�⃗ }, а также построить ортогональный базис 

пространства ¦., в котором матрица этого оператора имеет диагональ-

ный вид. 

 

Задание 6. В пространстве ¦. задан оператор проектирования на 

плоскость π: 3� + 3� − 2� = 0. Найти матрицу этого оператора в стан-

дартном базисе {�⃗, �⃗, N�⃗ }, а также собственные значения и собственные 

векторы этого оператора. 
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Задание 7. Найти собственные значения и собственные векторы 

матрицы 2-го порядка 

 ; = X 4 2−3 −3Y. 
 

Задание 8. Найти собственные значения и собственные векторы 

матрицы 3-го порядка 

 

; = f 3 1 −56 2 −10−3 −1 5 h. 
 

Задание 9. Привести квадратичную форму к сумме квадратов ме-

тодом Лагранжа и исследовать ее на знакоопределенность: 

а) φ���, ��� = 2��� − 3���� + 4���; 
б) ψ���, ��, �.� = 2��� − 3��� + 4�.� − 2���� − 6���. + 4���.. 

 

Задание 10. Исследовать квадратичную форму на знакоопреде-

ленность с помощью критерия Сильвестра. 

 φ���, ��, �., �j� = = 3��� + ��� + 2�.� + �j� − 4���. + 6���j + 2���. − 4�.�j 

 

Задание 11. Привести уравнение кривой 2-го порядка на плоско-

сти к каноническому виду и построить эту кривую.  

 7�� − 8�� + �� + 4� − 2� = 0 

 

Задание 12. Определить тип поверхности 2-го порядка, которая 

задана уравнением  

 10�� + 7�� + 7�� − 16�� + 16�� + 10�� + 8� − 6� − 6� = 0. 
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Вариант 12 

 

Задание 1. Ортогонализовать базис ℬ = {¶̅�, ¶̅�, ¶̅.}, где ¶̅� = �3, −1,0�, ¶̅� = �0,2,3�, ¶̅. = �1, −1,2�,  пространства ℝ. и найти 

координаты вектора �­ = �1, −2,3� в старом и новом базисах.  

 

Задание 2. Проверить линейную независимость системы векто-

ров {¶̅�, ¶̅�, ¶̅.} пространства ℝd и ортогонализовать эту систему. 

 ¶̅� = �2,1,0, −3,1�     ¶̅� = �−3,2,1,0,2�     ¶̅. = �0,2, −2,1,1�  
 

Задание 3. Найти общее решение системы уравнений 

 

,−3�� + 2�� + 2�. + �j = 3,2�� + �� − 4�. + �j = 2,−�� + 3�� − 2�. + 2�j = 5. 
 

Задание 4. В пространстве многочленов ℝ�±�² задан базис ℬ = {º�, º�, º.}. Найти матрицу оператора дифференцирования C в этом 

базисе. 

 º���� = 2�� + � − 1      º���� = ��     º.��� = 3�� − 2 

 

Задание 5. В пространстве ¦. задан оператор проектирования на 

ось вектора �⃗ = �⃗ + 2�⃗ − 2N�⃗ . Составить матрицу этого оператора в 

стандартном базисе {�⃗, �⃗, N�⃗ }, а также построить ортогональный базис 

пространства ¦., в котором матрица этого оператора имеет диагональ-

ный вид. 

 

Задание 6. В пространстве ¦. задан оператор проектирования на 

плоскость π: −2� + � − 4� = 0. Найти матрицу этого оператора в стан-

дартном базисе {�⃗, �⃗, N�⃗ }, а также собственные значения и собственные 

векторы этого оператора. 
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Задание 7. Найти собственные значения и собственные векторы 

матрицы 2-го порядка 

 ; = X4 −34 −4Y. 
 

Задание 8. Найти собственные значения и собственные векторы 

матрицы 3-го порядка 

 

; = f 6 −8 2−3 4 −1−6 8 −2h. 
 

Задание 9. Привести квадратичную форму к сумме квадратов ме-

тодом Лагранжа и исследовать ее на знакоопределенность: 

а) φ���, ��� = 3��� + 5���� − 2���; 
б) ψ���, ��, �.� = 3��� + 5��� − 2�.� + 4���� − 4���. − 6���.. 

 

Задание 10. Исследовать квадратичную форму на знакоопреде-

ленность с помощью критерия Сильвестра. 

 φ���, ��, �., �j� = = 2��� + ��� + 3�.� + 2�j� + 4���� − 2���. − 6���. + 2���j 

 

Задание 11. Привести уравнение кривой 2-го порядка на плоско-

сти к каноническому виду и построить эту кривую.  

 �� + 6�� + 9�� − 4� − 6� = 0 

 

Задание 12. Определить тип поверхности 2-го порядка, которая 

задана уравнением  

 −10�� + 2�� + 2�� + 16�� − 16�� + 8�� + 6� + 10� − 6� = 0. 
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Вариант 13 

 

Задание 1. Ортогонализовать базис ℬ = {¶̅�, ¶̅�, ¶̅.}, где  ¶̅� = �0,1, −2�, ¶̅� = �1, −2,3�, ¶̅. = �3,0, −1�,  пространства ℝ. и 

найти координаты вектора �­ = �1, −2,3� в старом и новом базисах.  

 

Задание 2. Проверить линейную независимость системы векто-

ров {¶̅�, ¶̅�, ¶̅.} пространства ℝd и ортогонализовать эту систему. 

 ¶̅� = �2, −3,0,2,1�     ¶̅� = �1,0,2, −2,3�     ¶̅. = �3,1, −1,0,1� 

 

Задание 3. Найти общее решение системы уравнений 

 

,−2�� + �� + 2�. + 3�j = 1,4�� + 2�� − 3�. − �j = 4,2�� + 3�� − �. + 2�j = 5.  

 

Задание 4. В пространстве многочленов ℝ�±�² задан базис ℬ = {º�, º�, º.}. Найти матрицу оператора дифференцирования C в этом 

базисе. 

 º���� = 2 − � − ��    º���� = 3��     º.��� = 2�� − � 

 

Задание 5. В пространстве ¦. задан оператор проектирования на 

ось вектора �⃗ = 3�⃗ + �⃗ − 3N�⃗ . Составить матрицу этого оператора в 

стандартном базисе {�⃗, �⃗, N�⃗ }, а также построить ортогональный базис 

пространства ¦., в котором матрица этого оператора имеет диагональ-

ный вид. 

 

Задание 6. В пространстве ¦. задан оператор проектирования на 

плоскость π: � + 3� − 3� = 0. Найти матрицу этого оператора в стан-

дартном базисе {�⃗, �⃗, N�⃗ }, а также собственные значения и собственные 

векторы этого оператора. 
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Задание 7. Найти собственные значения и собственные векторы 

матрицы 2-го порядка 

 ; = X−3 32 −8Y. 
 

Задание 8. Найти собственные значения и собственные векторы 

матрицы 3-го порядка 

 

; = f−2 −5 34 10 −62 5 −3h. 
 

Задание 9. Привести квадратичную форму к сумме квадратов ме-

тодом Лагранжа и исследовать ее на знакоопределенность: 

а) φ���, ��� = ��� − 5���� + 3���; 
б) ψ���, ��, �.� = ��� − 5��� + 3�.� − 8���� + 4���. + 2���.. 

 

Задание 10. Исследовать квадратичную форму на знакоопреде-

ленность с помощью критерия Сильвестра. 

 φ���, ��, �., �j� = = 3��� + 2��� + �.� + �j� + 6���� − 4���j − 2���j − 4�.�j 

 

Задание 11. Привести уравнение кривой 2-го порядка на плоско-

сти к каноническому виду и построить эту кривую.  

 2�� − 12�� − 3�� + 8� − 4� = 0 

 

Задание 12. Определить тип поверхности 2-го порядка, которая 

задана уравнением  

 −14�� + �� + �� + 20�� − 20�� + 10�� + 8� − 6� + 8� = 0. 
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Вариант 14 

 

Задание 1. Ортогонализовать базис ℬ = {¶̅�, ¶̅�, ¶̅.}, где  ¶̅� = �2,1, −2�, ¶̅� = �1,0,3�, ¶̅. = �0, −3,2�,  пространства ℝ. и найти 

координаты вектора �­ = �1, −2,3� в старом и новом базисах.  

 

Задание 2. Проверить линейную независимость системы векто-

ров {¶̅�, ¶̅�, ¶̅.} пространства ℝd и ортогонализовать эту систему. 

 ¶̅� = �−1,2,1,0, −3�   ¶̅� = �2,0,3,1, −1�   ¶̅. = �0,1,2, −2, −2� 

 

Задание 3. Найти общее решение системы уравнений 

 

,3�� + �� − 3�. + 2�j = 1,�� + 2�� + �. + 4�j = −4,2�� − �� − 4�. − 2�j = 5.  
 

Задание 4. В пространстве многочленов ℝ�±�² задан базис ℬ = {º�, º�, º.}. Найти матрицу оператора дифференцирования C в этом 

базисе. 

 º���� = 2�� + 2� − 1   º���� = ��   º.��� = 3�� + 1 

 

Задание 5. В пространстве ¦. задан оператор проектирования на 

ось вектора �⃗ = 2�⃗ − �⃗ + 4N�⃗ . Составить матрицу этого оператора в 

стандартном базисе {�⃗, �⃗, N�⃗ }, а также построить ортогональный базис 

пространства ¦., в котором матрица этого оператора имеет диагональ-

ный вид. 

 

Задание 6. В пространстве ¦. задан оператор проектирования на 

плоскость π: 3� − 2� − 2� = 0. Найти матрицу этого оператора в стан-

дартном базисе {�⃗, �⃗, N�⃗ }, а также собственные значения и собственные 

векторы этого оператора. 
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Задание 7. Найти собственные значения и собственные векторы 

матрицы 2-го порядка 

 ; = X4 −43 −4Y. 
 

Задание 8. Найти собственные значения и собственные векторы 

матрицы 3-го порядка 

 

; = f 4 −3 28 −6 4−4 3 −2h. 
 

Задание 9. Привести квадратичную форму к сумме квадратов ме-

тодом Лагранжа и исследовать ее на знакоопределенность: 

а) φ���, ��� = −2��� + 4���� + 5���; 
б) ψ���, ��, �.� = −2��� + 4��� + 5�.� + 2���� + 4���. − 6���.. 

 

Задание 10. Исследовать квадратичную форму на знакоопреде-

ленность с помощью критерия Сильвестра. 

 φ���, ��, �., �j� = = 2��� + 3��� + 2�.� + �j� + 4���� + 6���. − 4���. − 2�.�j 

 

Задание 11. Привести уравнение кривой 2-го порядка на плоско-

сти к каноническому виду и построить эту кривую.  

 �� − 8�� + 7�� + 6� − 6� = 0 

 

Задание 12. Определить тип поверхности 2-го порядка, которая 

задана уравнением  

 −8�� + 7�� + 7�� + 20�� − 20�� + 10�� − 8� + 2� + 6� = 0. 
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Вариант 15 

 

Задание 1. Ортогонализовать базис ℬ = {¶̅�, ¶̅�, ¶̅.}, где  ¶̅� = �1, −3,0�, ¶̅� = �2,1,3�, ¶̅. = �0, −2,1�,  пространства ℝ. и найти 

координаты вектора �­ = �1, −2,3� в старом и новом базисах.  

 

Задание 2. Проверить линейную независимость системы векто-

ров {¶̅�, ¶̅�, ¶̅.} пространства ℝd и ортогонализовать эту систему. 

 ¶̅� = �1,2, −2,0,2�  ¶̅� = �0,1,3, −2, −2�    ¶̅. = �1, −2,2,3,0�  
 

Задание 3. Найти общее решение системы уравнений 

 

,2�� − 3�� + 2�. + �j = −3,4�� − 2�� + �. + 5�j = 2,−2�� − �� + �. − 4�j = −5. 
 

Задание 4. В пространстве многочленов ℝ�±�² задан базис ℬ = {º�, º�, º.}. Найти матрицу оператора дифференцирования C в этом 

базисе. 

 º���� = �� − 2� − 2    º���� = 2��    º.��� = 3�� − � 

 

Задание 5. В пространстве ¦. задан оператор проектирования на 

ось вектора �⃗ = −4�⃗ + �⃗ + N�⃗ . Составить матрицу этого оператора в 

стандартном базисе {�⃗, �⃗, N�⃗ }, а также построить ортогональный базис 

пространства ¦., в котором матрица этого оператора имеет диагональ-

ный вид. 

 

Задание 6. В пространстве ¦. задан оператор проектирования на 

плоскость π: 4� + � − � = 0. Найти матрицу этого оператора в стан-

дартном базисе {�⃗, �⃗, N�⃗ }, а также собственные значения и собственные 

векторы этого оператора. 
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Задание 7. Найти собственные значения и собственные векторы 

матрицы 2-го порядка 

 ; = X−2 2−3 −9Y. 
 

Задание 8. Найти собственные значения и собственные векторы 

матрицы 3-го порядка 

 

; = f−6 −10 23 5 −1−3 −5 1 h. 
 

Задание 9. Привести квадратичную форму к сумме квадратов ме-

тодом Лагранжа и исследовать ее на знакоопределенность: 

а) φ���, ��� = 3��� − 2���� − 4���; 
б) ψ���, ��, �.� = 3��� − 2��� − 4�.� + 4���� − 4���. − 8���.. 

 

Задание 10. Исследовать квадратичную форму на знакоопреде-

ленность с помощью критерия Сильвестра. 

 φ���, ��, �., �j� = = 3��� + ��� + 2�.� + 2�j� + 4���. + 4���j − 2���j − 6�.�j 

 

Задание 11. Привести уравнение кривой 2-го порядка на плоско-

сти к каноническому виду и построить эту кривую.  

 6�� − 12�� + �� + 2� + 4� = 0 

 

Задание 12. Определить тип поверхности 2-го порядка, которая 

задана уравнением  

 −10�� + 8�� + 8�� + 16�� − 16�� + 20�� + 6� − 10� + 10� = 0. 
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Вариант 16 

 

Задание 1. Ортогонализовать базис ℬ = {¶̅�, ¶̅�, ¶̅.}, где  ¶̅� = �1,3,0�, ¶̅� = �−2,1,2�, ¶̅. = �0,3, −1�,  пространства ℝ. и найти 

координаты вектора �­ = �1, −2,3� в старом и новом базисах.  

 

Задание 2. Проверить линейную независимость системы векто-

ров {¶̅�, ¶̅�, ¶̅.} пространства ℝd и ортогонализовать эту систему. 

 ¶̅� = �0,1,2, −3,1�    ¶̅� = �1,0, −3,2,2�     ¶̅. = �2, −1,3,0, −1�  
 

Задание 3. Найти общее решение системы уравнений 

 

,3�� + �� − 2�. + 4�j = 3,�� + 2�� + 2�. + �j = −2,2�� − �� − 4�. + 3�j = 5.  
 

Задание 4. В пространстве многочленов ℝ�±�² задан базис ℬ = {º�, º�, º.}. Найти матрицу оператора дифференцирования C в этом 

базисе. 

 º���� = 3�� − � − 1     º���� = ��     º.��� = 2�� + 1 

 

Задание 5. В пространстве ¦. задан оператор проектирования на 

ось вектора �⃗ = 2�⃗ − 2�⃗ + 3N�⃗ . Составить матрицу этого оператора в 

стандартном базисе {�⃗, �⃗, N�⃗ }, а также построить ортогональный базис 

пространства ¦., в котором матрица этого оператора имеет диагональ-

ный вид. 

 

Задание 6. В пространстве ¦. задан оператор проектирования на 

плоскость π: 3� − 3� + � = 0. Найти матрицу этого оператора в стан-

дартном базисе {�⃗, �⃗, N�⃗ }, а также собственные значения и собственные 

векторы этого оператора. 
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Задание 7. Найти собственные значения и собственные векторы 

матрицы 2-го порядка 

 ; = X1 −34 −7Y. 
 

Задание 8. Найти собственные значения и собственные векторы 

матрицы 3-го порядка 

 

; = f 3 −4 −56 −8 −10−3 4 5 h. 
 

Задание 9. Привести квадратичную форму к сумме квадратов ме-

тодом Лагранжа и исследовать ее на знакоопределенность: 

а) φ���, ��� = −��� + 4���� + 5���; 
б) ψ���, ��, �.� = −��� + 4��� + 5�.� + 6���� + 2���. − 4���.. 

 

Задание 10. Исследовать квадратичную форму на знакоопреде-

ленность с помощью критерия Сильвестра. 

 φ���, ��, �., �j� = = ��� + 3��� + 2�.� + 3�j� − 2���� − 4���j + 6���. + 4���j 

 

Задание 11. Привести уравнение кривой 2-го порядка на плоско-

сти к каноническому виду и построить эту кривую.  

 2�� + 4�� + 5�� − 4� − 8� = 0 

 

Задание 12. Определить тип поверхности 2-го порядка, которая 

задана уравнением  

 −10�� − 7�� − 7�� + 16�� − 16�� − 10�� + 4� + 6� − 8� = 0. 
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Вариант 17 

 

Задание 1. Ортогонализовать базис ℬ = {¶̅�, ¶̅�, ¶̅.}, где  ¶̅� = �2,1, −3�, ¶̅� = �−1,1,0�, ¶̅. = �0,3, −2�, пространства ℝ. и найти 

координаты вектора �­ = �1, −2,3� в старом и новом базисах.  

 

Задание 2. Проверить линейную независимость системы векто-

ров {¶̅�, ¶̅�, ¶̅.} пространства ℝd и ортогонализовать эту систему. 

 ¶̅� = �1, −2, −1,3,0�   ¶̅� = �0,1,2, −2,1�    ¶̅. = �1, −1,3,0, −2�  
 

Задание 3. Найти общее решение системы уравнений 

 

, 2�� + 4�� − �. − 2�j = 1,−�� − 2�� + 3�. + 4�j = 3,�� + 2�� + 2�. + 2�j = 4.  

 

Задание 4. В пространстве многочленов ℝ�±�² задан базис ℬ = {º�, º�, º.}. Найти матрицу оператора дифференцирования C в этом 

базисе. 

 º���� = 3 + � − ��   º���� = 3��   º.��� = 2�� + � 

 

Задание 5. В пространстве ¦. задан оператор проектирования на 

ось вектора �⃗ = �⃗ + 4�⃗ + N�⃗ . Составить матрицу этого оператора в стан-

дартном базисе {�⃗, �⃗, N�⃗ }, а также построить ортогональный базис про-

странства ¦., в котором матрица этого оператора имеет диагональный 

вид. 

 

Задание 6. В пространстве ¦. задан оператор проектирования на 

плоскость π: −2� + 3� + 3� = 0. Найти матрицу этого оператора в 

стандартном базисе {�⃗, �⃗, N�⃗ }, а также собственные значения и собствен-

ные векторы этого оператора. 
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Задание 7. Найти собственные значения и собственные векторы 

матрицы 2-го порядка 

 ; = X3 32 −2Y. 
 

Задание 8. Найти собственные значения и собственные векторы 

матрицы 3-го порядка 

 

; = f 1 −3 4−1 3 −43 −9 12h. 
 

Задание 9. Привести квадратичную форму к сумме квадратов ме-

тодом Лагранжа и исследовать ее на знакоопределенность: 

а) φ���, ��� = 3��� + 2���� − 5���; 
б) ψ���, ��, �.� = 3��� + 2��� − 5�.� + 4���� + 6���. − 6���.. 

 

Задание 10. Исследовать квадратичную форму на знакоопреде-

ленность с помощью критерия Сильвестра. 

 φ���, ��, �., �j� = = 3��� + 2��� + �.� + 3�j� + 2���� + 4���. − 6���. + 2���j 

 

Задание 11. Привести уравнение кривой 2-го порядка на плоско-

сти к каноническому виду и построить эту кривую.  

 3�� − 6�� − 5�� + 4� − 6� = 0 

 

Задание 12. Определить тип поверхности 2-го порядка, которая 

задана уравнением  

 −14�� − 5�� − 5�� + 20�� − 20�� − 2�� + 8� + 6� − 4� = 0. 
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Вариант 18 

 

Задание 1. Ортогонализовать базис ℬ = {¶̅�, ¶̅�, ¶̅.}, где  ¶̅� = �2,1,3�, ¶̅� = �−1,2,0�, ¶̅. = �0,3, −1�, пространства ℝ. и найти 

координаты вектора �­ = �1, −2,3� в старом и новом базисах.  

 

Задание 2. Проверить линейную независимость системы векто-

ров {¶̅�, ¶̅�, ¶̅.} пространства ℝd и ортогонализовать эту систему. 

 ¶̅� = �−2,1,2,0,3�   ¶̅� = �1,3, −1,2,0�   ¶̅. = �0, −1,1, −1,2�  
 

Задание 3. Найти общее решение системы уравнений 

 

, 3�� − �� + 2�. + �j = −3,−�� + 2�� + 2�. − 3�j = −2,2�� + �� + 4�. − 2�j = −5.  

 

Задание 4. В пространстве многочленов ℝ�±�² задан базис ℬ = {º�, º�, º.}. Найти матрицу оператора дифференцирования C в этом 

базисе. 

 º���� = 1 − 3� + ��    º���� = 2��    º.��� = � − 3�� 

 

Задание 5. В пространстве ¦. задан оператор проектирования на 

ось вектора �⃗ = 2�⃗ + 4�⃗ − N�⃗ . Составить матрицу этого оператора в 

стандартном базисе {�⃗, �⃗, N�⃗ }, а также построить ортогональный базис 

пространства ¦., в котором матрица этого оператора имеет диагональ-

ный вид. 

 

Задание 6. В пространстве ¦. задан оператор проектирования на 

плоскость π: 4� − � − 2� = 0. Найти матрицу этого оператора в стан-

дартном базисе {�⃗, �⃗, N�⃗ }, а также собственные значения и собственные 

векторы этого оператора. 
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Задание 7. Найти собственные значения и собственные векторы 

матрицы 2-го порядка 

 ; = X 5 2−3 −2Y. 
 

Задание 8. Найти собственные значения и собственные векторы 

матрицы 3-го порядка 

 

; = f12 −6 34 −2 1−4 2 −1h. 
 

Задание 9. Привести квадратичную форму к сумме квадратов ме-

тодом Лагранжа и исследовать ее на знакоопределенность: 

а) φ���, ��� = −2��� − 3���� + 4���; 
б) ψ���, ��, �.� = −2��� − 3��� + 4�.� − 8���� − 6���. + 2���.. 

 

Задание 10. Исследовать квадратичную форму на знакоопреде-

ленность с помощью критерия Сильвестра. 

 φ���, ��, �., �j� = = 2��� + 3��� + �.� + 3�j� + 4���� + 2���. − 6���j − 2�.�j 

 

Задание 11. Привести уравнение кривой 2-го порядка на плоско-

сти к каноническому виду и построить эту кривую.  

 6�� − 4�� + 3�� + 4� − 2� = 0 

 

Задание 12. Определить тип поверхности 2-го порядка, которая 

задана уравнением  

 10�� + 10�� + 10�� − 16�� + 16�� + 16�� − 2� + 6� + 10� = 0. 
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Вариант 19 

 

Задание 1. Ортогонализовать базис ℬ = {¶̅�, ¶̅�, ¶̅.}, где  ¶̅� = �3,2,0�, ¶̅� = �−2,0,1�, ¶̅. = �1,2, −3�,  пространства ℝ. и найти 

координаты вектора �­ = �1, −2,3� в старом и новом базисах.  

 

Задание 2. Проверить линейную независимость системы векто-

ров {¶̅�, ¶̅�, ¶̅.} пространства ℝd и ортогонализовать эту систему. 

 ¶̅� = �2, −2,1,0,3�    ¶̅� = �1,0,2,3, −1�    ¶Æ. = �0,1,3,1, −1�  
 

Задание 3. Найти общее решение системы уравнений 

 

, 2�� + 3�� + �. − 2�j = 4,3�� + �� + �. + �j = −1,−�� + 2�� − 3�. − 3�j = 5. 
 

Задание 4. В пространстве многочленов ℝ�±�² задан базис ℬ = {º�, º�, º.}. Найти матрицу оператора дифференцирования C в этом 

базисе. 

 º���� = 2 − 2� − ��    º���� = 3��    º.��� = 1 − 2�� 

 

Задание 5. В пространстве ¦. задан оператор проектирования на 

ось вектора �⃗ = 2�⃗ + 3�⃗ − N�⃗ . Составить матрицу этого оператора в 

стандартном базисе {�⃗, �⃗, N�⃗ }, а также построить ортогональный базис 

пространства ¦., в котором матрица этого оператора имеет диагональ-

ный вид. 

 

Задание 6. В пространстве ¦. задан оператор проектирования на 

плоскость π: 3� + � − � = 0. Найти матрицу этого оператора в стан-

дартном базисе {�⃗, �⃗, N�⃗ }, а также собственные значения и собственные 

векторы этого оператора. 
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Задание 7. Найти собственные значения и собственные векторы 

матрицы 2-го порядка 

 ; = X−2 4−3 10Y. 
 

Задание 8. Найти собственные значения и собственные векторы 

матрицы 3-го порядка 

 

; = f10 8 −2−5 −4 15 4 −1h. 
 

Задание 9. Привести квадратичную форму к сумме квадратов ме-

тодом Лагранжа и исследовать ее на знакоопределенность: 

а) φ���, ��� = 4��� + 3���� − ���; 
б) ψ���, ��, �.� = 4��� + 3��� − �.� + 6���� − 4���. − 4���.. 

 

Задание 10. Исследовать квадратичную форму на знакоопреде-

ленность с помощью критерия Сильвестра. 

 φ���, ��, �., �j� = = 3��� + 3��� + �.� + 2�j� + 4���. − 2���j + 6���. − 2���j 

 

Задание 11. Привести уравнение кривой 2-го порядка на плоско-

сти к каноническому виду и построить эту кривую.  

 �� − 8�� − 5�� − 4� + 6� = 0 

 

Задание 12. Определить тип поверхности 2-го порядка, которая 

задана уравнением  

 14�� + 14�� + 14�� − 8�� + 8�� + 8�� + 6� − 10� − 6� = 0. 
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Вариант 20 

 

Задание 1. Ортогонализовать базис ℬ = {¶̅�, ¶̅�, ¶̅.}, где  ¶̅� = �2,1, −3�, ¶̅� = �−1,0,2�, ¶̅. = �0,2,3�,  пространства ℝ. и найти 

координаты вектора �­ = �1, −2,3� в старом и новом базисах.  

 

Задание 2. Проверить линейную независимость системы векто-

ров {¶̅�, ¶̅�, ¶̅.} пространства ℝd и ортогонализовать эту систему. 

 ¶̅� = �2,1,0, −1,2�     ¶̅� = �−1,3,2,0,1�     ¶̅. = �1,0, −1,2,2� 

 

Задание 3. Найти общее решение системы уравнений 

 

, �� + 2�� + 4�. − �j = 2,3�� + �� + �. + 2�j = −3,−2�� + �� + 3�. − 3�j = 5. 
 

Задание 4. В пространстве многочленов ℝ�±�² задан базис ℬ = {º�, º�, º.}. Найти матрицу оператора дифференцирования C в этом 

базисе. 

 º���� = 1 + � − 3��     º���� = ��     º.��� = �� + 2� 

 

Задание 5. В пространстве ¦. задан оператор проектирования на 

ось вектора �⃗ = 3�⃗ − �⃗ + 3N�⃗ . Составить матрицу этого оператора в 

стандартном базисе {�⃗, �⃗, N�⃗ }, а также построить ортогональный базис 

пространства ¦., в котором матрица этого оператора имеет диагональ-

ный вид. 

 

Задание 6. В пространстве ¦. задан оператор проектирования на 

плоскость π: 2� + � − 4� = 0. Найти матрицу этого оператора в стан-

дартном базисе {�⃗, �⃗, N�⃗ }, а также собственные значения и собственные 

векторы этого оператора. 
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Задание 7. Найти собственные значения и собственные векторы 

матрицы 2-го порядка 

 ; = X−2 −34 −10Y. 
 

Задание 8. Найти собственные значения и собственные векторы 

матрицы 3-го порядка 

 

; = f 4 5 −2−4 −5 28 10 −4h. 
 

Задание 9. Привести квадратичную форму к сумме квадратов ме-

тодом Лагранжа и исследовать ее на знакоопределенность: 

а) φ���, ��� = −4��� + 2���� + 5���; 
б) ψ���, ��, �.� = −4��� + 2��� + 5�.� + 6���� − 8���. + 8���.. 

 

Задание 10. Исследовать квадратичную форму на знакоопреде-

ленность с помощью критерия Сильвестра. 

 φ���, ��, �., �j� = = 2��� + 2��� + �.� + 3�j� + 4���� − 2���. + 4���j + 6���j 

 

Задание 11. Привести уравнение кривой 2-го порядка на плоско-

сти к каноническому виду и построить эту кривую.  

 3�� + 6�� − 5�� + 6� − 2� = 0 

 

Задание 12. Определить тип поверхности 2-го порядка, которая 

задана уравнением  

 8�� + 8�� + 8�� − 20�� + 20�� + 20�� + 10� − 6� + 6� = 0. 
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Вариант 21 

 

Задание 1. Ортогонализовать базис ℬ = {¶̅�, ¶̅�, ¶̅.}, где  ¶̅� = �2,3, −1�, ¶̅� = �1,0,3�, ¶̅. = �0, −2,1�, пространства ℝ. и найти 

координаты вектора �­ = �1, −2,3� в старом и новом базисах.  

 

Задание 2. Проверить линейную независимость системы векто-

ров {¶̅�, ¶̅�, ¶̅.} пространства ℝd и ортогонализовать эту систему. 

 ¶̅� = �2,1, −3,0, −2�     ¶̅� = �1,0,2, −3,1�     ¶̅. = �0, −2,1,2,1�  
 

Задание 3. Найти общее решение системы уравнений 

 

, 3�� + �� + 2�. − �j = 4,2�� + 2�� − �. + 2�j = −1,�� − �� + 3�. − 3�j = 5.  

 

Задание 4. В пространстве многочленов ℝ�±�² задан базис ℬ = {º�, º�, º.}. Найти матрицу оператора дифференцирования C в этом 

базисе. 

 º���� = 3�� + 2� − 1     º���� = ��     º.��� = 3 − 2�� 

 

Задание 5. В пространстве ¦. задан оператор проектирования на 

ось вектора �⃗ = 3�⃗ + �⃗ − N�⃗ . Составить матрицу этого оператора в стан-

дартном базисе {�⃗, �⃗, N�⃗ }, а также построить ортогональный базис про-

странства ¦., в котором матрица этого оператора имеет диагональный 

вид. 

 

Задание 6. В пространстве ¦. задан оператор проектирования на 

плоскость π: −4� + � + 3� = 0. Найти матрицу этого оператора в стан-

дартном базисе {�⃗, �⃗, N�⃗ }, а также собственные значения и собственные 

векторы этого оператора. 
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Задание 7. Найти собственные значения и собственные векторы 

матрицы 2-го порядка 

 ; = X 2 −2−3 −3Y. 
 

Задание 8. Найти собственные значения и собственные векторы 

матрицы 3-го порядка 

 

; = f−8 −6 2−4 −3 14 3 −1h. 
 

Задание 9. Привести квадратичную форму к сумме квадратов ме-

тодом Лагранжа и исследовать ее на знакоопределенность: 

а) φ���, ��� = 5��� + 4���� − ���; 
б) ψ���, ��, �.� = 5��� + 2��� − �.� + 8���� − 2���. + 4���.. 

 

Задание 10. Исследовать квадратичную форму на знакоопреде-

ленность с помощью критерия Сильвестра. 

 φ���, ��, �., �j� = = 2��� + ��� + �.� + 3�j� + 2���� + 4���j − 6���. − 4���j 

 

Задание 11. Привести уравнение кривой 2-го порядка на плоско-

сти к каноническому виду и построить эту кривую.  

 �� + 8�� − 5�� + 4� + 6� = 0 

 

Задание 12. Определить тип поверхности 2-го порядка, которая 

задана уравнением  

 16�� − 2�� − 2�� − 4�� + 4�� − 32�� + 6� + 6� − 10� = 0. 
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Вариант 22 

 

Задание 1. Ортогонализовать базис ℬ = {¶̅�, ¶̅�, ¶̅.}, где  ¶̅� = �0,3, −2�, ¶̅� = �1, −2,3�, ¶̅. = �3,0, −1�,  пространства ℝ. и 

найти координаты вектора �­ = �1, −2,3� в старом и новом базисах.  

 

Задание 2. Проверить линейную независимость системы векто-

ров {¶̅�, ¶̅�, ¶̅.} пространства ℝd и ортогонализовать эту систему. 

 ¶̅� = �2, −3,0, −2,1�     ¶̅� = �1,0,2, −2, −3�     ¶̅. = �3,1, −1,0,1�  
 

Задание 3. Найти общее решение системы уравнений 

 

, −2�� + �� + �. + 3�j = 1,4�� + 2�� − 3�. − �j = 4,2�� + 3�� − 2�. + 2�j = 5. 
 

Задание 4. В пространстве многочленов ℝ�±�² задан базис ℬ = {º�, º�, º.}. Найти матрицу оператора дифференцирования C в этом 

базисе. 

 º���� = 2 − 2� − ��     º���� = 3��     º.��� = �� − 2� 

 

Задание 5. В пространстве ¦. задан оператор проектирования на 

ось вектора �⃗ = 3�⃗ + �⃗ − 2N�⃗ . Составить матрицу этого оператора в 

стандартном базисе {�⃗, �⃗, N�⃗ }, а также построить ортогональный базис 

пространства ¦., в котором матрица этого оператора имеет диагональ-

ный вид. 

 

Задание 6. В пространстве ¦. задан оператор проектирования на 

плоскость π: � + 4� − 3� = 0. Найти матрицу этого оператора в стан-

дартном базисе {�⃗, �⃗, N�⃗ }, а также собственные значения и собственные 

векторы этого оператора. 
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Задание 7. Найти собственные значения и собственные векторы 

матрицы 2-го порядка 

 ; = X−3 23 −8Y. 
 

Задание 8. Найти собственные значения и собственные векторы 

матрицы 3-го порядка 

 

; = f−2 −5 3−4 −10 62 5 −3h. 
 

Задание 9. Привести квадратичную форму к сумме квадратов ме-

тодом Лагранжа и исследовать ее на знакоопределенность: 

а) φ���, ��� = ��� + 5���� − 3���; 
б) ψ���, ��, �.� = ��� − 5��� + 3�.� − 8���� + 6���. + 2���.. 

 

Задание 10. Исследовать квадратичную форму на знакоопреде-

ленность с помощью критерия Сильвестра. 

 φ���, ��, �., �j� = = 3��� + ��� + 2�.� + �j� + 6���� − 4���j + 2���j − 4�.�j 

 

Задание 11. Привести уравнение кривой 2-го порядка на плоско-

сти к каноническому виду и построить эту кривую.  

 2�� − 12�� − 3�� − 8� + 4� = 0 

 

Задание 12. Определить тип поверхности 2-го порядка, которая 

задана уравнением  

 −14�� + �� + �� + 20�� − 20�� + 10�� + 8� + 6� − 8� = 0. 
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Вариант 23 

 

Задание 1. Ортогонализовать базис ℬ = {¶̅�, ¶̅�, ¶̅.}, где  ¶̅� = �2,1, −3�, ¶̅� = �−1,0,2�, ¶̅. = �0,2,3�,  пространства ℝ. и найти 

координаты вектора �­ = �1, −2,3� в старом и новом базисах.  

 

Задание 2. Проверить линейную независимость системы векто-

ров {¶̅�, ¶̅�, ¶̅.} пространства ℝd и ортогонализовать эту систему. 

 ¶̅� = �0,1,2, −3,1�     ¶̅� = �1,0, −3,2,2�     ¶̅. = �2, −1,3,0, −1�  
 

Задание 3. Найти общее решение системы уравнений 

 

,−2�� + �� + 2�. + 3�j = 1,4�� + 2�� − 3�. − �j = 4,2�� + 3�� − �. + 2�j = 5.  

 

Задание 4. В пространстве многочленов ℝ�±�² задан базис ℬ = {º�, º�, º.}. Найти матрицу оператора дифференцирования C в этом 

базисе. 

 º���� = 2�� + 2� − 1      º���� = ��      º.��� = 3�� + 1 

 

Задание 5. В пространстве ¦. задан оператор проектирования на 

ось вектора �⃗ = 3�⃗ + �⃗ − N�⃗ . Составить матрицу этого оператора в стан-

дартном базисе {�⃗, �⃗, N�⃗ }, а также построить ортогональный базис про-

странства ¦., в котором матрица этого оператора имеет диагональный 

вид. 

 

Задание 6. В пространстве ¦. задан оператор проектирования на 

плоскость π: −4� + � + 2� = 0. Найти матрицу этого оператора в стан-

дартном базисе {�⃗, �⃗, N�⃗ }, а также собственные значения и собственные 

векторы этого оператора. 
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Задание 7. Найти собственные значения и собственные векторы 

матрицы 2-го порядка 

 ; = X−1 −34 −9Y. 
 

Задание 8. Найти собственные значения и собственные векторы 

матрицы 3-го порядка 

 

; = f 2 −4 14 −8 2−6 12 −3h. 
 

Задание 9. Привести квадратичную форму к сумме квадратов ме-

тодом Лагранжа и исследовать ее на знакоопределенность: 

а) φ���, ��� = 4��� + 3���� − ���; 
б) ψ���, ��, �.� = 4��� + 3��� − �.� + 6���� − 4���. − 4���.. 

 

Задание 10. Исследовать квадратичную форму на знакоопреде-

ленность с помощью критерия Сильвестра. 

 φ���, ��, �., �j� = = 2��� + 3��� + �.� + 3�j� + 4���� + 2���. − 6���j − 2�.�j 

 

Задание 11. Привести уравнение кривой 2-го порядка на плоско-

сти к каноническому виду и построить эту кривую.  

 −5�� + 6�� + 3�� − 2� + 6� = 0 

 

Задание 12. Определить тип поверхности 2-го порядка, которая 

задана уравнением  

 16�� + 13�� + 13�� − 4�� + 4�� − 2�� − 4� + 8� + 6� = 0. 
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

 

Математика занимает важное место в системе высшего образова-

ния и является основой для изучения многих специальных дисциплин. 

Практически во всех разделах математики используются такие понятия 

и инструменты, как векторы, матрицы, системы уравнений, линейные 

пространства и т. п. 

Авторы надеются, что пособие поможет студентам успешно 

освоить основные разделы линейной алгебры, а также будет полезно 

для преподавателей при проведении занятий. 
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