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6 ÂÂÅÄÅÍÈÅ

ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Ó÷åáíîå ïîñîáèå ïîñâÿùåíî îñíîâàì ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà. Â ïåðâûõ ïàðàãðà-

�àõ ââîäÿòñÿ îñíîâíûå ïîíÿòèÿ, êîòîðûå ïðèìåíÿþòñÿ ïðè èçó÷åíèè äàííîãî ðàçäåëà

ìàòåìàòèêè, òàêèå êàê ïðåäåë è íåïðåðûâíîñòü �óíêöèè íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ. Óêà-

çàííûå ïîíÿòèÿ çàíèìàþò öåíòðàëüíîå ìåñòî ñðåäè îñíîâíûõ ïîíÿòèé ìàòåìàòè÷åñêîãî

àíàëèçà. Çäåñü ÷èòàòåëþ ðåêîìåíäóåòñÿ ñðàâíèòü íîâûå ââîäèìûå ïîíÿòèÿ ñ óæå èçâåñò-

íûìè åìó àíàëîãè÷íûìè äëÿ �óíêöèè îäíîé ïåðåìåííîé è ïîïûòàòüñÿ ïîíÿòü, êàêèå

èçìåíåíèÿ ïðîèñõîäÿò ñ óâåëè÷åíèåì ÷èñëà ïåðåìåííûõ.

Ñëåäóþùàÿ ÷àñòü ïîñîáèÿ ïîñâÿùåíà òåîðèè äâîéíîãî èíòåãðàëà. Ïîäîáíî òîìó êàê

çàäà÷à î âû÷èñëåíèè ïëîùàäè êðèâîëèíåéíîé òðàïåöèè ïðèâîäèò ê ãåîìåòðè÷åñêîé èí-

òåðïðåòàöèè îïðåäåë¼ííîãî èíòåãðàëà, òàê è çàäà÷à î âû÷èñëåíèè îáú¼ìà öèëèíäðè÷å-

ñêîãî òåëà ïðèâîäèò ê ãåîìåòðè÷åñêîé �îðìóëèðîâêå äâîéíîãî èíòåãðàëà. Çäåñü âàæíî

ïîíÿòü ñàì ñïîñîá âû÷èñëåíèÿ äâîéíîãî èíòåãðàëà êàê â ïðÿìîóãîëüíûõ, òàê è â ïî-

ëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ ñ ïîìîùüþ ïåðåõîäà ê ïîâòîðíîìó èíòåãðèðîâàíèþ. Ïîýòîìó òî,

÷òî óñòàíîâëåíî äëÿ �óíêöèè äâóõ ïåðåìåííûõ, ìîæíî áåç îñîáîãî òðóäà ïåðåíåñòè è

íà �óíêöèè ëþáîãî ÷èñëà ïåðåìåííûõ. �àññìîòðåíû íåêîòîðûå ïðèëîæåíèÿ äâîéíîãî

èíòåãðàëà â ìåõàíèêå è �èçèêå.

Äàëåå ðàññìàòðèâàþòñÿ èíòåãðàëû, îáëàñòü èíòåãðèðîâàíèÿ êîòîðûõ � íåêîòîðàÿ

êðèâàÿ, ðàñïîëîæåííàÿ â ïëîñêîñòè. Òàêèå èíòåãðàëû íàçûâàþòñÿ êðèâîëèíåéíûìè.

Îíè èìåþò áîëüøîå çíà÷åíèå â òåîðèè ïîëÿ è òåîðèè �óíêöèé êîìïëåêñíîé ïåðåìåííîé.

Â ýòîé ÷àñòè ðàçîáðàíû è íåêîòîðûå ïðèëîæåíèÿ êðèâîëèíåéíûõ èíòåãðàëîâ: ìàññà

ìàòåðèàëüíîé ëèíèè ñ ïåðåìåííîé ëèíåéíîé ïëîòíîñòüþ è ðàáîòà ñèëîâîãî ïîëÿ. Ýòî

ëèøü ìàëàÿ ÷àñòü çàäà÷, êîòîðûå ìîæíî ðåøàòü ñ ïîìîùüþ êðèâîëèíåéíûõ èíòåãðàëîâ;

ïðèâåäåíû òàêæå ïðèìåðû èõ ïðèìåíåíèÿ.

Îñòàâøóþñÿ ÷àñòü ïîñîáèÿ çàíèìàåò òåîðèÿ îáûêíîâåííûõ äè��åðåíöèàëüíûõ

óðàâíåíèé, îäíà èç õàðàêòåðíûõ îñîáåííîñòåé êîòîðûõ ñîñòîèò â òîì, ÷òî íåèçâåñò-

íûå �óíêöèè â ýòèõ óðàâíåíèÿõ çàâèñÿò òîëüêî îò îäíîé ïåðåìåííîé. Îñíîâíàÿ öåëü

ýòîãî ðàçäåëà ïîñîáèÿ � ïîçíàêîìèòü ÷èòàòåëÿ ñ ïðîñòåéøèìè ñïîñîáàìè è ïðè¼ìàìè

èññëåäîâàíèÿ îáûêíîâåííûõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Ýòà ÷àñòü ïîñîáèÿ âêëþ-

÷àåò â ñåáÿ äè��åðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ ñ ðàçäåëÿþùèìèñÿ ïåðåìåííûìè, ëèíåéíûå è

îäíîðîäíûå óðàâíåíèÿ, óðàâíåíèÿ â ïîëíûõ äè��åðåíöèàëàõ. Òàêæå ðàññìàòðèâàþòñÿ

äè��åðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà è ñèñòåìû äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâ-

íåíèé. �åøåíèå äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé � äîâîëüíî òðóäíàÿ çàäà÷à: ÷åì âûøå

ïîðÿäîê óðàâíåíèÿ, òåì ñëîæíåå óêàçàòü ñïîñîá åãî ðåøåíèÿ. Àíàëîãè÷íûå ñëîæíîñòè

õàðàêòåðíû è äëÿ óðàâíåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà, òàê êàê òîëüêî äëÿ íåáîëüøîãî êîëè÷å-

ñòâà ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ ìîæíî óêàçàòü ïðè¼ìû íàõîæäåíèÿ èñêîìîé �óíêöèè.



ÂÂÅÄÅÍÈÅ 7

Â ïîñîáèè ïî âñåì ðàññìàòðèâàåìûì òåìàì ïðèâåäåíû ðàçíîîáðàçíûå ïðèìåðû è èõ

ðåøåíèÿ, à òàêæå ïðåäëàãàåòñÿ íàáîð óïðàæíåíèé äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíûõ çàíÿòèé.

Èçëîæåíèå èìååò öåëîñòíûé õàðàêòåð, ïîýòîìó ïîñîáèå ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíî

âñåìè æåëàþùèìè äëÿ çíàêîìñòâà ñ äàííûìè ðàçäåëàìè ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà êàê â

ïëàíå òåîðèè, òàê è ïëàíå âû÷èñëèòåëüíûõ ïðèëîæåíèé. Ïðèâåä¼ííûå òåîðèÿ, ïðèìåðû

è çàäà÷è ïîçâîëÿþò óñïåøíî îâëàäåòü çíàíèÿìè â ýòîé îáëàñòè.
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1. Ï�ÅÄÅË È ÍÅÏ�Å�ÛÂÍÎÑÒÜ ÔÓÍÊÖÈÉ

ÍÅÑÊÎËÜÊÈÕ ÏÅ�ÅÌÅÍÍÛÕ

1.1. Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ

�àññìîòðèì óïðóãóþ ñòðóíó, íàòÿíóòóþ âäîëü îñè Ox è çàêðåïëåííóþ çà äâà êîíöà.

Ïóñòü â êàêîé-ëèáî ìîìåíò âðåìåíè ñòðóíà âûâåäåíà èç ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ, çàòåì

âíåøíåå âîçäåéñòâèå ïðåêðàùàåòñÿ. Ñòðóíà íà÷èíàåò êîëåáàòüñÿ, òàêèå êîëåáàíèÿ íà-

çûâàþòñÿ ñâîáîäíûìè.

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî êîëåáàíèÿ ñòðóíû ïðîèñõîäÿò ñëåäóþùèì îáðàçîì: êàæäàÿ òî÷-

êà ñòðóíû îòêëîíÿåòñÿ ïî ïåðïåíäèêóëÿðó ê îñè Ox. �àññìàòðèâàþòñÿ òîëüêî ìàëûå

êîëåáàíèÿ ñòðóíû, òî åñòü òàêèå, ïðè êîòîðûõ íàêëîíû ñòðóíû ê îñè Ox îñòàþòñÿ î÷åíü

ìàëûìè. Â ýòîì ñëó÷àå ñìåùåíèå ñòðóíû çàâèñèò îò ïîëîæåíèÿ òî÷êè â ëþáîé ìîìåíò

âðåìåíè. Îáîçíà÷èì åãî ÷åðåç u(x,t) � �óíêöèÿ äâóõ ïåðåìåííûõ x è t.

Îïðåäåëåíèå. Äàíû òðè ïåðåìåííûå âåëè÷èíû x, y è z. Åñëè êàæäîé ïàðå çíà÷åíèé

íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ x è y èç îáëàñòè èõ èçìåíåíèÿ ñîîòâåòñòâóåò ïî íåêîòî-

ðîìó çàêîíó îïðåäåëåííîå çíà÷åíèå ïåðåìåííîé z, òî z = f(x,y) íàçûâàåòñÿ �óíêöèåé

äâóõ íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ.

Ïðèìåð. Ôóíêöèÿ

z(x,y) =
√

(x− 1)(3− y)

ïðè x = 0, y = 1 íå ñóùåñòâóåò, ïîñêîëüêó çíà÷åíèå ïîäêîðåííîãî âûðàæåíèÿ �óíêöèè

z(x,y) â ýòîé òî÷êå ðàâíî −2.

Îïðåäåëåíèå. Ìíîæåñòâî òåõ ïàð ÷èñåë (x,y), äëÿ êîòîðûõ â îáëàñòè âåùåñòâåí-

íûõ ÷èñåë îïðåäåëåíî ñîîòâåòñòâóþùåå çíà÷åíèå �óíêöèè z, íàçûâàåòñÿ îáëàñòüþ

îïðåäåëåíèÿ �óíêöèè z.

Ïðèìåð. Îïðåäåëèòå îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ �óíêöèè

z(x,y) =
√

(x− 1)(3− y).

�åøåíèå. Çàäàííàÿ �óíêöèÿ îïðåäåëåíà ïðè óñëîâèè

(x− 1)(3− y) ≥ 0.

Îòêóäà ïîëó÷àåì
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{

x− 1 ≥ 0,

3− y ≥ 0,
⇒

{

x ≥ 1,

y ≤ 3,
èëè

{

x− 1 < 0,

3− y < 0,
⇒

{

x < 1,

y > 3.

�

Îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ �óíêöèè ìîæåò áûòü âñÿ îáëàñòü èëè òîëüêî å¼ ÷àñòü.

Åñëè äàíà �óíêöèÿ z = f(x,y), òî äëÿ êàæäîé ïàðû ÷èñåë (x0,y0) èç îáëàñòè îïðåäå-

ëåíèÿ ìîæíî ñîïîñòàâèòü çíà÷åíèå z0 = f(x0,y0) � àïïëèêàòà â ñèñòåìå Oxyz. Ìíîæå-

ñòâî òî÷åê M(x0,y0,z0) îáðàçóþò ïðîñòðàíñòâåííûé ãðà�èê �óíêöèè äâóõ ïåðåìåííûõ.

Ôîðìóëà z = f(x,y) � óðàâíåíèå ïîâåðõíîñòè.

1.2. Ïîñòðîåíèå �óíêöèè íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ

×òîáû ïîñòðîèòü ãðà�èê êàêîé-ëèáî �óíêöèè z = f(x,y) èñïîëüçóåòñÿ ïåðåñå÷åíèå

ãðà�èêà ñ ïëîñêîñòÿìè, ïàðàëëåëüíûìè êîîðäèíàòíûì ïëîñêîñòÿì. Íàïðèìåð, ïóñòü

z = C, ãäå C � âåùåñòâåííîå ÷èñëî, f(x,y) = C. Òîãäà ãåîìåòðè÷åñêèì îáðàçîì áóäåò

ñîâîêóïíîñòü òî÷åê ïëîñêîñòè Oxy, êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ ëèíèåé óðîâíÿ.

Ïî ëèíèÿì óðîâíÿ, ïîñòðîåííûì äëÿ ðàçëè÷íûõ C1, C2, . . . , ìîæíî ïîëó÷èòü ïðåä-

ñòàâëåíèå î �îðìå ïîâåðõíîñòè, ãäå ëèíèè ðàñïîëîæåíû áëèæå äðóã ê äðóãó, �óíêöèÿ

ïðè ïåðåõîäå îò îäíîãî çíà÷åíèÿ C ê äðóãîìó èçìåíÿåòñÿ áûñòðåå, ÷åì òàì, ãäå ëèíèè

ðàñïîëîæåíû ðåæå.

Ïðèìåð. �àññìîòðèì �óíêöèþ

z(x,y) = x2 + y2.

�åøåíèå. Ïåðåñå÷¼ì ïîâåðõíîñòü z = x2 + y2 ïëîñêîñòüþ z = C. Ïóñòü C1 =

1, C2 = 2, C3 = 3, . . . , Cn = n. Ïîëó÷èì êîíöåíòðè÷åñêèå îêðóæíîñòè ñ öåíòðîì â íà÷àëå

êîîðäèíàò è ðàäèóñàìè

√
1,
√
2, . . . ,

√
n. Åñëè C = 0, òî ýòî òî÷êà O(0,0). �

1.3. Ïðåäåë �óíêöèè äâóõ ïåðåìåííûõ

Îáîçíà÷èì ðàññòîÿíèå ìåæäó äâóìÿ òî÷êàìè A è B ÷åðåç ρ(A,B).

�àññìîòðèì íà ïëîñêîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê Mn(xn,yn).

Îïðåäåëåíèå. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åêMn ñòðåìèòñÿ ê òî÷êåM0, åñëè ðàññòîÿ-

íèå ρ(M0,Mn) ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè n→ ∞. Òî÷êàM0 íàçûâàåòñÿ ïðåäåëüíîé òî÷êîé

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Mn.
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Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê Mn(xn,yn) ñõîäèëàñü ê

M0(x0,y0), íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû

xn → x0, yn → y0. (∗)

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü âûïîëíåíû ñîîòíîøåíèÿ (∗). Â äâóìåðíîì

ñëó÷àå ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè ìîæíî çàäàòü êàê

ρ(Mn,M0) =
√

(xn − x0)2 + (yn − y0)2.

Îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî ρ(M0,Mn) → 0 ïðè n→ ∞ èëè Mn →M0.

Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü Mn →M0. Òîãäà

ρ(Mn,M0) =
√

(xn − x0)2 + (yn − y0)2 → 0

ïðè n→ ∞. Îòêóäà ïîëó÷àåì, ÷òî

|xn − x0| ≤
√

(xn − x0)2 + (yn − y0)2

è

|yn − y0| ≤
√

(xn − x0)2 + (yn − y0)2.

Ñëåäîâàòåëüíî xn → x0 è yn → y0. �

Ïðèâåä¼ì îïðåäåëåíèå ïðåäåëà �óíêöèè äâóõ ïåðåìåííûõ íà ÿçûêå "ε− δ".

Îïðåäåëåíèå. ×èñëî A íàçûâàåòñÿ ïðåäåëîì �óíêöèè f(M) = f(x,y) â òî÷êå

M0(x0,y0), åñëè äëÿ ëþáîãî ñêîëü óãîäíî ìàëîãî ε ìîæíî ïîäîáðàòü ÷èñëî δ > 0 òàê,

÷òî äëÿ òåõ ïàð ÷èñåë (x,y) èç îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ è îòëè÷íûõ îò (x0,y0), êîòîðûå

óäîâëåòâîðÿþò íåðàâåíñòâàì

|x− x0| < δ, |y − y0| < δ

âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

|f(x,y)−A| < ε.

Ïðèìåð. Äàíà �óíêöèÿ f(x,y) = xy3

x4+y4
. Ïîêàæèòå, ÷òî îíà íå èìååò ïðåäåëà ïðè

M(x,y) ñòðåìÿùåéñÿ ê òî÷êå O(0,0).
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�åøåíèå.

a) Ïóñòü òî÷êè M(x,y) ïðîáåãàþò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Mn

(

1
n
,0
)

, êîòîðàÿ ñõîäèòñÿ ê

O(0,0). Òîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü çíà÷åíèé �óíêöèè f(xn,yn) ñõîäèòñÿ ê 0 ïðè

n→ ∞, òàê êàê

f(xn,yn) =
1
n
· 0

1
n4 + 0

= 0.

b) Âîçüì¼ì äðóãóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñõîäÿùóþñÿ ê òî÷êå O(0,0). Ïóñòü ýòî áóäåò,

íàïðèìåð M ′
n

(

1
n
, 1
n

)

. Íàéäåì ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòü çíà÷åíèé �óíêöèè

f(xn,yn) =
1
n
· 1
n3

1
n4 +

1
n4

=
1

2
,

òî åñòü f(xn,yn) → 1
2
ïðè n→ ∞. Ïîëó÷èëè, ÷òî äëÿ ðàçëè÷íûõ ïîñëåäîâàòåëüíî-

ñòåé òî÷åê ñõîäÿùèõñÿ ê òî÷êå O(0,0) ïî ðàçíûì ïóòÿì, ñîîòâåòñòâóþò äâå ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòè çíà÷åíèé �óíêöèè, èìåþùèõ ðàçëè÷íûå ïðåäåëû. Òàêèì îáðàçîì,

�óíêöèÿ ïðåäåëà íå èìååò.

�
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Çàäàíèÿ äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîé ðàáîòû

1. Íàéäèòå îáëàñòü ñóùåñòâàíèÿ �óíêöèé:

(a) z = arcsin x
3
+ arccos 2y,

(b) z = ln(2x+ 5y),

(
) z = ln(y − x2),

(d) z =
√
x+y−1
y

,

(e) z =
√
4x+

√
y +

√
4− x− y.

2. Ñóùåñòâóåò ëè ïðåäåë �óíêöèè

lim
x→0, y→0

2xy

x2 + y2

3. Ïîêàæèòå, ÷òî �óíêöèÿ

f(x,y) =
3xy

y + x3

íå èìååò ïðåäåëà â òî÷êå O(0,0).

4. Íàéäèòå lim
x→a

(

lim
y→b

f(x,y)

)

, lim
y→b

(

lim
x→a

f(x,y)
)

. Åñëè

(a) f(x,y) = x2+y2

x2+y4
, a = ∞, b = ∞.

(b) f(x,y) = xy

1+xy , a = +∞, b = +0.

(
) f(x,y) = sin πx
2x+y

, a = ∞, b = ∞.
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2. ÄÈÔÔÅ�ÅÍÖÈ�ÓÅÌÎÑÒÜ ÔÓÍÊÖÈÉ

ÍÅÑÊÎËÜÊÈÕ ÏÅ�ÅÌÅÍÍÛÕ

2.1. ×àñòíûå ïðîèçâîäíûå �óíêöèè íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ

Äëÿ �óíêöèè äâóõ ïåðåìåííûõ z = f(x,y), çàäàííóþ â îáëàñòè D ðàññìîòðèì òî÷êó

M(x,y). Ïðèäàäèì ïåðåìåííîé x ïðèðàùåíèå ∆x, à çíà÷åíèå y îñòàâèì áåç èçìåíåíèé.

Ïîëó÷èì ïåðåõîä îò òî÷êè M(x,y) ê òî÷êå M ′(x+∆x,y) èëè

∆xf(x,y) = f(x+∆x)− f(x,y)− ÷àñòíîå ïðèðàùåíèå ïî ïåðåìåííîé x.

Àíàëîãè÷íî ìîæíî çàäàòü ÷àñòíîå ïðèðàùåíèå ïî ïåðåìåííîé y:

∆yf(x,y) = f(x,y +∆y)− f(x,y).

Îïðåäåëåíèå. Åñëè ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé ïðåäåë

lim
∆x→0

∆xf(x,y)

∆x
èëè lim

∆y→0

∆yf(x,y)

∆y
,

òî îí íàçûâàåòñÿ ÷àñòíîé ïðîèçâîäíîé ïî ïåðåìåííîé x èëè y îò �óíêöèè z = f(x,y)

â òî÷êå M(x,y).

×àñòíûå ïðîèçâîäíûå îò �óíêöèè z = f(x,y) îáîçíà÷àþòñÿ êàê

z′x, z′y, f ′
x, f ′

y,
∂z

∂x
,

∂z

∂y
,

∂f

∂x
,

∂f

∂y
.

×àñòíûå ïðîèçâîäíûå �óíêöèè äâóõ ïåðåìåííûõ èìåþò îïðåäåë¼ííûé ãåîìåòðè÷å-

ñêèé ñìûñë. �ðà�èêîì �óíêöèè z = f(x,y) ÿâëÿåòñÿ ïîâåðõíîñòü. Âîçüì¼ì íà ýòîé

ïîâåðõíîñòè òî÷êó A(x0,y0,z0). Ïðîâåä¼ì ÷åðåç òî÷êó A ñå÷åíèå ïîâåðõíîñòè ïëîñêî-

ñòüþ Q, ïàðàëëåëüíîé ïëîñêîñòè Oyz, x = x0 � óðàâíåíèå ïëîñêîñòè. Ýòà ïëîñêîñòü

ïåðåñå÷¼ò ïîâåðõíîñòü ïî êðèâîé AB: z = f(x0,y). Ïðîèçâîäíàÿ îò �óíêöèè z = f(x0,y)

ñîâïàäàåò ñ ÷àñòíîé ïðîèçâîäíîé ïî y îò z = f(x,y). Ñ äðóãîé ñòîðîíû � ýòî ïðîèçâîä-

íàÿ �óíêöèè îäíîé ïåðåìåííîé. Ïîýòîìó ðàâíà óãëîâîìó êîý��èöèåíòó êàñàòåëüíîé â

òî÷êå A(x0,y0,z0) ê êðèâîé AB:

f ′
x(x0,y) = tg β.

Ïî àíàëîãèè ïåðåñå÷åì ïîâåðõíîñòü z = f(x,y) ïëîñêîñòüþ y = y0 ïàðàëëåëüíîé Oxz,

òîãäà f ′
x = (x,y0) = tgα.
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Ïîíÿòèå ÷àñòíîé ïðîèçâîäíîé òàê æå ìîæíî îïðåäåëèòü è äëÿ �óíêöèé áîëüøå-

ãî ÷èñëà ïåðåìåííûõ. Íàïðèìåð, äëÿ �óíêöèè òð¼õ ïåðåìåííûõ u = f(x,y,z) ìîæíî

çàïèñàòü òðè ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ïåðâîãî ïîðÿäêà

∂u

∂x
,

∂u

∂y
,

∂u

∂z
.

Ôóíêöèè

∂z
∂x

è

∂z
∂y

ÿâëÿþòñÿ ñíîâà �óíêöèÿìè îò äâóõ ïåðåìåííûõ, à ïîýòîìó îò íèõ

ñíîâà ìîæíî áðàòü ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå

∂

∂x

(

∂z

∂x

)

=
∂2z

∂x2
èëè z′′xx.

Ïîëó÷àåì ÷àñòíóþ ïðîèçâîäíóþ âòîðîãî ïîðÿäêà. Îò ÷àñòíîé ïðîèçâîäíîé ïî ïåðåìåí-

íîé x ìîæíî âçÿòü ïðîèçâîäíóþ ïî ïåðåìåííîé y

∂

∂y

(

∂z

∂x

)

=
∂2z

∂x∂y
èëè z′′xy,

êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ ñìåøàííîé ïðîèçâîäíîé.

Ïðèìåð. Íàéäèòå z′′xx, z
′′
yy, z

′′
xy, z

′′
yx äëÿ

z(x,y) = x3y2 + 2x ln y + xy.

�åøåíèå. Èìååì

z′′xx = 6xy2 + y(y − 1) + xy−2, z′′xy = 6x2y +
2

y
+ yxy−1 + yxy−1 ln x,

z′′yy = x3 − 2x

y2
+ xy ln2 x, z′′yx = 6x2y2 +

2

y
|yxy−1 lnx+

xy

x
.

�

Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ



ÄÈÔÔÅ�ÅÍÖÈ�ÓÅÌÎÑÒÜ ÔÓÍÊÖÈÉ ÍÅÑÊÎËÜÊÈÕ ÏÅ�ÅÌÅÍÍÛÕ 15

Òåîðåìà. Åñëè ó �óíêöèè z = f(x,y) ñóùåñòâóþò ïðîèçâîäíûå f ′
x, f

′
y, f

′′
xy è f ′′

yx â

òî÷êå M0(x0,y0) è íåêîòîðîé å¼ îêðåñòíîñòè. Åñëè ïðè ýòîì f ′′
xy è f

′′
yx íåïðåðûâíû â

äàííîé òî÷êå, òî

f ′′
xy(x0,y0) = f ′′

yx(x0,y0).

�åøåíèå. Ñîñòàâèì âûðàæåíèå

u =
f(x0 + s,y0 + t)− f(x0 + s,y0)− f(x0,y0 + t) + f(x0,y0)

st
,

ãäå s, t � ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà òàêèå, ÷òî ïðÿìîóãîëüíèê [x0,x0 + s; y0,y0+ t] íàõîäèòñÿ

â îêðåñòíîñòè òî÷êè M0. Ââåäåì �óíêöèþ

ϕ(x) =
f(x,y0 + t)− f(x,y0)

s
.

Ñ ïîìîùüþ ýòîé �óíêöèè ïåðåïèøåì âûðàæåíèå äëÿ u â ñëåäóþùåì âèäå

u =
ϕ(x0 + s)− ϕ(x0)

s
.

Âû÷èñëèì ïðîèçâîäíóþ îò ϕ(x). Èìååì

ϕ′(x) =
f ′
x(x,y0 + t)− f ′

x(x,y0)

t
.

Ïîñêîëüêó �óíêöèÿ ϕ(x) èìååò ïðîèçâîäíóþ ϕ′(x) â ïðîìåæóòêå [x0, x0 + s], òî íåïðå-

ðûâíà â ýòîì ïðîìåæóòêå è ê íåé ïðèìåíèìà òåîðåìà Ëàãðàíæà

u =
ϕ(x0 + s)− ϕ(x0)

s
= ϕ′(x0 + ξs) =

f ′
x(x0 + ξs,y0 + k)− f ′

x(x0ξs,y0)

t
,

ãäå 0 < ξ < 1. Ïî óñëîâèþ ñóùåñòâóåò ïðîèçâîäíàÿ f ′′
x,y = (f ′

x)
′
y, òî óæå ê �óíêöèè

f ′
x(x0ξs,y) ìîæíî ñíîâà ïðèìåíèòü òåîðåìó Ëàãðàíæà â ïðîìåæóòêå [y0,y0 + t]

u = f ′′
xy(x0 + ξs, y0 + ξ1t), 0 < ξ < 1, 0 < ξ1 < 1. (∗)

Àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ áóäóò ñïðàâåäëèâû è äëÿ �óíêöèè

ψ(y) =
f(x0 + s,y)− f(x0,y)

s
.

Òîãäà áóäåò ñïðàâåäëèâà �îðìóëà

u = f ′′
yx(x0 + ξ3s, y0 + ξ2t), 0 < ξ2 < 1, 0 < ξ3 < 1. (∗∗)

Îòñþäà, ñðàâíèâàÿ (∗) è (∗∗), ïîëó÷àåì

f ′′
xy(x0 + ξs, y0 + ξ1t) = f ′′

yx(x0 + ξ3s, y0 + ξ2t),
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òàê êàê ïðè s → 0 è t → 0 àðãóìåíòû îáåèõ ñìåøàííûõ ïðîèçâîäíûõ ñòðåìÿòñÿ ê x0 è

y0. Òàêèì îáðàçîì, ïîñëå ïðåäåëüíîãî ïåðåõîäà âûâîäèì

f ′′
xy(x0,y0) = f ′′

yx(x0,y0).

�

2.2. Ïîëíîå ïðèðàùåíèå �óíêöèè íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ

Ïóñòü �óíêöèÿ z = f(x,y) îïðåäåëåíà â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè M0(x0,y0).

Ïîëíûì ïðèðàùåíèåì �óíêöèè z = f(x,y) â òî÷êå M0 íàçûâàåòñÿ

∆z = f(x0 +∆x,y0 +∆y)− f(x0,y0).

Ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå

Òåîðåìà. Åñëè ó �óíêöèè z = f(x,y) ñóùåñòâóþò ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå â òî÷êå

M0(x0,y0) è â å¼ îêðåñòíîñòè îíè íåïðåðûâíû, êàê �óíêöèè äâóõ ïåðåìåííûõ, òî ïîë-

íîå ïðèðàùåíèå ðàâíî

∆z = f ′
x(x0,y0)∆x+ f ′

y(x0,y0)∆y + α∆x+ β∆y,

ãäå α è β � âåëè÷èíû, çàâèñÿùèå îò ∆x è ∆y, è α = α(∆x,∆y) → 0, β = β(∆x,∆y) → 0.

�

Çàïèøåì ïîëíîå ïðèðàùåíèå �óíêöèè â âèäå

∆z = [f(x0 +∆x, y0 +∆y)− f(x0, y0 +∆y)] + [f(x0,y0 +∆y)− f(x0,y0)].

Îòìåòèì, ÷òî ïðèðàùåíèå â ïåðâûõ ñêîáêàõ ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ïðèðàùåíèåì �óíêöèè

f(x,y) ïî ïåðåìåííîé x, à âî âòîðûõ ñêîáêàõ ïî ïåðåìåííîé y. Èñïîëüçóÿ �îðìóëó

Ëàãðàíæà, ïåðåïèøåì êàæäîå èç ýòèõ ïðèðàùåíèé, êàê

∆z = f ′
x(x0 + ξ∆x, y0 +∆y)∆x+ f ′

y(x0,y0 + ξ1∆y)∆y, 0 < ξ < 1, 0 < ξ1 < 1.

Ñíîâà ñäåëàåì òîæäåñòâåííûå ïðåîáðàçîâàíèÿ

∆z = f ′
x(x0,y0)∆x+ f ′

y(x0, y0)∆y + [f ′
x(x0 + ξ∆x, y0 +∆y)− f ′

x(x0, y0)]∆x+

[

f ′
y(x0, y0 + ξ1∆y)− f ′

y(x0, y0)
]

∆y.
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Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ

f ′
x(x0 + ξ∆x, y0 +∆y)− f ′

x(x0, y0) = α, f ′
y(x0, y0 + ξ1∆y)− f ′

y(x0, y0) = β.

Òîãäà áóäåì èìåòü

∆z = f ′
x(x0,y0)∆x+ f ′

y(x0, y0)∆y + α∆x+ β∆y.

Îòìåòèì, ÷òî α è β çàâèñÿò îò ∆x è ∆y. Åñëè ∆x → 0 è ∆y → 0, òî x0 + ξ∆x → x0 è

y0 + ξ1∆y → y0. Òàêèì îáðàçîì, α è β ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ.

�

Ñëåäñòâèå 1. Èç ñóùåñòâîâàíèÿ è íåïðåðûâíîñòè â çàäàííîé òî÷êå (x0,y0) ÷àñòíûõ

ïðîèçâîäíûõ f ′
x è f

′
y �óíêöèè f(x,y) âûòåêàåò íåïðåðûâíîñòü ñàìîé �óíêöèè f(x,y) â

ýòîé òî÷êå.

2.3. Ïðîèçâîäíûå ñëîæíûõ �óíêöèé íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ

1. Ïóñòü �óíêöèÿ z = f(x,y) çàäàíà â íåêîòîðîé îáëàñòè D è x, y ÿâëÿþòñÿ �óíê-

öèÿìè îò ïåðåìåííîé t: x = x(t), y = y(t), êîòîðàÿ èçìåíÿåòñÿ íà îòðåçêå [a,b]. Òîãäà

z = f(x(t),y(t)).

Åñëè ñóùåñòâóþò íåïðåðûâíûå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå

∂z
∂x
,

∂z
∂y

è

dx
dt
,

dy

dt
, òî ñóùåñòâóåò

ïðîèçâîäíàÿ ïî ïåðåìåííîé t îò z = f(x(t),y(t)):

dz

dt
=
∂z

∂x

dx

dt
+
∂z

∂y

dy

dt
.

Äîêàæåì ñïðàâåäëèâîñòü ýòîãî ñîîòíîøåíèÿ.

Äåéñòâèòåëüíî, ïðèäàäèì t ïðèðàùåíèå ∆t. Òîãäà âîçíèêàþò ïðèðàùåíèÿ ∆x è ∆y.

Îòêóäà

∆z =
∂z

∂x
∆x+

∂z

∂y
∆y + α∆x+ β∆y.

Ïîäåëèâ ïðàâóþ è ëåâóþ ÷àñòè ðàâåíñòâà íà ∆t ïîëó÷èì,

∆z

∆t
=
∂z

∂x

∆x

∆t
+
∂z

∂y

∆y

∆t
+ α

∆x

∆t
+ β

∆y

∆t
.

Óñòðåìèâ ∆t ê 0 èìååì, ∆x → 0 è ∆y → 0. à òàêæå α∆x
∆t

→ 0 è β∆y

∆t
→ 0. Îòñþäà

lim
∆t→0

∆z

∆t
=
∂z

∂x
lim
∆t→0

∆x

∆t
+
∂z

∂y
lim
∆t→0

∆y

∆t
+ α lim

∆t→0

∆x

∆t
+ β lim

∆t→0

∆y

∆t
.
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Ïîñêîëüêó

∆x
∆t

→ dx
dt
,

∆y

δt
→ dy

dt
, òî

dz

dt
=
∂z

∂x

dx

dt
+
∂z

∂y

dy

dt
.

Ñïðàâåäëèâîñòü �îðìóëû óñòàíîâëåíà.

2. Ïóñòü �óíêöèÿ z = f(t) çàäàíà íà [a,b], à t çàâèñèò îò äâóõ ïåðåìåííûõ x è y, òî

åñòü z = f (t(x,y)).

Ïóñòü ñóùåñòâóþò ïðîèçâîäíûå

∂t
∂x
,

∂t
∂y

è

dz
dt
. Òîãäà

∂z

∂x
=
dz

dt

∂t

∂x
,

∂z

∂y
=
dz

dt

∂t

∂y
.

3. Ïóñòü �óíêöèÿ z = f(x,y) çàäàíà â îáëàñòè D, à x è y ÿâëÿþòñÿ �óíêöèÿìè îò s

è t. Òîãäà

z = f(x(s,t),y(s,t)).

Åñëè ñóùåñòâóþò íåïðåðûâíûå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå

∂z

∂x
,

∂z

∂y
,

è ñóùåñòâóþò ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå

∂x

∂s
,

∂x

∂t
,

∂y

∂s
,

∂y

∂t
,

òî îïðåäåëÿþòñÿ ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ñëîæíîé �óíêöèè ïî ïåðåìåííûì s è t è âû÷èñ-

ëÿþòñÿ êàê

{

∂z
∂s

= ∂z
∂x

∂x
∂s

+ ∂z
∂y

∂y

∂s
,

∂z
∂t

= ∂z
∂x

∂x
∂t

+ ∂z
∂y

∂y

∂t
.

Äåéñòâèòåëüíî, ÷òîáû âû÷èñëèòü ÷àñòíóþ ïðîèçâîäíóþ çà�èêñèðóåì çíà÷åíèå îä-

íîé ïåðåìåííîé s èëè t. Â ýòîì ñëó÷àå ïîëó÷àåì óæå ðàññìîòðåííûé ïåðâûé ñëó÷àé.

Îòëè÷èåì ÿâëÿåòñÿ ëèøü òî, ÷òî x è y ÿâëÿþòñÿ �óíêöèÿìè äâóõ ïåðåìåííûõ è ïîýòîìó

áóäåì èñïîëüçîâàòü äëÿ ïðîèçâîäíûõ çíàê ∂.

Ïðèâåä¼ì ïðèìåð íà ïðèìåíåíèå âñåõ òð¼õ ñëó÷àåâ.

Ïðèìåð. Âû÷èñëèòå ïðîèçâîäíûå ñëåäóþùèõ �óíêöèé:

a) z = f(x,y), x = t3 + 2, y = 3t4 − 1;

b) z = f(t), t = x
y
;
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) z = f(x,y), x = t2 + 2s, y = t2

s
.

�åøåíèå. Èìååì:

a) çäåñü �óíêöèÿ z ïîñðåäñòâîì ïåðåìåííûõ x è y çâàâèñèò îò t

{

∂z
∂x

= dz
dt

∂t
∂x

= dz
dt
· 1
y
,

∂z
∂y

= dz
dt

∂t
∂y

= −dz
dt

· x
y2
;

b) �óíêöèÿ z = f
(

x
y

)

ÿâëÿåòñÿ ñëîæíîé �óíêöèåé îò x è y

dz

dt
=
∂z

∂x

dx

dt
+
∂z

∂y

∂y

∂t
=
∂z

∂x
· 3t2 + ∂z

∂y
· 12t3;


)

{

∂z
∂s

= ∂z
∂x

∂x
∂s

+ ∂z
∂y

∂y

∂s
= ∂z

∂x
· 2 + ∂z

∂y

∂y

∂s
·
(

− t2

s2

)

,

∂z
∂t

= ∂z
∂x

∂x
∂t

+ ∂z
∂y

∂y

∂t
= ∂z

∂x
· 2t+ ∂z

∂y

∂y

∂t
· 2t

s
.

2.4. Ïîëíûé äè��åðåíöèàë �óíêöèè íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ

Îïðåäåëåíèå. Åñëè ïîëíîå ïðèðàùåíèå �óíêöèè z = f(x,y) â òî÷êå M0(x0, y0) ìîæ-

íî çàïèñàòü â âèäå

∆f(x0,y0) = f ′
x(x0,y0)∆x+ f ′

y(x0,y0)∆y + α∆x+ β∆y,

ãäå α → 0 è β → 0 ïðè ∆x → 0 è ∆y → 0, òî �óíêöèÿ z = f(x,y) íàçûâàåòñÿ

äè��åðåíöèðóåìîé â òî÷êå M0(x0,y0).

Âûðàæåíèå

f ′
x(x0,y0)∆x+ f ′

y(x0,y0)∆y

íàçûâàåòñÿ ãëàâíîé ÷àñòüþ, êîòîðàÿ ëèíåéíà îòíîñèòåëüíî ∆x è ∆y.

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü �óíêöèÿ z = f(x,y) äè��åðåíöèðóåìà â òî÷êå M0(x0,y0), òî

ãëàâíàÿ ÷àñòü

f ′
x(x0,y0)∆x+ f ′

y(x0,y0)∆y
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ïîëíîãî ïðèðàùåíèÿ íàçûâàåòñÿ ïîëíûì äè��åðåíöèàëîì �óíêöèè z = f(x,y):

dz = f ′
x(x0,y0)∆x+ f ′

y(x0,y0)∆y

èëè

dz =
∂z

∂x
∆x+

∂z

∂y
∆y.

Òàêèì îáðàçîì, ïîíÿòèå ïîëíîãî äè��åðåíöèàëà äëÿ �óíêöèé íåñêîëüêèõ ïåðåìåí-

íûõ îïðåäåëåíî òîëüêî äëÿ äè��åðåíöèðóåìûõ �óíêöèé, à íå äëÿ ëþáûõ �óíêöèé

èìåþùèõ ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå.

2.5. Íåÿâíûå �óíêöèè è èõ äè��åðåíöèðîâàíèå

1. Ïóñòü äàíî óðàâíåíèå âèäà

F (x,y) = 0 (∗).

Â ëåâîé ÷àñòè êîòîðîãî èìååì �óíêöèþ äâóõ ïåðåìåííûõ, çàäàííóþ â íåêîòîðîì ïðÿ-

ìîóãîëüíèêå [a,b]× [c,d]. Åñëè äëÿ êàæäîãî çíà÷åíèÿ x ∈ [a,b] ñóùåñòâóåò îäíî çíà÷åíèå

y ∈ [c,d], òî óðàâíåíèå îïðåäåëÿåò �óíêöèþ y = y(x). Òîãäà çàäàííîå ñîîòíîøåíèå

îïðåäåëÿåò íåÿâíóþ �óíêöèþ

F (x,y(x)) = 0.

Ïðèìåð. Âû÷èñëèòå ïðîèçâîäíóþ �óíêöèè

y lnx− x2ey + 1 = 0, x > 0.

Âûðàçèòü îòñþäà ÿâíî y íå ïîëó÷èòñÿ, í ìîæíî ïîñòàâèòü âîïðîñ: ñóùåñòâóåò ëè

òàêîé ïðîìåæóòîê èçìåíåíèÿ x, ÷òî äëÿ êàæäîãî x0 èç ýòîãî ïðîìåæóòêà ìîæíî íàéòè

âïîëíå îïðåäåë¼ííîå çíà÷åíèå y0, òàêîå, ÷òî ïàðà ÷èñåë (x0,y0) óäîâëåòâîðÿåò çàäàííîìó

ðàâåíñòâó.

Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà. Ïóñòü äàíî óðàâíåíèå F (x,y) = 0 è �óíêöèÿ F (x,y) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâè-

ÿì:

a) F (x,y), F ′
x(x,y), è F

′
y(x,y) îïðåäåëåíû è íåïðåðûâíû â ïðÿìîóãîëüíèêå

[x0 − a,x0 + a]× [y0 − b,y0 + b];

b) F (x0,y0) = 0;


) F ′
y(x0,y0) 6= 0.
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Òîãäà ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:

a) â íåêîòîðì îòêðûòîì ïðÿìîóãîëüíèêå (x0 − δ,x0 + δ)× (y0 − δ′,y0 + δ′) óðàâíåíèå

(∗) îïðåäåëÿåò íåÿâíóþ �óíêöèþ y = y(x);

b) y(x0) = y0;


) â ïðîìåæóòêå [x0 − δ,x0 + δ] �óíêöèÿ y = y(x) íåïðåðûâíà;

d) â ïðîìåæóòêå [x0 − δ,x0 + δ] �óíêöèÿ y = y(x) èìååò íåïðåðûâíóþ÷àñòíóþ ïðî-

èçâîäíóþ.

Ïåðåéä¼ì ê ðàññìîòðåííîìó ïðèìåðó

F (x,y) = y ln x− x2ey + 1, x > 0.

�åøåíèå. Âèäèì, ÷òî �óíêöèÿ è å¼ ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå íåïðåðûâíû ïðè x > 0 è

äëÿ ëþáîé ïåðåìåííîé y. Ñóùåñòâóþò òî÷êè (x0,y0) òàêèå, ÷òî

F (x0,y0) = 0, F ′
y(x0,y0) 6= 0,

íàïðèìåð, òî÷êà A(1,0), â êîòîðîé

F (1,0) = 0, F ′
y(1,0) = (ln x− x2ey)|x=1

y=0 = −1 6= 0.

Ïðîèçâîäíàÿ íåÿâíîé �óíêöèè âû÷èñëÿåòñÿ ïî ñëåäóþùåìó ïðàâèëó

y′x = −F
′
x(x,y)

F ′
y(x,y)

.

Òîãäà äëÿ y ln x− x2ey + 1 = 0 áóäåì èìåòü

y′x ln x+ y
1

x
− 2xey − x2eyy′x = 0, y′x(ln x− x2ey) = −y

x
+ 2xey.

È îêîí÷àòåëüíî

y′x =
− y

x
+ 2xey

ln x− x2ey
.

�

2. Ïóñòü äàíà ñèñòåìà äâóõ óðàâíåíèé

{

F (x,y,z) = 0,

Φ(x,y,z) = 0.
(∗)
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Åñëè äëÿ êàæäîãî çíà÷åíèÿ x èç íåêîòîðîãî ïðîìåæóòêà ñóùåñòâóþò çíà÷åíèÿ y è z

òàêèå, ÷òî (x,y,z) óäîâëåòâîðÿþò (∗), òî ñèñòåìà îïðåäåëÿåò äâå �óíêöèè íåçàâèñèìîé

ïåðåìåííîé y(x) è z(x), òî åñòü äâå íåÿâíûå �óíêöèè.

Åñëè îïðåäåëèòåëü

∣

∣

∣

∣

∣

F ′
y F ′

z

Φ′
y Φ′

z

∣

∣

∣

∣

∣

6= 0

íå îáðàùàåòñÿ â íîëü â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè x0, òî ñèñòåìà (∗) îïðåäåëÿåò äâå
íåÿâíûå �óíêöèè z(x) è y(x). Äàííûé îïðåäåëèòåëü íàçûâàåòñÿ ÿêîáèàíîì.

Âû÷èñëèì ïðîèçâîäíóþ îò íåÿâíûõ �óíêöèé z = z(x) è y = y(x):

{

F ′
x + F ′

y · y′x + F ′
z · z′x = 0,

Φ′
x + Φ′

y · y′x + Φz · z′x = 0.

Îòñþäà

{

F ′
y · y′x + F ′

z · z′x = −F ′
x,

Φ′
y · y′x + Φz · z′x = −Φ′

x.

Åñëè îïðåäåëèòåëü ýòîé ñèñòåìû îòëè÷åí îò íóëÿ, òî ñèñòåìà îäíîçíà÷íî ðàçðåøèìà

îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíûõ y′x è z
′
x. Îïðåäåëèòåëü ýòîé ñèñòåìû � ÿêîáèàí.

Ïðèìåð. Âû÷èñëèòå ïðîèçâîäíóþ ïðè x = 1
{

x+ y + z = 0,

x3 + y3 − z3 − 10 = 0,

ïðè÷¼ì y(1) = 1, z(1) = −2.

�åøåíèå. Èìååì

{

1 + y′ + z′ = 0,

3x2 + 3y2y′ − 3z2z′ = 0.

Ïîäñòàâèâ çàäàííûå çíà÷åíèÿ, ïîëó÷èì

{

1 + y′ + z′ = 0,

3 + 3y′ − 3z′ = 0,

ãäå ÿêîáèàí

∣

∣

∣

∣

∣

1 1

3 −12

∣

∣

∣

∣

∣

= 15 6= 0.

Îòñþäà y′ = 1, z′ = 0.

�
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2.6. Ïðîèçâîäíàÿ ïî íàïðàâëåíèþ. �ðàäèåíò

�àññìîòðèì íà ïëîñêîñòè òî÷êó M0(x0,y0) è èñõîäÿùèé èç íå¼ ëó÷ l. Ïóñòü M(x,y)

îáîçíà÷àåò ïåðåìåííóþ òî÷êó íà ëó÷å l. �àññìîòðèì �óíêöèþ f(x,y).

Îïðåäåëåíèå. Åñëè ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé ïðåäåë

lim
M→M0

f(M)− f(M0)

M0M

ïðè óñëîâèè, ÷òî òî÷êà M ñòðåìèòñÿ ê òî÷êå M0 ïî ëó÷ó i, òî îí íàçûâàåòñÿ ïðî-

èçâîäíîé �óíêöèè f(x,y) ïî íàïðàâëåíèþ l â òî÷êå M0.

x

y

1

1
M0

M
l

Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà. Åñëè �óíêöèÿ èìååò â òî÷êåM0(x0,y0) íåïðåðûâíûå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå,

òî â òî÷êå M0 ñóùåñòâóåò ïðîèçâîäíàÿ ïî ëþáîìó íàïðàâëåíèþ, èñõîäÿùåìó èç M0:

∂f

∂l
= f ′

x(x0,y0) cosα + f ′
y(x0,y0) cosβ,

cosα, cos β � íàïðàâëÿþùèå êîñèíóñû íàïðàâëåíèÿ l.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âîçüì¼ì íà ëó÷å l òî÷êóM(x0+∆x, y0+∆y). Òàê êàê �óíêöèÿ èìååò

íåïðåðûâíûå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå â òî÷êå M0, òî åå ïîëíîå ïðèðàùåíèå áóäåò

∆z = f(M)− f(M0) = f ′
x(x0,y0)∆x+ f ′

y(x0,y0)∆y + (∆x)2 + (∆y)2.

�
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x

y

x0

y0

M0

M

x0 +∆x

y0 +∆y

∆y

∆x
α

β

l

Ïîëîæèì ∆l =M0M , òîãäà

∆x

∆l
= cosα,

∆y

∆l
= cos β,

è

f(M)− f(M0)

∆l
= f ′

x(x0,y0)
∆x

∆l
+ f ′

y(x0,y0)
∆y

∆l
= f ′

x(x0,y0) cosα + f ′
y(x0,y0) cos β.

Óñòðåìèâ òî÷êó M ê M0 ïî ëèíèè l, ïîëó÷àåì, ÷òî ∆x → 0, ∆y → 0 è ∆l =
√

(∆x)2 + (∆y)2 → 0. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

lim
∆x→0,∆y→0

f(M)− f(M0)

∆M0M
= f ′

x(x0,y0) cosα+ f ′
y(x0,y0) cos β.

Òàêèì îáðàçîì, ñóùåñòâóåò ïðåäåë â òî÷êå M0 ïî íàïðàâëåíèþ l

∂f

∂l
= f ′

x(x0,y0) cosα + f ′
y(x0,y0) cosβ.

�

Îïðåäåëåíèå. �ðàäèåíòîì ñêàëÿðíîé �óíêöèè

z = f(x,y)

íàçûâàåòñÿ âåêòîð, ïðîåêöèè êîòîðîãî íà êîîðäèíàòíûå îñè ñîâïàäàþò ñ ñîîòâåò-

ñòâóþùèìè ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè �óíêöèè z = f(x,y)

gradf =
∂f

∂x
~i+

∂f

∂y
~j.

Ñâîéñòâî ãðàäèåíòà.

Âîçüì¼ì åäèíè÷íûé âåêòîð íàïðàâëåíèÿ l:

~n = cosα~i+ cos β~j, |~n| = 1.
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Çàïèøåì ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå

(gradf,~n) =
∂f

∂x
cosα +

∂f

∂y
cos β.

Îòêóäà

(gradf,~n) =
∂f

∂n
.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû

(gradf,~n) = |gradf ||~n| cos
(

̂gradf,~n
)

= |gradf | cos
(

̂gradf,~n
)

åñòü ïðîåêöèÿ gradf .

Îòêóäà âèäíî, ÷òî ïðîèçâîäíàÿ ïî íàïðàâëåíèþ áóäåò íàèáîëüøåé ïî âåëè÷èíå â

òîì ñëó÷àå, êîãäà

cos
(

̂gradf,~n
)

= 1,

òî åñòü åñëè ~n è gradf ñîâïàäàþò ïî íàïðàâëåíèþ.

Òàêèì îáðàçîì, ãðàäèåíò �óíêöèè f(x,y) óêàçûâàåò íàïðàâëåíèå áûñòðåéøåãî óâå-

ëè÷åíèÿ �óíêöèè è ïî âåëè÷èíå ðàâåí ïðîèçâîäíîé �óíêöèè ïî ýòîìó íàïðàâëåíèþ.

2.7. Ýêñòðåìóì �óíêöèè äâóõ ïåðåìåííûõ

Ïóñòü �óíêöèÿ z = f(x,y) îïðåäåëåíà â íåêîòîðîé îáëàñòè D.

Îïðåäåëåíèå. Òî÷êà M0(x0,y0) íàçûâàåòñÿ òî÷êîé ìàêñèìóìà �óíêöèè z = f(x,y),

åñëè ñóùåñòâóåò òàêàÿ δ-îêðåñòíîñòü òî÷êè M0, ÷òî äëÿ ëþáîé òî÷êè îòëè÷íîé îò

M0 èç îêðåñòíîñòè âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

f(x,y) < f(x0,y0).

Òî÷êà M0(x0,y0) íàçûâàåòñÿ òî÷êîé ìèíèìóìà, åñëè äëÿ ëþáîé òî÷êè èç îêðåñòíîñòè

M0 âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

f(x,y) > f(x0,y0).

Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà. (Íåîáõîäèìîå óñëîâèå ýêñòðåìóìà) Åñëè äè��åðåíöèðóåìàÿ �óíêöèÿ

z = f(x,y) èìååò ýêñòðåìóì â òî÷êå M0, òî îáå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå �óíêöèè f(x,y)

â ýòîé òî÷êå ðàâíû íóëþ.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Çà�èêñèðóåì îäíó èç ïåðåìåííûõ, íàïðèìåð y = y0. Òîãäà z =

f(x,y0) � �óíêöèÿ îäíîé ïåðåìåííîé, êîòîðàÿ èìååò ýêñòðåìóì â òî÷êå x = x0. Ïî-

ýòîìó f ′
x(x0,y0) = 0. Òåïåðü, åñëè çà�èêñèðîâàòü x = x0, òî z = f(x0,y) è f

′
y(x0,y0) = 0.

�

Òî÷êà, â êîòîðîé ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ïåðâîãî ïîðÿäêà ðàâíû íóëþ f ′
x = 0 è f ′

y = 0

íàçûâàåòñÿ ñòàöèîíàðíîé.

Ïðèìåð. Äàíà äè��åðåíöèðóåìàÿ �óíêöèÿ

z = x2 − y2.

�åøåíèå. Âû÷èñëèì ñòàöèîíàðíûå òî÷êè �óíêöèè

z′x = 2x, z′y = −2y.

Òîãäà

z′x = z′y = 0

ïðè x = y = 0. Òî åñòü òî÷êà M0(0,0) � ñòàöèîíàðíàÿ òî÷êà. Íåòðóäíî ïîíÿòü, ÷òî

çàäàííàÿ �óíêöèÿ â îêðåñòíîñòè òî÷êè M0(0,0) ïðèíèìàåò êàê ïîëîæèòåëüíûå, òàê è

îòðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ. Åñëè |x| < |y|, òî z < 0, à åñëè |x| > |y|, òî z > 0. Òàêèì

îáðàçîì, â òî÷êå M0 íåò ýêñòðåìóìà.

Áóäåò ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà. (Äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ýêñòðåìóìà) ïóñòü â ñòàöèîíàðíîé òî÷êå

(x0,y0) è íåêîòîðîé å¼ îêðåñòíîñòè �óíêöèÿ èìååò íåïðåðûâíûå ÷àñòíûå ïðîèçâîä-

íûå äî âòîðîãî ïîðÿäêà âêëþ÷èòåëüíî. Âû÷èñëèì çíà÷åíèÿ

A = f ′′
xx(x0,y0), B = f ′′

xy(x0,y0), C = f ′′
y,y(x0,y0).

Îáîçíà÷èì

∆ =

∣

∣

∣

∣

∣

A B

B C

∣

∣

∣

∣

∣

= AC −B2.

Òîãäà:

a) åñëè ∆ > 0, òî �óíêöèÿ f(x,y) â òî÷êå M0(x0,y0) èìååò ýêñòðåìóì, ìàêñèìóì,

åñëè A < 0, ìèíèìóì, åñëè A > 0;

b) åñëè ∆ < 0, òî f(x,y) ýêñòðåìóìà íå èìååò;


) åñëè ∆ = 0, òî íåîáõîäèìî äîïîëíèòåëüíîå èññëåäîâàíèå.
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2.8. Íàèáîëüøèå è íàèìåíüøèå çíà÷åíèÿ �óíêöèè â îáëàñòè

Ïóñòü â íåêîòîðîé îãðàíè÷åííîé çàìêíóòîé îáëàñòè D çàäàíà äè��åðåíöèðóåìàÿ

�óíêöèÿ z = f(x,y). Òîãäà îíà äîñòèãàåò â íåêîòîðûõ òî÷êàõ îáëàñòè ñâîåãî íàèáîëüøå-

ãî è íàèìåíüøåãî çíà÷åíèé. Ýòè çíà÷åíèÿ äîñòèãàþòñÿ â òî÷êàõ, ðàñïîëîæåííûõ âíóòðè

îáëàñòè èëè òî÷êàõ, ëåæàùèõ íà ãðàíèöå.

Ïðèâåä¼ì ïðàâèëî íàõîæäåíèÿ íàèáîëüøåãî è íàèìåíüøåãî çíà÷åíèé �óíêöèè â

îáëàñòè:

a) íàéòè âñå êðèòè÷åñêèå òî÷êè �óíêöèè, ïðèíàäëåæàùèå îáëàñòè D è âû÷èñëèòü

çíà÷åíèÿ �óíêöèè â íèõ;

b) íàéòè íàèáîëüøåå è íàèìåíüøåå çíà÷åíèå �óíêöèè z = f(x,y) íà ãðàíèöàõ îáëà-

ñòè;


) ñðàâíèòü âñå íàéäåííûå çíà÷åíèÿ �óíêöèè è âûáðàòü èç íèõ íàèáîëüøåå è íàè-

ìåíüøåå.
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Çàäàíèÿ äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîé ðàáîòû

1. Âåçäå ëè íåïðåðûâíû äàííûå �óíêöèè

(a) z = xy+1
x2+y2

;

(b) z = 4x
x−y

;

(
) z = 6x+y

x2+y2
.

2. Íàéäèòå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ïåðâîãî ïîðÿäêà

(a) z = x 3
√
y − 3y√

x
;

(b) z = arctg x
y
;

(
) z = ln tg x
y
;

(d) z = e−
y
x
;

(e) z = ln
(

x+ 4y
x2

)

;

(f) z = y ln x;

(g) u = x
y
z
;

3. Äîêàæèòå, ÷òî �óíêöèÿ z = ex(x cos y − y sin y) óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèþ

∂2z

∂x2
+
∂2z

∂y2
= 0.

4. Äîêàæèòå, ÷òî �óíêöèÿ u = 1√
x2+y2+z2

óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèþ

∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2
+
∂2u

∂z2
= 0.

5. Íàéäèòå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ïåðâîãî ïîðÿäêà

(a) z = f
(

x
y2

)

;

(b) z = f(x3 + y3);

(
) z = f(x2 + y);

(d) z = f(x,y), x = t3, y = t2 + 1;

(e) z = f(x,y), x = sin t, y = cos t;

(f) z = f(x,y), x = 3s+2t, y = 5s+4t;

(g) z = f(x,y), x = t3s, y = t4 − s4.

6. Íàïèøèòå â îáùåì âèäå �îðìóëó äëÿ ïðîèçâîäíûõ ïåðâîãî ïîðÿäêà ñëîæíîé

�óíêöèè

u = f(t), t = ϕ(x,y,z).

7. Âû÷èñëèòå ïåðâûå ïðîèçâîäíûå

(a) u = f
(

x+y

z2

)

;

(b) u = f(x− yz).
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8. Äîêàæèòå, ÷òî ñëîæíàÿ �óíêöèÿ z = yϕ(x2−y2), ãäå ϕ � ëþáàÿ äè��åðåíöèðóåìàÿ
�óíêöèÿ, óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèþ

1

x
· ∂z
∂x

+
1

y
· ∂z
∂y

=
z

y2
.

9. Äîêàæèòå, ÷òî ñëîæíàÿ �óíêöèÿ z = ϕ(x + ay) + ψ(x − ay), ãäå ϕ è ψ � ëþáûå

äâàæäû äè��åðåíöèðóåìûå �óíêöèè, óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèþ

∂2z

∂y2
= a2

∂2z

∂x2
.

10. Ïóñòü u = f(r), ãäå r =
√

x2 + y2 + z2, f � äâàæäû äè��åðåíöèðóåìàÿ �óíêöèÿ.

Ïîêàæèòå, ÷òî ∆u = F (r), ãäå ∆u = ∂2u
∂x2 +

∂2u
∂y2

+ ∂2u
∂z2

, è íàéäèòå �óíêöèþ F (r).

11. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè �óíêöèÿ u = u(x,y) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ Ëàïëàñà

∆u =
∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2
= 0,

òî �óíêöèÿ

v = u

(

x

x2 + y2
,

y

x2 + y2

)

òàêæå óäîâëåòâîðÿåò ýòîìó óðàâíåíèþ.

12. Íàéäèòå ïðîèçâîäíóþ �óíêöèè

z(x,y) = 6xy3 + 5x2

ïî íàïðàâëåíèþ l = i+ 3j â òî÷êå M0(1,3).

13. Íàéäèòå ïðîèçâîäíóþ �óíêöèè

u(x,y,z) = x2yz

ïî íàïðàâëåíèþ l = i+ 2j + 3k â òî÷êå M0(2,4,6).

14. Íàéäèòå ïðîèçâîäíóþ �óíêöèè

z(x,y) = x3 − 2x2y + xy2 + 1

â òî÷êå M(1,2) â íàïðàâëåíèè, èäóùåì îò M ê N(4,6).

15. Ïîêàæèòå, ÷òî

x2
∂z

∂x
− xy

∂z

∂y
+ y2 = 0,

åñëè z(x,y) = y2

3x
+ arcsin(xy).
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16. Ïðè ïîìîùè ïîëíîãî äè��åðåíöèàëà âû÷èñëèòå ïðèáëèæ¼ííî

(a) ln( 4
√
0,97 + 3

√
1.04− 1);

(b) (1,02)4 · (0,98)3 · (2,03)2.

17. Íàéäèòå íàèáîëüøåå è íàèìåíüøåå çíà÷åíèå �óíêöèè

z = x3 + 6y(y − x)

â çàìêíóòîé îáëàñòè, çàäàííîé íåðàâåíñòâàìè

0 ≤ y ≤ x ≤ 2.

18. Íàéäèòå íàèáîëüøåå è íàèìåíüøåå çíà÷åíèå �óíêöèè

z = x2 + y2 − xy + x+ y

â îáëàñòè, îãðàíè÷åííîé ëèíèÿìè

x = 0, y = 0, x+ y = −3.

19. Îïðåäåëèòå ðàçìåðû ïðÿìîóãîëüíîãî ïàðàëëåëåïèïåäà íàèáîëüøåãî îáú¼ìà, ïîë-

íàÿ ïîâåðõíîñòü êîòîðîãî èìååò äàííóþ ïëîùàäü S.

20. Óêàæèòå ðàçìåðû ïðÿìîóãîëüíîãî ïàðàëëåëåïèïåäà íàèáîëüøåãî îáú¼ìà, âïèñàí-

íîãî â ïðÿìîé êðóãîâîé êîíóñ ñ ðàäèóñîì îñíîâàíèÿ R è âûñîòîé H .
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3. ÈÍÒÅ��ÀËÜÍÎÅ ÈÑ×ÈÑËÅÍÈÅ ÔÓÍÊÖÈÉ

ÍÅÑÊÎËÜÊÈÕ ÏÅ�ÅÌÅÍÍÛÕ

3.1. Äâîéíûå èíòåãðàëû

Ïóñòü â çàìêíóòîé îáëàñòè D ïëîñêîñòè xOy çàäàíà íåïðåðûâíàÿ �óíêöèÿ z =

f(x,y).

�àçîáü¼ì îáëàñòü D íà n ÷àñòåé Di, ïëîùàäè êîòîðûõ îáîçíà÷èì ÷åðåç ∆si, à äèà-

ìåòðû � ÷åðåç di. Â êàæäîé èç îáëàñòåé Di âîçüì¼ì ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó Mi(ξi,ηi) è

ñîñòàâèì ñóììó

n
∑

i=1

f(ξi,ηi)∆si = f(ξ1,η1)∆s1 + . . .+ f(ξn,ηn)∆sn.

Ïîëó÷åííàÿ ñóììà íàçûâàåòñÿ èíòåãðàëüíîé ñóììîé äëÿ �óíêöèè f(x,y).

Îïðåäåëåíèå. Åñëè èíòåãðàëüíàÿ ñóììà ïðè di → 0 èìååò êîíå÷íûé ïðåäåë I:

lim
di→0

n
∑

i=1

f(ξi,ηi)∆si = I,

íå çàâèñÿùèé îò ñïîñîáà ðàçáèåíèÿ îáëàñòè D íà ÷àñòè, íè îò âûáîðà òî÷åê Mi(ξi,ηi),

òî ýòî ïðåäåë íàçûâàåòñÿ äâîéíûì èíòåãðàëîì �óíêöèè f(x,y) ïî îáëàñòè D

I =

∫∫

D

f(M)ds, I =

∫∫

D

f(x,y)dxdy.

Òàêèì îáðàçîì, äâîéíîé èíòåãðàë îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì

∫∫

D

f(x,y)dxdy = lim
n→∞

n
∑

n=1

f(ξi,ηi)∆si.

Â ýòîì ñëó÷àå �óíêöèÿ f(x,y) íàçûâàåòñÿ èíòåãðèðóåìîé â îáëàñòè D, D � îáëàñòü

èíòåãðèðîâàíèÿ; x, y � ïåðåìåííûå èíòåãðèðîâàíèÿ; dxdy (ds) � ýëåìåíò ïëîùàäè.



32 ÈÍÒÅ��ÀËÜÍÎÅ ÈÑ×ÈÑËÅÍÈÅ ÔÓÍÊÖÈÈ ÍÅÑÊÎËÜÊÈÕ ÏÅ�ÅÌÅÍÍÛÕ

Òåîðåìà. Âñÿêàÿ �óíêöèÿ f(x,y), íåïðåðûâíàÿ â çàìêíóòîé îáëàñòè D, èíòåãðèðó-

åìà.

Äëÿ èíòåãðèðóåìîé îáëàñòè D �óíêöèè ïðåäåë èíòåãðàëüíûõ ñóìì ñóùåñòâóåò è

íå çàâèñèò îò ñïîñîáà ðàçáèåíèÿ îáëàñòè. Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî ðàçáèòü îáëàñòü íà

ïëîùàäè ïðÿìûìè, ïàðàëëåëüíûì êîîðäèíàòíûì îñÿì. Ïðè ýòîì ∆si = ∆xi∆yi. Òîãäà

∫∫

D

f(x,y)dxdy = lim
n→∞

n
∑

i=1

f(xi,yi)∆xi∆yi.

3.2. �åîìåòðè÷åñêèé ñìûñë äâîéíîãî èíòåãðàëà

Â ñëó÷àå îäíîé ïåðåìåííîé çàäà÷à î âû÷èñëåíèè ïëîùàäè êðèâîëèíåéíîé òðàïåöèè

ïðèâîäèò ê ãåîìåòðè÷åñêîé èíòåðïðåòàöèè îïðåäåë¼ííîãî èíòåãðàëà.

Çàäà÷à î âû÷èñëåíèè îáú¼ìà öèëèíäðè÷åñêîãî òåëà ïðèâîäèò ê ãåîìåòðè÷åñêîìó

òîëêîâàíèþ äâîéíîãî èíòåãðàëà.

x

y

z

�àññìîòðèì òåëî V , îãðàíè÷åííîå ñâåðõó ïîâåðõíîñòüþ z = f(x,y) ≥ 0, ãäå f(x,y) �

íåîòðèöàòåëüíàÿ è íåïðåðûâíàÿ â îáëàñòè D �óíêöèÿ, îãðàíè÷åííàÿ ñ áîêîâ öèëèíäðè-

÷åñêîé ïîâåðõíîñòüþ ñ îáðàçóþùåé, ïàðàëëåëüíîé îñè Oz; ñ íèçó � çàìêíóòîé îáëàñòüþ

D ïëîñêîñòè xOy. Âû÷èñëèì îáú¼ì öèëèíäðè÷åñêîãî òåëà.

�àçîáú¼ì îáëàñòü D ñåòüþ êðèâûõ íà n ïðîèçâîëüíûõ ÷àñòåé Di, ïëîùàäè êîòîðûõ

ðàâíû ∆si. ×åðåç êîíòóð êàæäîé èç ÷àñòåé Di ïðîâåä¼ì öèëèíäðè÷åñêîþ ïîâåðõíîñòü.

Ýòà ïîâåðõíîñòü åñòü öèëèíäðè÷åñêèé ñòîëáèê∆Vi ñ îñíîâàíèåìDi, îãðàíè÷åííûé ñâåð-

õó êóñêîì ïîâåðõíîñòè z = f(x,y). Âûáåðåì â êàæäîé ÷àñòè Di ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó
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(ξi, ηi) è âû÷èñëèì â íåé çíà÷åíèå �óíêöèè f(ξi, ηi).Çàìåíèì êàæäûé öèëèíäð Vi ïðÿ-

ìûì öèëèíäðîì ñ òåì æå îñíîâàíèåì Di è âûñîòîé, ðàâíîé f(ξi, ηi).

x

y

z

Òîãäà îáú¼ì êàæäîãî ñòîëáöà ðàâåí

∆Vi = f(ξi, ηi)∆si.

Òàêèì îáðàçîì, îáú¼ì âñåãî öèëèíäðà ïðèáëèçèòåëüíî ðàâåí

V ≈
n

∑

i=1

∆Vi =
n

∑

i=1

f(ξi, ηi)∆si.

Ýòî ïðèáëèæ¼ííîå ðàâåíñòâî áóäåò òåì òî÷íåå, ÷åì ìåíüøå äðîáëåíèå îáëàñòè D íà

÷àñòè

V = lim
n→∞

n
∑

i=1

f(ξi, ηi)∆si.

Ñïðàâà ñòîèò ïðåäåë îò íåïðåðûâíîé �óíêöèè. Ýòîò ïðåäåë ñóùåñòâóåò è ðàâåí äâîé-

íîìó èíòåãðàëó îò ýòîé �óíêöèè ïî îáëàñòè

V =

∫∫

D

f(x,y)dxdy.

3.3. Îñíîâíûå ñâîéñòâà äâîéíîãî èíòåãðàëà

Ïåðå÷èñëèì îñíîâíûå ñâîéñòâà äâîéíîãî èíòåãðàëà.

1.

∫∫

D

k · f(x,y)dxdy = k
∫∫

D

f(x,y)dxdy.
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2.

∫∫

D

(f(x,y) + g(x,y))dxdy =
∫∫

D

f(x,y)dxdy +
∫∫

D

g(x,y)dxdy.

3. Åñëè îáëàñòü D ðàçáèòà íà êîíå÷íîå ÷èñëî íåïåðåñåêàþùèõñÿ ÷àñòåé, òî èíòåãðàë

ïî âñåé îáëàñòè ðàâåí ñóììå èíòåãðàëîâ ïî ÷àñòÿì

∫∫

D

f(x,y)dxdy =

∫∫

D1

f(x,y)dxdy +

∫∫

D2

f(x,y)dxdy.

Îáëàñòü D ðàçáèòà íà äâå ÷àñòè D1 è D2.

4. Åñëè äëÿ �óíêöèè f(x,y) è g(x,y) â îáëàñòè D âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî f(x,y) 6

g(x,t), òî
∫∫

D

f(x,y)dxdy 6

∫∫

D

g(x,y)dxdy.

Â ÷àñòíîñòè, ïðîèíòåãðèðâûàâ ñòàíäàðòíîå íåðàâåíñòâî

−|f(x,y)| 6 f(x,y) 6 |f(x,y)|,

ïîëó÷àåì

−
∫∫

D

|f(x,y)|dxdy 6
∫∫

D

f(x,y)dxdy 6

∫∫

D

|f(x,y)|dxdy

èëè

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∫∫

D

f(x,y)dxdy

∣

∣

∣

∣

∣

∣

6

∫∫

D

|f(x,y)|dxdy.

5. Åñëè �óíêöèÿ f(x,y) íåïðåðûâíà â çàìêíóòîé îáëàñòè D, ïëîùàäü êîòîðîé ðàâíà

S, òî

mS 6

∫∫

D

f(x,y)dxdy 6 MS,

ãäå m è M � íàèìåíüøåå è íàèáîëüøåå çíà÷åíèå �óíêöèè â îáëàñòè.

6. Åñëè �óíêöèÿ íåïðåðûâíà â çàìêíóòîé îáëàñòè D, ïëîùàäü êîòîðîé ðàâíà S, òî

â ýòîé îáëàñòè ñóùåñòâóåò òàêàÿ òî÷êà (x0,y0), ÷òî

f(x0,y0) =
1

S

∫∫

D

f(x,y)dxdy − ñðåäíåå çíà÷åíèå �óíêöèè f(x) â îáëàñòè D.
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3.4. Âû÷èñëåíèå äâîéíîãî èíòåãðàëà

Ïóñòü òðåáóåòñÿ âû÷èñëèòü äâîéíîé èíòåãðàë

∫∫

D

f(x,y)dxdy,

ãäå f(x,y) íåïðåðûâíà â D.

Ïî îïðåäåëåíèþ, äâîéíîé èíòåãðàë âûðàæàåò îáú¼ì öèëèíäðè÷åñêîãî òåëà, îãðàíè÷åí-

íîãî ñâåðõó ïîâåðõíîñòüþ z = f(x,y). �àññìîòðèì òåëî V , ñîäåðæàùååñÿ ìåæäó ïàðàë-

ëåëüíûìè ïëîñêîñòÿì x = a è x = b. Ïóñòü â ñ÷åíèè òåëà V ïëîñêîñòüþ, ïðîâåä¼ííîé

÷åðåç òî÷êó x ∈ [a,b] ïåðïåíäèêóëÿðíî îñè Ox ïîëó÷èì �èãóðó, èìåþùóþ ïëîùàäü

S(x). Îáú¼ì äàííîãî òåëà ðàâåí

V =

b
∫

a

S(x)dx.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî îáëàñòü D ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êðèâîëèíåéíóþ òðàïåöèþ, îãðàíè÷åí-

íóþ ïðÿìûìè x = a è x = b, è êðèâûì y1 = y1(x), y2 = y2(x). Ôóíêöèè y1(x) è y2(x)

íåïðåðûâíû è y1(x) ≤ y2(x) íà [a,b].
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Ïîñòðîèì ñå÷åíèå öèëèíäðè÷åñêîãî òåëà ïëîñêîñòüþ ïåðïåíäèêóëÿðíîé îñè Ox: x = x0.

Ïîëó÷èì êðèâîëèíåéíóþ òðàïåöèþ, îãðàíè÷åííóþ ëèíèÿì z = f(x,y), z = 0, y1 = y1(x)

è y2 = y2(x). Òîãäà ïëîùàäü S(x) ðàâíà

S(x) =

y2
∫

y1

f(x0,y)dy.

Òàê êàê x = x0 ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî èç [a,b], òî

S(x) =

y2(x)
∫

y1(x)

f(x,y)dy.

Ïîäñòàâèâ â �îðìóëó äëÿ âû÷èñëåíèÿ îáú¼ìà, áóäåì èìåòü

V =

b
∫

a

(

y2(x)
∫

y1(x)

f(x,y)dy

)

dx − ïîâòîðíûé èíòåãðàë,

∫∫

D

f(x,y)dxdy =

a
∫

b

dx

y2(x)
∫

y1(x)

f(x,y)dy.

3.5. Äâîéíîé èíòåãðàë â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ

Ïðè èíòåãðèðîâàíèè ÷àñòî ïðèìåíÿåòñÿ ìåòîä çàìåíû ïåðåìåííûõ. �àññìîòðèì

÷àñòíûé ñëó÷àé ïðåîáðàçîâàíèÿ � ïåðåõîä ê ïîëÿðíûì êîîðäèíàòàì: r è ϕ.

Ïóñòü ìû èìååì äâîéíîé èíòåãðàë

I =

∫∫

D

f(x,y)dxdy,

ãäå �óíêöèÿ f(x,y) íåïðåðûâíà â çàìêíóòîé îáëàñòè D. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî êîíòóð îá-

ëàñòè D ïåðåñåêàåòñÿ êàæäîé ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç íà÷àëî êîîðäèíàò, íå áîëåå

÷åì â äâóõ òî÷êàõ. Ïðèìåì îñü Ox çà ïîëÿðíóþ îñü, à íà÷àëî êîîðäèíàò çà ïîëþñ.



ÈÍÒÅ��ÀËÜÍÎÅ ÈÑ×ÈÑËÅÍÈÅ ÔÓÍÊÖÈÈ ÍÅÑÊÎËÜÊÈÕ ÏÅ�ÅÌÅÍÍÛÕ 37

Òîãäà ïðÿìîóãîëüíûå êîîðäèíàòû ñâÿçàíû ñ ïîëÿðíûì ñîîòíîøåíèÿìè

{

x = r cosϕ,

y = r sinϕ.

×òîáû ïîëó÷èòü âñå òî÷êè ïëîñêîñòè Oxy, îãðàíè÷èìñÿ çíà÷åíèÿì r > 0 è 0 6 ϕ 6 2π.

Äâîéíîé èíòåãðàë îïðåäåëÿåòñÿ êàê ïðåäåë èíòåãðàëüíîé ñóììû

I = lim
n→∞

n
∑

i=1

f(xi,yi)∆xi∆yi.

Ýòîò ïðåäåë íå çàâèñèò îò ñïîñîáà ðàçáèåíèÿ îáëàñòè D íà ÷àñòè.

�àçîáü¼ì îáëàñòü êîíöåíòðè÷åñêèìè îêðóæíîñòÿì ñ öåíòðîì â ïîëþñå: r = const,

ϕ = const.

Îáëàñòè, ïîëó÷åííûå òàêèì ñïîñîáîì ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé êðèâîëèíåéíóþ �îðìó,

îãðàíè÷åííóþ äâóìÿ äóãàì êîíöåíòðè÷åñêèõ îêðóæíîñòåé rk, rk+1. Ïðè äîñòàòî÷íî

ìåëêîì äðîáëåíèè îáëàñòè íà ÷àñòè, �èãóðó Di ïðèáëèæ¼ííî ìîæíî ñ÷èòàòü ïðÿìî-

óãîëüíèêîì ñî ñòîðîíàìè ∆rk è rk∆ϕk (äëèíà äóãè ðàâíà ðàäèóñó, óìíîæåííîìó íà

ðàäèàííóþ ìåðó öåíòðàëüíîãî óãëà). Ïëîùàäü Di ðàâíà ïðèáëèæ¼ííî Di ≈ rk∆rk∆ϕk.

Äëÿ ïðîèçâîëüíîé òî÷êè (ξi,ηi) èç Di áóäåì èìåòü

ξi = r′k cosϕ
′
k, ηi = r′k sinϕ

′
k.
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Çäåñü r′k, ϕ
′
k � ïîëÿðíûå êîîðäèíàòû (ξi,ηi).

Â ÷àñòíîñòè, ïîëîæèì, ÷òî r′k = rk, ϕ
′
k = ϕk. Îòñþäà ïîëó÷àåì

n
∑

i=1

f(ξi,ηi)∆si ≈
n

∑

i=1

f(rk cosϕk,rk sinϕk)rk∆rk∆ϕk.

Ýòî ðàâåíñòâî áóäåò òåì òî÷íåå, ÷åì ìåëü÷å ðàçáèåíèå îáëàñòè D íà ÷àñòè. Ïðåäåë

èíòåãðàëüíîé ñóììû ñóùåñòâóåò è ðàâåí äâîéíîìó èíòåãðàëó

∫∫

D

f(x,y) dxdy =

∫∫

D

f(r cosϕ, r sinϕ)r drdϕ.

3.6. Âû÷èñëåíèå äâîéíîãî èíòåãðàëà â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ

Âû÷èñëåíèå äâîéíîãî èíòåãðàëà îñóùåñòâëÿåòñÿ ïóò¼ì ïðèâåäåíèÿ åãî ê ïîâòîðíîìó.

Îòìåòèì êðàéíèå çíà÷åíèÿ α è β ïîëÿðíîãî óãëà ϕ. Óãîë α ñîîòâåòñòâóåò òî÷êå A,

β � òî÷êå B êîíòóðà. Òî÷êè A è B ðàçáèâàþò êîíòóð D íà äâå ÷àñòè: ACB è ADB,

óðàâíåíèÿ êîòîðûõ

r1 = r1(ϕ), r2 = r2(ϕ),

ãäå r1(ϕ) è r2(ϕ) � îäíîçíà÷íûå íåïðåðûâíûå �óíêöèè ïåðåìåííîé ϕ, çàäàííûå íà [α,β].

Çà�èêñèðóåì ïðîèçâîëüíîå çíà÷åíèå óãëà ϕ, çàòåì èç ïîëþñà O ïîä óãëîì ϕ ïðîâå-

ä¼ì ëó÷ OD. Òî÷êà âõîäà � C ëåæèò íà êðèâîé r1(ϕ), à òî÷êà âûõîäà � D íà êðèâîé

r2 = r2(ϕ). Îòñþäà

∫∫

D

f(x,y) dxdy =

∫∫

D

f(r cosϕ,r sinϕ) rdrdϕ =

β
∫

α

dϕ

r2(ϕ)
∫

r1(ϕ)

f(r cosϕ, r sinϕ) rdr.
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3.7. Îòîáðàæåíèå ïëîñêèõ îáëàñòåé

Ïóñòü çàäàíû äâå ïëîñêîñòè, íà îäíîé ïîñòðîåíà ïðÿìîóãîëüíàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò

Oxy, íà äðóãîé � ñèñòåìà êîîðäèíàò Ouv.

�àññìîòðèì íà ïëîñêîñòè Oxy îáëàñòü D, à íà ïëîñêîñòè Ouv � îáëàñòü E.

Ïóñòü çàäàíû �óíêöèè x = x(u,v), y = y(u,v), óñòàíàâëèâàþùèå âçàèìíî îäíî-

çíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó òî÷êàìè (u,v) îáëàñòè E è òî÷êàìè (x,y) îáëàñòè D. Ýòî

îçíà÷àåò, ÷òî óðàâíåíèÿ

{

x = x(u,v),

y = y(u,v)
(∗)

îäíîçíà÷íî ðàçðåøèìû îòíîñèòåëüíî u è v, òî åñòü

{

u = u(x,y),

v = v(x,y).
(∗∗)

Òàêèì îáðàçîì, (∗) ïðåîáðàçóåò E â D, à (∗∗) � D â E.

Åñëè �óíêöèè x(u,v), y(u,v) íåïðåðûâíû, òî ñ ïîìîùüþ (∗) ëþáàÿ íåïðåðûâíàÿ ëè-
íèÿ L èç E ïåðåéä¼ò â íåïðåðûâíóþ ëèíèþ L èç D, ñïðàâåäëèâî è îáðàòíîå.

Ïî äàííîé ïàðå çíà÷åíèé ïåðåìåííûõ u è v èç îáëàñòè E ìîæíî îäíîçíà÷íî îïðå-

äåëèòü íå òîëüêî ïîëîæåíèå òî÷êè M ′(u,v), íî è ïîëîæåíèå òî÷êè M(x,y) â îáëàñòè D.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ÷èñëà u è v ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê íåêîòîðûå êîîðäèíàòû òî÷êè

M èç îáëàñòè D � êðèâîëèíåéíûå êîîðäèíàòû.

�àññìîòðèì â ïëîñêîñòè Ouv ïðÿìóþ u0 = const. Ñ ïîìîùüþ �îðìóë ïðåîáðàçîâà-

íèÿ

x = x(u,v), y = y(u,v)
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îíà ïåðåéä¼ò â ëèíèþ ïëîñêîñòè Oxy, òî åñòü

x = x(u0,v), y = y(u0,v)

è ìû ïîëó÷èëè ïàðàìåòðè÷åñêîå óðàâíåíèå. Àíàëîãè÷íî, êàæäîé ïðÿìîé v = v0 = const

èç Ouv áóäåò ñîîòâåòñòâîâàòü ëèíèÿ â Oxy, ïàðàìåòðè÷åñêîå óðàâíåíèå êîòîðîé áóäåò

x = x(u,v0), y = y(u,v0).

0

0

0

0v(x,y)=v
u(x,y)=u

x

y

Òàêèì îáðàçîì, ïðèäàâàÿ êîîðäèíàòàì u è v ðàçëè÷íûå çíà÷åíèÿ, ïîëó÷èì ñåòêó

ïðÿìûõ íà ïëîñêîñòè Ouv. Íà ïëîñêîñòè Oxy áóäåì èìåòü ñîîòâåòñòâóþùóþ ñåòêó êî-

îðäèíàòíûõ ëèíèé.

Ïðèìåð. Ïóñòü êðèâîëèíåéíûå êîîðäèíàòû çàäàíû �îðìóëàì

u =
y

x
, v = xy.

�åøåíèå. Áóäåì ïðèäàâàòü u è v ïîñòîÿííûå çíà÷åíèÿ,

y

x
= const, xy = const.

Îòñþäà

y

x
= const � ïðÿìûå, ïðîõîäÿùèå ÷åðåç íà÷àëî êîîðäèíàò, xy = const � ãèïåð-

áîëû.

x

y

Q P

y=2x
y=x

y=0,5x

y=3/x

y=1/x
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�àññìîòðèì íà ïëîñêîñòè Ouv ïðÿìîóãîëüíèê S îãðàíè÷åííûé ëèíèÿì u = 1
2
, u = 2,

v = 1, v = 3. Ýòè ëèíèè ñ ïîìîùüþ �îðìóë îòîáðàæàþòñÿ â ïðÿìûå

y =
1

2
x, y = 2x

è ãèïåðáîëû

xy = 1, xy = 3.

Ïîëó÷åííûå ñîîòíîøåíèÿ óñòàíàâëèâàþò âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòíîøåíèå ìåæäó òî÷-

êàì ïðÿìîóãîëüíèêà E èç Ouv è òî÷êàì êðèâîëèíåéíîãî ÷åòûð¼õóãîëüíèêà D èç Oxy.

�

3.8. Ïëîùàäü â êðèâîëèíåéíûõ êîîðäèíàòàõ

Íàéä¼ì ïëîùàäü îáëàñòè D ñ ïîìîùüþ êðèâîëèíåéíûõ êîîðäèíàò u è v.

�àçîáü¼ì îáëàñòü E íà ÷àñòè÷íûå îáëàñòè ïðÿìûìè ïàðàëëåëüíûìè îñÿì Ou è Ov.

Òîãäà îáëàñòü D â ñèëó ïðåîáðàçîâàíèé

x = x(u,v), y = y(u,v)

ðàçîáü¼òñÿ êîîðäèíàòíûì ëèíèÿì íà ýëåìåíòàðíûå êðèâîëèíåéíûå ÷åòûð¼õóãîëüíèêè.

xx

y

y

QD
D

D

D+

+

A’ B’

C’D’

A

B

C

D
P

Çäåñü A′(u,v), B′(u + ∆u,v), C ′(u + ∆u, v + ∆v), D′(u,v + ∆v). Îòñþäà ïî �îðìóëàì

ïðåîáðàçîâàíèÿ

A (x(u,v),y(u,v)) , B (x(u +∆u,v),y(u+∆u,v)) ,

C (x(u+∆u, v +∆v), y(u+∆u, v +∆v)) , D (x(u,v +∆v), y(u,v +∆v)) .

Íàéä¼ì ïëîùàäü ∆D.

Äëÿ äîñòàòî÷íî ìàëûõ ∆u è ∆v äóãè

⌢

AB,
⌢

BC,
⌢

CD è

⌢

DA áóäóò òàêæå ìàëû, à

ïîýòîìó èõ ìîæíî ñ÷èòàòü ïðÿìîëèíåéíûìè.
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Ïðèðàùåíèå �óíêöèè x(u,v), y(u,v) ìîæíî çàìåíèòü ñîîòâåòñòâóþùèìè äè��åðåí-

öèàëàìè. Ïîýòîìó çàïèøåì:

x(u+∆u,v)− x(u,v) ≈ x′u(u,v)∆u, x(u+∆u,v) ≈ x(u,v) + x′u(u,v)∆u,

x(u+∆u, v +∆v) ≈ x(u,v) + x′u(u,v)∆u+ x′v(u,v)∆v,

x(u,v +∆v) ≈ x(u,v) + x′v(u,v)∆v.

Òîæå çàïèøåì è äëÿ �óíêöèè y = y(u,v):

y(u+∆u,v) ≈ y(u,v) + y′u(u,v)∆u,

y(u+∆u, v +∆v) ≈ y(u,v) + x′u(u,v)∆u+ y′v(u,v)∆v, y(u,v +∆v) ≈ y(u,v) + y′v(u,v)∆v.

Òîãäà âåðøèíû ÷åòûð¼õóãîëüíèêà ABCD ìîæíî çàïèñàòü ñ ïðèáëèæ¼ííûìè çíà÷åíè-

ÿìè êàê

A(x,y), B(x+x′u∆u,y+y
′
u∆u), C(x+x

′
u∆u+x

′
v∆v,y+y

′
u∆u+y

′
v∆v), D(x+x′v∆v, y+y

′
v∆v).

Ïðîåêöèè îòðåçêîâ AB è CD íà îáå îñè êîîðäèíàò ðàâíû, òî îòðåçêè AB è CD ïàðàë-

ëåëüíû è ðàâíû. Òîæå ñïðàâåäëèâî è äëÿ îòðåçêîâ AD è BC. Ñëåäîâàòåëüíî ÷åòûð¼õ-

óãîëüíèê ABCD ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ïàðàëëåëîãðàìì. Ïëîùàäü ïàðàëëåëîãðàì-

ìà ñ âåðøèíàìè

A(x1,y1), B(x2,y2), C(x3,y3), D(x4,y4)

âû÷èñëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì

S =

∣

∣

∣

∣

∣

x2 − x1 y2 − y1

x3 − x2 y3 − y2

∣

∣

∣

∣

∣

.

Îòñþäà ïëîùàäü êðèâîëèíåéíîãî ÷åòûð¼õóãîëüíèêà ABCD ðàâíà

∣

∣

∣

∣

∣

x′u∆u y′u∆u

x′v∆v y′v∆v

∣

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

∣

x′u y′u

x′v y′v

∣

∣

∣

∣

∣

∆u∆v

Ââåä¼ì îáîçíà÷åíèÿ

I(u,v) =

∣

∣

∣

∣

∣

x′u y′u

x′v y′v

∣

∣

∣

∣

∣

.

Ïîëó÷èëè, ÷òî ∆D ≈ |I(u,v)|∆u∆v.
Ïðîñóììèðîâàâ ïëîùàäè âñåõ ýëåìåíòàðíûõ ÷åòûð¼õóãîëüíèêîâ, ïîëó÷èì ïðèáëè-

æ¼ííîå âûðàæåíèå äëÿ ïëîùàäè D

SD ≈
∑

|I(u,v)|∆u∆v.
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Ïðè ∆u → 0 è ∆v → 0 ïîëó÷èì, ÷òî ïðàâàÿ ÷àñòü åñòü
∫∫

E

|I(u,v)|dudv

èëè

SD =

∫∫

E

|I(u,v)|dudv.

3.9. Çàìåíà ïåðåìåííûõ â äâîéíîì èíòåãðàëå

Ïóñòü äàí äâîéíîé èíòåãðàë

∫∫

D

f(x,y)dxdy.

Åñëè �óíêöèè

x = x(u,v), y = y(u,v)

íåïðåðûâíû âìåñòå ñî ñâîèìè ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè â îáëàñòè E, òî èìååò ìåñòî

�îðìóëà çàìåíû ïåðåìåííûõ (�îðìóëà Ì.Â. Îñòðîãðàäñêîãî)

∫∫

D

f(x,y)dxdy =

∫∫

E

f(x(u,v),y(u,v))|I(u,v)|dudv.

Äëÿ ïîëÿðíûõ êîîðäèíàò èìååì

x = r cosϕ, y = sinϕ, x′r = cosϕ, y′r = sinϕ, x′ϕ = −r sinϕ, y′ϕ = r cosϕ.

Òîãäà

I(r,ϕ) =

∣

∣

∣

∣

∣

cosϕ sinϕ

−r sinϕ r cosϕ

∣

∣

∣

∣

∣

= r.

È îêîí÷àòåëüíî �îðìóëà ïåðåõîäà áóäåò èìåòü âèä

∫∫

D

f(x,y)dxdy =

∫∫

E

f(r cosϕ,r sinϕ)rdrdϕ.

3.10. Ìåõàíè÷åñêèå è �èçè÷åñêèå ïðèëîæåíèÿ äâîéíîãî

èíòåãðàëà

Âû÷èñëåíèå ìàññû ïëîñêîé �èãóðû

�àññìîòðèì �èãóðó D, ïî êîòîðîé íåïðåðûâíûì îáðàçîì ðàñïðåäåëåíà ìàññà ñ ïî-

âåðõíîñòíîé ïëîòíîñòüþ ρ(x,y).
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Ïîâåðõíîñòíîé ïëîòíîñòüþ ìàññû â òî÷êå M(x,y) �èãóðû D íàçûâàåòñÿ

ρ(M) = lim
P→M

m(D)

S
,

ãäå P � ïðîèçâîëüíûé ó÷àñòîê �èãóðû D, ñîäåðæàùèé òî÷êó M , m(P ) � ìàññà ó÷àñòêà,

S � ïëîùàäü ó÷àñòêà P . Óñëîâèå P →M � ó÷àñòîê P ñòÿãèâàåòñÿ ê òî÷êå M .

Åñëè ìàññà ðàñïðåäåëåíà ðàâíîìåðíî, òî ïîâåðõíîñòíàÿ ïëîòíîñòü ρ(x,y) ïîñòîÿííà.

Ïóñòü m � ìàññà �èãóðû D. �àçîáüåì ýòó �èãóðó ñåòüþ êðèâûõ íà n ïðîèçâîëüíûõ

÷àñòåé: D1, D2, . . ., Dn. Ïëîùàäè èõ S1, S2, . . ., Sn, à m1, m2, . . ., mn ìàññû ýòèõ ÷àñòåé.

Â êàæäîé ÷àñòè Di âîçüì¼ì ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó (ξi,ηi) è âû÷èñëèì â íåé ïëîòíîñòü

ρ(ξi,ηi). Òîãäà ìàññà mi �èãóðû Di ïðèáëèæ¼ííî ðàâíà ρ(ξi,ηi)Si. Ìàññà âñåé �èãóðû

m:

m =

n
∑

i=1

mi ≈
n

∑

i=1

ρ(ξi,ηi)Si.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç λ äëèíó íàèáîëüøåãî èç äèàìåòðîâ îáëàñòåé Di. Ïåðåéä¼ì ê ïðåäåëó

ïðè λ→ 0

m = lim
λ→0

n
∑

i=1

ρ(ξi,ηi)Si

Ïðåäåë íåïðåðûâíîé �óíêöèè ρ(x,y) ñóùåñòâóåò è ðàâåí äâîéíîìó èíòåãðàëó

m =

∫∫

D

ρ(x,y)dxdy.

Ïðèìåð. Íàéäèòå ìàññó êâàäðàòíîé ïëàñòèíêè ñî ñòîðîíîé a, åñëè ïëîòíîñòü ïëà-

ñòèíêè â êàæäîé òî÷êå ïðîïîðöèîíàëüíà ðàññòîÿíèþ îò ýòîé òî÷êè äî îäíîé èç âåð-

øèí êâàäðàòà è ðàâíà 1 â öåíòðå êâàäðàòà.

�åøåíèå. Ïóñòü ïëîòíîñòü ïëàñòèíêè ïðîïîðöèîíàëüíà ðàññòîÿíèþ îò âåðøèíû êâàä-

ðàòà, ëåæàùåé â íà÷àëå êîîðäèíàò. Òîãäà ïëîòíîñòü ρ(x,y) â ïðîèçâîëüíîé òî÷êå N

ðàâíà

ρ(x,y) = k
√

x2 + y2.

Ïëîòíîñòü â öåíòðå ðàâíà 1, òî

1 = k
a√
2
, k =

√
2

a
.

Îòêóäà ρ(x,y) =
√
2
a

√

x2 + y2.
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Òàêèì îáðàçîì, ìàññà ïëàñòèíêè áóäåò

m = 2

∫∫

D

ρ(x,y)dxdy =
1
√
2

a

∫∫

D

√

x2 + y2dxdy =
1
√
2

a

a
∫

0

dx

x
∫

0

√

x2 + y2dy =

2
√
2

a

a
∫

0

(

y

2

√

x2 + y2 +
x2

2
ln(y +

√

x2 + y2)

)
∣

∣

∣

∣

x

0

dx =

√
2

a

(√
2 + ln(1 +

√
2)
)

a
∫

0

x2dx =
a2

3
(2 +

√
2 ln(1 +

√
2)).

�
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Çàäàíèÿ äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîé ðàáîòû

1. Çàïèøèòå äâîéíîé èíòåãðàë îò �óíêöèè ïî îáëàñòè D â âèäå ïîâòîðíûõ èíòåãðà-

ëîâ äâóìÿ ñïîñîáàìè:

(a) îáëàñòü D îãðàíè÷åíà ïðÿìîé y = x è ïàðàáîëîé y = x2;

(b) îáëàñòü D îãðàíè÷åíà ëèíèÿìè y+x = 2, x2+ y2 = 4 è ðàñïîëîæåíà â ïåðâîé

÷åòâåðòè;

(
) îáëàñòü D îãðàíè÷åíà ëèíèÿìè y = x3, x+ y = 2, x = 0;

(d) îáëàñòü D îãðàíè÷åíà ëèíèÿìè xy = 4, y = x, x = 4;

(e) îáëàñòü D îãðàíè÷åíà ëèíèÿìè y2 = 4 + x, x = 5.

2. Ïîìåíÿéòå ïîðÿäîê èíòåãðèðîâàíèÿ è ñäåëàéòå ÷åðò¼æ:

(a)

1
∫

0

dy

√
y

∫

y

f(x,y)dx;

(b)

2
∫

0

dx
2x
∫

x

f(x,y)dy;

(
)

2
∫

1

dx

√
2x−x2
∫

2−x

f(x,y)dy;

(d)

1
∫

0

dy
y
∫

1
9
y2

f(x,y)dx−
1
∫

0

dy
1
∫

1
9
y2

f(x,y)dx.

3. Âû÷èñëèòå äâîéíûå èíòåãðàëû:

(a)

∫∫

D

x
y2
dxdy, îáëàñòü D : {y = x2 + 3, y = 4x, x = 0};

(b)

∫∫

D

(x2 + y2)dxdy, îáëàñòü D : {y = x2, y2 = x};

(
)

∫∫

D

sin(x+ y)dxdy, îáëàñòü D : {y = x, y + x = π
2
, y = 0}.

4. Âû÷èñëèòå ïëîùàäü �èãóðû, îãðàíè÷åííîé ëèíèÿìè

y2 = 4x+ 4, y = 2− x.

5. Âû÷èñëèòå ïëîùàäü �èãóðû, îãðàíè÷åííîé ëèíèÿìè

y = sin x, y = cosx, x = 0.
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6. Âû÷èñëèòå ïëîùàäü �èãóðû, îãðàíè÷åííîé ëèíèÿìè

y = 2x− x2, y = x3.

7. Âû÷èñëèòå ïëîùàäü �èãóðû, îãðàíè÷åííîé ëèíèÿìè

yx = 1, xy = 8, y2 = x, y2 = 8x.

8. Íàéäèòå ïëîùàäü �èãóðû, îãðàíè÷åííîé ëèíèåé:

(a) (x2 + y2)2 = 2a2xy;

(b) (x2 + y2)2 = a2(x2 − y2);

(
) (x+ y)3 = axy, a > 0.

9. Âû÷èñëèòå èíòåãðàëû:

(a)

∫∫

D

√

1− x2 − y2

1 + x2 + y2
dxdy,

ãäå îáëàñòü D îïðåäåëåíà íåðàâåíñòâàìè x2 + y2 ≤ 1, x ≥ 0, y ≥ 0;

(b)

∫∫

D

ln(x2 + y2)

x2 + y2
dxdy,

ãäå D � êîëüöî êîëüöî ìåæäó îêðóæíîñòÿì ðàäèóñîâ e è 1 ñ öåíòðîì â íà÷àëå

êîîðäèíàò;

(
)

∫∫

D

ex
2+y2dxdy,

ãäå D � êðóã ðàäèóñà a ñ öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò;

(d)

∫∫

D

√

x2 + y2dxdy,

ãäå D � êðóã ðàäèóñà a ñ öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò;

(e)

∫∫

D

sin(x2 + y2)dxdy,

ãäå îáëàñòü D çàäàíà ñëåäóþùèì ñîîòíîøåíèåì π2 ≤ x2 + y2 ≤ 4π2
.
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10. Íàéäèòå ïëîùàäü �èãóðû, îãðàíè÷åííîé ëèíèåé:

(a) (x2 + y2)2 = 2a2xy;

(b) (x2 + y2)2 = a2(x2 − y2);

(
) (x+ y)3 = axy, a > 0.

11. Âû÷èñëèòå îáú¼ì òåëà, âûðåçàííîãî öèëèíäðîì x2 + y2 = Rx èç øàðà

x2 + y2 + z2 ≤ R2.
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4. Ê�ÈÂÎËÈÍÅÉÍÛÅ ÈÍÒÅ��ÀËÛ

4.1. Êðèâîëèíåéíûé èíòåãðàë I ðîäà

Ïóñòü íà ïëîñêîñòè Oxy çàäàíà íåïðåðûâíàÿ êðèâàÿ AB äëèíû l. �àññìîòðèì íåïðå-

ðûâíóþ �óíêöèþ f(x,y), îïðåäåë¼ííóþ â òî÷êàõ äóãè AB. �àçîáüåì êðèâóþ AB òî÷-

êàìè M0 = A, M1, . . ., Mn = B íà n ïðîèçâîëüíûõ äóã Mi−1Mi ñ äëèíàìè ∆li.

Âûáåðåì íà êàæäîé äóãå Mi−1Mi ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó (xi,yi) è ñîñòàâèì ñóììó

n
∑

i=1

f(xi,yi)∆li, êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ èíòåãðàëüíîé äëÿ �óíêöèè f(x,y) ïî êðèâîé AB.

Ïóñòü d = max∆li � íàèáîëüøàÿ èç äëèí äóã äåëåíèÿ. Åñëè ïðè d → 0 ñóùåñòâóåò

êîíå÷íûé ïðåäåë èíòåãðàëüíûõ ñóìì, òî îí íàçûâàåòñÿ êðèâîëèíåéíûì èíòåãðàëîì îò

�óíêöèè f(x,y) ïî äëèíå äóãè êðèâîé AB
∫

AB

f(x,y)dl,

∫

L

f(x,y)dl.

Óñëîâèå ñóùåñòâîâàíèÿ êðèâîëèíåéíîãî èíòåãðàëà I ðîäà �îðìóëèðóåòñÿ ñëåäóþùèì

îáðàçîì.

Òåîðåìà. Åñëè �óíêöèÿ f(x,y) íåïðåðûâíà â êàæäîé òî÷êå ãëàäêîé êðèâîé, òî êðè-

âîëèíåéíûé èíòåãðàë I ðîäà ñóùåñòâóåò è åãî âåëè÷èíà íå çàâèñèò íè îò ñïîñîáà

ðàçáèåíèÿ êðèâîé íà ÷àñòè, íè îò âûáîðà òî÷åê â íèõ.

4.2. Îñíîâíûå ñâîéñòâà êðèâîëèíåéíîãî èíòåãðàëà I ðîäà

Ñ�îðìóëèðóåì îñíîâíûå ñâîéñòâà èíòåãðàëà I ðîäà.

1. Êðèâîëèíåéíûé èíòåãðàë I ðîäà íå çàâèñèò îò ïóòè èíòåãðèðîâàíèÿ

∫

AB

f(x,y)dl =

∫

BA

f(x,y)dl.
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2. Ïîñòîÿííóþ ìîæíî âûíîñèòü çà çíàê èíòåãðàë

∫

AB

c · f(x,y)dl = c ·
∫

AB

f(x,y)dl.

3.

∫

AB

(f(x,y)± g(x,y)) dl =
∫

AB

f(x,y)dl±
∫

AB

g(x,y)dl.

4. Åñëè ïóòü èíòåãðèðîâàíèÿ L ðàçáèò íà ÷àñòè L1 è L2 òàêèå, ÷òî L = L1 ∪L2 è L1,

L2 èìåþò îäíó îáùóþ òî÷êó, òî

∫

L

f(x,y)dl =

∫

L1

f(x,y)dl +

∫

L2

f(x,y)dl.

5. Åñëè äëÿ òî÷åê êðèâîé âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî f1(x,y) ≤ f2(x,y), òî

∫

L

f1(x,y)dl =

∫

L

f2(x,y)dl.

6. Åñëè ïîäûíòåãðàëüíàÿ �óíêöèÿ f(x,y) = 1, òî êðèâîëèíåéíûé èíòåãðàë ÷èñëåííî

ðàâåí äëèíå äóãè èíòåãðèðîâàíèÿ

∫

AB

dl = lim
n→∞

n
∑

i=1

∆li = l.

4.3. Âû÷èñëåíèå êðèâîëèíåéíîãî èíòåãðàëà I ðîäà

�àññìîòðèì íåñêîëüêî ñëó÷àåâ çàäàíèÿ êðèâîé L.

1. Ïàðàìåòðè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå êðèâîé èíòåãðèðîâàíèÿ.

Åñëè êðèâàÿ AB çàäàíà ïàðàìåòðè÷åñêèì óðàâíåíèåì

{

x = x(t),

y = y(t),
t ∈ [α,β],

x(t), y(t) � íåïðåðûâíî-äè��åðåíöèðóåìûå �óíêöèè ïàðàìåòðà t. Ïðè÷¼ì òî÷êà

A ñîîòâåòñòâóåò t = α, à B � t = β. Òîãäà

∫

AB

f(x,y)dl =

β
∫

α

f(x(t),y(t))

√

(x′t)
2 + (y′t)

2
dt.
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2. ßâíîå ïðåäñòàâëåíèå êðèâîé èíòåãðèðîâàíèÿ.

Åñëè êðèâàÿ AB çàäàíà óðàâíåíèåì y = ϕ(x), x ∈ [a,b], ãäå ϕ(x) � íåïðåðûâíî-

äè��åðåíöèðóåìàÿ �óíêöèÿ, òî

∫

AB

f(x,y)dl =

b
∫

a

f(x,y(x))

√

1 + (y′x)
2
dx.

3. Êðèâàÿ çàäàíà â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ.

Ïóñòü êðèâàÿ èíòåãðèðîâàíèÿ çàäàíà óðàâíåíèåì

r = r(ϕ), α ≤ ϕ ≤ β,

òî dl =
√

r2 +
(

r′ϕ
)2
,

∫

AB

f(x,y)dl =

β
∫

α

f(r cosϕ,r sinϕ)

√

r2 +
(

r′ϕ
)2
dϕ.

4.4. Êðèâîëèíåéíûé èíòåãðàë II ðîäà

Èíòåãðàëüíàÿ ñóììà êðèâîëèíåéíîãî èíòåãðàëà ïåðâîãî ðîäà èìååò âèä

n
∑

i=1

f(xi,yi)∆li.

Åñëè â ýòîé ñóììå ìíîæèòåëü ∆li, ïðåäñòàâëÿþùèé äëèíó ÷àñòè÷íîé äóãè, çàìåíèòü

ïðîåêöèåé ∆xi = xi+1 − xi, òî ïîëó÷èì

n
∑

i=1

f(xi,yi)∆xi.

Ïîëó÷åííàÿ ñóììà íàçûâàåòñÿ èíòåãðàëüíîé ñóììîé �óíêöèè f(x,y) ïî ïåðåìåííîé x.

Åñëè ïðè δli → 0 èíòåãðàëüíàÿ ñóììà èìååò êîíå÷íûé ïðåäåë, òî åãî íàçûâàþò

êðèâîëèíåéíûì èíòåãðàëîì ïî ïåðåìåííîé x

∫

AB

f(x,y)dx = lim
n→∞

n
∑

i=1

f(xi,yi)∆xi.

Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ êðèâîëèíåéíûé èíòåãðàë ïî êîîðäèíàòå y

n
∑

i=1

f(xi,yi)∆yi.

Êðèâîëèíåéíûå èíòåãðàëû ïî êîîðäèíàòàì èìåþò îáùåå íàçâàíèå � êðèâîëèíåéíûå

èíòåãðàëû âòîðîãî ðîäà.

Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ
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Òåîðåìà. Åñëè êðèâàÿ AB ãëàäêàÿ, òî åñòü íåïðåðûâíà âìåñòå ñî ñâîåé ïðîèçâîäíîé,

à �óíêöèÿ f(x,y) íåïðåðûâíà íà AB, òî êðèâîëèíåéíûé èíòåãðàë II ðîäà ñóùåñòâóåò.

Ïåðå÷èñëèì îñíîâíûå ñâîéñòâà êðèâîëèíåéíîãî èíòåãðàëà II ðîäà.

1. Ïðè èçìåíåíèè ïóòè èíòåãðèðîâàíèÿ êðèâîëèíåéíûé èíòåãðàë ìåíÿåò çíàê

∫

AB

f(M)dx = −
∫

BA

f(M)dx,

∫

AB

f(M)dy = −
∫

BA

f(M)dy,

2. Åñëè êðèâàÿ èíòåãðèðîâàíèÿ AB òî÷êîé C ðàçáèòà íà äâå ÷àñòè AC è CB, òî

èíòåãðàë ïî âñåé äëèíå ðàâåí ñóììå èíòåãðàëîâ ïî å¼ ÷àñòÿì

∫

AB

f(M)dx =

∫

AC

f(M)dx+

∫

CB

f(M)dx.

Êðèâîëèíåéíûé èíòåãðàë II ðîäà îáùåãî âèäà èìååò ñëåäóþùåå ïðåäñòàâëåíèå

∫

AB

f(x,y)dx+ g(x,y)dy.

4.5. Âû÷èñëåíèå êðèâîëèíåéíîãî èíòåãðàëà II ðîäà

1. Êðèâàÿ çàäàíà ïàðàìåòðè÷åñêèì óðàâíåíèåì.

Ïóñòü êðèâàÿ L çàäàíà ïàðàìåòðè÷åñêèì óðàâíåíèåì

{

x = x(t),

y = y(t), t ∈ [α,β].

Ïóñòü �óíêöèÿ f(x,y) íåïðåðûâíà íà êðèâîé AB.

Ïî îïðåäåëåíèþ

∫

AB

f(x,y)dx = lim
n→∞

n
∑

i=1

f(xi,yi)∆xi.

Ïðåîáðàçóåì èíòåãðàëüíóþ ñóììó ê ïåðåìåííîé t. Òàê êàê

∆xi = xi − xi−1 = x(ti)− x(ti−1).

Âîñïîëüçóåìñÿ �îðìóëîé Ëàãðàíæà

∆xi = x′(ci)∆ti, ãäå ci ∈ (ti−1,ti).
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Âûáåðåì òî÷êó (x̄i,ȳi) òàê, ÷òîáû

{

x̄i = x(ci),

ȳi = y(ci).

Ïðåîáðàçóåì èíòåãðàëüíóþ ñóììó

n
∑

i=1

f(xi,yi)∆xi =
n

∑

i=1

f (x(ci),y(ci)) · x′(ci)∆ti.

Òàêèì îáðàçîì,

∫

AB

f(x,y)dx =

β
∫

α

f (x(ci),y(ci)) · x′(t)dt

àíàëîãè÷íî è äëÿ

∫

AB

g(x,y)dy =

β
∫

α

g (x(t),y(t)) · y′(t)dt.

Èç ïîëó÷åííûõ âûðàæåíèé âûâîäèì

∫

AB

f(x,y)dx+ g(x,y)dy =

β
∫

α

[f (x(t),y(t)) · x′(t) + g (x(t),y(t)) · y′(t)] dt.

2. ßâíîå ïðåäñòàâëåíèå êðèâîé èíòåãðèðîâàíèÿ.

Åñëè êðèâàÿ çàäàíà ÿâíûì óðàâíåíèåì y = ϕ(x), x ∈ [a,b], òî çàïèøåì å¼ â âèäå

ïàðàìåòðè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ

{

x = x,

y = ϕ(x).

Îòêóäà ïîëó÷àåì,

∫

AB

f(x,y)dx+ g(x,y)dy =

b
∫

a

[f(x,ϕ(x)) + g(x,ϕ(x))ϕ′(x)] dx.

Îòìåòèì, ÷òî êðèâîëèíåéíûé èíòåãðàë I-ãî è II-ãî ðîäà ìîæíî ñâÿçàòü ñîîòíîøåíèåì

∫

AB

f(x,y)dx+ g(x,y)dy =

b
∫

a

[f(x,y) cosα + g(x,y) cosβ] dl,

ãäå α è β � óãëû, îáðàçîâàííûå êàñàòåëüíîé ê êðèâîé AB â çàäàííîé òî÷êå ñ îñÿìè

êîîðäèíàò.
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4.6. Ôîðìóëà Îñòðîãðàäñêîãî � �ðèíà

Ïîêàæåì, ÷òî ìåæäó äâîéíûì èíòåãðàëîì ïî îáëàñòè D è íåêîòîðûì êðèâîëèíåé-

íûì èíòåãðàëîì ïî êîíòóðó L, îãðàíè÷èâàþùåìó ýòó îáëàñòü, ìîæåò ñóùåñòâîâàòü

îïðåäåë¼ííàÿ ñâÿçü.

Ïóñòü íà ïëîñêîñòè Oxy çàäàíà îáëàñòü, îãðàíè÷åííàÿ êðèâîé, ïðåñåêàþùåéñÿ ñ

ïðÿìûìè, ïàðàëëåëüíûì êîîðäèíàòíûì îñÿì íå áîëåå ÷åì â äâóõ òî÷êàõ, òî åñòü îáëàñòü

D � ïðîñòàÿ.

Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà. Åñëè �óíêöèè P (x,y) è Q(x,y) íåïðåðûâíû âìåñòå ñî ñâîèìè ÷àñòíûì ïðî-

èçâîäíûìè

∂P (x,y)
∂y

,

∂Q(x,y)
∂x

â îáëàñòè D, òî èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

∫∫

D

(

∂Q(x,y)

∂x
− ∂P (x,y)

∂y

)

dxdy =

∫

L

P (x,y)dx+Q(x,y)dy,

ãäå L � ãðàíèöà îáëàñòè D.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âû÷èñëèì èíòåãðàëû

∫∫

D

∂Q(x,y)
∂x

dxdy è
∫

L

Q(x,y)dy.

c

n m

d

A

B

x=x(y)
x=x(y)

1 1

2 2

Ïóñòü x1 = x1(y) � óðàâíåíèå äóãè BnA, à x2 = x2(y) � óðàâíåíèå äóãè AmB. Ïðåä-

ñòàâèì äâîéíîé èíòåãðàë ÷åðåç ïîâòîðíûé

∫∫

D

∂Q(x,y)

∂x
dxdy =

d
∫

c

dy

ϕ2(y)
∫

ϕ1(y)

∂Q(x,y)

∂x
dx =

d
∫

c

[Q(ϕ2(y),y)−Q(ϕ1(y),y)]dy.

Êðèâîëèíåéíûé èíòåãðàë ïî âñåìó êîíòóðó L ïðåäñòàâèì â âèäå ñóììû èíòåãðàëîâ ïî

÷àñòÿì

∫

L

Q(x,y)dy =

∫

AmB

Q(x,y)dy +

∫

BnA

Q(x,y)dy,
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ãäå

∫

AmB

Q(x,y)dy =

d
∫

c

Q(ϕ2(y),y)dy,

∫

BnA

Q(x,y)dy =

c
∫

d

Q(ϕ1(y),y)dy = −
d

∫

c

Q(ϕ1(y),y)dy.

Îòñþäà âèäíî, ÷òî

∫∫

D

∂Q(x,y)

∂x
dy =

∫

L

Q(x,y)dy.

Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî

∫∫

D

∂P (x,y)

∂y
dxdy = −

∫

L

P (x,y)dx.

�

4.7. Íåçàâèñèìîñòü êðèâîëèíåéíîãî èíòåãðàëà II ðîäà

Ïóñòü â çàìêíóòîé îáëàñòè îïðåäåëåíû �óíêöèè P (x,y) è Q(x,y), íåïðåðûâíûå â

ýòîé îáëàñòè âìåñòå ñî ñâîèìè ïðîèçâîäíûìè

∂P (x,y)
∂y

,

∂Q(x,y)
∂x

.

Îòìåòèì â ýòîé îáëàñòè äâå òî÷êè A è B, âû÷èñëèì êðèâîëèíåéíûé èíòåãðàë

∫

P (x,y)dx+Q(x,y)dy (1)

ïî ðàçëè÷íûì êðèâûì èäóùèì èç A â B, ëåæàùèì â îáëàñòè D. Ïî êàæäîé ýòîé êðèâîé

èíòåãðàë èìååò çíà÷åíèå. Åñëè åãî çíà÷åíèÿ ïî âñåâîçìîæíûì êðèâûì áóäóò îäèíàêîâû,

òî êðèâîëèíåéíûé èíòåãðàë íà çàâèñèò îò ïóòè èíòåãðèðîâàíèÿ

∫

AnB

=

∫

AmB

= . . . =

∫

AkB

.
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Èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà. Äëÿ òîãî ÷òîáû êðèâîëèíåéíûé èíòåãðàë (1) íå çàâèñåë îò ïóòè èíòåãðè-

ðîâàíèÿ â îáëàñòè D, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû îí ðàâíÿëñÿ íóëþ ïî ëþáîìó

çàìêíóòîìó êîíòóðó, íàõîäÿùåìóñÿ â ýòîé îáëàñòè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü èíòåãðàë (1) íå çàâèñèò îò ïóòè èíòåãðèðîâà-

íèÿ. Âîçüì¼ì â îáëàñòè D ïðîèçâîëüíûé çàìêíóòûé êîíòóð ABCDA. Òàê êàê èíòåãðàë

ïî êîíòóðó ðàâåí ñóììå èíòåãðàëîâ ïî ÷àñòÿì, òî

∫

ABCDA

=

∫

ABC

+

∫

CDA

=

∫

ABC

−
∫

ADC

.

Ïîñêîëüêó èíòåãðàë íå çàâèñèò îò ïóòè èíòåãðèðîâàíèÿ, òî

∫

ABC

=

∫

ADC

èëè

∫

ABC

−
∫

ADC

= 0.

Îòêóäà ïîëó÷àåì

∫

L

P (x,y)dx+Q(x,y)dy = 0.

Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü èíòåãðàë (1) ïî ëþáîìó çàìêíóòîìó êîíòóðó ðàâåí íóëþ.

Âîçüì¼ì â îáëàñòè D òî÷êè A è C è ñîåäèíèì èõ êðèâûìè ABC è CDA. Ýòè êðèâûå

ñîñòàâëÿþò çàìêíóòûé êîíòóð ABCDA è ïî óñëîâèþ

∫

L

P (x,y)dx+Q(x,y)dy = 0.

Òîãäà

∫

ABC

−
∫

ADC

= 0 èëè

∫

ABC

=

∫

ADC

.

�

Ñëåäñòâèå 2. Åñëè âûïîëíåíû óñëîâèÿ

∂P (x,y)

∂y
=
∂Q(x,y)

∂x
,

òî ïîäûíòåãðàëüíîå âûðàæåíèå ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì äè��åðåíöèàëîì íåêîòîðîé �óíê-

öèè

P (x,y)dx+Q(x,y)dy = dU(x,y)
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è ñïðàâåäëèâî òîæäåñòâî

(x2,y2)
∫

(x1,y1)

P (x,y)dx+Q(x,y)dy =

(x2,y2)
∫

(x1,y1)

dU(x,y) = U(x2,y2)− U(x1,y1).

Ïîëó÷èëè îáîáù¼ííóþ �îðìóëó Íüþòîíà � Ëåéáíèöà.

4.8. Âîññòàíîâëåíèå �óíêöèè ïî å¼ ïîëíîìó äè��åðåíöèàëó

Ïóñòü P (x,y)dx + Q(x,y)dy � ïîëíûé äè��åðåíöèàë íåêîòîðîé �óíêöèè F (x,y) â

îáëàñòè D.

Äëÿ îòûñêàíèÿ �óíêöèè F (x,y) äîñòàòî÷íî âû÷èñëèòü êðèâîëèíåéíûé èíòåãðàë

(x,y)
∫

(x0,y0)

P (x,y)dx+Q(x,y)dy

ïî ëþáîé ëèíèè, ñîåäèíÿþùåé òî÷êè (x0,y0) è (x,y). Òîãäà

F (x,y) =

(x,y)
∫

(x0,y0)

P (x,y)dx+Q(x,y)dy + C,

ãäå C � ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ. Â êà÷åñòâå ïóòè èíòåãðèðîâàíèÿ (ëèíèè) ìîæíî áðàòü

ëîìàíóþ, ñîåäèíÿþùóþ òî÷êè (x0,y0), (x,y0) è (x,y). Òîãäà

(x2,y2)
∫

(x0,y0)

P (x,y)dx+Q(x,y)dy =

(x,y0)
∫

(x0,y0)

P (x,y)dx+Q(x,y)dy +

(x,y)
∫

(x,y0)

P (x,y)dx+Q(x,y)dy.

Êàæäûé èíòåãðàë, ñòîÿùèé ñïðàâà ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü ê îáûêíîâåííîìó èíòåãðàëó

F (x,y) =

x
∫

x0

P (x,y)dx+

y
∫

y0

Q(x,y)dy + C,

âî âòîðîì èíòåãðàëå x õîòü è ïîñòîÿííà, íî ïðîèçâîëüíà.

4.9. Ïðèëîæåíèÿ êðèâîëèíåéíûõ èíòåãðàëîâ

�àáîòà ñèëû.

Ïóñòü ìàòåðèàëüíàÿ òî÷êà M ïîä äåéñòâèåì ñèëû

~F ñîâåðøàåò äâèæåíèå â ïëîñ-

êîñòè, îïèñûâàÿ ïóòü L. Ñèëà ~F ïðåäïîëàãàåòñÿ ïåðåìåííîé âåëè÷èíîé, çàâèñÿùåé îò

ïîëîæåíèÿ òî÷êè M íà L. Òðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü ðàáîòó ñèëû, çàòðà÷åííóþ íà ïåðåäâè-

æåíèå òî÷êè M èç ïóíêòà A â ïóíêò B.
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a) �àçîáü¼ì äóãó AB ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì íà n ÷àñòåé òî÷êàìè: A = M0, M1, . . .,

Mn = B.

b) Âû÷èñëèì ïðèáëèæ¼ííî ðàáîòó íà ó÷àñòêå ïóòè MkMk+1 ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî:

(a) íà âñ¼ì ýòîì ó÷àñòêå äåéñòâóåò íå ïðåìåííàÿ ,à ïîñòîÿííàÿ ñèëà

~Fk, ðàâíàÿ

çíà÷åíèþ ñèëû â êàêîé-ëèáî òî÷êå ýòîãî ó÷àñòêà, íàïðèìåð â Mk, òî åñòü

~Fk = ~F (Mk);

(b) ïóòü îò Mk äî Mk+1 ïðÿìîëèíåéíûé (òî åñòü çàìåíÿåì äóãó MkMk+1 õîðäîé

MkMk+1).

�àáîòà íà ó÷àñòêå MkMk+1 = lk âûðàæàåòñÿ â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ ñèëû íà ïóòü è íà

êîñèíóñ óãëà ìåæäó íàïðàâëåíèåì ïóòè è ñèëû

Ak ≈ |~Fk|lk cos( ~̂Fk,lk),

ãäå |~Fk| � äëèíà âåêòîðà ~Fk, à lk � äëèíà âåêòîðà ~MkMk+1. Ïðàâàÿ ÷àñòü ïðèáëèæ¼ííîãî

ðàâåíñòâà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå, òî åñòü

~Fk = Pk
~i+Qk

~j, ~lk = ∆xk~j +∆yk~j.

Òîãäà

Ak = Pk∆xk +Qk∆yk.

Ïðîñóììèðóåì ïî âñåì çíà÷åíèÿì k (k = 0, 1, . . . , n− 1), ïîëó÷èì âåëè÷èíó

n−1
∑

k=0

(Pk∆xk +Qk∆yk) ,

êîòîðóþ ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ïðèáëèæ¼ííîå çíà÷åíèå ðàáîòû ñèëû íà âñ¼ì ïóòè

îò A äî B. Ïåðåäåë ñóììû ïðè ∆xk → 0, ∆yk → 0 ìîæíî ñ÷èòàòü òî÷íûì çíà÷åíèåì

ðàáîòû è îí ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êðèâîëèíåéíûé èíòåãðàë

A =

∫

L

Pdx+Qdy,

ãäå P è Q � ñîñòàâëÿþùèå ñèëû

~F ïî êîîðäèíàòíûì îñÿì.

Ïëîùàäü ïëîñêîé �èãóðû.

Ïóñòü îáëàñòü D â ïëîñêîñòè Oxy îãðàíè÷åíà êîíòóðîì L. Âû÷èñëèì ïëîùàäü ýòîé

îáëàñòè.
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Èç òåîðèè äâîéíîãî èíòåãðàëà èçâåñòíî, ÷òî

∫∫

D

f(x,y)dxdy ïðè f(x,y) = 1

âûðàæàåò ïëîùàäü îáëàñòè èíòåãðèðîâàíèÿ D. Ïîýòîìó, åñëè â �îðìóëå Îñòðîãðàäñêî-

ãî � �ðèíà ïîäîáðàòü �óíêöèè P è Q òàêèìè, ÷òîáû

∂Q

∂x
− ∂P

∂y
= 1,

òî ïëîùàäü îáëàñòè D ïðåäñòàâèìà â âèäå

D =

∫∫

D

dxdy =

∫

L

Pdx+Qdy.

Íàïðèìåð, âîçüì¼ì P = 0 è Q = x, èëè Q = 0 è P = −y. Â ýòîì ñëó÷àå ïîëó÷àåì, ÷òî

D =

∫

L

xdy èëè D = −
∫

L

ydx.

Ñêëàäûâàÿ ïî÷ëåííî ïîëó÷åííûå ðàâåíñòâà áóäåì èìåòü

2D = D =

∫

L

xdy − ydx

èëè

D =
1

2

∫

L

xdy − ydx.
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Çàäàíèÿ äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîé ðàáîòû

1. Âû÷èñëèòå êðèâîëèíåéíûé èíòåãðàë

∫

L

√
ydl,

ãäå L � ïåðâàÿ àðêà öèêëîèäû

{

x = a(t− sin t),

y = a(1− cos t).
0 ≤ t ≤ 2π

2. Âû÷èñëèòå êðèâîëèíåéíûé èíòåãðàë

∫

L

xydl,

ãäå L � ÷åòâåðòü ýëëèïñà

x2

a2
+
y2

b2
= 1,

ëåæàùàÿ â ïåðâîì êâàäðàíòå.

3. Âû÷èñëèòå êðèâîëèíåéíûé èíòåãðàë

∫

L

(x2 + y2)ndl,

ãäå L � îêðóæíîñòü çàäàííàÿ óðàâíåíèåì

{

x = a cos t,

y = a sin t.

4. Âû÷èñëèòå êðèâîëèíåéíûé èíòåãðàë

∫

L

ydl,

ãäå L � äóãà ïàðàáîëû y2 = 2px îò òî÷êè (0,0) äî (2,2
√
p).

5. Ñ ïîìîùüþ êðèâîëèíåéíîãî èíòåãðàëà íàéäèòå äëèíó àñòðîèäû

{

x = a cos3 t,

y = a sin3 t.
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6. Âû÷èñëèòå êðèâîëèíåéíûé èíòåãðàë

∫

L

xydl,

ãäå L � êîíòóð òðåóãîëüíèêà ñ âåðøèíàì â òî÷êàõ (0,0), (0,1) è (1,0).

7. Âû÷èñëèòå êðèâîëèíåéíûé èíòåãðàë

∫

L

(2z −
√

x2 + y2)dl,

ãäå L � ïåðâûé âèòîê êîíè÷åñêîé âèíòîâîé ëèíèè











x = t cos t,

y = t sin t,

z = t,

0 ≤ t ≤ 2π.

8. Âû÷èñëèòå êðèâîëèíåéíûé èíòåãðàë

∫

L

dl

x+ 2y + 5
,

ãäå L � îòðåçîê ïðÿìîé y = 2x−2, çàêëþ÷¼ííûé ìåæäó òî÷êàìè A(0,−2) è B(1,0).

9. Âû÷èñëèòå ÷àñòü áîêîâîé ïîâåðõíîñòè êðóãëîãî öèëèíäðà

x2 + y2 = R2 (x ≤ 0, y ≤ 0),

ñðåçàííîãî ñâåðõó ïîâåðõíîñòüþ 2Rz = xy.

10. Âû÷èñëèòå êðèâîëèíåéíûé èíòåãðàë

∫

L

(2a− y)dx+ xdy,

ãäå L � äóãà ïåðâîé àðêè öèêëîèäû, ïðîáåãàåìàÿ â îòðèöàòåëüíîì íàïðàâëåíèè îò

0 äî 2πa
{

x = a(t− sin t),

y = a(1− cos t).

11. Âû÷èñëèòå êðèâîëèíåéíûé èíòåãðàë

∫

AB

(x2 + y2)dx+ xydy,

ïî êðèâîé y = ex îò òî÷êè (0; 1) î òî÷êè (1; e).
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12. Âû÷èñëèòå êðèâîëèíåéíûé èíòåãðàë

∫

L

x2dy − y2dx

x
5
3 + y

5
3

,

âäîëü àñòðîèäû 0 ≤ t ≤ π
2

{

x = a cos3 t,

y = a sin3 t

îò òî÷êè (a; 0) äî (0; a)

13. Âû÷èñëèòå êðèâîëèíåéíûé èíòåãðàë

∫

L

4x sin2 ydx+ y cos2 2xdy,

ãäå L � ïðÿìàÿ, ñîåäèíÿþùàÿ òî÷êè (0; 0) è (3; 6).

14. Âû÷èñëèòå êðèâîëèíåéíûé èíòåãðàë

∫

L

(x+ y)dx− (x− y)dy

x2 + y2
,

ïî îêðóæíîñòè x2 + y2 = a2.

15. Âû÷èñëèòå êðèâîëèíåéíûé èíòåãðàë

∫

L

ydx+ xdy,

ïî êîíòóðó òðåóãîëüíèêà, îãðàíè÷åííîãî îñÿìè êîîðäèíàò è ïðÿìîé 14x+10y = 35.

16. Èñïîëüçóÿ �îðìóëó �ðèíà � Îñòðîãðàäñêîãî, âû÷èñëèòå êðèâîëèíåéíûé èíòåãðàë

∫

L

(x− 2y)dx+ (3x+ y)dy

âäîëü îêðóæíîñòè x2 + y2 = r2 â ïîëîæèòåëüíîì íàïðàâëåíèè.

17. �àáîòà ñèëû îïðåäåëåíà èíòåãðàëîì

∫

AB

xdx

y + 1
+

ydy

x+ 1

(a) íå ïðèáåãàÿ ê âû÷èñëåíèþ, âûÿñíèòå, çàâèñèò ëè ðàáîòà îò ïóòè èíòåãðèðî-

âàíèÿ;
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(b) âû÷èñëèòå ðàáîòó âäîëü ïàðàáîëû y = x2 è ïðÿìîé y = x ìåæäó òî÷êàìè

A(0,0) è B(1,1).

18. Âû÷èñëèòå ïëîùàäü, îãðàíè÷åííóþ ïåòë¼é êðèâîé

x =
3t

1 + t2
, y =

3t2

1 + t2
.

19. Ïðîåêöèÿ ñèëû F íà êîîðäèíàòíûå îñè ðàâíû

P = (y − x)x, Q =
x2 − y2

2
.

Ïîêàæèòå, ÷òî ðàáîòà ïî ïåðåìåùåíèþ ìàòåðèàëüíîé òî÷êè ïîä äåéñòâèåì ýòîé

ñèëû íå çàâèñèò îò ïóòè ïåðåìåùåíèÿ.

20. Ñèëà èìååò íàïðàâëåíèå îòðèöàòåëüíîé ïîëóîñè îðäèíàò è ðàâíà êâàäðàòó àáñöèñ-

ñû òî÷êè å¼ ïðèëîæåíèÿ. Íàéäèòå ðàáîòó ïðè ïðåìåùåíèè ìàññû m ïî ïàðàáîëå

y2 = 1− x îò òî÷êè A(1,0) äî òî÷êè B(0,1).



64

ÎÁÛÊÍÎÂÅÍÍÛÅ ÄÈÔÔÅ�ÅÍÖÈÀËÜÍÛÅ Ó�ÀÂÍÅÍÈß

ÏÅ�ÂÎ�Î ÏÎ�ßÄÊÀ

5. ÎÁÛÊÍÎÂÅÍÍÛÅ ÄÈÔÔÅ�ÅÍÖÈÀËÜÍÛÅ

Ó�ÀÂÍÅÍÈß ÏÅ�ÂÎ�Î ÏÎ�ßÄÊÀ

5.1. Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ

Îïðåäåëåíèå. Îáûêíîâåííûì äè��åðåíöèàëüíûì óðàâíåíèå íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèå

âèäà

F (x,y,y′,y′′, . . . ,y(n)) = 0,

ñâÿçûâàþùåå íåçàâèñèìóþ ïåðåìåííóþ x, èñêîìóþ �óíêöèþ y = y(x) è å¼ ïðîèçâîäíûå

Äè��åðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèå

y′ = f(x),

ãäå f(x) � èçâåñòíàÿ íåïðåðûâíàÿ íà èíòåðâàëå (a,b) �óíêöèÿ, à y = y(x) � èñêîìàÿ

�óíêöèÿ. Âñÿêàÿ �óíêöèÿ óäîâëåòâîðÿþùàÿ äàííîìó óðàâíåíèþ èìååò âèä

y = F (x) + C,

ãäå F (x) � êàêàÿ-íèáóäü ïåðâîîáðàçíàÿ äëÿ f(x), C � ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ

Îïðåäåëåíèå. Ïîðÿäêîì äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ íàçûâàåòñÿ ïîðÿäîê íàèâûñ-

øåé ïðîèçâîäíîé, âõîäÿùåé â óðàâíåíèå

Ïðèìåð. Óðàâíåíèÿ

1. y′ = xy100 � ïåðâûé ïîðÿäîê;

2. y′′ + sin y = 0 � âòîðîé ïîðÿäîê.

Îïðåäåëåíèå. �åøåíèåì óðàâíåíèÿ n-ãî ïîðÿäêà íà èíòåðâàëå (a,b) íàçûâàåòñÿ âñÿ-

êàÿ �óíêöèÿ y = ϕ(x), èìåþùàÿ íà ýòîì èíòåðâàëå ïðîèçâîäíûå äî n-ãî ïîðÿäêà âêëþ-

÷èòåëüíî. ïðè ïîäñòàíîâêå �óíêöèè y = ϕ(x) è å¼ ïðîèçâîäíûõ â óðàâíåíèå îáðàùàåò

åãî â òîæäåñòâî ïî x íà (a,b).

Ïðèìåð. Ôóíêöèÿ y = sin x � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà

y′′ + y = 0

íà âñåé ÷èñëîâîé ïðÿìîé. Ïîñêîëüêó y′ = cosx, à y′′ = − sin x.
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�ðà�èê ðåøåíèÿ y = ϕ(x) äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ � èíòåãðàëüíàÿ êðèâàÿ

óðàâíåíèÿ.

Îïðåäåëåíèå. Ïðîöåññ íàõîæäåíèÿ ðåøåíèÿ äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ íàçûâà-

åòñÿ èíòåãðèðîâàíèåì äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ.

Ïðèìåð. Íàéäèòå òàêóþ êðèâóþ, ÷òîáû òàíãåíñ óãëà íàêëîíà êàñàòåëüíîé â êàæ-

äîé å¼ òî÷êå ÷èñëåííî ðàâíÿëñÿ îðäèíàòå òî÷êè êàñàíèÿ.

�åøåíèå. Ïóñòü y = y(x) � óðàâíåíèå èñêîìîé êðèâîé. Èç ãåîìåòðè÷åñêîãî ñìûñëà

ïðîèçâîäíîé èçâåñòíî, ÷òî tgα = y′. Òîãäà èìååì

y′(x) = y(x).

Ïîëó÷èëè èçâåñòíîå óðàâíåíèå ïåðâîãî ïîðÿäêà. Ôóíêöèÿ y = ex � ðåøåíèå è òàêæå

ðåøåíèå áóäåò y = Cex. Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷èëè, ÷òî óðàâíåíèå èìååò áåñêîíå÷íîå

ìíîæåñòâî ðåøåíèé. Âûåëèì è òðèâèàëüíîå ðåøåíèå y = 0. �

×òîáû íàéòè îïðåäåë¼ííîå ðåøåíèå, íåîáõîäèìî çàäàòü íà÷àëüíîå óñëîâèå, òî åñòü

y(x0) = y0. �åîìåòðè÷åñêè ýòî îçíà÷àåò, ÷òî çàäà¼òñÿ òî÷êà M0(x0,y0), ÷åðåç êîòîðóþ

äîëæíà ïðîõîäèòü èñêîìàÿ èíòåãðàëüíàÿ êðèâàÿ.

Çàäà÷à íàõîæäåíèÿ ðåøåíèÿ y(x), óäîâëåòâîðÿþùåãî íà÷àëüíîìó óñëîâèþ, íàçûâà-

åòñÿ çàäà÷åé Êîøè.

5.2. Òåîðåìà ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è

Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ y′ = f(x,y)

Ñ�îðìóëèðóåì òåîðåìó ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ äè��åðåíöèàëü-

íîãî óðàâíåíèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà ïðè çàäàííûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ.

Òåîðåìà. Ïóñòü äàíî äè��åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå

y′ = f(x,y)

è ïóñòü �óíêöèÿ f(x,y) îïðåäåëåíà â íåêîòîðîé îáëàñòè D ïëîñêîñòè Oxy. Ïóñòü

çàäàíà ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà M0(x0,y0) ∈ D. Åñëè ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü Ω ýòîé

òî÷êè, â êîòîðîé �óíêöèÿ f(x,y):

a) íåïðåðûâíà ïî x è y;

b) èìååò îãðàíè÷åííóþ ÷àñòíóþ ïðîèçâîäíóþ f ′
y(x,y) â îáëàñòè D.
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Òîãäà íàéä¼òñÿ èíòåðâàë (x0 − h,x0 + h) îñè Ox, íà êîòîðîì ñóùåñòâóåò è ïðèòîì

åäèíñòâåííàÿ �óíêöèÿ y = ϕ(x) ÿâëÿþùàÿñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ è ïðèíèìàþùàÿ ïðè

x = x0 çíà÷åíèå y0.

�åîìåòðè÷åñêè òåîðåìà îçíà÷àåò, ÷òî ÷åðåç òî÷êó M0(x0,y0) ïðîõîäèò îäíà è òîëüêî

îäíà èíòåãðàëüíàÿ êðèâàÿ çàäàííîãî óðàâíåíèÿ.

Ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî òåîðåìà íîñèò ëîêàëüíûé õàðàêòåð, òî åñòü îíà ãàðàíòèðóåò

ñóùåñòâîâàíèå åäèíñòâåííîãî ðåøåíèÿ y = ϕ(x) ëèøü â äîñòàòî÷íî ìàëîé îêðåñòíîñòè

òî÷êè x0.

Ïðèìåð. Ïîêàæèòå, ÷òî óðàâíåíèå

y′ = x+ y

ïðè çàäàííîì íà÷àëüíîì óñëîâèè èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå.

�åøåíèå. Äåéñòâèòåëüíî, �óíêöèÿ f(x,y) = x + y îïðåäåëåíà è íåïðåðûâíà âî âñåõ

òî÷êàõ ïëîñêîñòè Oxy è âñþäó

∂f

∂y
= 1. Òîãäà èç òåîðåìû ñëåäóåò, ÷òî ÷åðåç êàæäóþ

òî÷êó (x0,y0) ïðîõîäèò åäèíñòâåííàÿ èíòåãðàëüíàÿ êðèâàÿ. �

�àññìîòðèì åù¼ îäèí ïîêàçàòåëüíûé ïðèìåð.

Ïðèìåð. Äàíî äè��åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå

y′ = 3y
2
3

ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè

y = 0 ïðè x = 0.

�åøåíèå. Ôóíêöèÿ f(x,y) = 3y
2
3
îïðåäåëåíà è íåïðåðûâíà íà ïëîñêîñòè Oxy. Çäåñü

∂f

∂y
=

3
3
√
y
→ ∞.

Óñëîâèå òåîðåìû íàðóøàþòñÿ â òî÷êàõ îñè Ox. Ôóíêöèÿ y = (x+C)3 � ðåøåíèå äàííîãî

óðàâíåíèÿ, C � ëþáàÿ êîíñòàíòà. Åñòü è òðèâèàëüíîå ðåøåíèå y = 0. Ïðè çàäàííîì

íà÷àëüíîì óñëîâèè ðåøåíèé óðàâíåíèÿ áóäåò áåñêîíå÷íî ìíîãî. Äåéñòâèòåëüíî,

y = 0, y =

{

0, x ≤ 0,

x3, x > 0,
y = x3.

Îòñþäà âèäíî, ÷òî ÷åðåç êàæäóþ òî÷êó ïðîõîäÿò õîòÿ áû äâå èíòåãðàëüíûå êðèâûå.

Åëè âçÿòü M(1,1), òî â ìàëîé îêðåñòíîñòè âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèÿ

è åäèíñòâåííîñòè. �
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Îïðåäåëåíèå. Îáùèì ðåøåíèåì äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ

y′ = f(x,y)

â íåêîòîðîé îáëàñòè D ÿâëÿåòñÿ ñåìåéñòâî �óíêöèé

y = ϕ(x,y),

çàâèñÿùèõ îò ïåðåìåííîé x è ïðîèçâîëüíîé ïîñòîÿííîé C:

a) ïðè ëþáîì äîïóñòèìîì çíà÷åíèè ïàðàìåòðà C �óíêöèÿ y = ϕ(x,C) � ðåøåíèå

ϕ′
x(x,C) = f(x,ϕ(x,C));

b) êàêîâî áû íè áûëî íà÷àëüíîå çíà÷åíèå

y|x=x0 = y0,

âñåãäà ìîæíî ïîäîáðàòü C0 òàêîå, ÷òî y0 = ϕ(x0,C0).

Îïðåäåëåíèå. ×àñòíûì ðåøåíèåì äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ íàçûâàåòñÿ ðåøå-

íèå, ïîëó÷àåìîå èç îáùåãî ïðè êàêîì-ëèáî C.

Ïðè ðåøåíèè äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ÷àñòî ïîëó÷àþò óðàâíåíèÿ

Φ(x,y,C) = 0.

Òàêîå óðàâíåíèå íàçûâàþò îáùèì èíòåãðàëîì, à Φ(x,y, C0) � ÷àñòíûì èíòåãðàëîì.

Îïðåäåëåíèå. �åøåíèå y = Ψ(x) íàçûâàåòñÿ îñîáûì, åñëè â êàæäîé åãî òî÷êå íà-

ðóøàåòñÿ åäèíñòâåííîñòü.

5.3. Îñîáûå ðåøåíèÿ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

Ïóñòü äàíî äè��åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå

F (x,y,y′) = 0, y′ = f(x,y).

Åñëè â òî÷êå M0(x0,y0) ïëîñêîñòè ÷àñòè÷íàÿ ïðîèçâîäíàÿ f ′
y(x,y) ñóùåñòâóåò è îãðàíè-

÷åíà, òî ÷åðåç íå¼ ïðîõîäèò åäèíñòâåííàÿ èíòåãðàëüíàÿ êðèâàÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ.

×åðåç òî÷êó M0(x0,y0) ïðîõîäèò íå îäíà èíòåãðàëüíàÿ êðèâàÿ, òî âîçíèêàþò ðàçëè÷-

íûå âîçìîæíîñòè:
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1. ÷åðåç òî÷êó M0(x0,y0) ïðîõîäèò íåñêîëüêî èíòåãðàëüíûõ êðèâûõ è îíè ïåðåñåêà-

þòñÿ â ýòîé òî÷êå, òî åñòü â ýòîé òî÷êå èìåþò ðàçëè÷íûå êàñàòåëüíûå. Ýòî Ñî-

îòâåòñòâóåò ñëó÷àþ, êîãäà äàííîå äè��åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ðàñïàäàåòñÿ íà

íåñêîëüêî óðàâíåíèé;

2. ÷åðåç òî÷êó M0(x0y0) ïðîõîäÿò ïî êðàéíåé ìåðå äâå èíòåãðàëüíûå êðèâûå, êàñàþ-

ùèåñÿ äðóã äðóãà â ýòîé î÷êå, òî åñòü êàñàòåëüíûå â òî÷êå M0 îáùàÿ.

Ïóñòü èìååòñÿ êðèâàÿ AB òàêàÿ, ÷òî â êàæäîé òî÷êå åå êàñàåòñÿ êàêàÿ-íèáóäü èíòå-

ãðàëüíàÿ êðèâàÿ. Òàêèì îáðàçîì, ñàìà êðèâàÿ AB òàêæå áóäåò èíòåãðàëüíîé êðèâîé.
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Îïðåäåëåíèå. �åøåíèå, ãðà�èê êîòîðîãî òàêîâ, ÷òî ÷åðåç êàæäóþ åãî òî÷êó ïðî-

õîäèò ïî êðàéíåé ìåðå åù¼ îäíà êàñàþùàÿñÿ åãî èíòåãðàëüíàÿ êðèâàÿ, íàçûâàåòñÿ

îñîáûì ðåøåíèå äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ.

Ïðèìåð. Äàíî óðàâíåíèå

y2
(

1 + (y′)
2
)

= a2, a = const.

�åøåíèå. Çàïèøåì

1 + (y′)
2
=
a2

y2
.

Îòêóäà áóäåì èìåòü

(y′)
2
=
a2 − y2

y2
, y′ = ±

√

a2 − y2

y
,

ydy

±
√

a2 − y2
= dx, ±

√

a2 − y2 = x+ C,

a2 − y2 = (x+ C)2, (x+ C)2 + y2 = a2.

Íåñëîæíî çàìåòèòü, ÷òî y = a è y = −a � ãðà�èêè îñîáûõ ðåøåíèé, êîòîðûå áûëè

ïîòåðÿíû â ïðîöåññå ïðåîáðàçîâàíèé. �

Ïðèâåä¼ì è äðóãîé ñïîñîá íàõîæäåíèÿ îñîáûõ ðåøåíèé, êîòîðûé ñîñòîèò â èñïîëü-

çîâàíèè îãèáàþùåé ñåìåéñòâà êðèâûõ:

1. íóæíî âçÿòü óðàâíåíèå ñåìåéñòâà êðèâûõ, òî åñòü îáùèé èíòåãðàë

Φ(x,y,C) = 0;

2. ñîñòàâèòü ñèñòåìó

{

Φ(x,y,C) = 0,
∂Φ(x,y,C)

∂C
= 0

è èñêëþ÷èòü èç íå¼ C;

3. ïîëó÷åííàÿ êðèâàÿ y = ϕ(x) � îãèáàþùàÿ èëè îñîáîå ðåøåíèå.

5.4. Óðàâíåíèÿ ñ ðàçäåëÿþùèìèñÿ ïåðåìåííûìè

Óðàâíåíèÿ âèäà

f1(y)dy = f2(x)dx (∗)



70

ÎÁÛÊÍÎÂÅÍÍÛÅ ÄÈÔÔÅ�ÅÍÖÈÀËÜÍÛÅ Ó�ÀÂÍÅÍÈß

ÏÅ�ÂÎ�Î ÏÎ�ßÄÊÀ

íàçûâàþòñÿ äè��åðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì ñ ðàçäåëÿþùèìèñÿ ïåðåìåííûìè. Çäåñü

f1(y), f2(x) � èçâåñòíûå íåïðåðûâíûå �óíêöèè.

Ïóñòü F1(y) è F2(x) � ïåðâîîáðàçíûå. Òîãäà (∗) ðàâíîñèëüíî

dF1(y) = dF2(x)

è

F1(y) = F2(x) + C.

�åøèâ ïîëó÷åííîå óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî y, áóäåì èìåòü

y = ϕ(x).

Ïðèìåð. �åøèòå óðàâíåíèå

xdx = ydy = 0.

�åøåíèå. Èìååì

ydy = −xdx, x2 + y2 = C

�

Îïðåäåëåíèå. Óðàâíåíèå âèäà

f1(x)ϕ1(y)dx = f2(x)ϕ2(y)dy,

â êîòîðîì êîý��èöèåíòû ïðè äè��åðåíöèàëàõ ðàñïàäàþòñÿ íà ìíîæèòåëè, çàâèñÿ-

ùèå òîëüêî îò x èëè òîëüêî îò y, íàçûâàþòñÿ äè��åðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì ñ ðàç-

äåëÿþùèìèñÿ êîý��èöèåíòàìè.

Ïðè äåëåíèè òàêîãî óðàâíåíèÿ íà ϕ1(y)f2(x) 6= 0 îíî ïðèâîäèòñÿ ê

f1(x)

f2(x)
dx =

ϕ2(y)

ϕ1(y)
dy

Ïðèìåð. �åøèòå óðàâíåíèå

(1 + y2)xdx = (1 + x2)ydy.

�åøåíèå. Ïîäåëèì îáå ÷àñòè íà (1 + y2)(1 + x2) 6= 0. Èìååì

x

1 + x2
dx =

y

1 + y2
dy,
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ln(1 + x2) = ln(1 + y2) + lnC,

1 + x2

1 + y2
= C.

�

Äåëåíèå íà ϕ1(y)f2(x) ìîæåò ïðèâåñòè ê ïîòåðå ðåøåíèé, îáðàùàþùèõ â íóëü ïðî-

èçâåäåíèå ϕ1(y)f2(x).

Ïðèìåð. �åøèòå óðàâíåíèå

xdx = ydy.

�åøåíèå. Èìååì

dy

y
=
dx

x
,

ln |y| = ln |x|+ ln |C|.

Îòñþäà ïîëó÷àåì y = Cx, C 6= 0.

Ïðè äåëåíèè íà y 6= 0 ïîòåðÿíî ðåøåíèå y = 0. Åãî ìîæíî âêëþ÷èòü â ðåøåíèå, åñëè

C = 0. �

Â îáùåì ñëó÷àå, ñ÷èòàÿ ïåðåìåííûå x è y ðàâíîïðàâíûìè, íàðÿäó ñ äè��åðåíöè-

àëüíûì óðàâíåíèåì

dy

dx
= f(x,y)

ìîæíî ðàññìàòðèâàòü óðàâíåíèå

dx

dy
= f1(x,y), f1(x,y) =

1

f(x,y)
.

Äè��åðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ âèäà

dy

dx
= f (ax+ by + c) ,

ãäå f(z) � íåïðåðûâíàÿ �óíêöèÿ ñâîåãî àðãóìåíòà, a, b, c � ïîñòîÿííûå ÷èñëà. Ïîäñòà-

íîâêà x = ax+by+c ïðåîáðàçóåò åãî â äè��åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ñ ðàçäåëÿþùèìèñÿ

ïåðìåííûìè

dz

dx
= a + b

dy

dx
= a+ bf(z),

dz

dx
= a+ bf(z),

dz

a+ bf(z)
= dx,

∫

dz

a+ bf(z)
= x+ C.
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5.5. Îäíîðîäíûå äè��åðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ

Ôóíêöèÿ f(x,y) íàçûâàåòñÿ îäíîðîäíîé �óíêöèåé n-ãî ïîðÿäêà îòíîñèòåëüíî x è y,

åñëè ïðè ëþáîì t ñïðàâåäëèâî òîæäåñòâî

f(tx,ty) = tnf(x,y)

Ïðèìåð. Ôóíêöèè:

- f(x,y) = x2y − 4y3 + 3x4

y
� îäíîðîäíàÿ 3-é ñòåïåíè.

Äåéñòâèòåëüíî,

f(tx,ty) = (tx)2 ty − 4 (ty)3 +
3 (tx)4

ty
= t3

(

x2y − 4y3 +
3x4

y

)

.

- f(x,y) = ln x
y
� îäíîðîäíàÿ 0-é ñòåïåíè.

Äåéñòâèòåëüíî,

f(tx,ty) = ln
tx

ty
= t0 ln

x

y
.

Ëåììà. Âñÿêóþ îäíîðîäíóþ �óíêöèþ íóëåâîé ñòåïåíè ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

�óíêöèè îòíîøåíèÿ

x
y

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü f(x,y) � îäíîðîäíàÿ �óíêöèÿ íóëåâîé ñòåïåíè. Âîçüì¼ì t = 1
x
.

Ïî îïðåäåëåíèþ

f(x,y) = f(1,
y

x
).

Ïîëó÷èëè, ÷òî â ïðàâîé ÷àñòè ñòîèò �óíêöèÿ îò

y

x
. �

Îïðåäåëåíèå. Äè��åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå

dy

dx
= f(x,y)

íàçûâàåòñÿ îäíîðîäíûì îòíîñèòåëüíî ïåðåìåííûõ x è y, åñëè �óíêöèÿ f(x,y) åñòü

îäíîðîäíàÿ íóëåâîãî ïîðäêà

dy

dx
= ϕ

(y

x

)

, ϕ
(y

x

)

= f
(

1,
y

x

)

.

Åñëè ϕ
(

y

x

)

� ïðîèçâîëüíàÿ íåïðåðûâíàÿ �óíêöèÿ, òî ïåðåìåííûå íå ðàçäåëÿþòñÿ.

Ââåä¼ì �óíêöèþ u(x) = y

x
, y = xu(x). Îòñþäà

dy

dx
= u+ x

du

dx
, y′ = u+ xu′.



ÎÁÛÊÍÎÂÅÍÍÛÅ ÄÈÔÔÅ�ÅÍÖÈÀËÜÍÛÅ Ó�ÀÂÍÅÍÈß

ÏÅ�ÂÎ�Î ÏÎ�ßÄÊÀ 73

Ïîäñòàâèì ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå â èñõîäíîå óðàâíåíèå. Èìååì

u+ x
du

dx
= ϕ(u), xdu = (ϕ(u)− u) dx.

Òîãäà ìîæíî çàïèñàòü

du

ϕ(u)− u
=
dx

x
,

∫

du

ϕ(u)− u
= ln |x|+ ln |C|.

Ñäåëàâ îáðàòíóþ çàìåíó, ïîëó÷èì îáùèé èíòåãðàë.

Ïðèìåð. �åøèòå óðàâíåíèå

dy

dx
=
y2 − x2

xy
.

�åøåíèå. Èìååì

dy

dx
=
y

x
+
x

y
, u =

y

x
.

Òîãäà

dy

dx
= u+

du

dx
, u+ x

du

dx
= u+

1

u
, udu =

dx

x
,

u2 = lnCx2, y2 = x2 lnCx2.

Åñëè ϕ(u)− u = 0, òî èñõîäíîå óðàâíåíèå èìååò âèä

dy

dx
=
y

x
, y = Cx.

Åñëè ϕ(u)− u = 0 ïðè u = u0 = const, òî ñóùåñòâóåò ðåøåíèå u = u0 èëè y = u0x.

Óðàâíåíèÿ âèäà

dy

dx
=

ax+ by + c

a1x+ b1y + c1
,

a, b, c, a1, b1, c1 � ïîñòîÿííûå ÷èñëà, ïðè c = c1 = 0 ÿâëÿåòñÿ îäíîðîäíûì.

Ïóñòü õîòÿáû îäíî èç c èëè c1 îòëè÷íî îò 0. Òîãäà âîçìîæíû äâà ñëó÷àÿ:

1. Îïðåäåëèòåëü

∣

∣

∣

∣

∣

a b

a1 b1

∣

∣

∣

∣

∣

6= 0.

Ââåä¼ì ïåðåìåííûå ξ è η:
{

x = ξ + h,

y = η + k,

ãäå h, k � íåîïðåäåëåíû. Çäåñü dx = dξ, dt = dη. Òîãäà èñõîäíîå óðàâíåíèå ìîæíî

ïåðåïèñàòü â âèäå

dξ

dη
=

aξ + bη + ah+ bk + c

a1ξ + b1η + a1h+ b1k + c1
.



74

ÎÁÛÊÍÎÂÅÍÍÛÅ ÄÈÔÔÅ�ÅÍÖÈÀËÜÍÛÅ Ó�ÀÂÍÅÍÈß

ÏÅ�ÂÎ�Î ÏÎ�ßÄÊÀ

Åñëè h, k ðåøåíèÿ ñèñòåìû
{

ah+ bk + c = 0,

a1h + b1k + c1 = 0,

òî ïîëó÷èì îäíîðîäíîå óðàâíåíèå

dη

dξ
=

aξ + bη

a1ξ + b1η
.

Çàìåíÿÿ â îáùåì èíòåãðàëå ξ íà x−h, η íà y−k, íàéä¼ì îáùèé èíòåãðàë èñõîäíîãî

óðàâíåíèÿ.

2. Îïðåäåëèòåëü

∣

∣

∣

∣

∣

a b

a1 b1

∣

∣

∣

∣

∣

= 0.

Â ýòîì ñëó÷àå ñèñòåìà

{

ah+ bk + c = 0,

a1h + b1k + c1 = 0,

â îáùåì ñëó÷àå íå èìååò ðåøåíèÿ. Òîãäà

a1

a
=
b1

b
= λ

è

dy

dx
=

ax+ by + c

λ(ax+ by) + c1

Ñäåëàâ çàìåíó z = ax+ by, ïðèä¼ì ê óðàâíåíèþ ñ ðàçäåëÿþùèìèñÿ ïåðåìåííûìè.

5.6. Ëèíåéíûå äè��åðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ

Ëèíåéíûì äè��åðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì ïåðâîãî ïîðÿäêà íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèå,

ëèíåéíîå îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíîé �óíêöèè è å¼ ïðîèçâîäíîé

a(x)
dx

dx
+ b(x)y = f(x), (∗)

ãäå êîý��èöèåíòû a(x), b(x) è ïðàâàÿ ÷àñòü f(x) � èçâåñòíûå �óíêöèè, çàäàííûå íà

(α,β).

Åñëè f(x) = 0 íà (α,β), òî óðàâíåíèå íàçûâàåòñÿ îäíîðîäíûì.

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî a(x) 6= 0, òîãäà óðàâíåíèå ïåðåïèøåì â âèäå

dy

dx
+ p(x)y = q(x), (∗∗)

p(x) = b(x)
a(x)

, q(x) = f(x)
a(x)

.

Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ
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Òåîðåìà. Åñëè �óíêöèè p(x) è q(x) íåïðåðûâíû íà îòðåçêå [α1,β1] ⊂ (α,β), òî óðàâ-

íåíèå (∗∗) âñåãäà èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå, óäîâëåòâîðÿþùåå íà÷àëüíîìó óñëîâèþ

y(x0) = y0, ãäå òî÷êà (x0,y0) ïðèíàäëåæèò ïîëîñå α < x < β, −∞ < y < +∞.

Äîêàçàòåëüñòâî. �åøèì óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî y′

y′ = −p(x)y + q(x).

Çäåñü ïðàâàÿ ÷àñòü f(x,y) = −p(x)y + q(x), íåïðåðûâíà ïî x è y. Âû÷èñëèì å¼ ïðîèç-

âîäíóþ

∂f

∂y
= −p(x). Ïîñêîëüêó p(x) íåïðåðûâíà íà [α1,β1], òî îíà îãðàíè÷åíà íà í¼ì.

Òàêèì îáðàçîì, âûïîëíåíû âñå òðåáîâàíèÿ òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè.

�

Ëèíåéíîå îäíîðîäíîå óðàâíåíèå, ñîîòâåòñòâóþùåå (∗∗) èìååò âèä

dy

dx
+ p(x)y = 0.

Îíî èíòåãðèðóåòñÿ ðàçäåëåíèåì ïåðåìåííûõ

dy

dx
= −p(x)y, dy

y
= −p(x)dx.

Îòñþäà

ln |y| = −
∫

p(x)dx+ ln |C|

èëè

y = Ce−
∫
p(x)dx

Ïðè äåëåíèè íà y ïîòåðÿíî ðåøåíèå y = 0, íî åãî ìîæíî âêëþ÷èòü, ñ÷èòàÿ C = 0.

Ïîëó÷èëè ðåøåíèå â ïîëîñå α1 < x < β1 è −∞ < y < +∞.

Äëÿ ðåøåíèÿ íåîäíîðîäíîãî ëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ èñïîëüçóþò ìåòîä âàðèàöèè ïî-

ñòîÿííîé. Ýòîò ìåòîä îñíîâàí íà òîì, ÷òî îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ ðàâíî ñóììå ðåøå-

íèé îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ è êàêîãî-ëèáî ÷àñòíîãî ðåøåíèÿ

y
ÎÍ

= y
ÎÎ

+ y
×Í

.

Ïîäñòàâèì y
ÎÍ

â óðàâíåíèå

dy

dx
+ p(x)y = 0,

ïîëó÷èì

d(y
ÎÎ

+ y
×Í

)

dx
+ p(x)(y

ÎÎ

+ y
×Í

) =
d(y

ÎÎ

)

dx
+ p(x)y

ÎÎ

+
d(y

×Í

)

dx
+ p(x)y

×Í

=
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0 +
d(y

×Í

)

dx
+ p(x)y

×Í

= q(x).

�àçíîñòü äâóõ ÷àñòíûõ ðåøåíèé y
×Í

è y′
×Í

óðàâíåíèÿ (∗) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì îäíî-

ðîäíîãî óðàâíåíèÿ

d(y′
×Í

− y
×Í

)

dx
+ p(x)(y′

×Í

− y
×Í

) = q(x)− q(x) = 0.

Ïîýòîìó ïðîèíòåãðèðóåì ñîîòâåòñòâóþùåå îäíîðîäíîå óðàâíåíèå

dy

dx
+ p(x)y = 0,

îáùåå ðåøåíèå êîòîðîãî èìååò âèä

y = Ce−
∫
p(x)dx.

�åøåíèå íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ áóäåì èñêàòü â âèäå

y = C(x)e−
∫
p(x)dx,

ãäå C(x) � íîâàÿ íåèçâåñòíàÿ �óíêöèÿ. Âû÷èñëèì ïðîèçâîäíóþ

dy

dx
= C ′(x)e−

∫
p(x)dx − C(x)p(x)e−

∫
p(x)dx

è ïîäñòàâèì ìåñòå ñ y â óðàâíåíèå (∗). Èìååì

C ′(x)e−
∫
p(x)dx − C(x)p(x)e−

∫
p(x)dx + p(x)C(x)e−

∫
p(x)dx = q(x),

dC

dx
e−

∫
p(x)dx = q(x),

dC

dx
= q(x)e

∫
p(x)dx.

Îòñþäà ïîëó÷àåì

C(x) =

∫

q(x)e
∫
p(x)dxdx+ C1.

Òàêèì îáðàçîì,

y = C(x)e−
∫
p(x)dx = Ce−

∫
p(x)dx + e−

∫
p(x)dx

∫

q(x)e−
∫
p(x)dxdx.

Ïðèâåä¼ì åù¼ îäèí ñïîñîá ðåøåíèÿ çàäàííîãî óðàâíåíèÿ (∗).
�àññìîòðèì ëèíåéíîå íåîäíîðîäíîå óðàâíåíèå

dy

dx
+ p(x)y = q(x).

Âîçüì¼ì y(x) = u(x)·v(x), ãäå u è v � íåèçâåñòíûå �óíêöèè. Ïîäñòàâèì y(x) = u(x)·v(x)
â óðàâíåíèå

u′v + v′u+ p(x)uv = q(x),
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u′v + (v′ + p(x)v)u = q(x).

Âûáåðåì v(x) òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû v′ + p(x)v = 0. Òîãäà

dv

dx
= −p(x), v(x) = e−

∫
p(x)dx.

Çíàÿ u(x) è v(x) íàéä¼ì ðåøåíèå.

Ïðèìåð. �åøèòå óðàâíåíèå

dy

dx
+ y cos x = 2 cosx.

�åøåíèå. Íàéä¼ì ñíà÷àëà ðåøåíèå îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ. Èìååì

dy

dx
+ y cosx = 0, y

ÎÎ

= Ce− sinx.

�åøåíèå èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ áóäåì èñêàòü â âèäå

y = C(x)e− sinx.

Òîãäà

dy

dx
=
dC

dx
e− sinx − C(x)e− sinx cosx,

dC

dx
e− sinx − C(x)e− sinx cosx+ C(x)e− sinx cosx = 2 cosx,

dC

dx
= 2 cosxesinx, C(x) = 2esinx + C.

Òàêèì îáðàçîì,

y = Ce− sinx + 2, y
×Í

= 2.

�

5.7. Óðàâíåíèå Áåðíóëëè

Íåêîòîðûå äè��åðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ ïóò¼ì çàìåíû ïåðåìåííûõ ìîãóò áûòü ñâå-

äåíû ê ëèíåéíûì

dy

dx
+ p(x)y = q(x)ym, m = const.

Ýòî óðàâíåíèå áûëî ïðåäëîæåíî ß. Áåðíóëëè â 1695 ãîäó, à ðåøåíî È. Áåðíóëëè â 1697

ãîäó.



78

ÎÁÛÊÍÎÂÅÍÍÛÅ ÄÈÔÔÅ�ÅÍÖÈÀËÜÍÛÅ Ó�ÀÂÍÅÍÈß

ÏÅ�ÂÎ�Î ÏÎ�ßÄÊÀ

Åñëè m = 1, òî ïîëó÷èì ëèíåéíîå îäíîðîäíîå óðàâíåíèå

dy

dx
+ (p(x)− q(x)) y = 0.

Åñëè m = 0, òî íåîäíîðîäíîå óðàâíåíèå

dy

dx
+ p(x)y = q(x).

Ïóñòü m 6= 0 è m 6= 1. Òîãäà ïîäåëèì âñ¼ íà ym. Èìååì

y−m dy

dx
+ p(x)y−m+1 = q(x).

Ââåä¼ì îáîçíà÷åíèÿ

z = y−m+1,
dz

dx
= (−m+ 1)y−mdy

dx
,

1

1−m

dz

dx
= y−m dy

dx
.

Òåïåðü óðàâíåíèå çàïèøåì êàê

1

1−m

dz

dx
+ p(x)z = q(x).

5.8. Óðàâíåíèÿ â ïîëíûõ äè��åðåíöèàëàõ

�àññìîòðèì åù¼ îäèí êëàññ èíòåãðèðóåìûõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.

Îïðåäåëåíèå. Óðàâíåíèå âèäà

M(x,y)dx+N(x,y)dy = 0

íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèåì â ïîëíûõ äè��åðåíöèàëàõ, åñëè ëåâàÿ ÷àñòü ïðåäñòàâëÿåò ñî-

áîé ïîëíûé äè��åðåíöèàë íåêîòîðîé �óíêöèè F (x,y), òî åñòü

M(x,y)dx+N(x,y)dy = dF =
∂F

∂x
dx+

∂F

∂y
dy.

Â ýòîì ñëó÷àå F (x,y) = C � îáùèé èíòåãðàë äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ.

ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî �óíêöèè M(x,y) è N(x,y) èìåþò íåïðåðûâíûå ÷àñòíûå ïðîèç-

âîäíûå ñîîòâåòñòâåííî ïî y è ïî x â íåêîòðîé îáëàñòè D.

Âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà. Äëÿ òîãî ÷òîáû ëåâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ

M(x,y)dx+N(x,y)dy = 0

áûëà ïîëíûì äè��åðåíöèàëîì íåêîòîðîé �óíêöèè F (x,y) äâóõ ïåðåìåííûõ íåîáõîäèìî

è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü òîæäåñòâî

∂M(x,y)

∂y
=
∂N(x,y)

∂x
.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì íåîáõîäèìîñòü. Ïðåäïîëîæèì ,÷òî ëåâàÿ ÷àñòü åñòü ïîëíûé

äè��åðåíöèàë íåêîòîðîé �óíêöèè F (x,y), òî åñòü

M(x,y)dx+N(x,y)dy = dF =
∂F

∂x
dx+

∂F

∂y
dy.

Òîãäà

M =
∂F

∂x
, N =

∂F

∂y
.

Ïðîäè��åðåíöèðóåì ïåðâîå âûðàæåíèå ïî y, à âòðîå ïî x. Èìååì

∂M

∂y
=

∂2F

∂x∂y
,

∂N

∂x
=

∂2F

∂y∂x
.

Òàê êàê ñìåøàííûå ïðîèçâîäíûå ðàâíû, òî ïîëó÷àåì òîæäåñòâî

∂M

∂y
=
∂N

∂x
.

Äîêàæåì äîñòàòî÷íîñòü. Íàéä¼ì �óíêöèþ F (x,y) òàêóþ, ÷òî

dF =M(x,y)dx+N(x,y)dy,

ãäå

M =
∂F

∂x
, N =

∂F

∂y
. (∗)

Íàéäåì �óíêöèþ, óäîâëåòâîðÿþùóþ (∗). Ïðîèíòåãðèðóåì, íàïðèìåð, ïåðâîå âûðàæå-
íèå â (∗), ñ÷èòàÿ y ïîñòîÿííîé

F =

∫

M(x,y)dx+ ϕ(y),

ϕ(y) � ïðîèçâîëüíàÿ �óíêöèÿ îò y.

Ïîäáåðåì ϕ(y) òàê, ÷òîáû ÷àñòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ ïî y îò F (x,y) áûëà ðàâíà N(x,y)

∂F (x,y)

∂y
=

∂

∂y

∫

M(x,y)dx+ ϕ′(y).

Îòêóäà

ϕ′(y) = N(x,y)− ∂

∂y

∫

M(x,y)dx.

Ëåâàÿ ÷àñòü ðàâåíñòâà íå çàâèñèò îò x. Ïîêàæåì, ÷òî è ïðàâàÿ ÷àñòü íå çàâèñèò îò x.

Äåéñòâèòåëüíî,

∂

∂x

(

N(x,y) +
∂

∂y

∫

M(x,y)dx

)

=
∂N(x,y)

∂x
− ∂

∂x

(

∂

∂y

∫

M(x,y)dx

)

=
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∂N(x,y)

∂x
− ∂

∂y

(

∂

∂x

∫

M(x,y)dx

)

=
∂N(x,y)

∂x
− ∂M(x,y)

∂y
.

Ïðîèíòåãðèðîâàâ

ϕ′(y) = N(x,y)− ∂

∂y

∫

M(x,y)dx.

ïî ïåðåìåííîé y, ïîëó÷àåì

ϕ(y) =

∫
(

N(x,y)− ∂

∂y

∫

M(x,y)dx

)

+ C.

Â èòîãå

F (x,y) =

∫

M(x,y)dx+

∫
(

N(x,y)− ∂

∂y

∫

M(x,y)dx

)

+ C.

�

5.9. Èíòåãðèðóþùèé ìíîæèòåëü

�àññìîòðèì äè��åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå âèäà

M(x,y)dx+N(x,y)dy = 0.

È ïóñòü óñëîâèå

∂M(x,y)

∂y
=
∂N(x,y)

∂x

íå âûïîëíÿåòñÿ. Óìíîæèâ çàäàííîå óðàâíåíèå íà �óíêöèþ µ(x,y) 6≡ 0 ïîëó÷èì,

µ(x,y)M(x,y)dx+ µ(x,y)N(x,y)dy = 0.

Âûáåðåì �óíêöèþ µ(x,y) òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû äëÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ áûëî âûïîëíåíî

ðàâåíñòâî

∂

∂y
(µ(x,y)M(x,y)) =

∂

∂x
(µ(x,y)M(x,y)) .

Â ýòîì ñëó÷àå �óíêöèþ µ(x,y) íàçûâàþò èíòåãðèðóþùèì ìíîæèòåëåì.

Âûïîëíèì äè��åðåíöèðîâàíèå

µ(x,y)
∂M(x,y)

∂y
+M(x,y)

∂µ(x,y)

∂y
= µ(x,y)

∂N(x,y)

∂x
+N(x,y)

∂µ(x,y)

∂x
,

M(x,y)
∂µ(x,y)

∂y
−N(x,y)

∂µ(x,y)

∂x
= µ(x,y)

(

∂N(x,y)

∂x
− ∂M(x,y)

∂y

)

. (∗)

Îòìåòèì, ÷òî ïîëó÷åííîå óðàâíåíèå ñëîæíåå çàäàííîãî, áëàãîäàðÿ òîìó, ÷òî µ = µ(x,y)

� �óíêöèÿ äâóõ ïåðåìåííûõ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî µ = µ(x) èëè µ = µ(y).
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Ïóñòü µ = µ(x). Òîãäà óðàâíåíèå (∗) ïðèìåò âèä

−N(x,y)
∂µ(x)

∂x
= µ(x)

(

∂N(x,y)

∂x
− ∂M(x,y)

∂y

)

.

Îòêóäà

∂µ(x)

µ
=

∂M(x,y)
∂y

− ∂N(x,y)
∂x

N(x,y)
dx.

Â èòîãå ïîëó÷àåì, ÷òî

µ(x) = e
∫ ∂M(x,y)

∂y
−

∂N(x,y)
∂x

N(x,y)
dx
.

Ïðè ýòîì âûðàæåíèå

∂M(x,y)
∂y

− ∂N(x,y)
∂x

N(x,y)

äîëæíî çàâèñåòü òîëüêî îò ïåðåìåííîé x.

Ïðèìåð. �åøèòå óðàâíåíèå

(x2 − y)dx+ (x2y2 + x)dy = 0.

�åøåíèå. Ïðîâåðèì, ÿâëÿåòñÿ ëè ïðèâåäåííîå óðàâíåíèå óðàâíåíèåì â ïîëíûõ

äè��åðåíöèàëàõ

∂M(x,y)

∂y
= −1,

∂N(x,y)

∂x
= 2xy2 + 1,

òî åñòü

∂M(x,y)
∂y

6= ∂N(x,y)
∂x

.

Íàéäåì èíòåãðèðóþùèé ìíîæèòåëü. Ïðîâåðèì, ÷òî âûðàæåíèå

∂M(x,y)
∂y

− ∂N(x,y)
∂x

N(x,y)
=

−1 − 2xy2 − 1

xy2 + x

çàâèñèò òîëüêî îò ïåðåìåííîé x. Äåéñòâèòåëüíî,

−1 − 2xy2 − 1

xy2 + x
=

2xy2 + 2

x(xy2 + 1)
=

2(xy2 + 1)

x(xy2 + 1)
= −2

x
.

Òîãäà

µ(x) = e−
∫

2
x
dx = e−2

∫
1
x
dx = e−2 lnx =

1

x2
,

Óìíîæèâ èñõîäíîå óðàâíåíèå íà µ(x) = 1
x2 ïîëó÷èì,

(

1− y

x2

)

dx+

(

y2 +
1

x

)

dy = 0.

Ýòî óðàâíåíèå óæå ÿâëÿåòñÿ äè��åðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì â ïîëíûõ äè��åðåíöèà-

ëàõ. �
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Çàäàíèÿ äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîé ðàáîòû

1. �åøèòå óðàâíåíèÿ ñ ðàçäåëÿþùèìèñÿ ïåðåìåííûìè:

(a) (xy2 + x)dx+ (yx2 − y2)dy = 0,

(b) (1 + x)y − (1− y)y′ = 0,

(
) (sin y + cos y)y′ + cosx sin y = 0,

(d) 2x
√

1− y2dx+ ydy = 0, y(1) = 0,

(e) x− y − 1 + (y − x+ 2)y′ = 0,

(f) y′ = cos(y − x− 2),

(g) (y − x− 2)2y′ = 1.

2. �åøèòå îäíîðîäíûå óðàâíåíèÿ:

(a) (x+ y)dx+ (y − x)dy = 0,

(b) (x2 + 2xy − y2)dx+ (y2 + 2xy − x2)dy = 0,

(
) y2dx+ (x2 − xy)dy = 0,

(d) (x2 + xy + y2)dx = x2dy,

(e) x− y − 1 + (y − x+ 2)y′ = 0,

(f) y′ = y

x
+ x

y
,

(g) xdy − ydx = y ln y

x
dx,

(h) y′ = x+y−2
y−x−4

,

(i) y′ = 3x−4y−2
3x−4y−3

.

3. �åøèòå ëèíåéíûå óðàâíåíèÿ:

(a) (1 + x2)y′ − 2xy = (1 + x2),

(b) y′ − 3x2y = x5 + x2, y(0) = 1,

(
) y′ + 2xy = xe−x2
,

(d) y′ + y cos x = sin x cosx, y(0) = 2,

(e) y′ + x2y = x2, y(2) = 1,

(f) y′ + 2xy = 2x3y3,

(g) y′ + 2y
x
=

2
√
y

cos2 x
,

(h) y′ − 1
3
y sin x = y4 sin x, y

(

π
2

)

= 1.

4. �åøèòå óðàâíåíèÿ â ïîëíûõ äè��åðåíöèàëàõ:

(a) (3x2 + 6xy2)dx+ (6x2y + 4y3)dy = 0,

(b) (x3 + 3xy2)dx+ (y3 + 3x2y)dy = 0,

(
)

(

1 + e
x
y

)

dx+
(

1− x
y

)

e
x
y = 0,

(d) (3x2y − 4xy2)dx = +(x3 − 4x2y + 12y3) = 0,
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(e)

xdx+ydy√
x2+y2

+ xdx+ydy

x2 = 0,

(f)

3x5+2y3

x3y2
dx− 2x5+y3

x2y3
dy = 0,

(g) (2xy − ln y)dx+
(

x3 + 1− x
y

)

dy = 0.
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6. ÄÈÔÔÅ�ÅÍÖÈÀËÜÍÛÅ Ó�ÀÂÍÅÍÈß

ÏÎ�ßÄÊÀ ÂÛØÅ ÏÅ�ÂÎ�Î

6.1. Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ

Äè��åðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì âòîðîãî ïîðÿäêà íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèå, ñâÿçûâàþ-

ùåå íåçàâèñèìóþ ïåðåìåííóþ, íåèçâåñòíó.þ �óíêöèþ è å¼ ïðîèçâîäíûå

F (x,y,y′,y′′) = 0.

Îïðåäåëåíèå. �åøåíèåì äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà íàçûâàåòñÿ

âñÿêàÿ �óíêöèÿ, êîòîðàÿ ïðè ïîäñòàíîâêå â óðàâíåíèå îáðàùàåò åãî â òîæäåñòâî.

�àññìîòðèì óðàâíåíèå y′′ = f(x). Ïîñëåäîâàòåëüíî äâà ðàçà âîçüìåì íåîïðåäåë¼í-

íûé èíòåãðàë

y′ =

∫

f(x)dx+ C1, y =

∫
(
∫

f(x)dx

)

dx+ C1x+ C2.

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì �óíêöèþ y, êîòîðàÿ ñîäåðæèò äâå ïðîèçâîëüíûå ïîñòîÿííûå C1

è C2. �åøåíèå óðàâíåíèÿ ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

y = ϕ(x,C1,C2), Φ(x,y,C1,C2) = 0.

Ïðè ðåøåíèè äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ, ïîëó÷åííîãî äëÿ êîíêðåòíîé çàäà÷è, íóæ-

íî ïîëó÷èòü åäèíñòâåííûé îòâåò, òðåáóåìîå óñëîâèå çàäà÷è. Äëÿ âûäåëåíèÿ åãî èñïîëü-

çóåòñÿ íà÷àëüíîå óñëîâèå çàäà÷è. Íà÷àëüíûå óñëîâèÿ äëÿ óðàâíåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà

èìåþò âèä

y = y0, y′ = y′0 ïðè x = x0.

×èñëîâûå çíà÷åíèÿ C1 è C2 íàõîäÿòñÿ èç ñèñòåìû óðàâíåíèé

{

y0 = ϕ(x0, C1, C2),

y′0 = ϕ′(x0,C1,C2)

èëè

{

Φ(x0, y0, C1, C2) = 0,

Φ′
y(x0,C1,C2) · y′0 + Φx(x0,y0,C1,C2) = 0.

Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà. Äàíî äè��åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå âòîðîãî ïîðÿäêà âèäà y′′ = f(x,y,y′) è

äàíû íà÷àëüíûå óñëîâèÿ y = y0, y
′ = y′0 ïðè x = x0. Åñëè ïðàâàÿ ÷àñòü òàêîâà, ÷òî:
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1. �óíêöèÿ f(x,y,y′), ðàññìàòðèâàåìàÿ êàê �óíêöèÿ òð¼õ àðãóìåíòîâ x, y, y′, íåïðå-

ðûâíà â îêðåñòíîñòè òî÷êè (x0,y0,y
′
0);

2. �óíêöèÿ f(x,y,y′) èìååò îãðàíè÷åííûå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ïî àðãóìåíòàì y è

y′ â îêðåñòíîñòè òî÷êè (x0,y0,y
′
0), òî ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå äàííîãî

óðàâíåíèÿ, îïðåäåëåííîå â íåêîòîðîì ïðîìåæóòêå [x0 − δ,x0 + δ] è óäîâëåòâîðÿ-

þùåå íà÷àëüíûì óñëîâèÿì.

Îïðåäåëåíèå. Îáùèì ðåøåíèåì äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà íà-

çûâàåòñÿ îáùèé âèä òàêè ðåøåíèé óðàâíåíèÿ, êîòîðûå ñîîòâåòñòâóþò êàæäîé äî-

ïóñòèìîé ñîâîêóïíîñòè íà÷àëüíûõ óñëîâèé.

6.2. Ñïîñîáû ïîíèæåíèÿ ïîðÿäêà äè��åðåíöèàëüíûõ

óðàâíåíèé

Äëÿ íåêîòîðûõ ÷àñòíûõ òèïîâ óðàâíåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà ìîæíî ââåäåíèåì íîâîé

ïåðåìåííîé ïîíèçèòü ïîðÿäîê óðàâíåíèÿ.

1. Äè��åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå âòîðîãî ïîðÿäêà íå ñîäåðæèò èñêîìîé �óíêöèè y

F (x,y′,y′′) = 0.

Ââåä¼ì íîâóþ �óíêöèþ z, ïîëîæèâ z = y′. Òîãäà z′ = y′′ è óðàâíåíèå ïðåâðàòèòñÿ â

óðàâíåíèå ïåðâîãî ïîðÿäêà

F (x,z,z′) = 0.

�åøèâ åãî ïîëó÷àåì,

z = ϕ(x,C1).

Ñäåëàâ îáðàòíóþ çàìåíó z íà y′, èìååì

y =

∫

ϕ(x,C1)dx+ C2.

2. Äè��åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå âòîðîãî ïîðÿäêà íà ñîäåðæèò íåçàâèñèìîé ïåðå-

ìåííîé

F (y,y′,y′′) = 0.

Âîçüì¼ì â êà÷åñòâå íåçàâèñèìîé ïåðåìåííîé y. Ïîëîæèì, ÷òî z = y′. Òîãäà

y′′ =
dy′

dx
=
dz

dx
=
dz

dy

dy

dx
=
dz

dy
· z.
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Â ýòîì ñëó÷àå èñõîäíîå óðàâíåíèå òåïåðü ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

F

(

y,z,z
dz

dx

)

= 0.

�åøèâ åãî ïîëó÷àåì, ÷òî

z = ϕ(x,C1) èëè

dy

dx
= ϕ(x,C1).

�àçäåëèì ïåðåìåííûå

dy

ϕ(x,C1)
= dx.

Îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî

x+ C2 =

∫

dy

ϕ(y,C1)
.
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Çàäàíèÿ äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîé ðàáîòû

1. �åøèòå óðàâíåíèÿ:

(a) xy′′ = y′ ln y′

x
,

(b) y′′ =
√
y,

(
) y′′ = ay′,

(d) y′′ = 1
a
(1 + y′2),

(e) y′′ = 1 + x(y′−x)
1−x2 ,

(f) 1 + y′2 = 2yy′′,

(g) yy′′ = y′
√

1 + y′2.

2. Âûäåëèòå ÷àñòíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

y3y′′ + 1 = 0

ïî íà÷àëüíûì óñëîâèÿì

y = 1 è y′ = 0 ïðè x = 1.

3. Âûäåëèòå ÷àñòíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

yy′′ + y′2 = 1

ïî íà÷àëüíûì óñëîâèÿì

y = 1 è y′ = −1 ïðè x = 0.

4. Âûäåëèòå ÷àñòíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

3yy′y′′ = 1 + y′3

ïî íà÷àëüíûì óñëîâèÿì

y = 1 è y′ = 0 ïðè x = 0.
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7. ËÈÍÅÉÍÛÅ ÄÈÔÔÅ�ÅÍÖÈÀËÜÍÛÅ

Ó�ÀÂÍÅÍÈß

7.1. Ëèíåéíûå îäíîðîäíûå äè��åðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ

âòîðîãî ïîðÿäêà

�àññìîòðèì îäíîðîäíîå óðàâíåíèå

y′′ + p(x)y′ + q(x)y = 0.

Åñëè y1(x) è y2(x) ðåøåíèÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ, òî �óíêöèÿ ay1 + by2, ãäå a è b �ëþáûå

ïîñòîÿííûå ìíîæèòåëè, òàêæå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ. Ïðîâåðèì ýòî.

Äåéñòâèòåëüíî, ïîäñòàâèì ay1 + by2 â çàäàííîå óðàâíåíèå. Èìååì

[ay1 + by2]
′′+p(x) [ay1 + by2]

′+q(x) [ay1 + by2] = a(y′′1+p(x)y
′
1+q(x)y1)+b(y

′′
2+p(x)y

′
2+q(x)y2) = 0.

Îïðåäåëåíèå. Äâå �óíêöèè íàçûâàþòñÿ ëèíåéíî çàâèñèìûìè û ïðîìåæóòêå

[x1,x2], åñëè ñóùåñòâóþò òàêèå ïîñòîÿííûå a1 è a2, èç êîòîðûõ õîòÿ áû îäíà îò-

ëè÷íà îò íóëÿ, ÷òî äëÿ âñåõ x ∈ [x1,x2] èìååò ìåñòî òîæäåñòâî

a1y1 + a2y2 = 0.

Èíà÷å, ÷òî îòíîøåíèå �óíêöèé

y1
y2

= −a2
a1

� ïîñòîÿííàÿ âåëè÷èíà.

Äëÿ äâóõ �óíêöèé ðàññìîòðèì îïðåäåëèòåëü

∆ =

∣

∣

∣

∣

∣

y1 y2

y′1 y′2

∣

∣

∣

∣

∣

= y1y
′
2 − y2y

′
1,

íàçûâàåòñÿ îïðåäåëèòåëåì Âðîíñêîãî èëè âðîíñêèàí.

Ñïðàâåäëèâà òåîðåìà

Òåîðåìà. Åñëè �óíêöèè y1(x) è y2(x) ëèíåéíî çàâèñèìû â [x1,x2], òî èõ âðîíñêèàí

òîæäåñòâåííî ðàâåí íóëþ â [x1,x2].

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî îïðåäåëåíèþ ñóùåñòâóþò ïîñòîÿííûå a1 è a2, èç êîòîðûõ îäíà

îáÿçàòåëüíî îòëè÷íà îò íóëÿ, ïóñòü ýòî a1. Òîãäà èìååò ìåñòî òîæäåñòâî

a1y1(x) = a2y2(x) = 0.

Îòñþäà y1(x) = −a2
a1
y2(x), y

′
1(x) = −a2

a1
y′2. Ïîäñòàâèì ýòè âûðàæåíèÿ â îïðåäåëèòåëü

∆ =

∣

∣

∣

∣

∣

y1 y2

y′1 y′2

∣

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

∣

−a2
a1
y2(x) y2

−a2
a1
y′2 y′2

∣

∣

∣

∣

∣

= 0.
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�

Òàêèì îáðàçîì, îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

y′′ + p(x)y′ + q(x)y = 0

ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

y = C1y1(x) + C2y2(x).

Âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà. Åñëè y1(x) è y1(x) � äâà ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ðåøåíèÿ ëèíåéíîãî îäíîðîä-

íîãî óðàâíåíèÿ, òî âûðàæåíèå

y = C1y1(x) + C2y2(x),

ãäå C1 è C2 � ïðîèçâîëüíûå ïîñòîÿííûå, ñîäåðæèò âñå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âîçüì¼ì ëþáûå íà÷àëüíûå óñëîâèÿ: ïðè x = x0 èçâåñòíû çíà÷åíèÿ

y = y0 è y
′ = y′0. Âîçìîæíî ëè ïîäîáðàòü ÷èñëîâûå çíà÷åíèÿ C1 è C2 òàê, ÷òîáû �óíêöèÿ

y(x) = C1y1 + C2y2 çàäàâàëà ðåøåíèå, îïðåäåëÿåìîå íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè

{

y0 = C1y1(x) + C2y2(x),

y′0 = C1y
′
1(x) + C2y

′
2(x).

Ïîëó÷èëè ñèñòåìó èç äâóõ óðàâíåíèé ñ äâóìÿ íåèçâåñòíûìè. Äëÿ �àçðåøèìîñòè òà-

êîé ñèñòåìû äîñòàòî÷íî, ÷òîáû îïðåäåëèòåëü èç êîý��èöèåíòîâ ïðè íåèçâåñòíûõ íå

ðàâíÿëñÿ íóëþ. Ýòîò îïðåäåëèòåëü

∆ =

∣

∣

∣

∣

∣

y1(x0) y2(x0)

y′1(x0) y′2(x0)

∣

∣

∣

∣

∣

åñòü âðîíñêèàí, âû÷èñëåííûé ïðè x = x0. Ïî óñëîâèþ y1(x) è y2(x) ëèíåéíî íåçàâèñèìû,

òî èõ âðîíñêèàí îòëè÷åí îò íóëÿ (∆ 6= 0).

Òàêèì îáðàçîì, ñèñòåìà ðàçðåøèìà îòíîñèòåëüíî C1 è C2. �

Èòàê, âñÿêèå äâà ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ðåøåíèÿ îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ îáðàçóþò

�óíäàìåíòàëüíóþ ñèñòåìó ðåøåíèé.

7.2. Ëèíåéíûå äè��åðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà

ñ ïîñòîÿííûìè êîý��èöèåíòàìè

�àññìîòðèì ëèíåéíîå äè��åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå âòîðîãî ïîðÿäêà, â êîòîðîì êî-

ý��èöèåíòû p è q ïîñòîÿííûå âåëè÷èíû:

y′′ + py′ + qy = 0, p = const, q = const. (∗)
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�åøåíèåì ýòîãî óðàâíåíèÿ ìîæåò áûòü òîëüêî òàêàÿ �óíêöèÿ, ïðîèçâîäíûå êîòîðîé

ïîäîáíû åé ñàìîé. Òàêîé îñîáåííîñòüþ îáëàäàåò òîëüêî ïîêàçàòåëüíàÿ �óíêöèÿ.

Ëåììà. Åñëè ÷èñëî k ÿâëÿåòñÿ êîðíåì óðàâíåíèÿ

k2 + pk + q = 0,

òî �óíêöèÿ ekx ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (∗).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëîæèì y = ekx è íàéä¼ì ïðîèçâîäíûå y′ = kekx, y′′ = k2ekx. Ïîä-

ñòàâëÿÿ y, y′ è y′′ â óðàâíåíèå (∗), ïîëó÷àåì

k2ekx + pkekx + qekx = ekx(k2 + pk + q) = 0

�

Óðàâíåíèå

k2 + pk + q = 0

íàçûâàåòñÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèì óðàâíåíèåì ëèíåéíîãî äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ

(∗).
�àññìîòðèì �óíêöèþ f(x) = u(x) + iv(x). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî u(x) è v(x) äè��åðåí-

öèðóåìû. Îïðåäåëèì å¼ ïðîèçâîäíóþ

f ′(x) = u′(x) + iv′(x).

Ëåììà. Åñëè êîìïëåêñíàÿ �óíêöèÿ f(x) = u(x)+iv(x) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ

(∗), òî êàæäàÿ èç âåùåñòâåííûõ �óíêöèé u(x) è v(x) â îòäåëüíîñòè òàêæå ÿâëÿþòñÿ

ðåøåíèåì (∗).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîäñòàâèì f(x) = u(x) + iv(x) â (∗). Èìååì

[u(x) + iv(x)]′′ + p [u(x) + iv(x)]′ + q [u(x) + iv(x)] =

u′′(x) + pu′(x) + qu(x) + i [v′′(x) + pv′(x) + qv(x)] = 0.

Êîìïëåêñíîå ÷èñëî ðàâíî íóëþ òîëüêî òîãäà, êîãäà

u′′(x) + pu′(x) + qu(x) = 0,

v′′(x) + pv′(x) + qv(x) = 0.

Òî åñòü u(x) è v(x) ðåøåíèÿ (∗).
�

Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ
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Òåîðåìà. Îáùåå ðåøåíèå ëèíåéíîãî îäíîðîäíîãî äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ñ ïî-

ñòîÿííûìè êîý��èöèåíòàìè ìîæåò áûòü âèäà:

a) åñëè õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå èìååò äâà ðàçëè÷íûõ âåùåñòâåííûõ êîðíÿ

k1 è k2, òî îáùåå ðåøåíèå èìååò âèä

y = C1e
k1x + C2e

k2x;

b) åñëè õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå èìååò äâà ðàâíûõ âåùåñòâåííûõ êîðíÿ k1 =

k2, òî îáùåå ðåøåíèå

y = C1e
k1x + C1xe

k1x;


) åñëè õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå èìååò äâà ñîïðÿæåííûõ êîìïëåêñíûõ êîðíÿ

k1 = α + iβ, k2 = α− iβ, ãäå β 6= 0, òî

y = ekx (C1 cos βx+ C2 sin βx) .

Äîêàçàòåëüñòâî.

a) Ïóñòü õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå èìååò äâà âåùåñòâåííûõ êîðíÿ k1 è k2. Òîãäà

y1 = ek1x, y2 = ek2x ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè (∗). Ýòè äâà ðåøåíèÿ ëèíåéíî íåçàâèñè-

ìû, òàê êàê

y1

y2
=
ek1x

ek2x
= e(k1−k2)x 6= 0.

b) Ïóñòü õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå èìååò äâà ðàâíûõ âåùåñòâåííûõ êîðíÿ. Òî-

ãäà y1 = ek1x � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (∗). Ñîñòàâèì y2 = xek1x. Âû÷èñëèì å¼ ïðîèç-

âîäíûå:

y′2 = ek1x + k1xe
k1x, y′′2 = 2k1e

k1x + k21xe
k1x.

Ïîäñòàâèì y2, y
′
2 è y

′′
2 â ëåâóþ ÷àñòü óðàâíåíèþ (∗):

2k1e
k1x + k21xe

k1x + p
(

ek1x + k1xe
k1x

)

+ qxek1x = ek1x
[

(k21 + pk1 + q)x+ 2
(

k1 +
p

2

)]

.

Ïî óñëîâèþ k21 + pk1 + q = 0. Òàê êàê k1 � êîðåíü êðàòíîñòè 2, òî k1 = −p

2
, òî è

k1 +
p

2
= 0, y2 = xek1x � ðåøåíèå è

y1

y2
=

1

x
6= const.
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) Ïóñòü èìååì äâà ñîïðÿæåííûõ êîðíÿ k1 = α+ iβ è k2 = α− iβ. Òîãäà z1 = e(α+βi)x

è z2 =
(α−βi)x

� ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (∗). Âîñïîëüçóåìñÿ �îðìóëîé Ýéëåðà

z1 = eαx cos βx+ ieαx sin βx, z2 = eαx cos βx− ieαx sin βx.

Îòñþäà

y1 = eαx cos βx, y2 = eαx sin βx

ðåøåíèÿ (∗). Òàê êàê y1
y2

= ctg βx 6= const, òî y1 è y2 ëèíåéíî íåçàâèñèìû.

Òàêèì îáðàçîì, îáùèì ðåøåíèåì áóäåò

y = C1e
αx cos βx+ C − 2eαx sin βx

èëè

y = eαx (C1 cos βx+ C2 sin βx) .

�

Ïðèìåð. Íàéäèòå îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

y′′ + 8y′ + 25y = 0.

�åøåíèå. Çàïèøåì õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå

k2 + 8k + 25 = 0,

ðåøåíèåì êîòîðîãî áóäóò

k1 = −4 + 3i, k2 = −4 − 3i, α = −4, β = 3.

Òîãäà îáùèì ðåøåíèåì áóäåò

y = e−4x (C1 cos 3x+ C2 sin 3x) .

�
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7.3. Ëèíåéíûå íåîäíîðîäíûå äè��åðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ

âòîðîãî ïîðÿäêà ñ ïîñòîÿííûìè êîý��èöèåíòàìè

�àññìîòðèì óðàâíåíèå

y′′ + py′ + qy = f(x), p = const, q = const.

Â êà÷åñòâå ïðàâîé ÷àñòè áóäåì ðàññìàòðèâàòü ðàçëè÷íûå �óíêöèè.

1. Ïóñòü f(x) � ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè n

f(x) = a0 + a1x+ a1x
2 + . . .+ anx

n.

Â ýòîì ñëó÷àå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ íóæíî èñêàòü â âèäå ìíîãî÷ëåíà, ïîäîáðàâ ñî-

îòâåòñòâóþùèì îáðàçîì åãî ñòåïåíü è êîý��èöèåíòû.

(a) Ïðåäïîëîæèì, ÷òî q 6= 0. Òîãäà ðåøåíèå óäîáíî èñêàòü â âèäå ìíîãî÷ëåíà

òîé æå ñòåïåíè, ÷òî è f(x)

g(x) = b0 + b1x+ b2x
2 + . . .+ bnx

n.

Ïîäñòàâëÿÿ åãî â èñõîäíîå óðàâíåíèå è ïðèðàâíèâàÿ êîý��èöèåíòû ïðè ñî-

îòâåòñòâóþùèõ ñòåïåíÿõ íàõîäèì g(x).

(b) Ïðåäïîëîæèì, ÷òî q 6= 0, p 6= 0. Â ýòîì ñëó÷àå îòñóòñòâóåò â ëåâîé ÷àñòè ÷ëåí

ñ y. Ïîýòîìó íåâîçìîæíî g(x) èñêàòü â âèäå ìíîãî÷ëåíà òîé æå ñòåïåíè, ÷òî

è f(x). Áóäåì áðàòü g(x) ñòåïåíè íà åäèíèöó áîëüøå

g(x) = x(b0 + b1x+ b2x
2 + . . .+ bnx

n).

(
) Ïðåäïîëîæèì, ÷òî p = 0, q = 0. Â ýòîì ñëó÷àå ó ëåâîé ÷àñòè îòñóòñòâóþò

÷ëåíû ñ y è y′. Â ýòîì ñëó÷àå g(x) áóäåò èìåòü âèä

g(x) = x2(b0 + b1x+ b2x
2 + . . .+ bnx

n).

2. Ïóñòü ïðàâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ èìååò âèä

f(x) = eαxPn(x),

ãäå Pn(x) � ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè n. Áóäåì èñêàòü ðåøåíèå èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ â

âèäå

g(x) = eαxu,
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ãäå u � íåêîòîðûé ìíîæèòåëü, âèä êîòîðîãî íåîáõîäèìî îïðåäåëèòü.

Âû÷èñëèì ïðîèçâîäíûå �óíêöèè g(x):

g′(x) = αeαxu+ eαxu′, g′′ = α2eαxu+ 2αeαxu′ + eαxu′′.

Ïîäñòàâèâ ïîëó÷åííûå âûðàæåíèÿ â èñõîäíîå óðàâíåíèå, ïîëó÷èì

α2eαxu+ 2αeαxu′ + eαxu′′ + p(αeαxu+ eαxu′) + qeαxu = eαxPn(x).

Ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèÿ áóäåì èìåòü

(α2 + pα+ q)u+ (2α+ p)u′ + u′′ = Pn(x).

Äëÿ ðàâåíñòâà ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòè íåîáõîäèìî, ÷òîáû è â ëåâîé ÷àñòè áûë ìíî-

ãî÷ëåí.

(a) Åñëè ÷èñëî α íå ÿâëÿåòñÿ êîðíåì õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ äëÿ îäíî-

ðîäíîãî óðàâíåíèÿ, òî α2 + pα + q 6= 0. Â ýòîì ñëó÷àå g(x) áóäåò èìåòü âèä

g(x) = eαx(b0 + b1x+ b2x
2 + . . .+ bnx

n).

(b) Åñëè ÷èñëî α � êîðåíü êðàòíîñòè 1, òî α2 + pα + q = 0, à 2α + p 6= 0. Òîãäà

u = x(b0 + b1x+ b2x
2 + . . .+ bnx

n),

à

g(x) = eαxx(b0 + b1x+ b2x
2 + . . .+ bnx

n).

(
) Åñëè α � êîðåíü êðàòíîñòè 2, òî α2 + pα+ q = 0 è 2α + p = 0. Òîãäà

u = x2(b0 + b1x+ b2x
2 + . . .+ bnx

n)

è

g(x) = eαxx2(b0 + b1x+ b2x
2 + . . .+ bnx

n).

Ïóñòü äàíû äâà äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèÿ âèäà

y′′ + py′ + qy = f1(x),

y′′ + py′ + qy = f2(x).

Òîãäà ñóììà ðåøåíèé ïðèâåä¼ííûõ óðàâíåíèé åñòü ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

y′′ + py′ + qy = f1(x) + f2(x).
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3. Ïóñòü ïðàâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ èìååò âèä

f(x) = eαx (Pn(x) cos βx+Qm(x) sin βx) ,

ãäå Pn(x) � ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè n, à Qm(x) � ñòåïåíè m.

Çàìåíèì cos βx è sin βx ïî �îðìóëàì Ýéëåðà

f(x) = eαx
(

Pn(x)
eiβx + e−iβx

2
+Qm(x)

eiβx − e−iβx

2i

)

,

èëè

f(x) =
1

2
e(α+iβ)x (Pn(x) + iQm(x)) +

1

2
e(α−iβ)x (Pn(x) + iQm(x)) .

Òîãäà ðåøåíèå áóäåì èñêàòü â âèäå

g(x) = e(α+iβ)xRp(x) + e(α−iβ)xTp(x),

åñëè α± iβ íå ÿâëÿåòñÿ êîðíåì õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ èëè

g(x) = x
(

e(α+iβ)xRp(x) + e(α−iβ)xTp(x)
)

,

åñëè α± iβ êîðåíü õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ. Çäåñü Rp(x) è Tp(x) � ýòî ìíî-

ãî÷ëåíû ñòåïåíè p, ãäå p = max{n,m}.
Îñòàëîñü çàìåíèòü �óíêöèè e(α+iβ)x

è e(α−iβ)x
ïî �îðìóëå Ýéëåðà. Òîãäà èìååì

g(x) = eαx (Lp(x) cos βx+ Sp(x) sin βx)

è

g(x) = xeαx (Lp(x) cos βx+ Sp(x) sin βx) ,

ãäå Lp(x) è Sp(x) ìíîãî÷ëåíû ñ âåùåñòâåííûìè êîý��èöèåíòàì.
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Çàäàíèÿ äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîé ðàáîòû

1. Íàéäèòå îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèé

(a) y′′ − 5y′ + 4y = 0.

(b) y′′ − 6y′ + 9y = 0.

(
) y′′ + 8y′ + 25y = 0.

(d) y′′ + 9 = 0.

(e) y′′ + 2y′ = 0.

(f) y′′′ − 8y = 0.

(g) yIV + 2y′′ + y = 0.

2. Âûäåëèòå ÷àñòíîå ðåøåíèå óðàâíåíèé

(a) y′′ + y = 0, ïðè íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ y = 1, y′ = 0 ïðè x = 0.

(b) y′′ − 4y′ + 4y = 0 ïðè íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ y = y′ = 1 ïðè x = 0.

3. Íàéäèòå îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèé

(a) y′′ − 5y′ + 4y = x2 + 1.

(b) y′′ + 2y = 24x.

(
) y′′ − 5y′ + 4y = x2 + 1.
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8.1. Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ

Îïðåäåëåíèå. Ñèñòåìîé äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé íàçûâàåòñÿ ñîâîêóïíîñòü

äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, êàæäîå èç êîòîðûõ ñîäåðæèò íåçàâèñèìóþ ïåðåìåí-

íóþ, èñêîìûå �óíêöèè è èõ ïðîèçâîäíûå.

Îáùèé âèä ñèñòåìû ïåðâîãî ïîðÿäêà, ñîäåðæàùåé n èñêîìûõ �óíêöèé y1, y2, . . ., yn

ñëåäóþùèé











F1(x,y1,y2, . . . ,yn,y
′
1,y

′
2, . . . ,y

′
n) = 0,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Fn(x,y1,y2, . . . ,yn,y
′
1,y

′
2, . . . ,y

′
n) = 0.

Åñëè ñèñòåìà äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ðàçðåøàåòñÿ îòíîñèòåëüíî ïðîèçâîä-

íîé, òî îíà èìååò âèä



















dy1
dx

= f1(x,y1,y2, . . . ,yn),
dy2
dx

= f2(x,y1,y2, . . . ,yn),

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ,
dyn
dx

= fn(x,y1,y2, . . . ,yn).

Òàêàÿ ñèñòåìà íàçûâàåòñÿ íîðìàëüíîé ñèñòåìîé äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Ïðè

ýòîì ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ÷èñëî óðàâíåíèé ðàâíî ÷èñëó èñêîìûõ �óíêöèé.

�åøåíèåì ñèñòåìû ÿâëÿåòñÿ ñîâîêóïíîñòü èç n �óíêöèé: y1, y2, . . ., yn, óäîâëåòâîðÿ-

þùèõ êàæäîìó èç óðàâíåíèé ýòîé ñèñòåìû.

Íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè ñèñòåìû áóäóò ñîîòíîøåíèÿ:

y1(x0) = y01, y2(x0) = y02, . . . , yn(x0) = y0n.

Â ýòîì ñëó÷àå çàäà÷à Êîøè äëÿ ñèñòåìû äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñòàâèòñÿ êàê:

íàéòè ðåøåíèå ñèñòåìû, óäîâëåòâîðÿþùåå íà÷àëüíûì óñëîâèÿì.

Òåîðåìà. (Òåîðåìà Êîøè) Åñëè â ñèñòåìå äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé âñå �óíê-

öèè fi(x,y1, . . . ,yn) íåïðåðûâíû âìåñòå ñî âñåìè ñâîèìè ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè ïî

yi â íåêîòîðîé îáëàñòè D (n + 1)- ìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà, òî â êàæäîé òî÷êå

M0(x0,y
0
1, . . . ,y

0
n) ýòîé îáëàñòè ñóùåñòâóåò, è ïðèòîì åäèíñòâåííîå, ðåøåíèå y1 =

ϕ1(x), y2 = ϕ2(x), . . ., yn = ϕn(x) ñèñòåìû, óäîâëåòâîðÿþùèå íà÷àëüíûì óñëîâèÿì
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Èçìåíÿÿ â îáëàñòè D òî÷êó M0, ïîëó÷èì áåñ÷èñëåííîå ìíîæåñòâî ðåøåíèé, êîòîðîå

ìîæíî çàïèñàòü â âèäå ðåøåíèÿ, çàâèñÿùåãî îò n ïðîèçâîëüíûõ ïîñòîÿííûõ

y1 = ϕ1(x,C1, . . . , Cn), . . . , yyn = ϕn(x,C1, . . . ,Cn).

Òàêîå ðåøåíèå ÿâëÿåòñÿ îáùèì ,åñëè ïî çàäàííûì íà÷àëüíûì óñëîâèÿì ìîæíî îäíî-

çíà÷íî îïðåäåëèòü ïîñòîÿííûå C1, C2, . . ., Cn èç ñèñòåìû óðàâíåíèé











ϕ1(x0,C1,C2, . . . ,Cn) = y01,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ,

ϕn(x0,C1,C2, . . . ,Cn) = y0n.

Îïðåäåëåíèå. �åøåíèå, ïîëó÷àþùååñÿ èç îáùåãî ïðè êîíêðåòíûõ çíà÷åíèÿõ ïîñòî-

ÿííûõ C1, C2, . . ., Cn íàçûâàåòñÿ ÷àñòíûì ðåøåíèåì.

8.2. Èíòåãðèðîâàíèå íîðìàëüíûõ ñèñòåì

Îäíèì èç îñíîâíûõ ìåòîäîâ èíòåãðèðîâàíèÿ íîðìàëüíîé ñèñòåìû äè��åðåíöèàëü-

íûõ óðàâíåíèé ÿâëÿåòñÿ ìåòîä ñâåäåíèÿ ñèñòåìû ê îäíîìó äè��åðåíöèàëüíîìó óðàâ-

íåíèþ âûñøåãî ïîðÿäêà.

Ïóñòü çàäàíà ñèñòåìà



















dy1
dx

= f1(x,y1,y2, . . . ,yn),
dy2
dx

= f2(x,y1,y2, . . . ,yn),

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ,
dyn
dx

= fn(x,y1,y2, . . . ,yn).

(∗)

Ïðîäè��åðåíöèðóåì ïî x, íàïðèìåð, ïåðâîå óðàâíåíèå ñèñòåìû

d2y1

dx2
=
∂f1

∂x1
+
∂f1

∂y1

dy1

dx
+
∂f1

∂y2

dy2

dx
+ . . .+

∂f1

∂yn

dyn

dx
.

Ïîäñòàâèâ â ýòî ðàâåíñòâî ñîîòíîøåíèÿ èç (∗), ïîëó÷èì

d2y1

dx2
=
∂f1

∂x1
+
∂f1

∂y1
f1 + . . .+

∂f1

∂yn
fn

èëè

d2y1

dx2
= F2(x,y1, . . . ,yn).

Äè��åðåíöèðóÿ ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå åù¼ ðàç è çàìåíèâ

dy1

dx
, . . . ,

dyn

dxn
,
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ïîëó÷àåì

d3y1

dx3
= F3(x,y1, . . . ,yn).

Ïðîäîëæèâ ýòîò ïðîöåññ äî ïîðÿäêà n, íàéä¼ì

dny1

dxn
= Fn(x,y1, . . . ,yn).

Ñîáåð¼ì ïîëó÷åííîå óðàâíåíèå â ñèñòåìó



















dy1
dx

= f1(x,y1,y2, . . . ,yn),
d2y1
dx2 = F2(x,y1,y2, . . . ,yn),

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ,
dny1
dxn = Fn(x,y1,y2, . . . ,yn).

(∗∗)

Èç ïåðâîãî (n − 1)-ãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (∗∗) âûðàçèì �óíêöèè y2, . . ., yn ÷åðåç x,

�óíêöèþ y1 è å¼ ïðîèçâîäíóþ y′1, y
′′
1 , . . ., y

(n−1)
1 . Ïîëó÷èì



















y2 = ψ2(x,y1,y
′
1, . . . ,y

n−1
1 ),

y3 = ψ3(x,y1,y
′
1, . . . ,y

n−1
1 ),

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ,

yn = ψn(x,y1,y
′
1, . . . ,y

n−1
1 ).

(∗ ∗ ∗)

Âñå íàéäåííûå çíà÷åíèÿ ïîäñòàâèì â ïîñëåäíåå óðàâíåíèå ñèñòåìû (∗∗). Òàêèì îáðàçîì,

ïîëó÷èì îäíî óðàâíåíèå n-ãî ïîðÿäêà îòíîñèòåëüíî èñêîìîé �óíêöèè y1(x)

dny1

dxn
= Φ(x,y1,y

′
1, . . . , y

(n)
1 ).

Ïóñòü åãî îáùèì ðåøåíèåì áóäåò

y1 = ϕ1(x,C1, . . . , Cn).

Ïðîäè��åðåíöèðîâàâ åãî n ðàç è ïîäñòàâèâ â (∗ ∗ ∗), íàéä¼ì �óíêöèè y2, . . ., yn

y2 = ϕ2(x,C1, . . . ,Cn), . . . , yn = ϕn(x,C1, . . . ,Cn).

Ïðèìåð. �åøèòå ñèñòåìó äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

{

dy

dx
= 4y − 3z,

dz
dx

= 2y − 3z.

�åøåíèå. Ïðîäè��åðåíöèðóåì ïåðâîå óðàâíåíèå ñèñòåìû

y′′ = 4y′ − 3z′.
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Ïîäñòàâèì z′ = 2y − 3z, y′′ = 4y′ − 3(2y − 3z). Îòêóäà

y′′ − 4y′ + 6y = 9z.

Ñîñòàâèì ñèñòåìó

{

y′ = 4y − 3z,

y′′ = 4y′ − 6y + 9z.

Èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû âûðàçèì z ÷åðåç y è y′

z =
4y − y′

3
.

Ïîäñòàâèâ âî âòîðîå óðàâíåíèå ñèñòåìû, áóäåì èìåòü

y′′ − 4y + 6y = 9
4y − y′

3
.

Èíà÷å y′′ − y′ − 6y = 0. �åøåíèå ïîëó÷åííîãî óðàâíåíèÿ èìååò âèä

y = C1e
−2x + C2e

3x.

Íàéä¼ì z: y′ = −2C1e
−2x + 3C2e

3x
. Òîãäà

z = 2C1e
−2x +

1

3
C2e

3x.

�

8.3. Ñèñòåìû ëèíåéíûõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

ñ ïîñòîÿííûìè êîý��èöèåíòàìè

�àññìîòðèì íîðìàëüíóþ ñèñòåìó äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ïîñòîÿííûìè êî-

ý��èöèåíòàìè











dy1
dx

= a11y1 + a12y2 + . . .+ a1nyn,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ,
dyn
dx

= an1y1 + an2y2 + . . .+ annyn.

Äëÿ èëëþñòðàöèè ìåòîäà èíòåãðèðîâàíèÿ ñèñòåìû äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé îãðà-

íè÷èìñÿ òðåìÿ óðàâíåíèÿìè











dy1
dx

= a11y1 + a12y2 + a13y3,
dy2
dx

= a21y1 + a22y2 + a23y3,
dy3
dx

= a31y1 + a32y2 + a33yn.

(∗)
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Çäåñü êîý��èöèåíòû aij (i,j = 1, 2, 3) � ïîñòîÿííûå. ×àñòíîå ðåøåíèå ñèñòåìû (∗) áóäåì
èñêàòü â âèäå

y1 = αrkx, y2 = βekx, y3 = γekx,

ãäå α, β è γ � ïîñòîÿííûå, êîòîðûå íóæíî ïîäîáðàòü òàê, ÷òîáû �óíêöèè y1, y2, y3

óäîâëåòâîðÿëè ñèñòåìå.

Ïîäñòàâèì ýòè �óíêöèè â ñèñòåìó (∗) è ñîêðàòèâ íà ekx 6= 0, ïîëó÷èì










(a11 − k)α + a12β + a13γ = 0,

a21α + (a22 − k)β + a23γ = 0,

a31α + a32β + (a33 − k)γ = 0.

Ýòó ñèñòåìó ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê îäíîðîäíóþ ñèñòåìó òð¼õ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâ-

íåíèé ñ òðåìÿ íåèçâåñòíûìè α, β è γ. ×òîáû ýòà ñèñòåìà èìåëà íåíóëåâîå ðåøåíèå,

íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû îïðåäåëèòåëü å¼ áûë ðàâåí íóëþ

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a11 − k a12 a13

a21 a22 − k a23

a31 a32 a33 − k

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= 0. (∗∗)

Îïðåäåëåíèå. Óðàâíåíèå (∗∗) íàçûâàåòñÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèì óðàâíåíèåì ñèñòå-

ìû (∗).

Ïîëó÷åííîå óðàâíåíèå � ýòî óðàâíåíèå òðåòüåé ñòåïåíè. �àññìîòðèì âîçìîæíûå ñëó-

÷àè:

1. êîðíè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ äåéñòâèòåëüíû è ðàçëè÷íû: k1, k2, k3. Äëÿ

êàæäîãî êîðíÿ ki (i = 1, 2, 3):

(a) äëÿ êîðíÿ k1: y
1
1 = α1e

k1x
, y12 = β1e

k1x
, y13 = γ1e

k1x
;

(b) äëÿ êîðíÿ k2: y
2
1 = α2e

k2x
, y22 = β2e

k2x
, y23 = γ2e

k2x
;

(
) äëÿ êîðíÿ k3: y
3
1 = α3e

k3x
, y32 = β3e

k3x
, y33 = γ3e

k3x
;

òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷èëè �óíêöèîíàëüíóþ ñèñòåìó, îáùåå ðåøåíèå êîòîðîé çàïè-

øåì â âèäå:

y1 = C1α1e
k1x + C2α1e

k2x + C3α3e
k3x,

y2 = C1β1e
k1x + C2β1e

k2x + C3β3e
k3x,

y3 = C1γ1e
k1x + C2γ1e

k2x + C3γ3e
k3x;

2. êîðíè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ðàçíûå, íî ñðå íèõ åñòü êîìïëåêñíûå

k1 = a+ ib, k2 = a− ib, k3.

Â ýòîì ñëó÷àå ÷àñòíîå ðåøåíèå îïðåäåëÿåòñÿ òàêæå êàê è â ïåðâîì ñëó÷àå;
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3. õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå èìååò êîðåíü k êðàéíîñòè m (m = 2, 3). �åøåíèå

ñèñòåìû ñîîòâåòñòâóþùåå êðàòíîìó êîðíþ, ñëåäóåò èñêàòü â âèäå:

(a) m = 2, òî

y1 = (A+Bx)ekx, y2 = (C +Dx)ekx, y3 = (E + Fx)ekx;

(b) m = 3, òî

y1 = (A+Bx+ Cx2)ekx, y2 = (D + Cx+ Ex2)ekx, y3 = (G+Hx+Nx2)ekx.

Ïîñòîÿííûå îïðåäåëÿþòñÿ ìåòîäîì íåîïðåäåë¼ííûõ êîý��èöèåíòîâ.
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Çàäàíèÿ äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîé ðàáîòû

�åøèòå ñèñòåìó óðàâíåíèé:

a)

{

x′ = 6x− y,

y′ = 3x+ 2y.

b)

{

x′ = x− y,

y′ = −4x+ y.


)

{

x′ = 2x+ y,

y′ = 3x+ 4y.

d)

{

x′ = 1
y
,

y′ = 1
x
.

e)

{

x′′ = y,

y′′ = x.
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ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Èçó÷åíèå êóðñà ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà ïîìèìî ðåøåíèÿ "òàêòè÷åñêèõ" çàäà÷, ñâÿ-

çàííûõ ñ íåïîñðåäñòâåííûì èçó÷åíèåì ïîíÿòèé è ìåòîäîâ ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà,

èãðàåò âàæíóþ ðîëü è â ðåøåíèè "ñòðàòåãè÷åñêîé" çàäà÷è ïðèâèòèÿ îáùåé ìàòåìàòè÷å-

ñêîé êóëüòóðû, âêëþ÷àþùåé óìåíèå äàâàòü ÷¼òêèå îïðåäåëåíèÿ, ñòðîãî �îðìóëèðîâàòü

äîêàçûâàåìûå óòâåðæäåíèÿ è ñòðîèòü êîððåêòíûå äîêàçàòåëüñòâà.

Âñå òåìû ïîñîáèÿ çàñëóæèâàþò ïîëíîãî è ãëóáîêîãî èçó÷åíèÿ. Áåçóñëîâíî, íàñòî-

ÿùåå èçäàíèå íå ñìîæåò çàìåíèòü ó÷åáíèêè ïî ïîëíîòå ïðåäñòàâëåííîãî ìàòåðèàëà.

Îäíàêî ñòóäåíòàì îíî áóäåò èíòåðåñíî òåì, ÷òî â îäíîì ïîñîáèè èçëîæåí êàê òåîðåòè-

÷åñêèé ìàòåðèàë, òàê è äàíû ðåøåíèÿ ïðèìåðîâ è çàäà÷.
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